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К РЕШЕНИЮ ДВУХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ О ПЕРЕДАЧЕ 
НАГРУЗКИ ОТ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО СТРИНГЕРА ДВУМ 

КЛИНОВИДНЫМ УПРУГИМ ПЛАСТИНАМ

Контактные задачи о передаче нагрузки от накладок (стрингеров) ма­
лой толщины упругим телам и последнее время. нанду их большой практи­
ческой ценности, получили значительное развитие Достаточно полная 
библиография работ ио указанной области теории упругости содержится з 
|1]. Здесь же вкратце остановимся на некоторых работах, посвященных 
задачам о передаче нагрузки от стрингера клиновидной упругой пластине

Первой работой, относящейся к передаче нагрузки от стрингера клино­
видной упругой пластине, по-видимому, следует считать работу [2]. В этой 
работе в рамках известных физических предположений, предложенных R 
[3?. получено эффективное решение в замкнутой простой форме задачи о 
передаче нагрузки от полу бесконечного стрингера упругой пластине в виде 
полуплоскости, представляющей частный случай клиновидной пластины. 
Основой классифицирования указанной задачи в ряду задач для клиновид­
ной пластины может послужить еще тот факт, что в [2] исследование ве- 
.'•։ ся при помощи интегрального преобразования Медлина, являющегося 
основным математическим аппаратом в граничных задачах теории упруго­
сти для клиновидных бесконечных областей. Эта же самая задача впослед­
ствии была рассмотрена в работах [4. 5].

Замкнутое решение, доведенное до числовых результатов, задачи о пе­
редаче нагрузки от полубесконечного стрингера клиновидной пластине с 
'֊.. извольным углом раствора построено н работе [6]. Здесь, как в [2]. 
решение задачи сводятся к решению определенного разностного уравнения 
для преобразования Меллина от неизвестного тангенциального контактно­
го напряжения. Методика решения этого уравнения во многом аналогична

•-•дике, изложенной в [2|. Эта же самая задача повторно была рассмот­
рен? в работе [7]. где окончательное решение выражено в квадратурах.

К обсуждаемому кругу задач примыкают также задачи о контакте по- 
■ бесконечных балок с упругим клином, кот<-рым посвящены работы [8. 9, 
10].

Контактная задача о передаче нагрузки от накладки конечной длины 
.‘ .’.ину с произвольным углом раствора исследована в нашей работе |11] 
Эта же самая задача в случае стрингера переменного поперечного сечения 
Нскладки рассмотрена в I 121. В другой нашей работе [13] рассматривает­
ся задача о передаче нагрузки двум одинаковым клиновидным упругим 
пластинам от накладки конечной длины, вдоль которой они соединены меж­
ду собой.
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В настоящей работе приводится исследование двух контактных задач 
и передаче нагрузки от полубесконёчной накладки двум одинаковым клино­
видным упругим пластинам с произвольным углом раствора. В первой зада­
че предполагается, что грани клиньев свободны от напряжений. а во второй 
задаче — они защемлены.

О метим, что первая задача ранее была рассмотрена в работ՛, jl4|. 
При помощи известных представлений перемещений интегралами Мелли- 
на решение исходной задачи в этой работе сведено к некоторому разн ictho- 
му уравнению, после чего записано его общеизвестное решение в квадрату­
рах без дальнейшего их исследования в смысле возможного упрощения. По­
следнее необходимо для выяснения структуры и закономерностей измене­
ния важных механических характеристик — тангенциальных н нормальных 
контактных напряжений. Кроме того, отсутствие такого исследования за­
трудняет получение числовых результатов.

В настоя щен же работе исследование упомянутых выше задач прово­
дится методом, н сущности отличным после некоторого этапа от предложен­
ного в [ 14] и представляющим некоторое развитие методов, изложенных в 
12] и [6]. Исходным пунктом у нас служит построение функций влияния 
для клипа с. произвольным углом раствора от единичных радиальных и тан­
генциальных сосредоточенных сил. После этого из основе построенных функ­
ций влияния обе поставленные задачи формулируются в виде систем интегро- 
дифферемциальяых уравнений при определенных граничных условиях. За­
тем при помощи преобразования Маллина эти системы преобразуются в 
системы разностных уравнений, к которым применяется метод работ [2] и 
[6| и несколько видоизмененной форме. Таким способом удастся получить 
замкнутое и эффективное решение разбираемых задач, допускающих число­
вые ри-ализац5Н1. Получены простые расчётные формулы для тангенциаль­
ных и нормальных контактных напряжений и икрсь.иии i я концов на.хлад- 
ки. Исходя из этих формул, проведены вычисления и на основе этих число­
вых результатов построены графики тангенциальных и нормальных кон- 
i а к т и ы х п а 1t ряжен» й.

§ 1. Исктановка задач и вывод определяющих уравнении

Пусть дне клиновидные пластины, изготовленные из одинакового ма­
териала и г одинаковым углом раствора, сцеплены между собой посредс ном 
упругой пол\бесконечной накладки.

В иераой задаче предполагается, что грани <| — а и ср а клиньев 
свободны от внешних напряжений, а во второй задаче они защемлены. 
Кроме того, нус: ь к первой задаче к концу накладки приложена горизоя- 
гальпая сосредоточенная сила Р (фиг. I). а во второй задаче — она прило­
жена на расстоянии а от концов накладки (фиг, 2).

Основные предположения сводятся к следующему
Вследствие малости толщины накладки считается, что ее толщина а 

процессе деформации не изменяется.
С другой стороны, считается, что под действием только горизонталь­

ных напряжений накладка находится в одноосном напряженном состоянии.
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Относительно клиньев же считается, что они находятся п обобщенном 
плоском напряженном состоянии. Требуется определить законы распреде­
ления нормальных и тангенциальных напряжений вдоль линии соединения 
накладки с гранями клина.

Очевидно, что при исследовании этих задач нельзя пренебречь нор­
мальными контактными напряжениями. Они здесь учитываются согласно 
только что упомянутой гипотезе о постоянстве вертикальных упругих пере­
мещении па линии соединения стрингера с клиньями.

Исходя из этих предположений, находим, что как в первой, так и во 
второй задаче на линии сцепления накладки с гранями клина должны вы­
полняться условия

<л/2'
_Л_ = £т, н^ = о (0<г<оз) (1.1)

с/г

Здесь п.?) и и'.՝1—соответственно радиальные и тангенциальные 
перемещения граничных точек упругих клиньев, лежащих на грани ц — 0. а 
€<г֊)— осевая деформация накладки.

Нормальные и тангенциальные контактные напряжения, подлежащие 
определению, обозначим (](/) и т(г) соответственно. Теперь в случае пер­
во։! задачи, составив уравнение равновесия для некоторой части накладки 
и воспользовавшись законом Гука, будем иметь

£О)=Г
(/и,1' 

Иг
Р-2/,

о

11.2)
1

где Е, модуль упругости накладки, — площадь прямоугольного 
поперечного сечения накладки, /? - ширина накладки.

Аналогичным образом в случаи второй задачи будем иметь

(1.3)

Здесь Н(г—а) —функция Хевисайда.
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Легко видеть. что функция т(гм) удовлетворяет условию

(7г։)Л-0=-^ (1.4)

о

Далее, введя безразмерные величины

■«-—■.(г), <?(<֊) = ~ Яо(') (1-5)

и приняв во внимание известные выражения функций влияния для клиньев, 
находим, что условия (1.1) сводят определение функции Т0(г) и </Аг) 
(вследствие (1.2) и (1.3)) к решению следующих систем ин гетро-диффе­
ренциальных уравнении, относящихся соответственно к первой и второй 
задачам:

1___
4*Е1и

$1п2я$ — $8т*2* ,1 . . .
—Г—--------- V՜,՜ ֊о ('о> +֊
8 (БНГ 8՜ ЭШ’ 7)

4 (1 -֊у) .я'|П2 а$ 4- 5 [(1 ֊!• у) 5 -И 2]

о
к (яш2 аз — $- в։п2 я)

Яч М =

1
Е.А

| Ъ(^) ^0 

и

(1.6)

1___
4~Е/и

и

‘(1 у) .$(п2 *8 4՜ 8 |(1 - у) 5— 2] 81П ' 7.
*՜՜ с»

5(8։п2ах 8231П2д)
•г.(^)^а-

/У . у г,. \* 51п2а£ | $ 81 п 2а_
<//\1 ,Р /■ •՛ $(&’։п’;х$ 82$։гга) 

о /.

(1$ Я Лг А О

1 | (У Г (7 Г<1 У 2*я1п 2д$ ; 2$ 8)п 2?______
Л՜/.,’ .֊-/г,’ . ՝ г / 8 [4у. «т'-’ах -- 48г81п*а — (1 ~ х)2]

</8 ■о(''о) ‘/год՝

1' 1727. V -у-0 7) ֊՝>I п22^՜ 28[(1 4՜ у)8 — 2] 51п~ т.
дг,. 2 \ Г ./ 8 (4/ 81П՜ 28 — 4$'՜’ 8»П"’ Я — (1 4“ 7)՜]

о л

—։֊ [ Я(г а) - I -о(Го) с/г0

I)

до(го)г/г<ч 
I

(1.7)

_Х_ (А ( 17 27У'
'2г.ЕЬг 7/г2[2\г/ 8(4/. 8111" х$ 48'5։п*а (14 х)՜] 1

и х
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</ Г Г Г/ г с \*_________2х $1п 2я$ — 2д 51п 2я_________
</гЗ I .’ \ Г / 5(4х$։п2«я 4 4$։51пга (1 х)2]

О £

Чо (г0) с/г0 = О

Применив к уравнениям системы (1.6) преобразование Мсллина, после 
несложных выкладок получим систему разностных уравнении для изобра­
жений

£1'1’(«, ։) ГД։ + 1) + /.й> ։) <2,(5 4 1) ֊ > Г<><* + 2>
8 4-1

Й’О, 5)Т0(։+1) £&’(«, «НМ» Ч֊1) = 0
(1.8)՛

где

. 1}}. . .я։п 2яя — 8 .мп 2я
(«. «) ֊ —----------7~Г՜

Я1П՜ Я8 — 5՜ 5Ш а

/Ж 5) = (1 — у)5»г -г 5 [(1 •Н)5-|- 2] ям3а
$'1П2«5 528։п2Я

/<1Ь . (1 — 45։п?Я8я[(1 • >)8—2)8>п-а
8) = „ --------------

81П՝Я8 8’51П а

. (П/ . 5 51п2а
(а» $) = —7,---------- 7".—

$1П2 Я$ — 51ГГ я
(1.9)

о

^0 

о

2£Л
£.4,

Из условия ( 1.4) непосредственно следует, что

Го(1) = 1

В случае системы уравнений (1.7) для изображен;։!։ 
шую систему разностных уравнений:

(1.10)

получим следую*

(«, 5) г„ (։ 4-1) +/Ж ։) <?„ (։ + I) ֊ ֊4 + ,, Д2--
8 1 8 + 1

։) Т,(։+ !)-«?(«, ։)<2,(։^ 1) 0
где

£!•;՛(», 5> - 2х 5'ш 2а$ -г 2я з։п 2«  
4х$1п2а$ , 48г81п2я (1 4 у)“'

(2) , К _ 2х (1 — у) 5НГ «8 -- 2$ [(1 -г V) 8 — 2] 51П2 Я
»12 \Я. -5/ — ---------------------------------------------------------------

4 /. 5>п2 я« 4՜ 48՜՝ $։п։ я — (1 — к)՜
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(2) . _ 2<<(1 v) sirr«$ — 2$[(1 -}-'')$ 2]տ1ո՜։
■1 \ $■ > Տ .՛ --  „ о ո

•Ixsin ots I 4szsin-a (1 ; •/.)•

h$ (7, _____ 2x sin 2as  2s s i n 2a  
4*siiras-b 4$*sin’a (1 x):

(1.12)

Eh 3 — ч-------• z = -------- 
Е*АУ--------------- 14՜ 4

Из второго yplEH-ЯИЯ системы ( 1.8) можем записать

ЬТ2 (*է Տ)
(1.13)

Подставив выражение QM(s 1) из (1.13) в (1-8), будем иметь

7p(s -г 2) Е։АЯ s -г 1
7'0(s т-1) ՜ 2Eh s ։S (1.14)

Здес и

. - b sin4 as 4-4 sin՜ xs 4֊ os՜sin2as 4- ds' es՛'
r, ($) s---------------------------------------- ---------- -----------------

(sin 2as 4՜ $ sin 2a) (sin՜ ’J.s — s2 sin՜ x •
(1.15)

b = 4 — (1 >)՝, c — 2 (.1 ՝<)sin֊a, d = (1 f- v)-sin‘i, e»4sin‘’«

Из (1.13) согласно (1.10) получим

Չօ (1) - \чо (ր0) </ր0 = 
J о

2 sin"a
2a Հ- sin 2a

(1.16)

Обращаясь ко второй системе (1.11). последовательно иаход нм

<?«(•’+ 0= ^(տ+1) (1.17»
Ь22 (X, Տ)

՜ 2)- ֊■ - (1.18!
z;(s 1) 2Eh s-1 ■ T.(s ; 1) 

где

, . , (տ՜ - 1)< — Ь А sin4 as հ- 4z- sin՝ as — c/.s2 sin2 as r ds՛՛ es՛՜')
՜: ՚ ՜ I . 'l -- /\ -

$(zsin2'3S s sin 2a) x sin2 as 4- s'sin’ a ( )

(!.!<■))

В случае второй задачи условие ( 1.16) приобретает вид

Գ(1) = ԱօՀ/0') dr0 = 2sin*x (1.20)
J 2/Л — sin 2a

<1
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Следовательно, рассматриваемые задачи сводятся к решению разностных 
уравнений (1.14) к (1.18) при условии (110);

§ 2. Решение разностных уравнении

Сначала рассмотрим уравнение (1.14). Введем новую функцию фор­
мулой

ч читывал (2.1). уравнение (1.74) представим в виде

/■1 (0)
■1

2'л — я։п 27
(2.2)

Так как /($)—целая функция, то на основании известной теоремы 
Вейерштрасса имеет место формула

П ՛ ’ л' „/дО) !‘(1֊^)(1 -з‘՝7Й)

Здесь нули функции Ь ‘Ни4 ;$ 4 з։п ՝ 'лх- с$' з'ш : я.? г/л* е$Т а 
(к — НУЛИ ФУНКЦИИ (л’.пЗя.Ч - $ з'ш 2л) (я։П2 ЯЧ х® .«игр я) в КОМИЛОксноЙ 
плоскости $, для которых 1-е (Зд., 1ш (з., /г). О, Ис <2 5^ ,,
Ие 6>-<2 &е /;֊ь При этом каждый нуль записывается столько раз, 
какова его краткость.

Легко показать, что для функции (Д '՝’) будет иметь мес го представле­
ние

(2.4)

Это бесконечно': произведение сходится в полосе — Не к •'->
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Из (2.4) следует, что функция £/(•$) удовлетворяет условиям

1Ц^и< ։) = 1. £/(0) = и(^\ = и( -Л-1 (2.5)
\ £ / \

3 1
Очевидно, что функция //(■'՝) регулярна в полосе -- Ко $<х — •

С другой стороны. поскольку согласно (2.4) полюсы функции I- (л)

расположены

регулярной в

в области Ис$|՝>— ’ то 
2

-п - 1 3
полосе а —» —

2 2

будет

Отмстим,

1_
2

*»то, как в работе [6], для функции имеет место асимп-
тотнчеткое равенство

-»<»1
е |£/(з)|—0 для всех е > 0, когда 11ш $ | • -

В дальнейшем нам понадобится интегральное представление для 
ции ((*), что согласно [6] имеет вид

(2.6)

функ-

1п £/(։) = рп /(г) </г + < рп/О + '^ —1И (2.7)

Обратимся теперь к уравнению (1.18). Соответствующее однородное 
уравнение, как л выше, запишется в виде

(2.8)

где положено

7“6+4)=Н($){У(5>’
\ Л* /

^Л.(О)
2ЕЬ

/(*) =
($), 

л;(0)
Г2(0) =

16 (хчг — $1п՜ а)
(1 4՜ у-)՛* (2ха — зап 2л)

(2-9)

Щ*> =

Решение уравнения (2.8) строится вполне аналогичным способом. Лег­
ко проверить, что функция //(л՜) из (2.9) регулярна в полосе 0<11?е I.

в то время как полюсы функции Ь'(^) расположены в области | Ре $| >
1_
2

Из сказанного выше следует,

гулярной в полосе а<^Ие$<^6,

что функция 7*о^5 —будет ре-

-֊ <Г а <՜ 0, — < Ь <Г 1. В данном 
2 ՝ 2
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случае для функции £/(х) имеет место то же самое асимптотическое 
равенство (2.6).

После того, как известно решение однородного уравнения (2.8), при 
помощи интегрального преобразования Лапласа можно получить решение 
неоднородного уравнения ( 1.18). С этой целью можем записать, что

/ЛА я 7 2)
3£Ь ֊ 1 2 5 7а’(5 I 1) (2.Ю>

где Т,. (8 1) решение указанного однородного уравнения.
Подетавляг. теперь выражение (2.10) к (1.18). будем иметь уравнение

Г.М 2) Г0(я-1 1) _<1_ (2Ш
Ло-- 2) 7»(։ + 1) ' Г»(։-■>)

что после некоторых преобразований перейдет з следующее:

/?(5 + 2)-А’($ 1) = .;(5.1) С2.12)

где

К (») = • («) ֊ — (2.13)
/с ($) /г Ь’ + 1)

Построив решение последнего уравнения при помощи двустороннего 
преобразования Лапласа, решение исходного уравнения (2.11) можно пред­
ставить формулой

П(» + 1)- - Г<>(‘ ; Се՜““ ”</ш (2.14)
2“։՛ ։1 е - 1

где

Ф(») = Г —0,1 ■ е“,1,'1>^ (6-1<с<2, «</><!) (2.15) 
3 То <5 -г 2)

С—1 -Г»

§ 3. Основные свойство решении и числовые результаты

Решения поставленных задач теперь могут быть получены при помо­
щи формулы обращения Медлина. Для напряжения т։,(/) находим

-:о('-)= — |’г-‘ 7;.(։)Л (3.1)

Л

Здесь Л берется в виде бесконечной прямой, параллельной мнимой осн 
плоскости комплексной переменной 5 и лежащей в полосе регулярности 
функции /„(5)
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Учитывая формулы (2.1), в первой задаче для тангенциальных и нор­
мальных контак । ных напряжений соответственно будем иметь

В последней формуле

А? (я, $) _ (1 — /) sin2 as я[(1 1 v) s—2] sin"? 

/-2’ (i> s) sin 2*s — s sin 2a

Для вычисления интегралов, входящих в (3.2) и (3.3). прнменж ся 
теорема о вычет ..х

Отметим, что а последних формулах при малых г(^<1) путь интегри­
рования /- замыкается слева, а при больших г(г2>1)—справа. Из этих 
формул находим, что если первый полюс функции (/($) удовлетворяет ус- 

3
лопию Res՜ -• то как т,.(г). так и </.,(г) на конце линии контакта имеют 

логарифмическую особенность для угла который определяется из 
услогтя

1
= arc sin ——- ■

J 1 I v
(3.4)

3
2

Если же Re я

Re я > — — и а > а.-, 
2

и то они ограничены в точке г 0. При

они и этой точке имеют особенности порядка

-о(г) = О(г‘'-’). 90(f) = 0 s1 = R&^, (0<Res։<l)

Отметим. что значения параметра <х։ при различных углах раствора хаются 
габл. I.

Таблица I

а -.'4 .-■•2 .1./4 -

Vl 1 0.719562 0,700768 0.5
V, 1 0,727221 0.708571 0.5

уэ 1 0.732658 и.712947 0.5
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При этом, когда «֊л, нормальные и тангенциальные контактные напря­
жения содержат осцилаяц.иониыс множители в виде косинусов и синусов, 
аналогично известному решению В. А. Абрамова [15].

Обращаясь теперь к интегралам (3.2) и (3.3), в результате вычисле­
ния необходимых вычетов подынтегральных функций получим при малых 
/■(/■<!) следующие разложения*:

-»(>•)= 2 г''-։Ке(2й,г|,"'1‘> 2 2 г” ։Ке(25„Л) +
д»г-п, п=։, 2,... 1՛-!, .՛,...

- 2 (-1)” = Л.Г
*•——?» — I,-.

?«(<֊)= 2 /•" :Ие[2Й0£(а, 
*-1.2....

+ 22 / ’ Не[2Л,/.(г, ։*-«)/*]-и
п-1, :՝,... д-1.

+ 2 (-1)”' ՛£(», т + 1).4,г (3.5)
1И=—?. -Л...

где

^=4 ֊Ало» 
л! 2/: л

°«(^+п)

” ПНуН-Щ, п)г(й-г

4 .Г (1 + 2։к ֊1 л) Г(;։4 | 3։ | л
т л -Г 1)

1 )Т — х._—л)

„ / \ <2։* 2-и>
/х I — |

л„ = (т + 1)ЦА’л1(о) " и(т-֊1). <

\ 2/ /-22 (’.з)

При больших же г(г2>1) будем иметь

•«(<■)- 2 2 Г '■ !(( 1)’ 'А.йе[2/г,г՜' ]
л—0,1,2,... 4. I

?о(0= 2 2 ֊• ” ’{( 1)՞ 7.(1, Г.-1)Д„ +

4- Ке |2А./Да, • п ф 1) (3.6)
где

В этих разложения։ • —— [[ри з — у подьП17егралъ!1п1х функции появ­
2

ляются двойные полюсы и соответствующие разложения здесь и.- прнподитем
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2 ЕЛ $т ”/д

. , п -|- 1) Г($* 4- п 4-1) !'(/* — — л) 

д.| Г* (я.. — /* — л) Г (2/л 4֊ л 4-1) 1’ (*., — /* — л) 1' \(к 4՜ /л- 4- л 4* 1)

Для получения числовых результатов, которые осуществлены на Наи- 
ри-2‘>, были рассмотрены грн случая компановки стрингера с упругими 
клиньями. При этом считалось, что стрингер изготовлен ил легированной 
стали с упругими константами Е., = 2.1-10՛ кк/елг, 0.30. а клинья из­
готовлены из прокатного цинка, прокатной меди и свинца с упругими кон­
стантами соответственно Е = 0.84- 10' к։/см՛: 1.1-10” кЕсм՛, 0.17- 10” «г ’едг; 
V — 0.27, 0.34. 0.42. Случаи сочетания материалов стрингера и клиньев в 
указанно։։ после.;эвательностн будем именовать случаями I. II к 111. В этих 
։ лучаях ио формулам (3.5) и (3.6) были вычислены тангенциальные и пор* 
мальпые контактные напряжения при малых и больших >(г-<|; Г3>1).

г п 3-
когда угол раствора клиньев а = — > —» —» 

4 2 4
Для иллюстрации приведем здесь выражения функций тДг) и </„(/) в 

случае 1 при а — —

"0 (г) —1.526-1.059г—0.172 Д-0.019 Д ֊0.001 г’ 0.00004 Д-------  ..
</о(г) = 1.526-2.79Ы֊0.781 Д 0.067Д-0.003Д [-0.0002Д-------7 ՝

т0(г) = 1.945г -'֊ 2.549 г՜3 4 11.003г“4 135.953г
(г>1)

7о(г} = -1.631г-5- 16.944г"4 209.367г 5 4 •-

Эти функции в тотальных случаях имеют аналогичную структуру.
Исходя из последних, построены графики функций т„.(г) и </Д<), пока- 

..ывающис закономерности их изменения I 1а фиг. 3, 4, 5 и 6 приведены гра­
фики напряжений " (г) и <?»(<) при .малых г и при различных углах а. В 
результате сравнения этих графиков можно сделать следующие выводы:

а) с увеличением Е (а-постоянно) коэффициенты интенсивности на­
пряжений вблизи конца г —0 увеличиваются:

б) значения нормальных напряжений <■/,.(' ) (0<.’г-<оо) на лини։։ кон­
такту значительно меньше значений тангенциальных напряжений г(,(.г).

Далее, на фиг. 7. 8 и 9 приведены графики напряжений Т0(г) и <?.>('') 
при различных Е. Сопоставление этих графиков показывает, что:

а) с возрастанием значений л(ат-~) при одинаковых Е коэффициен­
ты интенсивности напряжений т„(/՜) вблизи конца г = 0 увеличиваются, а 
для коэффициентов интенсивности напряжений 7֊,(г) имеет место обратный 
эффект;
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Фиг. 1.

Фиг. 5. Фиг. 6.
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б) при и—т коэффициенты интенсивности напряжений резко умень­
шаются.

В заключение автор благодарит С. М. Мхитаряна за пенные заме­
чания.
Институт механики АН

Армянской ССР Поступила 13 VII 1976
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ON THE SOLUTION Ob՜ TWO CONTACT PROBLEMS ON THE 
TRANSFER OF LOAD FROM A SEMI-INFINITE STIFFENER 

TWO WEDGESHAPED ELASTIC PLATES

K. G. GULIAN

S u m in a r y

Two contact problems on the transfer of load from semi-infinite 
stiffener to the similar wedgcshaperl clastic plates with an arbitrary 
aperture angle are examined. In the first problem it is assumed that the 
edges of the wedge arc tree from stress while in the second problem 
they are fastened.

Both problems are formulated as systems of integral-differential 
equations under definite boundary conditions. Then with the help of 
Mellin’s transformation these systems are converted into systems of 
difference equations. Closed and effective solutions of the problems 
are obtained which permit numerical realizations. Simple calculating 
formulas arc derived tor tangent and normal contact stresses in the 
vicinity of the wedge terminals. Calculations are given resulting from 
these formulas and on the basis of these numerical results graphs of 
tangent and normal contact stresses are drawn.

2 Известия \H Армянской ССР. Механики, .V/ 6
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111 М ХАЧАТРЯН

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ НАПРЯЖЕН НО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ А11ИЗОТРОПНОЙ ПОЛОСЫ

Рассматривается вопрос определения напряженно-деформированного 
состояния в плоской задаче для анизотропной полосы. Считается, что пло­
скость .полосы совпадает с плоскостью упругой симметрии материала. На 
продольных сторонах полосы заданы значения напряжений, а на торцах— 
различные комбинации ториевых условий.

Применяется асимптотический метод интегрирования, и решение зада­
чи представляется в виде суммы двух решений — незатухающего и типа 
погранслоя. Показывается возможность сращивания этих двух решений на 
торцах.

Обсуждается применимость прикладных и асимптотического методов 
для анизотропных материалов. Показано, что применимость этих методов 
может существенно зависеть от величины отношения упругих коэффициен­
тов. Анализируется влияние отдельных коэффициентов упругости на при­
менимость гипотезы о нсдеформируемых нормалях.

1. Рассматривается плоская задача для анизотропной полосы 
-• = {(.х, у) : О -С .г < а, |у | < /г, /? <& а}, на продольных сторонах 
у = ± Ь которой заданы значения напряжений

Злу = (х), ± У (х) при у — Л (1.1)
п

-• на торцах л* — 0, а—произвольные пока торцевые условия.
Считаем обеспеченным равновесие прямоугольника как жесткого тела. 

Предполагаем также, что плоскость упругой симметрии совпадает с плоско­
стью ху. то есть практически в этой плоскости имеем общую анизотропию.

Для решения задачи используется асимптотический метод интегриро­
вания [I]. Вводя безразмерную координатную систему $ — х!а. пре­
образовав соответствующие уравнения теории упругости анизотропного те­
ла. получим систему, содержащую малый параметр е = Л.-’о при производ­
ных. Решение годобного рода сингулярно возмущенных уравнений склады­
вается [I—3] из двух типов решений — внутреннего, то есть незатухаю­
щего при удалении от границы в глубь области решения, и типа погранслоя.

Решение анизотропной полосы известным для изотропного и ортотроп­
ного случаев приемом не представляется в виде суммы двух решений—сим­
метричного и кососимметричного, гак как в этом случае симметричным и 
кососимметричным внешним нбЗдействиям не соответствуют гакие же на­
пряженно-деформированные состояния.



20 Ш. М. Хачатрян
“-- -------~ ••֊------—----------------------- - --------...... ■ — I

Внутренне.- решение ищем п виде [ 1]

ф = V п.2)
»֊О

Ц любое ии напряжений или безразмерных перемещений С к՝а, 
V — 'и.а, ()" 0 при хО, </ целое число и выбирается следующим
образом:

7 2 для зд, и, </ — 1 для <,у

с/ 3 для V, д 0 для

Подс;апля>: (1.2) в уравнения теории упругости, с учетом (1.3) полу­
чим систему

я3‘*> х)?*1 л-**1_ ։ _‘2_ — о 73уу с -у п
<7: (Г- ՝ ' (Г. ~

„<41 , -1«֊2> . (։֊1)
«И'л У «12'у Н- «»Злу

21 -| а^; а2,А ’՛ (1.4)

дУ՝’՝ _(։ з> , ... я
«26 '■/ . «ве^У

Интегрируя спс ему ( 1.4) по и, получим

. «>
'/''-«.'•'С.) е՝''=- ֊’. .<՝"(:)

(1-. и"'՞'

, л 1 _/•» с»)(л) 1 аи 1 <Ги> , ч,;Сд — —------- —-------------- ;---- _ I С,
ап с/: ап </•֊

'■ ДП ■> ! ' ' (к:)

1 "Л ,1 •՛*՝'.1*1 _ • "Р •» «'»уО г -•’> > ,•'»>

(О г») ,<«)го , (I , ’л.с. и 3.,1( неизвестные функции от : и подлежат опреде­
лению, а величины со звездочками — известные функция от " и оп- 
| сдел я ются с. лед у к । щ.им образом:
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1 / с1 к 
«11

<*-2) 
а123у (1.6)

1*1 
՛*» 'У — Яг* о

Удовлетворив граничным условиям (1.1), получим, что м|<։ и и,Н) 
удовлетворяют следуют им уравнениям:

«и

А А2’ .с*.
За31 </?

(1.7)

(1.8)

где

= _ х}'> । ± (;?;>(: = 1) <#>(: - - П)

ч{'> = ,

А;’С- о ^4*4; = — !)
+-------- к--------- ------------------------------

Л?* - 1/2 ( А’ А'“'), ХГ’-1/2(Х'”)֊Х 1”) (1.9)

у!‘} = 1/2(г’(։| у !й\ й*А 12( у и) । у '■*■)

з,у-. и =,/ определив тем следующим образом:

-։;/и = Л2 — (о.у (, 1>- =,,, (,= ֊ 1)) — ֊—
2 ՝2ап </г

'Я' - Г|-----Т - л ((- - 1) - (* = — 1))
(1.10)

Гаким образом, г.се величины будут определены, если известны 
и1* , и’(։'. Последние определяются по формулам

1 <■*> >А1 ■ /"•<»>; ।
— и Ни П“С1 ' г С? 
«и

1 13 12
Д «• «’и Сз — ֊: Сч — Сз ; I С<.
Зап Ь 2

и«*1 = р 'Л, «•(/' = </; е/; । д'; । д " с/;

(1.11)

(1.12)
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При 5—0 уравнения (1.7) и (1.8) можно получить, если принять из­
вестную гипотезу о недсформирусмых нормалях. Для каждого приближе­
ния 5 для определения ы'л| и «г*} решаются одни и те же уравнения 
( 1.7). ( 1.8) и меняется лишь вид нагрузки. В частности.

Р — — Лр -'"Ч “֊“I
«и ՝

р12> „ (J_ 2i? 1. °и\ </% _j_ “и </%

X 6 ап 6 ап/ dv ai։

0} _ v dX., и; 2 а,,։ (I X.
։ Jr 9 Qa֊ J a.j d-г

( A. Q-6___ ?_ f,i -___ ?. \ •
W՜ 5 an/ </:-

1 aC6 4 aU\ d'X2
~ | о I

5 a։։ 5 oil / d\'

(1.13)

Из (1.9), (I 13) видно, что величина вносимой поправки зависит не 
только от изменяемости внешней нагрузки, но и от отношения упругих ко­
эффициентов. В частности, если а1։-«и = О(г 1, то вносимая поправка 
иг первого приближения будет порядка первого члена и асимптотика (1.3). 
а I ледо.чатсльио, я гипотеза о педеформируемых нормалях перестанут быть 
верными для анизотропного случая. 13 изотропном и ортотропном случаях 
р1,! с/''1 Он вносимая поправка будет сказываться со второго прибли­
жения. го есть гипотеза о недсформирусмых нормалях в изотропном случае 
имеет большую точность, нежели в анизотропном случае.

Формулы (1.9). (1.13) показывают, что характер внутреннего напря­
женного состояния может существенно зависеть от о;ношении о. ,'йп и здесь 
первостепенную важность имеет отношение a...'a։t. Влияние остальных от­
ношении коэффициентов упругости будет существенным, если </1п'<?ц = 

~ О(= ֊). a26 au ()\г 3), a22/an О(=՜'), то есть поправку к вну­
треннему напряженному состоянию, определяемому прикладной тео­
рией, в первую очередь нужно связывать с более точным учетом 
сдвиговых факторов [41.

В вышеуказанных предельных случаях или надо отыскать другую 
асимптотику, которая в исходном приближении будет резко отличаться от 
асимптотики, сх.твстствующей гипо . езе недсформирусмых нормалей, или 
решить задачу другим способом как существенно двухмерную.

Формулы (1.11) и (1.12) показывают, что пронзволов внутренней 
задачи недостаточно для удовлетворения условиям при х=0, а в каждой 
точке торна. Чтобы удовлетворять торцевым условиям достаточно точно, 
необходимо иметь решение типа погранслоя.

2. Для построения погранслоя вблизи торца с —0 в уравнениях теория 
упругости сделаем новую замену переменных / = Этим преобразованием 
выделяется дифференцирование в продольном направлении [3].
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Решение вновь полученных уравнений ищем в виде функций типа по- 
гранслоя [5]

К, ^(С)ехр(֊/-0 (2.1)

»=$

где R;,—любое из напряжений и перемещений, х,- показатель интенсивно­
сти. л -const характеризует изменяемость напряженно-деформированного 
состояния. Для ногранслоя, соответствующего краю £=0, Рел>*0.

Числа хр выбираются гак. чтобы получить непротиворечивую систем» 
(5, 6]. Этому условию удовлетворяют

•х. = х, хм — ■/ - 1 (2.2)

здесь о<—любое из напряжений, п.—любое из безразмерных перемещений, 
х определится при рассмотрении вопроса взаимодействия ногранслоя с вну­
тренним напряженным состоянием.

В результате имеем следующую систему относительно величин

֊ о.<») _ Л
г₽ r </Г

I

, ՛.») I <») I <«>— ancT/, - at..ZyP 4- ии5ЛуД (2.3)

a-ay’՛ 4՜ «.'fl3 4^
du՝y 

dZ
i-Vp — ՛ о e'V/.? 4- «sa3»1'**

решением которой является

-(«) _ "хр -- —а:\
>п

” • F,, « \ л (j|
Чр — ( an . з т Hj2 — 4- a։e — I А„

X f-n f n i-n /

_,(•) _  t . . n . Ft! Fn
v» - — “n— T (a։i 4֊ aw)r? -I a..e— - 2als -y

/•։, f-n f՝n

«(fe) удовлетворяет уравнению

(2-4)

A'^

т f'n '-n(aee 2a|_.)/?r, i 2>ia дАя-f-'/.„a,/-,, 0 (2.5)

к условиям

• 2.6)

являющимся следствием из условий =0 при $ = ±1. R завн-

<*5^ — # -Ш)
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<։։мости от вида корней соответствующего (2.5) характеристического урав­
нения |7|

а) ։{-/?, а ֊6% б)а։ — /?,. : //с (■/, /р '?3>0> 

возможны следующие решения задачи (2.5)—(2-6):

а) /\,(-) = е " (с63 р>л 51П 3/.„- -б’ш со$ ^’) (2.7)

где л„—корень уравнения

з-ш2^Л-22/.м 0 (2.8)

|(*1 х;)" + (н։ -1 >■>)■] СОЗ 2 (3։ - &)/.,.

II

Г Л‘п/•п кп) = е ($։п ։За„ соз 3/.,,' — ' соз 3/-Л з1п 3/ п’,) (2.9)

зт 23л„ - 23>п = 0 (2.10)

6) =
/->11

(/Л: ՛ СОЗ -| Л>1՛'' Я1П Л,,-) ЧА;.’ ,
-ь

֊ (/?Й' СОЗ ~ /-/14՛ -31П рЛ,- ) е ‘ " (2.11)

-[(«։֊М2 (■%֊ ?г)"1 сое 2(^4 -г :М,-л-4кЛсЬ2(а1 г.) /.„ -֊О (2.12)

Через О\',! обозначены алгебраические дополнения первой строки
с л е д у юще и матрицы:

4”
<й’ 4°’

I 4“’ <&՝ 
|| 4’ 4”

где

</п' =е ՛ '‘соз^-п,

<А<" ֊=? ' ' соз 32>.„,

-е ‘"созЗ,/.,,, 

.1«) 12՝ п л«23 — е СОБ

4"1 =е 1 " («։ СОЙ р/л - /: Й1П ?!<■»),

4’ 4”
</& 4՛
Л’՛ 4՞՛
/Л) Х/р 

«43 «41

с/\'■՝ — е 1 '' 31 п Р/...

с/| ।' ~ е ' з1п 32Л<

Л п) ‘ 1"г? .
«22 = — с 81П /։г։

а3 « - о021 -— е з։ир/п

1 — е (х. $п։ м 4՜ Л соз п)
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d&} = е ’ п (a, cos п — ?։ sin ?։ >Л), d'zx ’ = f '' (а. sin 3,л„ '<а cos Зг/ „)

с/1Г’=<? ’ " (я։ cos 3։/,„—£։ sin-V*)

(/<? = е ՛ " 5»п 3։/„-i ?xcos?։>H)

<hl ~ * -«А.» — С (3jCOS|3։/n r.3։sin?jM

</4’41 = с 1 (— sin 3/ . - \ cos 3/.,)

Считаем, что н (2 4) и ч дальнейшем там. где какая-либо функция 
умножается на произвол погранслоя А’ . производятся суммирование 
но всем значениям немого индекса п, соответствующего всем корням }.„ 
Min Ре л практически будет xapai вать быстроту »атухання погран- 
слоя. Это затухание будет медленнее, чем в изотропном и ортотропном слу- 
ч«ях. так как и, и/ отличны от нуля.

В табл. 1 приведены упругие коэффициенты и значения параметров 
a-, (»f, входящих в уравнение (2.12). для материалов СВАМ 5 1 и С.ВАМ 
15:1 Упругие постоянные взяты из [8]. где <{—угол между главными на­
правлениями анизотропии и координатными осями В табл 2 приведены 
значения первых нескольких корней л- ֊ x* ; iy, трансцендентного уравне­
ния (2.12) для этих материалов.

Напряжения z։j//, 3 произвольном поперечном сечении самоурап- 
новешены. то ecih

։ ։ 1

3։^: = о, (~ о, = о (2.13)

-1 -I •։

перемещения же аналогичным равенствам, вообще говоря, не удовлетворя­
ют. (2.13) легко установить, если непосредственно вычислить эти интегра­
лы н учесть (2.6).

Аналогичным образом строится погранслон вблизи горца 1=1. Если 
отсчет вести от л 0. данные R» этого погранслоя получаются из приве­
денного формальной заменой / на /,= 1 г—‘ (а—л)/й.

Приведенные выше результаты относятся к плоскому напряженному 
состоянию. Известной заменой упругих коэффициентов а., на чч 

~ (ana/.i)/a„ (/, j 1. 2, 6) можно получить данные для плоской дефор­
мации. Отметим также, что решение типа погранслоя в нашем случае одно­
временно является точным решением.

Интеграл задачи представим в виде

J Q+R՝" (2.Н)

Представление (2.14) содержит достаточное число произволен для удовле­
творения торцевым условиям.
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Таблица 1

М а тс риал՜ "—__
О։։.ю-5

СМ2 К1
«„-10-5

СМ3/К1
ап-10՜5 

СМ3)1 к։
Ю 5 

см3,'к г
«к Ю 5 

см3;к։
о„ -10 '5

СМ3/К1 т. '։1 «։ %

СВАМ 5:1 г=45 0.675 0.675 0.374 0.832 0.0887 0.0887 0.61128 0.79142 -0.74260 0.66964
СВА.М 15:1 у^ЗО 0.430 0.400 -0.280 1.660 0.304 0.050 ֊0.78453 1.34211 0.07689 0.61518

Таблица 2
('ВАМ 5 С ВАМ 15:1 у=х304

■% У.. Уп

1 1.717576 1.640117 1.979940 1.115331
2 2.868292 2.704967 3.260595 1.676184
3 5.182160 4.849278 5.960421 2.866730

III 
М

. Х
ачатрян
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3. Пусть нт горце х=0 заданы значения напряжении

(С) (3.1)

Подставляя (2.14) и (3.1), учитывая (1.2). (2.1) и что при £=0 проявляет 
себя первый погранслой. получим

'«• ’ П
+*"Р”

л»Р ч; ■ 2

О (/ = 0) (3.2)

Условия (3.2) будут непротиворечивыми, то сечь позволяют последователь­
но определить постоянные в решениях внутренней задачи и погранслоя. 
если х= 2, Запишем условия (3.2) в виде

,<■> = 0)> = ??= 0) (3 3)
Правые части (3.3) должны удовлетворять условиям (2.13). откуда нахо­
дим следующие значения произволен внутренней задачи:

1

с(։'= С; = 0))</:
->]

с4։| = л?' (0) - -1- (<.;р> (0, 1) + (о, 1» +«м

(3.4)

Если на краю с I также заданы значения напряжений, то от этих 
условий вытекают те же значения произволов внутренней задачи, так как 
считается обеспеченным равновесие прямоугольника как жесткого тела. Пе­
ремещения будут определены I точностью жесткого смещения. Из условии 
отсутствия жесткого смещения

//(1, 0) - 0, и(1, 0) -0,
(!и 
(Г.

(3.5)

■определяются произволы СУ\ С'/1 и Сь։|. Остаются неопределенными 

произволы погранслоя Л‘„А' и /V (В^'— произвол погранслоя, соот­

ветствующий краю ■ I). Для определения А„՛ и 2^,л' можно приме­
нять приближенные методы, в частности, метод коллокации или ме­
тод Трефтца |9, 10].
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Если на краю с— I заданы значения перемещений

» = ?)(')> (3.6)

то можно применять вариационный принцип Кастилиагю | II]. который п 
пашем случае примет вид

1

( 10' — •?։) '•’» 4- (и — о2) </7 = 0 (3.7)

-1

о читывай, что Ст . Сз , С։ и уже известны, то есть они 
нс варьируются, ни (3.7), используя (2-14), получим следующую беско­
нечную систему алгебраических уравнений относительно произволов 
ног ране лоя В'.'':

֊0 (т = 1, 2,...) (3.8)

.•де

։ л 
Опт --  (<'«•'», ~ V/, ֊,„ ) т/

- I
I

С;= ••(; 1)5..+ <••'’>(* - 1)

։

I

«л
-:

Через зк, и,,, и.,, обозначены коэффициенты при /1/ в выраже­
ниях соответственно для ~^р, иР'> г՛՛/՛, заданные формулой (2.4).

I аким образом, используя вариационное уравнение (3.7), мы находим 
5 ֊ гавшиеся производи в формулах для напряжений и упругих перемещений. 

I (остоянные (Л ՛. СЛ.'! и Сбл՛ характеризуют жесткое смещение, их 
можно определить, например, из условий отсутствия жесткого сме­
щения (3.5). Н I значения С?'1, С?1 и С",4՛, естественно, будут влиять 

значения произволов погранслбя В՛֊,'՛, определяемые из уравнений (3.8).
4 Рассмотрим случай, когда на торцах с՜ 0.1 заданы значения пере­

мещен пн

։Н = ^(^), и = «,(!), (?р '?,.) при := 0, 1 (4.1)

.В этой задаче з сил) того, что удовлетворены статические граничные усло­
вия, такя։е можно применять вариационное уравнение Кастнлиано, которое 
примет вид
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I

[(и - ?։) - (V ?■֊) «ху] 4֊

- I

+ \ К«֊ ?,)'Х + (V ֊ -УЧЛ .Л =0 <4-2)

-1

Используя (2.14). из (4.2) получим непротиворечивую систему, если 
У.— - 4. Система алгебраических уравнений имеет вид

СГ'+аДД!.””^ Й'+”) 4 «и’ ֊ о

—Сз”4- С.','՝4 ь„ (/։՝” 4- М") 4 С„Я՝‘֊“+ бУ 0 (4.3)
3

Й” 4 2С?1 4- С. (А? ~ В“') - с?1 = О

֊ <&’ = 0 (т = 1, 2, ...) (4.4)

Л,^”4е^ = 0 (т = 1, 2....) (4.5)

где 

։ г

ап - — I и,Ьп = —— I (ч"~ 1) 
2ап; 2а։։3

^} = ֊ | О'“Т:֊0) = 1) •
2«н .1

- 5

։
+ -֊ 1)) </: - ֊՛ - — С (г?’2> 1 ?? '-՝) <Г. М.6)

2«н « Л

-1 (? - 1) (V (ж)(- = 0)4֊ ^'=Чс = 1)) ֊ и/:,; (;=!)֊

апГ֊,гл?'(; (7՜' — 1) ип ’ (; ֊ 1)

«п «
А 1 | /г г- л \ ( (« - 3 ։ (I —-- ------------(/ 1) (?2 - '2 

2«и « ?.
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J
ci" =--------- Г С(։ = 0) + (։=]) -

«н J
— 1

еЙ= | = + (5= 1)-„,)Л

- I
։

֊АС (•/,-” <-..+ //
О J

-I

Система уравнений (4.3) — (4.5) составляет полную систему для опре­
деления произволен внутренней задачи к погранслоя. После их определе­
ния по формулам, приведенным в пп. 1—2, определяются напряжения и 
упругие перемещения.

Сходимость процесса Кастилиамо з общем случае доказана в [9], по­
этому мы здесь не будем останавливаться на этом вопросе.

Из (4.3) — (4.6) видно, что Л1;,՜'՛ — 73,,՛՜՛1 =■ /С,1' = В',!1 =- 0. Это означает, 

что погранслой в первом, приближении не влияет на значения произволен 
внутренней задачи Напряжения погранслоя будут порядка О(Л *՝), пере­
мещения— О{2 ')i то есть вблизи края погранслоем нельзя пренебрегать 
в силу того. что интенсивность напряжений погранслоя того же порядка, 
ты и напряжения основного напряженного состояния.

о случае смешанных торцевых условий часть произволов внутренней 
зад? in можно определить из условий (2.13), а для определения остальных 
величин применяются вышеуказанные приближенные методы.

В заключение автор благодарит Л. А. Агаловяйа за внимание и руко­
водство при выполнении работы.

11»1гтитут механики 
Л1 i Армянский ССР Г!иступил.։ 19 V 1976
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Շ. IT. ԱԱՉԱՏՐձԱՆ

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՇԵՐՏԻ ԼԱՐՎԱՕ11.3ԻՆ ԴԻՖՈՐՄԱՅԻՈՆ ՎԻՃԱԿԻ ՈՐՈՇՄԱՆ ՄԱՍԻՆԱ մ փ ո փ ո I մ
Աշխաս/ան բամ ասիմպտստիկ ինտե դրմ ան մեթոդռվ է։ է ս ո ւ մն ա ս ի ը </ էէ 11/՜ Լ 

անիր/1։ տրաւ/ շերտի լա րվւսծա յին-դևվւորմ ա րիոն վիճակը, երր շերտի երկայ­
նական կողմերի վրա տրված են լարումների արժեքները, իսկ մյուս կողմ երի 
վրա' տարբեր տիպի եզրային պայմաններ։

հէնդրի լուծումը ներկա յացւէում Լ երկու տեսակ լուծումների զՈէմ արով' 
Հիմնական լարվտծային վիճակր բնութազըոզ լուծման և սահմանային շերտի 
ւոիս/իէ

Տւոյց է տրվում եզրերում այդ երկու լուծէսմների կարմ ան հնարավո­
րությունը։

Քննարկվում է կիրառական և ասիմպտոտիկ մ եթոդնեքէի կիրաււո ւթյան 
հնարավորությունը անիղոտրւււզ նյութերի համար։ մույբ է տրված, որ դասա­
կան տեսության կիրւո ոմ ւ։։ն հնարավորությունը էապես կաիւՎած Լ աոաձդա- 
կան դործակիբների հարաբերությունների մեծութ յունից։ Վերլուծության Լ 
ենթարկվ ած աոաձդականութ յԱէն տարբեր դոըծակիցնեըի դերը շդեֆորմ ա ը- 
վող նորմալների վարկածի կ ի րա ոե լ ի ո ։ թ յան վրա։ 'Հույր է սրբված, որ կիրա- 
II ակ ան տեսության ճշդրւոում ր աոաջին հերթին ււ/ետը է կապել սահքա յին 
գործոնների ճշորիտ հաշվառման Հես.՛

ON DETERMINATION OF STRESS-STRAIN STATE OF AN 
ANISOTROPIC STRIPE

SH. M. KHACHATR1AN

S u tn m ary

The determination of stress-strain state in a plane problem for an 
anisotropic stripe is considered. The stripe plane is assumed to coin­
cide with the plane of the materials elastic symmetry. The stress va­
lues on the longitudinal sides of the stripe and the different combinations 
of the boundary conditions on its edges are given.

The asymptotic method of integration is applied and the solution 
of the problem is presented as the sum of two solutions: the interior 
one and that of boundary layer. The suitability of applied and asymp­
totic methods for anisotropic materials is discussed, i'he applicability 
of the above methods is shown to depend strictly on the ratio of elastic 
coefficients. The effect of specific coefficients of elacticity on the ap­
plicability of the hypothesis on nondeformable normals is analysed.
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A. D. de PATER, A. HOOGERWAARD

ON THE STABILITY OF THE MOTION OF A ROTATING 
SHAFT BEARING AN UNSYMMETRIC ROTOR

1. Introduction. The motion of a rotating shaft with a symmetrical 
r css-sect ion, bearing a symmetrical body (e. g. a disk) has been inves- 
igated by various investigators. On the contrary, authors were unable 
I» find publications about the case that the body is unsyinmetrical, 
'lth the exception of two articles of Crandall [1, 2] who, however, 
n’y investigated the case in which the mass centre of the body is 
h’eil, the body being only able to rotate under the action of restoring 
loments.

In the present paper the more general case in which the mass 
entre ol the body is free to move with the shaft, is treated. We sup- 
lose that the mass centre is situated on the axis of revolution of the 
haft and that one of the main axes of inertia coincides with this axis 
vhen the shaft is undeformed. For the investigation analogous methods 
lave been used as in a previous study of the motion of a symmetrical 
ihaft, bearing a symmetrical body and loaded by an axial force [3].

After the investigation had been largely finished, authors became 
iware of a couple of publications of Aiba [4, 5], who investigated the 
tame problem and found analogous results. However, authors thought 
that it would be worth-while to publish the results of their own work, 
because in a sense the treatment was more general and, moreover, 
permits to make a comparison 'with one of the general enunciations of 
Cctaev on the stability of motion.

2. Description of the motion of the system. Although the equations 
0! notion which we intend to derive will be valid for any system of 
supports of the rotating shaft, we restrict ourselves for the time being 
'.՛՛ the case of a cantilever shaft, represented in fig. 1.

The shaft is “clamped“ at the origin •՛» of the fixed coordinate 
sy.-fem (<•>, 7j, its axis of revolution coinciding with the axis ՛՛>- in 
the undeformed stale. In the deformed slate «>fl is the elastic line of 
the shaft, о then being the mass centre of the body which is attached 
to the shaft. One of the main axes of inertia of the body is oz- in the 
undeformed position this axis coincides with o>Z. The two other main 
axer, of inertia are ox and oy.

The translation and rotation of the body are described by means 
of the two auxiliary systems (o, C ’ ) and (о, x՜. y*, z), shown
in the figure. The first system indicates I he translation of l he body, 
waereas the second one describes the bending of the shaft. The rotation 
՝ I: .нсстия АН Армянской ССР. Механика. № 6
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of shaft and body is given by the angle * 
{o, a՜’, y*). The rotation of the system (o, v , 
by means of Rodrigues coordinates [6, 7].

between (o, .t, //) and 
t/*, z) will be described

Fijj. 1. The shaft ir a deflected position.

We will indicate column vectors by means of lower case letters 
on top of which a bar has been printed, and matrices in the same 
but with capital letters. The transposition operation is indicated by a 
tilde. Thus, a row vector is represented by a lower case letter in top 
of which a bar and a tilde have been printed.

We then can define the following vectors:

f* - (•> -)՛ — (?(.» C''՜ ~ T Ti’\ ■»")

r = (x, y, z). r* — (x*> y\ z)

Here -0 is the radius vector of the mass centre o. The transformation 
between the various vectors can be represented by the formulae

? = ?‘ = SM, 7*=:G**7 (2.2)

where the rotation matrices GK and G'։ arc given by

•s*X*

"1**

1

•—
•

G* =
-֊-?*■/* 1-4^ -՛■“ w

֊7* j_±(?« + z«)
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(cos •-» — sin 6 0 \
sin ՛!» cos՛.» 0 I (2.3b)

0 0 1/

respectively. Here 9* and y* are Rodrigues coordinates; in first ap­
proximation, 9* is the rotation of the system (o, x ՛, z) around the 
axis ox* and ՝/* the rotation around the axis In the formula (2.3a) for 
6՝ terms of third and higher degree in 9* and /* have been omitted. 
The product of G and G’** is called G:

G’=G*G** (2.4)

so that (1) and (2) yield

7 =7o + G> (2.5)

The components with respect to the fixed coordinate system of 
the absolute velocity of a point of the body are given by the vector

Now

? — Po = G>. r -= G ( p — p0)

(because G = G '), so that also

t' — ?o -f- - " ( ? — ?o) 

where

•2=» = 6g

We find

0 --  »’B 0>r, \
U»=l V> 0 “ UI; 1

՝—wr m: 0՜

with

«.. 9* + Z*2,

«: = ֊֊ (?*? ' Z’?) + ( 1 ֊ ֊֊ I

Thus instead of (2.8) we can write:

■ ֊ h 4- <•<* (? ֊ ?«)

the vector of the angular velocity being defined by

fl* = pH: , ։ (i>- )

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.121

(2.13)
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More useful are the components of the angular velocity vector 
with respect to the rotating system (o, x, y. z), By means of (2.6) we 
have for the components with respect to this system of the absolute 
velocity of a point of the body։

U = Gv* = G^ + ^r (2. VI)

w i I h

L’ -= GG (2.15)

Now we find

0 — m։ ։ov \
- I u»։ 0 —vi, j (2.16)

№, o '

with

!•՛, = z* cos i + /’ sin j, — 'p* sin j /* cos v
* (2.17)

«• = - + y
so that also

v = G p0 — -<r (2.18)

here the vector of the angular velocity reads

u» = (ij„ «u.) (2.19);!.

We easily verify the relation

S*=Gw (2.20)

The velocity of the mass centre can best be determined by means 
of (2.6). by putting r = o:

(2.2li

so that

'*• U (2.22)

Here

to - 0 (2.23)-

3. I Jcrivalion of the equuiions of mot ions by meana of energy 
methods (La^rani’.c). In using the method of Lagrange's e<|<ialions we 
first have to find the expression for the potential energy ZA Because 
the shaft is rotationally symmetric, the relations between the forces
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and moments applying on the shaft and the displacement quantities 
can be written, according to fig. 2, as

M, ■- csrn I c22Z* 
= с։1ти, — e2./y*

(3.1)r ■ -<i ■ C12/. •
- Л СцГф C։2C*.

and 7‘.

For a cantilever shaft with the length a we have, for example, 

12Е/ — ----- cJa-
6EJ_t
<r

Co,
4£/

Now owing to Clapeyron’s law we find

U = - -֊- (/•’: ;0 4֊ M, 4֊ M.Z*)

(3.2)

(3.3)

a

and together with (I) we obtain the expression for the potential energy

^=~■<-•„(;• 4- vJ) : t-։2('<,/* — >op*H <3-4)

Instead of the coordinates 71|lf and /". related to the fixed 
system, we henceforth will use the coordinates

x - ’:ncos y r TJo-sin'y, y - iosin ? t cos
? cos > • ■/* sin 0. / c*sin 3 /*cos՛)

which belong to the rotating system. In the new coordinates the expres­
sion for the potential energy (3.4) reads

U -y cuU2 -I- y") 4- fj>(xz — y?) 4֊ -֊ c...(y? F /;) (3.6)

The kinetic energy of the system is given by the expression

r = 4՜m (roi - Ь vo;) + ֊ (/.v‘v; 4- J^~ (3.7) 
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where vo: etc. are the elements of the vector v’ (2.22) and • .. w. 
are determined by (2.17). We first reduce ?0, v4;t, ® ■, •/* to x, y, y, ՛/,. 
Inverting (3.5) we have

respectively. Inserting these expressions into (3.7) we obtain

—xcosG //sin >, ■% = xsin ■՛■> 4- y cos - $ J
y* ycos ? /sin՛-, /* — y sin j J-7 cos -

so that

-0 x cos'J z/Sin 'j — y (x sin y 4 //cos

•fy = x sin / — y cos y — / (x cos ) — y sin ?) 

/sin- — 1. ? sin j ֊֊ / cos--)

7:!= — x sin 1 / cos < -f > (« cos p 4- / sin - )

Thus the velocity components read

»0? xcos y y sin S — S (x sin y t y cos

vaz. ֊ x sin 'y 4- y cos 7 y (*COS6 — y sin y) (3.101

<’b: =- 0
and

•» II

-0
 •

i

-0
 

* "V
.

1 ■ x' I
I

4-
 x’

H
«

i-. •—
*

T = A՜' + 2 • ^Xy /7՜^ +

t z?)24-֊4' 1£ —

+ — Z, li‘(i -**- Z5) + ? (z? - ?/.) (3.12)

The shaft is driven by a moment M around the axis i։4. The ge­
neralised forces related to it are found by determining the virtual work

IWMW՛ (3.13)

Now 7/j; can best be calculated by considering the expression (2.11) 
for w G;, by replacing the quantities y* and /* in the expression by 
? and /, according to (3.8) and (3.9):

՝”: = -y (?Z ֊ ?Z) 4" r (3.U)

and by replacing io- , c, / and •-» by o5\, 06, 2/ and respectively:
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80- - 4
2

(3.15)

In combination with (3.13) we then find for the various generalised 
forces:

& = 0, Qy = o. Q. (^ = ֊L.W?, Q,= M (3.16)

We now 
the formula

are able to derive the equations or motion by means of

d dT dT . dU n .֊— j. — = Q; (/ = 1, , n)
dt Oq։ Uq. (>q

Owing to <3.6), (3.12) and (3.16) wc obtain

(3.17)

m{x - y ■> f2y [ x<) T Cji-v f- Cj./ 0 (3.18a)

m (y 1- x՝!> | 2x’y ֊ y S') -r cuy — c„? — 0 (3.18b)

- cviy -t c2;.? —
aS

(3.18c)

1_
2

I JfT c։2x — c.::7 = — Mr (3.18d}

rn ,xy yx I

֊ /. iz(? -

(x= r/-) 2’> (xx -yy)\ —

Z?

֊ J.j {f(Z. - -t z^)4 ? (> S )] r

2
(3.18c)

The equation (3.18e) can 
four other equations of motion.

be simplified by combining it with the 
(3.18a)—(3.18d). Then we find

•W = -(/

'?( 1 ( - ?(z? (3.19)

Adding---- ~Z times M (3.19) to equation (3.18c) and ~ ¥ times M
2 2

(3.19) to equation (3.18d) we find for the four first equations of motion
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flllX 1/ U — '2y -> — X>’l — CjjX 4֊ CjaZ 0

m (y — x : -| 2x y F) — city c12? — o

JAy- 7''— /F)~ - ?'?) - Cy.‘£7 (-22^ = M/ (3.20)

7, (/- ?? ?:'r) - (_/A. ./.) ’? (? ֊ Z?) 4 <a2x 4

In sections 5- 7 only the motion will be considered for the case 
0 - ՛՛՛ const. Then .17 (3.19) is of second order ir. the remaining four 
displacement quantities, so that the four first equations of motion 
reduce to

m {x -- ‘2"՝y — nrx) - cnx Cj2/ — 0

m (y 4֊ 2"-x V':y) • Cny cJ2« — 0

/J? ‘"/.) U„ ZH/. W)-Mtca? = 0 (3.21)

iz -;r) • (,/. yJlui® w’z) F cV2x -T <%•=/. - o
Before we shall discuss these equations in detail, we will show how the
equations of motion can be found by means of the fundamental law of 
analytical mechanics.

4. Derivation o/ /Ac equations of motion by means of the funda­
mental law of analytical mechanics (Newton and Euler). The motion 
of the mass centre a of the body is determined by Newton's law:

=‘ <1
F:

(4.1)

Fx. /‘v and F. being the components in the directions ox. oy, oz of 
the force which the shaft exerts on the body, and being the vector 
with respect to the system (o. X, y. 2) of the absolute acceleration of 
the mass centre.

For the forces the relation

F,

/<
(4.2)

holds. By means of the relations (3.1) for the forces •’ «and /'« and 
the relations (2.4), (2.3a) and (2.3b) we find, restricting ourselves to 
quantities of zero and first order:

F( = (c„x Cj.«/), F^= (c„.7 — 6'u-l (4.3)

For the acceleration o;. the relation

Uq = 4 ՝u X Vj) (4-4)
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holds, where t'c. is the vector with respect to the system (o, x, y. z) 
of the velocity of the mass centre. We have

v0=G’v0 (4.5)

the components of .՛’ being given by (3.10}i Omitting again all quan­
tities of second and higher order, we have, because of ^2.4), (2.3a) and 
(2.3b),

(4.6)

So (4.1), together with (4.4), (4.6), (3.11) and (4.3) gives for the first 
two equations of motion

m (.x - 'ty 'Inj - <.v) c։i v c։֊sZ. = 0
(4.7) 

rn (։/ r -f- 2-/JC — • cvy c,5r = 0

in agreement with the first two equations (3.20).
Euler’s equations read

M. = //»*֊ (./„ — ./.) «y,։s

My - J9*°9 JJ (4‘8)

I ./։ —/.J "'4viy

the moments being determined by

■¥‘\ М-Л

ЛЛ mJ (4.9)

mJ
Xow M: and M. arc given by (3.1), whereas A/; follows- from the shaft 
equilibrium around the axis •՛< and relations (3.8):

;W: = M -t- Fz 7,0 ֊ F& = M cn (- V*) = M- c12 <xr I y Z) (4-10)

Altogether we have

M, — CjoU — c..>c M/, M, — — cv.x — <?.>27 4- Mv
՝ 11 *1 ' (4-n)>

;V/--A/!l-֊*֊(r4֊Z2)j-

Euler's equations (4.8) now become, with (3.11):

Jt(?- ■/?? — Zk) (JtJ — J._)(Z 4- c},y d- c,2? = .'Wz (4.12a)

J, (/.4- ??) + ֊ 7? Z ?) + Ci->x I- cnz (4.12b >
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Z j ?+-7 (z?-?/J '?(r?-r zz)[ -
(J. Z)6 Z?)(Z֊I֊^)=A7 (4.12c)

The first two equations agree with the last two equations (3.20), whereas 
(4.12c) is the same as (3-19).

5. 77r? critical speeds. We now return to the equations of motion 
(3.21) and first investigate whether a stationary movement of the system 
is possible, i. e. a movement for which x y- 0. in this case
the values of x, y, ? and 7 are determined by the four homogeneous 
equations

(c„ — mo>2) x 4֊ c։2/_ = 0, ci2x 4- [cn — (/, — J.) <»s} Z = 0 (5.1a) 

(c։i — m<»2) y — Cj2? = 0, — c-.y — c։։ — (/„ /.) <՛>’} ? 0 (5.1b)

So we find that there are two kinds of critical speeds, one related to 
x and / and the other to y and o. We shall denote the critical speeds 
by w*.- and the displacements belonging to them by x*։ 7* and yk, ։ik 
respectively.

Fig. 3. The relations between the load« and 
the displacement quantities of tho shaft.

Further on, it is advantageous to introduce reduced (“dimension­
less") quantities. We first define the fundamental angular velocity 0 by

wo = I cn:m (5.2)
and we call

* - zn, 7 — C։.-. I CnC2A, W — e’/‘"j
(5.3)

r. = Z/Z- = Z'Z
For a cantilever shaft we have, according Io (3.2k / 3,4. Thus the
critical speeds w*. are the roots of the equations

(1 -5) {1 — a(’\ — 1)2'1 - v = 0

(1 —2®) |1 — «(Pj, ֊ 1)5’֊“s = 0
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The equations can best be solved by firs! reducting them to the 
form

(1 4* *•«’)( 1 *»■) — y
•/ —--------- ;----------- =j7t--------  P-5)y a<.o- (1 — i«>՜)

In fig. 4 we have plotted the relation between ;it y and for various՝ 
values of ?. From this figure we conclude that a system has only one 
critical speed related to the motion (x, /) when 0 <C |\, :C 1 > and two 
critical speeds related to this motion when !\. ^> 1 ։ the same holds for 
the motion (//, c), which is determined by rather than by JL4. We 
also see that the qualitative behaviour of the solation is not essentially 

uenced by the magnitude of the parameter ■ (0 neither by
that of the parameter ; <O)«

There are two cases which are especially important: the thin disk 
which is perpendicular to the axis oz, and the thin disk which contains 
this axis (so that we can choose the axis ox perpendicular to the plane 
of the disk). In the first case we have

A = A + 4« ։\ 4-^=1 (5.6a)

and in the second case

A = Jv + A’ llr” % = 1 (5.6b)

From fig. 4 we now may 
than two critical speeds 
second case there are 
four critical speeds for

conclude that in the first case never more 
exist for the complete system, whereas in the 
three critical speeds for (./7<C./4 ant^ 
|iy>1 (A, >A>- In case of a two-blade
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propellor we have approximately jl — — 0. 1, 0,
so that there would be only (wo different critical speeds; in reality the 
propellor blades are not completely flat in the ^-direction, so that

•», "> 1; thus three different critical speeds occur.
6. /7u՛ stabiliti/ o/ flu- motion. The stability of the solution of 

the equations of motion (3.21) can only be found by considering I heir 
solution. This can be represented by

x y - y#". (6.1)

Besides the parameters (5.3) we introduce the reduced quantities

/’ P x x'l, y y/l
, ֊ ((՛.֊>)

L-fi
and, in the same way, x0, i/9. z0, Zo; / is a reference length of (he 
order of .r„ and tfo,

Inserting the solution (6.1) into the equations of motion (3.21) and 
using the relations (6.2) we find that x0, r;J։ /0 should satisfy the 
four homogeneous linear equations which read in vector notation

(/r 4- 1 ~ l0‘՜ — 2« p 0

* 14՜ ~5('.1, — —ll։~!\

2u,p 0 pz — 1 —«r —*,

0 ։(i-,.‘,-’lyl՝"P —T 14-2'l,£1—«(IT
(6.3)

The values of (x0, t/0. £e) can only be unequal to zero If p is a root
of the characteristic equation of the system (6.3). It is easily found 
that (his is a fourth degree equation in the unknown p\

This can be shown by introducing the auxiliary quantities

a *?,. b ֊ , c = a (1 — p, — -i)
(6.4) 

m 1 ■ ’(1 n — 1 + 3 fl —

Thus the characteristic equation reads

p“ 1 — w»։ 7 — 2wp 0 j

■j bpz 4- rn 0 - c՝"p
■2^ “o P= I-..’ .V ° (l>-5)

। 0 cj»p 7 up:4/t

or alter cv.duation:
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4
>' А -./г1' О

ч֊^
(6.6)

with

Aq= (1 — >22՜} m — 7‘j {(1 — n -•*?)

/1, = (1 - oia)2(ani — bn •- <?«2)

— *T'a b — m — h I {4c - a - 6)«•} 2a?n(l i-">=)

A2 = 2 (1 4- «*) (am 4֊ bn - c‘>-) • ab (1 - w^’)՜ — ;3 (a b) •֊ mn

Aa ֊ am ֊4֊ bn cw -|- 2ab (1 -1- vr)

A.x — ab

The solution (6.1) is only stable if all the eight roots pk are in the 
left-hand part of the complex plane or on the imaginary axis: no root 
should have a positive real p «rt. This means that the quantities p[ 
should all be real and negative. A boundary between a stable and an 
unstable region is formed cither when pi goes from the negative part 
of the real axis through the origin to the positive part of this axis, 
or leaves the negative pari of the real axis and becomes complex; as 
always two roots p{ of (6.6; are complex adjungatC, in the latter case 
on the stability boundary two roots p\ then coincide.

The first kind of stability boundary is found very easily. In that 
case we have to substitute p 0 into (6.5). But then we have the same 
situation as in section 5, and the characteristic equation reduces to the 
sei of the two equations (5.4), which is equivalent to the equation 
.4o0 (see 6.7). So the curves which indicate the critical speed are 
at the same time boundaries between a stable and an unstable region.

We have investigated the cases 4֊ :*v - 1 (thin disk perpendi­
cular to the shaft) and 1 (thin disk in the plane of the shaft)
nore in detail by calculating the roots for certain values of a (in each 
case for a = 2 and - 3,4).

In the first case all the four roots p[ are always real and we find 
only two stability boundaries, coinciding with the curves of critical 
speed: see fig. 6. Two of the roots are shown in fig. 5 for the value 
<i = 2/3, the two other being more to the left in the coordinate 
plane. We find that instability occurs when the most-right root p- 
crosses the u> axis and becomes positive.

In the second case there arc three regions of instability (fig. 8). 
The regions la and lb are limited by the curves on which the speed is 
critical, as is shown in fig. 7 (for p ~ 2,'3), where the roots p\ and p', 
cross the w axis in points corresponding with these curves. But thera 
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is another region of instability (II). where two roots p? become com­
plex, which also is shown in fig. 7. The latter region can only be found 
by calculating the roots p\ and determining the values of where two 
roots coincide.

That the curves of critical speeds partially constitute the stability 
boundaries, can also be shown by considering the influence of the gy­
roscopic forces: this enables us to check one of the results of the in­
vestigations of Rayleigh and Cetaev |8j. We shall do so in the next 
section.
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Fig. 7. The behaviour ftf the i uots p’̂ a։ (unction of for 
?.-'•՛P 1. ‘ 2 3. ։=fand ;J 3/4.

Fig. N. The stability regions fur 
!»։ !, 3 -2 and I I;

7. The relation brtzeeen the curves of critical speed and the sta­
bility boundaries. Il is possible to consider ihe equations of motion 
(3.21) ns l.-t gran go’s equation:
I L^TL o; (7.U

til dqi dqt
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derived from the modified kinetic energy

r֊-= Lm(^ + ^)--L/y+ -!֊./,/ (7.2a)

the modified potential energy

t’* ֊ “ (cu zn-T')(x I y") c'iAx/ — y?)

• •֊•k2։-(/J֊;>r! ?■-- ֊■ c., — (jt—,/ji'r}/- (7.2b)
X X

and the modified generalised forces

0, = '2m՝>y, Qv - — 2rn՝՝>x
= Jy֊J.)՝"i- Q-; = -(/.֊./,-/.)֊- ',,2c)

Here the kinetic energy 7** is a homogeneous quadratic positive de­
finite function of the velocities x, y, ? and / and the potential energy 
U is a homogeneous quadratic, but not always positive definite, function 
of the coordinate x, y, z and /; the generalised forces Q, have the 
character of gyroscopic forces. Thus, the power of the generalised 
forces

Q.;y • Q՜- - (7.3)

is equal to zero. Because 
the energy balance

7"" is a homogeneous quadratic function, now

— (7^* U*) = P* (7.4)

(with 7 0) holds, and we see that the stability of (he motion de­
pends on the nature of 6՛՜՜՜: when U"'՛՜ is positive definite, the motion 
is certainly stable, whereas its nature is uncertain when 1՛:: is not po­
sitive definite. Celaev [8] has shown that for such an (undamped) system 
the gyroscopic forces can stabilise the system in a certain domain of 
the region where the potential energy is not positive definite.

To find the boundaries separating the regions where U* is po­
sitive definite from the regions where this is not the case, we have 
to calculate the eigenvalues of the matrix C* of the potential energy, 
the expression of which can be written as

(7.5)

From (7.2b) we find



Об устойчиио th движения нрнщаюшегося стержня, носящего ротор 49

c12 0 0

C’=
cr. c23 — f./r ~ JzV՝;՜ u 0

(7.6)
0 0 C|J Z7JW2 c։2

0 0 ^22-

By comparing this expression with the matrix of the combined equations 
(5.1a) and (5.1b) we easily find that the values of ֊v where an eigen­
value of C* is equal Io zero, are the roots of the equations (5.4) for 
the critical speed of the system, in agreement with our previous result. 
For the further discussion it is advantageous to use again reduced 
quantities; by means of (5.3) and (6.2) we find for the characteristic 
equation for C* in such quantities

1 — or — л f 0

7 1 “ a Cl.r — IH’ —0

0 0 1

0 0 T 1

Thus the values of > arc determined by

— с,/, h c0 = 0 
with

(7.7)

(7.8)

(7.9)
с0 = (1- 5՝){1 a(i*r, ։j - 1)^J -r 

cx - 1 w։ 4- 1 — a (;*<։ y — 1) с։՜'

For stability it is necessary that both c0 *> 0 and t։։^>0.
For c0 this is indicated in fig. 9a 9b, which correspond with fig. 4 

for the special values of x — — and 7 — 2. For cq we have draw:։ up an

analogous set of figures: fig. 10 and fig. 11a lib. Comparing the four 
figures we find that in the only quadrant which has a physical signi­
ficance (|\։ 1; 0, 0) there is always a stable region situated against
the axis, whereas for certain values of a a second stable region 
is possible (such as in the case of fig. 8).

In this way it is possible to determine the regions where the 
motion is certainly stable. In the regions where one or more values of 
'■ are negative, the motion can cither be stable or unstable. This is 
demonstrated by comparing the, figures 4, 10, Ila and 11b. Here we 
find that in the unstable regions la and lb one eigenvalue is negative, 
whereas in the domain consisting of the unstable region II and the two 
adjacent stable regions two eigenvalues / arc so. In this latter domain, 
with the exception of region II the unstability is removed by the effect 
of the gyroscopic forces.
4 Известия All Армянской ССР. Механика. № 6



50 A. 71 ae Ila rep, A. Xyrcpasp.'i

The figures 4, 10, Ila
cantilever shaft to determine

and lib enable us for the case of a 
the region where the 'notion is stable

Fig. I1՝. The é'urvûs B| n lor 3 I ind various ValùàS of ՛.

anyhow. For finding the nature of the notion in the remaining regions 
it is necessary to calculate the roots of the characteristic equation 
(6.6).
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•l’- 3,4. 73-3/4.

8. Conclusions. By means of the results of the previous sections 
it is possible to find the stability of a cantilever shaft with a symme­
trical cross-section, bearing an unsymmetrical body. It is not difficult 
to extend the investigation to the case of a shaft which is supported 
in other ways, because it is only necessary to change the- value of the 
parameter

It would be quite interesting to extend the investigation Io the 
case of (external and internal) damping.

Delft University of Technology
Department of Mechanical Engineering

Laboratory of Engineering Mechanics Received !5 VII 1'՜՚76

Ա. Դ. 'Mi ՊԱՏԵՐ I. Ա. մՈՒԴհՐՎԱէ՚Դ
ՈԱ ՍԻ1Ո;ՏՐԽ'ւ ՌՈՏՈՐ ՈՐՈՎ ՊՏՏՎՈՂ ԱՈԴ.Ի ՇԱՐԺՍԱՆ «|ԱՅՈ1’Ն111’Թ:;Աև ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼԱ մ փ ո փ ո ւ մ

11լսումնասիրւէէէէմ է ան ղան ղվ ա ծ աոաձղական պ տ տ վ ո էյ և սիմետրիկ 
(ավնական կտրվածք ունեցող ձողի շարժում ր, երր նա կրում է ոչ սիմետրիկ 
մարմին։

Մարմնի ղանղված ի կենտրոն լ։ դես.եղված Լ ձողի պատման առանցքի 
վրա ե իներցիա լի ղչխավոր առանցքներիդ մեկը համընկնում է ,"!Դ ասան ց բի 
հետ ձողի չղեֆ էէ իմացված վիճակում ։ Շ արմ մ ան հանդարտում ր ՝ս,շվի 
աոնվումէ ~ողի պտտման անկլունա էին արաղով) Հունը հաստատուն էւ

Գտնվել են երկու տեսակ ան կա շան շրջանակներ' մեկը սահմանափա կ֊ 
վւսծ Լ կրիւոիկակւսՆ տրաղութ(Ոլնների սիստեմին Համաս/աուաոխանող կո 
րերով, մյոէսր կորերով, որոնց վրա "('"շի) հավասարման արմ էսաների երկու 

է1Ոէ2,ք/՚մ համցնկնում են երկոէսր, իսկ երկուսն Լք մաքուր կեղծ են: Մրղյէէէնք֊ 
ներր համաձայնեցվում են քեելեչի ե 'վետաեի ձևակերպումների հետ։
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А. Д. дс 11АТЕР. А ХУГЕРВАРД

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ СТЕРЖНЯ, 
1 ЮСЯЩЕГО НЕСИММЕТРИЧНЫЙ РОТОР

Р С 3 ю м с

I кслсдустся движение вращающегося, упругого, с симметричным по­
перечным сечением стержня без массы, когда на нем находится несиммет­
ричное тели.

Центр массы тела расположен на оси вращения стержня и одна из его 
главных осей инерции говпадае։ с этой осью стержня в его недеформнро- 
ванним состоянии. Затухание движения нс принимается по янимание. Угло­
вая скорость вращения стержня является постоянной.

Найдено два вида областей неустойчивости: одна ограничена кривы­
ми. которые соответствуют системе критических скоростей, -ругая — кри­
выми. на которых из двух пар корней характеристического уравнения два 
корня сопиад.исл. а два других являются чисто мнимыми.

Результаты согласуются с формулировками Релея и Четаева
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Г. С. ВАРДАНЯН

к теории термоползучести одно; одно 
СТАРЕЮЩИХ ТЕЛ

На основе некоторой модиф! капии теории ползучести H. X. Ару­
тюняна [1] и использования температурно-временной аналогии |2] по­
лучены основные уравнения термоползучести для однородно старею­
щих тел с учетом зависимости характеристик материала от темпера­
туры.

Модифицированные реологические уравнения оказываются более 
удобными для обобщения на случаи меизотермической ползучести ста­
реющих тел в области линейной и нелинейной ползучести.

1. Модификация основ нях уравнении теории ползучести од­
нородно стареющих т֊>л. Основное уравнение линейной теории пол­
зучести, выражающее связь между напряжениями и деформациями 
для однородно стареющих наследственных сред, при одноосном на­
пряженном состоянии имеет вид [ 11 

(1.1)

где £ (?)— переменный модуль уируго-м։ новинйой деформации: 
(■'(/, ՜) — мера ползучести. Для :.тих величин часто используются ап­
проксимации

ЕЮ = £,|1-е ”> (։-2)

С(Л ■) -(-)/(' -.)=Ç(-)|։ ֊ *՜’“՜ I U.3}

В правой части (1 1), вынося за скобку множитель 1 Е(/'}, по­
лучим

•I

К выражению в квадратных скобках под знаком ин՜. . рала можно 
добавлять любое постоянное число А, от этого уравнение (1.4) не 
измелится. Далее, выберем число Д так, чтобы при է - ՛ выражение 
(1.4) совпало г законом Гука Ц՜) з (՜) ЕI՜-). Очевидно, что это мо­
жет быть только при А 1.
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Если обозначить полученное в итоге выражение через 5(6 -)

5(6 -Л = |!П--Е(ПС(6 1
£. ( .)

получим окончательный вид основного уравнения

(1.5)

ИО = ֊4т| '<0
А(/)|

г
֊ (з(-)— 5(6 -)</■

J
(1.6)

Безразмерную функцию Л՛ (6 -) назовем функцией ползучести. 
Она показывает отношение деформации ползучести к упруго-мгновен- 
нпй деформации к моменту времени I и может рассматриваться как 
некоторая новая характеристика наследственяо-стареющего материала 
вместо меры ползучести С {t, -) [4, о]. Обозначим

П (/,-.) -4sи, -) (1.7)
ГЛ

тогда

5(f.-) j'n(6֊)rf- (i.8)

Основное уравнение (1.6) через ядро ползучести П (6 '.) записы­
вается в виде

/
Е(0Л<) = Ч0 + р(-)П(6 -)d' (1.9)

*1

Решая уравнение (1.9) относительно ;(/), получим

t

’(О £(()։(-)֊ -,)d- (1.10)
V 
*1

R (f, -) называется ядром релаксации, которое связано с ядром пол­
зучести 11 (/, ■) соотношением

I

П(6 ֊.) R(t, ֊.)= -)П(6 s)</s (1.11)

Вынося в правой части (1.10) за скобку множитель Е(1), получим

g(() Е (/) £ (0 - 1^ (։л2)
J v)
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Обозначим

A ֊-) (1.13)

тогда

Rif, -)
Е^ о֊.

(1.14)

'(f ) - Е (0 s(o+i Ч.)-Л(Л -•)</• 
д'

(1.15)

Безразмерную функцию Ц/. *) назовем функцией релаксации на- 
следственко’стареюпгего материала. Функции 5(/, ') и 5 (/, -.) опре­
деляются по кривым простой ползучести, релаксации и изменению 
модуля мгновенной деформации Е (/).

Из (1.5) следует, что функция ползучести 5 (/, ■=) удовлетворяет 
свойствам

5(:, -О, :) = ’i'(T) (1.16)
.՛

где — некоторая монотонно убывающая функция, характеризую­
щая старение материала. Исходя и?, этого, для '-) можно принять 
аппроксимирующее выражение, аналогичное (1-3):

S(I, -) - 'Г <-.)/•՝(/- -) - ’f(-) 11 ֊ .< *' •] (1.17)

В этом случае ядро ползучести П (/, '•) па основании (1.7) опре­
дели -тся выражением

П (<,') = |Ф" (т)֊Ьл’Г(т)]е-хи *4 ’Г'(-) (1-18)

Соответствующее ядро релаксации R(f, -) определим из инте­
грального уравнения (1.L1). Гак как ядро этого интегрального урав­
нения согласно (1.L8) является вырожденным, то оно сводится к диф­
ференциальному уравнению

jr/m .i } <//?(/, :) = 0 , ,

(ft2 df

с начальными условиями

Я(‘, ֊) П /ЗГ (:) (1.20)

R\(֊., ֊.)- if.C., t) rrJr. *) =֊-.’РГ(-.) ,՝Г(:) {֊'Г(-Н

Решая уравнение (1.19) с учетом начальных условий (1.20) и 
(1.21), для резольвен :>։ Rif, 'i получаем следующее выражение:
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/?(/, -.) + (1.22)

где

"(г. ֊) ' |1 P ’F(s)ps (1-23)

2. Область нелинейной. ползучести. Следуя ։11. X. Арутюняну ‘ 1 ], 
примем, чти упру; о-мгновенные деформации наследствснно-старею- 
щего тела линейно связаны с напряжениями, а деформации ползуче­
сти — нелинейно, через функцию

/[=(-01 ֊=(-)֊ 6=44 (2.1)

Используя принцип наложения, в случае одноосного напряжен­
ною состояния для относительной деформации ъ (/) при переменных 
напряжениях = (/) получим следующее выражение: 

!
EW-.it) -.(։) (՛/[(--(-)|^-5», -)-л (2.2)

I с/-

С учетом (1.7) а (2.1) уравнение (2.2) принимает вид

I f
E(f)-.(/) = -,(/)+ (Х(-.)П(Л, -)<!-. 6р=(-)П(6 ֊)</֊ (2.3)

Точное решение нелинейного интегрального уравнения (2.3) свя­
зано с серьезными математическими трудностями и в настоящее вре­
мя не найдено. В 'связи с этим в [1] аналогичное уравнение сводится 
к нелинейному дифференциальному уравнению с переменными коэф­
фициентами, решение которого при E(t} const находится методом 
последовательных приближений.

Пользуясь методом, предложенным в [3], найдем приближенное 
решение нелинейного интегрального уравнения (2.3) в замкнутом виде 
при переменном модуле Е(1).

Введем интегральные операторы

Пт = р?(-)П(Л dz, £? = ^(-)Я(/, -)</- (2.4)

*1 *•
. »

Операторы П и /< согласно (1.9) и (1.10), связаны соотношением

-----֊ = 1 - Ê (2.5) 

1 + П
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Основное уравнение (2.3) в операторной записи примет вид

6П=*(/) + (1 Ь П)а(0 -£(/)з(П - о (2.С)

Рассматривая уравнение (2.6) как квадратное уравнение относи­
тельно '=(/), получим

1 1 МП -- / 1 (1 -г П) ,97.I 2* п г 46’ п։ бп
Положительный знак перед радикалом в выражении (2.7) взят, исходя 
из физических соображений, когда при ^>0, з^>0.

Преобразуем выражение (2.7) к виду

з = д- _1_ I / 1-:-46Ез-------П — Г?.Н)

26 П 26 П Т (1-гП)2

Малый параметр „/?" всегда можно выбрать гак, чтобы

4б£н------- -- ------ ֊ ч < 1 (2.9)
(1 +■ П)г

Поэтому пользуясь приближенным равенством

угт^=1 -г-т-Т (2Л0)/ о

для :(/) получим следующее выражение:
I ?(/) =-А _/> £ (2.11)

1 |- П (1 +■ П)я

В зависимости от реологического поведения материала возможны

случаи: а) П < 1; 6) £ < 1.
Пользуясь приближенными равенствами в случае а)

I П 1 1 _ 1 1

(1-пг (1-1-ПГ (1֊П)4 1 ’ 2Н 1 ! ЗП

= !-£.. I + £։==^-£. (2.12)

в случае 6)

—- (1 - /?)֊ -(! - Я)3^1 2Я-14֊3/? = Л? (2.13)
(14-П)1 
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где Аа н А% — операторы, ядра А< (/, -) и А. ((, -.) которых являются 
резольвентами ядер соответственно 2П (/, ') и ЗГ1 (/, получим сле­
дующие замкнутые выражения для -(/):

<
= (l) = £(/h«) \Е^) ։(-.)R (I, T)rf-^

•1
I

Ь j֊£» (-.)-?(-W'. •) - /?»«, -)| d-. (2.14}

I
или

/

о(/) £-(/)s(0֊ Ц£^)5(-:) + 6£г(:)1Ч--)1^(Л -)d֊. (2.15)

3. Основные уравнения термоползучести нас бедственно-с та- 
рекпиих тел. При постоянной температуре 7՜ (комнатная темпера­
тура) модуль упругости /:(/) и функция ползучести 5(/, *■) наслед- 
ствснио-стареющ.его материала определяются выражениями (1.2) и 
(1.17). При произвольной температуре Т {х, /}֊■ 7'rt Н (л՛, .') модуль 
упру։ ости можно определить из зависимости

EtT, ,) = £■<>'. 7) [1-е 1Г"| (3.1}

где функции £д( /՛) и '> ( Г) удовлетворяют условиям

^ot7'j = ^ И7о) 1 <3.2)

Функцию '■ ( Г) примем в виде

t
:.(Т) ֊-^а\Г(х,-.)},/֊■ (3.3)

• * о

В случае стационарных температур

Т(х, 0 = Г(х). ЯП-=П(Г) (3.4)

Функция п( 7'), согласно температурно-временной аналогии [2], 
для многих вязко-упругих материален н достаточно широком диапа­
зоне изменения температур определяется выражением 

и ( Т) — ехр
С\(Т- 7’01 
т ( Т 70)

(3.5)

где С. и С'.. константы материала.
Из выражения (3.1) видно, что действие температуры эквива­

лентно трансформированию шкалы времени. Причем эта трансформа­
ция пропорциональна (>( Г).
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Введем новую шкалу времени г,

; = :(л՛, /) ;47’(х, /)|Л т, = с (.г, т) = р| Т{х, --)| - (3.6)

В приведенной шкале времени <■ .модуль упругости Е(Т, :) и 
функция ползучести 5 (С <) определяются выражениями

Е(Г, г)~Е0(П(1֊е^-) (3.7)

5(;. 7.)= (';)[! (3.8)

Здесь
<

; — 7. •- |в(7(х, -)]<Л (3.9)

Таким образом, основное уравнение линейной термоползучести в 
шкале времени л для яаследсткенно-стареющих тел запишется в 
виде

£( Т. :)|։ (5) ֊։« (;)]-45)4 рйП(։, 0 4 (3.10)

где
п (5, 5,) = -^-5(5, Г,) (3.11)

В шкале времени /, " уравнение (3.10) принимает вид

I
Е(Г. =(0)|*<0 «*(01==(0 5(*)П|5(О, ;(-)]4 (3.12)

V 
Ч

Решение уравнений (3.10) и (3.12) дает напряжения соответственно в 
приведенной шкале времени <■ и в шкале истинного времени !,

-(;)=£( Г ;)[£(:) -»*(>;)]

\Е{Т, 7,)^ (3.13)

1 .

= ((> = £[Т. 5(01140 - *9(01
I

- С£|7-. :С)][։(-.)-=«(О|Л|5(0. =•(-•))</- (3.14)

V 
1

Основное уравнение нелинейной термоползучести для наслсд* 
•ствеяно-стареющих тел получим на основании (2.3) с учетом (3.6)
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Е(Т, ֊**(*)] ֊ 3(0 4֊

+ |=МП(?, -<)</<; | b j За(/;)П Т։)<Л; (3.15)

или в шкале истинного времени /, -

ЦТ, -:(/)|[-:(/)^,Н(/)|
Г I
р (֊.} П [։((), ^)]rf-. А р(т)П [:(/), ■(֊)]</: (3.16)

Решение нелинейного уравнения (3.16) получим на основании 
(2.14) и (2.15) в виде

НО - Е\Т, ;(*)№(')֊**(/)]

- j£P՜. :(-!|[Ци «в(=)1ШЙ» 5Ю]Л г

I
֊А ^'(Г, ;П][:(-)- *?...[=('). = (■)! /МЧ'). 5 (֊)]՛</< 3.17)

*1
ИЛИ

МП-֊-£[?; ;(01h(0֊^(0] 
t

-\ -E\T, ;(7)][։(,)-«Ч(-.)] 
V

ЬЕ:\Т ;С)][ф) ֊ ®н (')Г R [:(/). :(-)]^ (3.18)

1. Растяжение бруса массовыми силами. В качестве примера 
применения полученных в п. 3 реологических уравнений рассмотрим 
растяжение бруса массовыми силами при неоднородном нагреве в 
условиях нелинейной ползучести и старения материала.

Пусть напряжение в сечении х бруса известно - - -(х, (), тем­
пература 7 /՛„ - Н (х, /) задана. Тогда приведенное время, со. л .-.;но
(3.6), известно (построен график ; но / при различных х). Пус.л из­
вестны также модуль упругости Л՝(х. f) и кривая ползучести в воз­
расте (известна функция ползучести 5(/, -J). Требуется найти сме­
шение н(х, /).

Согласно (3.16) имеем разрешающее уравнение

о =aHU,
Ох Е(х, ()

I
+ -—Ц֊\(Чх, -•) - з)]п[г(х, /), =(х, -)]^ (4.1)

Е (х, /) ,1
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Если поле сил стационарно

□ (х./)= з(х)Я(/ (4.2)

где //(/ — — едавшая функция Хевисайда, то

’Н<Х. 11 + /(Х- — .</;(։, /I. (.V. •:,)! (4.3)
дх Е (л, .') Е(х, /)

Интегрируя уравнение (4.3) от куля до х, получим 

■ •
м(х. () -2 I н (х, ()^х г|—' - *—■ </х 4-

.1 . А (х, I)
О <1

1’ □ (х) ; 6з'(х) ..... . ... ..
------  -------- ------- Л[:(х, /), : ( х, з))«/х (4.4)

Е (х, П 
и

В формуле (4.4) исключено жесткое смещение, то ест։, учтено 
условие и (0. /) 0.

В заключение отметим, что приведенные в настоящем։ работ«.՛ 
уравнения неизотермической ползучести могут быть обобщены для 
неоднородно стареющих тел. Для этого можно воспользоваться тео­
рией ползучести, предложение!՜; для таких тел Н. X. Арутюняном [5].

Московский икжгнерно-стронтсльиый анстнту.
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ON THERMOVISCOELASTICITY OF HOMOGENEOUSLY 
AGEING MEDIA

G. S. VARDANIAN

Summary

Some principle equations of thermoviscoelasticity for homogeneous 
ageing with characteristics depending on temperature are obtained by 
means of certain modification of N. Chr. Harutunian’s creep theory 
and temperature time analogy.

A numerical example is presented for a bar under tension by its 
weight.
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А М СИМОНЯН

К РАСЧЕТУ ВРАЩАЮЩИХСЯ ТРУБ В НЕСТАЦИОНАРНОМ 
ТЕПЛОВОМ ПОТОКЕ С УЧЕТОМ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ

Температурная задача о распределении напряжении и трубах п усло­
виях ползучсст < привлекает внимание исследователей и конструкторов. За­
дача ага согласно различным реологическим теориям изучалась для ста- 
ЦКонлрных температурных условий; например, в работе [I] >нд расс.мдтри- 
Ёь на основе теории старения [2). в работах [ 3, 4| — ил основе теории 

овившегося течения Согласно теории пластической наследственности 
гичиая задача рассматривалась в работе [51. При рассмотрении же 
цяонарных температурных условии, как указано п работе |6|. прин­

цип наследственности может быть .֊прапдан лишь для неу.менынающихся 
по времени температур, поскольку при уменьшении темпера гур в процессе 
ползучести согласно наследственному принципу ошибочно предсказываете । 

I рост деформаций ползучести г. направлении, обратном направлению дей­
ствующих нагрузок, что при с;, щес венном уменьшении температур может 
привести к большим погрешностям.

работе [7] рассмотрено видоизмененное наследственное уранненнс. 
совпадающее с обычным наследственным при неуменьшаюшенся темпера­
тур, а в случае ее уменьшения предсказывающее «замораживание» зату­
хающей доли деформаций ползучести, что согласуется с эксперямсятальпы- 
Ш1 данными.

Настоящая работа посвящена определению термонапряженного состоя­
ния во вращающейся трубе, когда реологические свойства материала опре- 

I Деляются видоизмененным уравнением наследственности и приводится чис­
ленное сравнение этого решения с решением по обычной наследственной 
теории.

1. В работе |6| были прозедсны .»кс:нримгнт..льные ис.лгдовлнни пол­
зу чести стали Х18Н10Т в условиях одноосного растяжения при различных 
программах ступенчатых тэ.мсненнй температур. На фиг 1 приведены та- 
нмстпоплипыс и.« упомянутой работы аксисримснтальные кривые поллучс- 
стн в. (/) (сплошные линии при напряжении 15.6 хГс л։м* и при млхожде- 
нин и течение 24 час при температуре 700՜ С. ступенчатом изменении ди тем- 

I■ пературы 650 С и затем, спустя еще 24 часа.— до температуры 600’С. 
Штриховыми линиями показаны теоретические кривые, построенные соглаг- 

Д[0 Наследственному принципу бел старения, соответственно двум стадиям 
ползучести

Ц ։

«но = |/■'[=(•■). Т(-). ՛ - -I <#■ (1-Ч
И.- о
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где
/•(7, Т, I -7) - 7(7, Г}+?'(7, Г)К ՛<՛-

Штрихпунктирными лилиями показаны кривые, построенные согласно урав­
нению н форме [7]

М0 = и-ТА>-^'). Г(0а т -), фл 
и

О,
I рчМ'л I V), %֊֊-.]

(I

(1.2)

где /с (о, :—х)=а (о, / ). Здесь I),— продолжительность действия на­
грузки после вычета 6.— суммы промежутков времени, наличие и продол­
жительность которых определяются функцией 7(0. Каждый из отмечен­
ных промежутков временя начинается с момента уменьшения температуры 
и продолжается до момента повторного достижения температурой своего 
наибольшего значения. 1 1а фиг. 2 проиллюстрировано что правило опреде­
ления П, и 0. в зависимости от функции 7(0-

Г!э кривы.՝, фиг. I легко усмотреть, чти уравнение (1 2) предсказывает 
деформации ползучести при уменьшении во времени температур значитель­
но точнее, чем (1 1). К аналогичному результату можно прям-и и при рас­
смотрении других зкеиерименсальных данных [6] Отмстим, что при не- 
ум, ныи.иошпхея во времени температурах / (!) имеет место I). О и урав­
нения (1.1) и (1.2) совпадают.

Реологические соотношения в работе приняты следующими:

Ф?)֊(0 = ֊=.(/)|/Р.-(0] И+

л.

4- рм-4А) -м^+®гИ/Ы- И2)]>1П- + М]а;(0։, -)<а-ь 
м
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Г+ (’[=Ф+։>,)-»,(-■ ֊<>.)№■ Осадят՜с -։,»«։<’, ■)</- П-3)
6

(г, ?, г)

гле 5/=1 т,/<3г~'^г ՛ —3-՜^+1=։ +6<>? ՛’« *
/(՝•), '?(?’)• “)> (Л ") — функции, определяющиеся из экспери­
ментов, причем у (Г) всегда положительна и может принимать зна­
чения лишь R ограниченных пределах 0 < 1>0 </у( Т՝) <Г ?••

Будем полагать, кроме того, что материал трубы является объемно- 
несжимаемым, что при условии плоской деформации дает

£г 5. = 3*Л Т (1.4)

где ֊.Т — Т—/ . причем Т .—температура фиксирования состояния плоской 
деформации.

2. Рассматривается труба, вращающаяся около собственной оси с угло­
вой скоростью (у, находящаяся под действием </,(*) и ?։(О соответственно 
иа внутренней (г—«) и наружной (< Ь) поверхностях. Предполагается, 
что вплоть до некоторого момента /о температура 7 (г, I) не уменьшается, а 
тепловой поток меняется непрерывно и монотонно, согласно (2.1)*

JI<'dL > 0, ± ‘»Уи) < 0 2 л
<4 ' di dr

Решая уравнения совместности деформаций, используя (1.2) и (1.1), в 
Котором в,=/, а также полагая для определенности

fix) x'n-'t Гп = —> 0<п<1 (2.2)
н

гл ։и— показатель нелинейности, получим

Мг, П = 14«^Г”(л О-
I 4

■ + ^=Г'։|.1{Г)1 ֊ (2.3)

2 г- Or Г‘ I

т.ч -дной звездочкой обозначена операция

։
■г*(О ?(П- (’?(■)«!(л ■■)<։■ (2.4)

(\

т) — резольвента интегрального ядра К,(/. т), a A(t) —функция. 
:։ ллежащая определению из краевых условии.

Отмстим, что пусковой температурный режим (2.1) может и отсутстооиать, а 
«TiJn.iHKc внешней поверхности грубы начаться сразу „осле нагружения. В »том случае 
с кладки пункта 2 делаются излишними, а в пункте 3 следует принять *'9 = 0.
3 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 6
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Используя уравнения Даламбера

Ь ±^ + г^ = 0
<>г г 8

(2.5)

где £ — объемный вес материала, а § — ускорение свободного падения, и 
краевые условии

<.(а, = — <?։ (/), ММ); =

получим нижеследующее уравнение для определения функция -*!*(/)

Л" (7) _ За * 2 О±Т"(г, () 
г- 2г- ] дг

Д*(0 _ За / 2<УАГ*(г, /) </г
Г " 2гаУ $Г Г]г/։[Г(г, /)|

<7.(0 <?д/) ^3֊«>г------------------ —-------------------.—
2 4^

Уравнение (2.7) решаем модифицированным методом 
приближений [5], согласно которому

(2-7)

последовательных

А'ЧО- 1։тт4 [/„(/)] 
л -♦

/п ։ 0) - /о (0 4֊ /..(/) ֊ВИД/)], « 0,1,2....

где

М/) =
2 44/

й|/ьл= 0 ֊֊Д''-1—"'''՛1}
31 2/ Л

+ —ДГ’-Чг, 
4

- I >>Г/(0| _ За / , дУТ*(г; о е1г I </г ] 
I Г- 2г- 3 ОГ |г; '[Т(г. 01

(2.5)-

Для сходимости последовательности ,гя(О при любом !. являющемся 
здесь параметром, достаточен выбор непрерывной функции »)(/>, которая в 
•Оласти изменения при любом фиксированном ! приводит к удовлетворе­

нию условия [5|

О < А < 1 (2.Ю)
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Принимая

,(/> = ф* (й) -г 4’ -■? ( т<ед , 1 (з |/г sign /+ з,/- у 
(о - а)

(2.11)

За Г дД Т*
!•.՛.■• г °1г՛ м0ЖН0 показать, что при любых Т{г, /)

н / подбором Z\’o и достаточно малых у, \ и удовлетворяется (2.10k 
В практических случаях, зачастую, быстрая сходимость (2.8), ана­

логично [8], имеет место при /?0 - а .—’• 9 1, 3, 'i. = 0, что для

тонкостенных труб во всяком случае удовлетворяет Ü - Z 1.
■Г1

3. Положим, что. начиная с некоторого момента » . внешняя часть тру­
бы остывает до установления с i лционарного рабочего теплового потока. 
То есть имеет место

Г (г, t) ■' У (г, /0) 

^^>>0 
аг

d д!'(г, /) 0

dt or

при {• < Г С b 

при а С г р

при а < г b

(3.1)

где ;՛ является границей зоны остывания. Задача рассматривается в неко­
тором ограниченном промежутке времени

Соотношения ( 1.1) с учетом (2.2) здесь запишутся так:

zr(f)= |3,(/) - ;v(/)p«֊>(0 ,[Г1П] 

<
+ |М՜) — °? (•)] 3՞'՜’ (‘) и И՜)] (Z, Т) d-, u^r & (г. ?, г) (3.2)

ел(/) - г, (/) = |тд/) ֊ ь (/)| =;֊!(/) . | Г(/)] + М... 1-

4 j[’,(֊)֊=,(-)J »7 '(-■) ЧТО]/СИ, (г. ?. О (3.3)

»Де

V
Я. = -М-)]’," '(■) И7'(-)'| К,(1а, (г. ■?, z) (3.4)

6

Краевые условия имею? вид

(а, /) ֊ — g։ (М

zr, (р, О = (о, f )
k.(6, О -Q3O) 

f) =k։(h n



68 А Симонян

где индекс *1» относится к внутреннему слою трубы, а индекс «2» — к на­
ружному.

Из условий (3.5) можно получить тождественность /1(0 для обоих 
слоев. Используя (1.2). (2.2). (2.4), (2.5). (3.2). (3.3) и (3.5), получим 
нижеследующее уравнение для определения /1(0:

Г Г'[Г(ггп]։[-^А- ф*(г, о О2 —
I [г* 4 | Г-

"IГ (г. о]! -Ф«и. ,)

ЛГ’«! _ Ф«(г й_ |£ = 
г' * ' '2 I Г

_ <71'0 — <?2(0 . Г-(Ь՝ ֊ а2)1'* (361

где двумя звездочками обозначена операция

I 
г*«) =--/(<) -[/<•>.%(/. -)</- 

։<>

а /7_.(С т) — резольвента волътерровского ядра т).
Между Л"(Г) и .4 ' (!) имеется связь

г

А^ (() - Л*(О֊Ь •)</• (3-7)

(1

՝՝ ^(1. Ч- \н. {I, ;)£.(!. •)</:, ’«Ь

О', ('■■)- /?4(6 -)֊р4е. 0^(5, ^)Л. ->/0

Запишем (3.6) в виде

П[Л*(/), Л‘*(О1=/о(О <3-8>
Решение /1х(0 уравнения (3.8) ищем в классе ограниченных функций 
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(Л '(О<ССо<2оо). имеющих конечное число точек разрыва в области 
(0. 0).

По л о ж им

= (֊Д* (--)«(/, -)</֊ + У /,) 0—(3.9)

Очевидно. ЧТО '.1('И V—ОО

|А(/) + Л*(0 Л** (01 <5,֊*о (3.10)

Рассмотрим уравнение

П[з*(М. 8=4/0-Г7,(60] ֊/ЛМ. 6>/о (3.11).

при условии 8* (/) Л* (/) для / «,)> которое запишется в виде

|՜ ?-и[7-<г, <*)]! <„) |' +

!•֊ ।
Г*‘(г,П) -.)<^(Т*(г, (0) Т(г, /„)) ■

л>

г- ] г
(3.12)

<•= 1, 2,...
где

Г*<2(г, /4) ;(Ь, ')](/: г‘Ф»*(п 6.)

+ ^’ (1 - [ и~. •)</:) (/». Ч ф (г,

А» 0

֊ |д* (•:) у Н։ (П, ֊) [К, (֊, ֊.) - Л'։ (/„, 41 лл 

и I,
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Решение $' (О ищем я классе ограниченных функций, имеющих конечное 
число точек разрыва ( • (0<См<оо). Для решения (3.12) для последова­
тельных моментов и я .средством методики (2.8) функцию \ (/). аналогич­
но (2.11), представим п виде

'•*(/) --3fc|/iwsign/4֊8{./ 3.. (3.13)

Через обозначим левую часть (3.12) при замене s* (/.՛,) 'функ­
цией <А(/)

& (/) = П [ ',..(/ ), I / ) - s. (h)]

помощью ряда опускаемых здесь громоздких выкладок можно пока­
зать. что при условиях (2 1) и (3.1) н при любых ) всегда возможен под­

бор А\. и достаточно малых и %, приводящий к выполнению 
(2.10) и, следовательно, к сходимости (2.8) в любой момент времени. 
В практических случ »як, как и принято в нижеприведенном числен- 

(I Ь о։
ном примере, удобно брать = ---------------- 0[7’(А<., /д-)1,

2 (Ь — а)

рл ֊ /к — 0, что дли тонкостенных труб во всяком случае удовлет- 

л 1 оворяет 0 ----- ... 1. В таком случае

։*('*> Пш л..(/я։), /„, = /« В(/..ц)
»1 - х.

Покажем теперь, что при любом /д 5й (/л) является приближенным зна­
чением Л* (М — решения уравнения (.3.8). Для этого рассмотрим ниже­
следующие оценки. Из (3.6) и (3.8) получим

П(Л*(/), Л*1/) ф Л,,(/)) — П(Л*(П, Л*(0 i А.П) 2«))|<C։0
(3.14)

где

ДГ»*(г, /а)

Ограниченность С ДО.>..|ЛЫ11.К։ГСИ при Hi ПОЛЬ .I'Jl.iltllll условии (2 1) (3.1) и ОЧСвЧД-

лиги с войства ядра р՛ A.im.'ji jni 1 — ) 6/(Л -) t?՜- 0.
и
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Из (3.11) и (3.12) получим также

|Д5*(к)|<С1|П(։’(к) + ։*(6) (к) + ։, (/О)-

П (։*(/*), -’’('Л-: 7(к))| (3.15)՛

где 

? „ у֊> _։
-|- шах, IФ* (г, /)| Г' -^тах.ДГ’Чг, о!? -1 О

н и > г I 4 1 г}
<1

Принимая в (3.15} Д$* (Ы - А* (/*) — $* (Ю» используя (3.9),. 
(3.10), (3.11), получим

|А*(/*) -5*(/а)|<С^П[А*(/Д Л*(М 4- 7, (М1

П[А* М, А**(/а)]|<С։|]П[А*(/Д А* (6)4֊ $>(**)]

- П (А* (6). А* (6) 4- А (/О] I ֊ | п [4* (6), /V’ (6) - 4,(6)) ֊

-Г1[А*(6), А**(б)]|)<

•С С։
с у11 (Л-) - (л-) П •/(/л, 6-) 1 4 С|М <

•Vх՜ ’С^-У, |А*(/е) **(Л )| 1֊ ССУ 
> 7՜.;

(3.16)

где

•V/ (0 — ?п) тах I х(/.., /1 ) | С։С

Применяя последовательно рекуррентную формулу (3.18) для 
։. получим

членов

(3.17)՛

откуда вытекает 5* (/*) — А4 (/«) при ՝/-*<», то есть х* (/1) является 
приближенным решением уравнения (3.6).



Т1 А М. Симонян

Напряжения гг[г. с) определяются формулами

91 (О

>-1 Л*7,) -ф**(г, о ?I /
Напряжения = .(/-, /) определяются по формуле (2.5).

4. Чш .ленный пример.
Рассматривается труба (а ~ 50 с л։. 0 = 55 с.м), вращающаяся с угловой 

скоростью ш= 12.64 об/сск и находящаяся под действием внутреннего дав- 
м-ння </։=4 кг/с.ч2. Предполагается, что в течение 6, = 24 часа температура 
грубы равнялась 65(ГС. причем она равна 7'6. от которой и отсчитывается 
\ / . Вслед за от им создается стационарный тепловой поток, при котором 
/ (■՛?) 600'С. а I (о) = 700 С. Положим, что материал трубы имеет ннже- 
следукнпие механические характеристики:

' — 7.8 г/слГ, н — ՝-—• ? 12 10 ' град \

л. «мло
•к Л 8.8-10 11 е ‘ —

кг

Кг (/, т) - 0.083 -Г- 0.165 е~ац'՜ ; К, (Л т) = 0.083 ֊֊ 
час час

Для резольвент ядер А։, А՜, а также для функции х путем двоякого 
•обращения Лапласа получены выражения

//, (/. -- 0.00б5е О?571' "9 - 0.2415՛-

= 0.083е 0ЖЙ'

•/(6 -։)= 0.971 е и/ц' 0.806 е"олв3'՜^
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При решении (3.6) в выражении (3.13) было принято = О,

-—՝ -'(■‘к — у'*'------ — ?[ /’|. /•)(■ Отмстим, что везначитель-
2 (о - а)

ные изменения /!’(■') приводят к существенным изменениям правой ։асти 
(3.6). Например , для I изменение 1 (•) от значения—25.970 дч 25.852 
приводит к изменениям правой части от 39.587 дп 45.904. Тем нс менее после

5 приближении по (2.8) были получены значения /!*(/), приводящие к 
ничтожным погрешностям правой части уравнения.

Вычисленные значения =г(г, /) и ”. (г, /) приведены в таблице.

-Дг.

'1зблиц.п значении ",(г. /) и ~ (г, <}

\Кс.к) 

/
50 51 52 53 55

—4.0 -3.069 -2.138 -1.375 —0,673 0
и Ь ֊4.0 «.073 -13.923 — 14.059 -9.046 0

Гс֊г1 час —1.0 - 8.700
( 8.718)

-13.316
( 13.208)

-13.503
(֊ 13.003)

8.333
( 7.971) 0

Г, 3 часа -4.0 8.170
(-8.237)

-12.019
( -12.217)

11.459
( -11.233)

-7.308
( 6.899) 0

/94*10час -4.0 7.485
( 7.248)

10,874
( -9.981)

-9,925
( 8.5С0)

6.636
( 5.189) 0

/0 - 25 час -4.0 6.923 
(-6.803)

9 787
( 8,332)

-8.564
(-7.024)

֊ 5.022
(—4.285) 0

/-со ֊4.0 -3.775 -3.317 2.631 -1.535 0

\ (г. О

։<1, 94.179 93,505 93.153 92.682 92.211 91.704
-207 Л 00 ֊ 219.073 156.640 242.418 42'4.003 633.334

/Ф4-1 час 192.039
(-1'0.500)

—202.750
(-200.718)

139.316
(-128.408)

213.046
(231.105)

408.843
(398.608)

562,9.66
(543.071)

1,\-Зчас<1 -163..450 
(-166.510)

-170.171
( — 172.3*3)

- 117 313
( 61.247)

141.123
(205.960)

337.985
(350.552)

507.606
(478.357)

1։ г10ч«г —128.647
( 118.710)

-137.485
( 119.248)

֊ П'1ЛХ4
(27.722)

214.584
(176.442)

341.716
(253.884)

461.244 
(374.066)

/ет25час 101.676 
(-96.735)

109.393
( 93.303)

-22.022
(56.540)

200.837 
(156,048)

279.801
(240 363)

359.980 
(320.080)

(-со 52.310 64.581 78.883 101.058 125 916 151.204

В скобках даны значения соответствующих напряжений, определенных при 
Ераспространении (3.2) на пего область (а. Ь). Значения напряжений при 

(֊-со в известной мерс условны, так как при определении деформации пол­
зучее՜:: принимались пренебрежимо малыми по сравнении» с геометрически­
ми размерами сечения трубы.

Ках видно из приведенной таблицы, при учете аномалий наследствен­
ной ползучести максимальные напряжения оказываются большими; для» 
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рассмотренного численного примера наибольшая разница имеет место при 
‘—!л— 10 час и составляет 23%.
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ON CALCULATION OF A REVOLVING TUBE IN A 
NONSTATIONARY HEAT STREAM WITH REGARD 

TO NONLINEAR GREER

A. M- SIMONIAN

S и m m ary
'Hie problem of distribution of stress in the revolving '.ube in a 

variable heat stream is examined. The modified equations of nonlinear 
theory of heredity accounting for creep anomaly at decre;;.-i.ig tempe­
rature are taken ‘for rheological relations.

Numerical comparison of the solutions obtained on the basis of 
modified and ordinary equations of heredity is presented.
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УСЛОВИЕ ВЕЙЕРШ ГРАСС А В ОПТИМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ \Х
сверхзвуковой газовой динамики

СЛАБО НЕОДНОРОДНЫХ ПОТОКОВ

Рассматривается задача об оптимально»։ (в смыс хе минимума полно*  
ВОГО Ьопротнпления) форме т >нкпх тел, обтекаемых сверх .-.пуковым пото­
ком идеального газа Исследование иронодитсв и плоек м и осесимметрии- 
НОМ случаях; предполагается, что на поперхносгн :елл заданы изгпи-рпмеч- 
рнческие ограничения общего вида Рассмотрены 6с »ударные течения и тс- 
•гения с присоединенными ударными волнами Управлением считает, я иа- 

I Клон касательно»՛! к поверхности тела В ( .»боте дли сформулированной лз- 
дачи построено необходимое условие Вейсрштрасса п предположении, что 
обтекаемое тело достаточно тонкое я расчет газодинамических параметров 
можно произвести, основываясь ид асимптотической теории Унтхема [1|. 
развито»՜։ и.м для слабо-нсодн*  родных те чении. Необходимые условия ста­
ционарности получаются при этом с помощью метода множителей Лагран­
жа. примененного к точным уравнениям газовой динамики [2]. Особенно­
сти условий стационарности в задачах « присоединенными волнами пыли 
указаны А. В. Шипилиным [3] Вопрос • выяснении смысла экстремума 
в задачах об оптимально»՜։ форме тел в сверхзвуковом потоке газа рассматри­
вался ранее Ю. Д. Шмыглевским i 4 ’ и К. Г Гудерлеем с сотрудниками 

I [5] применительно к задачам, допускающим переход к контрольному коп­
иру. Для более общег случая, когда такой переход не«х у щегтиим. ч рабо­
те А В. Федорова | Г» j было получено необходим -е условие Лежандра, от­
вечающее слабым вариациям наклона контура

I. Постановка задами. В работе рассматривается сверхзвуковое обтека­
ние плоских и осесимметричных тел. безударное (фи: I) я с ирисослинеп- 
Ион ударной полной (фиг 2). На фиг 1 ub—контур искомого тела, ас и 
Ьс— характерно ики соответственно tepaoro и второго семейств На фиг. 2 
оЬ—контур тела, ас—присоединенная ударная волна. —характеристика 
второго семейства. Л—точка излома контура; </т и dn—характеристики 
первого семейства, ограничивающие волну разрежения dmcnrf Набегающий 
поток d обеих схемах предполагается рлпиомерны.м и параллельным оси л 
со скоростью U „ и числом Маха Л/ ; отношение максимального поперечно­
го размера тела к его длине считается достаточно малым ( рассматривают­
ся тонкие тела) Это дает возможность воспользоваться пр»։ оценке пара­
метрон ii.'jv.yin. пни; <. течения результатам юинымк У и i |1|
Для СЛабО'ИСОДИОрОДНЫХ потоков.

Пусть и и г1—проекции скорости на осн л я у. р—давление, р—пло1- 
| Кость, ф—функция тока, причем
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с/? ~ у' ? (4(1 у гч/х),

где V 0 я 1 соответственно в плоском и осесимметричном случаях.
Стационарное течение газа внутри области влияния описывается урав­

нениями

/., ;;0; /... — - О
ду ду V ду 4/[.у

'Р 1x4-1 р --ЧЧ

Здесь х—показатель адиабаты; -и - ф(-ф)—энтропийная рункция.

Волновое сопротивление выражается функционалом 
л

/ = I У р\<УЧ)> у\<!у
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Положения точек и и Ь считаются фиксированными.
Изопериметрическое условие, наложенное на контур тела, имеет вид

Ъ = \Лу* *(у), х'(у)]*У (1.2)
«6к..,., \ ... .где х (у)— Функция, бпйсызаюшая контур тела- а х —•

^у
Вдоль аЬ выполняется условие нелротсканнн

Дс х (у)~ Ч՛*’ ~0 П-3)

Все пере менные (зависимые и независимые) считаются безразмерными.
Ставится следующая оптимальная задача: найти функцию х(у). реали- 

з;.:0П1у։о минимум функционала у, при выполнении уравнений (1.1) в об- 
Мстн дбг и условий ( 1.2). ( 1.3) вдоль контура аЬ.

В рассмотренных до < ;:х пор примерах безударного обтекания условиям 
стационарное! ։ >давалось удовлетворять гладким оптимальным контуром. 
Иначе обстоят дели для течений с присоединенными ударными волнами. 
В этом случае оптимальный контур содержит, вообще говоря, бесконечное 
число изломов, сгущающихся к передней точке тела [3]. При жгледова- 
ник условия Вейерштрасса достаточно рассмотреть контур с одним изло­
мом (фиг. 2).

2. Необхо ц.'.мое цс.ювкс Вййерттрасса. Это условие будет выведена 
для течения с присос, кненнои ударной волной (фиг. 2, 3). Проводимый ки­
ке анализ справедлив и для безударных течений.

Поскольку оптимальный контур т'.-ла содержи : излом, уравнения (1.1) 
з области пЬс должны учитываться разрывными множителями Лагран­
жа [7] На фиг. 2. 3 характеристика С(1—линия разрыва множителей Лагран-

?дполагается, что в области влияния нет других таких линий [3]:
Функционал Лагранжа имеет вид

«.У ',1Ь

-- \ (/.7‘ /-! А У А.)
I ՝.'

5Т

Здесь 5 —область ос/е, 5—о"»ласть <Мс; ,, ■'(//). /У • ■>, у) мио- 
али Лагранжа в областях 5/.
Условия стационарности / приведены в [3].
Управление.՝.! считается наклон касательной к 1։оверхлостд тела ։-й. По- 

скол ку ьо!и:>/. ус.'.овня Г' йерютрасса основан на использовании сильных 
вариаций наклона на малом участке поверхности тела (фиг. 2). схема те- 
°ския в допустимом режиме усложняется. Это усложнение связано с обрз- 
раннем дополиителлгИых ударной в.олй.ы и волны разрёж^йня
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При выводе формулы для полного приращения функционала / необ­
ходимо учитывать. что параметры течения в допустимом режиме терпят 
ра <pt.ni вдоль ударной волны Имеем (точка </։ может лежать как спра­
ва от точки излома <*.  так и слева от нее (фиг. 2) ).

• , . / : • : 11 У ''Р + '** ֊'*  — | + г/—Л։рЧр /1;ч " <!у

.«л

• Г1< -
,411 — ■

у

у ЬКЛ, •— , / ; ДА_. , I-А/и/-------- < —
У՝ ('V

V

\\(—у'^1.'-р 1 \(1՝г(/у (2.1}
.՝ ,> \ V у' \’Х)/

•
Здесь и н дальнейшем верхние индексы у ,{/' и Л" опущены; 
Д/։/=Л<») АФ;5-5։ 5.

Примем величины р, н и, з за зависимые переменные задачи; при 
этом величины и и (и)՜՜, стоящие в (2.1) под знаком полной вариации, 

представляются в виде м = г։ ( р, — • • и (?и)՜' <•(/>. — • ?у с

помощью двух последних соотношений 11.1՝.
Б точках ударной волны ас все газодинамические функции зависят 

только от п- ֊угла наклона ударной волны к оси х.
Если воспользоваться условиями стационарности и равенствами, даю- 

1ИММЯ связи между дифференциалами и иу на контуре и А. ударной волне 
пг и характера нках я Ьс. то формула (2 I) для Л/ может быть прсд-
сгавлснп н виде

где

7՝(з) - у (•-. у) р(:) • Л.( у) — (3) 
V у

У՛
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а символом обозначена разность №......... ^\))

£С(Г) = С(Г > оГ)-б'(^) V 'ИГ,-

Вариация управления выбирается следующим образом: предполагает­
ся. что функция у-(х) получает приращение 6у:(х). показанное на фиг. 4 
(>-։, г;,—координаты точки г/,). Величина г (фиг. 4) считается малым пара­
метром задачи. При зтом поток слеза ..т ударном полны ЛД не возмущен: 
функция у (л) меняется на величину

'>у(х}= }-оН)= 0(2)
֊У (х)

а на-.лив »/(л) получас г приращение

0. X

<'У (*)

^Соответствующие формулы для приращений 6х(ц), бх'(у) . братных функ- 
цай очевидны.

Целесообразность опнеаннчто выше способа варьирования будет иче- 
зпдяа из дальнейших выкладок, поскольку управлением удобно считать не 

. <у : (х)1“՛ * СК ' 1 •
■ -4х </х

Для того, чюбг; выделить глазную пи ։•՝ часть п формуле (2.2) для Л/ 
и получить тем самым условие В ев ерш трасса, необходимо знать положение 
ударной полны 6’’Ь, к приращения газодинамических величин в области 
^оглушенного течения С •՛<•■ тс твующие вычисления будут проведены на 

/основе работы [1] для осесимметричных ։ очелий: результаты анализа рас­
пространяются я на случай плоских течений. Найдем сначала положение 
ударной волны и газодинамические приращения на ней. считая те- 

Гченне около тонкого тела слабо неоднородным. Уравлевня харат ?ристнк 
пераог семейства и ударно:։ полны в т.тком потоке [ I] имеют кпд
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-г = ЧУ — kF(r) (у1 ‘ — #! 2) + г

■ р,1 = /Г(Г;) ~Г(Г1) Р-3)

1 (^0 “ Л) dr = —■ (r0 — rJI/ota) I А;(га) 4 A՝0(g)]

f<\y]‘ — //!՛) ч — ч

'՛ F{r}dr- — rj)[A’(rJ j Г(г։)]
А|

•I ..Ф - 1 1 - 3
Здесь 50 ֊ (ЛА; — 1)։ *;  k = 2 (• / ) г{х,у] харак.ери-
стическин параметр первого семейства; значение г на контуре тела 
принимается равным х Чу\ г. и г.2 — значения параметров характе­
ристик, пересекающих ударную волну с разных сторон и точке с ор­
динатой у; функция А (г) вычисляется по формуле

2/’(г) = ГЬШГrf.v ; У д [д- (.Г,)]- (_2֊ )' ’А (- ) (2.4)
J I г— X (,) \ Хог/, / \ ?<,!/,■ /

11

6՝>1.чечй/н11-. Sra формула показывает. по удобно выбрать в качестве 
(х) du(x}управления —--------- > а не -------

dx dx
Первое слагаемое в (2.4) соответствует гладкой части контура, л втс- 

р >е отражает вклад точек излома (х. у։): символом \ обозначен скачок ве­

личины — !г(.х) в точке излома; график функции й(х) приведен в [I], 
dx

-тр; 344,
Пусть А — А, для исходного (.чепропарьировапного) контура. Допусти­

мый контур в рлгема гриваомом случае будет характеризоваться функцией

Г И -Го(г)4 /71(г) (2.5)

где через А՜, (г) обозначен вклад точек излома d, и d: (фиг. 2): интеграль­
ное слагаемое в (2.4) нс вносит дополнительного вклада п А, так как

('<7՜) 0. Функция А՜! (г) имеет вид, приведенный на фиг. 5
d х-

(r=x։ ioyn г0 = г - г (1 — ЧУ\(*։) — : О( s:') —значение г в

волне разрешения d.dzbj\).
Рассмотрим точки ударной волны, лежащие на участке d,А,. где про­

исходит взаимодействие ударной волны с волной разрежения d.d,btb.. 
В этих точках на основании (2.3) и (2.5) имеем (^,<.г-<Л. = г., А,(г։)=О)

_____ 1 о (го ՛ 'A (ri>) ~ <՜ о IГ1)
^(у՛12 — Г։?) Ч г,
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Разлагая в этих формулах величины Л,(г։) и dr я ряды ио степе­

ням (гс — г։) и учитывая, что (г) =0 при

hrfr4 О(г„

у\>
г (2.>

•Г О(го

| Уравнение участка ударной волны нг 
основании (2.6) и первого из равенств

I (2.3) может быть представлено в следую­
щем виде:

1
О(з)X - R (у. ГО1 ֊ I s£ea*  { У‘2 - •) |

А' (у. г1() = \у £Л(гоН.У 7 12.7)

(Г
Ч _ * (гХ)
I - чу։ ֊֊ — 

Л'л.

J 5

Приращения газодинамических зеличин в формуле (2.2). стоящие под 
знаком интеграла вдоль <ЛЬ։. могут быть найдены из (2.7) и соотношении 
л։а ударной волне. В самом деле, поскольку слева от ։/,0. поток не возму­
щен, имеем

Р - ',р - G{ (ctgTj, р. и. V), — ь — -- G'3(ctgр, и, и) 
V v

11 (2֊8)
----- — G3 (clg =i, р, г/, v). и т = G։ (cty =р р. и, v)
pv '/V

Здесь з։ — угол наклона линии </,Ь։ к оси х; функции приведены 
В [8] (стр. 13).

LIIj формул (2 7). (2.8) найдем (»>—угол наклона характеристики ис- 
змущекмого потока к оси л)

ip = G։(ctg 5,. р, и, и) — G’,(clg««t р. и, и) <2 <>)

г йГои-■£](.,,- /■•oW|'՜]

В (2,9) сохранены сланные по с члены; выражения для прира։цснии

6 Ижвест>ы AI I Армянской ССР, Мсхдннка. № О
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՛> » •> ՛ ՝>и могут быть получено: из (2.9) заменой функции б՝, со-
V : V

ответственно па (7;:, 6‘п, </,.
Формулы (2.9) верны на участке ^.Ь,; в фиксированной точке этого 

участка сила ударной волны, как видим, имеет порядок I = при £ -0. 
В ючке сила ударной волны при ։ -0 есть конечная величина; то же са­
мое перни для \юбой точки отрезка </,(/ .

I Ь-рейдем к оценке ела аемых. входящих в формулу для приращения 
фу нкпянчла (2.2). Интеграл по контру </.7 в этой формуле содержит гол1>- 
Ки ва нацик геомг՛гр.ошских параметров и имеет поэтому порядок £. Пред­
положим сначала, что точка <!, (фиг. 3) лежит на участке контура аЬ; 
тогда интегралы по тнниям <*'<՜  н и'с в (2.2) исчезают. Интеграл пт ударной 
волне Ь, всегда равен нулю, поскольку порознь обращаются а нуль коэф­
фициенты при и А. (последнее вытекает из соотношений Гюгонио с уче­
том связи между гиф ’и-рг ни налами и с/ф на ударной полис*).  Остается 
оцепить .ц-сг:алы по области •$ к ио характеристике Ьс. Первый из них 
с во. :г.тя к ин. тралу по области, ограниченной контуром поскольку 

оста опейся части •՝>' п. ток Нг возмущен. Интеграл по полосе ра-
31д',.|.-.м на дна ин’ттрала: по части полосы, лежащей выше уровня у 
( риг 3). и по оставшемуся участку полосы, примыкающему к точке г/.. 
Последний интеграл берется по области площадью О(г՜)- л подынтеграль­
ная функция . мем порядка единицы. Что касается первого интеграла, го 
нН оис .֊!н:։ае;«.я сверху величиной

-п.
( </? | А։„£Л?։-----֊ | <!у —

(• 9։ »3» У|г ,Ч

Уб. 3'2

-. • у,УН -X •’ -V- 1п * 
9։ " ?’

где пол /жшел пая постоянная X сколь угодно мала: и, |5. </. А—константы. 
П । ..де этг.й онси-ш г гп ,՝льз лапы формулы (2.7). (2.9) и то обстоя- 
ел с т -, что г\анные члены ?. выражениях для и квадратичны по

ящпм в ги-.х малым приращениям (к..и и'А Р? '!■՝' '■
На •хновами! сказанного интегра \ по полосе оказывается ае-

5.ИЧПИ ,й О(г)
Найдем иПеп.ч:! приращении газодинамических функций в области 

(фиг. 3). На характеристике ('А_ в соответствии с |1| приращение

Пр '.ч<- :ю г-.| .1 .чоу. мужпи убедиться, ииилл потенциалы ’г с памогп.ью системы

• имсилютчеп иерзь: дал уриын-шы (11). (’.тел.; и но.- утигр^лсии։’ |..»з։<осн ьно нспр֊- 
•мпг; । тн потмгог^лоп г'..՜'- тп ударном пплпс.
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любой газодинамической величины имеет порядок « (значение на (*_Ь.  
есть О(е). Вдоль участка приращение О(е). так как Р1\(1.Ь~ О(ь') 
(-риг. 5); кроме того

* Условие Вейерштрасса Для плоских течений имеет такой же вид

'Л = '1 /arclg— 6(s) 
X И / ՛!,(>

Оценки приращений газодинамических величин н области (!.Ь.Ь могу։ бы и. 
получены подобно /ому. как это сделано а [3] при выводе условия Ле­
жандра. Анализ линеаризованных уравнений движения, дополненных гра­
ничными условиями на г/.К и <1.Ь, показывает, что вариации газодинамиче­
ских величии имеют порядок е в <1.Ь Ь; при этом отброшенные при линеа­
ризации слагаемые оказываются величинами порядка о(е). Проведенные 
рассуждения позволяют установить, что двойной интеграл в формуле (2.2) 
имеет порядок г3'՜2՜', где ^>՝0 сколь угодно мало.

Интеграл по замыкающей характеристике Ьс и выражении для 6/ име­
ет порядок -3՛2, гак как газодинамические приращения не превосходят ве­
личины О(г) на участке ЬЬ . величины О(г։'*)  на участке Ь,Ь,. а длина 
М. есть О(г’

Если начальная точка <1, принадлежит участку иг/ контура и/?, то. дей­
ствуя аналогично предыдущему, можно показать, что двойной интеграл и 
интегралы по линиям ас՝. (1с, Ьс в (2.2) не превосходят по порядку величи­
ны е3-՛2“’*.

Таким образом выражение (2.2) для б! может быть представлено в 
виде

П/(и. Л-, х' -Г ;>л') — f{y, X, х՜)----- од-' dy о{г)
дх

(2.10)

Из (2-Ю) следует Необходимое условие минимума / (условие Вейер-

/(//. х, х сх') /(г/, х, х') 4-«'| о
с)х' I

(2.Н)

Это условие’ равносильно требованию выпуклости (вогнутости) функции 
/по переменной х’ в зависимости от знака у. который определяется в ре­
зультате нахождения оптимального контура па основе условий։ стационар­
ности.

Предшествующий вывод существенно основан па предположении о ма­
лости е по сравнению < Это фундаментальное предположение по суще­
ству предписывает схему возмущенного течения, которое (фиг. 2) состоит 
из певозмущенний области I (adj)tc), области II в которой нет
взаимодействия между ударной волной dtb{ и волной разрежения d.d.b^b,. 
области III (d.d_b,b_) взаимодействия между этими волнами и области IV 
слабых возмущений за последней характеристикой d.b7 веера разрежения. 
Представляет интерес эволюция этой схемы при уменьшении параметра Ао.
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Допустим, что k. ֊0 вместе с е. причем отношение Лр'е<^1. Тогда область 
II вырождается я полоску (точка d на d,bt лежит ине области влияния abc), 
ударная волна — в характеристику набегающего потока, а газодинамиче­
ские приращения в II стремятся к значениям, найденным из линейной тео­
рии. Последнее вытекает из того, что в плоскости годографа ударная поля­
ра и эпициклоида имеют касание второго порядка, а внутри области II вы­
ражения для приращений (порядка k ) в линейном я нелинейном вариан- 
гах имеют одну и ту же форму [I] с разными значениями характеристиче­
ских параметров : эта разница имеет порядок Ь... так как в. плоскости х, у рас­
стояние между характеристиками возмущенного и невозмущенного потоков 
при одном у есть О(А'„). 11ри расчете приращений в области II теория Уит- 
хема дает, таким образом, (при малых k. ) поправку порядка о(А„) к соот­
ветствующим значениям из лииеинои теории. Переход от нелинейной ie.i- 
рин линейной в области II происходит равномерно (по аналогичное 
утверждение справедливо для облает ։ IV, где приращения газодинамиче­
ских величин имеют порядок гА’„ согласно линейной и нелинейной теориям.

Что касается области III. то здесь соответствующий переход неравно- 
мср п [J]. В т ■ время как к линейной теории приращения газодинамиче­
ских , ункций изм'.нятюся скачком о: величины к» до на последней ха­
рактеристике полоски, в нелинейной теории этот переход совершается плав­
но в волне Прандтля-Майера. При уменьшении f<u о&ласть III. занятая этой 
волной, стягивается к характеристике невозмущениого потока, выходящей 
։:з точки </ (фиг. 3); приращения газодинамических величин в полис 
I lpan.-.тлг.-Майгрл .т.кмятся к соответствующим приращениям в слабой 
(звуковой) волне разрежения, описываемой линейной теорией. Предельная 
х -.рлкт «pis гика, отвечающая этой волне, образует правую границу полоски, 
денол.>зусм:>й .. линейной теории; левой границей этой полоски является 
характеристика нсдозму щепного потока, представляющая с п..п предельное

■л жен le уда.՛., й ; ихны. выходящей кз точки
I.՛■•.•՝.! образом, при достаточно малых глазная по параметрам е, 

час . и ри ,.ии< ши функционала будет содержать при линейном и нелиней­
ном описаниях интеграл по характеристической полоске первого семейства 
:• ип./тралы ио у :ас: ;ам контура ab и замыкающей харлк-сристккн Ъс, 
Koiopj;.’ р.՛.՛ •: । ։ ипаемдя полоска отсекает >т линии ab к Ьс ( пред иол ага- 

я. ՛ ■ начал >н.1я точка d, лежит на учас к< db контура иЬ). Требование 
г ицасельяк i этой i лзьнои части выражает условие Лежандра, кото­

рое содержит ::;!теггал по харахт« рис м ;<« первого сем«, не. на и два внеинте- 
тралг.чых слагаемых I го .кал пересечения зт >и характеристик « контуром 

■ У и здмь»члющей xap.։.< .ерис тихой Ьс.
о.!։;-,՛ лин՛.иная 

,е<;ри.| неприменим«;, а нелинейная теория. учитывающая взаимодействие 
между ударной волной и волной Прандтля-Майера, показывал ■.. что глав- 
иля 1. । пар..хи՝ ; ру-:- час и. приращения функционала сосредоточена па участ­
ке х.мту,՛.: «<՛' . лре’стгтвляющего собой область сильного (поря ка А’,՝ из­
мене ни.ч наклон Условием епгнмалтностн з дани м случае является 
усл;им1с Вей< рвирасса,
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Отметим, что и условие Лежандра для точек Де/ контура о’Ь (фиг. 2. 3) 
входят интегралы во характеристикам, происхождение которых связано с 
отражением возмущении от ударной волны нс и контура тела о՛/?, а также 
интегралы по линиям тока, обусловленные возмущениями энтропии [6] 
(этот резулI а получен на основе линейной геории в общем случае для 
тонких тел) Если при расчете возмущенного движения для точек кон- 
Зура ad воспользоваться теорией Уитхема при /л.,’г<^ 1. го соответствующе։ 
условие оптимальности будет содержать только одни интеграл по характе­
ристике первого семейства, соединяющей начальную точку d, с ударной 
полной ас. Указанное явление объясняется тем, что при обтекании тонки.՝: 
тел возмущения, от раженны։ от присоединенной ударной волны ас. а также 
энтропийные возмущения являются величинами третьего порядка малости 
относительно силы ударной волны ас.

В заключение рассмотрим случай, когда функция / линейна по пере­
менкой х . Условие ВсиСрштрасса (2.11) при ; том вырождается, то есть вы­
полняется г. слабом смысле, а условие Лежандра, вообще говоря, не вы­
рождается [3]. Это означает, что в час.ном случае, когда

/ *=  М Q/. л) 1 I.V, л) л՛

условие Лежандра окалывается сильнее՛ условия Вейерштрасса,

Ленц н г ра Л с к ՛.: и ■■( ■ ։ 1. 11: КО.: иичсс к:: i i
институт им. Л. Ф. Иоффе Поступила 10 V |У7о

■ II. i.iiM'.-iii, Ц. ч.. гчптпеач

<1bPUII.3uU.5l’li rl-l).!»l!..4l«b 'l-i biUri'tilEii՛ (i'fll'Bl. И.Ъ21Л!ГI1U!;!!• 
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THE WE1ERSTRASS CONDITION IN OPTIMAL PROBLEMS OF 
HYPERSONIC GAS DYNAMICS OF SLIGHTLY 

NON-UNIFORM FLOWS

К A. LURIE. A. V. FEDOROV

S u m m a г у

I he problem is considered of optimal bodies providing minimal 
wave drag in hypersonic flow of an ideal gas. Both plane and axisyin- 
me!ric cases are discussed, anil arbitrary isoperimetrical condition are 
supposed to be prescribed on the unknown surface of the thin body. 
Also, continuous flows as well as those with attached shock waves are 
analysed, and inclination of a tangent to the unknown boundary is 
taken for a control function. The necessary conditions of stationarity 
can be obtained by traditional technique of Lagrange multipliers ap­
plied to the exact equations of gas dynamics. The necessary condition of 
Wcierstrass is derived for I his problem and this one is compared with 
the Legendre condition.
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