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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ СЛОЯ. 
ЛОКАЛЬНО ПРИЖАТОГО К ПОЛУПРОСТРАНСТВУ

Рассматриваются две контактные задачи теории упругости для слоя 
прижатого к упругому полупространству под действием локальной осесим­
метричной нагрузки, приложенной на верхней поверхности слоя. В одном 
случае слой предполагается весомым, а в другом — невесомым. В обоих 
случаях трение .между слоем и основанием отсутствует.

Под действием нагрузки весомый слой отходит от основания в кольце­
вой области а<2г<Ь. Радиусы ч и Ь неизвестны и подлежат определению 
ял условия равенства нулю контактного давления на окружных контурах 
/=д н г=Ь (фиг. I).

Невесомый слой предполагается закрепленным на бесконечности. тая 
что после приложения к нему нагрузки напряжения и перемещения на бес­
конечности остаются рапными нулю. В таком случае невесомый слон под 
действием нагрузки отходит от основания в кольцевой области а < ■г < . 
как и весомый слой. Однако, условие равенства чудю контактного давле­
ния используется только на контуре г=а для определения радиуса о. I 1иж- 
няя поверхность слоя и поверхность полупространства свободны иг напря­
жений как п кольцевой области н<г<Ь, в которой слон отходит от полу­
пространства. гак и В области их соприкасания г'&Ь. Поэтому радиух 
устанавливается автоматически численным решением задачи

В настоящей работе построены точные решения осесимметричных за­
дач о весомом и невесомом слоях произвольной толщины. В обоих случая», 
упругие характеристики слоя £,, V. и полупространства А. V задаются 
произвольно. Обе задачи сводятся к неоднородным интегра хьным ураннг- 
ниям Фредгольма второго рода. Интегральное урапнение. ссотпстстаующее 
несомому слою, определено на полуоси и содержит два неизвестных пар - 
метра. Интегральное уравнение, соответствующее невесомому слою, опре­
делено на отрезке конечной длины и содержит один неизвестный параметр. 
В обоих случаях неоднородные интегральные уравнения Фредгольма э р-
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фективно разрешимы численными методами. Приведены примеры числен­
ного решения задачи о невесомом слое.

Приближенные решения задачи о невесомом слое даны в работал 
1, 2]. В первой из них слой рассматривается как тонкая пластинка и реше­

ние строится на основе теории пластин, а во второй применяется вариа­
ционный метод. Осесимметричная и плоская задачи о невесомом слое в точ­
кой постановке рассмотрены в работах [3 .4]. В них исходные уравнения 
сведены к однородному интегральному уравнению Фредгольма второго ро­
да. решение которого существует, однако при ограничительном условии, 
накладываемом на упругие свойства материалов слоя и полупространства. 
Плоская задача о весомом слое рассмотрена в работе [5|. в которой исход­
ные уравнения сведены к интегральному уравнению Фредгольма первого 

да, решенному приближенно вариационным метолом.

1. Построение общих решений осесимметричной задачи 
тго; ни апруюсти д ?я слоя и полупространства

Введем безразмерные переменные р — г/а, /--' // (Н — толщина слоя) 
и примем начало отсчета цилиндрической системы координат р, Г на гранич­
ной плоскости полупространства. Величина отношения Х=Н а является ха­
рактерным параметром задачи.

Общие решения задачи теории упругости для слоя и иол\пространства 
тез учета их веса строятся с помощью функции напряжении Ляпа и пред­
ставляются через интеграл Ханкеля [6]. Выпишем необходимые для даль­
нейшего изложения нормальные и касательные напряжения и нормальные 
перемещения в слое и полупространстве

=.-/ 3)/г,-1б'3

6 о
(1.1)

4.-. И|, ~ » дцс?) у 1?3) х/З
11 ֊ ^ ) о .1 

й

Здесь я случае слое (՛ = 1)

М И,(3) 1-|-2у։1 ВИЗЧе-՝111-'1 -

։ |С,(?) ! (Зл^1-2>:) О, (?>!<• -

ъ- и,<?>+(?<•; -2»,>в,(?)|е ՝■" ” +
։1.2)

[С,(3) + (й.г 2ч,)/;1(й)1с -՛

Ь ֊ ֊ Д.(^ + |ЗЧ-2(1 -27,)]Д(?)>е ՛՛■-• ■֊

;С,(3) !?>./I 2(1-2ч1)|О,(?|;е- ՛

а в случае полупространства (1—2)
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М*, ?)= \АЛ$) | (рл/ 1 4 2^) &։(₽)] е^1'

Д,2 (,, ?,) = [А: (3) -и (рл/ 4- 2^) В2 (р)] (1.3)

А^(6 р) = -|А.(р) |й/Г-2(1- 2г;)|а(р)|^'

Касательные напряжения на граничных поверхностях слоя (верхней и ниж­
ней) и полупространства примем равными нулю

-г.| (р, 01/ । - -,.-1 (?, П Ь-.. = г.-■ (р, 0. О, 0 < •, < • (1.4)

Известные нормальные напряжения на внешней граничной плоскости запи­
сываются в форме

3.1 (р, /)Ь~1 = Л(Р) + ЛМ 0<рО (1.5)

где Р.(р)— произвольно заданная функция интенсивности нормальном 
нагрузки, а Р\ (р) некоторая функция интенсивности малой дополни­
тельной нагрузки, явсденноп для обеспечения сходимости интеграла (1.1) 
для осевых перемещений в слое (։ = 1) [7, 8].

Учитывая равенство осевых н рмальных напряжений в слое и полу­
пространстве на их общей Гранине / ~0. запишем

г-н.?, 0|/. , = П|. 1 = Р0(?). 0-О<^ (1.6)

где ₽,,((>) — пока неизвестная функция.
Представим функции Л.(о) и Р,(р) через интеграл Ханкеля

(?) - (?)Л (>?) </₽ (/ -֊- о, 1) (1.7)

II

где трансформанты Ханкеля выражаются формулами

■ж

Л.(Й-М'МЮ)* (<՛ 0,1) (1.8)

И

Функцию 7’, (р) представим через интеграл специального вида

••
Л’ь) ^/тй-а.о. (1.9)

о

где Аи,1(1, >) функция Д„.։ (/, (3) (1.2) пр։։ /= I, стоящая под зна­
ком интеграла (1.1) для нормальных перемещений в слог на внешней гра­
ничной плоскости, а /(р) — некоторая непрерывная функция, введенная для- 
обеспечения сходимости интеграла (1.1) для 1£',(р. /).

Подставляя формулы (1.1). (1.2), (1.7) и (1.9) в краевые условия 
(1.4) — (1.6) для слоя, получим систему из четырех уравнений для неиз­
вестных фрикций /4,(3). £։(₽), С, (3), /^(^), разрешимую на всей по­
луоси & >0. Определяя из этой системы выражения функций Их (43), 
вд?), сдр), о,։?.) по правилу Крамера и подставляя их в (1.2), по՜
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лучим представление общего решения для слоя через трансформанты 
Ханкеля /%(?), Л (?) и функцию /(?). Аналогично, подставляя фор­
мулы (1.1), -(1.3) и >(1.7) для / = 2 н краевые условия (1.4) и (1.6) для 
полупространства, получим систему уравнений для Дс(?) и /С (3), из 

которой находим А.(;3) - 2у../>(>(£), В._ (3) -- Р, (?). Внося последние
равенства в формулы (13), получим простые выражения для напряже­
ний и перемещений в полупространстве через /%(?). Выпишем необ­
ходимые для дальнейшего изложения осевые напряжения и перемеще­
ния в слое и ,полупространстве на их общей граничной плоскости 

■I 0:

/)(, . = «л (м) 1,-о Д ??.(?) Л (??)<* (1.Ю)

I)

—«>, (р. /) |,м> = (У) Р, (?) л (р?) </?
2(1 *{)а .1

о

(1-и) 

о

--Е; 01,^ ֊ !>(?)./,(?})</? (1.12)
2(1 - ՛/-) а .1

и

Функции к -о')(3) ։> (1-11) имеют вид

Д (?) Да, (?) ֊ 11 ֊ е֊** + (1 + е ֊'*)]

Д(3)\о(?) 1 с.՜1֊ ֊2(1 ^>/(3)(1 е -*)9 (1.13)

Д(?) (1 - с '*> )=-4(?А)3е-^ ֊2(1 \)/(3)(1 ֊«.-<• 4?/.е ՛")

В (1.11) требуется сходимость каждого интеграла в отдельности 
при произвольных Р (?) (г 0,1). представленных интегралами Хлнкеля. 
При /(?) 0 и» следовательно, при /^ (?) 0 оба интеграла (1.11)

расходятся г. нижнем пределе, так как при 3 — 0 имеем -V (?) х 6(3/) 
Р. (3) х /•7(2п<с") (/ 0, 1), где Г результирующее усилие осевых

нормальных напряжений па граничных плоскостях слоя I = 0 и / — 1. 
Сходимость обоих интегралов (1.11) в нижнем пределе обеспечивает 
•функция /(?), введенная единственно с этой целью через дополнитель­
ную нагрузку -Р\ (?) (1.9). Для сходимости интегралов (1.11) доста­

точно потребовать, чтобы /(0) г 0. Кроме того, от / (?) требуется» 
чтобы функция Д(?) (последнее соотношение (1.13)) не обращалась в 
нуль на всей полуоси Ос--. ?<^>՜, а интенсивность дополнительной на­
грузки Р{((>) при всяком р£[0, со) и ее результирующее усилие /' 
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были достаточно малыми по абсолютной величине. Всем этим требо­
ваниям удовлетворяет, например, функция (г, /<, п положительные 
константы)

а

/(?) = ” (։•։*։)
Все подынтегральные функции общего решения (1.1) для слоя, 

выраженные описанным выше методом через /(?) и Л (^ (' 1),
непрерывны и ограничены на всей полуоси 0^(3 .<^00. Пусть модуль 
А„,։ (1, р) ограничен сверху числом 0, тогда из интегрального 
представления (1.9) и его обращения с учетом (1.14) находим оценки«

При достаточно малом г и больших /с, п модуль Р\ (?) при всех 

?£[(), ) и модуль Л՜”’ могут быть сделаны пренебрежимо малыми.
Построенные выше формулы для напряжений и перемещений в слое 

учитывают только внешнюю нагрузку и не учитывают собственный пес 
слоя. Приведем теперь формулы для напряжений и перемещений в слое, 
возникающих только от дейстпия собственного веса, с учётом принятой 
системы координат [9]

®г!п == 3i)jtl ’ °(1 ~ /)» т;1о — О

3.2 — 3, Зг2 — — “,г2О, !J2 — ~ ’ и’.,— (1-17)
о £ 2

Напряжения и перемещения в полупространстве (I 17) от действия веса 
слоя надо наложить на построенные выше напряжения и перемещения оч 
нагрузки Л.(р). переданной через слои внешней нагрузкой Р։(р), в резуль­
тате получим для напряжений и перемещений в полупространстве с учетом 
веса слоя

(1.15) 
а։/։зр а':Щ | (14֊ (1 '2ч:)

= а>- ТгР ■■ 2(1 -5 '

где = у — вес единицы объема материала слоя. Напряжения и пере­
мещения в весомом слое, вонзикающие от действия внешней нагрузки и 
собственного веса, находятся путем суперпозиции

'П ~ 3Г1 + =ив Г‘ Z^’ Vl
(1.16) 

"i «I ։• «In’ «’! wl И WJn

Вес слоя оказывает постоянное давление Р= —(Т на граничную пло­
скость полупространства /-0 и вызывает в полупространстве следующие 
напряжения в перемещения:
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<г = г-, -г <-2 (' = °* Д V-2 = г,? + г.-2
(1.18)

и.. и2 -т г\» = wv и’2 

§ 2, Задача о сжатии несомого слоя

Пусть код действием локальной -нагрузки интенсивностью 
(0^r<gc), приложенной на верхней граничной плоскости слоя z֊H. вё- 

•со.мый слой отходит от полупространства в кольцевой области a<Zr<.b. 
В безразмерных переменных р rla интенсивность внешней нагрузки выра­
жается функцией Рх (pj = Р\ (ûj»), заданной в круговой области 

О ?<C?j (izj — с, а}, а область отставания слоя от полупространства 
-ищется в кольце 1 <Х (<* р։։ (ро b а). Неизвестным величинам и и b
соответствуют неизвестные параметры /. /'Лл и = b и.

Краевые условии на граничной плоскости между слоем и полупростран­
ством задаются следующими равенствами:

<<|(P. 01,^ = <-*(?. Olr.o = 0- о >t<

<։(h 'H о -<2(ь О 1,^=0, (2.1)

«< (р, 01,-и -= «»И?, 01, ։V о<р<1, ьО<-՛

•С ..учетом формул (1.15) - (1.18) условия (2.1) преобразуются к виду

-|(р. 01, о = “-Иь »U-о. 0<?<о- (2.2)

=n(s /)1, 0=^(ь 0U = <«» 1<?<?0 (2.3)

«'։((’. 0lf-o = w2(p, /)|, о» ?,.<?< (2.4)

Краевые условия (2.2) были учтены при построении общих решений зада­
чи теории упругости для слоя и полупространства в § I. Подставляя фор­
мулы (1.10)—(1,12) в краевые условия (2.3) и (2.4). получим тройные 

янтегра’.ьные уравнения для неизвестной трансформанты Л.(0)
«с »>.

‘О (I
•И,

('Г-)Уо(^) rfp = =. (2.5)

(V

Jlz (₽)]?։(fi) л (pê)rf?-

О 0 ,

•где через у обозначена посФояннаа

£Л1 ֊ 
z ^(1 <

?

(2.6)
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Представим Дм (3) в форме &«•(/) ~ 1 '՜ -\>(?) 11 дадим славные члены 
асимптотических формул для функций (с) и де».(?): 

при р— О 

при / — со
Ди(?) 4 (>/.)•■ е՜-"А, (.3) х 2Й/ е

Методом Нобла [ 101 и Кука | И], основные идеи которого изложены п ра­
боте [8]. тройные интегральные уравнения (2.5) сводятся к интегрально­
му уравнению Фредгольма второго рода для попой неизвестной функции 
•ф(х)

2
(1 + /)?(*) ֊ [*,(«. <)?(/)« +

П

к.(х. о - (/)<//

«0

0 л՛ 1 ( х р0 (27),

где

■^0 (?) СО5 < >•/) соя (/3) </3, 0 < х < Г

—֊ , !֊ ММ (^п(/р)4?։ 
л- — г .1

/ *
" ( л<Лг)сО£(лр)я1п (/р)</|3, ()< Х < 1

(- X- .՝ 
о

к2(х, 0 =

Д., (3) ян» (л-^я’т (/Р) (Г/,

[|Л«(3>^,(3 |? 3<|։(|?(|Л-(?)!со5(л-а^, ОхТ

г>

^о.О) Д(?>-|/. + А1М1(?)|Л(Й}$ти?)</?, х՝ (<»

(О
где

^о(?) = -֊֊1?оЛ(^) У1(?)1
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Основная искомая функция Р0(р) (1-6) выражается через решение 
интегрального уравнения (2.7) по формуле

₽(л> Ро» 1)
։

0 1

1'
Их- :>2

Ро(р) = 3. 1 < Р <Ро (2.8)

? ('- Р... ?о)
г

+(■ <(>•, Р<и х)
-------- ------- £/х, * Ро

IV- р?
Ри

IV — х*

где подчеркнута очевидная зависимость функции ; (х) ? (<» р0> х) от
параметров > = Н>а и 6/а. Так как Р0(р) ограничена на всей по­
луоси 0 то им формулы (2.8) вытекают ди- условия для оп­
ределения параметров / и о,>

?('•> ?о» И г 0, (л, р0. р։3 - 0 (2.9)

Следовательно. задаче о сжатии весомого слоя удовлетворяют только те 
значения параметров X и р<.. при которых решение интегрального уравнения 
(2.7) удовлетворяет условиям (2.9), то есть обращается в нуль г. точках 
а 1 я х~р<,. По виду правом части интегрального уравнения (2.7) можно 
заключить, что величины X п рУ зависят от величины результирующего 
усилия, приложенного на внешней поверхности слоя. После численного ре­
шения интегрального уравнения (2-7) с учетом (2.9) вычисляется транс­
форманта Ханкеля от /%(р)

1 ".
Р|,(?) = ?’’» (?) 1՜ СО5(лЗ) (/х - - (л՜) МП (хЗ) (!х

<1

Далее с помощью известных трансформант /°,(Р) и Л(Ю легко вычисля­
ются все напряжения и перемещения в слое и полупространстве.

§ 3. Задача о сжатии невесомою слоя

Пусть на невесомый слой давит та же самая локальная нагрузка, что 
н на весомый слой (§ 2) Под воздействием и ой нагрузки закрепленный 
на бесконечное си невесомый слой поднимется над полупространством в 

• кольцевой области а<.с<.Ь. Радиус Ь предполагается достаточно большим, 
так ню область контакта слоя и полупространства при можно считать 
невозмущенной, в которой все компоненты напряжений и перемещений рав­
ны нулю В безразмерных перемещенных р г 'а круговая область контакта 
слоя с полупространством имеет единичный радиус Неизвестному радиу­
су а соответствует неизвестный параметр X — Н .'а.

Краевые условия на граничной плоскости между слоем и полупростран­
ством задаются равенствами (2.2) для касательных напряжений, учтенны­

ми при выводе формул (1.10)—(1.12), и равенствами
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5.-1 (?. /)1<1о==гг(?, /)и = 0, !<?<•» (11).

«•хС-» Щ_о֊‘Мр> 01, о» оср<1 (3.2)՛

Внося формулы ( I. Ю) —( 1.12) в равеннва (3.1) — (3.2). получим парны» 
интегральные уравнения для неизвестной трансформанты ^..(|3)‘

(й/. + ^(?)]О)7о<??)</? = Л(р»«?. о • р<1

V г»
(3.3)՛

«■,

[?>.(?) Л (?»«?-о. ><?<«

Методом, указанным в $ 2, парные интегральные уравнения (3.3) сводятся- 
к интегральному уравнению Фредгольма второго рода для новой неизвест­
ной функции <| (л)

(1 + /.) ? (.V)
9 1՝ 9 ՛'*— ^Кр.г)гЧ)Л Да (₽)?,(?) со5(хй</? (3.4).

с ядром

К (х, 0 = | •%(/) Соз ( х/) СОБ (//) с/р 

<1

Интегральное уравнение (3.4) получается из интегрального уравнения (2.7} 
при б-0 и ф(х)—0 при л5?р„.

Основная искомая функция Л,(р) (1.6) выражается через решение 
интегрального уравнения (3.4) по формуле

? (>•, 1) Г ?, <Х» ,
- I ---- -----------(1х,

| 1 —/ Л I X2 Г 
р

о, 1 < у < «

(3.5/

где подчеркнута очевидная зависимое.) и функции ф(х)=ф(А, л)՜ от пара­
метра ). — Н'а. Так как /\(р) ограничена на всей полуоси 0;С|)<?эо, го..из 
фррмулы (3.5) вытекает условие для определения параметра ).

?(>., 1) - о (3.6)

Следовательно, задаче о сжатии невесомого слоя удовлетворяет только т։> 
значение Л. при котором решение интегрального уравнения (3.4) удовле­
творяет условию (3.6). то есть обращается в нуль на конце л— 1. Очевид­
но. что при замене РДр) на / /\(р) (А’ = СОП$1) уравнению (3.4) соответ­
ствует решение ^<|(а). При этом, величина )■,. определяемая из условия- 
(3.6). нс изменится. Это означает, что X и. следовательно, искомый радиус 
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о-HJ. не зависят от-величины результирующего усилия, прижимающего 
слой к полупространству.

После численного решения интегрального уравнения (3.4) с учетом 
•(3.6) вычисляется трансформанта Хаикеля

1

Р» (?) = j Т (*) cos (*?) (3.7)

(I

.Далее с помощью известных трансформант /Л(Г>) и P,(fl) легко вычисляют­
ся нее напряжения и перемещения и слое и полупространстве.

Авторами разработан алгоритм численного решения контактной за­
да >и •.> сжатии невесомого слоя на языке «Алгол-60», который позволяет 
(1ро11.'Дить подробный численный анализ напряженного и деформиропан- 

•«ого состояния слоя и полупространства при произвольном нагруженид 
внешней поверхности слоя. Для иллюстрации теории приводятся некото­
рые основные результаты численного решения задачи для случая, когда 

•слои прижимается к полу пространству равномерно распределенной нагруз­
кой ::о площади круга радиуса с. Интенсивность нагрузки и ее грансфор- 
мак .. Хаикеля имеют вид

Л(р) = ( ' const’ Л(?) =
I о, 1<р<°о, ?

Здесь р, - с о =X/Xj. — Н/с—характерный параметр задачи. /?* = /7дс:. Р— 
результирующее усилие, прижимающее слон к полупространству. Вы՝ исле- 
ния проведены для значений параметра Л, = 0.25. 0.5, I при / 0. 0.5. I, 5. 
10, 20. 50 и vt— V.. -0.3. Соответствующие графики интенсивности контакт- 

лого давления Л>(р)!Р* на площадке контакта 0^р^1 слоя и полупро­
странства приведены на фиг. 2, 3, 4. Как видно на этих фигурах, при опре­
деленных значениях параметров X, и у имеет место эффект прёвышеиил 
контактного давления в центре площадки контакта по сравнению с интен­
сивностью равномерно распределенной нагрузки />' const, приложенной 
на внешней поверхности слоя. Этот эффект исчезает при возрастании у. а 
также при убывании или возрастании X,.

На фиг. 5 приведены перемещения w? Æ’.w. (Д (1 а нижней 

• поверхности слои (/ = ! О’, (кривая 11 и перемещения w? — Е.:ги2('-‘ (1 — 
t v2) а поверхности полупространства (/ - — Qi (криййЯ 2) при 

— 0.25, 1. Вычисления показы» ют, что о сен ые перемени* ՝ия невесо­
мого слоя ю, (у, /î вне площадки конт -.ктз у'՜ ! практически не зави­
сит от I. Слой после максимальное подъема над полупространством 
асимптотически приближается к полупространству. практически дости- 
»га- е;о па расстотиип 11« 12« от оси.

Значения параметра К —Ша. соответствующие, указанным выше зна­
чениям параметрон X, и у, даны в следующей таблице:
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Фиг. >
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Таблица

0.25 0.5 1

0 0.225 0.403 0.636
0.5 0.217 0.371 0.531

1 0.211 0.348 0.471
5 0.187 0.269 0.313

10 0.172 0.230 0.256
20 0.155 0.193 0.207
50 0.148 0.155

Отметим, что приведенные н данной таблице значения параметра л практи­
чески совпадаю ։ с соответствующими значениями этого параметра, полу 
ценными и работе [4{.

ИнсТИТ} I lipoÛ.M М
\Н СССР Поступила 2 II 1976

Վ. И. ՆԻ«։1՚ր,1՚Ն. Դ. II. ՈԱՊԻՐՈ
1111.11Ն1Լ1ւ1՚Ո(4!Ն ԿԻՍԱՏԱՐԱԾ11ԻԹՅՈԻՆԸ 11Ե411'ՎԱ՜օ ՇԵՐՏԻ ՀԱ11Ա1'ԱքԱ1.ՉԴԱԿԱՆ11ԻԹ-1ԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐԸ

II. Н՛ փ п փ и ր է!՛
Կաոու !1։1^{ ?՚Ն (Ոէծոէ մներ կ ի u iti m ա ր ար) ։/> fl fntïrp մ աււևտկիորեն

սեղմված կշիո սրներ/ող lt էոնկշիո կամավոր Հ տ ս ա ո ր IJ ւ ա մ ր շերտերի աոաձղա- 
կտնու fl յսւն տե rttn f! (u/ն u> ււ ան ր րա սիմ ե տ ր իկ իւն ղ ի րն ե ր ի 'ամուր, երր շերտերր 
կի(Ո1><1էՍ>րսյ<)ւ,ւք1 uuli ïiirt ւււնեն ոշ //֊^'/ կոնսրակէո։ Շերաի [յ կիսա տ uifttù'A ու- 
թրսն ւոուսձէւակաՆ րնուք!տէԱ>ի^»է.րր rn/ufnitl են կամավոր ձևով; Երկո» քսչւն- 
էմիրներն բերվեք են ււ.՛ Հսււ1ասեո երկրոր/j սեոի եիրե^Հոքմի ինտերքրա/ !ււ. 
վա uutpn ւ մներ ft ■

(ե՛վային էէրքւնս՚կ ՚ւ ւ ււ' բերվեք ք մ սրկերեսէ յթի րք երշտվ ււր շաոավիղով շրջա­
նային մասի վր>ս •ավուստրայէսփ րաշիւված բեոււվ էսնկշիււ շերս/ի կիւ/ատա- 
րսւծսւք! յէէէնր սեղմման իւնղրի քսէծուրք րւ

•(ր՚՚յվեք են շերտի հ կիսաէոարտծոէքքյան միջև կոնտակտային մակերեոի 
շաոավիղր !> <"յղ rt ակերեսի վրա 'ձնշսրմների բա շիքում ր։



Контактная задача для слоя, локально прижатого к ч мупро 'rp.iuci ?л 15

THE CONTACT PROBLEM IN ELASTICITY THEORY 
FOR THE LAYER LOCALLY BOUND TO SEMISFACE

V, s. NIKTSHIN. (i. S. SHAPIRO

Summary

Exact solutions of the axially symmetric problems in the elasticity 
theory of weighable and unweighable arbitrary thickness layers locally 
bound to a semispace and having an incomplete contact with the latter 
are obtained. Elastic characteristics of the layer and semispace are 
given arbitrary. Both problems are reduced to the unhomogenous Fred­
holm second kind integral equations effectively soluble by numerical me­
thods. Numerical solution of an unweighable layer bound to a semi­
space with regularly distributed load over an area of finite length is 
presented as an example. The area radius of contact between layer :։nd 
semispace and pressure distribution over the area are estimated.
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В. ! I ФАБРИКАНТ

ЗАМКНУТОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ

Описан прием. позволяющим получить точное замкнутое решение ин­
тегрального уравнения, встречающегося в различных задачах механики 
сплошной среды [ 1, 2]. Интегральное уравнение более общего вида рас­
смотрено в работах [3- -5]. Используемый в данной статье прием основан 
на идее сведения интегрального уравнения к двум последовательным опе­
раторам типа Абеля [6—91 Полученное решение, по-видимому. проще су- 
ЗДН ।;-:у;ощих. Резу чьтаты иллюстрируются примерами.

I. Рассмотрим интегральное уравнение вида

1՛ к \ = Г(х) (0 <-.<!, 6 ,.Г<И) (1.1)
3 (х — о . (1 —х)‘
6 Л-

Здссь /' и / — соответственно известная и искомая функция. К—из­
вестная константа.
Воспользуемся известным։։ формулами 110]

= .л--/.)՛,/ 6, •
(х В(-\ ■;} 1л- уГ

(1.3)
({ .V) »(', 1 ? •') Л (х — у)

ъ

Подберем величии} и таким образом, чтобы выполнялось равенство

Использование свойства бета-функции | 10| позволяет упростить (1.4)

sin “р г -------------------= А 
sinM:L v)

Из п<»| леллегп мнснства \егко определить величину и

1
!' - — arctg

__sin г.\
К 1 cos ~՝i

(1.5)

Теперь подстановка (12) и (1.3) в (1.1) с учетом (1.4) после изменен։։:։ 
порядка интегрирования приводит рассматриваемое уравнение к виду
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(х-ЬУ Г (fj֊bV''dy ' fit) eft_________

'*<’> '՝);,։ (X иУ </ ЬГ -'(1֊ у\'

Интегральные операторы в левой части уравнения (1.6) являются хо­
рошо изученными Абелевыми | 111 Применение обратных операторов позво­
ляет получить точное замкнутое решение уравнения (1.1)

sin -a sin - (р -f- V)
— -----------------:— ---- B(v, ji

d Г — b) dz ?F(x) dx 
(z-ty dz •’ {Х-ЬУ(: x)’ ■

2. Рассмотрим примеры. Пусть А (л ) — C~cons!. В этом случае форму­
ла (1.7) дает резулы ат

С sin "(и — •/)
- (/ 6)‘ (а

(2.1 >

Для А(л) Сл получим

/{/}— ^s*n ~ т՜ I* 6—!»1а 6) •'&]
7 -v(/ —А)’ л- (о 1У

В случае 1'(х)—Сх՛ решение имеет вид

у/л _ sin "О' 7) |2 ( / — A) (f М) — М: — |Фг- 6 I 4- ^А՜-] 
п>(1 -v)(/-

(2.2 >

М - dj — ч I а — А)

В заключение рассмотрим задачу о давлении кругового плоского штамп., 
радиуса а на неоднородное полупространство с модулем упругости, зави­
сящим от глубины (£-/'.,г). Как известно [2|. такая задача снодитсл 
к решению интегрального уравнения вида (1.1) с параметрами

b — —а,
1 ч i tg

к=--------------
1 -г 7tg '

2/2

Формула (1.5) дает

2 1‘
-^-Arth (tg ,

Правая часть уравнения (1.1) в случае плоского штампа примет вид

2sh ~ ' sin — 
2
J z sin “ (;i ՛*)

2 Известия АН Армянской ('(.'P. Механика, 2
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Здесь р, V. х. 0 —величины, зависящие от упругих свонст материала по­
лу пространства 2]. 6 — осадка ш ампа. Комбинация формул (2.1) и (2.2) 
позволяет получить решение

/(О =
2') sin — sli րՀ,

Хмалогичный результат был получен в работе [2|. где и итсгралыре урав­
нение решалось в рядах по полиномам Якоби.

Ивановский энергг шческин институт 
им. В. И Ленина Поступил յ 10 1\ 1975

ч. I՛ ՖԱՈւ՚հԿԱՆՏ

II I- bbSh'bl’U.i ՀՍ.ՎԱ.1111.Ր11ԱՆ ՓԱԿ 1.11Ի'սՈ1>Մ|յ

II. մ փ ո փ ո I մ՞

^տաակ եղանակի Ոէ/նուի յամ ր սաացվել Լ մի ինւոեւէրաւ, Հ ավ ա սարմ ան 
.ամար >յղրիւո ։իս,կ /ածում: Այդպիսի ինտեդրալ ՚ ավա սարում հանդիպում Ւ 
ոշ քամասեո կիսատարածուի յան >ամար, «/'/' աոաձղականոէթյան մոդոէ/ր 
. անւքքէսանէէէմ Լ ի>պ>աԱ յան աստիճանային ֆունկցիան, սւոաձղականութ յսւն 
ւոեսաթ յւսն սյ ոսւն է) րասիմ Լտրիկ /։,ն'քիրր 1"ւձեյու յամանակէ

Հաւ/աստրման կորիզը ներկայացվում Լ ինտեդրալի աեէէքքուէէ Պարամետ» 
րերի որ"շակի րնարէէէթրււնր թււււլ կ տալիս դիտարկվող Հավասարումր փո֊ 
խա/էինեք Արելի ւոիէւ/ի երկու օպերատորներով:

Փակ րււծո/մ ստարվրոմ Լ Հայտնի չրքման օպերատորների որքտ՚աղորեու- 
միք) հեա/էէ

Դիտարկվել ք,ն օրինակներ

CLOSED SOLUTION OF AN INTEGRAL EQUATION

V. 1. FABRICANT

S u in m ary

An integral equation is considered to be applicable to the solution 
of mixed boundary-value problems for a non-homogeneous half-space. An 
exact closed solution of the equation is obtained by a special method. 
Examples arc examined.
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Л. Д. АЗАТЯН. А. Г. БАГ ДОЕВ

ПРОНИКНОВЕНИЕ КЛИНА В ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩУЮ 
ЖИДКОСТЬ В ПРИСУТСТВИИ МАГНИТНОГО ПОЛЯ

Рассматриваем, я задача о проникании тупого клина в идеальную элек- 
гропроводящую сжимаемую жидкость со свободной поверхностью, зани­
мающую полупространство, при наличии сильной ударной волны и началь­
ного магнитимо юля, параллельного невозмущениой свободной поверхно- 
ти. Для случая слабой магнитогазодннамической аблны аналогичная по 

ма ематическон постановке задача о проникании клина в сжимаемую жид­
кость решена а | 1 ’ При параллельности начального магнитного поля ие- 
поэмущенкой поверхности жидкости. как показано далее, силовые линия 
магнитного пол-,, не проходят во внутрь клина (£>.-, = О на клине) и поэтому 
задача можс; быть решена > езавнскмо от поля внутри клина. Для этой зада­
чи система кордина! выбирается так. чтобы начало координат находилось в 

ершине клина, направление движения клина совпадало с положительным 
направлением оси х. а ось у была бы параллельна свободной поверхности. 
Каждая сторона клина образу։-1 с осью у малый угол г (фиг. I). Скорость

Фиг. 1.

про!!! калия клина I . предполагается такой, чтобы скорость точки пересе- 
Г',

нения клипа ->ю у----- . где с, —скорость возмущений в жидкости.

. огда свободная поверхность вне клина будет невозмущс.ча и, кроме того, 
се ֊.тс в дифракционной области АВСОГ.1', то есть в области влияния 
сржиаы. Але! мало отличаться и постоянного течения За плоскими удар­

ными волнами ’/С и которое, в свою очередь, мало отличается от од­
номерного.

//остановки п<4.;ачи. Обозначим через Г скорость ударной полны н 
вы аи.-юй систем координат, индексом <-о* обозначим параметры исход­
ной невозмущенной жидкости, а индексом ;/ — параметры жидкости в об­
ласти постоянноготечения за ударной полной.

Хотя метод решения задачи годится для произвольного магнитного 
.юл: . но ;։< чучения обозримых значений для параметров ударной вол­
ны ,-| эффективного конформного отображения пре. .полагается, что началь-
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ное магнитное поле Во мало, -о есть асе параметры за ударной полной 
ищутся а виде

р, = л 4- а-։Р^, ?։ ■= р; ь а??оп, £։ '՜ Я, ~ У* = а\1/
(!)

С| ОТС, ;
где

&:
а] — . - (малый параметр)

Здесь Ь’9 и Г скорость и угол наклона ударной волны к клину в 
обычной газодинамике, Р., рр %. удовлетворяют соотношениям, выпол­
нявшимся для косого скачка п обычной газодинамике |2’.

Разрешая эти соотношения, получаем

р _ [(7-1)'л I г, -г1)2Л/а-‘- 16|[(3;-1)М • | 16] ...
167М2 •'°';

С. - 1)4/ - I !-, ГгМ- | 1 >
и 3)М-т 1 (7 ЧМУ 1и ՛՛ ’

Я։ -ИДе-г-г')

<2)
[(т-3)Л/-| (П1ГГ 16) |(3-;-1)М-Г(7 16|'

С1 ~ 4М

,, (7-3)М I п 1):.^ + 16

Соотношрр ։е Г^сочегг /./9՛' дает

, (т 3)М- | (7-Г 1)ЛГ^- 10
3 “ 4М ®

Здесь М = —-----число Маха.

Если жренебречь членами порядка то /'р ;р с, не будут 
зависеть от з.

Подставляя (1) в соотношения, выполняющиеся на поверхностях г;..м-- 
ного разрыва г, «а; интной газодинамики | ’| к пренебрегая членами, поря՛ 
док которых превышает а:, получаем следующую систему уравнений 
для определения 7’л1. ую, д.1Л, /7, Д„, Р- (п внешняя норм ,ль, ■ по­
ложительное направление к ударной волне):

1. 5։п-Вдз4-=/)

2. р։ /У — и - о й)
6? — о»

з. г,» ^ч֊-=о
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4- | (Ро — ) ( Ь К) — 1) ^о1 ('- -Г 1 ”) — ?3 Иой./С = :Ь^(ю

</?0
5. (3)

/о

С'О — ?(,>(! — (■' Иэ) 7Лм ■; Л/с,
6- ---------------------------------------- --------р—--------------------------- = У

/о (■ — и Г| 7 — 1 -'Г

Линеаризация соотношения Иасо5е€^= //|> совес *' дает

- *и
” = (3)

Решение системы (3) следующее:

/;_____________ 2ЛГЦ (7֊Н~Г'Л/«-ь 16 (т - 1) Л/1

1(7 -3) м+ к (7֊1)=М2 (֊16| | (7 7֊1кЛ/- - 16 и0 
_ (4)

__________32МлЦ (7-МГ/И;т16 (7 1)М|__________ ?о_
|(7֊3) МА | (7 г 1 - 16 ]3 | (7 г 1)41/՜՜ 16 И

р = 4МНт2___ 7 2)М--^7М| (7Ч-1)2^--16 8|
[(7՜ 3)Л/֊| । Слаг- 16 |а ГЪ -.-и л/--и ՛՛՝՝'

_________ 2М|.(7 -1)ЛГЧ֊| (771 >7^ 16 И
| (7 ֊ 3) М -I 1 (7-Ы)иЛ/г I 161 I (7 I 716՝И,

.. __ (7 1)^-1 (; -Ч)'֊',՛!/'-'- . 16 ,,

г (7 + 1).¥ I (7-1кЛ'/^ + 16 д
I; -3)М + I с, -Л\-М- ■ 16

Соотношение (У) дает

22И11 (7 |1Г2ИЙ к Гб - (7 - 1) Л/| г

Нт 3)М ь I (;՛ IV М-- : 16) I (■;-!)= л/= 16 Г:

Для с имеем
А

.4 8(; ֊ 1)М-|; (7 • 7^1 г. 1' ^ .՛. • 8]

/> !(7֊3)Л/ • | (7 ֊!)•№-- 16г 1(7 Ь ■•■'

| (7-г1Г ^2- 161 |(37-1) Я

- 1 (771бГ I (7т1);^ ь V.
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а——н^= . . _ . - ------— ՛■■ । — ■ - 1 1 - —

Как видно из Формул (1) и (4). н области постоянного течения за ударной 
волной ₽,<£,, го есть при наличии магнитного поля давление умень­
шается.

Определим и В\., в области постоянного течения

В\„ = В\я 4՜ В\,) (г - ®*), В\- - — В(л {£ ֊ =') — /?1у

Отсюда имеем

5 _ _(] +1) М н (74֊1)МГ~Пб
С. 3> л/ ֊1 и 1)“‘Мг-16 * 9

„ (7 ֊ 1) М + I <7 П’М2 16
Л!— --------------------------- --------  - - --- .О.,

(-, -3)Л7֊ | (7 | 1)-'Л/-Ч- 16

Проекция вектора Вх на нормаль к клину равна /Лт=2Л. Ь В\у О, 

где /V — нормаль к клину, то есть вектор за ударной полной па­
раллелен клину.

Уровня в области неравномерною течения

а) Уравнения движения В области неравномерного течения всем пара­
метрам будем приписывать значок 2. Вводя конические координаты

X и /с = — . 7,= ֊֊֊ ( поля давлении и скоростей зависят только о։ от-
с։/ сг1 \

X I/ \
ношения —— • —- вариацию давления и магнитного поля

ь- А֊4

‘ 1
уравнения плоское։։ нестационарного движения сжимаемой жидкости после 
их линеаризации можно записать в виде

. дЪ, дЬг В, о и
֊— 4֊ ------ —֊ —

о-. >>(, д/,

. </6« /?, <.<и
' Г> дг> ср ';

д’ )
. Он , 
’ д\

ди
7.--------~

дт,

дР _ /А / оЬ, 
д-ч

дгс <>Р-
дх оц

. дР дР ди . дхн
Л ■ 1----------

д'. д\ 6";

(51
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где .՛/. — составляющие скорости но осям 1|. Исключая все величи­
ны. кроме /\ получим уравнение 4-го порядка для Р.

6) Граничные условия. На плоскости областью неравномерного 
течения является область, заключенная между стенкой, скачком и дугами 
ПС и РА. представляющими фронт волны возмущения, порождённой ма­
лым углом г. ■ ак как на стенке и скачке изменение ? по сравнению с изме­
нением »] происходит медленно, то обе эти величины можно аппроксимиро­
вать прямолинейными отрезками (фиг 2а) 11ри атом вл стенке будем 
иметь 3 = 0, на скачке

где

На стенке нз условия раненстна нулю нормальной состглляющёй 
скорости (^2Л-= 0) имеем п = о(:-) 0 при ■ — О для любого Тогда
из уравнения (1) системы (5) получаем, что А. на стенке р.'.няо нулю, 
то есть из граничного условия и — 0 и уравнений дпия-.г им вытекает 
условие Ь, Я»,у - 0 на стенке, что позволяет решать задачу для 
жидкости независимо от задачи определения матитно/с поля в клине
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И наконец, д соответствии с уравнением (3) системы (5) имеем 
оР

-----  = 0 нои ; — 0. На дугах ОС и 7՜.4 функции непрерывны. Следо-

вательно, на этих дугах Р — 0.
Для того, чтобы найти граничное условие на АНС. запишем уравнение 

слабо-искривленного фронта в виде

и*

<3

Тогда применяя законы сохранения к искривленной части скачка, получае՝

Д' 
р=֊7^, 

Л?

где
^)|4-(т 1)^’ .

Ч-8^Л (:-1)(4֊^

В' = о1(В? + 4х-1Р։-4-иГ2)

(?1-МН-ь^'2֊4֊-;Л В?) 4-£Л|/.1?։(.։—1)
п~ ?1(В2֊4--/>,-4г?։^--) " (/52֊4--Л֊4-?։6,'’->,1 С1'А 71У|!

6 = ^1!1±1)(?|-:^--:.Л(-.-11| С] (л 

(В’+^Л 4=;,,у՝=);,։

(Д В.,), Д

■Г

I Щ РА— 1^--^иА\л

Исключая из ..'Тих уравнений функцию /(. получаем

и = >.гог = Е.Р^ Ь- =* СиР, = Ц Г֊/3- (5)
<)/, <Л,

К?1 ^<^и՛2 4--;Л Т/-Ф 1)|ех
«/Чй֊л.)|4г.(7-Л)?^\ (т ’

(9)

4^։?Г К; 1н?։-
1'՜ РЧ?- ' Т-н.7 1)Н6'' -' -8п-; 1.)?; Г0(4г?։Т



26 -I. I Азатян. Л. Г. Багдосв

А" (I

где
А!' (4^6/=!^^ ад)(^?+4^Л 47+Л2)

В” - 4т.и* {V* (Н - ?0) [47(7 ֊ 1) ?1СГ*

+ 8~;Р։- (7-1)Я/]-(7 1)?1Ип(47?։Гг В:);

(Ь; ^)(я;-г 477Р1֊47?։^)?1'

' (Н ?о)(4^-1)?։4/-2 8^л-(7֊1)я;]-(т

Если положить В — 0. то получим

,у И(?;֊уо։^ р;)֊^֊п:;вдс.
՛' Л<1֊?..՝|г, Ь:.С 27Л1-О “П

(Ю)

... . ____
' (-■'<■ ՛ (?: л;) 1(7 1) ?:^'н 4 21^11 ('( - И , I (

Со = о, /,„ о

Условия (8) п силу хнненности задачи, считаем выпол .якицимися на 
прямой ; = Л'л.

При помощи уравнений движения из уравнений (8) можно исключить 
и, а>( Ь , />„, что даст условие на скачке для А.

■р:р- (л ' *■ . .. 471;)՜ Т^՜^-՜)'՜1 .

47 
где

N= А-’ С-„ ֊ ֊: £„-:\'-Е։

Дополни ге м.по к (II) берется условие

1՝֊£| Л,?«.- [—</>; = г, (12'
, Ъ V՛ Л'Т1

лаключакнпесся п том, что изменение-и!’ вдоль ударной полны ՛. центра д՛՝ 
вершины равно ( 12).

Решение {.р^аничной задачи

К линеаризироканным уравнениям матки । ной газодинамики применя­
ем метод Смирнова—Соболева [4]. то есть давление В ищем как действи- 
‘схьную часть аналитической функции
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P- Rc?(t)

где а определяется равенством

7Т, 4֊ !(,);= 1 (13,
причем Р удовлетворяет уравнению Лапласа
К* ±£=0

</" <>у

где •— ֊ /;*, а /(?) есть решение дисперсионного уравнении м.и -
а

ниткой газоданамики

М’) |
11 ։։.’’) U И
(I .1,?- Ч I

Так как рассматривается слабое магнитное ноле, то разлагая функцию 
|1(а) в ряд по малому параметру . подставляй а (13) и отделяя леи

1
СТВнтельную и мнимую части — » получаем 

з

Это разложение перво всюду, кроме окрестности точек т

I 1 - О;՜ 
т = -------- г-------- В статье это разложение используется только вблизи

ударной волны
В результате преобразования (14) область неоднородного течения в 

плоскости < переходит п область А В ՛ С [У Е Г на плоскости ". ;՛. 
ограниченную отрезком АС действительной оси I и эллипсом А В С 
(фиг. 2б).

Координаты точек С н А' следующие:

«. I 1֊<7,

Урапнекие криной А В’С

(15)
^-.1 »

'k\J

где

<■;. м1 "7՜)* 4*՜ -՝ 1 1 _ к’>г
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Теперь применяем конформное преобразование 

®=-Л֊г (16)

глс К ֊1֊ /р. Далее можно ввести плоскость z ~ «>, причем z — 
п по переменным . •* Р снопа удоалетворнет уравнении* Лапласа.

Это свойство сохраняется в дальнейших конформных преобразованиях. 
Когда .магнитил՛ поле отсутствугт, ? представляет собой плоскость Бузе­
мана [5]

В результате преобразования (16) на плоскости , > получаем об­
ласть Л1/>։С1/)։£./''|, ограниченную отрезком мнимой .>си D^Fy 
। де '/( i 1. 1). дугами /);С։ и Г։Д։ единичной окружности Р |г = 1
и дугой окружности (фиг. 2с)

2' *;,и р * F) (п>

Вблизи ударной полны спя.-ь между плоскостями г. • h ‘-Р' 
можно взять такой же, как в обычной газодинамике 151

2’* cos'» 2psin^
I - г ‘ 1 v

(18)

Для преобразования краевого условия на глабонскрит ч ином фронте 
к переменным <՛. •• нужно проле, ти ряд элементарны.՝; вы-.ладок. опуская 
ьигорые условие. (II) з плосз <ти р. 0 .можно записать = зиде (п —внеш­
няя нормаль, л — положительное касательное направление).

аР (tn _ ____ \ 2՜ |

"Рл (։ (•’ £•)(։-£ *«='.)՛
где

Ди — /-■*£> ~ ЛПА",|

<7^2

(19)

(20)

Нл стенке л— - 0, нл 
г,п

лугах ■ - 1, Р 0. ! 1..лученная

задача по математической постановке аналогична {5|, п> му испОАЬ* 
зуем метод, изложенный в |5].

Применяем дмИолннк Ь1и>е конформное преобразование

(2D
где z >еи
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отображающее возмущенную область на прямоугольник (фиг. 2d)

о - : л-,
где

■X — — In —----- - — const
2 1 - A-о

С учетом того, что на дуге окружности (17)

М =
k՜* cos L/i

— ~д>՜ COSI,'!

получдем граничное условие в плоское и на правой вертикальной сторс' 
не прямоугольника

дР .
֊— Sini/jCOS ух

II
cos2 у։ ֊

На левой вертикальной стороне прямоугольнике. - = 0, :п гори-

дентальных сторонах и 1}А\Р 0.
„ . . . др дР
Надо найти аналлтк ։ескук> фенкп'по ՛ ' (х,) ------ — .՝— • ко-

х/л, 4у1
торая Имеет чисто мнимые значения на трех сторонах : рчмоугольни :а. 
а на четвертой стороне л-։ х обращаете н задвину՛ • ■чккиию

Решение окенчательяо находится в виде |5|

о4 (— zxj
Г2?՝

где /^—нормирующий множитель, ՛’, тетл-<|»унк։։и!. и

= ехр [ 5, <2 а" Ь") п՜՝ esch 2՛^ ck 2пд:{
/I

о и b — заданные функции М 

где з и 3х удовлетворяю՛։ равенствам
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—— = А,- а — г
м։ л;2)

V
4г

-/<0 -------- 7--------л՜

(24)
<<:г)

Из (2 5) .1 чя распределения давления на стенке имеем

\ /., .1

По формулам

гг* = й = Г
* 6

/Г.-.֊֊------- И и//,1
"«( </|)

, [/? “ ~ ' “1^0'2

_ *ч. £?
й - Й -< = /< = У.

К;

■нячислены знатезия безразмерных параметров, характеризующих ударную 

г.олнч для значении числа Маха Л/ 1.5; 3; <?, 0 1: 0.01 М.
Кроме т>>;о. подсчитано значение

... ... 1£|- <։;<иЛ
‘ч՛!. ’ * И

_ __________ '-1՜ - У' \ В» п у} (/1^

. ;.<*/|» I ••>1н’>| еоя-//։ [ ; соь-гд

и вычислено лаялекис- Р па стенке

Рб)

Результг! ы расчетов приведены в таблице.
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У'полгсро

М 1.5 0.1 М=1.5 а, = 0.01 М 3 «.=0.1 Л/ 3 а, О 01

7։ 1.48572118 1.4%79642 1.26637198 1.28617529

?1 2.97623610 3.01208180 4.31004399 4.49010199

Рх 1.78293484 1.81405425 1.28476950 1.36493068

1
0.91582752 0.91823908 0.64529521 0.65236587

К, сГп 0.20312864 0.21135715 0.10189070 0.11604402

Ъ
/ 

о>
 | п 0.26071675 0.28119263 0.18550328 0.2О19654

; т) 0.47341359 0.50356436 0.32132316 0.1293633

?(֊) 0.54923252 0.57991291 0.36733156 0.47308742

й 
о» | ед 
। о. 0.47341359 0.50356436 0.32132316 0.4293633

?|р| 0.26071675 0 28119263 0.18550328 0.2649654

?(-) 

В։

0

3.0124438

0

3.012443.;

0

1.49192076

0

4.49192076

Расчеты были проведены н вычислительном отделе института меха­

ники АН Арм.ССР Г. А. Саркисяном, которому автор!» । ыражают с:-?п><> 
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1Г11.’Гь1‘1111.1|1Гь '1-11л,М> и П-1|П.В ПЬ1<Ь;П1.1ГН

и. ։£ ||| п ։|| » । ։(

^^тш/ф^пи! I, />»»»// ЪЬрр) и>ф /иЬ»;Д/»ул шднхп Ли I//• р к и ։ I ( I

шЪЬдпд иЬдЛцф ^Ьд/п!/^ Л։? тЛх/ > ш !"1_ш Л ш ^гЪ ш/^р^ I/ Ь цг> г 1^ шдшш

411{ 1л[I/ш > />У> дт д иг', Ьп и !/дрЪ ш !/ .-мЬ и!ш дЪ/1 и т !/ т‘Ь 1/шрп/) шп!/т рнрриЬ

Ьрр и 1/дрЬт 1/11111 /Л//»р»Д дш?шр дтди> - /,п 'Ьдги!/!! ^дрдш^шЛ

1/ш1/1>р11 п^[1 ргЪ Л ш дЪ }> и ш !/и/ь дшти։/։ пи] и: ддкрр ф шфшЪ цни! и1ид11 ий« 11

ш/д ։дштИи/пп/нЪдД///։ 1/шрЬ/{1 £ /тЛ/1/ шЫршРч чЬи/^ Л.^/ д։и^тр1р:
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11րք1-շված tifuiftuitf եարհրր հս։րվա •") >»յին <պիրի binlniuh է}զրա֊

■ ին խնւյիրր անէՍԼիտիկ ֆանկցիա t ft համար անհւսվասարսւշափ Հոււանրի տի- 
րւսյքհ/ւմ լ/րէծվա՛} Է Լսւյթխի/ի մեքՅււդով։ քէրոշված կ ճնշմս/ն րէսջխոէմր ւ/1ւււ{ի 
վ[է111 h կաւոարվաձ է՛ն հսւշվարկնհր։

PENETRATION' OKA WEDGE INTO AN ELECTROCONDUCTING 
FLUID LN THE PRESENCE OF A MAGNETIC FIELD

1.. I). AZATIAN, A. G- BAGDOEV

S u m m a г у

The problem. of penetration of a blunt wedge into a compressable 
fluid with л free surface for the case of a strong shock wave and the 
original magnetic field parallel to the free surface of the fluid is considered.

When ih֊ in tial magnetic field is parallel to the undisturbed surface 
of fluid, the line of magnetic force does not pass into the wedge and 
so the problem may be solved independently of the field within the 
w edge.

Paraair-t ։s of field in the region behind the shock wave arc de­
termined.

In the region of non-unilorm flow the bonndary-vulue problem for 
analytical functions (pressure) is solved by the Lighthill method.

d'he pressure distribution at the wedge is determined and numerical 
calculation is presented.
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Л В ВАРДАНЯН

МАГНИТОУПРУГИЕ КОЛЕБАНИЯ ДВУХ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 
ТОКОНЕСУЩИХ ПЛАСТИН

На основе гипотез магнитоупр) гости. предложенных в работах | 1. 2|. 
выводятся уравнения магиитоупругих колебаний двух параллельных пла­
стин, служащих проводниками равномерно распределенного электричек • 
го тока. Исследуется влияние физических параметров задачи на частоты 
колебаний.

1. Пусть две упругие бесконечные пластинки, каждая толщиной 2Л. 
расположены параллельно друг другу.

Прямоугольная система координат (>, у. -) выбрана так. что плоскость 
(л, у) параллельна пластинкам и находится между ними на расстоянии с 
от срединной плоскости каждой пластинки.

Пластинки, служат проводниками равномерно распределенного электри­
ческого тока, параллельно! > срединным плоскостям плат гни.

Направления электрических токов в пластинках взаимно перпендику­
лярны. Ось х выбирается по направлению электрического тока в одной из 
пластин. Тогда .ок в другой пластинке направлен либо по оси у. либо иро- 
тшюположио ей.

Магнитная и диэлектрическая проницаемости сред, окружающих пл։- 
стивки, равны единице.

Упругие и электромагнитные свойства пластины предполагаются оди­
наковыми и характерна у юте я: жесткостью О, плотностью р, электропровод­
ностью ст. магии .ной проницаемостью п, диэлектрической пропинаем- 
стью е.

Обозначая напряженности электрического поля, обусловленные тока­
ми плотности Л и !. з пластинках, через £, и Е и решая соответствующу ՛ •
задачу магнитостатики. найдем напряженности маги 1ТНОГО ПОЛЯ

1 при х п Л

= 4՜: (г о)с~'Е։ при а - К г и л
•’“/пс՜1 £։ при 2 Си Ь

(1.1)
— Ат.хЬс՜: Е„ при 2 а •- Л

— _4-зс-1(2 а) при а — 1< 2 а -*■ А

4“‘/։с ’ Е. при г-С— а -Л

При движении пластин возникает индуцированное электромагнитам 
поле, которое будет описываться уравнениями электродинамики движущих-

3 Известия АН Армянской ССР., Механик». № 2
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ся проводящих сред для областей, занимаемых пластинами, и уравнениями 
электродинамики для вакуума в остальных областях. Указанные уравне­
ния необходимо решать совместно с уравнениями движения пластин при 
общих граничных условиях на движущ ихся поверхностях пластин.

Линейные уравнения электродинамики принимаются при ограничениях 
работы [31, что. в частности, исключает материалы из сегнетоэлектриков, 
ферромагнетиков и сверхпроводников.

Уравнения электродинамики для областей, занимаемых пластинами

Л г -<  а -I- А ( ж =  1)

4 "

с

4 -о

с

с

0/г: ։
оч Ог

дкх։ оИ:я
дг Ох

дк,,, <?А«
дх ду

дег5 два,:
ду дг

дех5 де-з
Ог Ох

дех5

&ХВ Ночь
с 01

—а — А <  г 4^

ди-х

-а - ֊  И (х =  2)

!1 гг ди:
Похв

г  Ц н . „ ,
с \

Л

дих*
0(

Них,
011 у 5
сЯ

дх

дИх,
дх

ду

о/ь,,

()У

с 01

^ дИ.щ
(1.2)

с

|1

с

0/1;։

01

дИ;։
~ д Г

£( Х - 1

дг

дех де„։
Ох ду

де
дг

не 

г\1 — 1

д‘՝и:з с- д-'и:3 \
~  £  ОЛГ5
ОхсН )

=  о

Иох
д~и:։

и с \  дудь

(5 =  1, 2)

Уравнения электродинамики для вакуума —

Н,О ՛. /Б

дусН. 

д'211:  5 \  _  4 ՜

0x01 )  ~  £  ' '

ГО{ Ии

сНу Л5

1 деа
с 01

гей е5 =  —
1 д/п

- 0, сНу е., =  О, (5 - 3, 4, 5 )

(1.3)

Здесь А, (А,,, А*,, А «) ,  е5 (ед5, еу,, е: ։ ) — векторы напряженностей 
индуцированного магнитного и электрического полей, р5 — плотность

электрических зарядов, и3 (их*, Чуз, иГ5) ~  вектор перемещения частиц 
пластины, 5 =  3 показывает принадлежность к области | г | <  а  — Л, 
ч =  4 — к области г "> а Л, 5 =  5 — к области 2 —а — А.
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Объемные силы электромагнитного происхождения определяются ь 
дднйон задаче по формулам

Е.Ку,*.* О"г2
с д1

Уравнения (1.2) и (1.3) рассматриваются совместно с уравнениями 
движения пластин, учитывающими силы и моменты, обусловленные объем­
ными силами (14).

2. В приведенной постановке решение задач магнитоупругости пред­
ставляет значительные трудности. Использование гипотез магнитбупруго- 
<|ц, предложенных и обоснованных о работах ' 1. 2'1. позволяет преодолст 
эти трудности. Гипотезы магнитоупругости для данной задачи анали1и-:е- 
ски записываются следующим образом:

Па»-- —!г (—I)*«]—• и»,--֊ [- ( 11' а] ֊--՝-•
Ох Оу

Це»- »(.Г, у, {), (•„„ — г։(х, у. еу, — ^.(Х, //. О (2.1)

Аг։ /,(*.։/. О» (5=1. 2'

Остальные компоненты индуцированного электромагнитного поля опреде­
ляются из уравнений (1.2) через функции ?*, Д. ՛.. 5. . Л.«»» Лу«. А:.; 
в следующем пиде:

, АЛ ~ АГ! , । г 1 * 1 ( \- —2 I-֊ (֊>>■«]( — - — л)

Ь֊^^-(~)՝7£’1(1г + < И֊«Г'/Г'- 4-.։ (2.2>
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2 \ с / с I 2 I сЛ

сМл 4-си
3֊'[г-(֊гг

ЛЕ.---------------------------------- - --------------------2։֊2

(2.2)

()х<Л

Ь'2
( 1)^֊‘[г (֊1)‘аГ‘ ~ [1 -(֊1)‘] .
______________________________2   а՝-<.

2*~л оу<н

/ <?С 0-՝> \
֊[г- -^4--------  )

1 1 2 \ Ох Оу >

1 - ( 1)* . 4прэЛ л Л.ч,
*т-----п------- «'» - --- ----- •■4,-------2 ’■ с- (Л

/1л„, Л4Л, Л,Л — значения компонентов Л«»> Л... при С--(и Л)(
соответственно:

./ О . Ьу> — Л7» \___ / Ах» Л4< <
1 ՝ 2 / 0у \ ’ '2 /

■ Средняя уравнения ( 1.2) по 2 так, как это делается н работах [ I. 2]. ■: 
присоединяя уравнения движения пластин, получим следующие уравнения, 
определяющие неизвестные функции / , «՛,

4г.З Ч = (-1)”՛ 0/>, Ьлн
'2Ь

4-(4^У^О. 
' С / с

</«>»
VIс

±Г1 
с

д-.

?, (-1Г: 

с дг

Луя Аля /4- у Л. в ■ 
\ с / г

<Ам։
Ох 2Л <Н

(2.3)

Ох оу
С, Е., О’.. — 0, С| =0, (-Ъ Е։

Л)Д֊Ч 2-,'.-^ . £„+^4.^. 0=1,21
(И- ох ду

Здесь А\ , //.՝,։, ги>л—нормальная сила и моменты, обусловленные 
•бъемны.ми силами .-лектр. магнитного происхождения (14). в рассматри- 
■<н мом случае определяю.ся но формулам

2( 1)‘^Л I с (-\Y4-h ,т 1 ( 1)*
”1 2 '՜ е -!՝ 2

(2.4)
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8гз’-'|1Л‘ /<*?, । 4^зЛ|ь \
m -v i s >. * \ Ох ду с~ х dxiàl/

S-z-uh3 п ( сМ* , 4-au/r с Л, \
4^7 1 ^~tad^di) (2.4}

- гЛ . + . с ММ*с р =(ч1 П ,-2 2 /3
4֊ — 1< е~) Е, ~ 1---------- -------Л։ — Л

4- (4՜)" с- 3

АХ=Е., А^.—Е» (х։ = х, х.. ~ у), (у^ = у. у2^х). (5 = 1,2)

Уравнение (2.3) необходимо решать совместно с уравнениями (1.3) 
при общих граничных условиях на поверхностях раздела сред 2 а I Л; 
а—к.——а к. На поверхности раздела 2~а — Ь эти условия соглас­
но работе [3] имеют вид

Ал1 — Ллз, Aÿi = Луз

Л=1 ~ — Л.-з (р — 
«1 « С Ох С Оу

(2.5)
р.(|1 1)4п/,:

ел - (М 
с՜

„ р(р— ։)4п/}5 à'ij
h.. > e,yi — eÿ3 t .

' Ut o- ot

1
4 Е.

dw} 

(jy
Аналогичным образом записываются граничные условия на остальных 

поверхностях раздела.
3. Рассмотрим задачу колебаний двух параллельных токонесущих 

пластин в случае, когда е = р 1. Представляя решения (2.3) и (1.3) р. виде

<Л <&ехр/(՛/ -к.,х — клу}. Qui = const, (s 1, 2)
(3.1)

()v Q,.,(z) exp k.,x k.y), (s 3, 4, 5)

где Q»— моба я iij искомых функций, входящих в уравнения (2.3) н 
(1.3). получим обыкновенные дифференциальные уравнения относительно 
Q,o(z) (5=3. 4. 5). Решая лти уравнения и удовлетворяя граничным ус- 
ловням на поверхностях раздела типа (2.5) и условиям затухания на беско­
нечности. после преобразований получим следующую систему уравнений 
Относительно амплитуд прогибов колебаний <о,„ и <о.„:

)7 |
2’4 «,?.£•,£■»-I (^֊г ^)£2^5֊ £! |ü ; 1 :

(T^Æ՛! - SjCîç^Æ.,) 2oT20 - 0
13.2)

(аДЙ-гчЗвад2«>.Ф4-

+ Ь ֊г |«Л£,£։ h’-^£2P + l + ^]«» = 0.
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Здесь приняты следующие обозначения;

п
V»*

с'
п = к\ | к~>. >0 Пп~

2?к ՛
<•»/

5 а, = — 
• R

<де
.4. г <4 ՛,/։••’(>՛* 4 4п-?;) 4-՝7։ ((4гз/։?/- к-.՝> — ՝՛>) с" 

4՜ 8<:оЛ'-*'-/ хЬ 2 (а — к) > | •

R = <•՛.՛ {8~скл‘ о>е2(՛ А|>) 2(4гз/л)2.ч112(п ֊ -Л)у

СС —

>

и

С1

п________
/с.у яЬ 2 (о — к) V

_____ п
7зЬ2(й к) V

'Апке!

’А

2пЛ7
к (2 ^2-0

1 4-

1 4
к\с-1
4-тад

4-3/ -------а

ПС՜!
4тв«1

73 ■ 'д1е~֊’<" А*՝ ) 4֊

2/.* , яЬ 2 (а - /; I ■
е?(и Л)

4пгЛ-г/

01

Л
Зс2 а։ I

4 Зс՜
е2»՛՛ л>- _

« « - 2/1>5И2(а-Л)>) |^.3>

'-»ч-2Л7։Ь2(в л)-4Я։ + ^1/±1’
։•> <ч \ С՜

. ,?<г _ 87.;Лу/5Ь21и -Л)>

(с/с։7$ ՛ и'«3). .4П = 0, .4

3

-а՜ ’ а- С3(> ~“П՜ ’ С —о

(3.3)

«’П

с՝> яЬ 2 (а к) ՝/ 

/1к2.

(ч - а, 3)

■2-п;) (7-1.

«3
к*с ՛ 4- 8~Лзи>/՛ -! 2л/<с՜-’) яЬ 2 (о - к) >

*1

п | (г^е2'՛“ ' 4 8г/13(ч; — ?.пкс՜)- 

яЬ 2 (а — к 
п [(П П'2“'՜'

/<19

Опальные* искомые величины 
некоторые из них:

8^Лз ՛ 4 2пЛс'”):! с’՛'՜]

к2 Л
выражаются через (II, и О).. Приведем
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, /4-5 у 2А3П<0 - г. . а £• ч
\ С / с

/ /4гЗ X2 2Л՝Л<’> . с . а г \
\ С ' с

Приравняв детерминант (3.2) нулю, получим характеристическое 
уравнение, определяющее частоты колебании.

В общем случае характеристическое уравнение оказывается трансцен­
дентным.

4. Для простоты рассмотрим задачу в случае, когда колебания ш за- 
1нсят от координаты у. Тогда система уравнении (3.2) примет следующий 

Вид:

[2- -{ 7..:(1 4-г;3); 11 ю1в + а8 (/г;.. — £? <2а>20 =֊- О

-^4- & - (д£;, - 2, -2= + а 4 Й<з.4У
7! ՝ 4-зу) / 4«с *'{ 1

-г 1 , (1-М1£?)2-Ч-։.(£; £?|."со- 0

X 15 / Л-к^и » ։

Здесь приняты следующие обозначения

71 = <71/(91 “ 9-Р՝ *<. - 9г/(9? — 9?). 7а = 9э/2 “уТ

;-4=г у. (</з Н — 7? |> -'1-Ц — • у —{с\\\2{а֊к}^ 1).
/ \ 1 / с՜ 2а

<0/' /Л . г1 О/ /V Ч Л- О’ О -2/
ж( ~ (и }'՝} ' 0 ^л՜’

<7> = ^ - ֊ ֊ И т с11/2(о ֊/г)՝^), '-----֊֊
с- 2п 2!)зЬ2{а А)’/)

Остальные искомые величины выражаются через <о, и <•».. Приведем 
некоторые из них:

/4~с \- ААтло г { /4^^ \2 ЛЛ.>ч> с(---- ) — 7;^2> А--֊(— ) -----֊71^1^
\ с / с \ с / с

Приравняв детерминант системы (3.4) нулю, получим характеристическое 
уравнение, определяющее частоты колебаний. Пренебрегая “''/с՜ по срав­
нению с к?; и предполагая 2(п—Л)А<^>1. го есть предполагая, что рас­
стояние между пластинами намного больше длины волны, рассмотрим 
частные случаи.
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а) При R. —О характеристическое уравнение, определяющее частоты 
»колебаний. распадается на дна уравнения

2֊ -1-1=0

2* | [С-2 ֊:֊ (I ֊?,)-’ 4֊& о (3.5)

4-//4г(М-| 1) 
с^1

к«(к։/1 1) с՜

Первое уравнение из (3.5) показывает, что колебания первой пласт»:* 
■ны я՛, завися; от электрического поля, го есть отсутствует взаимодействие 
между пластинами.

Характеры изменения частоты колебания и коэффициента затухания 
второй пластины в зависимости от изменения проводимости р-. и плотности 
электрического тока (•> приведены на фиг. 1, 2.

1 Ь фиг. I р.идно, что частота колебания второй пластины имеет макси­
мум при |3 -0 (п -оо) и уменьшается при возрастании |5; (уменьшение о). 
При |$. *-оо (г> -0) частота колебания стремится к частоте собственного ко­
лебания пластины.

Увеличение плотности тока (*>, приводит как к увеличению, так н к 
уменьшению частоты колебания в зависимости от значения |5г.

Из фиг. 2 видно, что коэффициент затухания вначале позра» тает с воз- 
фастаняем р , достигает максимума при определенном Значении р., затем 
уменьшается и г.‘пределе стремится к нулю три р., -оо (п -0).

Численное решение второго уравнения из (3.5) показывает, что коэф­
фициент затухания возбужденного электромагнитного поля возрастает с 
возрастанием р. (уменьшением о).

б) При Е,=0 характеристическое уравнение, определяющее частоты 
•Колебании, распадается на два уравнения
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2* 1 252 -4-7 = 0 .
(3.6)

<” I 2 {1 - 3) 2- 4- 2 а 0
где . .

/гЙ г2 , АЙ 4֊М, * 4-Л
■■ з.,------- Ег , 7 = 1 ■ ------ тт—• 2=-----------՛ /-------- 7՝

■ 30 2֊Ы) ио си>

Первое уравнение из (3.6) определяет колебания и затухания второй пла­
стины. Его решение показывает, что при б2<у затухание возмущения .> 
пластине имеет колебательный характер-с частотой (у—6г)’։О# я Коэффи­
циентом затухания 61

При б'^.-у возмущения затухаю՜ без колебании с коэффициентом за­
тухания [8+(5’ —7),/’)20.

Считаю доггом выразить благодарность учло никам семинара ‘ Элек­
тродинамика сплошных деформируемых сред» за обсуждение настоящей 
работы и пенные замечания.

Ергионскин армянский государе iвеяны., 
педагогический ։ш< штут им. X. Абовяп.» I к, тупила 2 X 1975

I. ч- ‘’.ui'waia

ЬРЧП1‘ PJII'։IIL2l;ll- 2IIIJUU‘II.SUl‘ UU.I.bPb 
inMRrbllU.IUFU.2‘MUiia Х11.81ПтП1’1ГЪЬРе

II. ։f ։}։ n ih ։i ։ if
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MAGNETOELASTIC VIBRATIONS OE TWO PARALLEL 
CURRENT-CARRING PLATES

L V. VARDANIAN

S u in m a r y

On the basis of niagnetoelasticity hypothesis the equations for 
magnetoelastic vibrations of two parallel current-earring plates are de-
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duced. The directions of the electric currents in the plates are perpendi­
cular.

The frequency of oscillations and the law of damping, depending 
on electric current density, are defined for a special case.

ЛИТЕРАТУРА

I . /1 »՛ борцу Мих C. .4 . />о։лосвр«»< Г L . lit «бсин Ч Я К гргг черном ид.» не магнию- 
ynpvrit» колебаний пластинки ПММ. т. 35, «мп. 2. 1971.

2 .4 мбирцучин С .4, /»аиасорам Г Е. Б< ц/би*н М В. К магкнтоупругости тонких 
оболочек н пластин ПММ. 1973. т. 37. пып 1

’ />слрбспмн М В К урапнгинам магните») iipyrixTH токонгс) i||itx плас nui II hi \| | 
Лрм.ССР, Меланина. 1974. т XXVII. № 2



ՀԱՅԿԱԿԱՆ IIԱՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК А Р М ЯНС КОП ( ՛ Р Ոխարփկա XXIX, №2, 1971» Механик’։

Г 3. МИКАЕЛЯН

РАВНОВЕСИЕ ДЛИННОЙ ГИБКОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВНУТРЕННЕГО ДАВЛЕНИЯ 

ПРИ УПРУГОМ ОГРАНИЧЕНИИ НОРМАЛЬНЫХ
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Рассматриваются большие прогибы длинной ортотропной замкнутом 
ИсКруговпи ци м.нлрмчес кон оболочки, нагруженном рапиомерко распреде­
ленным внутренним давлением <1

Предполагается, что оболочка имеет выпуклое поперечное сечение 
двумя осями симметрии и мп внешней поверхности связана со сплошной 
средой.

Снимется, чти нормальным перемещениям оболочки окружающая сре­
да отвечает противодействием с интенсивностью р. пропорциональной ним 
перемещениям (/’ А’ы), л ни тангенциальные перемещения нс реаги­
рует. то есть считается, что среда является вмнклеровским основанием для- 
оболочки. В такой постановке решены многие задачи устойчивости круго­
вых цилиндрических и сферических оболочек, связанных с упругой средой 
по внешней или внутренней поверхности Анализ этих работ приводится и 
обзорной статье [2].

У.

V

Г? 6)
Фог 1

1. Пуст։» длинная ортотропная упругая цнлнндрвческая оболочка »л 
гружена равномерно распределенным-пнутренним давлением г/ н нормально 
приложенным срединной поперхности у 0 прогиподсйсгпием окружаю 
|Ц.г։< среды Р (фиг 1. <?).

Принимлюгся предположения кла сенческон теории оболочек и гсорн)»* 
оболочек большого прогиба | 1|



44 Г 3 Микаелян

Считается, что в процессе деформации цилиндрическая форма средин­
ной поверхности оболочки с двумя плоскостями симметрии не нарушается.

В силу принятых предположений для рассматриваемой гибкой оболон­
ям получаются следующие урапненни и соотношения [1, 3].

Уравнения равновесня дифференциального элемента оболочки (фиг 1б)

р
(1.1)

Т дЫ 
р </? ~д р (1.2)

11.3)

Дли нагибающего момента М. внутренней силы / и кривизны дефор-

мированного элемента оболочки — имеем: 
Р

Л/ - [)*,

Т (л.

О =------- —------
12(1 V,)

Г- ЕК 
1 — *Р3

1 1---  --------X 
р

(1.4)

(1.5)

(1.6)

где I) и ('—жесткости ортотропной оболочки на изгиб и на растяжение 
по направлению р, £ — модуль упругости по главному направлению упру­
гости V, и V. — коэффициенты Пуассона по глазным направлениям 
а и р. /? и /1 — радиус и толщина оболочки

Тангенциальная деформация 8 и изменение кривизны х срединной по- 
верх.чости оболочки выражаются через перемещения У и - следующим 
образом:

(1.7)
2 \ / R

(Г'Ш и*

На г иг темы уран ионий ( । 1)—( 1.3). согласно ( I 4>. получим

Т Гл-О\^~

7 /» * I
— !> ----- п к!

1’ с/?’՜

•где ОСТОЯННЛЯ ННТСГрК|ЮП 1ИИЯ

(1.8)

(1.9)

(1.10)
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Значение 7', определим из условия замкнутости оболочки

^</3 = 0
</|3

(1.11)

Здесь /— длина средней линии поперечного сечения оболочки.

Из (Т.7) и (1.5) для </и
—; ПОЛУЧИМ

(1.12)
<!'? С R 2 \ </3 /

Подставляя значения —— из (1-12) в (1.11) и учитывая (1.9), для 
г/>

То будем иметь

Уравнение равновесия оболочки (1.10). с учетом (1.6). (1.8), (19) и 
(1.13), приводится к виду

Таким образом, определение нормальных перемещений оболочки сво­
дится к решению интегро-дифференциального уравнения (1.14).

2. Уравнение (1.14) будем интегрировать методом Бубнова—Галер- 
кина.

Пусть радиус кривизны средней линии поперечного сечения оболочки
имеет вид

А ; /?г,(1 4֊ ?(}соклЗ) (2.1)

где

0 <50<1. '=7' / = 2'/?0| Г=ТГ 
"0 (2.2)
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Согласно (2. |) параметрические ур.твне-ши кривом в декартовом 
системе координат лор (фиг. 1.а) запишутся следующим образом:

(2.3)

И нтере с i ■ о отметить,

мер. О it, кривая

что при определенных значениях з0 капри-

(2.3) практически не отличается от эллипса.

Решение ураь.к-ни.ч (1.14) представим в виде

w f cos '/-и (2.4)

Представление (2.4) соответствует основному предполсженяю о харак­
тере деформации оболочки.

Согласно методу Бубнова—Галеркнна необходимо выписать следую­
щие уравнения: 

г f

— 0, ՛ Ф cos \3т/'՜ — 0 (2.5)

е о

Подставляя выражения R и и՛ из (2.1) и (2.4) в (1.14) я выполняя 
••и тетр ирона и не (2.5) получим следующую систему двух алгебраических 
У; аннений относигелино безразмерных иарамегров нормального перемеще­
ния оболочки у., к / :

: k-котррыс интегралы вычислены при помощи рядов.
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՝ -95’<з ֊5’-6(1-|)!'!7- |!'й_։%)՜Л10՜?7

+ 12(1-1) ;։,=о (2.7)

где введены следующие безразмерные параметры:

а— . - *'*> ц>0 , б — , р 77. - 51’« . 7֊ /.
Г V 10 7 Т ' 1

к=к^~. 9 = 9֊֊ / = I *о1п~——°~ Ь(1 — ф (2.8)

I) I.) - ' 1 ■(>'!- 1 —

Подставляя а (1.9) значения Тп, —՝ ՛>■ соответственно из (1.13). (1.6). 
?

(1.8). с учетом (2.1) и (2.4) для безразмерного тангенциального усилия 
7' получим

I)»5 1 30е /--

2(»1п^1-.’+ -31)-.։.-2-(6-֊--1)1п| 1 -««

X ’> / «о

— 1п.(1 80со$а8) 1
го

-г/а (2;о7о с՜ 1)֊-со8-'лр —в^0/со5/.р I (25Фт0 —1)1»/ (2.9)

Решая систему уравнений (2.6) и (2.7). определим все расчетные ве­
личины задачи

В частном случае ортотропной круговой цилиндрическом оболочки, 
когда е,=0. /֊0. из (1.9) и (1.10), с учетом ~(1.6). (1.8). (1.13). (2.1). 

(2.4) к (2.8). получим соотношения, которые устанавливают простую связь 

между расчетными величинами (.'/. и'6, 1 ) оболочки

9 (~ т £) «’о - 7’ = ^-ад0 (2.10)

3 . Рассмо : р м численный пример. 
Пусть

Отношение полуосей поперечного сечения рассматриваемой оболочк/, 
согласно (2 3), равно 0.7935.
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Покажем характер изменение законе мерности (!- ^֊' для точек (5=0.

Ь — ‘ и 3 ֊- — срединной поверхности оболочки при к 0 и при 
8 4

наличии окружающей среды с параметром к 100.
Задаваясь значением *,>, из (2.7) определим соответствующее значе­

ние /. Далее по известным значениям у., и / из (2.6) находим соответствую­

щее значение нагрузки //.

На ц.'яг. 2 г >иведены кривые зависимости «нагрузка—прогиб* для рас­
сматриваемой оболочки и для круговой цилиндрической оболочки с пара* 

1 метром 1> — •

Сравнивая юлучеииые кривые, замечаем, что в рассматриваемой за­
даче некруговая цилиндрическая оболочка, как । следовало ожидать, имеет 
.чегь.ма большую гибкость по сравнению с круговой Это является резуль­
татом качественно отличающегося друг от друга поведения оболочек двух 
типов; некруговая цилиндрическая оболочка деформируй гея с интенсивным 
изменением формы поперечного сечения, а круговая — без изменения.

Ч .-0 касаег. я вопроса влияния окружающей среды, то. как показыва­
ют кривые, среда, к зависимости от коэффициента /с. может значительно 
ограничить нормальные перемещения оболочки, придавая си дополнитель­
ную жесткость.

Ереван« к ин политехнический 
институт нм. К Маркса 11<к гуц-.:ла 18 XI 1975
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;. Զ. ւրԻ4՚։ւ:ԱԱ։։ւ.Ն
1րեԾ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅՈՒՆ ՈՒՆԵՑՈՂ ՃԿ11ԻՆ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ՀԱՀ.Ա11Ա|'ԱԿձ1»11ԻԹ311ՒՆ1; ՆԻՐՀ՛ԻՆ ՃՆՇՄԱՆ ՏԱԿ. ՆՈՐՄԱԼ Տհ՚ԼԱՓՈԽՈԻԱՆԿՐԻ ԱԹԱԶԴԱԿԱՆ 11Ա2ՍԱՆԱՓԱԿ1Ո1.Ն ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա ։1՚ ւ|> ււ փ ո ւ մ
Դիտվու մ են Օրիոտրոււյ, ոչ շրջանէ// ւին , ւԱ1ւսւձրյակսւ)> , փակ քչանային 

յքաղանքքքւ մեծ ճկվածքներր Հավասարաչափ բաշխված ներ րին ճնշման տակ- 
հնքհս ցրվում Լ , որ /1ազանին ունի երկա աււսւնցբների նկա/ոմամբ ։/իմե արի կ , 
ուռուցիկ լայնական կ)ււրվածր հ արտարին մակհրհւււյ(>ով միացված Լ Հոծ 
միջավայրի Հետ։ 1‘ն // ։ւ ւն >/ ր։ ր մ կ, ււր մ իջս/վայրր ան ւ/ ե ս Լ ւլւսլիս որպես վին կ • 
լեր յան Հիմր<

Ժաղանիի նորմալ ա ե էր։/ փ ո ի/ րւ ւ էքն ե ր ի որոշման Համար ստացված կ ին- 
տեղրա ֊ււիֆերեն ցիէպ 'Հ ա վ ա էէ ա ր ո ւ մ, սրր րւէծվում Լ ե՛ ուրն ով-Գ ալ/ո բկ ին ի մե~ 
Ւէ՚՚վ'

^՛վային օրինակում բա/յաՀայավում են 'քիտվոդ ի/նղր/էէմ շրջանային և 
ոչ շրջանային զլանա յիս ի տղ/սսին ե րի վ ար բերի ո ր ա կ ա /?/ ե ււ տարբեր բնո­
րոշ կողմերր: Նշվոէմ է, որ շյւ ջ ա ոյ ա ա ո րյ մ իջավա յրր սա Հմ ան ա ւիակո։ մ կ 
իւողանքքի ն/էրմալ ս> ե ղավաիւ ու մն ե ր ր' տալիս կ նրան 1ր։1էր"’!;իչ կոշտ ա թ յսւն:

EQUILIBRIUM OF A LONG FLEXIBLE CYLINDRICAL SHELL 
UNDER INTERNAL PRESSURE WITH ELASTIC 

LIMITATION ON NORMAL DISPLACEMENTS

H. Z. MIKAELIAN

S u in rh a г у

Large deflections of an orthotropic closed nori-circular elastic cylin­
drical shell connected with Vinkicr foundation along the external sur­
face are examined.

To determine the normal shell displacements an Integm-diffcrential 
equation is obtained solved by Bubnov-CSalyorkin’s method.

An example is presented to show characteristic aspects of qualitati­
vely different from one another modes of behaviour of non-circular 
and circular cylindrical shells in the problem under consideration.
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Ю В НЕМИРОВСКИГ1. Б. С. РЕЗНИКОВ

О НАЧАЛЬНОМ РАЗРУШЕНИИ АРМИРОВАННЫХ КРУГЛЫХ 
И КОЛЬЦЕВЫХ ПЛАСТИН

■Хрмировандые конструкции в процессе деформирования проявляю! 
■ яд особен пос теп поведения по сравнению с однородными конструкциями 
из традиционных материалов. В частности, они обладают свойствами ос­
лабленного сопротивления поперечному сдвигу [1] и существенным влия­
ниях։ структуры армирования на поведение конструкции [2].

Учет влияния поперечного сдвига на поведение анизотропных пластин 
сследовался 8 [3] пр}։ использовании гипотезы Тимошенко и се обобще­

ния 1’ |4, 5;. В качестве основного предположения [4| используется стати­
ческое условие, что касательные напряжения по толщине пластинки меня­

ются по заданному закону (в частности, по закону квадратной параболы). 
В [5] получены уравнения, основанные на кинематических гипотезах, ко­
торые соответствую։ заданию закона изменения по толщине нс только ра­
диальных перемещений, но и нормальных перемещений. Использование ки­
нематических гипотез |5| приводит к сложной системе дифференциальных 

■ равнении даже з случае осесимметричного изгиба круглых пластин.
11еобходнме отметить, что структура армирования входит в уравнения 

I, 3—5] лишь косвенным путем.
В данной работе на основе обобщенной гипотезы Тимошенко (задает- 

.я закон изменения радиальных п-7"Смещений по толщине) получены урав­
нения. соответствующие принятой кинематической гипотезе. При этом ко­
эффициенты в разрешающих уравнениях в отличие от работ | 1. 3—5] 
определяются расчетным путем с использованием значений механических 
характеристик элементов композиционного материала. Таким образом, по­
лученные уравнения позволяют не только учесть влияние сдвига на напря­
женно- деформированное состояние армированной пластинки, но и исследо­
вать вопросы о характере начального «разрушения», о величине нагрузки 
гадального разрушения-, а также поставить и решить задачу о рацибналь- 

характере подбора механических параметров элементов Композиции и 
структуры армирования пластинки с точки зрения прочности и жесткости.

■ . При осесимметричном нагружении, закреплении и ортотропном ар- 
•։՛ сванки (с цилиндрической анизотропией) кольцевой пластинки все ве- 
'.п-.ины от угловой координаты не зависят, тогда

2г_._зт_. =0 (1.1)
Пренебрегая обжатием, то есть полагая

а. =0 II ц, г «.• | г) (1.2)

будем считать, что напряжения ■ мал:.: по сравнению г остальными нор- 
•■•-1 \Ь:-Ь'ми напряжениями.
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Если для армированного слоя принять предположения. изложении 
в [6]. и считать, для простоты и определенности, что имеем четыре семей­
ства нитей армирования, два из которых расположены п главных геометри­
ческих направле ниях. а два — под симметричными углами к радиальном՝ 
направлению, то связь между осреднениыми напряжениями и деформчкк.ч- 
мк дли композиционного материала будет иметь вид

Ъ — == avJr о2д„ з,. — а։л=г_ (1.3)

для нитей армирования —

si' — Е'\ъг, 5з — Е^, = Ез -cos’V -5- sin2 »л) (1.4)

и для связующего —

Е F
^ = 7TvrOr ’ ч:Л 3- z:J։ (lil- (h5'

где
I

и,i = а - а, Х>1 ՛i £,' i’;, ( / 1. 21

л
«Jo = 4,(1 — . У /•"’ /;■ I2,;

Г-1
(l.b) 

u14 - £..(2(14 ՝<c)rtj| , la — cos ч., !■>,■ sin !<-,

!h = 0, P; = -2, p, h = u, %-v4

а = о։£«(1 '/Jj՜'

Здесь и в дальнейшем используются следующие обозначения: г. >( и 
< — радиальная, тангенциальная и нормальная координаты пластинки: 
и, w смещения вдоль осей г и z; —нормальные и каса­
тельные напряжения в пластинке; 2/<п, гс> А?о толщин.:, внутренние и 
внешний радиусы пластинки; Е. , - модуль Юнга и коэффициент
Пуассона материала связующего, Е< (/' — 1, 2, 3) модули Юнга ма­
териалов нитей армирования; и углы между направлением оси 
„or“ и направлением ншей углового армирования; •՛>,- (/ 1, 2, 3)
удельные интенсивности армирующих нитей в плоскости армирован­
ного слоя, «и {а. = 1 — а,) интенсивность армирующего слоя по тол­
щине пластинки, п, удельное объемное содержание нитей армирова­
ния, которое определяется следующим образом:

к-
и,. <£,’ гр՜ ’2 '"г t-2"<5)rr/r (1.7)

к»

Величины с индексом ««» относятся всюду к арматуре, а с индексом сг ՝ — 
к слою связующего.
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Для радиального смещения ■՛/ примем зависимость [5]

и - а0(г) — :՝ (г) 4- т’7; (г) Ч-г’т, (г) (1.8)

которая соответствует разложению смещения и(г, г) и ряд по степеням 2. 
Зависимость ( 1 8) соотнстствует минимальному числу членов ряда, при 
котором возможно учесть сдвиговые напряжения и армированной пластин­
ке. удовлетворяющие заданным условиям на поверхностях 2 = ±Л„. Следует 
отметить, чт.» при у (г) у (г) 0 соотношение (18) соответствует гипо­

тезе Тимошенко С. П., а при . 0 и у — (1.8) гипотезе
г/г

Кирх։ офи-Ляиа.
В дальнейшем будут рас мотрсны задачи, для которых касательные На­

пряжения на поверхностях ■’ равны нулю, то есть

К-=0 (1.9)
тогда, используя иыражгния для деформаций

։. ֊“. . ,„ ^ (֊^ (1.10)
</г г ()г а/г

и последнее соотношение из (1.3), нетрудно получить

■;։ = о. С;-“՛’) (1.И)

Дифференциальные уравнения изгиба кольцевой пластинки и гранич­
ные условия .можно получить, используя принцип виртуальных перемеще­
ний. который в рассматриваемом случае имеет вид

В* к, R.
| (Зг;‘-г -г ъ’--3 — - гс1г(1г = \ <^и»г</г -}■

4- {I р. (Д. ֊) ֊ Р; (/?о, г) (Ао)] /?„
•/

+ [р?(г0. 2)'՝п(гс, г) - р;.(г0, с)чш(г0)]г0}</г (1.12)

где 7 (г) распределенная нормальная нагрузка, действующая па 
пластинку: />'։(А?„, г) и р'_ (г{1, г) - распределенные нагрузки, направ- 
ленные вдоль '•՛ и г и приложенные и ее • •■ниях г г„ и г А’(|, соот­
ветственно: />. ( R.,. :\ и р (Г(„ г) распределенные нагрузки, направ­
ленны» идол», оси .՝ и приложенные в сечени х г гп и г К\։, соот- 
петстненн«». Подставляя (1.12) в <1.10) с учетом (1.8) и (1.11*. выпол­
няя ин։ г։ р:։рог.1В>:е по ча т-'.м и учитывая 'ч .г сиси--՛ »г• нлрзпциЙ Ч/, 
'՝■[ и получим
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уравнения изгиба

г — (гг,) = о, м.—- (г«.) гб= о 
дг (!г

(1.13)

— (ОН = -?г
аг

и граничные условия

(Г, - г;')Ч о, (Л?, - м':)^ - о
(1.14)

, (М"* - м‘”“> — - о, (6-0°)™ = о 
с/г

где введены следующие обозначения:
Л, л0

~ М.<г. ~ з,{5)2</г,
-Л. - А.

И

и. 16)

М- \ Р՝՝2(>С,

Для удобства дальнейшего изложения в соотношения (113) (1.16) вве­
дем парам։ гр а—0: 1, смысл которого будет указан ниже.

Уравнения равновесия (1.13) по форме совпадают с известными [4] 
уравнениями изгиба в усилиях и моментах для круглых пластин, но «пере­

резывающая :• сила С/ в (1.13) отличается от обычного значения перерезы­
вающей силы некоторым л добавочными членами, которые, как будет покг- 
зано далее, увеличивают порядок разрешающих дифференциальных урав­
нений в задаче изгиба пластинки и оказывают влияние на характер распре­
деления касательных напряжений по координате ■■՛՛՝• и максимальную вели­
чину нормальных напряжений.

Если в уравнениях (113) положить а 0. то соотношения (1.3)— 
(1.11). (1.13). (1.14). хотя и определяют сдвиговые напряжения я пла­
стинке. как я н 14]. но уравнения (1.13) при а=0 необходимо рассматри-



51 К) В Немировский. Б С. Резников

пять как приближенные к уравнениям (1.13) при I. Поэтому з дальней­
шем уравнения ( ' 13) при 9. О будем называть для простоты приближен­
ными. а уравнения (1.13) при <х=1 точными. Граничные условия для 
приближенных уравнений (1.13) нетрудно получить из (1-14). положив 
-՛. 0. Следует отметить, что для приближенных уравнении (1.13) гранич­
ные условия в случае жестком заделки, как и и [4]. могут иметь несколько 

вариантов, например, при г — л;,, и9 0, ֊- 0, а՛—0 или
(1г

п(/?0; Ло) 0, :Р — 0. Эта неоднозначность является следствием того, 
что количество постоянных, полученных при интегрировании приближенных 
уравнений (1.13) недостаточно, чтобы удовлетворить условию н(2)—О ни 
,!:с тко затем м ином крае пластинки. Для точных уравнении (1 13), кото­
рые имеют порядок выше, чем приближенные граничные условия в случае 
жесткой заделки определяются однозначно из (1.14)

<-<,= ■։ -«՛ -о (1.17)
с/г

I кпользуя ( I 8). ( I. * I) и (I 17). нетрудно показать, что на жеегко защем­
ленное крас пластинки в случае гочню уравнений (1.13) имеет •'•'(г)՜ О

Рассмотрим пластинку с такой структурой армирования. что коэффи­
циенты упругости о..-соп«1. (1‘=1, 2; /=1, 2, 3). Тогда, используя (1.3), 
(1.10). (1.11). (1.15) и (1.13). система уравнений (1.13) сводятся к сле­
дующим уравнениям для определения функций ы0, , п

г-Д, - гн(‘ — I -и„ -0 (1.18)

при а 1,

7 -‘I -{-֊•/.
5 

г г
Щ = 7 l/r ՝Гс/г (

с.

где функции ՝Г и х определяются из уравнений 

о 

г»

' Ч

и

... , , / .. 210«,, А 315гГ-.' -[ ZI — / . г- )

(1-19)

", (1-20)

qrdr ֊ с..՛ ) (1.21)

при 7 — (1 (1.22)

-С\Ч,и՝г С.) (1.23)
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С։. С. — постоянные интегрирования, - - •՛ и штрих — произвол­
ен 

мая по „г“.
Необходимо отмстить, что коэффициенты п уравнениях ( 1-18) — ( 1.23) 

зависят от величии (г—1.2: /=1.2.3), которые, п отличие от работ 
I 1. 4—5] определяются расчетным путем из соотношений (16) и зависят 
от механических характеристик ллсмснтсп композиция, их объемного с 
держания я структуры армирования.

Из (1 18)—(1.23) видно, что систем.! точных урлииенин (1.13) (а 1) 
имеет иосимой и..। ядок. л система приближенных уравнении ( 1.13) (а 0) — 
шестой. Таким образом, порядок дифференциальных уравнений (1.13) 
соЬтиететвус пилу граничных условии (1 14).

Интегрируя уравнения (1.18). (121) и (123), получим

где С—С. — постоянные интегрирования

?= 2^70’""՜ с0 

г,

՛" ■ г. _ а । 2!0а:։ . /?0
՝ — а> ՛ • ~ I --------- • .֊ь — —Ло I а։1 п0

I (с) и /G (■;) —функции ос’ссели от чисто мнимого аргумента.
2. Соотношения (1.19), (1.20). (1.22), (1.24)—(1.26) и (1.3)— 

(1.5). (1.8). ( I 10) позволяют определить :«• только распределение осевых 
смещении. .хсформац ин и напряжении и пластинке, но также i величины 
напряжении i ш сх элементах (п связующем и арматуре) а; мирона иной 
Пластинки Ик ледке« об.- : оитсльс i во позволяет исследовать вопросы; о ха­
рактере начального ра.рушения . о величине нагрузки начального 'рад- 
рушения*. .։ 1кже цостаини. и решить задачу о рациональном ныборс ме­
ханических ii.jp.;метро; элементов композиции и структуры армированил 
пластинки с '.кв «рения прочности и жесткое гн
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В дальнейшем для удобства будем рассматривать только простое։ 
нагружение, тогда

р" ррлк)> р\ = рр^{=) (2.1)

и любое напряжение до начала „разрушения" можно представить 
в виде

г; Р1; а 1, 2, 3)
(2.2)

где <7о» !>.,,• Р.„ -заданные функции, а р 0 параметр нагружения, 
который для простоты будем называть нагрузкой.

Известно '1—9|, что материал связующего многих реальных стекло-, 
поро- и углепластиков обладает различными характеристиками прочности 
при растяжении и сжатии. Поэтому будем считать, что связующее подчи­
няется условию прочности И. П. Ба чаи ди на [ 10',. Тогда один из критериев 
начального «разрушения пластинки примет вид

птах |(^)- Р'Г 5^ - - и֊ -г ֊ [֊-. ֊ )| ֊ -֊ (2.3)
г : Л„

где с —пределы прочности материала связующею при растяжении 
(плюс) и сжатии (минус). При зе = з условие (2.3l переходит в 
условие прочности Мизеса.

Для нитей армирования также примем, что пределы прочности при 
растяжении и сжатии различны. 1 [ри этом под (разрушением» или пласти- 

ким поведением арматуры при сжатии будем понимать мобое отклоне­
ние от упругого поведения, например, поведение арматуры з процессе ее 
■о лучккавия от сжатия в связующем. Учитывая, что ли in «рзтриваинл в 
армия гой модели (1.4) являются одномерными, введем второй критерии 
начального ֊разрушения» пластинки в виде

з"՜ = а* ПРИ V ^0

пнп|з'.' - = , |а‘’|^=.' при з'.''՝>()я з/. О (2.4) 
р ’•

| з‘.'։ | з ։. при О, (/ — 1, 2, 3)
где

•й,1* = max з5, з". = min з?
г,, г /г0 ' • г л՛,— Л„ г Л<-' Л» : h

- пределы прочности материален нитей армпронания /’-того семей- 
. гва при растяжении (плюс) и сжатии (минут)

Используя соотношения (2.3) и (2.4), можно определить нагрузки, 
сротвстстнующяе началу -разрушения» связующего р' и арма.уоы

р" -- min (/?") (2.5)
i j. 2. о
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где р'' — нагрузка, при которой начинают „разрушаться" нити /֊того 
семейства. На основании (2.21 и (2.4) величина />; определяется сле­
дующим образом:

Практичсгкиг использован»«* с -отношения (2 3) для отыскания и.՛- 
грузки р , < о!-ittctb)ющсй начал) «разрушения- связующего, даже с по­
мощью существующих 'пиленных методов весьма затруднительно. Во-нёр 
пых, координаты точки rt. : . п которой реализуется условие (2.3), долж­
ны определяться из системы трансцендентных уравнений. Получение «гой 
системы, построение соответсгвующгг метода численного счета и исслг 
давание его сходимости представляет значительные математические труд­
ности. Во-вторых. величина нагрузки в соотношении (2.3) входит нелиней­
ным образом, что приводит к зависимости кстрднкд| г . от величины 
нагрузки р. При этом, как величина нагрузки р‘, так и величины г , г. 
п свою очередь зависят от параметров геометрии [3 . вида армирования 
•х, ел (/='., 2, 3) и механических характеристик материалов арматуры и 
связующего £ , £с, , . -{ (7--1, 2, 3). Поэтому в дальнейшем для упро­
щения численного счета, будем использовать условие прочности для свя­
зующего в виде параллелепипеда. описывающего в пространстве напряжений 
условие прочий.in П. П. Баландина (или вписанного я соответствующий 
эллипсоид) и стороны которого параллельны плоскостям з'озс_, 
и ' О'сг.. Тогда нагрузка, соответствующая началу „разрушения" сия- 
дующего, определяется следующим образом:

Р' = min {/»;., p'f. р' (2.7)

где регг определяется из условия

(2.8)

и pcti , из у- л՛ НИЯ
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Г — =г(г> С«

|п!!? ;з'м °л- К.1-1 = ֊-;.։ 
р •'<>

134;)* 1 = Зс7.

;= шах |з'_ 
г ' /<■ *— Л. /гг -Л,, г - Л,

при 0

при 3^>>° и =;. <° (2.9)

при ^,(«о

Используя (2.2). (2-8). (2.9), нетрудно получить

| 4՜ -Ь- С2.Ю)
9£.

где

“• г Аф * А
—/|г 7 —' ։ А.

I зкм.м образом, если величину р' находить из соотношений (2.7). 
(2.10՝. (2.11), т< • пр . определении хоордиид! точки (г . Л в которой 

; . -.вы»- возникает ■՝разруш» !пч։* связующего по критерию (2.7). необхо­
димо будет решать фактически одно трансцендентное уравнение :՝. при этом 
координат- /■ , гг не Завися! от величины нагрузки р,

Полученные соотношения (2.5) — (2.7), (2.10). (2.11) П05золч։от опре- 
.|.лз։т»> нагрузку, соги всгству1ощу:о началу 'разрушения» плат тонки

֊ пйп(/>е, р'՛) (2.12)

Плат инка бутс оптимальной по начальному : разрушению . если ирн 
-.а дпнмх параметрах геометрии с., удельного содержания нитей арми- 

!■■ анпя и интенсивное։ и армирующего слоя а: : \ шествуют такие меха­
нические характеристики материалов арматуры и связующего А71։. 
и' - 1, 2, 3). /л.-, и параметры армирования ’’»•՛. (՛'— Ь 2. 3),
нр;: которых величина д достигает максимального значения, то есть

, шах р
V’. <.

(2.13)
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где О <. :i - “ ?, О (/ — I, 2, 3) и удовлетворяют условию (1.7). 
Ел -и, Е, т. < -с , з„. и 12,. области допустимых
значений параметров Е Е. я з. , соответственно. Здесь и в даль­
нейшем для простоты будем считать, что коэффициент Пуассона 
\ —величина заданная, так как для многих реально существующих 
материалов он практически одинаков.

Если на пластинку ко условиям эксплуатации накладываются иекото- 
ограничения на величину прогиба, то представляет интерес проекти­

ровать пластинки рациональные с точки зрения жесткости
Под рациональным проектом с точки зрения жесткости будем пони­

мать проект, для которого при заданных параметрах — [S,,. иа, а., 
Elit з„л Е. . - , определяется такая структура армирования р‘, ։•>, , 
(7 1, 2. 3). что допустимый уровень прогиба

;;՛ Аи. - min Л«,, ( max |w(r)| = 4„) (214)
о д '<.<■ а.'1 . *Н| *• х • '2 Н(:—мI '•

при выполнении и качестве ограничении для параметрон Е„„ Е,, 
зг мера вене . ■-«

. a։ tM при 0

»। ’?• =-։ при =; >0 и ՛)՛. <С0 (2.15)

н
при < 0, (7 -- 1, 2, 3)

3Н--) |
Z 3՜

3

которые указывают. что напряжения R связующем и нитях армирования не 
должны на; шать условий прочности..

3. Рассмотрим кольцевую пластинку, шарнирно опертую на внешнем 
контуре и с: >бс;дну։о на внутреннем, под действием равномерно распреде­
ленной нагрузки, тогда

<71=1, Р,.> ~= Р:.)= 0 при г и А^ (3.1)

и из (1.11) имеем следующие граничные условия:

при г - г. Тг М- - гЛГ? = (?-=0
(3.2)

при /• -- Ао и՛ О, Т. Мг = а Д/г11 — О
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Пользуясь условиями (3.1). (3.2) и выражениями (1.3), (1 15). (1.19), 
(1.20). ( 1.22). (1.24)—(1.26), можно определить постоянные интегриро­
вания С С,. После чего из (1.8). (1.20). (14). (1.5) определим значе­
ния перемещений в пластинке, а также напряжения п связующем и арма­
туре, которые можно использовать для решения сформулированных выше 
задач рационального проектирования. Ввиду громоздкости соответствую­
щие выражения здесь нс приводим Укажем только некоторые результаты 
численного счета при следующих параметрах:

- Ел, z. (/֊ 1. 2. 3), з - (3.3)

На фиг 1 приведены зависимое г и нагрузки начального разрушения»» 
оболочки от вс личины параметра армирования ало при о»,— 1՜)

1. ?• 5, £ 15. ~Ct - ■ 1 3. 15.2

2. 5. £ 75. •0 ~ гз. -i 51.5

3. к 5. £- 15. ՝0 — 0.2. 5* = 1б.8
(3.5)

4. .*« 5, Е 75. ՝-, — 0.2. .к 70.3

5. 20. Е 15. ч 1 3. -4 _ 15 8

0. 20. Е 75. :0 — 1 з. 63.4

;>:* (£=£. £’,. : Ъ).

Ниже будет указано, как определялась величина ■ > вторая ука­
зывает, что при : з6 р р , то есть начальное „разрушение"
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пластинки происходит из-за „разрушения“ связующего, л нити арми­
рования остаются упругими. Здесь и п дальнейшем индексы у букв, 
которыми обозначены кривые, соответствуют номеру варианта пара­
метров, указанных я каждом конкретном случае (в рассматриваемом 
случае некоторые варианты параметров приведены в (2.5)); точка .4, 
соответствует параметрам армирования, при которых пластинка начи­
нает „разрушаться11 от нормальных напряжений з‘ (условие (2.°)) ;՛. 
от сдвиговых напряжений (условие (2.8)) одновременно: точка />\- 
от сдвиговых напряжений (услоние (2.8)) и от нормальных напря­
жений □ (условие (2.9)), одновременно: точка с от нормальных на­
пряжений и одновременно; точка и, соответствует параметр..м 
армирования, при которых власти։.ка начинает „разрушаться“ от нор­
мальных напряжений зс; точка 6, — от нормальных напряжений з'՜ ; 
точка с. от сдвиговых напряжений Так, например, па фиг. ’ 
кривая соответствует первому варианту парам грог из I 3.5)-
При этом на прямолинейном участке ехВ, пластинка начинает „разру­
шаться“ от сдвиговых напряжений в связующем на окружности .- А’., 
и а —0, на участке А\6։ пластинка начинает „разрушаться“ от нор­
мальных напряжений в связующем — на окружностях г г0, г .6...

Как видно из фиг. I. для параметров армирования, соответствую­
щих прямой с.В, (/ — 1, 2, 3, 4, 6) и точке 6, натру.■■■■•: начальною 
„разрушения“ пластинки является наибольшей. Таким образом, зна­
чения на прямой с.В, (/ —1, 2, 3. 4, 6՝ у. точке Л- соответствуют 
пластинке,, оптимальной по начальному „разрушен։: ■ ՛“ пун иараме։р.чх 
(3.3) (3.5) и ' ՝ 'л. При этом нагрузка начального „разрушении“ 
пластинки оптимальной структуры может превышать нагрузку ։: ։ль- 
ного „разрушения" пластинки с мер-. пионально։։ структурой . рн» ров?, 
пип в несколько раз.

Из соотношений (2.5)—(2.7). (2.10), (2.11) при параметрах |3.3) 
нетрудно видеть, что величина р пропорциональна параметру зг, л 
величина р" — параметру тогда из условия

р': - р“ (3.6)

нетрудно получить зависимость

з=/(р.). V,,, а2, ՛», “»/г я) (3.7)

используя которую можно определить чел-чипу -■՛' с лсд у -.м образом:

□ А - шах / (0 ',1 “ 2. <•>,- 0 и <•>! ч- <՛».-. 4֊ 2 - — ։».,) (3.8)
?•

На фиг. 1 пунктирная кривая соответствует зависимости пара­

метра >. = | (характеризующего отношение изгибной жесткости 

пластинки в кольцевом направлении к изгибной жесткости в радиаль­
ном) от пгл')| при ‘»з 0 и К 75. Из сравнения этих кривых и вели-
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чипы рл видно, что с сочки зрения начального „разрушения“ струк­
тура армирования пластинки будет оптимальной не только при л 1, 
как это утверждается, например, <։ [3], но и при '։ ^1. „Так, для 1, 
2, 3, 4 и 6 вариантов параметров из (3.5) при 0-275\ а3»»1 > а. о։ (В,-) 

абсцисса точки В.., 7 1, 2, 3, 4, 6) пластинка также яв­
ляется оптимальной по начальному „разрушению“, однако !՝>)".

На фиг. 2 приведены зависимости нагрузки начального разрушения- 
пт угла армирования—и при (3.3). (3.4).

К - :о ~ }1'3

1. (2) и»: - III,, = "՝г Е-= 15 (751, J6 = 9.9 (17.1)

3. 14) .. 0, <-‘j =: Е= 15 (75), ? =г 8.2 (14)
(3.9)

5. (6) - 0, <-Г. - 2 л. л:= 15 (75), ? ֊ 7.6 (11.1)

7. (8) ...» .- их. 0, Е- 15 (75). -/ = 6.5 (16.6)

и Как видноI из фиг. 2, значения н ил прямых /Дер с..с:, Вяе-։,
<V.p .4.с;, /1,( , COOT5 ‘-тстнуст ПЛаСТИЦК’ ОН . НМЛЛ1.НОЙ струк-

туры по начальному „разрушению“,
Пунктирные кривые на фиг. 2 соответствуют зависимости пара­

метра »■ от н при Е 75 и параметрах 2) и 8) из (3.9), Из рас­
смотрения кривых на ibi г. 2 индии, что (кривая L\(. .Ax^ для значе­
ния */ на участке Ь.,С^ пластинка начинает „рхэрушаться“ от нормаль­
ных напряжений и связующем : на окружностях Г =- Го, Z — ~ Лс, 
на участке С..4. от нормальных н..пряжений п связующем з; па 
окружностях г z it п кд участке А$(\ от ёдниговых напря­
жений п связующем на окружности г — R( и z — 0. При этом на 
у.ттке С.х’к и - ; нластпп.՛;.՛. не являете; оптимальной по на­
чальному ..разрушен» ;՛ *, а тем самым и распределение напряжений 
будет нерлпиоиальиым. Одного, -.ри ;• в 4 к восьмом варианте га- 
р|.мстр<)к из i3.9| । >■ \ ко . т протнворе- и утверждению 13]. что 
при ■ 1 paciipj.и „ег. е напряжений является рацнон..Л: чым.

Результаты, приведенные из фиг. 2. 3, позволяют сделать выводы* 
т) з<яол1 модели армированного слоя из [6| (соотношения (1 3)—
( 1.5)) п зволяет определить не юльки вид начального "-разрушения» и коор- 
динагьг, в которых око Начинается г. зависимости от структуры дрмирова- 
ь;-.ч иласткнкп. ко и такую структуру армирования, при к< торой нагрузка 
начального «разрушения» является наибольшей; о) при создании масриа- 
•՝՛ и . натуры ч связующего нецелесообразно добиваться увеличения отпо- 
ительной прочное гн арматуры свыше величины так как это не прнво- 

•11т к увеличению нагрузки начального «разрушения’* пластинки; н) ила- 
|;|м;.а. оптимальная по начальному /разрушению», является и рациональ­

ной . точки .трения распределения напряжении, поэтому утверждение [3|, 
что при л>1 пластинка имеет рациональное, распределение напряжений не 
всегда справедливо.
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На фиг. 3 приведена зависимость /4 от «то, при параметрах ( 3.3)_
(3.5) (с плошные кривые) в от утла армирования—при пираме трах (3.9) 
(штриховые линии),

Фиг, 2. Фиг. Л.

Как видно из фиг. 3. для рассматриваемых знамений параметров. пла­
стинка будет рациональной с гочки .»рения жесткости, если вся арматур, 
уложена в Кольцов м направлении При этом величина максимального про­
гиба рациональной пластинки может быть существенно ниже (на поряд՛ • 
и более) пс- сравнению с ма.:снм»м-- . м л.ггнбом пластинки с н<;,՝ацво­
кальной струит;, рой

I Йгстптут. гвдродияамйод
СО АН СССР Пос тупила 29 \ 197 >

«ո.. վ. եյ-ւորււՎււ’«ւ՚. (՛. ս ււ-Եյո-ԽԿՈ •!.

ԱՐՍԱՎՈՈՎԱԾ <»1.ՈՐ ՍՎ ՈԱԱհԱՅԻՆ ՍԱԼԵՐԻ 
11Կ<»ՈՆԱ1|ԱՆ ՓԱՅՔԱՏՍԱՆ ՍԱՍԻՆ

II. մ փ ո փ ո ւ մ

Աա>երի աոանցրասիմետրիկ ծռման հավա սարումների 'իման վրա, որտեղ 
^'!։ տոնվում րս յնական ոահրր, արմ ավորմ ան ձևր ո։ սումնասիրվեէ են 

՚!ա1ի ոկղրնակտն րսւյրայման Հետ կապված հսւրցերր էպ>մէէէԱէէէւրայի և կա­
պն ղ ն/ոէթի րսպքայման հտշվաոոէմո:ի
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ON INITIAL FRACTURE Ob REINFORCED CIRC LAR AND 
RING SHAPED PLATES

Yu V. XEMJRGVSKY. H S. RESNIKOV

S u nt m a r y

Tin- ։*iputt։«.»ns arc derived for axisymmetric bending of circular 
plates, taking into account the stiuctnrc of ri inforccment and the ef­
fect of transversal shear. The mode of initial fructue is «examined.

The cases of fracture in plates due to the action of transversal 
shear, normal stresses in matrix .mJ v -ments of reinforcement are sing­
led out. 1'Ik- initial fracture loads for the.»e cases are determined.

Some problems of rational choice of mechanical parameters for 
elements of composition and structure of reinforcement in terms of 
strength and rigidity are formulated. A few specific examples are pre­
sented.
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М. М. ЗАСТАВА

СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СООТНОШЕНИЯ 
МЕЖДУ ДЕФОРМАЦИЯМИ УСАДКИ II ПОЛЗУЧЕСТИ

ТЯЖЕЛОГО БЕТОНА

В ли। р-дгуос имеется большое пило аналитических выражений, свя­
зывающих предельные или текущие величины усадочных деЦюрмаций бето­
на с его деформациями ползучести в определенный момент времени [1.2.
4] В общем виде все эти формулы имеют вид

6Я=5уСФ (1)

где Ф ֊ функн: я, зависящая от величины напряжения, при котором опре­
деляется де«: "рмация ползучести, и ряда структурных характеристик бето­
на цемен т; к го камня, Число последних у различных авторов различно и 
включает иногда такие трудно определяемые параметры, как относитель­
ное содержание воздуха и порах цементного камня к моменту схватывания 
цемента [5] или предельную усадку бетона при относительной влажности 
П [4].

Несмо - я 1'Д относительную сложность функции Ф. приведенный п 
упомянутых работах анализ указывает на наличие прямой пропорциональ­
ной зависимости между усадкой и ползучестью бетона.

Автором статистическим анализом большею числа отечественных и 
зарубежных опытов получены стандартные» кривые относительной усадки 
и меры ползучести эталонного тяжелого бетона в условной линейной обла­
сти ежммающ: х напряжений- В качестве .-»талонного принят бетон М400, 
наготовленный на портландцементе М500 стандартной тонкости помола « 
гранитном щебне при в/ц =0.55 с содержанием цементного юста /-՝. 20%,
уплотне: ный вибрированием. естественного твердения. Бетонные образцы 
сечением 20 ■ 20 с.ч хранятся до начала измерения усадки 7 сут ко влаж­
ных условиях. ! ; возрасте 28 сут образно-, з.՛-. руж.иотся сжимающими н-т- 
пряженнями " = 4.4 я кз-.пдя1 ся при <йнпсйтедь1грй влажности воз­
духа /0% и температуре 20 С. СIандар> ные кривые меры гюлзучести н от­
носительной усадки бгтонй могут быть, с ..оста точной точностью описано՛ 
матсмат՛м; выражениям::

С(г, 28) = ).4 Ц1 — 0.28е 11 ՝”*•' 2#| - 0.57д ֊Щ՜6 ,:ге елф 1 (2)

Ц1 ’>-0.55

В^числ .:֊.п_.ч;ий коурдянат крииых (2) н (3 )показывает, что вели­
чина С( . 28).֊: 7) с возрастанием длн 1 сльпоети наблюдений !—т
стремится ^-коюрому пре делу, ириблизнтел;.н равному 0.0173. При этот. 

5 Известия АН :\рмм: ,.он 1. СР, цка, А? 2
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близость отношения к указанной асимптоте наблюдается уже с —т — 40 су/՛.
Анализ формул для определения предельных меры ползучести и отно­

сительной усадки в рекомендациях Ц.НИИС [5] даст, применительно к эта­
лонному бетону, близкую величину отношения C(f, 28)fc < (/, 71 = 0.0159. 
При этом нужно обрати и, внимание на то обстоятельство, что согласно ис­
следованиям Е. Н. Щербакова, величина меры ползучести пропорциональ­
на содержанию воды в смеси В и обратно пропорциональна марке бетона 
«?։. а усадка пропорциональна I /?л- Несмотря на различную зависи­
мость характеристик деформативности от водосодсржания смеси, наличие 
множителя 1 и выражении для меры ползучести, как показывает ана­
лиз, практически уравновешивает различие во влиянии величины В на С 
и з-.г бетона.

Для выяснения тесноты связи -п и :■.< проведен корреляционный 
анализ результатов 17 опытов» взятых из различных литературных источ­
ников. Оказалось, что корреляционное отношение » отражающее тес­
ноту связи процессов усадки я ползучести бетона, с самого начала или че­
рез некоторое время после начала иены ганий оказывается близким к еди­
нице. Это указывает па наличие довольно немой корреляционной связи 
между раггма грипаемыми процессами Наличие устойчивой н< лежите льнов 
корреляции между и зу< с физической точки зрения объясняется тем. 
что болыпинс: до факторов. обуславливающих рост деформаций ползуче- 
՝ ги. вызывают я увеличение усадочных деформаций |6]. Все сказанное от­
носится к неизолированным образцам, испытываемым при слабо перемен­
ном ।гмисратлрко-влажностном режиме.

Для получения уравнения регрессии меры ползучести по деформациям 
усадки Выполнен статистический анализ результатов 107 опытов различ­
ных ан горой •֊՛ тяжелыми бетонами, как ipona репными. так и естественного 
1вердг;н։я. Учитывая, что ползучесть бетона зависит о. некоторых факто­
ров. нс влияющих на сто усадочное деформирование : 6'. при вычислении 
отношения С(1, (/, величины меры ползучести приводились к
возрасту загружена« т=28 сут. относительному напряжению # 1р = 0.4 
и марке бетона 400. Усадка принималась для образцов с длительностью 
влажного хранения "... 7 ։»/г и началом замера деформаций сразу после
его окончания.

Представ м՛;-;иые на фиг. I результаты статистической обработки дан­
ных показывают следующее.

1 Зависимости между мерой ползучести и '.садкой для бетонов есте- 
веиного твердения и пропаренными можно считать одинаковым։։.

2 . В качестве уравнения регрессии можно принять при / 285'45 гут 
следующее простое выражение:

С(/. 28) = 0.02^Щ 7) (4)

Вс личина 0.02 служит, следовательно, для пересчета ординат кривой усад­
ки эталонного бетона пр։։ /5s 73 сут на ординаты кривой меры ползучест:-! 
г'-того бетона. Для предельных деформаций (! >оо) рекомендуется исполь­
зовать полученное выше отношение С if, 28) ... ((, 7) -0.0175. Если со­
став. условия изготовления и эксплуатации бетона сличаю .-я .-т соотве՜-
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ствующих параметров эталонного бетона, нужно к подсчитанной мере пол­
зучести вводить систему поправочных коэффициентов, приведенную ь ра­
боте [6].

Для подтверждения приемлемости формулы (4) и выяснения границ 
ее применения предпринято сравнение опытных величин мер ползучести 
бетона с рассчитанными по выражению (4) с использованием корректи­
рующих коэффициентов |6]. Сопоставление проведено по результатам 
85 опытов тяжелыми бетонами разных составов, включая песчаные ։>е 
тоны (растворы); ни менялось от 0,32 до 0.75. Цемент в рассматриваемых 
опытах применился различный: обычный портландцемент, пуццолановый 
портландцемент: крупный заполнитель плотных пород: гранит, базальт, 
кварц, изестняк. гранодиорит, диабаз. Марки испытанных бетонов нахо­
дились п пределах от 150 до 800 кд.Возраст загруженяя образцов 
от I ди 184 су?՛. Среднеквадратичная ошибка предсказания С(/, 1) по (4) 
получена разной 14.1%. Это приблизительно соответствует ошибке прч 
расчетном определении меры ползучести по ранее предложенным рекомен­
дациям [6].

I аким гбразом. полученную зависимость (4) можно использовать •: 
широких преи-лах дли прогнозирования деформаций тяжелых бетонов.

Одесская Вы. и. ш партийная
шкала Поступила II VII 1975
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STRUCTURAL ANALYSIS OF DEPENDENCE BETWEEN 
DEFORMATIONS OF SHRINKAGE A j’D CREEP IX HEAVY 

CONCRETE

M M. ZASTAVA

S u ։n m a г у

i here exists a directly proportional dependence between the va­
lues of deformation of shrinkage and creep in concrete, i'ne analysis 
o! experimental data on prolonged deformation of concrete reveals the 
e-dsience of close correia Tonal dependence between the processes of 
.shrinkage and creep. Ilie sial : «deal treatment of a large number of ex- 
perhnenla! reseats allows to find oat the analytical nature of depen­
dence between the value« ol th. •■-.<• defu ination.՛.
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