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Введение

При осесимметричном сжатии двух изотропных слоев из различных 
материалов, не связанных друг с другом по поверхностям касания, давле
ние от одного слоя к другому передается по некоторым круговым или коль
цевым областям, размеры которых неизвестны и должны быть определены. 
При этом между слоями, кроме контактного давления, возникает также и 
контактное трение*.

В данной работе осесимметричная сжимающая нагрузка берется таким 
образом, что образуется контактная область в виде круга. Допускается, что 
под действием сжимающей нагрузки контактирующие слои по контактным 
поверхностям могут полностью сцепляться. Однако, на краевой окружно
сти области контакта напряжения особенностей не должны иметь, н эти 
условия будут использованы при определении радиуса области контакта.

Решение задачи строится при помощи бигар.монической функции 
А. Лява, которая берется в виде интеграла Ханкеля.

После удовлетворения граничных условий и условий к-ин такта реше
ние задачи сводится к рассмотрению системы парных интегральных уравне
ний, содержащих функции Бесселя. Выражая функции интегрирования че
рез функции, определяющие контактные давление и трение, системы пар
ных уравнений сводятся к системе сингулярных интегральных уравнений 
второго рода. Далее, пользуясь многочленами Якоби, решение системы 
сингулярных интегральных уравнений сводится к бесконечной системе ли
нейных алгебраических уравнений, которая квазивполие регулярна.

Отметим еще. что различные задачи о контакте нс связанных друг с 
другом упругих тел с определением неизвестных зон контакта и напряжен
ного состояния, были рассмотрены в работах ! 1—31]. Однако, следует ска
зать, что во всех этих работах трение между контактирующим։։ телами не 
учитывалось.

§ 1. Постановка и интегральные уравнения задачи

При сжатии двух слоев из различных материалов сжимающая нагруз
ка берется таким образом, что образуется область контакта в виде круга

Работа доложена ил IV Всесоюзном съезде по теоретической и прикладной меха
нике в Киеве в мае месяце 1976 голо.
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(фиг. 1) с радиусом Ь. В дальнейшем все величины, относящиеся к верхне
му слою, будем отмечать индексом I. а к нижнему слою индексом 2.

1 раннчныс условия я условия контакта слоев можно записывать в виде

и:

О'- 1. 2)

Фиг. I.

где }>(г) и |7(' ) — контактные 
Функцию А. Ляпа ищем в

Ч?(л ^)«=0 

(О г < х ) г, = /р 22 = — /2

О) = р<г) <1.1)

। о (ь <г<^)

-ичг 0)=|<7(г) (0<г<6)
,г I о (6<г<*>) 

а?>(п ։0) я«>(г, 0)
(0 /■ <Г 6)

<п(г, 0) = м։г>(г, 0) 

нормальное и касательное напряжения, 
виде

Ф(г^) = Ф/(г, г) (/=1,2) (1.2)

где

Ф, (г, д) ֊ Г, Г -Г I А- (*) БЙ 4 В։ (р) ей «5 —

- С, (*••) г-г яй '.»г - /Л (р) !*•? ей у-с | /с(«г) с.':՛ (1.3)

Здесь А(л՛)—функция Бесселя первого рода с действительным аргумен
том.

Пользуясь известными формулами и соотношениями ( 1.2) и ( I 3). ком
поненты напряжения и перемещения выразим интегралами Ханксля.

Далее, удовлетворив условиям (1.1). решение задачи приводим к 
системе парных интегральных уравнений относительно функций интегриро
вания или же к системе сингулярных интегральных уравнений относитель
но неизвестных функций р(г) я ։/(г).

Полученная система интегральных уравнений преобразуется следую
щим образом.

Пользуясь известными интегральными представлениями

Л (11 2*)

I 
г Г.,м - 2_ Г_£О5 ихс/х

<1

2 .’.г $1 п ух с/х
т,1 ,՝ |/ I- - х‘ 

и



Осесимметричная задача и контакте между двумя слоями 5

будем иметь
ь л
\ Ц) 7'1 (!^) = ^ ($) с0$ !-*$։/-<

'■ <'

6 6
^7 ^).А(:։') ( '•($) $«п

о

где введены обозначения

л

X

Если известны функции <?(֊$) и т($Л напряжения /?(г) и я(г) опреде
лятся из ( 1.4) использованием формул обращения Абеля.

1 аким образом, перейдя в системе интегральных уравнений относитель
но функций р(г) и С}(г) к функциям п(л՝) и т(х) И продолжив функции 
о(л) и т(х) на отрицательную область значений аргумента | 32. 33]. при
чем, первую—четным образом, а вторую—нечетным

= (*)~ =(֊$). -($)=֊^ «)

систему интегральных уравнений приведем к следующему виду:

՛՛ Ь

™ ? 5 — ( .!
й 6

ь

I 2 К. (я, I) - О

- А

А *
’(’) 4[тгт՜՜2 Й։<* ,)'0)л ՛ 

— 6 —6

I,
+ 2 | £,(<;, ;)з(/)Л- 1/(5) +&=0

-6

При этом используются также формулы обращения Абеля.
В уравнения.^ (1.6) и (17) введены следующие обозначения:

^*1 (1 
' 6'.Д1 - 2^) - 6\ (1 - 2у2)

. 6,(1 2у1)л;-6;(1-2уа)г;.

2|6\(1֊уг)^61(1 -У2)]

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)



Ciri) SOO
֊ 7^

(7.140 s/ri F 7»l »I«) (»)։»

u
- 'i՝> -.ms t C(i + l7)^ 

C/nip’/^ 4-։/u։{s)(?.)։D 7 J z

Ciri) J/;« “ *։ls .
u։s >; Ms ■/.; W Lo ’ -

0
№ —'7''.-.Hs I (It1^

^qs>;(,i)֊n J z ֊ (s)/7

(ai01’i) tlpSlJ SOO /ii SOO

;/5" - ..ms

. 5

0
;*([ • T7)^5

T
= (/ ‘s)*y

Uori) ilps-u SOO ]i\ UJS

■

0

I----- i---  = 0 ■։)'%

upsrJ u։s /?. u«S
?/;’» — 7T‘ r.Ms 

£
7-֊֊^։ + (:rt 3-1)y

Cori) ujs soo
♦/^ — 7^ ?l*

a
b.rl —’/>).us , 1 C (l ֊0^2 , . ., 
ai , , ” ‘7------- z------= U •’) 'X

ziz՝' I-J i

HBdrxvj^j 9 g 'HKKedgy ։y -g
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°։

GO ֊ | rf.(r) J0(^r)dr 

r7
(/= 1, 2)

6'е(1- М

б\(1 v2)

(1.12)

(1.13)

§ 2. Сведение системы интегральных уравнений к бесконечным систе
мам линейных уравнений

Умножив уравнение (1.6) на i и складывая полученное выражение 
с (I.7), получим следующее интегральное уравнение относительно ком
плекснозначной функции <| (л)

л ь
?(։)+lll!i>*. Г^(։> x)-,7f,(S> ։||(?м + йх))л-;

1ТЛ J s — X J
֊6 -!>

A

+ [K.(s, x) + iKa(s, x)lhW- f(x)]tfx —JV(s) = 0 (2.1)

-z.
(— b < 5 < b)

где введены обозначения

?te) = + (2.2)

Л'(*)■=- Их)֊ /4Z(x)֊H (2.3)

Решение уравнения (2.1) ищем в виде ряда ио многочленам Якоби 
[33-361 и пользуемся известным соотношением для многочленов Якоби 
133—39]

«,(х)РЙ֊’Л--- (х) + (’ W Р'^'Л' -1' 'Д1 dg -----

* ՝, у֊*

- —1------Л ‘Г1-՜-1 ’'”(х) (2.4)

2 sin

(/п = 1, 2....); I Re-; |< 1/2 
где

.о.,.|(х) ֊ (1 х);-’'2(1 -х)-т-Н2

Отметим, что соотношение (2.4) может быть получено на основе из
вестных функциональных соотношений для многочленов Якс*бн.

Для выбора соответствующих параметров для решения уравнения (2.1) 
соотношение (2.4) согласуется с уравнением (2-1) и параметр у определяет
ся из условия

tg -у = — /6 (2.5)
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Далее, произведя замену у-^ /х. получим

1b т.7. = Ö (2.6)

1 л u г. 1 , 1+& 1, G։ -t- G(3 —4v,)
* —Arth 0 — —In-------- = — In—г-------- =------------- — (2.7)

П 2т. 1 6 2т. G'._. г G\(3 — 4v;;)

Решение сингулярного интегрального уравнения (2.1) ищем в виде

(2.8)

где

«■♦»(Зе) (Л —х) ’(6 4֊х)՜3
1 . 3 I . <2֊9’

я = ֊у-‘« ? = -у + '’
Подставляя (2.8) в (2.1). пользуясь далее соотношением (2.4) и про

изведя некоторое преобразование, интегральное уравнение (2.1) приведем 
к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений.

Произведя замену коэффициентов ряда (2.8)

Х„ = ип Н- /К» (2.10)

и учитывая равенства

Кс?(х) = Ре?(—х), 1т ф (х) = — 1։п <р ( х) (2.11)

следующие из четности функции о(х) и нечетности функции т(х), будем 
иметь

Re X?n-i linX՛,, —0 (п 1,2,...) (2.12)

Тогда бесконечную систему линейных уравнений относительно коэффи
циентов ряда (2 8) приведем к виду

ос
Ul.. = 2

ОО
• У Й.1 Л Tn-j -1

Л»֊-|
со
У^А^.и^

m—1

ОО
(2.13)

■ Mn 1
,п֊\ m — 1

При этом используется также формула Родрига для многочленов 
Якоби.

Здесь введены следующие обозначения:

хГ։) - 
^*01, л —

А .
/ \ ßt“։i ( -՝•* \ I 1՜ ։ \г / Рэ«։ \//>'^)\ 

\6/JJ \ <o(t/) /
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Л5 (х, у) 1,„ ( 4у +

ь

Т 1։п (х) / ■>(„ -17

-А

л;(х, <!1։Ь}
\ «> {у)

л=^-^|"’(^г6>)1<"Нл' (2Л4"')6 6
—л -А

֊ К,(х, >/)!.»( Р^1^\ У

—/• ՝
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б.чЬ гт-х[Г<п г пр

-(А'։4֊1) Г (л-а) Г (п-9)
(2.15)

^2« С2п Х(1

- 6

ъ
! Не >.»(л‘)/,2п֊1

6

1П

-А

1

10 <У)

- -К^х, УЖе[—Ц- )^-’%՜1 П иМ + 

10 (у) / Ло ]

К» (к, у) 1т )<-/ - -(\— и<*>
' Ло

(2.16')

Х,(х, у)1т
-(Л, 4֊ 1) г/ ч֊—;-----£И(х)

Л<>

4֊ 1т 1

*» (у)

К..(х, ^)1т
с(*| + 1) С/(Х)|ЬХ 

Ло
(2.16")

Использованием асимптотических Формул для гамма-функций и мно
гочленов Якоби можно показать, что полученные бесконечные системы ля- 
мейных уравнений квззивполне регулярны для любых значений геометри
ческих и физических параметров, а свободные члены системы ограничены. 
Таким способом регулярность подобных бесконечных систем линейных 
уравнений была исследована в работе К. Г. Гуляна [40|.

Уравнения (2.12) дают возможность определить коэффициент Х„ ря
да (2.8) и постоянную 6, которою определяется жес ткое перемещение пло
скости касания контактирующих слоев 2 = 0.

Составляя уравнение равновесия, будем иметь

ь а,- ь

(2.17)
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Подставляя сюда значение функции <р(>) из (2.8), получим

(гА(г)^ (2.18)

Постоянная 6 определяется при помощи ряда от коэффициентов разло
жения (2.8).

Все искомые величины выражаются через неизвестные бесконечной 
системы линейных уравнений (2.13). После численного определения неиз
вестных бесконечной системы все искомые величины будут определены.

Радиус области кои-акта определяется из трансцендентного уравне
ния, которое получается из условия непрерывности нормальных напряже
ний на поперхн.стп касания слоев.

Анализируя полученные формулы и соотношения. можно сделать сле
дующие выводы:

а) контактные напряжения и перемещения прямо пропорциональны 
уровню приложенных нагрузок:

б) величина зоны контакта не зависит от уровня приложенных на
грузок :

в) контактные напряжения, перемещения и величина зоны контакта 
зависят от двух комбинаций упругих постоянных материалов слоев, а так
же от их геометрических параметров.

После получения численных результатов можно определить вид. 
функции

Заметим еще. что при решении задачи о контакте двух слоев с исполь
зованием зависимости </(г) =р(-г)р(г). где р(г) является заданной из
вестном функцией, отбрасывается последнее из условий (1 1). и решение 
задачи сводится только к одному сингулярному интегральному уравнению 
второго рода для определения контактного давления р(г)

Институт механики
АП Армянской ССР Поступил» 22 VI 1976

1«. I.. 1Ա»14ԱԱ1ր:;Ան, Վ. II. ւրԱԿԱՐՅԱՆ

ՏԱՐՈԵՐ Ն:’ւՈԻ1*ԿՐ1։8 ԿՐԿՈԻ ՇԵՐՏԿՐԻ 1Ո»ՋԵՎ ԿՈՆՏԱԿՏԻ
ԱՌԱՆՅՔԱՍԻւռՏՐԻԿ 1ւ»ՆԴ1»(4հ ՇԵՐՏԿՐԻ ԱԻՋԵՎ ՇՓԱԱՆ 

ՀԱՇՎԱՈ-ՈԻՄՈՎ

II. մ փ ո ։]։ ո ւ մ

Դիտարկվում !։ տարրեր նյութ երից երկու շերտերի միջև կոնտակտի, 
աոտնցրասիս ետրիկ իւնղիրր, շերտերի միջև շփման հաշվաաո մովւ
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Mlffp/l /lltAntt/p l(UlHIHIJl(nilî / /X. I.tlllll/l ['{< ! Ui jit/It'll fl !j yfltJIlft otfbfti-
ftjllldp, /Z/l/l t[bpt}dttllf !, ftbtnb ^piU^t UlbupUlft btjftwjllb II I/uh trt iu l{ tn ft
рП{Пр UjtU jd Utbbbp fib p tn tllll p tu ft !> IИ t;) Sblttn, lull 1Ц! ft [ULbtttlfp IlllblfttLlf I, I'lltlhlfl 
I/tti tb !( f] ft nib b [I tl{UIp uth :u Ч»11Ц ItbiuLi/putj mt[tu tt titp nufb !, p[t и^ишЬс! ft tf.fl-
tutu pip! tulip-. I.kpin tn՝՝, tu tittLfitd [tbutbtfpj mb iftm՝bl(/}ftu/bfipp liabuiutlfiiniijfilr 
iibiduib h i ф iftub Ц\п tblf tjftiuhlip ft d fiftt tftttf. 7 " tJ 7 fibtubtipuif \tuilmuuiptitifbbpli 
uftttut bdp phptfnt.J /, bpffpuptf n L n fi u/thtfitt/jutp ftbuibifpiuf >' tu >( m uiu p tn tib bpfi 
ttftutnbd fit IJ.jbni >' huth , о tjtntfb p: t[ d tn b it p ft ft p nt ipf cub tf m db b p j: tj , uftb attt ( fut p fib - 
mbipuuf ^iuiltuuttlptitifbbplt 11 ft и ui b if {t fnttlmdp ՝, tub <f b if tfu t d I; ifdltlfftb 'inrbpui- 
^tu->tfuilfiub fwifwutupni dbbpft tubi[bpÿ ufiutnbd !> /uttldmbpt

ftnurj /. mpt/tnd iubt[bp<£ u/iinnbiffi ptfutifft ffinifjib nb tfuif intfintfl jutbpt

AXISYMMETRIC CONTACT PROBLEM BETWEEN TWO LAYERS 
OF DIFFERENT MATERIALS WITH FRICTION 

BETWEEN LAYERS

B. L. ABRAMIAN. V. S. MAKARIAN

S u m in a г у

A contact problem between two layers of different materials with 
friction between layers is considered.

The problem solution is built with the help of .A. Love's bihar
monic function which takes in the form of Hankel’s integral. After 
satisfying all boundary conditions and those of complete contact the 
solution of the problem is reduced to the system of pair integral equ
ations containing Bessel’s functions. Expressing functions of integration 
through functions defining contact pressure and friction the system of 
pair integral eqir-'ions is reduced to the solution of the system of sin
gular integral equations of second kind. Later, using polynomials 
of Jacob, the system of singular integral equations is reduced to the 
infinite systems of linear algebraic equations.
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т 32. № 3.

4 (fmtdmun L. E., лесс L. ;M. Tin Contact Problem f-n an Elasli ■ Sphero lud'-n- 
tin:r an Elastic Cavity. !nt. [. Solids and ■•tr'.i lures, 196,5. vol. 1, <10՜ 4Î5,



Ос«нмметрпчпля задача о хомтткте между двумя слоями 13

5. Ум кон, Г орк Осесимметричное распределение к интактных напряженки, возникли)« 
щ,мх около гладком упругой сферы и бесконечном упругом пространстве. раиномер- 
но нагруженном мп бесконечности Прнкл механика. (Труды ASME. сер Е), 1967. 
т. 34. № 4.

6. Noble /i.. Но՝ tain ,М. Zxnglo of Contact for Smooth Elastic Inclusion*. Proceedings 
of thit 10.-th Midwestern Me-h-mr* Conrcrearc. 1467, 457 476-

7. XpCCCUH, III/. («.1'МЧКИ« Обра lOli-lllHr ПОЛОСТИ у КОНЦОВ 1Л мни «••<-( КОГО »ключе- 
Н»я. нахплжу- ։ •>. я ни.три расти гиты смой п։м гинп» Прнкл. •лгхлнихл (Груды 
ASME. сер Е) 1968. т Г. X՛ 5

8. Нау.чпч К). .1 lilc iuK4u К) .4 И »гиб />л\»'«иил плит ил упругим ՛.> iuhuiiiiih при 
неполном КОНГИ. I Г (б • i ИДри - «,HiMC* ЛНПКЛ и теории VllpVTlu I И Илл. X.lphlOlll- 
скпго yunnrpi и п-1.։ 1966, nun •

9. Noble Б.. Hu'toin М. Exact Solution of ■.'-rtain Dual Serina for Ind-utution And 
fnclution Problem Intern I Eng Sei Г’п՝». ><>i. 7. ?՛•՛>. II. 11-l՝> 1161.

10. AH. О контакте бе.« сцеплении между пллгтнком n упругим иолупрострлнетаом. 
Прнкл. механика (11 уд»< ASME. сер |.) 1969, т. 36. № 2.

11. /'и 5. 1,.,Нч»ии1п М. Л., .-I rii/rri .л G Lifing of a Plate from the Foundation 
duo to Axi*ymmrtric Pressure. Development* in Mechanic* Proceeding* ol the 
11-th Midwestern Mechanic* С<՝и1егеп։.ч՝ 1969. vol 5, 577—590.

12. Пу. Хуссейн К notipiH у о контакте nr« . . мои» между пластиной и упругим полу
пространством Прнкл. м-.\.1ннхл. (Труды ASME. сер. Е). 1*970 - 37. № 1, 
286-288

13. Дандсрс. СгнПС Роль КОНГТДИТ V.'jpvroCTH П KCXotopNX г. ИГЛ,.Н1Ч\ .. .1.1.1 •£ A X. I IpllKA. 
МСХлннкл (Труды ASME. сер Е). 1970. т. 37. № 4

14. Бредли, -4up,jf<c,;. Л/пкпу. Распределение .пилгним о болтовом соединении. нсопхо« 
ДНМОС ДЛЯ р.1СЧ> I.; |гПЛиВОГО Кен: IKTH. го ...■.р>'ТННЛСИНЯ. Прнкл. МСЛЛ1ИХ.1, (Тру
ды ASME. пр. Е). 1971. г 38. № 2

15. Наума» Ю. А //икхфорийи li А- Об от гл. >нн.i > пру։ ого слоя Прнкл л։ехдн։ща. 
Журнал ЛИ Укр. ССР. 1971. т 7. № 11

16. Дя.млюк В. _ц . /Тривирников .4 Л" Деист։..г штампа к.։ слон, который может от
ставать от основания Со. «Вопросы прочм-чти и плзстнчностн». Издание Днепро
петровского гос, университета 1971. 58—77

17. Кир, Даллере. Ц -■ай. Контактна* j д л ••*. *сждасг<> на полупрсм тримстве. 
Прикл. механика (Труды ASME. ।ср E i 1972 т 39 X. 4

18. Кир. Силыч: Дат смешанные задачи для по у' ол :ы. Прикладная механика. (Треды 
ASME, сер. Е). 1972. 7 39. Xv 4

19. П’с//.т/л(;л А Гопмоп!с-? (.’'intact । ctween а В-am and an Elastic HaU-*pa։«e. 
Intern. J. Еп£. Sei.. 1972, vol 10. No. 1. 73—81

20. Kottnnnl ДГ,, Era чп F. >n '՛>՛• ? лг.е ' nt.-i.՛’. ?ro!i1e։n for a ։*!■• toinle'ss 
Elnstic Lft'jic iii' ii. ' Solid* «nd Sirncbm . 1973 vol •» 92-1

21. Erdo.ynn F. Rdlri'jni ЛТ 'Hi- ’ ’«•nlact Pro՛ h*n ' r an El i*tu- Layer Supported 
by Two Elftsti- Quaftei Р1взг.-5 |. \pp| ՝’.֊ . ."тхп. ASME *or. Г) 1'»74 
41. No. 3.

22. flladwell G. V, h;rr К fi i' On Им- ’ Ц uindrd ('onto t Hetu«ion ti Cir
cular Plat« anil hi Ela։t ' . 1 ' - I E]A*I ■ ’ '7 . I ? 130.

23. / bat K. ('.. Ihimlcr J. •. । .r Af E «ti I. i*rr Pi՛ rj ngaii. I a Half Spnce.
J. Appl.. Meeh. (Тглп* \SMZ. nrr E.) 1971 II \ . 3

24. Баб.юяи .«I I . • ►••чем M Г О ։;НТ1т։»:тг ,:н՛. > прям:)}тльинкои i>-• 1 ц-иленнп •
определением обхл 111 хон: >к?» I I • и All Дрм С»'Р. Me* ипп • 1974. т 27. Ля 1 
3-18.

'25. Alblat J. П. ( и the Tw՛« dime • .1 > .t . t Proiilci.i ot .1 Rigid Cylinder
PrBXKcd bet cru Tn'ii Elrt'lic Half plxne«. RCurntn. ’ 74 Vol. I 15-2(1.

26. Duntlcrt f. Propcitir* I El ՛ «'к- Iio՛ • m (e»..'..i.J J՜! r 1 ni- • o՛ the ('in
tact liet.vi-.'n Ih furiii. Ii Hu a • Pl c<*dt3g5 v: Г.'ГА'З Simpoaiuni. Enxchnde,



14 Б. Л. Лбргмлн. В. С. Маклрян

Netherlands, 20—23, August 197-1 Ed-rs A. D. de Pater. J. J. Kalker Delft 
University Press, 1975. 54—66.

27. Glad well G. M. L. Undounded Contact between n Circular Plate and an Elastic 
Foundation. Ibidem, 91—109.

28. AlMas J. 13. ()n the Two-dimensional Contact Problem of a Rigid Cylinder. 
Pressed between Two El istic Layers. [»idem, 110--126.

29. Мелконян M I .. Мкртчян .-I ’•/ Об одной контактной задаче для двух прямоуголь
ников Или All Арм ССР. Механика, 1975, т. 28. № 3.

30. Cit-elck М. II., Erdogan F. The Frie.tinnloss Contact Problem for an Elastic 
Layer und-r Gravity. J. Appl. Mc-rli. (Tran-. A5ME. ser. E). 1975, 42. No. 1. 
136-140.

51. Никишин В 6՜ Шапиро Г С Контактная дадача теории упругости для .лея. ло
кально прижатого к полупространству. Изв. АН Арм. ССР, Механики. 197։.. 
т 29. № 2

32. Keer L. М. Mixed Boundary-value Problems for an Elastic Half-spare. Pressed. 
Cuinbridg.e Philos. Soc. 1967. vol. 63. No. -I.

33. Попов Г Я. Осесимметричная контактная задача дли упругого неоднородного полу
пространства при наличии сцепления. ПММ, 1973. 37. нып. 6-

34. fjnno# Г Я. Плоская контактная задача корни упругости с уметом сил спеклсиим 
пли трения. ПММ. 1966, 30. вып. >.

35. Карпенко .Л. Н. Приближенно։' решение одного сингулярного интегрального уравне
ния при ihj.moiuii многочленов Якоб;։. ПММ. 1966, 30. нып. 3.

35. Kr'i-nk .Steen. On QuaOraturo Formulas for Singular Integral Equations ot the 
First and Second Kind. Quarterly of Appl. Math.. 1975, vol. 33, No. 3. 225 232.

37. Hamel G. Integralgleichvngen. Berlin. 1937, л. 145.
38. Сс.'сГ Ортогональные многочлены M., Фклматгиз, 1962. стр. 86. Szego G. Ortho

gonal Polynomials. New York. 1939. p. 73.
39. Trtcomi F. G. On the Finite Hilbert Transformation. The Quarterly Journal of 

Mathematics, (Oxford 2j, 1951. vol. 2, No. 2, 199—211.
40. Гулях К Г Передача Нагрузки от стрингера конечной длины к двум клиновидны*« 

упругим пластинам. Дойл. АН Арм. ССР, 1974, т. 59, № 4.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ НМЛ ԴԻՏՈԻԹՈՈԻնՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
известия а к л д емии наук а рм я н с к о я с ср 
Մեխսնիկա XXIX, №5, 1976 Механика

О. М. САПОНДЖЯН. Р. Л ЭНФИАДЖЯН

КРУГОВОЙ ДИСК С РАДИАЛЬНЫМ РАЗРЕЗОМ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ СИЛ

Рассматривается плоская задача для круговой области с радиальным 
разрезом. Считается, что на контуре /., приложены две взаимно уравнове
шивающиеся силы Р, а кромки радиального разреза свободны от нагрузки 
(фиг. I). Решение задачи сведено к бесконечной системе линейных алге
браических уравнений и к рекуррентным соотношениям. Доказывается ква- 
зи-вполне регулярность бесконечных систем. Определены коэффициенты 
интенсивности напряжений у вершин разреза I 1роиэведены числовые рас
четы.

Фиг. 1.

1. Решение задачи выражается аналитическими функциями <р2(2) и 
ф..(г) в рассматриваемой области при следующих граничных условиях [1|:

Ъ (/) -Ь /?,(/)+ Г(7Г=/(П + С на £х

?։(0 4֊/?Ж+ М0 =0 н-‘
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։де /(։)~0 па дуге правой полуокружности и /(/) = /•' па дуге левой полу
окружности, /(/) изменяется скачком при переходе через точки приложе
ния сосредоточенных сил /}: С постоянная, подлежащая определению.

Аналитические функции <( (<) и ф.(2 *) отыскиваются в виде

2. На /..( контурные значения ф։(0 и ф։(0 выразим через вспомога
тельную функцию <■)(/) [2| в виде

го(-՝ г

П-1)

Н.2)

Функции <|.(<) п ф,(<) определяют решение задачи для сплошного 
диска под действием сосредоточенных сил. а ц ,(*) и ф.(<)— аналитиче
ские функции, которые находятся из граничных условий

(<) 4֊ /?) (О 9Д/)-Сна/-, (1.3)

©х(0 + ^(0 - ?։(/) = — /'(/) на £, (1.4)

где

- /?0(П I- ?о(0 на (1.5)

Из [ 1 ] имеем

Выбранные ветви многозначных функций (1.6) и (1.7) при £</? пред
ставляются в виде

Р 00 1 / - \5*՜* Р' РЛ Д-+4 <1-8>•* £к — I 1\ / /

Выражение ( 1.5), с использованш-.м ( 1.8) и ( 1.9), приводится к виду
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■?1 (/) = ..,(/) у С2.1»

?,(() = -“-«) Г»'«) + -у <1 2 '2>

1 Г ‘»(О 4- />•/(/) 
= пт----- -------------------------- <7/

^'2՜/'.’ ( 2

2*

Пр»։ этим <и(г) представляется в виде комплексного ряда Фурье

••>(/) " «I (2.3)
к -1

в Ьк искомые коэффициенты (действительные числа вследствие
симметрии задачи относительно оси ОХ).

Для установления формулы перехода от функции ш(») к функция 
Ч ।(<■) выражение (2.1) запишем в виде

Введем, далее, функцию <| (’), голоморфную вне /.... по условию

, .. 1 Г •՛>(/) ^ С 1
Г! (/) 11П1 -—֊ I-------------- — ֊ — пт -----------  ( ------------«2г;3 ։ 2 2 ->г2н/3 /-г

1.1 
изнутри извне

,■ V 1 / I'2 (0 <1191(г) 2.;] (֊֊/ - внутри

т (г) /-1
1 !>(/)<//

2-/} (-г 
Д։

вне

(2.4)

Из (2.2) имеем

,։(/) + ПтД [-■■■«)+'■■>'«) С = 
=-'2~/ / — г 2

£| 
изнутри

Введем голоморфную вне /-_• функцию ф(г)

извне

2

2 Известия АН Армянской ССР, Механика № 5

внутри

вне 1..2

(2.5)
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Используя (2.3). из формул (2.4) и (2.5) получаем

СС / г \* С
?1(^=?(г)4- (2-6)

*=։ X к/ л

. \ к '՜1՜ / к - 2 С2.,^)- +-£■ В.7>

Граничное условие (1.4). с учетом (2.6) и (2.7). приводится к виду

?(0 4-/<(0+ ?(0=А(0 (2.8)
где

30 /7 \* °° /Г\*՜2+2ь&)+^а
Равенство (2.8) представляет собой граничное условие первой основ

ной задачи для бесконечной односвязной области с прямолинейным разре
зом но оси ОХ. Таким образом, определение функций ср(г) и ф(г) сводит
ся к решению вспомогательной задачи, соответствующей граничному усло
вию (2.8).

3. 11рямолннейный разрез по оси ОХ будем рассматривать как пре
дельный случай эллипса. Для решения вспомогательной задачи отобразил։ 
внешность эллипса на внешность единичной окружности посредством из
вестной функции [1]

Ли г и и - .= ՛ т = ------ - (а и Ь — полуоси эллипса).
2 а 4-6

11ри т = 1 эллипс обращается в радиальный разрез.
Подставив (3.1) при ~ з = е"՜' в (2.8), получаем граничное усло

вие на окружности |ч| - 1

?(=)4-—и/1 е + <©=/(’) (3.2) 
3 1 — /из* /4(1— тэ՝)

Пользуясь известным методом Н. И. Мусхелишвили [1, решения пло
ской задачи для бесконечной плоскости с эллиптическим отверстием, полу
чаем выражения для функций <| (£) и ф(£). голоморфных вне единичной 
окружности [£| = 1 Преобразовав эти выражения при Ш = 1. получаем

ОО
в С) = У, (А 4-Я.)

*-։
(3-3)
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(3.4)-

Из выражения (3.4) на плоскости ֊ получается зависимость

*(*) = ?(*) 2?'и) 13.5)

4. Выражения функций (2.6) и (2.7) содержат неизвестные коэффи
циенты ик и 5*. Из выражений (2.1), (2.2), (2.6), (2-7), с учетом (2.3). 
на контуре Д։ следует

?(/) = 2>(֊) и՛1)՛

•И/) = ֊ У <*/—V \- УкЬ.(^) ‘ (4.2)
л-| ՝ ' / Гз \ ' 7

Приравнивая правые части выражений (4.2) и (3.5). с учетом (4.1). 
получаем рекуррентные соотношения

а., = - 36..

а. --(^֊2)б4-2-(А'֊Ь1)6А (при /< = 3, 4, ...) (4.3)֊

В выражении (3.3). заменяя £ на 2. согласно (3.1). по формуле

аналогично [3], получаем при ;г| 2>е֊г«

Приравнивая правые части выражений (4.1) и (4.4). на контуре 
имеем функциональное уравнение, из которого, приравнивая коэффициен
ты при одинаковых степенях /, получается бесконечная система линейных 
алгебраических уравнений относительно и Ьк

где

6* = (А'= 1,2,...) (4.5)
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”, (-1)‘(24֊2)!е?* 1 
£>2Л-։

Р-2֊Г| /А֊у
.£ V (-Пй2^еп у _____ \ еЧ__________
/<е4 |^з> R® & (2к 2/-ч !)’/!(/ •■ V 4-1)!

(4.6)

а выражения А и уА'-՝, совпадают с соответствующими выражениями, 
приведенным։' в работе [3].

5 Решение задачи свелось к определению неизвестных коэффициентов 
из бесконечных систем (4.3) и (4.5). Отметим, что эти уравнения анало
гичны бесконечным системам уравнений. полученных ранее в работе 13|, 
где доказана их квазнвтюлпе регулярность. Различны только свободные 
’.•лены уравнена։՜։

Можно показать. что яри условии

В-, < В/ —— ) (при ** = 1, 2, 3, ...) 
\ А’ е/

(5.1)

гд( В — ограниченная сверху величина при —— 1, доказательство
R— е

регулярное : и урЗ;пбеи.цй (4.>) и (4.5) аналогично принсденному п работе 
3|. Покажем, -ю условие (5.1) 1:мсет место. В выражении (4.6), изменив 

и рядок суммирования, получаем
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в = Р_ (А у 2 у ( ?) у (-1)*(2&-2)!еа-‘ 

Де' »-։)!

у (е- ) у ( - 1)^ (24 Ще**՜1

Л /! (» + /)! «,‘"|(24-2?-»-1)!

R՜“ т - 2/ ֊ ■՛)!

/А=\<
е_ ", иД „ _ (-1/24!,-ц
/г Д ՛■ ։ <1 + ■> -1)! 4_.и . ^^ -‘21 ■< ■ 1)!

г|2 |

А- ", (ч-) " (-1)*2Цйг*

R? ֊> м)! -;...й։‘да-й-,-1)1
А- * »• I Т՜ ՝

Рассмотрим неравенство

у < 1)*(2^-2)!е“՜’ 
.-„<!(■< I да ֊ \й֊ 2(--у-1)!

* ‘ I .. I

(5.2)

(2к 2)!
֊., (2У> 2/֊7֊1)!\

(5.3)

Учитывая

" С21с ֊ 21! / е у1'--'' -՝ (2/֊^1)! 
у (2Г2/-Ч 1)!Ы Д֊^)՜՜'՜

+-т R'

при

и преобразуя правую часгь неравенства (5.3). получаем
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/4: V
\г) “ (- 1)>(2^—2) !ег>՜'

т. \ е) -,֊!(М ,')! 4>х։./?“-'(24 -2г—•»—!)!

Р / а V ~ (2/4֊՝'֊ 1)! Г Д= с
(----------- ) х,-------------------при — < 1

т. \ Р-е ) /!(у4֊/)!2՝ [(/е е)5 Р '

Аналогичные неравенства получаются для остальных сумм, входящих 
г (5.2). Следовательно. имеем

(I
Р — е

(5.4)

। де

2? Р >2 у О*-Ьу + 1)! А2 ‘
Г. I /!(•/+0!2՝ (Я-е)’

4 Л? у (2'- А' 1' -~Р-е .у0 2’С>4֊/)!2' (/?֊е)։]

е " (27 -Р >)! Л» !•
/?֊е ^/!(^/)!2’ (Я-е)2|

А։ (2/4- у 4-1)! [ А- 
(Л-е)֊|^7!(/4֊у4֊1)12Ч(К-е)г

у (2/4 у-1)! .4= '1
^/.’(/ч у֊1)!2- (Р֊еУ (

Рассмотрим разность

^(2/4-у 1)! Г А՞֊ 1« ” [27-г (у 4-1) — 1Н
"о /!(’*4-/)!2ч (/?-е)։1 7![(у-( 1) • /1!2^։

(5.5)

Л- у

огкуда

-А— Ъ_—2£±1__|>0
- /!(у /)!2՛ |(/?֊е): | 2(>4-/ | П Г

(5.6)

Так как разность (5.6) всегда положительна, то имеем

2 ,-01(^- е)2|/!(74֊1)!
А2 »(2/ - у- 1)!

(/< - е)2 /!(у — /)!2'
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аналогично

В^> I) (при * — 1, 2, ...) (5.7)

где

у 2/1 А՜ ГИ £>;•(/4-1)! (/? е)г

R _ ~ (2/֊г 1)!
2(Я е) ££/!(/+1)!

л2 
(Я-е)2

1 е ^(2Н1)! # И
2 R -е ^{1/!(/4-1)! (/?֊е)2|

1 Л2 * (2/4-2)! Л3 V
2 (* е)2 ДМ(<+2)1 (#֊<

1 ч֊, 2/! А՜ 1'1
2 Н. /! /! (R — е)" I

(5.8)

Величина В ограничена сверху при — -— <4 • Сходимость рядов в вы- 
/<—е

раженни (5.8) вытекает из признака Даламбера. Неравенство (5.4). с уче
том (5.7), можем заменить неравенством

о

R — ?.

что совпадает с условием (5.1).

6. Напряжения и т։у находятся из формул [11 

3-» 4՜ =2[<?2(г) 4- ?г (г) |

■у— ;г • 2/'^ — 2 [г?2 (г ) ?э(~)]

Напряжения в окрестности концов радиального разреза представляют
ся в виде

=,=-АЧ 0,(0)
I 5

֊ ֊^4֊ ^.(0) 
I 5

где §—расстояние рассматриваемом точки но осп ОХ до вершины разреза.
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О', (0) и (/.. (0) ограниченные величины.
Приведены опоры напряжений для случая ра за длины 2а 0.4А* 

при положении центра ралреза с 0. с 0.1 /<*. г 0.2 R. с 0 4 R (фиг 
2. к 4. 5).

t
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фиг. 5.

Сравнение получ-иных результатов с резуль га гами задачи для сплош
ного диска под действием сосредоточенных сил показывает, что наличие 
разреза в диске приводит к качественному изменению характера распред - 
ления по оси ОХ напряжений и Величины коэффициентов интенсив
ности напряжений приведены в таблице 1.
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Тггол ица /

Наим.
вершины

Значение аксц.снтрие.итета

» ° е- 0.1/? «=0.2/? с=0.3Я

Лева я 0.3067.Ճ 0.314— 0.3086ճ- 0.289 ֊4

Прпиан 0.3067.Շ 0.2S5-C 0.254 — 0.215 4

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса Поступила 29 111 1976

0. 1Г. 11ԱՊՈՆՋ4ԱՆ. Ռ. Լ. ԷՆՏԻԱՋՅԱն

ՇԱՌԱՎ'ԼԱ51»Ն ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ ԿԼՈՐ ՍԿԱՎԱ1>ԱԿ|.»
ԿԵՆՏՐՈՆԱՅՎԱԾ Ո1’ԺեՐ1’ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՏԱԿ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Գիտարկվէէէմ Լ առաձգական ութ յս/ն տե սա թ յան հարթ խնդիրր շառավդա֊ 
յի՚ս կտրվածքով կ[!՝ր տիրույթի համարէ

Համարվում է, որ արտաքին եղրադծի 'էրա կիրառված են երկու փոէսա- 
դարձ հավասարակշռված ուժեր, իսկ շաոտվղա էին կտրվածքի եղրերր ադաւո 
են բեռից: Խնդրի լուծումր բերվում /, հանրահաշվական գծային հավասարում- 
ների անվերջ սիստեմների և ոեկուրենտ առնչությունների: Ապացուցվում / 
անվերջ սիստեմների քվ՛ագի - (ի ովէին ո ե դույչա ր ութ յո ։ն ր : // րոշվ ած Լ շարում
ների ինտենսիվ ութ յան գործակիցներէ կտրվածքի ծ այրերում։

Կատարված Է թվային հաշվարկ;

CIRCULAR DISC WITH A RADIAL SLIT UNDER THE EFFECT 
OF CONCENTRATED FORCES

<). M. SAPONJIAN, It L. ENF1AJ1AN

S u in tn ary

The plane problem in the theory of elasticity for a circular region 
with a radial slit is considered. Twp mutually balanced forces are as
sumed to be applied to the outer contour while the borders of the 
radial slit arc load-free. The solution of the problem is reduced to an 
infinite system of linear algebraic equations and recurrent relations. 
A quasi-regularity of the infinite systems is proved. The coefficients 
of stress intensities near the slit’s tops are determined. Numerical 
calculations are performed.
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Г. Е БАГДАСАРЯН. II. Л. МКРТЧЯН

ОБ УРАВНЕНИЯХ МАГНИТОУПРУГОСТИ 
ТОНКИХ СФЕРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Задача исследования магнитоупругих колебаний электропроводящих 
оболочек в магнитном поле сводится к совместному решению уравнений 
магиитоупругости в области, занимаемой оболочкой, и уравнений электро
динамики для среды, окружающей оболочку, при общих граничных усло
виях на поверхности раздела двух сред и условиях на бесконечности.

Уравнения магнитоупругости состоят из уравнений движения упругой 
среды с учетом сил электромагнитного происхождения и уравнений элек
тродинамики движущейся электропроводной среды.

В общем случае, когда материал оболочки имеет конечную электропро
водность. решение поставленной грсхмервой задачи становится весьма за
труднительным.

В работах [1. 2| на основе решений, получаемых методом асимптоти
ческого интегрирования трехмерных уравнений магнитоупругости, сформу
лированы гипотезы относительно характера изменения электромагнитного 
пиля и упругих перемещений по толщине оболочки.

В настоящей работе на основе этих гипотез трехмерная задача магнн- 
гоупругостм сферических оболочек приводится к двумерной, что суще
ственно облегчает исследпяание вопросов магнитоупругости указанных обо
лочек.

11э основе полученных двумерных уравнений исследуется влияние 
ьлектр-.нроводнос՜ и материала оболочки и интенсивное;н заданного магнит
ного поля иа ха..актер упругих колебании оболочки в случае действия ра
диального магнитного поля.

1. Пусть изотропная замкнутая сферическая оболочка постоянной тол
щины 2^ и радиуса /?, изготовленная из материала с копенной электропро
водностью. находятся в стационарном магнитном поле с заданным векто
ром магнитной ннду։ШНИ.

Принимается, что магнитная и диэлектрическая проницаемости мате
риала оболочки ՛: окружающей среды равны единице.

Упругие и -электромагнитные свойства материала оболочки характери
зуются модулем упругости Е. коэффициентом Пуассона V. плотностью р, 
электропровод« и и>ю о.

Ортогоналоная система координат («„ «». гл.) выбрана так. что сре
динная поверхно ть сферической оболочки отнесена к географическим коор
динатам сс,. «. (а, представляет угол долготы. а? — угол широты), а сс3 на
правлена по нормаль: к срединной поверхности (»риг. 1). Тогда для коэффи
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циентов первой квадратичной формы и для кривизны срединной поверх
ности будем иметь Л։ А2 = A? sin a., Ar, = к2 — К՜ .

Задача решается в предположении, что для среды, окружающей обо
лочку. справедливы уравнения Максвелла для вакуума. 11рнннмается так
же, что влиянием токов смещения на характеристики упругих колебаний 
можно пренебречь.

Фис. I.
Одновременно считается, что задача магнитостатики для невозбужден- 

нрго состояния решена. Известей век гор напряженности Н0(Н,У1, II,..., 11„.) 

во всем пространстве, то есть считается, что //<> удовлетворяет известным 
уравнениям [31

rot Нл 0, div Н$ — 0 (1-1)

и условиям непрерывности на поверхностях оболочки
Принимая возмущения (упругие и электромагнитны«) малыми, после 

линеаризации j силу принятых предположений для рассматриваем«;» зада
чи получим следующие исходные уравнения [2. 4. 5]:

уравнения магнитоупругости в области, занимаемой оболочкой 
(—Л<а,</0

г/ 4п3 1 1
rot h — — е -I----------— X. п»

с с 01
(1.2)

rot е —
1 dh 

с di

4- JL_ А (н,н2-н) - -г'՛-

О!)л О12 <>а3 £<4

- и , <**«» ь> и и 
ор
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— (НЛУУ 4- (Н.Н, + А {Н - у4
01., 0*3 0ъх €>а.

и дН. d’M. 
н'ъ°^ (1.3)

С) 7 . 67^» 627.» 6/7«

дН.—■ = р
<4

֊ RJ^H.,
дГ-

Здесь А и е — соответственно векторы напряженности индуцированно
го магнитного и электрического полей для области, занимаемой оболочкой, 

—♦
£/(«,, и2, а.)— вектор перемещения частиц оболочки, ?е — плотность 
электрических зарядов, Нг = Ах (1 4֊ кхал}, Н.. — Л2 (1 - клл) — коэф

фициенты Ламе, R(Rlt R2, Rt) — силы электромагнитного происхож
дения, которые определяются следующим образом:

R = l/'e+Ld4.XH,)xH, (1.4)
с \ с ot /

уравнения электродинамики для вакуума в областях (—/?<а3<—«, 
«։>Л)

rot Л'е) — 0, div А՝'* = 0
(1-5)

rot <>՛'’—------— > div е'г) =а 0

где А'*՜ и е՛'՛ соответственно векторы напряженности индуцирован
ного магнитного и электрического полей для области вне тела обо
лочки, причем индекс е — 1 относится к области а3 А, а е ~ 2 — к 
области а3 2 А.

Таким образом, трехмерная задача магнитоупругих колебаний сфери
ческой оболочки свелась к совместному интегрированию системы уравнении 
(12). ( 1.3) и ( 1.5), решения которых должны удовлетворять условиям не
прерывности электромагнитного поля на колеблющихся поверхностях обо
лочки. а также условиям затухания возмущений па бесконечности и ограни
ченности а области %■<.—А.

2. Для приведения трехмерных уравнений магнитоупругости сфериче
ской оболочки ( ! 2). ( 1.3) к двумерной принимаются гипотезы магнито- 
упругости тонкчх тел [1.2].
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Согласно этим гипотезам

аЛ ! ч«1 = и- ----- , и2 = у «а = «> (а։, а2, /)
41 дох А2 (Ьп_

«1 =?(«!, «а, /)> е։-= 'И։г ** О, Л,-/(»։, а2, 0 (2֊1'

где « = п(а։, т2, /), у—у(ап /), го :о(я1։ яг, /) искомые пере
мещения срединной поверхности оболочки; у, !> — искомые танген
циальные компоненты индуцированного в оболочке электрического 

поля е(е1։ е։, еа); /- искомая нормальная компонента индуцирован

ного в оболочке магнитного поля А (А։, А3).
На основе принятых гипотез остальные компоненты индуцированного 

в оболочке электромагнитного поля определяются из уравнений (1.2) сле
дующим образом

/ч =
АГ I Ад / 1_ д/_ 

2 ։ 44.
4гз / ды х а д-ы_ 
с- \ 1 д1 4։<Ь.։<>/ а*д։

А: = Аз 4֊ А? , / 1 д/ _ 4г.з \ _ 4-з / <>го « //•«• _ \
2 л* \42 до.2 с ' ) с- \°- (У/ 4.. сп2д1 °3 д( )

«з =
аз 

414.»
д , . \ / л ,\— (А?)֊ —(До) «у?! до..

1 / 1 № \ д-^
— (а.-------------- )----------
41 \ ' 4.. с/х. / до/Н

1 /____1 оа \ й '-щ
42 \ 41 с*Я1 /

_1_
4,4,.

д , . . ди
—-.И.аз)-—
с)з. д1

1 да3 ди , 
4 2 до.2 д(

/ 1 д'՝и 1 д-и \ ди ди
I " ' ' " ” ■ | ■ " / / п ■* - - ■ / I ՛•»
\Агдл2д/ А. Оо^д։ 7 ' д1 ՝"' 01

+ (2.2)
\4, от.^1 4л /

О; Л - Л

а = о..лН^&73----- — ( 4- | 7/У1з(/а3 )

О 0' о

»: Л - А
а. = | Н^с/о3----- Ны(Ь-ъ ( (/=1,2,3)

о 0 0

Индексами плюс и минус отмечены значения соответствующих величии при 
€с- = А и а,=—Л.

При получении (2.2) было учтено условие равенства нулю нормальной 
составляющей плотности тока на поверхностях а,= ±А (так как оболочка 
находится в вакууме).

Подставляя (2.1), (2.2) в уравнения движения оболочки (1.3) и осред- 
няя по толщине, как это делается в теории оболочек [4. 5| (учитывается. 
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что поверхностные силы отсутствуют), с учетом (1.1), получим следующую 
систем) дифференциальных уравнении относительно шести искомых функ
ций («. С’, а», ф. 1?. /):

1

А
. 1 <7/. 1 — у / и__ 1 ,

R Л.&./ 1
-<1

ЗЯ֊’ ел,

О

1 \ 1 1 д
Ч------ а,, ---------------

R //1։И= с д<
֊ (АгО- —(А«)1) ֊ = о (2-3)
<Ь։ <72.. I1 Е ог

ЗЯ3
1 1-у \

R '
О _ . Л1_ (д 4֊ 

3/?*
•/)(А 2) и՝1

1 —V՛՝ о IГ 1 V, л \ I . . (> 
------------- ------------------(А*са) - 6, •>+ ( Ь..
2Е/, с 1!/4։А 07. \ А.2 о՛/..) '

'L(̂  1 и . 1 /_1՝\ д (А.^}

_1_ _у_ (АЛ..)
* ■' /4.. <72.., | О(

>.71։(Л. Л2Эа2/ /1,А;\/1 ։ (Ег А»Отг) Оа,

1
с

I- -Их^)
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1 , 1 1 д .. , . 1 ÔLU pv
4— 6-յ — —շ a.j ՝՜ — (^Հո) —-— ~

c A շ 4։4.w։ A2 Oa^ I dt

ձ 
с

է>Ո -Ւ -
1 Ժ . . . 1 г/с ,, I âw

------------- (Л-с13)------------- = —
AtA: ‘ A, Ժ2յ I

ДА U
*>*T*T"A. Оз

12Ճ| i 2(4AI 'Æ|^ +
A, c ot М։Д։Л4 A. 0i3 J

1 Ծ ; / 1 oNXi 1 (J N и » _1 dw _ [ Ճ-
C 'H | \ A A От. / At Oi, A <^1

1 о A. \ 1 Ov
~i ՛ д Հ ՜. Օյ5 / 7՜ 7Д։Д, <h։ / .4։ </э։

/z ! 1 о A. \ 1 dv к/ 1 AZ 1 à՝w
V" + A,A, Л, а*7А‘”. "Ài՜^՜

(^и+2Уа)_1_^ + /“а± н
/1յ/1յժ2յժշ; УЛря, A3â^/ \Aïôil A3di../

7ГИ—՜77 T՜ 7՜ <Л»ап) -—(At')֊—(Au) —
Ai A? c Ot Ժյ։ Ժյ5 oix аа3 I

PU — _ 0
£ Ժ/5

A Ժ1յ ' c

1 
/։.4,

^(4^) ֊֊(A?
05t di2

Լ-±ճ/.օ
c dt

1 / լ r7u' 
• " 2Â^VJ 77

լ OU
0’ 77

Cj Ô:w \ I 
Дх ժօձժ/ / I

АГ Ai
QA

1 Ժ/ 4ч։з I 1 / , Ov . Ժ«« сэ O'sw \ ! A.՜ — AV
C I r 2 Ar V4 77 Ot .4, 02,0t/\- ?.!:

Здесь поедены обозначения

1 

^A:
— ( Au)+ ՜’ (-zb’։)
01. 01.• •

2w 

R

1 Иммсткя AH AfXiKH. ։;.6i CCP. X’exan.u ? ՜ ՜
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ь h h
cij — ( d?a, dij - \ a, /4i;rfa3, g. -- ^//o.cfaj

— Л — h - Л

>, h h
Sii i tylM.d?.,. а0= I ifiiHnfa Fii,. блЛ/4- —i Hji-^-d^j 

’ • * */v v»3y
— Л — Л — Л

h

Gil = di; c^>i,----- — ( H,t>-—d'/a
.4, J <71/

- л
6

.. ՝ 1 г r, да .
N,i = a„- gMo,7 - — | a3«w — <Лл

'-Л
Л

l<, = w/ + — i ’>«» ֊■ a,; = ։ ■ 2.3)

— 6

где g,։i - символ Кронекера.
5. Для полного определения перемещений и электромагнитного поля ч 

оболочке, как видно из (2.3), необходимо иметь значения компонент инду
цированного магнитного поля на поверхностях, ограничивающих оболочку. 
Поэтому уравнения (2.3) необходимо рассматривать совместно с уравне
ниями Максвелла для вакуума (1.5) при следующих граничных условиях 
на поверх •юсти раздела двух сред:

e'r\— e, h" = /i при сс3 - ± Л (3.1)

I огда задача определения компонент электромагнитного поля в среде, окру
жающей оболочку, приводится к решению уравнений (1.5) с условиям.։ 
(3 И. а также \ч ловлями затухания возмущений на бесконечности в о։5ла- 
сгн и условиями ограниченности В области :1,

Введением потенциальных функций Фп ' посредством

Л11^ — grachbo՜1 (3.2)

определение А՛՝ приводится к решению следующих задач Неймана в 
областях I >-а | > Л

О

оф},"
(3.3)

֊/(7։, t) 
h

Решение задач (3.3) представляется в виде [6|

?г.

Фо
2. |п 1 г1~ И COS&Q

г։ 1 — cos 0о
/(;, f,, /) sin \d\d /։ (3.4)

о
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< = ЛгА [ 1 |П 1 + г;-ъсоя00 |/(;> Т1> 0 ։.п (3 5)
0 0

где

Г{ = 1 — 1 ~ 2\ 1 с°5 б(|. 4=14 7? — 27а СО8 %

СО.Ч 0л - СОЯ ; СОЯ х։ — 51В ; 81П Хх СОЯ (■< — \>)

1 ֊ аа/Я

1 А/Я
1 4- Яд/А*
I —А/А

Из (3.2) в силу (3.4) и (3.5) найдем

где

/4__ АГ _ААА’
2 А А А1д֊х1

1п-!п .АЛА'
2А Н А9дл,

(3.6)

/(;, т„ /) я*:п ; <Г,(1 \

г~ — '2 (1 — сок 0о)

Подставляя (3.6) в систему (2.3). получим замкнутую систему уравне
ний относительно искомых функций («, V, <|, ф. /) задачи. Таким обра
зом, трехмерная задача магнитоупругости сферической оболочки свелась к 
решению двумерной системы сингулярных интегро-дифференциальных урав
нений.

4. Рассмотрим задачу магнитоуиругих колебаний замкнутой сфериче

ской оболочки в неоднородном магнитном иоле /Л(сс։). вектор напряженно
сти которого перпендикулярен к недеформировдниой срединной повсрхн-- 

сги. Пока оболочка находится в невозмущенном состоянии, вектор Н^, ха
рактеризующий невозмущенное магнитное поле, определяется следующим 
образом:

Н. •• 
----------------

(1
(4.1)

удовлетворяющим уравнениям магнитостатики (1.1).
Здесь /7„ — величина вектора напряженности магнитного поля на сре

динной поверхности (а;—0), Я- — единичный вектор в направлении коор
динатной линии аз.

Подставляя (3.6). (4.1) в уравнения движения оболочки (2.3) и пре
небрегая тангенциальными составляющими сил инерции, получим полную 
систему разрешающих сингулярных интегро-дифференциальных уравнений 
относительно шести искомых функций (//. г. Д', ф, ф, /)
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-------------------- (А । 2) гр 
ЗЕ3дтх 

, (1 — ч՝):На

Ес

֊(1֊
1 д/ 1

А., От.. R

и 1 ди՝

՝. R Аг

I рЛ
А дт-..

А-.1 д
ЗЕ30т.{

//0 (/ / Е 1
с о/ ' ЗА А №.

/1 X 1 д/

с а1 \ ЗА А.: 6т

--■О

V 1 Оы

R \ R А..

(1 - у*) зНп 1 Оги ՝

Ес
- О

А-д

ЗЕ2 R
֊1^+ ։ 1-2)--
ЭЛ 

(1 у=) зЛ£я5 э ч 
—ЗЁ^—

Р(1-
Е

д։ы +
де

(4.2)

1 — (И..,)
ДА •

^А"/=о
с д{

1 <7/ 4п 
с

1 о/ 4՞
А.,дтл с

: А 
с (Л I Л

R 1 дГ

/? А
= 0

+А±^’ = оЛ А'А
Решения приведенных уравнений должны удовлетворять 

прерывности и однозначности на сфере.
Приведем основные уравнения задачи к удобному виду, 

целью функции Ф (

условиям не-

Вводя с этой
я5, Х-, 0 и Ф'(’1> Зг> '> пососдством

ф
/1։А

/֊(А?)
<7а։

^/1,4

4' х -1
А/г

Г(/1 ֊И/Ч 

(7йл

(4.3)

из уравнений (- _) после некоторых преобразований получим систему урав
нений относительно (0, /, и՝. Ф, '1՛՜. / )

(Д +1-7)0 1

R \ЗА:
Л* . .—■ А — 1 — у (Д ?-2)

Лн^1.

(-£-4-
\ЗА5

ч*
с д/ \ А’

1---------и՝
ЗЕ2

(4.4)

R
-----(А — 1 — у) (Д — 2) ш —
ЗА*

1 о:и՝ -К'Нп д _ 
^"3?՜ Ь 3֊,с,с1К'дГ
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ДЧ‘ _ !^= + * +Л, _ о
С3 <?/ Л СЯ (Нй \ Л? /

(Д- 2) / = 0. Ф —°~ = о, •Г}-1-^=0 (4.5)

У <74“\, = 0
<~0

с 01 с д!

где с0 - [£/•>(] ■ - скорость звука в материале оболочки

2։
֊1 
2-?

о

1 .
— <п
2

՛„ I) з։п

Любопытно эт.метить, что в силу (4.3) для определения (0. и.՛, ՝Г) по
лучили систему (4.4), не содержащую остальные неизвестные функции 
(X. 4’, /), которые должны определяться из системы (4.5).

Решения уравнении (4.4) пред։ ,'лвим в виде разложения

ФСч. а». о - <-хр (о)0 У <Л(5;. •»«)
я-1

(4.6)
(2'1 ( . (^«л соз к 2 г Век з։п Ак?) (соз ?.)

к-о

где 0 любая из функций (0, ха, ՝!'), <м частота колебаний, Х1„^ и 
Впк — коэффициенты Фурье, определяемые формулами

22) /71 (сох 7։) соз Авозт

(соз 7։) 32П Аа._. зт

2 при
1 при

г.4, . м ,чЛ2б/‘Жх)
I ֊ (1 ֊ Л'՜) ---------у-

1
7тН՜ “7К*7“ 01 полиномы Лежандра.
2 п! <!х

Подставляя (4.6) в систему уравнений (4.4). для определения частоты 
колебаний получим следующее характеристическое уравнение: У

(4.7)
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где

-о Д>- - /,г2О2<7о=1, 9։ -ДГ/— Зс2„А։ г 1 ,|| ” ('л 2)0,1 1

6Я։(1 + V)

ЗОпг(/„- 1 } V) №1«-2)

/Л Ас -- п(п + 1)

/֊, R /О 1 ч 4“ = Л [/.{- I „ -|- —— (2п 1), "0 • -,0
2 А с

л _ А/о да 7 л ,2 л -
Д = -.-֊- > >% — ---- ’ ---  — /> ‘ — --------------

1> <2„ £ 3/?2(1 -Ь

& = , 1+г8°՞ 1)8
-'я 7о^Сл"

Здесь у.. — удельный вес материала оболочки. £ — ускорение силы тяжести, 
12<. — частота собственных колебании сферической оболочки в вакууме при 
отсутствии магнитного поля, безразмерные параметры <У0 и |3„ характеризу
ют электропроводность материала оболочки и напряженность внешнего 
магнитного поля соответственно, У.\ скорость распространения электро
магнитных волн Алырвена.

При п I уравнение (4.7) становится квадратным и имеет решение

м = -4(1- |Т^7) (4.8)

где

" /ДАс \ + I -г՛*/ 1 • Зс֊(1 -Ч

1 ; Г*

Из (4.8) следует, 
тельный характер 
баянй.

Приведем чи< генный анализ зависимости характеристик колебаний 
(частоты колебаний и коэффикиента затухания) от напряженности внешне
го магнитного поля и олектронроводн«ти материала оболочки при 
=0.01, п-1,2, 3.4.

Результаты численных решений уравнении (4.7) и (4.8) для медной 
оболочки призе лены на фиг. 2. 3, а для цинковой оболочки на фиг. 4, 5.

На этих фигурах представлены графики зависимости частоты упругих 
колебаний (1пк>1.) и коэффициента затухания (Ие(Ог) от параметра

и^гс" \ 1 — х/ Зсл’(1 ՝А|

что если х7> I. го затухание возмущений имеет колеба- 
В противном случае возмущения затухают без коле-
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• 10Ид/йо (аи ~ скорость звука в случае медной оболочки),, харак
теризующего напряженность заданного магнитного ноля.

Фиг. 2 и 4 показывают, что при возрастании напряженности магнитно
го поля частота колебаний вначале увеличивается, достигая максимума.
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после чего начинает уменьшаться я принимает значение нуль для опреде
ленного р. Значение р. при котором 1ш(ш.)=0. монотонно уменьшается 
при возрастании п (л—число воли по направлению (Х|).

Имея в виду, что при о֊0 1П№- 1 (или нулю при п=1) и сравни» 
■вая фиг. 2 и 4.заключаем. 1то частота колебаний как функция от электро
проводности материала оболочки может принимать максимальное значение 
в интервале (0<Со<2®э) Причем расположение точки максимума суще
ственно зависят от напряженности магнитного поля и от числа волн П.

Кривые, приведенные на фиг. 3 и 5. показывают, что зависимость коэф
фициента затухания (йеш;) от напряженности заданного магнитного поля 
и электропроводности материала оболочки также имеет экстремальный ха
рактер.

Институт механики АН
Армянской ССР Посгуиил.1 4 VI 1976

Դ. Ь. ՈԱՂԴԱԱ1Ա’5ԱՆ. «I ճ ՈԿՐՏՉՅԱՆ

ԲԱՐԱԿ ԳՆԴԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ 1րԱԴՆԻ11Ա- 
Ա1ՒԱԼ»ԴԱԿԱՆ1||'Ր-?.ԱՆ ճԱՎԱՍԱՐՈ 1’1Ո.1յՐԻ 1ՈԱ1ՒՆ

11. մ փ и փ и I մ

1Լ<ի»ատանրում րարակ մարմինների մ աղնիսաարէաձւյականության հիպո* 
//և ղն է։ ր ի Հիման վրա ղՆւյսւյին թաղանթների մաղնիսաաոաձղականությւււն 
եռաչափ իէնղիրր րերվոէմ Լ երկչափի. որր (աոյես Հեչ ւո այյնու մ Լ նշված 
11 ա ղ ա ն թ ների մա ղնի ս ա ա ո աձ ղու կ անո ւթյ ա և •' ար քք երի ու IIում ն ա սիր ու թ յւս նր I

Ստացված Հավասարումների ՛իման վրա • ետաղոտվում I, տւիա} մւա/- 
նիոական ղաշտի ինտենսիվության և թաղանթի նյութի աղււր><ա1քա)ււււք1 յան
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աղղհցությունր թաղանթի աոաձղական tn աա ան ամն եր ի րնուլթի Հք"" • ^’I'P 
մ ա ղն ի ո ա 1/ ան ղաշտի լարվածութ յան վ եկա որր ուղղված Լ թաղանթի միջին 
մ ակհրեոէ ւթ ի նորմ ալով է
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ON EQUATIONS OF MAGNE'i OELASTICITV 
OF THIN SPHERICAL SHELLS

G. E. BAGDAS ARIAN. 1* iK<TCH: \N

5 ii n: n: a • v

On the basis of hypot«? •: <ii thin body in gneioelasticity the 
three-dimensional problem o'' :r. :gnete-mstu-.ltv of xp'ic :a! «.hells is 

■ ic i to a two- isi > . J < ne. t,Wi I toll . . Ing •՛՛- ...Ml'՛-. th? fn- 
vesiigatioi: of Ike n.i'.ueloeL.siiclIy ]՝• .4c i< >f shells under con
sider ^tibn.

By means of the two-dimensional equations obtained the influence 
of both the shell material's t'ecli cvovductivit ..nJ the given magnetic 
field intensity upon the mode of elastic vibration of the shell is stu
died for the case of thi • ..dial magnetic field effect.

JI II T E P A T .v I» A

1. .-I Jtödpyy.uuit C. A.. fauactpxH F. E., 5c.lij6c.viWi M- B, K Tpe.XMrpHi»’։ aa.'bvie awrHiiTü- 
vjtpynix KOArtMHini u•.acniHKii HMM. I '7 1, r 3՜։. iibiri 2

2. .•j.Hyapyi/.UÄM C. .1.. /7m.uir<i,9XH Î՜. E.. V ß K m.«i Hinr.yiipyrocTH t<m«khx
ouoaohck. HMM. 1973, 37. nbir. I.

J. O.4W J. 7՜ M.-xaHiiK« i . j'-.i. a 1. ,\i . . I.;՛, i: . ;70. rip. 297 -295.
Հ ro.H'.u։a«c։Ï3cp .4. .1 Teupan ynpyruÿ ..uik.^x irttaAo'lvtu M. Fttcr&cwaan-t, 195 J, 

C7P. 33—36
5. .-IxGapyi/JiK» C A iJ'.'in.։:։ n opii,։ .iHiiauTpuilHirx ööoaoh'-m. ?•՛!.. ! 197-1. crp. Iß.
0. i\OUt.tnKOS H. ('... I'.utncp 3. 5 . C.vuphuu M M. yp.Ultli IHIH B «idCTHIiX UpOII'JUDAKbiX 

MOTCuaTit'uCWH qmbJiKM. M.. iiik:i-.,», 1970. exp 343 346.
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M H БЕЛУБЕКЯН

К ЗАДАЧЕ КОЛЕБАНИИ ЭЛЕК ТРОПРОВОДЯЩЕЙ 
ПЛАСТИНКИ В ПРОДОЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Применение гипотгл Кирхгоф.» в «адачах маг и ։ rnyitpyi их колебании 
пластинки хотя и приводит к некоторым упрощениям. однако не позволяет 
делать общие выводы для достаточно широкого класса задач. Необходи
мость дальнейших упрощений привела к исследованию задач магии гоупру- 
гкх колебаний пластинки с использованием дополнительных допущений: 
модем, идеально пронодящей пластинки [1], гипотеза магиигоунругости 
тонких тел | 2]. пренебрежение токами смещения как И пластинке, так и м 
среде, окружающей пластинку [5|. Приведенные ссылки выбраны из об
ширной литературы по этим вопросам [4] как наиболее характерные.

В настоящей работе, на основе решения частной задачи магнитоупру
гих колебаний, исследуются вопросы применимости указанных дополнитель
ных допущен и»“». При этом выбор задачи бусловлсн как возможностью по
лучения достаточно обозримого точного решения (без использования до
полните чьи»»1.x упрощений), так и требованием сохранения возможно более 
■•бцкто характера, присущего задачам магнитоупругих колебании.

1. Бесконечная пластинка постоянной толщины 2/| помещена в постоян
ное магнитное поле II . вектор напряженности которого параллелен средин
ной плоскости пластинки. Упругие и электромагнитные свойства материала 
пластинки характеризуются жесткостью D. плотностью о. электропровод
ностью ст. Магнитная и диэлектрическая проницаемости пластинки и сре
ды. окружающ-н пластинку, принимаются равными единице.

Прямоугольная система координат (х. у. г) выбирается так. что коор
динатная плоскость (л. у) совпадает со срединной плоскостью пластинки. » 
наираилснис оси ох — с направлением вектора напряженности заданного 
магнитного полк

Основные допущения при ра. < мотреини задачи колебании такой пла
стинки следующие: гипотеза К »рхгофз: справедлииость линейных уравне
нии мигцитрупругос.п։ |2]; независимость колебаний пт координаты л— 
полны распространяются в плоскости (у. -՝).

При указанных предположениях уравнения электродинамики для инду- 
пи рои.» пней<՛ »л i -р «м »гни-н -H поля .. обл.» ։и, занимаемой пластинкой 
(I՝՜ I М. следующие:

f/h 4~з / /Д, t.fw 1 i>e. ՛'•՝,
«= ( Г— — •

di <’ ՝ Г Ш / Г Ot VIJ <>•

_()hk 4*з / //, , tru^

Oy C \ C Oy/Jt ՛ c di (fy

г dt
(E1)

= 4^ • 9



К задаче колебаний э.м-к гропррводящим :лл'.тинкч 4S

Здесь ^(у, 0֊ прогиб пластинки, ՛•՛■. —компонента возмущенного 
магнитного поля в направлении координаты х', еи, е: —компоненты воз
мущенного электрического поля соответственно в направлении координат 
ч н ֊՝. Остальные компоненты электромагнитного поля тождественно рав
ны нулю вследствие независимости колебаний от координаты х. Последнее 
уравнение из (1.1) служит для определения электрических зарядов ՝>, , 
возникающих в процессе колебаний.

Для среды, окружающей плас инку (|г| принимается справедлив 
зость уравнений электродинамики для вакуума

fi К У _1 <>с,^ à К՝' J А.-1 * * * * * * В/

I ><Ъ -2,> ) ■•U.)
А,< =՜ А, , е . — с., при z — — h

Условия (1.3) означаю непрерывность соответствующих компонент 
электромагнитного поля на поверхностях разрыва при справедливости при
нятой линеаризации |2|. На нормальную к поверхности разрыва компонен
ту электрического поля с. налагается никаких условий. Разрывы ком
поненты с, допустимы, так как в процессе колебаний может возникнуть 
распределение поверхностных электрических зарядов.

Существенное отличие рассматриваемой частной задачи магнитоупру- 
п։х колебаний от ранее рассмотренных частных задач (в продольном маг
нитном поле, когда колебания не зависят от кородинаты у [2]. в попереч
ном магнитном [51) заключается в том. что здесь электрические заряды 
действительно возникают.

Отмстим, что для задач, рассмотренных в [2]. [51. выполняются усло- 
вня отсутствия электрических зарядов, полученных в |6| при справедли
вости линейных уравнений магнитоуиругости и гипотезы Кирхгофа.

Для компонен i возмущенного электромагнитного поля среды, окру
жающей пластинку, должны выполняться также условия затухания возму
щении на бесконечности, например.

—О при z -• , е'(;; — 0 при z-» — .-» (1-4)

В дайной задаче, согласно уравнениям (1.2). из выполнения условий 
затухания возмущений (1.4) для какой-нибудь компоненты, например. е,7.

с/г г г f ùy с fff

(hi'՝ _ ___ 1_ 4 (А֊՝:'1 п
с/// Ас <; оу ' .>:f J-

(z) (1). (21

(1.2)

Здесь индексы (I) г. (2) показывают принадлежность соответствую
щей компоненты возмущенного электромагнитного поля к областям <>՝й 
и £<—А’ соответственно. Последнее уравнение из (1.2) является следстви
ем остальных уравнений.

Уравнения (1.1) и (I?.) связаны общими граничными условиями на 
поверхностях пластинки

.՛ ! й1 । ։ ) /А,■ — h, , ev=ciy при 2 -֊ h 
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автоматически следует выполнен։։, условий затухания и для остальных 
компонент.

Задача нахождения возмущений электромагнитного поля—уравнения 
( 1.1). ( 1.2). условия ( 1.3). (1.4) — была бы полностью определенной. если 
бы было задано движение пластинки Д՝я данной задачи требуется знание 
только функции $'(}/. / )(следствие гипотезы Кирхгофа), поэтому необхо
димо к Приведенным уравнениям и условиям присоединить также уравне
ние движения пластинки

<>У

Записанные и правом части уравнения (1.5) сила и момент, обусловлен
ные взаимодействием электромагнитного поля с движущимся проводником, 
согласно | 2|. имеют вид

Приведенные выше уравнения и граничные условия полностью опреде
лят рассматриваемую задачу магнитоупругих колебаний пластинки.

2 Для поставленной в первом пункте задачи рассматривается решение 
следующего вида

<2 = <2о (•?) ехр /( -7 ку), и» = и-,ехр / (՛•>/ — ку) (2.1)
где через обозначена любая из компонент электромагнитного поля. 
(^о(г) подлежит определению удовлетворением уравнениям и граничным 
условиям задачи

Подставляя (2 1) в уравнения ( 1 1) и ( 1 2). решая получающиеся при 
атом обыкновенные дифференциальные уравнения и удовлетворяя усло
виям (1.3), (14). находим соответствующие для компонент возбужденного 
электромагнитного поля функции выраженные через Кг.
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Ло,' = —^ Л/Н^ехр (Л и- 2՝', 

С "'о

4х՝ = МН»ехр \ (/։ г)

Здесь верхний знак соответствует индексу (с) (1). нижний — 
(е) = (2),

+ ,;-а=-±

с* с՜ с*

-------- /1 (.£\ («2±*‘։Ь/, . ՛՛ е1»/1՝Г,(2.3)
I V \> (4к-5 - А») \ Г / \ V 70 /

М = | -^֊4֊ ей *Л —— 0 + —$Ь *Л ьй *>/» 4֊ — еК

Разность ео-. ~ при 2 ± Л дает плотность свободных поверх
ностных зарядов, возникающих в процессе колебаний.

Подставляя (2.1) с учетом (2.2) в уравнение движения пластинки 
(1.5), получим характеристическое уравнение, определяющее частоты ко
лебаний

ПЛ« - 2',/^ -- - 2Л — /Уо2 11 Г —— - — [ >/¥ 51։ >л ֊ 
С՝ 13 |

к- 1 у'՜ к‘ к2 к3 11
- -- ------ --  Л- — ^^h ей >Л - бй *Л)֊ - ֊- л՛֊' (2.4)

4" т ։\ч ч с ՜

Уравнение (2.4) является трансцендентным и его исследование в об
щем случае связано с большими трудностями.

Применяя модель идеально проводящей пластинки [1]. легко полу
чить, что правая часть уравнения движения пластинки (1.5) тождественно 
равна нулю. Однако в этом случае в правой части уравнения (1.5) необхо
димо учитывать также добавочные силы, вонзикающие вследствие появле
ния поверхностного тока, что ведет к разрыв) тензора Максвелла на по
верхностях 2 = ±Л.

Переходя в выражениях (2.2), (2 4) к пределу при а--оо, получим 
решение, совпадающее с решением на основе модели идеально проводящей 
пластинки. В частности, характеристическое уравнение будет иметь вид

/54'- 2;./,<»։ Н‘ (2.5)
'2-с-у0

Если задачу решать при условии пренебрежения соками смещения по 
сравнению с токами проводимости п уравнениях (1.1) и сравнить с реше
нном (2.2) и (2.4). то заметим, что такое упрощение эквивалентно условию 
|<в| <^4.чо. Это условие для пластин с обычной электропроводностью вы
полняется и принимается в дальнейшем.
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Если же задачу решать при условии пренебрежения соками смещения 
всюду хак п уравнениях (1.1). так и в уравнениях (1.2). то правая часть 
характеристического уравнения (2.4) скалывается равной нулю. Естествен
но. что для данной задачи такое упрощение не будет приемлемым, так как 
не учитывает взаимодействия пластинки с электромагнитным полем.

3. С целью упрощения выражений (2.2) и. следовательно, характери
стического уравнения (2 4) берется первый член разложений по 2 для вы
ражений (2.2). Такое приближение буле, справедливым при условии

Гг1/г I (3.1)

Нетрудно показать, что условие (3.1) выполняется для реальных элск- 
гроироводящих пластин, толщина которых на порядок больше межмолеку- 
\ярных расстояний и при ограничении 1. принятом в теории колеба

ний пластин. В этом смысле можно считать, что условие (3 I) согласуется 
усл свием 1. использованным при получении правой части уравнения 

движения пластинки (1.5).
В приближения (3.1). а также при пренебрежении токами смещения 

по сравнению с гокамя проводимости выражения (2.2) принимают вид

4-з/-ч.Л м ехр (Л - ±) 
со

/с'.','- ‘ //о^о <?хр (А а) (3.2)
СТО

4-ли»АА .
4- = • ՝ ֊/^-м^ехр \,(А ч-г)

со

С = 4.т5*г0А » /<•«

Харахтсри. гичеекое уравнение (2.4) приводится к виду

Ок1
С "О

(3.3)

Интересно отметить, что. несмотря на приближение (3.1). при а->-оо 
уравнение (3.3) совпадает с уравнением (2.5).

Принимая дополнительно условие ЛгЭ>ог/с2, уравнение (3.3) приведем 
х следующему безразмерному виду:

6;| । х (1 • 3) &г & 0 (3.4)

где

2’ 2*’, 
0 ’ 2?А

Н1 Аг.-ЛЬ
А-^.-кЬ1 *

Численные результаты показывают, что частота колебаний пластинки
(1гп0) при а>1 что заведомо выполняется для хорошо проводящих мате
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риалов, слабо зависит от а и ее можно вычислить для случая а-’֊оо(а֊^оо). 
Коэффициент затухания (—РеО) с увеличением напряженности магнитно
го поля (с увеличением |3) увеличивается, достигая максимума при опре
деленном значении |л затем уменьшается и в пределе стремится к нулю 
при В-'-'Эо. В табл. 1 приводятся некоторые значения безразмерных коэф
фициентов затухания и частоты колебаний пластинки при 0^1.

Таблице. '

X Е<-0 հո ՛>

0 0 1
0.01 0.01)5 1
0.1 ֊•0.05 0.99<>

!0 -0.0125 0.7074
100 0.707!

оз 0 0.7071

4. Решение задач колебаний пластинки значительно упрощается при
менением гипотезы магнитоупругости тонких тел [2|. Для частной задачи 
колебаний пластинки в продольном магнитном поле, рассматриваемой в на
стоящей работе, применение указанных гипотез означает, что. наряду с ги
потезой Кирхгофа, предполагается неизменность продольной компоненты 
возбужденного электрического ноля по толщине пластинки

Դ И У» О при խ|Հ/յ (4.1)

Используя (4.1) в уравнениях (1.1) и осредняя их по толщине пластин
ки так, как это делается в [2], получим

Ош __ с_ Л у — Кх 
с о( 4-3 2 Л

- ձ!_ճ 1Ճ3 ( н՝՝1
2 ՜* с \' с 01/

с ծ / /Հ 4- Л՜) _ ^2., _ Հ4> „ հ,Հա՛ 
л.-зОу 2 ) а у' “с ՜ йу-сН

(4-2)

Здесь токи смещения пренебрежены по сравнению с токами про

водимости, /։х , кх значения компоненты Лл при г ֊ />, подлежа
щей определению в ходе решения задачи.

Подстановкой (4.2) в (1.5) с учетом (1.6) уравнение движения пла
стинки приведется к виду

/> ֊֊ + 2?Л — - - —°֊ (/,. _ /,֊ > (4.3)
г?у‘ (№ 4-
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Рассматривая (4.2) и (4.3) совместно < уравнениями электродинамики 
для вакуума и граничными условиями ( 1.3) и (14) и представляя искомыт 
функции в виде (2.1). четко получить решение задачи. Указанное решение 
и точности roB!»<i,iaei с выражениями для компонент электромагнитного по- 
ля (3.2) и характеристическим уравнением (3.3) Это обстоятельство еще 
рал указывает. что гипотеза магни гоуяругосгн гонких тел справедлива ֊.. 
точностью | V՜' | !1 ~ <S I.

В работе |8! пред?ок«ны допущения о характере изменения электро
магнитного поля а вакууме вблизи от поверхностей пластинки <~±А. ко
торые в сочетаний с гипотезами ма։ ни .«»упругости тонких тел еще более 
) прощаю. решение задачи млгнн’.оуиругик хслебаний. Эти. допущения для 
данной задачи следующий:

А?’՜ /։՛,՛՛(/;, !' при /?•-..</.՛ >■
ч , (4.4!

Л. — /о՜’ (у. / '< при h — > z —и

<։'(Л ■•) <,’*(*). (֊ h- I)

re / - не:- ■.on.- и характерный размер (« частности, длина riOAVBOABb 
18J).

Исключая компоненту ■•'Л՜ из уравнении ( 1.2). осрсдняя получении! 
уравнения по толщине/. [8] и используя граничные условия (1.3). найдел

•'Аб/ I <>"Л. 1 </'■ «’/г, 1 1 д'/ 45
А А'՜ ՛ ՛■ 1/1 0уй С‘ Ок' :с С1!

Ургйисиия (4.3) совместно с уравнениями (4.2) полностью замыкаю: 
У].-а:.иепи>.՝ зада н՛, м?.'•нитоупругих колебания.

Исключая функцию ф из (4.2) и (4.5). рассматриваемую задачу при 
ведем к решению следующем

2(>А^
ду* (Н՝

0^.1 1

ну- с: д/г

Представляя функции <1 
ляющее час готы колебаний.

1Л'
с-

системы ураниении-

—-Ф, (Ф֊/.<- ЛГ)
4֊

<4.(
2 .• _ Н(, г/"-у с </Ф \

/с ' t (И՜ Znzh (К )

и й киле (2.1) получим уравнение, опреде

2А: -
2-Л«։>՝ - -֊г. . -—5֊-------(4.

Ура֊энение (4.8) совпадает г уравнением (3 3). если принят 
I = V՜1, что при пренебрежении с՜ по сравнению с эквивалентн 

равенству X к ՛.
Таким образом, допущения (4.4) в сочетании с гипотезой магните 

упругости тонких тел приводят к решению системы двух уравнений с дв; 
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мя неизвестными (4.6). где за харакгерный размер Л следует принять яли
ку полуволны.

Это обстоятельство позволяет решать задачу магнитоупругих колеба
нии также ял;: пластин с конечными размерами. В этом случае решения 
системы (4.6) должны удовлетворять граничным условиям на горцах пла
стинки как для прогибай гак и для функции Ф.

В частности. для жестко-защемленного либо шарнирно-опертого края 
мчжио принять Ф~0, так как решение задачи бесконечной пластинки по
казывает. что компонента h. прямо пропорциональна производной по I.

Рассмотрим для примера колебания пластинки шириной 2а(— 
’֊֊>>:) с Шарнирно-опертыми краями. Длина пластинки произвольна, так как 

Гребани я не зависят от координаты х (цилиндрический изгиб).
Граничные условия принимаются в следующем виде:

«•(а) - w (—л) О» Ф(а) Ф(—а) О
(4.8) 

Р-и'(а)  Q-w (— а)

''/Г Оу-

Система уравнений (4.6) при граничных условиях (4.8) имеет решения 
. ’--дующего вида:

w — w։ (7) sin , ф — ф։ (/) sjn (гп — 1, 2....) (4.9)
а и

Следователь^ . для характерного размера л необходимо принять (/. зави
сит от длины волны)

/■„, — а:[гп~) (т = 1, 2, ...)

В ՝ом случае уравнение, определяющее частоты колебаний для каждой 
волны при условии <о-/с:<^Лг, приводится к ВИД}

I VU* 7. О (4.10)

где

■ л _ Ai’m , D !m“՝Y alii,___ ~ 4“-shm
Г "" '2yh \ a • ’4r.9yc՝mh *т a‘-4«

Уравнение (4.10) отличается от характеристического уравнения (3.4) 
для бесконечной пластинки тем. что волновые числа (А՜) принимают опре
деленные дискретные значения.

Институт механики АН
Армянской ССР Поступила 15 VI 1976

4 И ч'еспы АН Армянской ССР, ХЬа.1»։нк.ч, .V? 5
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ւր. վ. рщпьпьмзаъ

ԻՐԿԱԱՆԱհԱՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ Դ1).ՇՏ111>11' 1;1.Ն«ւՏՐ».ՀԱՂՈՐԴԽ<> 
ՍԱԼԻ ՏԱՏԱՆՈԻՍՆԱՐԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ и ւ|» ո ւ Ա՛

7'/»աարկվում Լ վերջավոր Լլեկարահադորդականութ յուն ունեցող անվերջ 
սալի տատանումների մադնիսաառաձդա՝կանության խնդիրը երկայնական 
մադնիսական դաշտի աէէկայոէթյան դեւդրում ։ Խնդրի լուծումը բերվում Լ այն 
դեպրի Համար, երբ ալիբհերյւ տարածվում են մադնիոական դաշտի լարվա
ծության վեկտորին ուդդահտ յար հարթությունում:

(քննարկվում /, մ ադնիսաառաձդականութ յան խնդիրների լուծման համար 
օդաադործվող տարրեր մոտավորությունների մչսւությո:նր: ('երվում է; եղրե~ 
րով հո դա կապ որ են հենված ոայի մ ագնի սաաոաձդական սւաւոան/սմների 
խնդրի յ ածումը:

ON THE VIBRATION PROBLEM FOR AN ELECTROCONDUCTING 
PI.ATE IN THE LONGITUDINAL MAGNETIC FIELD

M. V. BELUBEKIAN

S u in m a г у

The magnetoelastic vibration problem for an infinite plate with 
finite electric conductivity in the presence of the longitudial magnetic 
field is considered. The solution of the problem is given for the case 
where waves propagate in the plane perpendicular to the magnetic 
field vector.

Accuracy of different approximations used in solving magneto
elastic problems is discussed. The approach to .solving the problem for 
the case of plates with finite dimentions is given.
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В. В. МЛДОРСКИН. Ю. Л. УСТИНОВ

СИММЕТРИЧНЫМ КОЛЕБАНИЯ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ПЛАСТИН

Применение в акустике пьезоэлектрических пластин и оболочек, рабо- 
тающих в широком диапазоне частот, требует решения пространственных 
задач электроупругости. Как известно из классической теории упругости 
'1. 2]. одни из Основных этапов нестроения таких решений связан с опре
делением корней соответствующих дисперсионных уравнений. Так в рабо- 

■е [31 было получено дисперсионное уравнение для стационарных волн в 
плоской пьезопэлупроводииковой пластине, лицевые поверхности которой 
иг электродированы и свободны от внешних условий, а сама пластина по
мещена в вакуум. Путем приближенного решения дисперсионного уравне
ния найдены заниспмости фазовой скорости от частоты для первых двух 
нижайших мод. Аналогичная задача о распространении поперечных ультра
звуковых волн была рассмотрена в |4|. Для круглого пьезоактнвного вол
новода вещественные корни дисперсионного уравнения для нормальных 
воли осесимметричного типа исследованы в |5|.

В настоящей работе проводи гея численный и качественный анализ ве
щественных и комплексных корней дисперсионного уравнения для симмет
ричных колебаний пьезоэлектрической пластины, поляризованной по тол
щине, лицевые поверхности которой покрыты электродами ьггкпирчиг. ма
лой толщины и электроды закорочены. Для малых частот г помощью тео
рии Возмущений получены аналитические разложения корней. Для боль
ших частот корни исследованы на ЭВМ

I. Рассмотрим пластину толщиной 2А. длиной 1а. Введем прямоуголь
ную систему координат (х,, х֊. х ), причем ось ох совпадает с направле
нием оси поляризации. Основываясь на соотношениях [2], уравнения коле
баний пьезЪ.чластнвы и плоскости х,ох, можно записать в следующем виде:

оТп . дТи л (----“ | « гл.,-М։ — о 
()х1 <->х3

°֊г֊՝՝֊֊ ^‘и, о (1.1)
дх3 дх3

"Л ^21 = о
г/.х1 с/х3

где Г,л, и,, Д—компоненты напряжения, механического смещения, 
электрической индукции, соответственно, р- плотность, ы частота.

Линейные пьезоэлектрические уравнения для пьезоэлектрического ма
териала класса Сби имеют вид:
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Здесь ст„ упругие постоянные

- Out dux dv
G1 = cu — -C։3—- ем ц—՛

^•3

T,= cJ O-> <y> 1 I- udxl 1Jdx3

... dux <^«3 d'i
‘ 3J — CX3 e3A

0*3

и матричном обозначении, е,пп—пьс-

A 1։Ux։ dx,)
d’i

ол dux Oil,
= e3« T~dxy Ox3

(1.2)
<>хя

Лз
/ди. dn.\

=: c՜։։ ( 3------------- )
\</x։1 dx} ' ‘ e’5 л

зоконстанты, '-тп диэлектрические проницаемости, ? потенциал 
электрического ноля, связанный с вектором напряженности соотно
шением Е —grad 7. Будем считать, что на лицевых поверхностях 
пластины при х, = А заданы следующие граничные условия:

Л-з-0, ? = 0 (7 = 1,3) (1.3)

Для получения дисперсионного уравнения симметричных колебаний пьезо
электрической пластины необходимо решить систему уравнений (1.1) 
совместно с граничными условиями (1.3).

Введем безразмерные координаты и величины по формулам

= с = ։ = Д 2_„А-(/2_
и п а I с<4

Запишем решение системы уравнении (1.1) для продольных нормальных 
волн з следующем виде:

3 /p-2-М
«I - V1G)$(O = « \ AM.ch(3,<)e 

г—I

3
«а = (•) Ф (’) = Ja S е՛ sh (?/ ՝) с (1.4)

/г-1

з у(^.аЛ]
? = V, G) Ф G У - ja V Ai sh (3f \)е

I— J

где A.— произвольные постоянные, °. корпи бикубического урав
нения

- Р? 4- Qg2 + R = 0 (1.5)

Р NJ2- NX-t Q ֊/;/֊>< D^֊\ D.A

R = (Cx21 - C/22»8 + )

= CU * гм “t՜ А с1гзз'^'

•У: ~ [C;u (c'n֊33 г С]|-и 1 4՜ r33 (е3. 1 !3 4՜ 2c,1; (е31еЛ, I

' г1:гзз) B-io eM՝ ~՜ г1Узз]' ^’ ~
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Д: = <44 [(с.а т сп) £эз — (с44 4՜ саз) -з։ -| (ез1 -г 2'?։5։?зз]|՛ С

Ъ ~ [<’и (с'л-зз ■ си (С33£1! Т СЪ'П “>Ги (Г4ГИ

+ «з։^ + е?5]/6’’ = I (Сп - С«) 5ц 4֊ *?$] <-44/

С3 = <О1 (С4'Г։1 4՜ 6 ~ С44 (-злсзл ^зз)

_ (СИ 4՜ С։а) (г33^/ 511а‘) Г՜ (®31 4՜ в։5) (вз3?? е13^՜։
* ~ (<-*41 4- С։з) (е33^ — е։.-г) - (ез։ — е15) (с33^- 4 Сц’--*՛ - с4|а2)

А____ (с44 4- с1Э) е,- + (еЭ1 4- е>5) ;
с„(224-??)֊֊с„*г ’

Подстановка (1.4) в граничные условия (1.3) с учетом (1.2) приводит к 
системе линейных однородных алгебраических уравнений для /Ь. Необхо
димым и достаточным условием существования решения этом системы яв
ляется равенство нулю ее детерминанта

а։ сЬ

6։ бЬ
бй В։

а;.сЬ82 а3сЬ£3

625Й^ 6аяЬ?3

5Й б11 ̂ 3
- 0 (1.6)

где

а. = (— с։зЛ,- а- 4՜ с33е{ 4- взз) = <*44 (/'*• ??-^е։)

Уравнение (1.6) можно записать в виде

3
2М,сП)?Л = О (1.7)

л-1

Уравнение (1.7) есть дисперсионное уравнение для симметричных колеба
нии пьезоэлектрической пластины. В классической теории упругости они 
известно как уравнение Релея-Лэмба, корпи которого определяют связь 
между частотой <-2 и волновым числом и. Для фиксированного 12 уравне
ние (1.7) имеет счетное множество корней, каждый из которых определят 
точку на плоскости <2(а).

2. Разобьем предварительно корни уравнения (1.7) па две группы: ве
щественные и комплексные. Остановимся вначале на исследовании пове
дения вещественных корней при малых 12 и а. Поскольку а--О является 
двухкратной точкой спектра при <֊2 С, разложим а:. С'>:(^) в ряд по степе
ням £2։

.?.= = /22՞ . . -

<>*('.) 2Х"+՛” К 2,3)

Подстановка (2.1) в (1.1—1.4) приводит к некоторой рекурентной систе
ме. после интегрирования которой получаем
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֊ сл, = ^'! ֊ о

С33 2 <՝33

_. .£н£з з„>0

<чЛ <?з

Ц1* О (2.2)

Здесь с, произвольная постоянная, которую можно считать, например, 
равной I.

Из формул (2.1) и (2.2) видно, что в окрестности точки (0.0) суще-
I г ну ют два вещественных корня

(2.3)

ьмтпрые определяют первую дисперсионную кривую на фиг. 1. При уве- 
о

личснии частоты фазовая скорость Г — этой дисперсионной ветви ne
at

шественных корней стремится сверху к фазовой скорости поверхностной 
волны Рслея. Гак для материала Ц ГС-19 она равна 1.06.

Начало остальных дисперсионных кривых определяется из условия 
а - 0. Как показано в Гб], в этом случае определитель граничных условий 
(1.6) распадается на два транспенден। ных уравнения;

sin 2 = 0,
е ’ 2о 6,1 г',!2 

tg— =--5 b

Ь =
c4i-;w
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Эти два набора корней и определяют начальные точки 'вещественных кри
вых на оси £2.

Теперь нам необходимо рассмотреть комплексные корни <Хп = 2г։-|- 
-г/’уг.. Точки пересечения комплексных ветвей с плоскостью £2=0 могут 
быть найдены простым приравниванием £2 —0 в уравнениях (1.5), (1.6). 
При этом оказалось, что в верхней полуплоскости существуют три ветви 
комплексных корней. Первая ветвь совпадает с мнимой осью, при этом 
асимптотические значения корней для материалов типа ЦТС и РИТ сле
дующие:

•хл = -^֊ (л-1,2,...) (2.4)

(3 \э
— ) - вещественный корень уравнения (1.5) при Р = 0.

Для материалов системы ЦТС мнимые кирш: также можно определить 
по формуле

Ошибка пр։։ этом не превышает 3%.
Две другие ветви симметричны относительно мнимой оси. Положение 

правой ветви описывается следующей формулой:

В (2.5) 02 ' ՝— ֊ А:, /Л2 — корень бикубического уравнения (1.5)
я

при ֊ -0, лежащий в первом квадранте, Мл — 7».,). Формулы
(2.4) и (2.5) уже при п = ! определяют значения корней с погреш
ностью, не превышающей 2° 0.

Можно определить аналитические выражения комплексных я мнимых 
корней для ма\ых частот. Воспользуемся для этого методом возмущения 
[7]. Считая, что величина 12՜ является достаточно малой, разложим по сте
пеням этой величины корни уравнения (1-5) и корни /... <л. Ул — диспер
сионного уравнения. После некоторых преобразований получим формулу 
для мнимых корней
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и систему двух уравнений относительно < . у. для комплексных корней

(А‘ - к-) И; - .у՛) ֊ 4А։<.гяу, /ДГ г; - />֊

À-,<■(.-; </;) ։*» 4’U^, &'J’ г,р.

,v/; Ш’ + с.
■՛ ’ з/- ыр Т>~ {/ 1։ '2, 3>

(2.7)

Пг>д» ran\яя Конкретные значения модулей 
л in. s.ip.iK։v,i поведения комплексных и мнимых 
ЦТС-1У

керамики можно опреде-
Хорнси |рн малых Q. Дли

,('-•) 3.3611 ОЛЮЗ

/.(֊’) 6.72(1 0.00081-’»

г/,’1-/ ?.(»'2(1 0.06 2)

1.18(1 0.07'-’’)

1.798(1 (I.DO55 2») (2.8):

//.С-) 4.’)? ( 1 0.01 (-2‘)

Из (2.8) пндно. что величины * (£2). {/-(12) с \абп зависят от часто- 
на. I Г.ниму пан малых частотах ни могут бн.ь л прок ими(лван1.1 корня
ми ил уравнений (2 4) и (2.5)

Поведение к индексных ветвей вблизи плоскостей 1։Па = 0 или Рса=0 
может быть исследовано с помощью теоремы Оно [8]: каждый минимум и 
максимум вещественных или мнимых вс гаси в (2. х) или (12. у) плоско- 
с 1Я.х. соответственно, есть точки пересечения с комплексными ветвями. Та
ким образом, когда начальные и конечные точки комплексных, мнимых и 
вещественных .ветвей определены, все веган .мету- быть рассчитаны и лю
ба я часть спектра может быть построена.

3. На фиг. 1 изображены дисперсионные кривые для пьеэохсрамнкй 
ЦТС-19, полученные численным решением уравнения (1.5). (1.6). Веще- 

। сенные и чисчо мнимые значения <Х нанесены сплошными линиями, при
чем чисто мнимые корни отложены слева от начала координат. Действи
тельные и мнимые части комплексных ветвей нанесены прерывистыми ли
ниями. при этом ось ОХ является осью действительных значении а. а ось 
ОУ—мнимых Значений «. По .си ОХ отложены значения безразмерной 
частоты 1).

11։ фиг. I ВИДНО, что При МАЛЫХ частотах (*.?<2) КорНН V |»<1ННГ11МЯ 
( 1.7) хорошо апрохСимируются их асимп готическими значениями из фор
мул (2.3) и (2.8). которые на фигуре обозначены штрпх֊пунктнрпымн ли
ниями. причем частотная >блл. тп применимости -»тих формул для мнимых 
и комплексных корней быстро увеличивается с нозраеганием порядкового 
номера корня.'

Необходим! »тмсгнть. чт<> вещее тпенныс и комплексные лис не (к* ион
ные криныс для пьезоэлектрических магерналоа качественно нс отличают
ся относительно аналогичных нетнен для изотропных материала։։ [9]. но 
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смещены на малую величину, зависящую от констант пьезокерамики. Одна
ко. появление почти вертикальной ветви, соответствующей чисто мнимым 
корням, можно объяснить только пьезоэлектрической связью.

На осно:՜ дисперсионных кривых для каждого Q можно определить 
(разовые и групповые скорости распространения возмущении в плоском 
пили՛ .:оде, причем последняя, как известно, характеризует перенос энергии, 
расе ентать упругие и пьезоэлектрические модуля керамики. Также диспер
сионные кривые могут быть использованы для изучения механизмов вну
треннего трения и измерения постоянных затухания дли данного материя- 
Л [9].

Модули пьезокерамики ЦТС-19 были взяты из | 10].

сЙ = 11.2 101<։֊.
ЛГ

си = 6.22

см = 10.6

с44 = 2.49

Рмтоискмй государственный
университет

о < к*31 = З-4 —

ЛГ

е„=15.1

е։5 = 9.45

4 " 82.747-10 10
м

նւ =-- 72.57

Поступила 10 III 1970

Վ. Վ. iriL'HH4li|l՛. Յու. Ա. й (՛ՍՏԻՆՈՎ

ՊհեԶՈԼՎենՏՐԱԿԱՆ IJII.I.bl'h UbUllSPl'«! ՏԱՏԱՆ11 hUl.bl'O

Ա մ փ n փ n I if

Աշիւասւանրում բհրված են (tum հաստության բևեռացված պի1պւէկ(եկւորա - 
կան սա(ի սիմետրիկ տատանումների ղիսպերսիոն հավասարման արմատների 
թվային և որակա՛կան վերյու ծաթյան ա (ttj յուն րն երր: Սայի երեսային մտկերե 
վ՚ոյիներր յիքվին ծածկված են անվեր? վէ»րր հաստությամբ էլեկտ ր ո էյն և (է ո վ 
և կյևկարողներր կարճեյյված ենւ Տրված '-հ հաճախականության համար 
3n'J!} արված երկու տեսակթ իրական ե կոմսքյերս սւրմատների ղսյությո։նր: 
^>nPP ՝• ‘ների հւսմա(< էյրէյոման աեսէէէթյան է)ւ/ն/ււթյամր ոտայյված են ար
գատների անա(իտիկ ւորւոէււ հա iuint-թinւննհ(>ր: Մեծ Զ -ների համար ա (t։ 1 tu tn- 
ներր ուսումնասիրված են իձՄ*ի էէրաւ

^'է/ային արէ(յււ։նրներր հՏՍ—1 ՛մ սե >(ն !. ա ո 1;լե կա րա.կ ան կերամիկայի հա
մար բերված են I -ին նկարում:
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SYMMETRIC VIBRATIONS OF PIEZOELECTRIC PLATES

V. V. MADORSKY. U. A. USTINOV

Summary

The results of numerical reseach of the dispersion equation for 
symmetric vibrations of a piezoelectric plate, poled in the thickness 
direction, are presented.

The faces of the plate are traction-free and completely coated with 
electrodes which are short-circuited.

Besides, real, imaginary, complex branches for low frequencies are 
investigated. The numerical results are given for ferroelectric ceramics 
UTC-19.
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Л \ ЧАХОЯН

ДЕФОРМАЦИИ ГИБКОГО ОГРАЖДЕНИЯ АППАРАТА
НА ВОЗДУШНОЙ ПОДУШКЕ ПРИ ИЗМЕНЕНИИ ДАВЛЕНИЯ

I. Аппараты на воздушной подушке (грузовые автомобили, суда) яв
ляются новым и перспективным транспортным средством. Обычная схема 
современных аппаратов на воздушной полушке (АВИ) дана на фиг. 1. 
Здесь: 1—корпус AB! I, 2—вентилятор. 3—ресивер. 4 воздушная иолуш- 
л.1, 5 гибкое ограждение. 6 экран [ 1].

I

Фиг. 1.

Среди различных проблем, связанных с проектированием и эксплуата
цией АВП. важное место занимает проблема их устойчивости и колебаний 
[2]. Так как при ее решении необходимо учитывать податливость гибкого 
ограждения, то возникает задача определения деформаций гибкого ограж
дения, вызываемых изменениями давлении в ресивере и подушке. Ниже 
рассматривается эта задача: прежде всего, определяется форма гибкого 
ограждения в равновесном п՛ ложен и и АВП. а затем находятся деформа
ция гибкого ограждения при изменении давления.

Будем считать, что даны размеры и с. а также полная длина дуги обо
лочки L (фиг. 2о) При расисте параметров. определяющих форму гибкого 
ограждения. ՛ гр; ж.кчш. рассматривается как циляндрнческдя безмомет 
ння нерастяжимая оболочка пес гибкого ограждения нс учитывается. При 
Лс-.М обоЛоЧКа .юралустся сопряжением двух круговых цилиндров различ
ных радиусов А', и А? . Границе между цилиндрами coothctcthvci образую
щая« в которой касательная плоскость горизонта чны (см. точку Л/). Дав
ление воздуха г ограждении обозначается через причем величина р( в 
равновесном положении ABII обозначена через р, ... а избыточное давление 
и равновесном п՛ ложгнии АВИ — через /’1и. Через р.. р։, и Л’обозначе
ны соответствующие величины для воздушной иодлшки, а через р (р; — 

Pjlipi Рл) коэффициент перепада давления между подушкой и реси
вером. Все рассуждения будут относиться к элементу оболочки, размер ко
торого вдоль образующей равен единице В общем случае внутри »лемен- 
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та действует давление р,. а внешнее давление имеет два значения—в пра
во։։ части давление р:. а и левой — атмосферное давление (рл) (фиг. 26).

2. Рассмотрим форму гибкого ограждения в равновесном состоянии 
АВП (когда р^>рх}, которая определяется четырьмя параметрами: 
радиусами правой и левой частей и Ь\л. а также углами а10 и а.л. 
Коэффициент давления в равновесном состоянии АВП будет 
Р (Рх Р.) (Р։о “ Р.) = Р&Рю-

Из теории безмоментных оболочек имеем связь между окружным нор
мальным напряжением о с давлением внутри элемента /■ и радиусом кри
визны Р

z = PR (2.1)

По условию сопряжения цилиндров напряжения слева ;i справа точки М 
равны, то есть

(р;0 Рл) R-j, =- Pai) Адо (2*2)

Вводя обозначения а0 — 1 — р0, с։ = / L, г5 = г Л. получим два։ 
уравнения для определения углов ։J0 и з.с

Ûo ( 1 cos 4 cos iJf> — 1 - с։ (J|O h Пи’-с) (2-3)
nf,sin з ֊, 4֊ sin x։ft - c: (з10 { 

в два уравнения, определяющие радиусы R,, и R}<>

A’jo "* Z Iajo Rn== üaZ,/('Xt0 u(4;o) (2*0
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3. При отклонениях от равновесного состояния АВП, когда в ресивере 
н а воздушной подушке приращения давления соответственно равны Др, и 
Лр;, коэффициент давления определяется

- Pi " Рл Ры + bPz
f) ” Ру- Ра ~ Pio + ДР»

л з линейном приближении

Р = (лР2“ PoVJ]

Изменение коэффициента давления будет

ДР = Р — РО = (ЛР2 ~ Р<>ДР1) ($Л>
Ру,

В неравновесном состоянии АВП вместо (2.3) будет

а (1 cos х>) — cos —1 с, l a«,)

a sin а., -j- sin а։ — c.z («։ 4՜ а?։)

где а 1 р - а() — -ip, а вместо (2.4) будет

М*1 ՝ а«։)> А\ аД/(31 I- а*2)

Полагая

4 о ~ А 4

’ - (3.2)
/?։ = /?104А/?1

и считая отклонения малыми по сравнению с равновесными значениями, 
получим с учетом (2.3) два уравнения для определения приращения углол 
Ла։ и Да.

(sinaw4-с։) Аад a0(sin а?й — с։) Дх. = (cos«^ c։as0 1)Др

(cos 7J0 с։) Д։։ 4֊ a0 (cos — cj Aa2 - (sin яг0 <V,o) Ap

и два соотношения, определяющие приращения радиусов X/?, и \А’:

-А>1= — Ayn цйа>2) A’jix'(7h> иа?->у)

ДХм — ) Аи)Х (2J5

Вводя обозначения

_ 1 — (Cl C2«2q) sin 720 I- (Cj^<t — Cm 1) cos ?:.o 4 c:
sin (aJ0 4 a») — q (cos — cos a10) cz (sin abl — sin a;0)
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. С-> (cos 7g,, — 7..,0 sin ?.|0 1) - ct sin — COS (71(| ■ Ярд) — 1) cos«i0
[sin (1։O Яго) 4֊ c։ (cos «20 cos x։0) c2 (sin a1M 4* sin ««)] a0

k\ : ~ k'i ' в։Лз)/(а։о -г O0«2o)՜՜' (3.3)

(’co — # — aa^?) aj/(’io «оЛ»)2 — 1 '(3JO °ox2o)

и учитывая (3 1). получаем

7Г ~ P<^P՝>
P^\

Л«г = ^2 — (Др, — р0Др։) 
Рэт

A/?։ = 4fY^(lp2-po^j) 
Pw

(3.4)

P^Pi)
Py>

Выражениями (3.3) и (3.4) полностью определяются искомые прира
щения геометрических параметров в зависимости от приращений давлении 
Л/Л и Л,9...

4. Найдем изменение объема ресивера и уровня расположения точки 
А/ н зависимости пт приращений давления. В равновесном состоянии АВИ 
объем ресивера V... можно определить по выражению V'... - Ь10 • Ь, в котором 
/■> —площадь поперечного сечения ресивера при равновесном состоянии 
АВП *՜ • 

Fio — т՜ (7i<i sin 7j0) Л? («20 sin <*2(01 -

~ -֊- /?ю^20 l«i« а։о *’1П ‘-'.о sin (7։о «л)|

՛■■' — длина осевой линии гибкого ограждения (по периметру). В неравно
весном состоянии ABI I площадь поперечного сечения ресивера будет

1.о г а
/■] — ~ I ( '■•. s' fl '' 11 ■ I ֊■ — sin «.jl

---- /AA? .|s։n5j4 sin 7.. sin(z։ a.,) (

Приращение объема ресивера в неравновесном состоянии ABI 1 \!z։ = 
— причем (и линейном приближении)

Л/’։ = Л —k'jy֊'(.\p2 p.^pi) (4.1)
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где

~ '2 (210 — Sin я10) к* -f- 2п0 (?;0 — sin я2|>) к?

+ | sin c10 4 sin *..6 — sin (aJ0 - a2ft)] (a0k? | Zrf )}/2 0։<J 4֊

+ <։<>*2o) 1՜ l[(^0 l)cos7J0 I- 1 — fl0cos(210 ֊4 X2O)|<'I

+ °ol(l - «о) cos 720 4 ac, - cos (<x։0 Ь s2.) ^}/2 (a։0 — aua .„)=

Изменение уровня расположения образующей М в неравновесном состоя
нии АВП

<*“^(1 COS 2J0) — /?։ (1 COST,)

или. в линейном приближении

d = к‘!к^(±р., p^Pl) (4.2)

где

kJ= кi (cos а։0 — 1) (ki sin »1ф)/(«10 4֊ а07.,0)

В табл. I—3 приведены значения безразмерных коэффициентов 
A։i и к' для значений р0 - 0.25. 0.5, 0.75.

Ро-0.25
Гйблцца ։

С| e2 0.2 о.з 0.4 0.5 0.6

0.02
0.0281 0.0202 0.0151 0.0116 0.0090

к՝1 0.1854 0.0929 0.0352 0.0240

֊*•< 0.0261 0.0104 0.0148 0.0114 0.0089
0.04 к'1 0.1951 0.1029 0.0618 0.0404 0.0278

-If 0.0238 (1.0185 0.0143 0.0112 0.0088
0.06 kd 0.1986 0.1107 0.0681 0.0451 0.0314

0.08 -4' 0.0215 0.0175 0.0138 0.0109 0.0086
kd 0Д974 0.1164 0.0735 0.0495 0.0348

0.10 0.0193 0.0164 0.0133 0.0106 0.0084
kd 0.1927 0.1201 0.0779 0.0533 0.0379



64 А. А. Члхоян

Po 0.5
Таблица 2

cj 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

֊Հ 0.0721 0.0640 0.0514 0.0406 0.0319
0.02 kd 0.4226 0.2651 0.1676 0.1109 0.0759

-Հ 0.0638 0.05Q7 0.0493 0.0395 0.0313
0.04 kJ 0.3894 0.2617 0.1713 0.1156 0.0802

0.06 ֊Հ 0.0566 0.0554 0.1)470 0.0383 0.0306
к'1 0.3582 0.2559 0.1734 0.1195 0.084J

-Հ 0.0501 0.0512 0.044b 0.0369 0.0297
0.08 kd 0.3294 0.2485 0.1741 0.1224 0.0873

0.10 ֊Հ 0.0449 0.0473 0.0422 0.0354 0.028«
kd 0.3031 0.2398 0.1735 0.1245 0.0901

P» 0.75
Таблица 3

.<?ï ca 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.ПИ8 0.1588 0.1643 0.1441 0.1180
0.02 0.5751 0.6369 0.5173 0.3786 0.2689

0.04 -Հ 0.0941 0.1446 0.1530 0,1372 0.1140
kd 0.5220 0.5861 0.4933 0.3716 0.2693

0.06 -Հ 0.0870 0.1320 0 1424 0.1302 0.1097
k-‘ 0.4775 0.5413 0,4697 0.3633 0.2685

0.0804 0.1207 0.1323 0.1232 0.1052
0.08 ti 0.4392 0,5013 0.4465 0.3539 0.2665

0.10 Հ 0.0743 0.1105 0.1228 0.1162 0.1005
kJ 0.4053 0.4553 0.4241) 0.3136 0,2633

. \ени1|гр.1дский кораблсстрояп льший 
лнсгигут Поступила 4 II l97o

И. Ա. 2ԱԽՈՏ11Ն

()ԴԱ:51«Ն BllJ’Ub ՎՐԱ II ԱՐՔԻ ՃԿՈՒՆ ՊԱՐՍՊՄԱՆ ԴԻՖՈՐՄԱՑԻԱՆեՐՈ
ՃՆՇՄԱՆ '1'11 ՓՈhU ԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ս. մ i[i ո փ ո i if

Դիտարկվու մ ևն օղային րարձի վրա սարրի ճկան պարաղմ ան ղեֆորմ tu- 
ցիանԼրը րարձւ՚ււ)' և ո.ե սի վե ր п րյք Հն • t> ։ էէն fi րի րվաղի ստասէիկ փոփոխման 



Деформации гибкого ограждения аппарата на воздушной подушке 65

ylm/pind tyuipfiuufp rj/ufi tttpl/ifttt ։i / rtpufhn rnb ////м». црнЬшtftb nib tf n if lib in fhn- 
г^шЬрр։ //mu/gtf'utA Lb ’ iui/<a и ицчп l/^fi n h mb'tui[ui и in p m //? // n. i^p&tplfbli pnt.tt 
nUipp{i ирПрищЛиЛ Ahp прп?пц il hAnt./l firibb/i/i/r ‘tiutfiup in pining in jtnrnf) pub ֊ 
Ыр,

DEFORMATION IX FLEXIBLE SKIRT OF THE AIR-CUSHION 
VEHICLE UNDER VARIATION IN PRESSURE

A. A. CHAKHOYAN

S u rn m ary

The problem of changing (he form of a flexible skirt of the air- 
cushion vehicle under variation of pressure in the air cushion and 
inside the flexible skirl is solved in a qijasi-slatical statement.
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Р. Л. ГРУНТФЕСТ, М. Л СУМБАТЯН

ОБТЕКАНИЕ КРУГЛОГО КРЫЛА ПРИ НАЛИЧИИ 
ТВЕРДОГО ЭКРАНА

Потенциальная геория обтекания круглого крыла в безграничной жид
кости обстоятельно изложина в работах Н. Е. Кочина [I. 2|. Влияние 
экрана на обтекание крыла конечного размаха в рамках теории Прандтля 
исследовалось многими авторами [3 В предлагаемой работе сохраняется 
постановка задачи, данная Н. Е Кочиным, а для изучения влияния экра
на применяю ся асимп ՛. отв четкие мс оды. позволяющие получить решение 
и простои форме при больших и малых значениях параметра —/ь։а (а — ра
диус крыла. /1 — высот.» крыла над экраном). Особый интерес представля
ет область малых значений л нанду повышенного внимания к проблеме 
экрзнолетов

§ I Нисч аношеа ju..id4i/ .՛< вывод интегральною уравнения

Рассмотрим обтекали! круглого п плане крыла, поверхность которого 
задастся уравнением <—/(х. у). (л՜, у) к С,(С, — круг радиуса «). Крыло 
находится на расстоянии 11 от твердого экрана, представляющего собой го
ризонтальную плоскость. Скоро» г.ть потока֊ ц. Для возможно!:ги линеари
зации функции/./., /,. предполагаются малыми Вводи потенциал возму
щенного потока ф, получим

Дс- 0, Р - Р«?М - плотность жидкости

?, = о, Z = — Л, д>, - =ря ?г О, Z - оо (1.1) 

=;=-и/л, z = (х, .У)£С։, ? = 0,

Функции ■? , непрерывны в области С., представляющей собой
вихревую пелену, что следует из непрерывности нормальной скорости 
и давления р при переходе через вихревую пелену. В области С։» 
являющейся дополнением С. U С до всей плоскости ОХ Г, будут не* 
прерывны потенциал ՛֊ и нормальная скорост», т-,. Известно, что а 

безграничной жидкости потенциал - является нечетной пункцией 
no z. При наличии экрана »то свойство не выполняется но возможно 
представление

?==?՛• i?- (Ь2;

где г и ֊ соответственно четная и нечетная функции по z. Пред 
ставленнс (1.2) приводит дли I ун iim и ?՜ к следующей краево) 
задаче
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А©* О, Д5֊=0, 2>0

с՜ — с+ = 0, г - А, ;֊ ©7 = 0, г — ос

•т; = иЛ» (*»!/) € С, ?д = о, (х, у); с2, = о, (х, у) Са

= 0, г 0

Ф * ■= С ֊ О, X - — 'А

Применение преобразования Фурье по переменным х, у приводит краевую 
задачу (1.3) к интегральному уравнению

(и- ъ)К(х — и, у — ъ)<1и4и =/։, (х, у) С

К(х, у) = ^-~ С1 — е ■') е | | т4| (1 — е՜՜՛1 ՝)е </*•

(1.4)

Г = I Г 4- т/ , «7 (х, у) — ?7 при г •= т 0, (.г. у) £ С

С — единичный круг.
Знание функции у(х, у) позволяет в квадратурах получить потенциал ф, 
но особенно просто выражается через функцию у(х. у) разность давления 
на нижней и верхней сторонах поверхности крыла, нахождение которой 
представляет наибольший интерес. Имеем

— Рь~ ’/)» (•<•!/)€ С

Ядро сингулярного интегрального уравнения (1-4) может быть записано в 
конечном виде, но применяемый в дальнейшем метод решения этого не тре
бует.

§ 2. Решение интегрального уравнения при больших ՝1.

Продифференцируем уравнение (1.4) по х и запишем его в виде

(х,у)^С

Освобождаясь в левой части от оператора А. получим

I рл гГр. -2л _Д.|-(Г_ИН,Ь, .п>|
( т (“» |------------е </'(/»?= /--(х, #)4-7-(х>р)

(2.1)

где 7 (х, у) — произвольная гармоническая в круге С функция, под-
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лежащая определению, /'(х. ։/} какое-либо частное решение урав
нения Пуассона -‘Г՛ ' —/1г, (х, у}' (■'■ В дальнейшем перейдем п пло

скости ОЛ;՜ к полярным координатам А\ О и представим функции 
/ и ф с помощью рядов*

м>
А соя ££՛,

Т-р
•. у ,։(А).:ог,й(2.2)

А Г» 

1 Ьлсглновка рядов я интегральное уравнение (2.1) после некоторых пре- 
<■ >:՝й?.й: .1:։::и приводит к одномерным интегральным уравнениям

1 ••»
’ (:■)<• ((1 е ֊)<''”’П(М М»/?‘ (2.3)

II II

А О, 1, ...

Интегральные уравнения такого вида вес хедояались б работах [4. 5], где 
.-.аны '.и: । о. нческне методы нт:)роения решения при больших и малых 
-ткачляиях л. В этом параграфе остановимся ил случае больших X. Тогда 
ядра ■՝ । л трал вых уравнений могут быть разложены по степеням малого 
параметра » '•

А֊;,. А(А’) + ֊7^ О*'՜4) )'/-'
.՛ ,1 \ 2 16 '

со

I
А ,՛.•. - /■; (лI • г,К - — р(?) -г О (■■ ■ } </;. (2.4 >

Г1

Лс;..-ГНА’՝ ОС.-“՜1), Д- ֊2.3,...

I

.4*7 К (у) </у | /х. I I Д. ( /\Тп)

о о

Решения япт1 тральных уравнении (2.4) и постоянные Л; также ищем в ви
де рядов по 1.7.

-.2.5)

В результате подстановки рядов (2-5) в интегральные уравнения получим 
(ограничимся членами порядка л включительно)

’ Зд< для простоты рассмотрен I луч.-н четной по у 1рункцнн .'(а. ч)
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1

•^о7л> ~ Ро' А?) %а» ^в7с1 = %։ 4 ~ Ркл (р՝

о
I

^о’Ъе =• Ч: '*՜ ~ | /7о: ('•) & 

О

։
Л о "оз ~ %а *77 \ «'не С՛1 </’---- ---- \ {R՝ Г՛ ) ?’оо * г‘> <1Г'։

.’. ,) 16 ,.՛
V

Л/,10 ^։*й. '' А', п Ь 2

։
Л,Т„ Чэ* \ I Л Л ( ••«/? (26)

ь.)

Лх710 (*) *«>**. * 2- 3,...

Д^Тд., Ч-..А'*. X՜ 2,3,..., п 1, 2,.֊.» 2А*

Решение ннтнрал։.пых уравнений вида (2 6) для произвольных правых 
частей приведены в работе [4]. Чтобы выкладки в дальнейшем носили кон
кретный характер, ограничимся случаем /(х. у) = ах 4-но вполне могут 
быть рассмотрены и другие функции Обращение интегральных уравнений 
(2.6) дает следующие результаты:

9 (2И ” А*'

•• (хЛ 1)1; I . Л

к=2(ч, ֊֊-)(1-/?’»-'•. + -Л)՜''
9 ' ,֊ , Г ' <2֊7>

■<“ 4(''«--7+Т7 • у))11՜*5’

'•10 \ ______ ________

6=/ I 1

Перейдем к нахождению постоянных Л. . входящих в решение задачи. Для 
[»того вспомним, чю ряд (2.5) д.։е! решение нс исходного уравнения (I 4), 
л интегрального уравнения (2.1). полученного из (14) дифференцирова
вшем но х. Как изпсстпо. совокупноетъ решений исходного уравнения при 
Йом расшнряс|<н. Для выделения решений интегрального уравнения (1.4) 
Достаточно н-ярсбовать. чтобы ряд (2.5) удовлетнорял уравнению (1.4) 
лри х 0. что наложит некоторые условия на коэффициенты 6». Предвари
тельно разложим ядро /\(л, у) в ряд по степеням 1 л. Имеем
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А'(х, у) ---- (х, у} -Г -1 X + О (Г 1)

1
ОО / /'• г»
V. I р^.1,.Л?)./н \(^)</[> |г

^г֊о з 3

2;.֊ 2/.։

причем К*—ядро интегрального уравнения. соответствующего обтека
нию крыла в безграничной жидкости. Далее

у) <1и аг> = сп

сс
1(яГ V ■;*„(/?) п=о, 1, 2, 3 (2.8)

к-=»

Некоторые трудности доставляет нахождение четырехкратных интегралов 
в левых частях. Во внутреннем и внешнем двукратных интегралах произво
дятся переход к полярным координатам, а затем интегрируется по углам. 
В результате получим (выписано только первое из равенств (2.8) )

Лйг) -2 4,(֊1)Лл„Ы 

л— I
в г —

Отметим, что последнее соотношение имеет один и тот же вид для любой 
функции [(х. у), ко дальнейшее интегрирование опять удобно проводить 
для конкретного случая. В нашем случае получим

”. (4* 2)!! 2А- 1)!!
^?‘՜՛՛0 (4* - 1)Н(2*)!!

(4А)!! (21-)!!
')•>!. .’I------------------—-------------

’ (4^֊ 1)!!(2А-1)!!
к. 1-,.у»у(2.9)
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I 3 1
Гипергеометрические функции F\ к, k. -{֊ -—« — 

\ X
есть много-

члены Якоби, для которых имеет место следующее соотношение ор

тогональности:

1
[d г/2) F^ к, к —• у» ) - л, и -Г-֊-. у* -- 

(Чк 2)!! {Тк)!!
(41-4- 3)(2Л 4-1)!’ (2Л-1)!!

Ькп символ Кроинекера

Равенство (2.9) можно рассматривать как разложение функции, стоящей 
в правой части, в ряд по многочленам Якоби. Указанное соотношение орто
гональности позволяет определить коэффициенты разложения

'.'л-1 т _  • „ g ____________ *___________
4л--з - -֊ Л Я1'(»т+1)(2»-а + ։) 

к — О
(2.10)

— й;3, />01 — 0, У: - - Уз —

Fun = 0, п > 0

; . ..„(4л 4 2)" 7 , (4л)!! .
r'2.n 1,л1 —(—1) —Г77Г'-՛= ■’•«•• J) ТУ 7777'2п.гл> гп п

(4л —1)!! (4л — 1)'!

Ряд (2.5) при выполнении условий (2.10) дает решение интегрального 
уравнения, неограниченное на границе крыла В соответствии с постула
том Жуковского потребуем ограниченности решения на задней кромке кры
ла, то есть при /?=1 и |0|<7л,2. Привлекая формулы (2.2), (2.5). (2.7), 
получим

со _ е» .
У чк-, m( I)4 cos21'4 - ~ — У м.т( l)*cos(2Zr-Ь 1)0

i .0 к -о

т 0, 1, 2, 3

о.
гг 0, is = 0. н2 = 0. Из = — —

ок
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<Рункиии со$2£& ортоюнальны на отрезке | ^ | <С—1 что Дает

“ . 2 ' 4А- 2
-п''Ь, Р1 — ---------> '*2*4-1,я։-------------------------------------------- - п — и, 1,...

(2^4֊2п4֊1И2А-֊2л4-1)

Ря։п = 0, *>0, т = 0, 1,2, р.я = ֊Х ?я3==а, „>1 (2.11>
о

?о=-2. = 1, п>1

Подставляя '/'2„ । из (2.10) в (2.11), придем к бесконечной системе от

носительно 5.<։1

* - ?пт
2 , (4к 4-2) (4* I 3)

Г --- >. Окт-------------------------------------------
(2„ | 2^1)(2л֊2£֊1)

(2.12)

Коэффициенты системы выражаются через ф-фуикцню. Имеем

^=И1)֊’ь(՝0= 1.386

<?мя — ——  / ( п 1 ) — ' (п 1—— )----- — У (п т~\ и - 1 • 2.-..
4« - 1 \ 2 / 4 • \ 4 /

“ Т(■^71^2՜? ' 2^ + 2„ +1) | ■(р :՜11 “ ' (п + т) +

т(г 2п + 2 ~ 2՜) '■(" ՝ 5՜)՜՜ ’’(/’+т) ' п^р <2л3)
1 \2п — 2р 1р 2п/ \ 2 / \ 2 /

Аналогична получается система для определения постоянных с нечетными 
индексами

г*2.11 ։, т - '‘2р ।, >п /</< * ■ я »кч, н — 0 у 1,...
՛՝ о

Опт : (4п | 3) Ьпт -- V ------------------- -------------------------
(Н к • 1)(2п 21-1)

(4л 4 3)(4р - 2) _
^0(2л-24-4 2)(2А: 2л 1)(2/. ֊1 2р 1)(2А- 2/. 1)5*.
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(2/> 2п — 1)(2р - 2л + 2) (2л 4- 2) (2л 1 и | 2р \ I

п 4 р

- 1 , у . ,Эч / I \ I л (4л 3)
4л ■ 3 \ 2 /| (2л • 1)а(3л 2)

Доказать регулярность полученных бесконечных систем не удалось, но из 
отражений для коэффициентов (2 13). (2.14) следует выполнимость усло
вий Коха |6]

Если при этом свободные члены систем (2.12). (2.14) удовлетворяют ус
ловиям

ж _ ое
У Йл, < , У а; <* - . т ֊- 0, 1. 2,...

п^О я-О
(2.16)

то применение метода редукции к системам (2 12), (2 14) будет обосновано 
ОО

и. кроме того, ряд У (т ~0,1) сходится. Отсюда следует сходи- 
*■ -о

мость ряда (2.2) для функции х(х. и). Отметим, что от вида функции 
/(л. у) зависят только свободные члены гнетем. поэтому свойства решения 
сохраняются для иобон функции /(։. у). для котором выполняются усло
вия (2.16)

Перейдем с нахождению подъемном силы момента .‘V относительно 
оси ОУ’ и индуктивного сопротивления и Используя формулы (1.4) и 
/2.2), получим

8»и?а: -00 • О(/-Ь

О(/)
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* ---- | ~Д

Индуктивное сопротивление определяется формулой

1
= - Ю |"ф՜ (у)֊ (и)‘/.Ч (2.17>

.) ос
-1

Ф~ (у) = г (*. У> *)> = 1*’ У' г = °» х °°

вывод которой для безграничной жидкости приводен в работе [2], а для 
случая твердого прямолинейного экрана может быть осуществлен совер
шенно аналогичным образом. Из (1.4) следует

Ф" (у) - (2.18)

1>) УиЛЪ

(2.19)

Так как не зависит от л՜, мы положили здесь х = 0.

1Г ֊֊ Ъи‘а‘ Г I7 (X. у) Му - — 1Г,

V V՛ ()х
С

В нашем случае )—ах • р первое слагаемое дает сопротивление за счет сил 
давления на поверхности крыла, а второе определяет подсасывающую си
лу, возникающую из-за бесконечности давления на передней кромке крыла

ЦТ« _ р.а_ И/, (я<0)

Производя далее интегрирование в (2.18) и во второй части (2.19), полу
чим

(1’ (у) — 2»« п Рг-п (у) '■
п-0

<>Фп ,(у)
"7 з •"* ~у /.‘"у г2А1։3 . ..

п—й Х-.-1?

(2/; 4-1)1!
(2/с)!!

<•4֊ А, 
2 2"
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Здесь Р-՝.т (}/) — полиномы Лежандра. Производя интегрирование в 
(2.17), окончательно получим

з
1ГЯ = V ОО

1^°° = 8мгрсг У у т^П։О-п, /> = 0, 1, 2 (2.20)

п-ОА-. И -п-.Р

Л - - 3«>5 «-
Г*’ -± :^а- Ч 0 «х, о - 8? и=а= У У, У да!

§ 3. Решение интегральною уравнения при .малых л

В соответствии с |5] представим интегральное уравнение (2.3) в виде

1Д
р</я (?)</? | О ~е г')Л М ЛМ ди = Vй• л-0,1,... (3.1)

(I о
где

</„(?) = ',՝\п (?'•)• 'г = R, бл = V՞

В этом параграфе рассмотрим случай малых Л. Желая применить результа
ты работы [51. используем аппроксимацию

1 —е՜՜՛" „ 11։ 2м
 К (и) =  

и--------------------- и

Как показано з работе [5], точное решение интегрального уравнения (3.1) 
имеет вид

со
Г >’ и., (К, 

1-1
л = 0, 1,... (3.2)

I... Кг. — функции Бесселя мнимого аргумента первого и третьего рода. Тах 
же, как я в § 2, подставим решение

О-

ч (р, б) - у <?л((')с05л5 А*« *•
/I 0

(3.3)

при л=0 в исходное уравнение ( 1.4). Однако с учетом ряда (3.2) интегри
рование произвести не удается. Поэтому ограничимся при малых л вырож
денной частью решения (3.2). В результате получим

4 00

л—0

2к 4-2 1

(2л-Ь2/:-г 3)(2Л 2л-! 1) 2
(5*֊1) (3.4)

& = 0, I,...
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Для дальнейшего нам необходимо знать коэффициенты ип, /. Они находят
ся из бесконечной системы линейных алгебраических уравнений 15]. Беря 
п ней при л^А,. асимптотические выражения для функций Бесселя, прихо
дим к системе

чг» 'Т'-,/ 1
- 2г. с. ֊ г ) ’ т 1,

обращение которой может быть получено в замкнутом виде

*(2/- Ш!
(3.5)

I 1л до заметить, однако, что л /..(л), так как мы воспользонались аси.мп- 
гогнком, имеющей мести минь при фиксированном порядке. При атом 

Л|(м Н)<С'Ф(я). 1’ид (3.2) дает при ■ •> ' особенность порядка 
1 ' <•՝. Переходя к удовлетворению условии ограниченности ре
шения на задней кромке крыла, интегрируем соотношение (3.3) в

промежутке в устремляем р —

3 — Ч у ( ^4 • « ։. _4т 4-2
к т^“0 (2 т — 2Л -г 1) (2т -г 2£ 1)

։)
(3.6)

Подставляя сюда соотношение (3.4), получим

(2т - 2) (4т 2)

(2т 2к 1 I ։2т - 2 к — 1) (2п — 2т 3) {2т 2« 1)
(3.7 >

Решая систему (3.7) метолом редукция, мы ограничиваемся $ уравнениями 
системы. Тогда при (%) можно воспользоваться асимптотическим ви
дом решении (3.2). В »том случае

՝) 1
7՜ 1 . — Тт ТА • 1
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Оставляя открытым вопрос о возможности применения метода редукции, 
для коэффициентов системы получим замкнутый вид

_ ?п 4- 1____________________2к- 1______________
! (2п 24)(24 2п4 2) (2« -2к 4 2) (24 4 2«)

1 1 \ к — 1
Ч. *-1 = — '■> к — ■֊— —------------

4 \ 2 / (2к -1 )*

Аналогично получается система для нечетных б»

— - — 2 ( Г Я{.т^2л| + 1 — Я — (£* — 1). к = 0. 1,...
о» — II

2
2

______________ Нт 4 2) \4к | 4)_____________  
(к т + \)С2к 2т 4) (24 41) (24 4 3)

_____________24 4 2_____________ , ___________ 2к 4 2_________  
(Ьт + П(т1Ь-1)(2т֊1» '՜ (24 4 3){2 к - 1)(2т 1)

т ■■Г к 4֊ 1, т к

2к^֊3 4к Г 5
^■л' X I 1 -- --------------------------- — ..... .................. ......................

(2к Щ2/С-21 М | 2)(2/с-3)г

2к 4 2
(2к 3»г(2*~ 1)

(3.9)

2к 4- 1 44'43

(24 4 3) (24 4 2) (24 4 2) (24 - 1 >2

(т к) (к — т 4 1) (т | к -|- 1) (к т 2)

24 - 2
(24 • 3,(24 ! 1)*
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Для подъемной силы и момента получим

1 1 *
Р = 4~?и~сг''О

(27 — 1) 

(2/)!!
(3.10}

Л/ - '2'’։ига'ь 1
* 8>

(2/ --!)!!
(2/) ’!

1

Индуктивное сопротивление находим так же. как и в § 2Г при этом ограни
чиваемся лишь вырожденной частью решения (3.2).

Г.- - — :.и’а’ 2(- 1)"5а՞4! 2 (- 1)‘чД! (3.11)

Л п о п’ £-0 

§ 4. Определение воздействия на крыло

Решение бесконечных систем (2.12). (2.14). (3.7)—(3.8). (3.9) дает 
следующие результаты:

Метод больших лямбда

Р--—2.81 иг а-а|1 4֊ 0.056 л՜2 ֊^ 0.0598/ 3+О(л 4)|

М - 1.467 игаМ! 0.056;՜2 - 0.01 /. 3 ~ О (л'4)] (4.1)

1Г, --с 1.25уе?аМ(1 4 0.115). 2 + 0.017 >՜3 Ор 4)]

Метод малых лямбда

% = - 0.2717, = 0.283 я

1Г„ = —р»гаг«2-0.0774 (4.2)
л

Заметим, что метод редукции для всех бесконечных систем сходится очень 
быстро: решения систем второго и третьего порядка уже практически не 
отличаются.

При ?. ֊ ос формулы (4.1) дают решение задачи для безграничной жид
кое г и. полученное II. Е. Кочиным совершенно другим методом [2].

Облас ь применимости метода больших л можно расширить введением 

вместо /• функционального параметра т = I /■' 1 |3]. Функция
■ -т(>) отображает полуплоскость Г<с7>‘:: в круг (т |-< /?:(/*)<^1. 
При этом сходимость рядов по а значительно улучшается. В резуль
тате имеем

Р - 2.81 ?м-а ’3 [1 : 0.22 - 4- 0.48 ֊? О (г)]

М-. 1.467?п=а37| 1-1 0.225” г 0.083 ? , О(-4)] (4.3)

1Г -- 1.25?и։а2аэ[1 -0.073--2 0.907֊.’ О(-4)]
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Из (4.1) видно, что 1#', при приближении крыла к экрану возрастает. 
[<10X67 и П7,, но немного медленнее. Этим объясняется то, что 
IV - сначала уменьшается, и вообще по всем диапазоне
больших и средних л изменяется незначительно. Поэтому из-за роста 
подъемной силы Р аэродинамическое качество крыла К — Р IV вблизи 
экрана улучшается. Смещается к центру крыла при < • 0 и аэроди-

М 
намический центр давлений хи — —• Если при / оо ,гц = 0.52а

(4.3), то при л — О л-ц -0.26а (3.10).
Сравнение двух методон дает для Р\>и а:ъ

л оз 5 2 1 1 1/1.5 1/2 0.4 1/3 >«
Метод больших 2.81 2.82 2.86 3.01 3.19 3.37 3.51 3.63 —
Метод малых / — — — ■2.2 2.63 3.1 3.58 4 •1.87

Расчет показывает, что формула (4.3) дает 
тэты в диапазоне 0.4<Э. <0--։ а при / <0.4 
мулой (3.10). Для момента М уилаЬ имеем

для Р хорошие резуль- 
надо пользоваться фор-

ОО 2 1 1/2 13 1/4 1/5

Метод больших ՛'. 1.467 1.487 1.53 1.62 1.68 1.72 1.75
Метод малых л — — — 1.32 1.58 1.9

Здесь диапазон применимости метода больших л — 0.4 <2 а ме
тода малых • /<0.2.

Для индуктивного сопротивления Й' при применимости н том же ин
тервале 0.4<7.<оо метода больших '/. метод малых /, применим опять лишь 
при /.<0.2. Связано это с см. что для Н7„ при малых /. удается осуще
ствить интегрирование лишь вырожденной части решения <?(р. 0). А по
следнее. как показано в работе |7|. в подобного рода задачах дает хорошие 
результаты \ишь при /.<(1 2. Стыковка методов здесь может быть достиг
нута лишь увеличением числа членов в ряду по т и расширением за счет 
этого интервала применимости метода больших X. При очень малых /. фор
мулы (3.10) и (4.2) принимают вид

Р = — (0.85 / 1.5) р№сга

М = (0.22;/. 0.78)

IV (0.36 / 4-1.5) ?и’аМ

РоСТОЭСКИН сосудзретярпIII,1 й 
университет Поступила II XII 1975
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It. Ա. Դ1'111'ՆՅ»ա1Տ. 1Г II. ԱՈԻՄՕԱՏՅԱՆ

ԿԼՈՐ ԹԵՎԻ ՇՐՋ2Ո11ՔՈ ՊԻՆԴ ԷԿՐԱՆԻ ԱՈ4ԱՅՈԻԹՅԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ի. մ փ и փ n I մ

П։ սու մնա»իրվա մ Լ կէ'4' "է" ենէքի UJl չտրմման խնդիրր, իղեարս կ ան
չսեղմվող հեղուկում, »(ինղ Հ 4/,w^/r մոտ» Պ ահպանվոէմ է Ն. fj. Կոշինի 

I CJplJ I Чр\ МГО Крыла» աշխատանքում առաջարկս/ծ խնդրի դրվաձրր, 
իււկ էկրանի ադդերութ յունր in unւ մնառիրերո Համար օդա ա ւրւ ր<) >/ ո։ մ են 
ա ո ի մ и/ ա սա ա կ ա ն մ ե քք ո դ ն ե ր ւ

MOTION OF A CIRCULAR WING NEAR THE SOUQ SCREEN

R. A GRUNTFEST. M. A. SUMBATIAN

S u m in a r y

he potential motion of a circular wing near the solid screen in 
i h'-l incompressible fluid is examined. Formulation of the problem sug
gested by N. E. Kochi n in his „Theory of a circular wing“ is followed, 
but to .study the effect of (he screen the asymtotic methods are ap
plied.
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