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ЗАДАЧА О СБЛИЖЕНИИ ГРУППОВЫХ 
УПРАВЛЯЕМЫХ ОБЪЕКТОВ

Рассматривает՛ ►< задача оптимального преследования ։ рупкоиого 
(иЗъектп при минимаксе ереднски>дратнчкои величины моментов аетрем 
различных его частей, когда входящие и группу игроки подчиняют* я 
обыкновенным нестационарным линейным ди рференцпдльяым ур.»в- 
ненмям. Поставленная задача решается методом экстремальных кон
струкций, хорошо изложенным я [1], для двух игроков. Подробно 
изучены грубый, очень регулярный .։ регулярный случаи для данной 
постановки.

§ 1. Рассмотрим некоторую группу игроков, состояния которых 
определяются А-мерными векторами-столбцам։։ х։, х...... х . Пусть
векторы х։(/) (/ ~ I..... п) удовлетворяют системам уравнений вида

х. Д,(/)х։ и—/։(М 1/=1..... и) (1.11

Здесь ЛИ/)—(А А); /։ (/) (А- 1) — матрицы с непрерывными элемен
тами на [/0, 7՜], А-мерные векторы и —управляющие воздействия, допу
стимые реализации которых измеримы по / [/0, Г| и принадлежат 
выпуклым замкнутым и ограниченным множествам И , не зависящим 
от/. Пусть Т—достаточно большое постоянное число. Предполо
жим, что игроки х.у?,, х.. ........  х- ֊ . преследуя игроков х.м, х.........

•1 -з :п։ ' ' г-։ г-2
։ стараются сблизиться с ними в моменты *>.(;* ֊ I.......т).•т,

а преследуемая группа {х х ......... х !, наоборот, старается
*п г-?

уклониться от преследующей группы.
Здесь

■ Հ.'1 при любЫХ /. / ֊ 1. , /?։•: числа гп удовлгтп.оряют < т
кошению

1

Пусть близость между играющими группւ«:։ определяется следу.-шм 
пеличнной:
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Примечание 1.1. При приведенной постановке игроки в различ
ных этапах игры могут меняться ролями, то есть преследующий мо
жет стать преследуемым и наоборот.

Предположим, что целью преследующей группы является такое 
сближение с преследуемой группой, при котором в кт -мерном про
странстве г/ 1 избегающая точка (х <а), х (Ч)......  х ։-.> ; попадает в не-

т-1 г‘2 Т*т.
которую область влияния .V точки [х.0>, х.«, ... , х., ; в пока неиз- 

=1 '2 Ъп.
местный момент 0 (7. 1, ... , тп). Эти области влияния М-., присущие
г. т.-Л-мериом пространстве д.) точке {х.ы?, х;|<.......... х.|Ч( }, опишем

при помощи некоторых замкнутых шаров с центрами в точках 
'։х;|  .........х..а, . Моменты ՝> определяются следующим образом:

՝։ ’п.,
пусть движение системы (1.1) началось в некоторый момент / /п.
Момент времени / — ՛> .,֊• когда впервые точка [х <։)[’* ֊1« ••• •

Ч|
X , |:». 11 окажется В области ВЛИЯНИЯ М- ТОЧКИ {х.,-.;,[ ... , .

*<л-, ’I *т-
назовем моментом встречи игроков ... , х.,,| ) и х <֊,, ... . х } 

՝ ։ ’,пх ՛ * ‘"ь
(х = 1, ... , т).

Конфликт в рассматриваемой игре состоит я следующем: пре
следующая группа , л. .} /] стремится захватить кресле-*։ *?п.л
дуемую группу х | Г|, ... , х ,[/]} (2= 1,..., пт) в области влияния 

'■I ЧгП;,
М (у 1, ... , т) так, чтобы эти события осуществились как можно 
раньше, преследуемая группа, напротив, избегает захвата точек

;х р],..., л-,«») [/1 (з = 1,..., /н)

областями влияния М точек

{х ... , х.н) Р|{ (а = 1, ... , т). •1

Пусть платой в рассматриваемой игре будет следующая иёличг.на:

(1.3)

Здесь /4г_>0 число, характеризующее важность требуемой встречи.
Примечание 1.2. Вместо величины •[ (1.3) можно было взять 

любую гладкую, определенно-положительную функцию, определенную 
в области
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/0<> «а < ■ (> 1....... т)

Сформулируем следующую задачу.
Задача 1.1. Средн допустимых стратегий А/Р /, .?! (|Т], стр. 65) 

преследующей группы требуется найти оптимальную минимаксную 
I г (, *}, которая обеспечила^•: неравенство

/с, д0]) инн $пр яир ( |/А,(6/։1„ \ц. /охо1) (1.4) 
М/|

какова бы ни была исходная позиция [/0, дс0} системы (1.1) и какой 
бы ни оказалась допустимая реализация «,[/] управления а, пресле
дуемой группы на данном этапе игры. Здесь символом ('1;Х[С'п, ис\ 
/0. х0]) обозначено значение величины у (1.3) па семействе движений 
системы (1.1) при И, (/ 1, ... , п).

Для выделения регулярной՜ случая и решения задачи 1.1 при
меним метод экстремальной конструкции.

Пусть 7՝ — достаточно большое число» большее, чем любое из 
чисел «I, (значения которых \՛ ։ определим по ходу решения задачи 
1.1). _

Предположим, что реализуется позиция /, .г|. которук» мы фик
сируем. Рассмотрим движение х:| -1 системы (1.1) при / - . -•••:
{л/(/) = х{}.

Составим области достижимости 6’? (/, х, 7‘) и (?' для прееле-
ГП1

дующих и Преследуемых групп Л А՛4*' т.-мгрнох՛. линейном про- 
1-1

странстве следующим образом [2.3]. Область С’,‘ 1 определяется нера
венством
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т
Т, 0= п>ах \

(1.7)

х?*(Л х, /)х, т

(ri— Л-мерный вектор-строка с компонентами (/./...... /'Л) (? 1,... ,
/и; 7=1,..., m ). к У к-матрицы Х(՝: , "), определяемые следующим 
образом:

«₽« 6< (; = 1...... Л> (1.8)
0 при T>Ut

(А,1 (т, /) фундаментальная матрица системы х, /4,(?)х;: А'Д/. /) •- Е).
Пока фиксируя моменты . (х = 1...., т), определим наимень* 

шее значение =1'". при котором имеет место следующее включение:

(1.9)

откуда получается

х. <)) inax [/’(/, р- • 0 ?<n(t РМ. /> 
UI-«

+2 2 *■ й*) ֊2 2 *• MI (1-Ю)
«-! MI ‘‘ а-։/-։ ՝<

и А0՛ (/, х, •;>„»)= 0, если правая часть ՛. (1.10) не положительна.
Следует заметить, что условие

s<0»>0 (1.11)

обеспечивает с ’’ -- сближение преследующих и преследуемых групи в 
моменты ։>,, даже более [2| (1.10) является гипотетическим рассогла* 
сованием задачи сближения соответствующей задачи 1.1.

Вышеуказанные области М определим следующим образом. 
Предположим [I, стр. 285J, что в ходе игры величина = " (1 ЛО) всегда 
постоянная, равная v^>0, а величины •»,1 — переменные, зависящие 
от положения ((, х (/|) системы (2.1). то есть

з/иМЛ л|/]. p>aJ) > (1.12)

для любого (/. -V|/|; tu t Т).
Следовательно, области \МЛ можно получить проектированием 

выпуклой, замкнутой и Ограниченной власти г’"1 (՝*-.. х {»>..-], { ՛’ ■») 7
(описываемой сектором х (. [•> ] ( — 1, 2. ... , л??)) на подпрострап- 

ство, порождённое векторами х . (моменты определяются про-



_____ Задача «> сблнжечич ’гул 1"тч > управляемых объектлк 7

граммно). Прежде чем привести дальнейшие выкладки, решающие 
задачу 1.1, сформулируем принцип максимума, из которого опреде
ляются оптимальные стратегии, прицеливающие преследующую группу 
на общую часть границы 6" и &' при (1.9) (1.12) и при фикси
рованных ։> }. Нетрудно заметить, что эти условия в р.чссматривае- 
мом случае имеют следующий вид:

при г‘ >0 (1.10) и \ч'', (■:)’, при г<0> 0. Здесь Л': (7 -- 1,.... 
т-\ а 1,..., лт) — ^-мерные векторы строки, на которых в (1.10) до
стигается максимум.

Для решения задачи 1.1 рассмотри՝։ уравнение (1.12). Это урав
нение, зависящее от неизвестных ։...., йЛ1 (I !Ц; а — 1,.... т). Для 
определения этих неизвестных минимизируем функцию 7 (1-3) при 
(1.12), то есть определяем {•»<>} из следующих условий:

min , — min V A, 
՛՝'•> '՛' I 7”j

при
/•*(/. (M) - «|6чл J*M) v = о ii.id)

(I =£ ՛՝,; 1(, г, /t, «Ц; з= т)

Пусть минимум функции 7 (1.3՝ достигается на границе области /Q, 
то есть некоторые из тогда из постановки обсуждаемой за
дачи 1.1 следует, что соответствующие сближения осуществляются в 
момент /с. Таким образом, не нарушая общности, можем предпола
гать, что •’ > (7 - 1,..., т). Так как функции 7 и / (1-14) имеют
непрерывные частные производные по р J (функция Л՝ при t 0?), 
то точку минимума 7 при F — 0 можно найти методом неопреде
ленных множителей Лагранжа, то есть решением систем։.՝, уравнений

/’’(Л ..... <•.,,) - С

= 2А ь, +
tfil« <Я>,

'(/, ։),ri)-v = 0
дГ л,(0)
—-=2Д а0 -i а— о 0>0а (1.15)

Следует отметить, что решением системы (1.15) определяются как 
точки минимума функции ;, так и точки максимума. После этого 
будем предполагать, что точки минимума выделены. Однако этот 
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вопрос мы подробно нс обсуждаем, так как существует несколько 
способен։ выделения точек минимума.

Выделим регулярный случай.
Определение 1.1. Если максимум в (1.10) достигается на един

ственном единичном векторе- {/';'?} при /0 > / < 7': / 0, и если

rW = VAP, № 
t—t

(1.16)

не возрастает (!!>? [/]) решение системы (1.15), минимизирующее •; 
(1.13)), то будет регулярный случай игры из задач։՛. 1.1.

Обсудим подробнее регулярный случай. Возможно [1, стр. 286], 
что •; (1.3) в течение нсей игры осталась постоянной.

Укажем достаточные условия, при которых в регулярном случае 
задача 1.1 решается экстремальной стратегией из условия (1.13) для 
преследующей группы при любом допустимом управлении для пре
следуемой г р у И11 ы.

Пусть имеет место следующее условие:

6F
о:.-; - ('<։><) (1.17)

при любой позиции I; t > ). Покажем, что в регулярном
случае при (1.17) задача 1.1 решается экстремальными стратегиями 
(1.13) для преследующей группы.

Функция с1"’ (f, х 1/J; {Й. ) (1.10) [2] абсолютно непрерывна в про
межутках /,-,< / mini),, и •% Й.гТ1 (если числа V. упорядочены *
по порядку возрастания), а в точках ч։ имеет разрывы суть первого 
рода, причем в точках разрыва она не возрастает. Известно также, 
что при поддержке экстремальной стратегии преследующей группой, 
когда )>а= const {'г 1,..., w) при почти всех t ՝■ |f„. 7'1, имеет место
соотношение

X !!>,!)/, соп։1 0 (1.18)

Исходя из (1.15) (1.18), покажем, что

(1.19)
<Н

когда преследующая группа выбирает экстремальную стратегию из 
условия (1.13), причем имеет место знак равенства, когда преследуе
мая группа также придерживается экстремальной стратегии (1.13՝.

В самом Деле,

= (1.20)
л - <//
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с другой стороны, из (1.15) имеем
d^ </£,0>1 y&W <А%
dt dt , -О^ di

2 . ., d»<—\ ла-
JU, const ' ՛։

d^ 
di (1.21)

но из (1.15) и (1.17)
(1.18)֊ (1.21) следует, что

следует, что I > 0 яр;։ ! /(1; t -}֊ Тогда из

'.Я, соп«с{

при почти всех I [/0, 7".
Проверим справедливость следующего утверждения.
Теорема 1.1. В регулярном случае яри (1.17) задача 1.1 ре

шается экстремальной стратегией (1.13) для преследующей группы, 
причем 71/] 7 (/р, |Л֊.0) ) какова бы пи была исходная позиция /,>։! .г9“ . 5
и какой бы ни оказалась допустимая реализация управления пресле
дуемой группы.

Для доказательства теоремы 1.1 прежде всего необходимо дока
зать существование таких моментов ;>,р] (а = т), которые
обеспечивают выполнение условий (1.9) (1.12) при поддержке экстре
мальной стратегией преследующей группы.

При I* й., р] и из (1.22) имеем

/\2А<?'(',ш л[/Ц})>г(:М'о. x[U|}j (1.23)
а

откуда следует, что при увеличении f величины г[/|| л какой-п? 
последовательности должны стать меньше, чем /, то е« гъ существуют 
моменты й.р| (а т), удовлетворяющие условиям теоремы 1.1.

Остальные утверждения теоремы 1.1 доказываются точно так, 
как теорема 3.1 работы |2]. Таким образом, теорема 1.1 полностью 
доказана.

Отметим лии։ь одно обстоятельство. При реигенми задачи 1.1 с 
помощью экстремальных стратегий, когда ! ... /0 увеличивается, вели
чина f[Z] (1.16) может уменьшаться по всем «ЦП до момента 
t — min I'l-Ji']}, после чего наименьшая из величин ՛•՝><, остается посто- Я
явной и совершается точно такая же игра, как яри t min J 

а
и. т. д.

Когда t проходит через •>.. р 1, остальные непостоянные {^«[/]} не 
могут возрастать, так как функция /՝(/, р...р]}), хотя н точках тер
пит разрывы первого рода, во в этих точках она не возрастает.

В промежутках непрерывности функции Гр, Г՛!.. р] J ) величины 
р], определяемые вышесказанным образом, при увеличении ! не 

ясе одновременно убывают, некоторые из них могут даже возрастать.
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Таким образом, при поддержке экстремальной стратегии пресле
дующей группой в ходе игры может меняться очередность требуемых 
встреч.

Играя си Стороны преследуемой группы, в рассматриваемой игре 
можно сделать следующие выводы.

Опираясь на теорему 3.2 из [2|, кс. да преследуемая группа под
держивается экстремальной стран ии. определяемой из условия (1.13), 
а преследующая- любой допустимое;, г. из (1.15), (1.17), I,'. .20). (1.21) 
получим

А ֊ X ~ I "֊ 0 (Х>0) (1.241
<// & | 1в-<ояц

почти при всех значениях /£[/<>, Т]. причем имеет место знак равен
ства, когда преследующая группа также придерживается экстремаль
ной стратегии из условия (1.13).

Так как функция -{(/] непрерывна на отрезке 7'] то из 
(1.24) следует, что

1|/|>т1М (/ и (1-25)
Но при условии (1.25) включение (1.9) раньше (в смысле *), чем [Ц 
при любых |’о, х0), осуществляться н может, поэтому экстремальная 
стратегия из (1.13? для преследуемой группы охраняет ог -'-встречи 
с преследующей в смысле -{-времени до ; |<<]. Таким образом, верно 
следую щее утверждение.

Теорема 1.2. В регулярном случае при (1.17) экстремальная 
стратегия из условия (1.13) охраняет ՛_■: ••-встречи с преследующим- 
нс раньше, чем { |/(>) в смысле ;-времени, при любых 1/0, .г0' и при 
любой допустимой реализации управления преследующей группы.

Опираясь на теоремы 1.1 и 1.2 легко можно доказать следую
щее утверждение.

Теорема 1.3. Экстремальные стратегии, определяемые из усло
вия максимума (1-13) и выбираемые обеими группами, в регулярном 
случае при (1.17| обеспечивают следующее неравенство:

(. Л|4/д» {г/, [/]}: /0, х0]) Сг\ /0. л'0))->

С; х0)) (1.26)

Здесь через .А [//„, О* ИВ обозначено любое движение системы 
(1.1) при поддержке преследующей группой экстремальной стратегии 
(1.13), а преследуемой — любой допустимой, при начальных условиях 
(/0. х0). Согласно принятой в ;1| терминологии рассмотренный случай 
назовем грубым.

§ 2. Условия (1.17), наложенные на функцию 7՛ (1.14), очень 
жесткие, поэтому целесообразно избавиться от этих условий. Как 
показано в [1. стр. 278], даже в случае двух игроков при нарушении
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условий (1.17) экстремальные стратегии, определяемые из принципа 
максимума, не решают задачу 1.1, то есть при поддержке экстремаль
ной стратегии преследующим возможно неограниченное удаление м >- 
мента поглощения области 6’‘։ областью Имея ввиду вышеска
занное, как в [1, стр. 301], добавим в число переменных {/, реа- 
лизнрующихся по ходу игры, еще т переменных 0,[/| (а - , т},
от которых потребуем, чтобы они удовлетворяли следующим уели 
виям;

1 . Если в системе (1 Л) реализовал..сь позиция !л то отве
чающие этой полиции реализации пер менных |г»..|/]| должны удов
летворить уравнению

/’(/, х[/], U,,.... ։>..,) = 0 (2.1)
и минимизировать функцию ; (1.3).

2՜. Реализации м.[/| должны обееи/ч ։ть невозрастание величины 
7 (1.3) как функции времени.

В дальнейшем нам понадобится t ще одно ограничение. Предпо
ложим. что регулярны нс только ситуации {/, х: для которыл
F = 0, по регулярны такъе все ситуации, для которых

0 ■ /• (/. U,....., И,,,) <И (2.2)
Здесь р малая постоянная.

Этот случай называется Очень регулярным.
Для построения управляющее воздействия, решающ,его постав

ленную задачу 1.1 при условиях (1 I, (2 ) и (2.2). используем диск
ретную схему рормирования упринлесня. Построим систему полуин
тервалов -, ։ (/=0,1,2,...) ■ /у, ", т;—Ù^-G. Предпо
ложим, что

= и* [:.] (•;,< i -t ։) (2.3)

(это допустимо, т.-к как множества И, но зтгисят от времени). Здесь 
через обозначен вектор уира: ляюще; с՝ воздействия преследую
щей группы п.т данном этапе э’-ры, управляющее воздействие пре
следуемого обозначим через Переменны-. »)<,[/] тоже будем, счи
тать постоянными на каждом иолуич . i-рвале у «’С՜,, г 20 • сть

М'.-»[г1 = /<•..,! (2.4)

В момент / --- f|t "0 полагаем

О‘.։։1'о] (’ = ։..... ;п) 12.5)

Здесь через (/я, х0) обозначены звачееия моментов времени, ми
нимизирующих 7, при выполнении условия G՛ '<= G1.'' {F 0), когда 
преследующая группа арицелива тся на общую часть границы обла
стей (: ՜' и G ’ , исходя из пач льной позиции |.'о, лу). Определим 
дальнейшее изменение величии ։>'."]/] следу-ощзм образом.
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Пусть в момент ( - реализовалась позиция опре
делим для этой позиции совокупность чисел ՛’/. Л՜,-. минимизи
рующих •( и обеспечивающих поглощение 6‘Л

Если

■։(Р. (V

то полагаем

х[-,.|) (2.7)

а в противном случае

(2-8)

Подберем следующим образом: если
7<Х‘’[=(]1)<Л(К. (-., х|^|») (2.9)

то будем выбирать в качестве и?>' любое управление щ>, прицели
вающее преследующую группу в момент / — т. в общую часть гра
ницы С՛2' (т . аг[՜.]; !*Ь[՜,]}) и наименьшей ^-окрестности

!М\П)

области б’.("(т., х[т:]; рг[‘.1 ), содержащей 6 ՜՝. если же

= 7(^,. х1\|)}) (2.10)
то в качестве будем выбирать любое управление и'д>, удовле
творяющее условию и[р՝ £ И, Однако, такой выбор управления и1?՝ |”< 1 
имеет смысл пока

и-.] О (2.Ш

Для доказательства условия (2.11) достаточно показать, что

г |\| — 0, если А —*0 (2-12)

Пусть полуинтервал “,+1| не содержит точек Ь. (? — 1,..., ап), 
тогда гипотетическое рассогласование [2], являясь абсолютно непре
рывной функцией от 'н1) при фиксированных 1>>, , обеспечит
условие (2.12). Это утверждение доказано в [4, 5].

Если же некоторые из точек ։.’֊ ДД являются внутренними точ
ками полуинтервала (т., и), то можно точками Н‘.*'[-,) разделить по
луинтервал )) па конечное число полуинтервалов и относительно
каждого из них. не содержащего точек . '|:.1 и имеющего длину не 
больше, чем А, привести прежние рассуждения.

Таким образом, условие (2.11) выполняется.
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Построим движение системы (1.1).
Имеем систему ломаных

*.[/]. (/-1.2,...) 12.13)
которые удовлетворяют условию л -0 при i — х>, причем точки ;՛ 
тоже являются точками деления. В отрезках

/0 < inin 1}м ОаО о, 1 (i>, “ph, !k ф (2.141 

функции {л՜''ф|| равномерно ограничены и равностепенно непрерывны, 
следовательно, можно подобрать подпоследовательность !>? ՛' 
сходящуюся равномерно к некоторой абсолютно непрерывной функ
ций х|/]. Нс нарушая общности, можем предполагать, что монотонно 

невозрастающие функции ■(({&« ' {/]!) сходятся в основном (то есть 
кроме быть может множества меры нуль] к некоторой невозрастаю
щей функции 1(|0,[/]}). В .точках •>, [:1 функции лф] могут терпеть 
разрывы суть первого рода.

Таким образом, верно следующее утверждение.
Теорема 2.1. В очень регулярном случае игры из задачи 1.1 тор

мозящая экстремальная стратегия 4/,, р. х; -Иф обеспечивает суще
ствование движения х[/|; ».’Ь {/] замкнутой системы при /0 •-<I 
где момент времени, когда осуществляется ‘/-сближение обеих 
групп при минимизации •; (13). При этом

7* <7 (1^. Ro> *ol)) (2.15)

какова бы ни была исходная позиция г0, х и какой бы ни ока
залась допустимая реализация нф| управления преследуемой группы.

Приведенные рассуждения позволяют решить задачу 1.1 в слу
чае. когда условие (2.2) заменяется более слабым требованием

О < F(l, х р]; 6 [Ф) <С " (2.16)

то есть не требуется существование единственной опорной гиперпло
скости общей части границ областей С'՜' и при г" — •*.с \

Если этот случай назвать регулярным и обозначить через ф’ 
величину

sup Гпп sup sup 7 ( Я,. . Л’ \U\, ՛՛. ие; 1ц, .г,-,] I = ф 
«м» л-о UJ/|

то можно сформулировать следующее утверждение.
Теорема 2.2. В регулярном случае игры из задачи 1.1 тормо

зящая экстремальная стратегия (фф, х: ՛>, ] | обеспечивает пресле
дующей группе предельный результат

7(д> - 7 1 <. <Ф л©)՝)
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Т-'орему 2.2 можно доказать, используя свойство (2,12) тормозящей 
экстремальной стратегии и совершая предельный переход при А • 0. 
Однако, в пределе- получается система днфсрср< нципднныч уравнений 
г коптин։ енцнях, почти также, как и R случае двух игроков.

Таким образом, задач:. 1.1 полностью решен...

Ер< ՛х;.ский го .-удлрстиспимй 
университет По.гупнл.т 2 'I 1976
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THE PROBLEM ON CONVERGING CONTROLLED 
GROUP OBJECTS

,V. S. GABRIELIAN

S u in m а г у

i he problem eri opiirnuin pursuit for a group object is studied at 
minimax of a mean-square value of lh< moments of vncouniC.s oi its 
different parts when the p!.-.yers of the group obey the sys'.fu.s of 
common non-str.liona y linear differential equations. Therewii'':, indivi
dual players al various stages of the game can exchange their roles.

The problem is solved by the method of extreme conslin-lions 
well known to two players. The rough, regular and very reguLi cases 
for the given statement are studied in some detail.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК А Р М Я Н С К О И С. ( Р

ПЬ)«1шЬ|։1(и։ XXIX, № 3. 1976 Механика

Г Л. МАРТЫНОВИЧ. В Е. 1ОРИНЕЦ. И. А. НИЩЕНКО

НЕОД1ЮРОДНЛЯ ОРТОТРОПНАЯ ПОЛУПЛОСКОСТЬ 
С ПОДКРЕПЛЕННЫМ КРАЕМ

1 . Рассмотрим полубесконечвую (у^О) неоднородную ортотропную 
полуплоскость голщнны 2.'.’, прямолинейный края которой по всей длине 
подкреплен упругим стержнем постоянного сечения. Сопряжение пластинки 
со стержнем осуществлено на фактической плоскости их спая. Модули упру
гости и модуль сдвига плагчники-полуплоскости меняются по закону

степень неоднородное ги материала, 
.-мы
С՛ сг:’....1Н с модулями упругости

£,(^) Е։"е՜“՜''. Е£<у) ~ Е-"(}(у) = (՛;'՝ е (1.1)

где /.՛—в։....... ина, характеризующая
Предполагается что модул:» с„в..га 

Л| и Г.2 следующим образом:

Е>՝\\ +Ъ.}֊Е^

что даст возможность. как будет показано ниже, рассматривать численные 
примеры В от носительных величинах Е\ Е> . В противном случае д \я О 
можно брать конкретные числовые данные, не учитывая выражения (1.2). 
Коэффициенты Пуассона V, и V приняты постоянными.

К стержню приложены внешние усилия Л’(х՜) и 7 (х) (Л, Г—нормаль
ная и касательная составляющие заданных усилий). Со стороны стержня на 
пластинку будут передаваться контактные (внутренние) усилия 

Л " (л՜), 7’ 1 (х). Следовательно, па контуре спая пластинки со стерж
нем (у = 0) имеются следующие условия сопряжения (фиг. 1

(Ч=0 = 'Ь <”<>, о Г" (X) (1.3)

где ц2, и и.., V.- компоненты вектора смещения пластинки и стержня 
Соответственно.

Пластинка испытывает обобщенное плоское напряженное состояние.
2 При малых деформациях в отсутствии объемных сил зависимость 

между компонентами вектора перемещении и деформаций для пластинки в 
случае обобщенного плоского напряженного состояния дается соотноше
ниями

, ֊и* = г , —1 —1 ■; (2.1)
(!х <>у ’ о у (/х

и удовлетворяются усг >ю:я совместности [1|
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*4^
О у- Лх"

°^-0
ОхОу

(2-2)

Уравнения обобщенного закона Гука, которые связывают компоненты 
деформаций < компонентами тензора напряжений для ортотропной пластин
ки, имеют вид

удовлетворяют условиям равновесияКомпоненты тензора напряжений

+ .-о, А’ + ^» = о
дх ду 0/ о*

(2.4)

Подставляя выражения (2.3) в уравнения (2.2), получим

г?
<*!Г

2_/^Е ^Е\1 д / 1 <**/• \ 1 /</*Е
£։\0у3 1 оу X (} ох։ду} Е.. •<?х‘ 

՝>.------------- — О
Ох'Оу֊ /

(2.5)

где /‘(л֊. у)—функция напряжений, через которую компоненты тензора на
пряжений выражаются следующим образом:

д2Р д-Е _ (ЕР
О у2 дх~ 1 ()хду

Из уравнений (2.1). (2.3). (2.4), (2.6) и (1.1) находим

Лц = _1_ / (ЕЕ _ ^Г\ 
дх* \ ()х~ду2 1 дх՝)

^У1_/ух 1 \ д^Г 1 &Р к / п՝Р (РР .{2‘,]

Ох^ \ Е, 6’/ дх*ду Е} орОу'6 ЕЛ <>х^у' '"л՝ /
՝. Известия АН Армянской ССР. Механика. № 3
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В работе используется интегральное преобразование Фурье по пере« 
.меннои х

/('. у) = ( У'(л՜» у) е " Ух, /(.г, у) /(/., у)е ‘ '4(. (2.8)

Подставляя выражен՛. я (1.1). (1.2) 
рал! :-:о։՛ преобразование Фурье (2.8).

в уравнения (2.5) и применяя ин« 
получим

ЕГ

֊ >."!՛
^5,(1 , 2 л) Г (1-2’,) 

^2

(1-2'1)

УЕ

Уу

1^՜ 

I У у

)/• = О (2.9)

Решение однородного дифференциального уравнения (2.9) запишется в 
пиле

4 I ՝-, >9
/•(>., ։/) = 2 с\.е (2.10)

г. I

г՝.: С'..,, удовлетворяет уравнению
’-2!֊ ֊֊Ц^1-2^-{1 2ъ> |ч- ]

՛. 4 2 | £.? I

М 1 £«>
+ 16֊ £><։֊2^ -<՛ 2’֊» ֊

>՛՛ I г,- ^(1^2,։֊ (1-2,,)
4 | £.2

| Г(п» Л’^1= ' ’ Ь ^(1՜ ' 1 * ~ (2Л1)
I 4 £. 2 1

Из уравнения (2 11) находим

Е'Е
а« = = | ~~ - р^‘ ' I 1(р! — 1^) (2.12)

где обозначено

К. Ро=- 4(Ы! 2<» (1 2’,)! 
£. ■> 2

1 ап как на бп ионечности напряжения должны равняться нулю, то в 
решении урапн.'ния (2.9) и виде (2.Ю) с тчетом (2.12) нужно удержать 
чл ны, исчезающие на бесконечности. Тогда



Неоднородная ортотропная полуплоскость с подкрепленным краем 19

1‘ 4)* (’« 4)*
/•’('•» */) = С։е С.е (2.13)

где

_________________
а։.2^| -4 + Р<Г ± 'I ֊’'Л'2 (2.1-4)

Применяя к уравнениям (2.7) интегральное преобразование Фурье 
(2.8) и подставляя в них выражение (2.13). учитывая при этом граничные 
условия (1.3), будем иметь

- Л(֊'.'V ՛ + Гм.7"*)

?ч>, ,= Л (2.15)

Л-

Здесь введены обозначения

$< = ֊֊ 1 («х + *2) -('4՜՜ МеН-Ч>-'51՝'1-М1

3. Расчет стержня основывается на гипотезе плоскою Нормального се
чения. Исходя из уравнений равновесия элемента стержня, находим

=2л«(л- } 2л(^" ֊։, ?££2_)
ах" \ * с/х / ՝ </х /

2Л7(?; Ц=- — :1֊р 12/?>б7։ 13.1)
<1х </.с с/х 

где ։՛. ()—продольное и поперечное усилия; М момент, действующий в 
произвольном сечении стержня; С,. ег—расстояния волокон стержня от 
его (СИ соответственно внутреннего и внешнего края; Ь ; к. — высота 
стержня; 2А* — толщина того края стержня, который не соприкасается с 
пластинкой.

Принимая гипотезу нормального сечения, при малых деформациях 
вдоль контура спая пластинки со стержнем будем иметь следующие кине
матические соотношения

где 0 — угол поворота сечения стержня, е., — деформация оси стержня.
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(3.3)

При малых деформациях закон Гука для стержня сводится к следую
щим соотношениям

И Ме0 - —
Я։ * £։

где <7, Е*5„—жесткости стержня на растяжение. £. Е / — жесткость 
с ержня на изгиб. 5„ — площадь нормального сечения стержня. Е — мо
дуль упругости. 1 — момент инерции.

Из равенств (3.1). (3.2) и (3.3), используя интегральное преобразо
вание Фурье (2.8), находим

Рг7. ... —1Т"։

^2

2А*Г. . 2А^.,Т.
----- .V г/ ------- 2. /
Я-: Яг

(3.4)

где

1 1 з? 1 1 =։^..

2։ Яг

4 Исходя г1.ч условии равенства перемещений на контуре спая (1.3). на 
.сновании соотношении (2.15) и (3.4) получим

□ - о,.?1'՝1 Ьи7/-гЬкТ

алМ<։' + а.а Г“' = ЛЛ ֊ 6»2Т (4.1)

ГД г

г, -9 А- I &Д։. п — I 9 А & \а։1 — 2 Лс։ -г (0>» пг. //• ’ „(ц1 I
Л։ \ <>1 г-։ /

а:, - 2Л ֊“-$■ ^ = м(2Лг։ + ^)
С.\ \ с.1 /

Ьи 2А%, - Л Ьп = 2А*. = - //.2*4

Сиг гема уравнений (4.1) служит для определения трансформант кон
тактных усилий Л ", /"' при подкреплении неоднородной ортотропной 
полуплоскости прямолинейным стержнем. Сами же усилия восстанавлива
ются при помощи формулы обращения (2.8).

Рассмотрим случай нагружения подкрепляющего стержня нормальным 
усилием А'(л) (7’ 0). Тогда

6։е- ^3 = 0 (4.2)

Решение системы уравнений (4.1) в этом случае с учетом формулы обраще
ния (2 8) можно предстаиить в нкд<-
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■» Э4
А։։’(х) ֊ 6:1 [֊1^<// | .V </) со։> « - х) <11 

/>
(4.3)

’-«֊ёЖ* о
где

Если на стержень дейстлуст сосредоточенная сжимающая сила 
в формулах (4.3) следует положить

АЧО Л7'(/)

и учесть, что

7<(/)соз/ (/ - х) <{! СОИ 'X. '՝> (/) /■(( х) (/I = х’ш/л՜ 

Л'п, ТО

(4.4|

(4.5)

где (>(/) —функпия Дирака.
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'-՛ Для примера рассмотрим неоднородную ортотропную полуплоскость 
п подкрепляющий стержень прямоуголt ного сечения öX2f со следующи
ми упругими, жес-.-ксетными и геометрическими харахтсрпстиками:

-: = 2Д -П £’=֊3.0. Л,^2£«А/Л /,֊?/,

2Л ci с?

g, — ЕЧ.'Ь', =0.3. :, = :.= А
ь

Из фиг. 2 изображена заннсимость контактных усилии V ' ог коор
динаты \ при различных «качениях параметра k, характеризующего сте
пень неоднородности материала полуплоскости.

Вычисления контактных усилий пронзппдклнсь на ЭВМ Минск-22» 
Hü методу Гаусса с точностью до 10 ֊паха

Аы»»к. КИЙ Г ОО „арСТГ .'ННЫЙ

\Hitnrji. птг» ini Ии Фрлнхо Пт֊ «V. IU 24 XI 1975

S I.. HIU'SH.n'U-Ö. Ч ь. зпжчла. !• И. Ы'СЗМЛП

ILirrU3‘I.IUl Ь.Ч1’ПЧ П2 2U.inLIIUIh OrfMISPIWl «Ф1111.211.1'Р-111‘1*-зт

IL tf ф n ф n » u

•b/upjhft ffUinLiipun &1и11фл(ил1рjruLbitp/t if L [I n r/.n tj pitA‘/ui<5 шJpy</mA 
1>цр:п1 л* 'tuiiMt/bn opffninpnuj IjliuwiujpffntPриЪ [шрфид Jumfih
М'ЧРрр,

NÖ№MOMÖGENEOüS ORTHOTROPIC SEAPLANE 
WLH HINGED EDGE

T 1 MAR . YXJV; i . L Yu.n .4-*;s J. Л. NISnCHLNKO

S и п. ю а Г у

By 'isin<4 th«- iir-ih.i.4 t՝i l.-jl՛ gr.il Fourie !глпч' «rm ..ions the pi »It’in 
c’ si ainvU state of ,i r. лн-ho-.noge.icons or ho ropic plate with hinged 
edge is solved.

Л И I I P Л I > 1’ A

I .1.։.«in чнй С Г Ан I •,•> .՝. • uni i M Г < t teo|'«-?nлдлт. !՝)57



ВЦ; «М»8(1 ЬР*ВПКь*1»ЬР|> ИЛНМ!ЫГ1‘&31» $ЬЧ.Ь1|1ГМ‘Р
ИЗВЕСТИЯ ЛК А Д Е М И II НАУК АР М Я Н С К О И ССР

ОДЬОДт XXIX. № 3. 1976 Мсхапжз

А. А. АБГАРЯН. М И. КИСЕЛЕВ

О СТАТИСТИЧЕСКОМ ОПИСАНИИ ВОЗМУЩЕННОГО 
ДВИЖЕНИЯ ИСКУССТВЕННЫХ СПУТНИКОВ ЗЕМЛИ

Искусственные спутники Земли (ИСЗ) все шире используются для 
обеспечения передачи информации. Приближается время, когда «спутники 
связи станут основой Всемирной системы связи II]. Поэтому возрастают 
требования к поддержанию синхронизма обращения группы ИСЗ и их ре
гулярного расположения друг относительно друга в пределах группы, на
пример, в вершинах правильного многоугольника [2]. Вместе с тем, изве
стно, что, как и всякое небесное село. ИСЗ претерпевает возмущающие его 
движения воздействия, среди которых можно указать; аэродинамические 
возмущения, возмущения, вызываемые притяжением Луны и планет, ано
малиями гравитационного поля Земли [31, а также давлением солнечного 
света [4| и корпускул солнечного ветра, взаимодействием поверхностного 
электрического заряда ИС 3 и его проводящих и магнитомягких конструк
ционных материалов с геомагнитным полем [5]. [6] и ударами микроме
теоритов.

Следует отметить, что и-хника намерений орбитальных параметров 
ИСЗ непрерывки прогрессирует: и настоящее время точность определения 
положения центра масс ИСЗ достигает I .и [71 ив перспективе, как сле
дует из опубликованной программы экспериментов с ИСЗ «Гсос-С», с по
мощью лазерной локации можно ожидать 1 с.н [8] и менее.

При этом возможны два подхода к теоретическом} описанию движе
ния ИСЗ и интерпретации измерения его орбит.

С одной стороны, можно продолжать наращивание количества возму
щающих членов в уравнениях небесной механики и обрабатывать получаю
щиеся громоздки« дифференциальные уравнения с помощью ЭВМ.

С другой стороны, кроме указанного детерминированного, возможен .» 
статистический подход Гак, например, А. А Красовским |9| отмечено, что 
движение спутника всякой реальной планеты должно описываться стоха
стическими уравнениями, поскольку кроме «правильной» составляющей 
гравитационного поля, соответствующей «правильной» фигуре однородной 
планеты, имеют место гравитационные аномалии различных пространствен
ных масштабов (материковые, региональные и г. п.), связанные с нерегуляр
ностью фигуры и распределения масс планеты. Поэтому входящие в урав
нения движения производные гравитационного потенциала вдоль траекто
рии ИСЗ содержат случайные функции времени, возникающие благодаря 
наличию указанных гравитационных аномалий. С развитием лазерной тех
ники траекторных измерений, открывающей возможности определения все 
более тонкой структуры и граскторных возмущений, сформулированная в
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[9| задача статистического описания поведения ИСЗ на орбите с пс мощью 
аппарата уравнения Эйнштейна — Фоккера — Планка — Колмогорова 
(ЭФПК) будет становиться все более актуальной. При этом представляет 
интерес распространить статистический подход и на описание влияния дру
гих возмущающих факторов, упомянутых и начале »той заметки.

В плане обоснования возможности такого подхода приведем следую
щие соображения качественного характера. Возмущения за счет гравита
ционных аномалии, притяжения Луны и ближайших планет, аэродинами
ческого сопротивления, солнечного светового давления и т. и, действуют на 
I 'СЗ независимо друг от друга, некоторые из них известны до сих пор лишь 
по порядку величины. Результирующая возмущающих воздействий содер
жит высокочастотную компоненту, создаваемую мелкомасштабными про
странственным.։ неоднородностями я кратковременными возмущениями. 
Эта высокочасто։пая компонента при наличии эффективного демпфирова
ния возмущений, стабилизирующего параметры орбиты, так что последей
ствие каждого отдельного возмущения подавляется, может быть представ
лена па некотором конечном интервале времени как стационарный случай
ный процесс ?(«). При этом можно надеяться на достаточно компактное 
решение проблемы, поскольку результирующая случайная функция бу
дет соответствовать марковскому процессу и удовлетворять грсбонаниям. 
оправдывающим применение аппарата уравнений ЭФПК. Низкочастотная 
компонента возмущений, если она не подавляется в результате демпфиро
вания и нс приводит к движению с перемешиванием п фазовом простран
стве за счс! коне много времени — релаксации | 101, может быть учтена де- 
герминнрованнэ.

Запишем уравнения небесной механики для плоского движения [11]. 
вводя в их первые части компоненты случайных ускорений п я

= ;2 (П.

14 V,
14 Ф —- = =г 4 а%(0

Предположим, что интеграл второго уравнения системы (1) можно пред
ставить в виде

,/Г/
=МН|1 1֊>И/)| (2)

а(

Это означает, что закон площадей соблюдается квазистационарно, в пре
небрежении изменением радиуса орбиты за один оборот, и что случайные 
мн: спинальные ускорения создаю։ случайную составляющую орбитально
го момента количества движения ИСЗ. пропорциональную некотором слу
чайной функции Кпланетацноиарное монотонное изменение парамет
ра '.՛ (Г) возможно при тонкой коррекции орбит с помощью корректирую
щей двигательной установки, создающей малое тангенциальное ускорение 
%(')•
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Таким образом, представляется возможным описать эволюцию поло
жения на орбите, близко»։ к кр'Гоаон, правильно»՜։ синхронно»։ группы 
ИСЗ, создаваемую их бортовым»։ корректирующими установками, с учетом 
случайных возмущении.

Поясним более детально используемое нами кпадмстационарное при- 
бХижсннс. Представим радиус орбиты и угловую скорость обращения и виде

?о(П f МП

(<) ■ ld֊\ 
dt \dt '0 V dt

»3)

где

h(/> :<>('). MO M'M, >?<,(/)-() (■«)

Это означает, что регулярная нсвозмущаемля случайными силами сос»ав- 
ляющая рад нус .i орбиты зависит от врем*.ни как от параметр.։ и и соответ
ствия с Принятым к ши։Н£ таи попарным приближением се производными по 
времени можно пренебречь;

Используя первое уравнение системы (I) и (2) с учетом (3) и (֊)}. 
имеем, удерживая линейные члены пи ։|. и кубические по х- »՛,,՛'}՝

где ~q(/) [dt dt)(, | •։ ■■ мгновенное значение возмущенной угло
вой частоты обращения, = :3 ՛,. ('), в уравнение введен член 
—2э.(1ф*г՜') л-. характеризующий нелинейное демпфирование колебаний, 
создаваемое бортовым корректирующим устройством и гарантирую
щий, как будет показано ниже, устойчивость ИСЗ на орбите при 
принимающих целочисленные значения, билыт-»՛ единицы. Дальнейшие 
расчеты будут проведены при •* - 3.

Полученное уравнение для малых относительных возмущен!«»՜։ радиуса 
орбиты ИСЗ нс пн в а лент в о уравнению одноконтурного генератора. режим 
работы которого претерпевает некоторое систематическое и м m.inc и слу- 
чайные возмущения, в ։ом числе и парамстрнчсчкпе. Интересно 
что цррвоначллыш методы описании систем г параметрическими позмуии ■ 
пнями, получившие широкое применение И развитие в радиофизике, были 
ши. ».плены Л I! Мандельштамом и связи с проблемам»։ небесной мсха- 
><11КН 112|. Диффгрги1»плм.и и՛ \равнение (5) содержит случайные коэфф։»- 
ЦНОДТЫ « .поэтому и процессе его решения должна быть найден,։ функции 
плотности распре и- стиля, характер»։л>ющая поведение системы, описывае
мой этим уравнением

Воспользуемся известным методам Крылова—Боголюбова [13| и. ное- 
ля .1,։ме»|1> переменных
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л ֊ - cos x = а (О I sin ?, у = | - (--) d՜ - -t (t) (6)

0

построим эквивалентную уравнению (5) систему дифференциальных урав
нений для определения амплитудного фактора а и фазы <р, которая после 
операции усреднения имеет вид

(/а
dt

З^а՝ , 3a2o 
322՜ ~2՜ rl2 sin 2> — cos՜ sin j 4-

20a’2s ------- ,, . .
-------- X» COS* у Sin у

2<4 — 1  :— 
yHT«s։n? -gT.'ns’n'

d-^ 25 2j
dt 22 42’ — 7*cos V-

20a24
^cos4 -՛

2‘4 ■----------г 1---------- 7
• • _ V, COS'?---------- Lj COS J
al ”

;дс черта над слагаемыми означает усреднение ио времени.
Применяя к случайным членам последних уравнений процедуру усред

нения по Стратоновичу [14]. имеем

с/и За? (Г . .

’₽֊”■ «»

где введены следующие обозначения:

- | За25 . За42’, . . 5а։<4,о , . ...
*’ = $։П ~ 'о՜1,410 • 8։п ' ) ■’“опТ՜ • ■* ” 51П

I — — 2-^*

рть"’ - |’,։'֊Т1Г ■ (10)

~ COS 'Л т..----------- X] COS 4 (11)

п/2 / ’ а/2

Полученнон системе дифференциальных уравнений со случайными коэффи
циентами (9) соответствуют следующие уравнения ЭФПК для плотности 
распределения фактора л и фазы ф:



О сгзтисгичссхом па.гмушснного .тввжСкня IIC3 27

ГДе

дР . à \

(?/ да I 
dW д (

/л.

'^а>՜ р I J_ &
322 I

О; 9л2<>2
■■ . _±_1? [}•■9<) Л fl? н

2 C'a

1 ô0-
J41T]

(12)

(13)dt dz I

~п —

2 о

/п, ;։ (/), т: \п. -î с։ •:. • >

Принимая. что время корреляции удовлетворяет условию; ՛. . 
где Д —такой сдвиг ио времен;:, что |« а д | с. а0, |?— 1,

получаем

пгг — Аа — fia՜' Ça' !)а:՛, гп_. — ^ {/) -Ü \14)

где

jej» ta) з??։5„(2Ц)_
• * Ù2 Ô2 2<2?

г. 2'-';50 S ajx(e)
[t = — u- ; —ü~

272'/(2)^ 452^(22) 27Sjx(3Ül
v 42’ 223 42'

2520 /1.2֊>) 252,: / (42)
и ~ 2‘ 421

Для имеем

= А Р а՝С а' - DU" (15)

где

22‘/.(2) 5 22;
О' О о

б՛-’,1,/.;-.՛) 92^(22) з'֊'”л;
L L>ü

9Ч>.(<2) 15‘.!i/(2t>) OüJxOt’j
S’՜՝ (..!Л : 923՜

25'..՛; z (2’2) 25Ü.'.'(4B) 
9<_>< _ф_ 9 O»

■'(2), x^22), x(32i, 7.(42) спектральные плотности случайного про
цесса кз соответстпук-щнх частотах
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о
•$> = \ *п {{ Т') sin 2/sin ((-2t -) (i-

-д 

о

Il 0)’ll (z 4-՜-) sin 2/sin (2/ “)<Л

—A

Найдем плотность распределения Р(й, ?) в квазистатистическом приближе
нии. когда время входит в функции как параметр и можн.՛ полагать

Г/2тп։ 2 2 а З^Г \
Р1 п с; .'\1 7 ° . ।
Р(а, () = —е (16)

С1

где С,— постоянная, определяемая из условия нормировки

\Р(а, ()да=\ (17)

У

Из уравнения (13) следует диффузионное распределение фазы, распреде
ли;։-- хогорои характеризуется нормальным законом распределения

1Н?> И - -=ехрк ~ ----- — ֊ ^֊- Г/ 2# ՝ (18)
I 2л::֊у ] за Г - I

Выражение ( 16) при всех а ограничено и экспоненциально стремится 
к нулю при ч > ос бл.нодаря выбранному выше закону демпфирования.

Для Модельной задачи, учитывающей только гангенциальйые случаи- 
■ возмущения гин.'. стационарного белого шума, получено следующее 
-а:_:попарное распределение иль шести вероятности нахождения ИСЗ на 

околокр\г;«вой орбите з более простом виде | 15]

Р(а) = Са^~ 1 "’•’“‘/[d= ? («■) Г' 1 (19)

где Л(и>). |3(<о). р(ы) положительные функция, зависящие от уровня шу
ми . и динамических параметров системы.

Полученные плотное гь распределения амплитудного фактора а и фа
зы q позволяю։ определять средние статистические характеристики груп
пы ИСЗ (16), (18). совершающей стационарное синхронное, орбитальное 
движение или его плавную -<аднабаjическуюз коррекцию. В случае р - const 
время выпадает из соотношения (16). Отметим, что предположение о ста- 
ционарности уровня случайных возмущений справедливо, конечно, для 
i гаточно малого интервала изменения радиусов орбит.
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Предлагаемый способ статистического описания поведения ИСЗ мо
жет быть опробирован и может совершенствоваться по мере расширения 
информации о возмущающих астрофизических и геофизических факторах 
околоземного космического пространства и их влияния на движение ИСЗ. 

ВНИИ оптнко-фнзкчсских
измерений Поступила 28 VIII 1975
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ON STATISTIC DISCRIPTION OF 
OF ARTIFICIAL EARTH

PERTURBED MOTION
SATELLITES

A. A. ABGARIAA. M. I. KISELEV

S и гл m а г у

Totality of impulses influencing the motion of artificial Earth 
satellites is a resultant random function which is introduced into line
arized equations of celestial mechanics thus allowing to describe the 
behaviour of the satellite statistically by means of the probability di
stribution function.
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1И В I. С Т И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ЛМЦш — XXIX. № 3. 1976 Мехапихл

П. В. ГАЛИЧИН

ПЛАСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ 
С ПОПЕРЕЧНЫМИ СЕЧЕНИЯМИ В ВИДЕ КРУГОВЫХ И КОЛЬ
ЦЕВЫХ СЕКТОРОВ ПРИ СОВМЕСТНОМ КРУЧЕНИИ И ИЗГИБЕ

Задача пластического состояния призматического стержня при сов
местном изгибе и кручении впервые рассматривалась в работах Гандель- 
мана [1] и Хилла [2]. в которых получено уравнение задачи для идеаль
но жестко-пластического стержня. Позднее Пехник и Жичковскнй ' 3. -Ц 
рассмотрели решение задач для прямоугольных и круговых сечений. При 
помощи некоторого полуобратного метода в работах [5. 61 получены урав
нения. определяющие напряженное состояние упрочняющихся призматиче
ских стержней при совместном воздействии крутящих и изгибающих мо
ментов и получено решение для кругового кольцевого сечения. В настоящей 
работе рассматривается напряженно-деформированное состояние призма
тических стержней с поперечными сечениями в виде круговых и кольцевых 
секторов при совместном воздействии крутящего и изгибающего моменте», 
приложенных на концевых сечениях (фиг. I). Материал стержня подчиняет
ся условию изотропного упрочнения.

1. В системе цилиндрических координат рассмотрим призматический 
стержень, боковые поверхности которого представляют собой координат
ные поверхности г = К,. г= R и Н = — <4 (фиг. 2).



32 П В Гнлпчян

Имеем [6| компоненты тензора деформации

2- - Ar sin 6 4- 5r cos 5 -L с

1а-0. —'
or • ft; г <6

компоненты тензора напряжения

зг = 3^==.^ 0, z. = О {Ar sin 4 ~ fir cos б : С)
2 z _ , (1.1)

S^A7|3.Z)^. 5/(2. О (г * ֊֊■)
дг \ г ди /

Здесь - , ’г_, представляют отношения компонентов напряжения к 
26’ (6’ модуль сдвига), / заданная пункция, характеризующая 
закон упрочнения материала стержня с некоторым физическим пара
метром > (0 с; / :֊-\ Для лииейно-упруч ого случая /(а, 0) 1. 4,

// С, /•'—постоянные, определяемые из статических условий, ՝г ис
комая функция г и

| -у (,4г Br cos (> - Су Е 1 о;

;;н п-исияиость деформации сдвигов.
Перемещения имеют вид

Н ֊ (.4 sin б- /՝՛ г:>, 5| (г 2z I---- - -Сг

г -՛ (4 cos С В siir՛.՜) I < 2У) • lErz
4

ю — '2Е‘{г. <) - Arz sin ’> -r- Brz cos •' (.՛:

Задача сводит-.я к 1!ну|реяпен задаче Неймана относительно функции пе
ремещения у՛ |6

'±\ = 'L(S)
г ds 2 '

(1.3)

где • расст.-яние точки контура 1 облает։: 12 поперечного сечения стерж
ня с-т начала к .эрдпна.. ՝• — дуга контура, а V - напразлемиг внешней нор
мали контура. ।
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Решение (1.3) ищем в виде ряда

(1.4)

Тогда (1.3) сводится к граничной задаче

= 0, когда (г, 0) £ - 1’ -- 
(Т5)

о ?о _ d / г\ \ 
dv ds \ 2 '

когда (г. 6)(:Г2

н системе рекуррентных граничных задач

Д?„_։ 6Л, когда (г, б) 2֊ Г 2

дЬ , . Л (1-6)
֊— 0, когда (г, б)^Г2

о՝»
(п - 0, 1, 2,...)

где (1.5) определяет линейно-упругое напряженное состояние стержня 
[9. 10]. В (1.6)

О» — V grad 4 grad F„ k (1-7)

где

FAr. 0) =
i d" 1)пА- 

(«4՜ 1). ^,п 1
А («>. '} — /(-. ')> - Е\ »<

= —■ 3. (Аг sin б Br cos rJ 4 б7)։ 4֊ ( —) (г 1 — - - 5' '*1’ч-
2Е \ or / \ г дЬ )

...0 = — (Лг sin 0 + Йг cos « . С)'- + г֊-2-!—° - чгас1=.„ (1.8) 
4Е- ОЬ

°՛՛՛=2 4՞ sgrad л-grad j‘"к
k 1

Известно [9. 101. что

2. Рассмотрим, вопрос об условиях существования решения задачи
(1.6). Для этого необходимо и достаточно выполнение условия

f f =о

3 Известия АН Армян, кои ССР. Мсх >|| ix № >
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Из (1.7) и (1.9) заключаем, что это условие выполняется, если — не- 
четная функция по К. а последнее имеет место, если ф. нечетная по 0. а 
Р» — четная пи 0. Но /... будет четной функцией, если в выражении (1.2)

или 1) А 0, В у О, С^О
2) А 0. В - 0. С = о

(2.1)

3. Решение задачи (1.6) ищем в виде ряда

ОО

4 . jlrlsinAtO (3.1)
* -1

ос

разложим । ряд Фурье ։| упкцы ֊ Qn х' п (г) sin Г-. Подставив

разложения и Q„ в первое •. i .ннение (1.6) и сравнивая коэффи
циенты рядов левой и правой ՝. -.ст-.-'.', для одной и той же функции, 
получим

а. , .. <ri ■ — a. n_։ (ri - а. ,{г) ,, , (л). (Д- ֊ ’. 2, 3, ...)l3.2)
г г՜

Собственные чи.ла л - — (24 '.I определим из граничного условия
2а *

(1.6).
Общее решение уравнения (3.2) будет

(3.3)

Постоянные С, ; С. определяют я граничного условия (16). которому 
удовлетворим, принимая а[ п . (л\)--0, „ ։ (/?*) —('-

Для коэффициентов я. , (И имеем

С՜) = — С?г ?) в!п )*•?</•?
- «•

Подставив значения ах п ։ из (3.3) •; (3.1) после некоторых преобра
зований, вводя при этом бсзразмс} тыс координаты ■, / А\, ' — ;
приводим его к виду

Г. ...

। де £ (’.. ,. 0) функция Грина для рассматриваемой области в виде
кольцевого сектора, £= £0(-. т„ 9) при ' ֊< <, /- — £0(/;, ?)
при 7 >
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При/?!— О отсюда получим функцию Грина G(Z, ?; т4, 5) для об
ласти в виде кругового сектора. G — Д, /„ 0) при С < yj, G'= 
= Go(-,. б; е) при

Go (>. ?; ri. $) = -- У' * (к - ГГ *) — sin /4? Sin >.к {J 
4 i '•*

Прссум.мирозаз последнее соотношение, получим

В случае степенного упрочнения имеем Д = (Е' . При этом из
(1.7), (1.8) получим

Ол ֊ — -г — grad % jp-ad
(3.4)

Qn =—— ■ — У grad •>., grad — X' (n - 1. 2, 3,...)
wo C/J '-■■Г,- “1 

где принимаем ;но из условий (2.1)
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4. Рассмотрим вопрос 
кона упрочнения. Так как

сходимости ряда (1.4) в случае степенного за-

71. ')

то достаточно рассмотреть сходимость я случае Заметим при
■■том. ч го первое уравнении (1.6) удовлетворяв։ условиям, при которых 
справедливы априорные опенки Шаудсра [7]. Так как 4՜ принадлежит к 
классу СТ , (О \ 1). то из (3.4) следует, что (Л принадлежит Сч.
Следовательно, >, принадлежит С\ (,, и согласно (3.4) (]„ нринадле 
жнт С-., а <п — С1~;у.

Введем норму в Сз+а,

. у V ՛. IА , — шах Л (Л?) тах ...
лк.- и.м М.\г

Гак как т(Щ
<4 '9' !•

МЛ' определяется из условия

тах
.’•! Х(.’-

м) -/.(■

Л/.У 1

՝.՛> для сходимости ряда 0-4) достаточно показать сходимость ряда

1'>о
Из (3.4) будем иметь [ Сй

где

т( *’) . Л , । / 1 1 \ IС:=т„ определяется из ус

Л О ВИ я

а М!^՝ “
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г. Л/) ֊£(•:, ?; Л01<^

шах
•Ч.Л'с-ч

Далее, используя эту оценку и априорные опенки Шаудера
:Г<<-,1 ОИ (О

где г,— определенная постоянная. . ..висящая от геометрии области [7, 8]. 
получим

|<|. I/X, I < е4</„
• ч—1

где ЛО- А •! (п 1,2,3....). а с4 определен-

над постоянная, зависящая от _ н с5. Используя эту оценку, из (4.1 > 
получим

|(2Л<С>[ дп [С?п-|1 - У I 0. •• </.. . V 1СЛ. И'/*) (я 1. 2,3,...)

(4.4)
где с определенная постоянна*. зависящая от с- и <.> 

Предположим, что до ггого члена имеет место неравенство
(?.. |^.Кп К п, где А՜. ? и А’ некоторые положительные параметры, 

причем р>1. Выясним условия, при которых оно нмес: место и при 
п - 1. Используя неравенство

.V-! .у • ։
У А (.У-аг) ֊—/V

4-1
из (4.4) получим

1С-.К К(п 1)՜ /Г;'' а}Я а0А?) ('I б, 7,... I
откуда следует, что/? определяется из уравнения и..^ «./?• а..^ 1.
где

—к-.

2’ -.+2:1Ц.14-2?, ,7.- 2Л|ТА՛.-; ֊ ^—уА'-, )с.

ви=(2?-։ 29з-2? ИЛ1 7-2ИЛ1 + ? —гк

К тах|’&| (к - ], 2,..., 5)

Таким образом, имеем '1 <2-, ,| Аг/ — \ ч (« — б, 7, 8,...),
\ А ,՛

откуда заключаем, что ряд (1.4) сходится абсолютно и равномерно с 
радиусом сходимости /■ - R. Из (4.2), (4.3) и из последнего неравен- 

со
ства следует, что ряды, составленные из производных V / /2/х-, 

л=4)
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У >' О'"'^, также сходится абсолютно и равномерно с радиусом схо- 
к -(՛
димост и / — /?. Следовательно, допустимо дважды почленное диффе
ренцирование ряда (1.4).

5. Рассмотрим случай полукругового сечения (<% — .! 2) при совместном 
воздействии крутящего и изгнбаинцег . моментов, принимая второе усло
вие из (2.Г).

Разложим и ряд по ' функцию /<։ (ч>, ■'•) — (Е''՝<)՜

ос* , к со
/(•. »-) - ։ 4- £(-'1)*^?1п‘(Е։щ) = 1֊> V ?Л +

л֊: А-1

У( -1Г-£1п‘(£М 
— о (5.1)

Согласно (1.4), п первом приближении у = у0-; Подставляя по

следнее выражение и (5.1) в (1.1), имея н виду, чти —— —
()( _{)

= 1п (Е3<"0), получим

3
-у ,5։пО[1-/.1п(ЕЧ)]

Е г!) Е I и\х {№,,՛(„ 'и
аг, Е։ | дгх

А\г,
I Г ■. . . ;•■.՛ 

!<}
лз..^1п (/•;- д ֊

—л—111 15’3)

где = ՝% (Ау,. С'). При -0 получаются упругие решения.
Из (1.9) имеем

՛'*՛- ! ( 6)

м(^л. 0)

Ш ?____ зЬгО_____

. 1?„41сЬ-|֊г
81п (г 1п 7.) (1с

со» (г՜ 1п ',) в:
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Для производных »| * будем иметь

*> л (ж '(
<>ц .) •* в??

-<■: [:г: 1’ <?.</?;, <е)֊^ 
М ,՛ з дЬ

где

Г'Л.(А '.. ; ' ■ ՛ ?) '7} (А1.-. _т)
R} <

2 е)
Г/. д'й

и.

г)

9 'г-.,(АЛ

2 -) IА/. ■ '
R? <\ сл<)- А?? д-£

: ,2--7/^
<?: ..... с, -) I 2 \. е / • ■ а. 1?^:

2 ՛■•-:. '.А.:, VI „(АЛ. V) -
а:' (R гу I "л»?

2 ^-г.'АД. =) •/, I
Кл> <!: I

П 1СТ0ЯННЫ՛.՛ .-I И /•’ Я (.5.2) . :.։ с. \#к>гся из стлтическях условий нл 
Тср^ех

.V. -1.4лД 1՛ /, -.т.•••••! •!□[£=• «л, 0)] Л

Е1< ֊- |„1£։՛.■■.,(<;. 0)1
.1 I сб

; ^с(Аг ... 1 1|п|£,,и| О)1ЬУ 
(?У |

где — изгибающим момент относительно оси х (фмг. 1). У1к — крутя
щий момент. Отметим, что если .ч. чмем первое условие (2.1) при С = 0. то 
получим изгибающий момент относительно оси у. Случай В = 0, С=?=0 и 
Е~0 будет соответствовать совместному кручению и растяжению стерж.- 
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мя. Как частные случаи отсюда получаются решения пластического круче
ния пли изгиба.

Фиг. 3.

Эпюры распределения напряжений з сечении при ?.= 1 4. R см, 
/! ֊ I. £ 2 приведены на фиг. 3 Этим значениям А и £ соответствуют 
М. 1.1 G, Мк = 0.8 G.

Айтор выражает благодарность проф. М А. Задояяу за постановку 
задачи и постоянный интерес к работе.
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•И Վ. ԴԱԼՊՃՏ1ԼՆՕ4.Ա.ԿԱՈԻՆ Н ՇՐ,9ԱՆԱ:Ո»Ն ՍԱԿՏՈՐԻ ՈՎ ՈԻՆ1;ՑՈՈ, ԿՏՐ՚Լ1ԱրՔՆեԻՈՎ
OlPl’UirikSHi <1П‘1.Ы'1« Պ|.Ա|)Տ1ՊՍ.ԿՍ.Ն ՎԻՃԱԿԷ шипи.

1»Վ ՈԼՈՐՄԱՆ ԴեՊ4-’ՈԻ11։

Ա մ ւ[ւ n փ ո ւ Ա
li\սոէմնսւսի[ււ(էւէմ Լ о դա կային ե շրջանային ւէԼկսւորի ձհ ունեցող կտրր- 

ված //հերով պրիւ/մս4ոիկ ձողերի պլաոտիկսէկան վիճւսկր, երր ձողի ձւսյրսւին 
կէէէրւ} ած թնե/էի էԼրտ կիրաոՀե/ են ձոող էւ n/tit/ող մ ո մ ենւռն L/tt Ձողի նյրրւ^/ւ 
ենէ1ւ"րկվէէւմ Լ իէլոտ/ittuj niü'/ttt/n/նղման;

ե>նէ/իրր /ւեր>(էէւմ I, Աէեղափէւխէււթ/ունների ֆ ո ւնկ ց ի ։ււ չի նկատմամր երկ- 
I1"/"/ եէ/րա/ին իէնէ/քւինւ R-/'] !Անորի /(էէծումր փնտրվո< մ ( ա ւ/ւէւիհանաւին 
Հ՚ո/ւք>ի tttlitttinil, րստ որոշ !իիղիկական պս/րոէմեսւ/էի հ Հէսնգոցվէէէմ րհկէէէ.ր> 
րենէո երկրորղ եր/pttt ւին ի/նէ/իրների անվերջ Հս/մակարրքիէ ՝!tiin ttcgilում են 
ա/դ իէնղիրնեյէի /ուծ ումներ/ւ և grtL/n Լ արվոլմ ջարք>ի ւլո tt; ա մ ի տ m (I j/էէե ր :



Пластическое состояние стержней при совместном кручении и изгибе 4J

հ ի ма/շրջանի կարվածքով ձուլի Համար կատարված I, թվա լին Հաշվարկ 
և ր հրված Լն լարումների Լ սլյուրան /,րր:

THE PLASTIC STATE OF PRISMATIC BARS WITH 
CROSS-SECTIONS IN THE FORM OF CIRCULAR AND RING 

SECTORS UNDER JOINT TORSION AND BENDING

P. V. GALPCH1AN

S u in m a r y

The plastic state of prismatic bars will՝. cross-sections in the form 
of circular and ring sectors under the joint effect of torsional and 
bending moments applied to the end sections is considered. The material 
of the bars obeys the condition -if isotropic strengthening.

I he problem is reduced to a second boundary one with respect 
to the function of displacement. The solution of the latter is sought 
for in the form of a power series by some physical parameter and is 
reduced to an infinite system of reCurrer.t second boundary problems. 
The solutions of these problems arc presented along with the series 
convergence.

For a bar of semi-circular cross-section a numerical calculation is 
made and stress diagrams are drawn.

JI HI F P А Г У P A

1. Handelman G. !1. A varwilietiul principle for a of combined ;>i՝.‘t.՛. stress. 
Quart. J. Appl. Math., 1941. 1

2 Хилы P Математическая теория ил.н тичнисти AJ. ИЛ. 1956.
3. Piechnlk 5. The influence of bending on tin- limit state of a circuldt iai subjccti'd 

to torsion. Arch. Mccb. sto.s., 1961. vol. 13, No. 1.
4. Piechnik S., Zyczkowski Л/. On the plastic i»1cru>.lion-curve lor bciiciing and 

torsion of n circular bur. Arch. Meeh sto$., i9(>), Vol. 13. No. 5.
5. Задоян А/. ,֊l. Задача yc i .moiiKiMJiencH ползучее i ;i прилмлти՛«-ког- • терапия при 

сопли-. гном растяжения. изгибе и кручунии И.ш \И АрмССР. Мсхлиика. 196М. 
т. 21. 3.

6. Задоян Л/. /1. Пластическое сос тояние толсто, тенш нилипдритч кой трубы при 
Совместном кручении л изгиб. Дока Al l .АрмССР, 1973. т. I.VJ. № 4.

7. Курант Р. Уравнения с частными производными. М.. «Ммр», 1964.
8. .'Io.iwxchckuk О. .4.. Уралове«« Н Н Линейные и >: пазилинейные уравнения эллипти

ческого типа. М.. Изд. «Наука ՛. 1964,
9. Лрутк/няк Н. Л.. Абрамян Б .1 Кручение- упругих тел М- Ф.-нчмгi :>л, 1963-

10 Ауръс А. И Теория упругости. М. Изд «Наука՝. 1970



ZU.3hU.UlkL IJUZ U.’։iri֊blll’U.3b SbU.HiUW
ИЗВЕСТИЯ А к. л д E м и и H \ у ь \ J> М Я Н с КОП ССР
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Л. М. СИМОНЯ! :

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ХРОМО-НИКЕЛЕВОЙ СТАЛИ ПРИ ЦИКЛИЧЕСКИХ

ИЗМЕНЕНИЯХ Н АПРЯЖЕНИЙ

Вопрос прогнозирования высокотемпературной ползучести материалов 
при циклических изменениях напряжении привлекает внимание исследова
телей и инженеров. К настоящему времени накопилось определенное коли
чество экспериментальных данных о циклической ползучести՜, не позволяю
щих, однако, выработать единый подх д к вопросу о предсказании ползу
чее ։ и при циклических изменениях напряжений.

Согласно классическим теориям ползучести [1|, факт частых измене
нии напряжения не должен приводит:- ;< юлее интенсивному протеканию 
разупр՛ чнсии.;. чем эы имеет место при соответствующих постоянных на
пряжениях, и деформации ползучести, как. впрочем, и скорости деформа
ции при циклической ползучести должны заключаться в пределах соотвег- 
с. .чующих значений при наибольшем и наименьшем постоянных напряже
ниях. Наряду с подтверждением этой .’очки зрения [2. 31. в ряде работ 
; 4—8] показано, что цикличность действующего напряжения приводит к 
более интенсивному разупрочнению, чем ■•тг» предсказывается классически
ми теориями. В работе [9]. в математической аналогии с | 10], для мате- 
.»палов без III стадии ползучести строится структурная теория, согласно 
которой при циклических изменения?. Напряжения имеет место так назы
ваемая <՝ ускоренная?- деформация.

Факт более интенсивно։ > разу;:... -няя материала при циклических 
изменениях напряжения по сравнению с действием постоянных напряже
ний подтвердился и при изучении долговечности и длительной прочности 
| II—13], хотя о некоторых опытах [14, ?| это и не подтверждалось. В ра
боте | 15) предпринят полезный для приложений эмпирический подход к 
описанию циклической ползучести, не позволяющий, однако, предсказы
вать, например, ползучесть при случайных неравномерных циклах измене
ний нагрузок. Вероятно, указанная про:илоре-.ивостъ в оценке циклической 
ползучести, в некоторой мёрь. связаиз с отсутствием учета деформаций 
111 стадии ползучести. В работе I 16] предл »гается теория ползучести и дли- 
х-льной прочности для материалов, у которых ползучесть при постоянных 
напряжениях протекает с ненрерывнс-вс-зрастающей скорос1ью. Болес про
стые уравнения ползучести для материалов с разупрочнением, экенсримен- 
|.'.льно подтвержденные при одноступенчатом изменении напряжения для 
нержавеющей стали, рассмотрены в работе 1 17].

Настоящая работа посвящена исследованию циклической ползучести 
хромо-ннкелепой стали X I8H10 1 дон 700 С и при существенно неравно-
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мерных циклах изменения напряжения, а также оценке ряда теоретических 
положений.

I. Методика исследовании

Опыты производились на цилиндрических образцах Ф8 ч.ч при базе 
измерения деформации 100 леи. В процессе испытаний температура изме
рялась в непосредственной близости от поверхности образца и регулирова
лась путем периодического включения и выключения нагревательных 
устройств в печи, при этом имели место колебания температуры zh 2 X « 
ПСрИОДОМ ОКОЛО 2 Лн.Н.

Растягивающая нагрузка на образец передавалась плавно с помощью 
двустуценчатого рычажного приспособления, а изменении ее в течение опы
та осуществлялось вручную при crpixoSt недопущения динамических 
itiCKToa. Точность измерения деформации образцов, .обеспечиваемая опч- 

ческнм устройством, составляла ~ 0.5՛ 10 .
Явление окалинообраэования m учитывалось; действительно, как по

казывают расчеты на основе [18]. окалинообразованнс у испытанных об
разно։։ может привести лишь к 0.06 умен шення первоначальной площа
ди поперечного сечения образца.

2. Теоретические положения

В работе I 171 рассматривалось уравнение ползучести при одноосном 
растяжении в виде

Г + р.Н-гбл-.е՜ ■ ЗА [(^)| [(’-£>)'</; | d- (2.1) 

о 6 (I

где первый член соответствуй; упругой обратимой деформация, второй 
член описывает деформации установившей«. я ползучести и затухающие об
ратимые деформации наследственности, тр. .ни член определяет затухаю
щие необратимые деформации наследственное гч (затухающую пластич
ность), а четвертый член описывает деформацш с возрастающей скоростью 
(0*— сумма промежутков времени, и течение которых действующее растя
гивающее напряжение нс меньше максимально достигнутого за предше
ствующее время нахождения образца под нагрузкой [17], 0,-|-0 = 0- Функ
ции. входящие (, (2.1), определяются из опытов при постоянных напряже
ниях и на обратную ползучесть.

Уравнение ползучести (2.1) довольно точно описывает деформацион
ные кривые ползучести нержавеющей стали Х18НЮТ при К=10, v=1.65 
как в случае ступенчатости возрастания, так и \ случае ступенчатого убы
вания действующего напряжения [17] В случае, когда продолжительность- 
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йены гания и действующие напряжения относительно невелики, можно пре
небречь последним членом, кото-рый фактически описывает разупрочнение 
материала, приводящее к разрушению Наоборот, при относительно боль
шой продолжительности испытания, как показывают опыты, превалирую

щими оказываются деформации установившейся ползучести ( \ 7 I

и 
и последний член (2.1).

Ниже будут отдельно исследованы деформации с возрастающей ско
ростью сН1 ( ), соответствующие последнему члену (2.1). то есть деформа
ции за вычетом затухающей и устанпниаигейся ее частей

■»
и о

При постоянном напряжении (<’(<’) - и ) формула (2.2) даст

=>■.<«= *(^՜) > (2-3)

Расс мот р и м 1 ։ ижес ле ду ющ у ю я рог ра м м у
ступенчатого изменения напряжения:

= (') = 3© при /?<•-!
т(-) 5։ при I <•-</’, -

неравномерно циклического

г —0, 1,2, ... (2.4)

Согласно (2.2) для программы (2.4) имеем

где О'>, — 1ч,- !>, |. . 1 : Ь- — суть продолжительности дей
ствия нагрузок и з0 на соответствующем этапе циклического на
гружения.

Более удобными для приложений являются рекуррентные формулы для 
описания деформаций при неравномерно-циклическом ступенчато изменяю
щемся напряжении
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/ — 1 — 1

В случае циклического нагружения. чередующегося с отдыхом (о —0), 
согласно (2.5), имеем

»Ц| (/2Л) к / “ )
\ г\ /

(2.8)

то есть деформации с возрастающей скоростью определяются общей про
должительностью нахождения образца юл нагрузкой; независимо о։ на
личия и продолжительности отдыхов, причем при отсутствии нагрузки из
менения 8։п не имеют места. Анал । очный тезис подтверждается форму
гон (2.5) я при п, - 0. а,У=0. Отметим, что этот тезис в известной мере 
аналогичен гипотезе суммирования повреждений пр։։ изучении длительной 
прочности металлов I 19].

Если а формуле (2.2) положить л~ ". то она вырождается в уравнение 
ползучести, являющееся обобщением (2 3) на случаи переменных напря 
жекяй. согласно теории упрочнения.

Ниже приводится экспериментальна; проверка формулы (2.2) при 
различных неравномерно-циклических изменениях напряжения

3. Результаты экспериментальных исследовании

Проведены исследования ползучести хромо-никелевой стали Х18Н101 
при 700 С и при существенно неравномерных циклических ступенчатых из
менениях оссвоп растягивающего напряжения.

В одной серии экспериментов производилось нагружение образцов ю 
одного и того же напряжения, чередующееся с полном разгрузкой. Напря
жения были взяты равными 9.3 кг мм:. 11.15 кг: мм и 12.4 кг мм\ Были 
проведено от 8 до 12 испытаний при каждом из указанных напряжений, при
чем в каждом эксперименте была крння а своя программа испытания на 
циклическую ползучесть при существенно неравномерных продолжитель
ностях нахождения образца под нагрузкой и в разгруженном состоянии. 
Выдержка образцов под нагрузкой в пределах одного цикла менялась от 
I до 840 час. причем общее количество циклов юходило до 35. Отношении 
общей продолжительности нахождения образцов под нагрузкой к общей 
продолжительности испытания принималось в пределах О.З-г-О.8.
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В отдельности для каждого к пытанного образца были определены 
зма .гния затухающей ползу чести (|!..-гр|) и скорости установившейся пол՛ 
зучесги (сс)*. а затем вычислены деформации с возрастающей скорость^ 
5,;|(.г). определяющие наступление третьей стадии ползучести. Экспери՛

м:.- .тальнь’с кривые были построены в координатах ;и 1 (время на՛
хождения образца иод нагрузкой), причем кривые эти групи нровалкс1 
• ՝коло Экспериментальных усредненных крнг.ых г.1; (.') при соответствую
щих постоянных напряжениях. Отклонения этих кривых о՜, усредненных н։ 
достигали 20% и не отмечено какой-либо закономерности этих отклсиеннй 
՛; зависимости <п средней продолжительности цикла или от продол житель՛ 
пости отдыхов

На фиг. I ирнвсдсны усредненные кривые гш ։ циклической пол
зучесги (показаны сплошными линиями), а также штриховыми линиями 
показаны хриньх-. ։ строенные г..> формуле (2.8). где . .иихния 
£ 5.35 I сое1. /? 62 /.(.мл. , }.= 10. № 1.65 были пайдс։>!>1 при исслс. •зании 
ползучести nj.it постоянных и однек՛ ту пенматб-леремёмных напряжениях 
| Х.М |. 11уи::т::рными лилиями ограничены области, в которых с верзятн՛. стыо
0.9 ^К ЧО'К НО V лс :я:иланяе соответствующей экспериментам
ной кривой. Н. инчительные расхождения теоретических и эксперимен
тальных кривых говорят в пользу уравнения (2.2).

В работе [211 указано. что с епснь разупрочнения при циклически
изменениях напряжения тем больше, чем больше амплитуда изменения на՛
пряжения (<?..) лишь до определенного значения и,.-. после чего имеет место
обратный эффект — чем более существенны изменения напряжения, гем
меньше разупрочнение. В таком случае наиболее сущее гневное |к<схождс- 
нис формулы (2.2). не учитывающей ускоренного разупрочнения из-за фак
та цикличности приложения нагрузки, с экспериментальлыми данными
дует ожидать не при полной, а яри частичной разгрузке ла кажд< м цикле,

К1 .4.1'֊.
12.4

՝: Уерелиеипыс цшчепия '0 для напряжении 9.3 11.15 ЛЧ,.'.К.и2

Х1.'лг,՝։: 00ОТВСТСГКС11ПО состаинли 0.00046, 0.0020 :• 0.0047, а 2.1 10՜<
7.73'10 5 и 1Ы0“\
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В связи с этим были проведены исследования ползучести при различны.՝: 
программах циклического изменения напряжения от 9.3 лч/лелг до 
11.15 кг.'лглг, от 1 1/15 лч/лыг до 12.4 кч'.плг и от 9.3 кгм.г до 
12.4 к? МАГ.

Как показали испытания, сразу же после уменьшения напряжения в 
верных циклах изменения нагрузки имели место весьма незначительные 
деформации обра.ной ползучести, однак-.. з последующих циклах обратная 
ползучесть пр:; частичной разгрузке уже почти не наблюдалась. Времен
ный эффект неизменности деформации частичной разгрузки (так на
зываемый инкубационный период ) з настоящих исследованиях, я отли
чие от | 2 I. 22]. ив имел места.

На »риг 2 3 приведены экспериментальные кривые еп։ (О (показаны
сплошными линиями) в сравнении с ՛ чштветствующими теоретическими 
(показаны штриховыми линиями), построенными согласно (2.5), при двух 
различных программах циклических изменений напряжения от 9.3 кг/.илг 
до 12.4 кг.члг՜. Как заключаем из данных фиг. 2 и 3. формула (2.5) хорошо 
описывает деформации ползучести ■՝ г при вышеуказанных циклических 
из м с нен и я х и а п ряжения.

На фиг. • ՝. 5 приведены знал .;;-,ныс экспериментальные я теорети
ческие кривые ■ ц| (О при циклических изменениях напряжения соответ
ственна от 9.3 кг.чл? до 11.15 кг/.и.|| н от I 1.15 кг/лыг до 12.4 кгмм:. Лсгк» 
видеть, что сел.: при относительна малых напряжениях факт циклическое 
изменения напряжения приводят к большему разупрочнению материала, 
чем это предсказывается уравнением (2 2). то при относительно больших 
напряжениях имеет место обратный эффект — действительное оазтпрочне- 
ние меньше предсказываемого уравнением (2.2).

Отметим еще одну особенность циклической ползучести с неполной 
разгрузкой: зачастую. в пределах одн 1<՛ цикла скорость дырормации тре-
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тки стадии ползучести €։п (•) на ступени наибольшего напряжения ока
зывается несколько больше։՜։, чем эго предсказывается расчетом, а на сту
пени наименьшего напряжения, наоборот, меньшей, иначе говоря, чувстви
тельность еп> (.') к изменению напряжения значительнее предсказываемой 
уравнением (2.2). Указанная особенность нс имела места при циклических 
испытаниях с полной разгрузкой.

На основе проведенных исследований, вероятно, можно заключи г>, что 
разупрочнение при циклической ползучести, вообще говоря, может быть 
описано с помощью феноменологичегкого уравнения (2-2).
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AN INVESTIGATION ON HIGH-TEMPERATURE CREEP 
ОГ CHROME-NICKEL STEEL IN CONDITIONS

OF CYCLIC CHANGES IN STRESS

A. M. SIMONIAN

Sum m ?. г у

The creep of chrome-nickcl steel in conditions of non-uniformly 
cyclic loadings and cyclic changes in stresses are investigated. A phco- 
mcnologic equation, describing deformations of “delay plastic?y'*, 
reversible deformations of the theory of heredity as well as deformations 
of the third stage of creep are derived.
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Г. П. ЧЕРЕПАНОВ, В. М. СМОЛЬСКИЯ. Л. Г. ТАГИ-ЗАДЕ

ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПРОЕКТИРОВАНИИ 
НЕКОТОРЫХ ИНЖЕНЕРНЫХ МАТЕРИАЛОВ

В данной статье излагается подход, позволяющий оптимально проек
тировать некоторые клеевые соединения на основе принципа равнопрочио- 
сти. Анализируется прямая задача о плоском напряженном состоянии мно
гослойной клееной панели с непроскальзывающими слоями и со сквозны
ми трещинами. Выделяются безаварийный и аварийный режимы работы 
панели, приводящие к сходным математическим проблемам нелинейного 
программирования. Для решения этих проблем используется гибкая про
цедура перебора с правилом Балаша, реализуемая на компьютере. Рас
смотрение годится также для многослойных безмоментных оболочек.

1. Принцип равнопрочное™

При оценке работоспособности конструкции весьма полезен эвристи
ческий принцип равнопрочности. Прежде чем сформулировать этот прин
цип, остановимся на допущениях, определяющих область его применения.

А. Конструкция сделана из достаточно надежного материала, то 
есть не содержит опасных трещииоподобных дефектов меч аллергическое-• 
происхождения, не обнаруженных методами неразрушающего контроля.

Б. Конструкция работает в условиях, исключающих опасное развитие 
в ней эксплуатационных трещин за требуемый промежуток времени. К экс
плуатационным относятся усталостные, коррозионные, водорододиффузной
ные и др. трещины.

Эти допущения позволяют считать конструкцию ««бездефектной» я для 
определения условия локального разрушения пользоваться феноменологи
ческими теориями, в которых отсутствуют структурные параметры, харак
теризующие структурные несовершенства материала (размер трещины, ве
личину зерен илп пор и т. д.). Существенным недостатком теорий прочно
сти является то, что в случае сложного напряженного состояния локальное 
разрушение часто нс приводит к разрушению всей конструкции. Фактиче
ски, и опасной точке появляется либо пластическая зона, либо образуется 
трещина, которая развивается с увеличением нагрузок. Поэтому теории 
прочности дают неудовлетворительные результаты в местах надрезов, ны- 
гочек и др. концентраторов напряжений. Примем следующее допущение.

С. Локальное разрушение приводит к разрушению или потере работо
способности конструкции в целом.

I ем самым, пренебрегаете« устойчивым развитием пластических эон 
и трещин от момента их возникновения до потери несущей способности всей 
конструкции. Очевидно, это допущение вдет в запас прочности.
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Коне (*>кц» о. удовлетворяющую допущениям А. В. С. будем назы
вать равнопрочной, если она спроектирована так. что разрушение начина
ется г։ пей одновременно во всех точках конструкция (или же. если послед
нее невозможно, н максимально большой части конструкции).

Очевидно, что в такой конструкции материал «работает - наиболее рав
номерно и экстремум. получаемый на »сновании принципа равнопрочно! ги. 
вообще говоря, будет локальным в силу зависимости от „сходной геомет- 
ри конструкции. Поэтому необходимо стремиться к его использованию в 
нр.<ектнровании на как можно более ранней стадии и в наиболее общих 
геометрических формах.

2. И.юско-чапря менное состояние многослойных клееных панелей

Пусть панель представляет собой пластину постоянной толщины А. 
составленную ич А’ различных упругих слоев толщины А’г(.’=1.2.... А).
. клеенных друг с другом. Будем считать, что пане.։ симметрична относи
тельно срединной плоскости (включая внешние нагрузки и геометрию па
нели՝ Введем допущение: средине смещения м, V и средине деформации 
:■ . <- у.% всех слоев одинаковы в соответствующих точках, расположенных 
на одной и той я;т нормали к срединной плоскости (ху— прямоугольные 
координаты ?. этой плоскости). Это допущение справедливо в том случае, 
когда взаимное проскальзывание слоев невозможно, а величина '.՛ гораздо 
меньше размер ж пластины в плане.

Предположим также: коэффициенты Пуассона всех слоев одинаковы. 
Напомним, что для большинства металлов они близки по величине.

В указанных предположениях для смещений </, Р и суммарных усилии 
\л, . А получаются обычные уравнения теории плосконапряжениого
с »стояния для пластины толщины /г и материала с упругими постоянными 

х
> и Е, где Е - У /Л.

Г-1
Напряжения в г-ом слое определяются через средние напряжения •фор

мулами 

(2.1)

я поэтому для сквозных трещин нормального разрыва коэффициент интен
сивности напряжений в ыом слое равен

А-;"-ат— (к, —у л, к/-՝) (2.2)
л \ л - /

Величина А; вычислена в зависимости от геометрии и внешних на
грузок и весьма многих случаях; наиболее полная сводка этих результатов 
нмсс гея в книгах I — 3].

Можно показать также, что формулы (2.1). (2.2) справедливы, когда 
чип:ск лонная панель образует произвольную криволинейную оболочку, на-
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холящуюся в безмоментно.м состоянии (,\р— декартовы координаты в ка
сательной плоскости к срединной поверхности оболочки в рассматриваемой 
точке).

3. Некоторые задачи опта ми тьного проектировании

Определим прочность растягиваемой многослойной панели. Будем раз
личать два основных режима ее работы: безаварийный, когда панель .мож
но считать бездефектной и нужно применять обычную теорию прочности: 
аварийный, когда панель имеет сквозной дефект (например, усталостную 
трещину, брешь от метеорита или снаряда и т. п.). Сквозной дефект мож
но модслироват։. разрезом-трещиной даже в тех случаях, когда его факти
ческая форма довольно далека от математического разреза [ I |. В зависи
мости от назначения конструкции тот или другой режим будс! определяю
щим при оптимальном проектировании.

Безаварийный режим.
!1усн> сплошная плоская панель растягивается напряжением •՛.
Примем следующее допущение: каждый слой работает на разрушение 

также, как если бы его боковые поверхности были свободны от напряже
ний. Это допущение справедливо [4], когда клей, соединяющий слои, срав
нительно слабо сопротивляется скалывающим напряжениям, так что при 
разрушении одного из слоев в сосед
них неразрушенных слоях можно пре
небречь к с и п е: т р а и 11 •? й н а п ря ж с и а и 
на продолжении разрыва вследствие 
образования трещины вдоль клея.

В указанном допущении диаграм
ма СТ—Е для многослойной панели бу
дет кусочно-линейной (фиг. I), если 
можно пренебречь пластичностью. 
Угловые точки на диаграмме соответ- 
с гвую • последовательному разруше
нию слоев. Величины г,, суть пре
дельные деформации отдельных слоев 
в момент разрушения. перенумерован
ных з порядке убывания их жесткости. 
Условие равнопрочности выполняется,
если Е, е. Однако, в большинстве случаев наибольшей удельной
прочности о.;՛ можно добиты я на неравноправных панелях.

Найдем последовательно напряжения гт.,,.. на диаграмме о 
(фиг. 1)

Ь = - УЛ.="‘(23). ’• — УЛг3(П(:Д... (3.1)
Л Л Гз

Пусть наибольшее напряжение СТ,, выдерживаемое панелью, достига
ется при разрыве .'.’<'-1 -г«՜, слоя, то есть
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к

(3.2)

Отсюда удельная прочность равна

'л
ь

(3.3)

где - плотность материала /-го слоя.

6 Л

л

Б случае линейно-упругого поведения нгех слоев будет

à I — V 
Л

3.4)

Поставим следующую задачу проектирования оптимальной панели 
liycri имеется >• заготовок-листов, каждая из которых характеризуется ne? 
личинами /?, . , з" (■«;) (/ - 1, 2,..., п), и задана матрица взаимного
склеив тиня

i I. если лист ? склеивается с листом/, 
՛ | 0, если склеивание листов i а I невозможна.

(Склеивание может оказаться невозможным по экономическим соображе
на ям),

Введем /г двоичных независимых переменных х:, которые характеризу- 
Ю1 присутс। виг (-ой заготовки и панели.

)1, селя .'-а я заготовка имеется в панели. >
А . (З.Ь)I.’. если : •он зато ; овки пет в панели.

Требуется ;к. переменным и максимизировать удельную прочность

Г>) выполнено vcAOBHC '.•клсяг.ания лпегог в паве ՛.։». (3.9)
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При выполнении (3.8) несущее усилие и вязкость разрушения пане
ли будут не меньше некоторых величин, заданных из конструктивных сооб
ражений; условие (3.9) нет необходимости записывать аналитически.

Заметим, что к ограничениям (3.8). (3.9) могут быть добавлены дру
ги֊- уелрния: например, толщина панели .может быть Задана в допустимых 
границах.

Аварийный режим.
Пусть по каким-либо непредвиденным причинам в напели образова

лась сквозная трещина: требуется гак спроектировать панель, чтобы рабо
тоспособнее ։ь конструкции е ֊рещинои была максимальной. Развитие тре
щины в панели, подвергну цж некоторому растяжению, зависит от коэффи
циента интенсивности напряжений на краю грещины. Согласно условию 
.хрупкого разрушения развитие грещины вначале произойдет в том месте. 
Где впервые будет достигнуто раве-лство А.՛' К.'г. Это продвижение
фронта трещины вызовет перераспределение напряжений н дальнейшее 
поэтапное развитие фронта трещины проследить трудно. Однако предель
ный режим роста трещины, когда локальное разрушение на фронте трещи
ны во всех слоях происходи । одновременно

К^—Кк (3.10)
Е,

отнечает условию равноправности, так как каждый из слоев предельно со
противляется разрушению на фронте трещины.

Стационарном՝ распространению грещины отвечает напряжение

где

Кс -г V Л. Й;> (3.12)

л—некоторый безразмерный множитель, зависящий от формы панели :: 
плане и расположения трещины, ш хичипа А/ характеризует предельное 
сопротивление (-ото слоя развитию трещины. Она зависит от толщины слоя

: характерная зависимость А/ от для металлов изображена па фиг. 2. 
Эга зависимость согласно допущению. сформулированному в начале анали
за безаварийного режима работы, может быть определена в опытах па од
ном свободном слое.

Таким образом, если действующее в папе хи напряжение меньше <՛. 
определяемого формулой (3.11). то образование щели длины ?.: не приве
дет к мгновенному хрупкому разрушению, Удельная прочность панели со 
сквозной трещиной, п/р, при одинаковой геометрии панели и трещины, 
согласно (3.11). (3.12) пропорциональна множителю
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(3.13)

Поэтому ирг расчете в прогнозе аварийных ситуации для обеспечения 
максимальной живучести конструкции естественно проектировать панель 
гак, чтобы величина (3.13) была максимальной.

1аквм образом, в случаи а заготовок-листов заданной толщины при
ходим к следующей задаче оптимального проектирования: требуется макси
мизировать фу нк ц и ю

(3.14)

я ■ переменным л. при ограничениях (3.8)—(3.9).
Если толщина хистов .может быть любой, то есть завод-изготовитель 

заранее заказывает нужные ему листовые заготовки, то оптимальная гол- 
щяна листов равна величине Л,„. соответствующей максимуму вязкости раз
рушения слоя (фиг. 2). Если по технологическим или экономическим сооб
ражениям этого достичь невозможно, то есть для всех заготовок то
чиим.тльпая голщина листов отвечает минимальной величине Ь1։

4. Решение задачи оптылшяьн'ого проектирования

Получающиеся задачи дробно-линейного программирования решаются 
методами н'г.м-лопания операции. При малом числе заготовок задача легко 
решается полным перебором нсек вариантов

I Тетрудно заметить, что из п заготовок без учета ограничений можно 
/I

создать \՛ ! 2 ел! ,'2 различных панелей, поэтому уже при н 7 ре-
I 1
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шать задачу полным перебором нерационально. Для решения задачи при
меняется метод частичного перебора.

Кроме того. ..ля выбранных листов панели проверка условия склеивании 
является до. та .очно с ложной задачей. Поэтом} для выбранного набора ли
стов сначала проверяется выполнение (3.8). затем увеличение функция 
13.7) иля (3 14) и. наконец, как самое трудоемкое, выполнение условия 
(3.9).

Проверку ограничений (3.8) п увеличения функции (например, 3.14) 
лучше [51 проводить одновременно, го есть решать серию задач на кипен
ные неравенства

птах», V (у/. - Ас’)/>:-х։ <[ О (4.1)
/ I

при ограничении (3.8). Эта задача решается гибкой процедурой перебора 
с правилом Балаша [6].

В процедур - перебора каждая переменная приобретает наименование: 
свободная, выбранная или помеченная. Свободные и помеченные перемен
ные имеют значение 0. а выбранные равны единице.

Состояние поиска характеризуется списком и ранее определенным до
пустимым решением. Список содержит номера выбранных а помеченных 
переменных, причем помеченные переменные отличает знак минус перед но
мером: свободные переменные в список не вносятся. Например. СЛнсой

52. 4, 6, 8, -7, 10. 11, 14, 3, —5, —1| (4.2)

определяет переменные л՛.. - х1 - л-0 = х։։) хх1 ~х1;=1 как выбран
ные, хч х — х3 =■ х:, х3 - 0 как помеченные, х,. — л\.> ■= х։з - 0 как 
свободные переменные, тем самым, списком определяются значения 
всех переменных.

Но значениям переменных можно составить величину невыполнения 
з

ограничений с/. Так, для нашей задачи </ = V г/,, где

|$։ —10 ՛, $х<0.
<={ $։=^> (Ас -?;-)/».х/ (4.3)

1 0 , $։>0, ~

соответствует ограничению (4.1) (малая постоянная 10 обеспечивает 
^1=0 при выполнении (4.1) ). остальные <1, строятся аналогично, а имен
но, если (3 8) записать .ч азиде .$• Т 0 (/ 2, 3), то

г/. = / = 2,3 (4.3)' 0, 5/ > 0 1

Допустимым решением считается набор значений переменных, для ко
торых выполнены ограничения (</=0), Цель процедуры — керебра՛. ь допу
стимые решения с большими значениями максимизируемой функции.
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Для получения начального списка найдем допустимое решение вспомо
гательном задачи линейного программирования

h
max V “—X/ 14.4)

ы ''։

при ограничениях (3.8). Искомое решение получается последовательным 
включением г։ панель заготовки с наибольшей удельной вязкостью разру
шения. пока (3.8) не выполняются. Начальный список процедуры перебо
ра составляется по полученному решению и состоит только из выбранных 
переменных: это же решение с критерием (3.14) является .чача хьным до
пусти м ы м ре ш с и и см.

Шаг проиедуры состоит из анализа списка, его изменения и проверки 
допустимого решения, i-сли оно встретится.

При анализе списка определяется возможность выполнения ограниче
ний. если некот-рым ила Всем свободным переменным придать значение I, 
Гак, если для нашей задач., и текущего списка не выполнен.। условие (4.1) 
uC<0). ю придав значение 1 гем свободным переменным, для ко. рых 
К," ՛<< 0, посчитаем снова </(. Если cf,<0. то выполнии. - граничения,

юстностн, .։• -ними переменными нельзя. Аналогично
щгс ; влястск проверка других ограничений. Если ограничения можно вы
полнить свободными переменными, то определяется та из них. перевод ко
торой в выбранные и внесение в синеок сделает для нового списка макси
мальной величину d. Если для нового списка <:* — (). то ом определяет доиу- 
с имое решение: для атрешения вычисляется максимизируемая функция 

с; лвнснисм с t определи* гея. фиксировать ли новое допустимое решение 
(г։ меня::՝ ֊) ил:: нет. Так, например, если список (4.2) допускает выпол
нение ֊•: ран: ՛։<• шй и в выбранную переменную надо обратит;. \1;, то новый 
япсок буд< ।

'2, 4, b, 8, 7, 10. И, 14. -3,-5, 1, 12}

Если ограничения выполнить свободными переменными нельзя и’.и до
пустимое решение найдено, то определяется, есть ли я списке выбранные 

;:n>ie. При ôt.i НИ их поиск заканчивается. Ес\и выбранные пе- 
: HHj.ie в списке ест.», то из г след ней группы (храй.чгй сп.-аса) выбран

ных переменных переводи гея я помеченные та, которая для нового списка 
сделас: максимальным о՛'. Новая полученная переменная ставится в списке 
j конце (сирАйл) группы выбранных переменных, к которой она яринадле* 
.мала, все помеченные переменные справа от нее переименовываются □ сво
бодные (исклю шотся из списка) Так. если для списка (5.2) в помеченные 
надо перевести переменную .vtl. то новый список будет {2. 4. 6. —8. 7. 10.
14. —11}.

Итак. на шаге процедуры. либо в список вносится одна :: ем гм на я и 
возможно допустимое решение, либо список не увеличивается :՛. возможен, 
конец поиска.

В процессе решения задачи каждое допустимое решение проверяется 
на склеиваемое i ь» следующим образом. Составим матрицу из тех элсмеи- 
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тоз с։ . для номеров г и / которых ։ —/' 1. Полученную матрицу допол
няем единичными строкой в столбцам к нулевым элементом по диагонали.

к
В этой матрице порядка Я|=£х. I требуется отыскать Н, элементов, ран- 

ныхединице, из которых можно составить замкнутый мгфшруг, то сеть гак 
упорядочить, чтобы номер столбца предыдущего элемента совпадал с но
мером строки ;и след} ющето и номер столбца последнего элемента совпа
дал с номером строки первого.

Для решения этой задачи использован алгоритм ветвления, аналогич
ный [7]. Объектом р.стнления является набор элементов исходной матрицы 
и мат,-ица. порядок которой равен разности ", и числа элементов в «•;сборе 
(сначада набор элементов объекта пуст).

Для объекта определяется возможность ветвления: если матрица со- 
держит пулевую строку или столбец, то .ветвление объекта зг'.канчииается.

Для ветвления объекта определяются элементы ветвления и замыка
ния. Элемент ветвления <~ I является единственной единицей в строке 
или столбце . а если такого элемента в матрице нет. то для него сумма эле
ментов в строке и столбце наименьшая. Элемент замыкания с некоторыми 
или всеми элементам։։ набора я элементам ветвления составляет замкнутый 
маршрут.

Ветвление объекта А сводится к получению двух объектов. Один 
объект содержит тог же набор элементов, что п /1, а маршрут его отличает
ся лишь элементом ветвления с(1, равным 0. 1 1абор другого объекта содер
жит набор .1 и элемент с7Г Ма рина другого объекта получается из мат
рицы объекта . I исключением строки г и столбца / и обращением в 0 эле
мента замыкания.

Алгори тм заключается в ветвлении объекта, набор которого содержи ՛ 
наибольшее чис՝о элементов. Если закончено ветвление всех объектов, то 
выбранные листы образовать панель не могут. Если матрица одного из 
объектов имеет вид I II, то листы склеиваются в панель; порядок еклеива 
ння предписывается набором этого объекта.

Физический смысл алгоритма проверки (3.9) заключается в том. что 
к уже отобранным коммуникациям всегда добавляется такая, чтобы 
оставшиеся разрешенные коммуникация с -здавали как можно больше 
склеиваем ы >. комби на ц и й.

>. Чпс’ел'нын пример

На ЭЦВМ М-20 числении сконструированы -I панели из 10 наборов 
заготовок ил г.;- .\ , игл։-н (алюминиевые и титановые сплавы, характе
ристики заго-озок даны в табл. I). В каждом наборе имелось по 2 заготов
ки. 1 ребовадось создать 2 панели с максимальной удельной вязкостью раз
рушения при ограничениях на их толщины 2 с.ч^/(с^4 е.и и 4 г.н^ 

ел: ■ . гтзстс । не.чпо. возможность склеивания не проверялась. Диа
логичный рас от проведен с проверкой условия склеивания (матрица склеи
вания п. мещ-.-н.! в табл 3). Удельная вязкость разрушения оптимальных па-



Таблица /
Хар.жтсрпстнки чак-риллчи

X" ЗЛ1ПТОВ1И1 1 2 3 4 5 | 6 7 8 9 10 11 12

Матерна.’. Сталь ВКС-1 Алюмо II иены н 
сплав 1201

Титановый
••план ВТ14

Сталь
ВЛ 1Д

Лл ю м и иис в ь । и сплав 
7075-Тб

(.'остан и % С 0.39. ( г 1.75 
в։ 1 оз. X՛« о,б 

Мн 0.83. V 0.07 
Мп 0.53

Си 5.8 6.8

Мп 0.3

'П 0.02-0.1

Ъг 0,1—0.25

V 0.05 -0.15
о.2

Ес 0.3
М8 0.2

Л1 3.5-5.5

Мо 2 5 -3.8

V 0-1.5
Хг 0.01-0.1

с о.з 

.Мп 0.9 

№ ।

XV 1.07 
«п 0.9 

Ст 0.5 
Мо 0.5

7.п

Си 

С г

5 7. МЯ 1.8 -2.8

1.4-2.0, Мп 0.2-0.6 
0.1—0.25

Состпмки«- 
материала

Закалка 940 и 
охлнжд. на возд. 

отпуск 3 часа 
при 270

Закаленное и 
состаренное

Закаленное и 
состаренное

Закалка ‘.*30 
ОХЛПЖД ни 
воздухе от 
пуск 3 ЧВСГ1 
при 210

Закаленное и охлажден
ное до исходного со

стоянии

■ 10', т см •

Е. к|/лг.и::

3»3« >:> мм-

~ь. ХТ/лМ!-

’/о
Л, см

К. . К1 ГЛ1 *

7.79
20 500

157
1X5

5

0.2
7. ‘.25

0.35
6410

2.6
7 330

24
36

6

0.6 

5350
1

4660

4.52

11 5(1(1
120

130

6

0.12 0.14
8900 8124

0.24

5714

7.9

20 500
140

171
7

0.2
18.800

0.26

0165

2
7

0.3

8367

6
100

12
50

8

0.4
7714

0.5
700п
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нслей и номера входящих и них заготовок представлены в табл 2. Провер
ка на скелнваемость значительно увеличивает время счета задачи. Так. 
определение оптимальной панели без проверки условия склеивания потре
бовало 0.4 и 3 ним. а с проверкой утого условия 8 и 17 чин для соответ
ствующих ограничений на толщину.

Таблица 2
рг ту М.ТПТЫ рЛСЧгТЛ

Отрпиичемия
1 1|>ОП11ДЛЛЛС1> ПРО- 

Ипр Ж О условий 
гклгинпнил

Ньмгрй -Л.-ОТОПОЖ. »ходящих г. 
оитпкальнуго попел։.

Критерий 
(ГЛ? ?)

нлт 2. *>. 10. 11. И. 10. 9. 2 3.001 10‘1 СМ п 0 г V
да -։ г‘ : >. н. и. ю. 9. । 2.48 ֊10

'1 см Л 6 г м ног 3. •. 10. 11. 12. 12. 11. 10. 9. 3 2.743.10"
Да 5. 3. 2. 6. «, 10. 11. 11. 10. о 6. 2 V *• 2.56 Ю-

/ХпарпПпый 
режим 1. 2. 3. 5. 9. 1 ».11. 12. 12. И. |О, 5. з. 2. 1 2 53 НИ

Б|’ЛЛ1Ш|>ЛГ||1МЛ 1. 5, 6. 7. В. л. 7. 6. 5. 1 25200 . мре т и м

В двух других примерах из всего множества материалом табл I скон
струированы 2 панели дли работы в аварийном (А,, 1500 к/’ ин) и безава
рийном (Л'„ 10000 к/ с.м '1 режимах Условие склеивания иг пронгря?
лось. Как индии из :абл. 2 
различных листов.

Фпктнйиян ЧД1

две последние панели состоят, и кновном ил

,'аблчуа у

ри ЦП «.КЛГ.'.КГ.ННИ 11 — номер ллготиажи
в табл п

1 2 3 4 5 6 7 9 Ю 11 12

2 0 1 0 0 I 0 1
3 1 0 ! 1 и 0 1 0 0
4 0 1 0 0 <: 1 1 0 1 1,1
5 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
6 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
7 0 0 1 0 и 0 0 0 1 и
9 (1 1 1 0 1 0 1 0 0

10 I 0 0 1 0 <• 1 о 1 1
11 0 0 1 0 0 I 0 1 1 0
12 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

Следует заметить. что при ограничениях (3.8) изложенный выше ал-
горит.м следует (рименять при < дефиците заготовок в наборе. Если до-
пустить ирон увил иное число заготовок я наборе, то по всех примерах опти
мальной по критерию максимума удельной вязкости разрушения будет па
нель из одинакомых заготовок № 9 табл. 1. л при учете склеивания па
нель из заготовок № 9 и 10. склеенных поочередно: 9—10—9—10 9 д\я 
2 сл(^/։е^4 с и.
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6. Зах.лечение

В дайной статье задачи оптимального проектирования многослойных 
। лесных паисл.и с помощью принципа равкоирочности сведены к задачам 
целочисленного программирования, для которых предложен алгоритм ре- 
шепия. реализуемый на ЭВМ.

। х.-.пс•кнй орден ՝ Трудового Красно! ՛
Знамени горный институт Поступила 24 П 1976
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ИЗВЕСТИЯ А К X .1 I М И И Н АУК Л 1' М Я Н ( К О II ( ( Р

1Гк)ишОДш XXIX. Л? 3. 1976 Меяашый

Р М БХРСЕГЯН

ОЦЕНКИ СПОСОБОВ ЛИНЕАРИЗАЦИИ1 НЕЛИНЕЙНЫХ 
УРАВ11ЕНИЙ БЕЗНАПОРНОЙ ОСЕС11ММЕТРИЧНОЙ 

ФИЛЬТРАЦИИ

Диухмеряое движение поды в гилраолмческн связанных двух ВОДОНОС
НЫХ горизонтах, которые разделены горизонтальной слабопроннцаемой про
слойкой. описывается уравнением

,։(л л/> „ (1) 
ах \ ах ' ду ՝ < у )

где й(л. р) - 1 лубина фильтрационного потока верхнею безнапорною г •- 

ризрита; Н — постоянный н«пь р нижнего напорного горизонта; «ч: 
к_ 
кТ՝

к — коэффициент филь.-рлцнн ид;։ •рног горизонта; к и Т — соотзегстн'.я-
но коэффициент фильтрации и мощн.-ь слабепроняцаемой прослойки. 

Ира осесимметричном дзижс-ни: из уравнения (!) получим

I д
г дг аг

(2)2 (к - Н • — О

где

Существуют различные споссбт: пр; ближенною решения у равнения 
(2). Наиболее эффективные приближенные решения »того уравнения пене 
ваны на приближенной ее ляп кс; мац.՛»։ чиненными уравнениями (л՛- 
неариззция)

II; ■։ первом способе линезри *ации глубина ри ՛• тгацип։г։гого потока '։ 
п квадратных скобках уравнения (2) .»--..меняется некоторым средним <на- 
чением и и результате нс ՝..։՛ •.։՛.•■ равнение (2) заменяется еле «ю 
щнм линейным уравнением

.^(Л-Ж О Г31
г а г ■ с/г / Л,г

11|Ш четвертом способе л.։»։слрН5.»цин [1| уравнение (2) замгнясI■ ч 
линейным уровне пнем

1 с/ / </и \ . .. ,.-------- г — ) (и и0) <• (4) г с/г ՝ </г / н

1ДС

и — 1г, п0 //;
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Вышеуказанные способы линеаризации широко применяются п теория 
как установившейся, так и неустановившейся фильтрации, несмотря на то, 

го до настоящего времени нс даны оценки точности этих способов.
Ниже, с :։ -мощью метода квазилннеаризации доказывается, что урав

нения. линеаризованные первым и четвертым способами, совпадают с пер
выми приближениями последовательностей квазилинейных уравнений. Бу
дет также показано, что решения последовательности квззиливеарязован- 
,'ых уравнений чрезвычайно быстро сводятся к решению исходного нели
нейного уравнения и поэтому решения линеаризованных первым и четвер
тым способами уравнений как решен ։я первых приближений, сходящихся 
гг-следозательн тетей действительно буду г прнближснными решениями для 
исходных нелинейных уравнений. Метод ювазилииеарнзацни даст возмож
ность найти оценки любого приближения. В частности, оценка первого при 
ближеняя в in-1 ледовагельносги 'инейных уравнений является и оценкой 
пэсобов линедр.;лпи.и при удобном выборе нулевого приближения.

Пусть треплется найти решение уравнения (2) с условиями

С помощью

Й -Я„ h . // (5>

подстановки кз задачи (2)։ (5) и, лучим за-

дачу (6), (7)

՛/*() 2« //)-() (6)

В дальнииши.ч пар.։ \ ч-лъи - бу/у; рассмотрены следующих два <■ ՝,у ;ая 
В норном случа-- напор нижнего напорного горизонта больше, чем гранич
ные значения А/, и !/ (//Н _<.Н). Этет случай отвечав! отбору ноль. из 

■ а ; рного горязошл. Во вторим случае напор А/ нижнего горизонта мень
ше, чем ::н’1:(/7,, // ). (//<’. /7, -С.АЛ) Этот случай отвечает нагнетанию во
ды я напорный горизонт.

Перепишем уравнение (6) в общем виде

и' ~ / и.՛ , тг, г) (8)

/(н . и, г՝ ՛՛ - (| '2и Н)----- —
г

По методу ьаазвлинеарвлацна [2] заменим уравненш (8) следующей 
՛ слсдовап-льн! i -.ю линейных ураннениг.:

и t - С;, г) Г 4 - </. _j) А (i/f ч.:, Г՝! (ufl — и„ |)
(9)
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Задача нахождения решения уравнения (9) для каждого л при гранич
ных условиях

<'л+Л “։» = «г

равносильна нахождению функции ?<,„! (г) из интегрального уравне
ния Фредгольма второго рода

։

<'и+։=/е<н- ^6։(г, у) |/(л) +/;. (Л)(иЛ-֊н; ։) ֊и/,;(л)(и,. -ип ։)]</у

где обозначены /(л) = /(«',, «п. г), /с (г) — 4- -Д—~ {г г,)

а {г. у) =

Г) 

Гс-/

г {Г г, - у} 
гг—1

при у г

при г у

Составим аналогичное уравнение для разности (л-гО-го и /1-го шагов

< ч
Чг, 1 — и„ - | б’(г. у) •/(«՝-/(л - 1) - Д. (п) (и. ։ - ип) -Г

<•՛

Н /„ (л)(<м-1 — и«) - /, (л 1)(н' и, _։1 —(п — 1) (и., — и„-։)} ду 
(10)

11о формуле Тейлора второго порядка для функции /(л) п точке (н—1) 
имеем

/(л) /<л ОТ К «,',_։)/и(л —1)4-(лл֊Мл ։)Д(л О

-уД-СМК <_։)2+֊֊Д(^)(«л «л О’- 
Л л

-Ь /г, л (М («в 1,п I ии» “ и՞-։)

/ Н. г и- ։ТЧмя֊ <6.-0. г,
гле (9„)--------------------------------------------------------------------------------и т. д.

Подставляя последнее выражение < (10). получим

«„_։ и„ = С (г, у) (ГТ) (<Д - Д-О' ("о.) (п.։ — а«-։)'՜

+Л.и(М(< »■>’.) /’•(л)(<1 — Т)֊-

Т/«('0(«—I — М» <{У ио
5 Извелтия АН Армянской ССР. Механика .X՜-՛
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Здесь без доказательства отметим, что из сходимости функции мЛ(г) «ле
тует сходимость п среднем их первых производных.

Далее, в виду того, что

max 6*(г, ։/) - ~~՜

из (И) следует неравенство

i
I",, j ««: j {у 1тах1Л- ("й■ и‘,-։>2 *

I f', {fj») i («•» ֊ «>• О՝՞] - & ' < — I -4

՛ ;V «J j <v 0$)

где

/м max!/ Д'1,,) max I и.. мЛ-1|, Л՝' ֊ nux |/։‘. (.՛?) ,

В силу равенства, справедливого для любого П,

I
| -",М/ а»н|1с «4^=°
J

имеет место

! i
М и‘п — и^. I dy — J N | j ип ' dij О

и тогда с помощью максямизаикк и ннтегрировання из ( 12) получим

. - </-ге)2 г. ...
max J м., j и., ’ —------------------- -  | - max |м։1 м., ։ i

2 [4 q(l-r,)‘|

ртах I Мп м..-։1'] 113)

где

- max |/‘. ('Л,Г, р тах|/*(0„)|. q тах|/'(п)|

И.ч иеракемства (13) можно перейти к более простому неравенству. 
С этой целью рассмотрим разность

/

мл(г) мп֊։(г) и>. (г.) ֊ Мп-i {г.) j- Цм^ (у) и/1_1 1у)]</у

откуда, учитывая условия
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ип (г,) = ия֊\ (ге) 

получим 

Г
'МН- = 1|м„(|/) Ч,_|(*/))</у 

V

ИЛИ

К (г) — м^1(г)|=

В силу нсрапснстпа Бунякоиского

[м„ (.-) и„ 1 (г)]՛ • 1г

Заменив справа г через I. усилим это

[мп (г) ֊ и*. ։ (г)]: < {! — г.) (ип

Г ) ( <". мл.,Г*</у 

исралекстпо

откуда с иомоЩою максимизации и интегрирования имеем

max । и„ — 1 !: (/ - г )- max I и \ - пл_։ |

Подставляя последнее неравенство в (13). получим

max 11/„ j — ил I Вmaxi я’— (14)

где

U г'> (՜ р(/֊ rV J

2|4-г7(/֊гЗЧ

Для дальнейшего преобразования этого нсрг*гнства нам необходимо за
метить. что производная м/ ввиду выпуклей тм графика функции //., в пер
вом случае и вогнутости графика во втором с - учас. принимает наибольшее 
значение ил концах интервала (» , 0 !'ак. при //,<!//,<// функция и»' 
принимает максимальное значение в точке ' г .а при //<Г//,<Г//: — и 
точке г = I.

Принимая без строгого доклза ссльс ։ва м н.лтпниость псе чедолатсльно- 
СТН {/С.՜} (причем для //,•<// // гга последовательность будет монотон
но убывающей, а для /?<.//,<// монотонно возрас г аю щей), по (14) 
можно доказан! сходимость методе и пан к опськи тмзгретммгхтн любого 
нужного приближения
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По формуле Тейлора первого порядка для функций ип ՛. и и, в точке 

г имеем

</« ։ (г) - Un , I (г) 4- U„. I (г) (г г) ֊7֊ R.

ал(г) = нп(г) и. |г)(г г) 4-л

где г — г,- при

(Г *, = „.(<) (Г r..<; r

c. £•

и r / при H<C ILy, r

11одставляя в (14) полученные таким способом выражения для 
и, и (г) и tin (г) из (15) и учитывай, что м„(г. ) = «.-> ։ (г )» П/. (/)- 
= и„ । (/), получим для первого случая

(/ г.) max | U;( , (г,) — //n (г.) I < max I (r-r.) [wn (r. ) — un ։(r։.)] -

-I (R., — /?..)! <_ В max n„_j(r) нл (r)

Имея ввиду вышесказанное о наибольшем значении крон а под ной функ
ции это неравенство можно натесать в виде

о
«;(г..) — ип Л'-сХ֊------- maxi и — ։<_։|'- (16)

I— Гс

Для второго случая аналогично имеем

' В
и.. 1 (О — «О < -,— max 111'п— 1։п֊\ I2 <17>

I— г с

Неравенства ( 16) и (17) можно выразить одним неравенством

max ! г/ ։— u‘t (г) | < - ------  max | и'н (г) — , (г) |- (18)
I — гс

Сходимость последовательности (т)} зависит от величины с,. Если

с, = -------- max I и\ — uiy | < 1
I r.

то. как показывает ( 18). эта сходимость будет квадратичной
Из неравенства (18) можно перейти к неравенств}

1 <(г) <+։ U) I < гту >nax I <-I ’
откуда видно; что последовательность {и, (г)} сходится равномерно к не
которой предельной функции нп,(/֊). гак как правая часть этого неравен
ства не зависит от /' и с громится к нулю при П—оо. Далее, учитывая моно- 
юнность последовательности {«п}. из неравенства
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! Ип ։(г) ։?в (г) ! < Втах 1«^՜՜ "й ։Р

вытекающего из (14). следует ..авн.мерная сходимость посчгдовательности 
{«;)

1п՝ДЛ’., (/•՝ о (г) 
'I ֊•

Предельная функция •՛•(•') будет удовлетворять интегральному урав
нению

Г:՛

ч(г} —/с(г) I а (г, г/) / (м) <7у

и гем самым является решением исходного уравнения.
Найдем оценки первоги । приближений последовательности {-’Л,).
Из неравенства (18) для первого случая (//,<//'.< Н) имеем нера

венства

(19)

а для второго случая — неравенства

(20)

Складывая неравенства ( 19). получим

(21)

Аналогична из (20) имеем

(22)

Неравен? ։ за (21) и (22) верны для любого г из интервале. (сг, /՛), .поэтому 
эти неравенства можно объедини: ь:

1 ” <՛ тахК-^К — Х; с? (23)

Учитывая неравенства (19) — (2Л). на с-сн^пе иераиенстна (14) получим

шах | 1 — и,. | <. (/ — гс) с]

и— I 
тах , и„ — и։ ' < (/ Гс)• V с’_
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max | u„ - r.% | -< (/ - - rj v cj

Переход •< ; пределу »ри Rr*1»; ИЗ последних неравене i $ получим

шах | и (24)

Л>
max 1 и — и,п ] <՝, (I г.) V 

п —м

.п , сГ(/֊Ге)
С‘ 1՜ с? (25)

Неравенства (24) г (25) являются оцедкамя соотпезстченно для перво
го и л’|'-го приближений.

Найдем ошибку, которую допускаем при хинеаризации уравнения (2) 
четвертым способом при решении этого уравнения с условиями (5).

Первое приближение, полученное из уравнения (2) методом кйазилк- 
незризанин, есть уравнение

а'։ — w2 (| 2и0 — II) + = (w։ — «о)--------wj (26)
l'2«o r

5 равнение- (26) совпадает с линеаризованным четвертым способом уравне
нием (4) при

Решение уравнения (26) с условиями (5) имеет вид

«։ -Н«+(«։ Ц,)Ф։(‘'«г) — («з Пи)4\ ( •՛/ )

где

Ф1(с-г) = Д’ (/о(”'г) К^( ՝!) - (от) /0(■•֊/)]

Ф- (-г) Л? [/„ (v«r ) А*() (<•</•) — л'5 (>->г ) 4 (>«г)|

Д’ ’ = /0 (е«Г. ) Х‘а (<■•/ ) Л', (<МГ€ ) /0 (">/)

1 /\ — М'эдг.։|>ициропапиыс функции Бес.еля нулевого порядка соотзег- 
.стпенно первое» и второго родов.

Тогда, учитывая, что

/(</, и, г) = ч.:(] ‘2и — Н) —
г

q = max i Д \0)1 = max ֊^= —
I ri

- ֊ так 0О) i, р max I/.' (Go) I = max . .
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для первого случая, то есть при случае перетока жидкости из нижнего го
ризонта в верхний (Н,<Н,< Н)

а для второго случая (//<//,* Н:) 

ш։ 1'Л
■■■- -:_1------------=------------------------------------------------------- --  — п -----
2 I 2 |«п 4- («| — м0)4»։(о*г0) -г (и. — иф)Ф. (лГф'| //

Поэтому в перлом случае

С1<2[4/у"’ ”ч/Г-ГЛ'|ЙГ11“‘ ®

где Л. — корень уравнения

±!±^1 ф = — (,-1.2) (28)
<1Ъ (•-•»г) мв — и։ </г

и во втором слу час

„,3 11 _ г Р
<?1< ----- 77.— ...д,. I (и* Ф։ ’ ■’(.) - («4-- «о> Фа С29)

2|4/7—<՛■• (I — г( г]гг

где Г —корень уравнения (28)

В частном случае при //. = И\ = И (и,=ц — и\ учитывая, что 

г0 = -—-՝ из (27) и (29) соответственно получим

г < _ *!(1 ֊ №С1 <՝2Й3[4// г։);]

с՜։

4''-֊^)+^'-^) (30)

՝••՝ (1— г^У | 
2Я֊ НЯ е,-(/

(и — и^)

СП)

При доста от малых <о оуемхи 27). (29) (31) представляю? ма
лую величину порядка <в;(/—г.)*, то есть

с։ | •>(/ г )] 1 1/։ — соп*1)

тогда и силу кгрлвеистил (24)

тзх|п|—шлх|и| <С"‘(/ г.)1.А.Б^

причем для (27) и (29) имеем соответстоенио

л Н՝՝ 1 1
’ Нг ’ Н։

Р : («։ Л«)*?։ (|О;— ил)ф. (-Г„)| 
^АН--.^Г-г^]
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для (30) и (31)—с оо та стс г вен и о

А2 = №
/?

и Л.,= В* — (и

>о есть расхождение между решением исходного нелинейного уравнения 
(2) и '.инеаризованного четвертым способом уравнения (4) есть малая ве- 
чичнна порядка |с«>(/—г) ] *-

Чтобы найти оценку при первом способе линеаризации. рассмотрим 
линеаризованное «гим способом урапмгнис (3) и следующее уравнение, яв
ляющееся первым приближением •։.՛> лсдоилтелыккти кв.։ «илинсарилопан
ных уравнении

Ь\ /(Ло, Ло) /л (Л , А01 (Л Ап) т /а (Ли, Ло) (Л։ Ло)

; .։<• /. некоторое нулевое приближение и

При ПОС ГиНЯНОМ 11 „

л; -(А, /,0)--£֊(//-*„) (32)
А. Лу

Уравнения (3) и (32) тождественны при А, —А.„ =Н и поэтому оценка 
для первого приближения уравнения (32) будет оценкой и для первого спо
соба линеаризации

ЕрГВИЖКНН »•ЛСАНТГЛНИМеСКНЙ И>- п»7‘- 

нм К Маркса По тупил.» 17 1! 1976

Ռ 1Г. 0Ա!41էւՂ311Ն

ՈԼ» ՃՆՇՈՒՄԱՅԻՆ ԱՌԱՆՑՔ ԱՍԻՄԵՏՐԻԿ ՖԻԼՏՐԱՑԻԱՅԻ Ոճ ԳԾԱՅԻՆ 
ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ՃԱՎԱԱԱՐՈԻ1Ո.ԵՐԻ ԳԾԱՅՆԱՑՄԱՆ ԵՂԱՆԱԿՆԵՐԻ

ԳՆԱՀԱՏՈՒՄՆԵՐԸ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

/?• գծային • Ա/վասարու մների սշգրիէէ/ [ածումներ գտն1/յր (քաս/1Հււ/4 / մա 
թեմատիկական ք/ծւ[արությունների Հևա

Ա//ք պատԱաոով ոչ ճն չու մ ա յին ֆիչէորա չքի ս/ էի ,ա վ ։ս ս ս/յ/.-ւ ւ մն հ ր ր րէէձէէէմ 
ԼՆ է/ծա]Նտ //ման եղանակներու/

1հսկէ//քն, որրան '.աչանի Լ. ղոչո/թյուն չունեն տարրեր ձեեր/ւ/ք կատար

ված /քծս/չնա չք/ւ/մների .՛ ե ա 1/ ան ր ո ւ/ աոաչաչքող Հնտրավ որ ւրի< ։///ների Համար 
էքնւսհ աս/ւ/:կս/ններ/ Աչի/աս/ան րո» մ ■եՆվելով րւ/ ։// /) ի ղծ ա յե ///ց մ ան մեթոդի 
</րա . »/ ո աչաք/կ<1 ա մ Լ եղանակ . որր ՛Նարս/ վորու//յուՆ I տս»{իս որսշերէւ ա (ն 
ւ/ի/ա/ի մ եձ ա }1 յո/նր , որն աոաչանու մ I ոչ գծային գի ֆ ե ր ե\> ր ի /// { > ////(/////>// ■ 
րոէմր ււ/(ն I. գ ւ/ւն ս/կ ՚ւ// գ ծ///յն ա րն ե չ ո > էք
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EVALUATION OF MODES OF LINEARIZATION 
OF NON-LINEAR EQUATIONS FOR NON-PRESSURE 

AXISYMMETRIC FILTRATION

R. M. BARSEGHIAN

S и in m a г у

The solution of non-linear differential equations for the non-pres- 
sure filtration theory is of a considerable mathematical difficulty. 
Therefore, various modes of linearization of these equations arc in ns-?. 
However, no strict substantiation of inodes of linearization has been 
available so far.

The present paper describes the method of evaluating the errors 
in the inodes of linearization, thus enabling to substantiate the appli
cability ol a particular method in question.
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ОТЗЫВ

на монографию О. М. Сапонджяна <• Изгиб гонких упругих плит» 
(Ерс.’.ан. Издательство Айастан». 1975. 433 стр.)

Широкое применение тонких плит (пластинок) и оболочек в различ
ных отраслях современной техники, авиастроении, ракетостроении и в строя- 

i-’.hHCM деле обуславливает нспрекращающийся интерес ученых, инженеров 
՛ конструкторо։.՛ к проблемам теории тонких плит и оболочек.

Имея в арсенале классическим метод Колосова—Мусхс-лншвнлн. про
фессор О.-М. Сапой.՜ жя՛. разработал в своей .монографии эффективные спо- 
с.бы решения задач теории тонких плит применительно к ряду широких 
классов упругих изс i ргпны.х плит, в частности. к расчету политональных, 
֊■•ллиптичссхих. пи •./эллиптических и полукруглых плит.

Основу монографии составляют оригинальные исследования автора. 
Расстановка материала и изложение его выполнены на высоком научном

Монография построена .аким сиразом, что. не вдаваясь в суп. по
строения снос.. а имея перед собой строго обоснованные и легко исполь 
зусмые форму'ь.-, таблицы п график:՛., пджепер-кснструк гэр может в сноси 
г. -лктяческой работе воспользоваться :im.i при рассмотреиян той иди иной 
задачи.

Монография сострит из семи глав.
В первых четырех параграфах первой главы приводятся основные опре- 

еленкя и необходимые допущения, дифференциальные уравнения и кон- 
гуриые условия изгиба тонких упругих длит. При этом, основываясь на 

иргме единстве нисс ; и решения задачи ГСоряи упругости, дай новый вь:- 
--ПД контурных ;.» ли ни платы, В пятом параграфе доказывается любояыт- 

м ’ргм.д. согласно которой, с.-ля п н։чряжсн1’к прогиба свободно опср- 
; л плиты с криколкнейпым контуром к .н>ффин пент Пул се о ил формален՛ 
устремить к бесконечности, о получится выражение прогиба заделанной 
иля гм. Центрально® место и этой главе занимают результа ;. приведенные 

. те.т ’.м г.?; i । ■ Здесь дат гея .. •устсронннс приближения для у.՝. тчя
Г՛.- си՛ <б;-д ;՛.< иргой плиты. Ирогиб свободно опертой плиты представ՛ 

՛.. и виде ряда :i՛ некоторому фиЗи-:еско.му параметру. Для неизвестных 
.... -.'.зводящих Функций получается система рекуррентных бкгармоничееккх 
чра^з.мх злдач. Осиовъ ваясь на мкв.и.малькых принципах гармонических и 
< ’ : армонпческ: х функций, автор и -снь изящно и строги доказывает схо- 

горсть р՛..•’•••.՛....1. Затем устаяы.л-.ны двусторонние приближений для про- 
1՛ >а, для кентуркого значения угла наклона упругой поверхности и для из- 
1 ..й.пощих м.-.։ме.<юз. Рассмотрена конкретная задача для эллипса.

5 осталыгы.՝ параграфах, отклоняясь от традиционного пути, автор нс- 
с ՛. т.ет ряд сн՛ инфнчееких вопросе;: применения аналитических функций 

мплскснск переменного к теории изгиба тонких упругих плит.
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Во второй главе изложен способ построения общего решения диффе
ренциального уравнения упругой поверхности плиты при действии нагруз 
хи. непрерывно распределенной ко некоторой части области плиты (по пло
щади круга, кнм.па, эллипса и так далее) Представляет определенный ин 
терес выведенные автором формулы, согласно которым прогиб свободн 

дертей многоугольной плиты ирг равномерно распределенной нагрузке ш- 
площади круга определяется по известному выражению прогиба гой же 
плиты под действием сосредоточенной силы. Имеет важное прикладное зна
чение общее решение задачи об изгибе платы в случае, когда нагруженная 
я нспагруж. шля час . к или гы разделены прямой линией. Вторая глава за
вершается очень важным результатом о применении функций Грина в об
щем решении задачи изгиба плиты при нагрузке, равномерно р определен 
ной по площади круга. Как видно из четвертой и пятой глав, это решеиит 
приводит к эффективным результатам.

Используя некоторые результаты предыдущих глав, в третьей главе 
решается ряд задач об изгибе эллиптической плиты, заделанной по всем} 
контуру, и полу.-»ллиптической плиты, заделанной по криволинейной и опер
той по прямолинейным частям кои гура.

В четверто!՛։ главе приводится решение задачи об изгибе свободы > 
опертой по контуру многоугольной։ плиты под действием нагрузки., равно
мерно распределенной как по площади круга, гак и по всей площади много
угольника. Исследованы задачи об изгибе бесконечно։« полосы, правильно
го многоугольника и ромба. Исследовано ‘поведение деформаций и напря
жений в угловых точках контура. В этой главе существенным результатом 
является общий случай разложения в ряд отображающей функции Швар
ца—Кристоффеля. Эти результаты применены при решении ряда интерес
ных конкретных задач.

В пятой главе методом Н. И. Мусхелишвили решены задачи об изгибе 
заделанной по контуру плиты при нагрузке, равномерно распределенной 
как по площади круга, так и по всей площади плиты при предположении, 
что область единичного Kpyia конформно отображается да область плиты 
е помощью полином 1.

Рассмотрено большое количество задач и примеров. Все эти задачи до
ведены до числовых результатов, представленных у виде таблиц и графи
ков. наглядно показывающих картину изменения необходимых механиче
ских величин.

Исследованию одной из сложных задач изгиба илиг, а именно задаче 
изгиба свободно опертой по контуру эллиптической плиты, посвящена ше
стая глава.Здесь, опираясь на некоторые предыдущие резулыаты и поль
зуясь методом Н. ! I Мусхелишвили. автор даст новое решение задачи об 
изгибе свободно опертой по контуру эллиптической плиты.

Методом д .полнительных воздействий, близким по идее методу фик
тивных нагрузок и компенсирующих нагрузок, в седьмой главе решен ряд 
задач ֊об изгибе полукруглой плиты и круглой плиты, опирающейся вдоль 
одного из диаметров на упругую балку.



УС 10. /X. Амензале, В. С. Саркисян

Следует отметить простоту и компактность изложения, достигнутые 
без ущерба научной строгости книги, уданность компановки и продуман
ную логическую взаимосвязь глаз.

В заключение отметим, что книга написана предельно ясно и на высо
ком теоретическом уровне. Нет сомнения, что она найдет многочисленных 
читателей нс только у нас в стране, во и за ее пределами.

Несмотря на безусловную ценность рецензируемой книги нужно отмс
тить и некоторые недочеты. В частности, монография снабжена не очень 
богатой библиографией, а гакже имеется некоторое количество опечаткой, 
впрочем легко устранимых.

Отмеченные недочеты ни в коей мере не снижают ценности рецензи
руемой монографии. Следует приветствовать ее появление, являющееся 
пенным вкладом в научную и техническую литературу.

Члсн-корр. АН Л.< ССР. чл. I ыциымлнног-. комитета СССР по теорети
ческой и прик чадной механике, доктор физ.-мат imvk, и репрессор

АМЕНЗАДЕ Ю. Л

Доктор фнэико-матсм.н ii'it'i ких наук, профессор
САРКИСЯН В С
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