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МАТЕМАТИКА

Г. П. Егорычей

Семейство тождеств для перманента

(Представлено академиком АП Армянской ССР М М Джрб.|1няном 26/1 1979)

Найдено семейство формул для вычисления перманента прямо­
угольной матрицы, которые при частных значениях параметров дают 
известные формулы типа включения-исключения Райзера и Вильфа. 
Прямое доказательство опирается на кратный интеграл Коши

Определения и обозначения. Пусть \^Ь^п ' т Оь.т- множес­
тво всех строго возрастающих последовательностей Л=(/1........ /*),
составленных из чисел 1....... т; множество всех выборок
(без повторений) А=(/1։...,ук) из чисел 1.......т\Рп.т- множество
п т матриц нал полем комплексных чисел. Последовательность 
О1;։, . . аЯ(я назыпастся диагональю матрицы А — (аи)^Р„_т, если 

= • • ч \ “••••» 1/։1» • • •։ |Л|, • • •» я)» где
|. . . |—знак пропуска. Под перманентом матрицы А=(а,1)^Рпт по­
нимается число

реет Д= V օւ„ а./,...ая/я.
•^п^п.т

(1)

Теорема 1. Пусть матрицы В^ (Ьц ), С= (с1, ) £ Рпп такие, 
что произведение элементов любой диагонали матрицы В г С 
равно 1. Тогда, если А= (ац ) £ Ра.п, то

я п
регт А = V (—1)*  V { П ( V Ьг1 аГ] — У сг/ аг/ ) }. 

г“։ " №*
(2)

Теорема 1 может быть просто доказана путем подсчета коэф­
фициентов при произведениях <Ъц... аП)я. у\.....Л։я1.«» получаемых
при раскрытии скобок в правой части (2). Эти коэффициенты в силу 
условий теоремы равны I при каждом Л = (,..., Л) £ Оп п и равны 
О при Л £ 0П։П. Заметим, однако, что в этом доказательстве мы ис­
ходим из знания ответа (2). В следующей теореме указывается пря­
мой вывод формулы (5), эквивалентной формуле (2), в котором ис-
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пользуется представление перманента в виде п - кратного контурного 
интеграла в С".

Теорема 2 Пусть В =*  (Ьц ) ^Fn.n, a ab fy, -р, /= 1, п,— про­
извольные комплексные числа, удовлетворяющие условию

• Это угверждсние возникло в холе обсуждения с А. .М. Кыгмановым.

П «, fr = I. (3)
<-։

Тогоа, если A=(alt) £ Л„.я, то справедливы формулы

perm Д= V ( — 1)*  у { П ( V bri arl — ir V art) }; (4)
*-o Ае<?* л r-i /-։ УеЛ»

perm .4 — £ ( — 1)*  V { П (?,— «, 
*’° АеО».я

(5)
IC-'h
V <bj) |.

Отметим, что формула (4) содержит л*  4֊ 2п 1, а формула (5) 
— (Зл— 1) независимых переменных. В (2) при выборе В и С необ­
ходимо, чтобы произведение элементов любой диагонали матрицы 
Я-|-С равнялось 1. Покажем, что формулы (2), (4), (5) эквивалентны.

Л
Действительно, (4) следует из (5), если положить д, = V brjart. 

/֊։
Докажем обратное. Если Д содержит какую-либо нулевую строку, то 
(4) и (5) дают общее значение для perm Д, равное 0. Если же ка­
кие-либо Д|;,.....  а„!я отличны от нуля, то обозначая = af/r br,r, 

г— 1. л, в силу произвольности выбора В£ Рпп из (4) следует (5). 
Эквивалентность (2) и (4) устанавливается с помощью следующего 
простого рассуждения.

Лемма.*  Для того, чтобы матрица D = (d,i)^F„.m имела
равные отличные от нуля произведения элементов диагоналей.
необходимо и достаточно, чтобы

di,՝ = »/?/, ։=1Л, /»1,т, (б)
где 11, 3,— некоторые отличные от нуля комплексные числа.

Доказательство. Достаточность очевидна. Для доказатель­
ства необходимости приравняем произведения элементов двух диаго­
налей матрицы О, различающихся лишь элементами г։, /2 - строк и 
/։, /, - столбцов. После сокращения общих сомножителей получаем, 
что для произвольных пар г, 1։, /\ /- /։ справедливы равенства 

= т. е. ранг матрицы И равен 1. Отсюда следует (6).
Другое непосредственное доказательство формулы (5) (а с ней 

(2) и (4)) было первоначально получено автором с помощью подхо­
да, развитого в (’), исходя из известного интегрального представле­
ния для перманента

регш Д —

1(р)

W2 •• л
| dwl/\.../\dwn, (7)2
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где Г(р) — остов полидиска и (р) = {и>= (а-։........ып) £ С*;  | |

0< <*>,/=  1, л |. Доказательство проводится путем некоторых
преобразований числителя или знаменателя подынтегрального выра­
жения в (7), не изменяющих величины интеграла (7), с дальнейшим 
его вычислением. Это оказалось возможным в силу того, что н чис­
лителе и знаменателе подынтегрального выражения в (7) стоят одно­
родные многочлены от «»։ ,...,дая.

Тождество (5) (рйвио (2). (4/) допускает и другие доказатель­
ства, как требующие, так и не требующие знания ответа.

Следствие 1. Пуст^ А^Еп.п. Тогда для любого набора /$ = 
=(/։ ...» Л) «=1, л — 1, справедливы равенства

п
1г~лг ?/ arj 

/€/*
(8)

где а/, 7<, /=1. л произвольные ко мплексные числа. Если а,, 3/.
7/ комплексные числа, удовлетворяющие условию (3), то для лю­
бых х, /= 1, п справедливо тождество

п

£ —О
1)*  v

4е<?*. л
X п (I'՜®'S fyarj 
ie'*  7*  /е>»

Л ( п
= ?, V(-l)*v  V

AeQV.* 1'-1
а/ ац П (7, — аг 

г-1 г *1

где через Q"> обозначено множество последовательностей У*  = 
=(у'р...//*)€  Qk.n, хотя бы один ui членов которых равен t.

Докажем (8). Пусть — выражение в левой части (8). Из (5) 
имеем SZ( = perm Atj =0, где A,s — матрица, получаемая из А заме­
ной элементов всех строк, исключая г\.....G - ую, пулями. Формула
(8) может быть также получена путем дифференцирования (5) по 
всем 7/, исключая 7»,7<, - Формула (9) получается из (5) путем 
рассмотрения полной частной производной по а, и р/.

Очевидно, тождества (8) равносильны тождеству (5). Используя 
этот факт, можно показать, что тождество (5) для перманента явля­
ется некоторым аналогом известного полиномиального тождества для 
детерминанта: детерминант исходной матрицы равен детерминанту 
матрицы, получаемой из Я добавлением к одной из ее строк произ­
вольной линейной комбинации остальных п 1 строк.

Теорема 3. Пусть а,, ₽/, 7„ i, г=ТГп, / = l.m - произвольные 
комплексные числа, удовлетворяющие условию

П а, П 0/—1. (Ю)
/-1 /-։

Тогда, если A=(aii) £ Ея.т, то
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perm A v (— 1 )*  ш я (11)

Доказательство. Пусть D матрица вида

Из теоремы Лапласа для перманента, примененной к последним 
т—п строкам матрицы I), следует, что perm 4= perm D j(m -—л)!, и 
вычисляя perm D из (5) прн =8/=1, получим

т ( — 1)*  
perm Л = У-----------

д-и(лг—л)!
(W) V {т п

г- I

(12)

Отсюда, полагая 7Я + Г = г— I, г==1,л։—л, получаем (11) (при 3, = ^= 
= 1), замечая, что при этих значениях 7< члены суммы в (12) прн 
k 0, т—п— 1 обращаются в нуль. Для окончания доказательства при 
произвольных я/ и 0;, удовлетворяющих условию (10), достаточно 
заметить, что согласно определению перманента perm («//) = perm 
(®< ?/ ah )•

Перенося выражения, стоящие в правых частях формул (2), 
(4), (5), (11), в левые части тех же соотношений, получаем соответ­
ствующие семейства тождеств для перманента. Придавая параметрам 
®., ₽/. 7< 11 членам матрицы В в указанных формулах конкретные зна­
чения, можно получать различные частные формулы для вычисления 

т ____
перманента. Например, при всех 9;=?,= ! и 7,= v ari, г— 1, л, (11) 

/-։
дает известную формулу Райзера (։)

perm Л —
Л 
II 
г-1

а при всех а,— 0,= 1 и 

либо каждое ։у~1/2, (5)

п _____

7/= X zjarj, г~ 1.^. где каждое еу= ± 1, 

переходит в формулы Вильфа (’)

п ( п /perm А = V ( — ])*  V 111 
I г-1 \

(13)

Заметим, что в случае »у= 1/2, /=|, л, после приведения подоб­
ных в праной части (13) эта формула содержит лишь 2я՜1 членов 

б



суммы при нечетном п и 2я՜1 4- ( п \ / 2 членов при четном п.
\ 1«/21 /

Из (4) при всех 2/=^- 1 и В = Р вытекает
Теорема 4. Пусть Р=(р11)^рпп матрица перестановки, 

порожденная некоторой фиксированной перестановкой (/։,... , ։п) 
чисел Тогда, если А^Рпп ,то 

п 
perm А — у (-1)

Ав$л,л
Urlf —

l&h
(U)

причем, члены суммы в правой части (14) равны нулю при k֊֊\.

Институт фнэнкн 
им Л В Киренского 
СО АН СССР

Դ. Պ. ԵԳՈՐԻՉեՎՆույնությունների ընտանիք պերմանենտի համար
Գտնված 4 ուղղանկյուն մատրիցայի պերմ անենտի հաշվման համար 

բանաձևերի ընտանիր, որոնր պարամետրերի մասնավոր արժեքների ղե Այ­
րում տալիս են ն եր առմ ան - բա ցաոմ ան տիպի Ռա յղերի և Վի[ֆի հայտնի բա. 
նաձևերր I

Անմիջական ապացույցը ամ բողջովին հենվում է Կոշու բագմ աչափ ին­
տեգրալի վրա։ մ! է! I [ ? ձ I V Ր ձ - ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

։ Г. Дж. Райзер. Комбинаторная математика, 152 с., ..Мир*,  М., 1966, ։ Н. S. 
Wilf, Journal of Combinatorial Theory, 4, >4 3, 246 - 258 (1968). J //. Г. Егорыче». 
Интегральное представление и вычисление комбинаторных сумм, 286 с., .Наука*,  
СО АН СССР, Новосибирск, 1977.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ 11ՍՀ ԴԻՏ Ո Ь ՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶեԿՈԻՅՑՆԵԻ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

1Х1Х 1979 ՜ I

МАТЕМАТИКА

УДК 517.53

А. А. Китбалян

Об одном обобщении ядра Фейера

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 3/11 1979)

В работе (*) впервые был изучен вопрос об обычной сходимости 
рядов Фурье по системе ортогональных рациональных функции. В ней 
было построено компактное обобщение ядра Дирихле для системы ра­
циональных функций, ортогональных на единичной окружности, а так­
же были получены аналоги признаков Жордана-Дирихле и Дини-Лип­
шица для разложений в ряд Фурье по рациональным функциям.

В статье (2) была построена система рациональных функций, об­
общающая классическую тригонометрическую систему, и были иссле­
дованы разложения по этой системе в ряды типа Фурье.

В настоящей заметке строится аналог классического ядра Фейе­
ра для некоторой системы рациональных функций и приводится тео­
рема об аппроксимации функций, непрерывных на единичной окруж­
ности, рациональными функциями, образованными посредством ядер 
такого рода.

1 . Пусть —произвольная последовательность комплексных 
чисел, лежащих в единичном круге: (£=»!, 2,...). Ассоци­
ируем с ней систему рациональных функций | следующим
образом:

-о(г) = 1,

пяЬ)-п4֊՜=^ • -^-^(Л=1,2....). (I)
*-։ 1~аАг 1 —

Функции ял(г) аналитичны в замкнутом единичном круге |г[^I 
и имеют полюсы ине него в точках г*=1/ал (Л = 1, 2,... п).

Легко заметить, что на единичной окружности г=е‘л (0<л<2я) 
функции -л(2) обладают следующими свойствами:

а) = 1

б) к„(1) = 1

в) |֊лк,л)Г1='М?7) («=0, 1,2,...). (2)

8



В частном случае, при — о (А = 1,2,.,.) система функций 
|кя(г)}э переходит в классическую степенную систему {**}".

2 . В классическом случае ядро Фейера Кп(и) выражается по­
средством ядра Дирихле /Л(и) по формуле (см., например, (’), стр.

=— V՝ Ок(и).
П н.о

В частности, на единичной окружности |?|=1 с 
г= 1

выколотой точкой

ад-2/'=т17(^-г-)я=о.1,2>...
и, соответственно,

(3)

где г = е‘л (0<х<2~), л = 1, 2.........
Следуя приведенной схеме, аналогично формуле (3) введем в 

рассмотрение систему функций |ФДС))։":

(4)

где величина /?„ будет определена ниже.
Каждая функция ФЯС) (л=1, 2,..) является рациональной 

функцией в комплексной плоскости с полюсами в точках »=я* и 
;=1/7Л (Л= 1,2,...л).

Отметим, что выражение

без остатка делится на (1 — В самом деле, так как

то с учетом свойства (2) б) имеем:

<0я(1)=ш Д1) =0 (л=1,2,...).

Это значит, что точка 1 является устранимой особой точкой 
функции ФЛ(Д. иначе говори, функцию Фл(',) можно так доопреде­
лить в точке С I, чтобы она стала непрерывной на всей единичной 
окружности £| = I.

Упростим выражение для Фл(^) на единичной окружности. Пусть 
= е‘* (0<|0|?^г), тогда с учетом свойств (2) функций -л(е՛*) получим:

9



11'4е',) + "

s.n«^
2

~ 0 ’
/?„sln’—-

(5)

где f„(6) = arg-n(e՛9)-
Вычислим ?п(9). Пусть а* = |зА|е'Ч тогда легко видеть, что

г՛’ - аь 1 — ~аь /' , / о 4 SlnS — |a*|sin |i* .
£___* . --------— =ехр ( il 2arctg ----------------------— 4֊
1֊а>е-։ 1 — 2* X \ COS0 — |aft|COS-b

+ 2arctg֊^!p--0)).
I - |аА| COS I* //

Обозначим

Ул(®> « 2arctg
sin6 — K|sln]>*
COS0 — |an|cos

4֊ 2arc tg  ----- —-------
I — |»*|cos^

и заметим, что

У*(0) = 0. у, CO —------- ֊—-----------
l--2K|cos(0—M+KI’

Тогда из (I) и (6) имеем:

exp
h-1

? i - Kf 
՝ 1 — 2|a*|cos(u - 
0

Итак, функции f„(0) и Фч(₽'*) имеют следующий вид:

= exp (՛ 

\ h-l .

sin* —

Фп(еЧ =

J 1 — 2|։*|cos(tt 
о

du. (7)

J I — |2։»|cos(M 
0

------------------ du
- 'W 4֊ |«й|’

R„ sin* 4՜
2

(H)

?n

где '|»fc = arga*.
3°. Рассмотрим теперь функцию

10



где » = е,։ (ОС|6|<П) параметр. Полюсы этой функции лежат в точ­
ках г*=։»1е/в и (Л — 1, 2,...п).

Вычислим интеграл

Л(г) = (9)

при г = е1' (0<х<2к). Обозначим тах |ак| = гл. 
1 <Л< л

Очевидно, что гл<П и с учетом приведенного выше соображения от­
носительно непрерывности функции Ф„(9) на единичной окружности, 
можно утверждать, что функция Фл(г, С) непрерывна в кольце 

Поэтому при вычислении интеграла (9) будем считать, что 
г лежит в кольце гл<|г|<1. После замены переменной гД=то инте­
грал (9) примет вид:

Л(г)----------------С "■(«) + «-.■(») - 2. (10)
2к/7?я .) (1-то)’

|»|-г

где г = |г|, гл<г<1.
Так как функции г„(то) и (1—то)՜’ аналитичны в замкнутом 

круге |то|^г, то из (10) имеем:

, 1 ч I Г (/то 1 (/ 1
] Л — —- ------------ \ —------------------ -- “ — Нт ----- ------------ =2*//?я 3 (1— то)’гп(то) КЯ9/^(1и>

|и|-г

1 я
Пт
и- >1

[ 1п-„( то) |'

«л(то)
----- Нт 

в>ч
ТО — а*) —

— 1о£( 1 — а*то)
_1_ " 1 - и*

(И)

Из формулы (11) следует, что интеграл Ул(г) не зависит от г и если 
в качестве множителя /?„ выбрать частичные суммы ряда

• 1 — |а»|*
Й1|1-«й|>

то при таком выборе будем иметь:

(12)

(13)

(14)г,:)|(Г,|= 1 (л = 1,2,...)

при г — е1' (0<х 2к).

11



В частном случае, при ч = О (Л=1,2,,..), = п, ?я(0) = п 9, а
функция Ф„(<?'*) переходит в классическое ядро Фейера:

Ф„(е<в) =

. ։л9
։|" 2

Л81п’ —

рмулируем теперь лемму об основных свойствах функции Ф„(’).
Лемма. Функция Фп(',), введенная по формуле (4), на единич­

ной окружности обладает всеми свойствами, присущими клас­
сическому ядру Фейера, а именно:

л> Ф»(^'»0 при о<|в|<» (л = I, 2,...)

Ф.,(г, ’) |<Г.| = I

I

при г = (0^х<с2~) (15)

в) Фя(9) С
Яя6’

г) если дополнительно предположить, что ряд (12) расходится, то

ф„(2. ;)|Л| = 1.
П-*

где для любого о (0<3<^) — дуга единичной окружност и
1П=1.֊։<агг:<8}.

До ка з а т е л ьс т во. Как видно из (13), /?л>0 (л = I, 2,...), 
поэтому свойство а) непосредственно следует из представления (8); 
свойство б) доказано выше (см. 14)).

Далее, в силу известной оценки з 1п име-

ем: з1п։ х > — х- / |л| С — \ или--------< -у при 0<|0|^к. С

51п։2֊
учетом

этого неравенства, из (8) получим свойство в) леммы:

Фп(6)^------- 1------

/?Л5|П։— 
2

-2А
при 0<|6|<тт.

В частности, при 0<^<|9|^т: отсюда следует:

/?яй’

и если то при любом 8 (0^<^г) имеем

при "

и

Ф«(9)

12



Нт тах Фя(0) = 0. 
п- в

Непосредственно из свойства б) следует:

,|п> •֊֊ С Ф„(г, С) |Л| = 11т I А | Фя(г, ')|<Г,| + 
2* .1 я— I 2п з

К1-։ 1«

(16)

фя(г, :ж.|

откуда, ввиду (16), вытекает свойство г) леммы.
4°. Докажем наконец теорему об аппроксимации.
Допустим, что функция /(г) непрерывна на единичной окруж­

ности, и введем в рассмотрение систему рациональных функций

/.(г) = — Г / ;)|<Г.| (л = 1,2,...).
2п յ

|С|-1

(17)

Теорема. Если ряд (12) расходится, то для любой функции 
/(г), непрерывной на единичной окружности, последовательность 
рациональных функций |/„(г)}7, определенная по формуле (17), 
сходится к /(г) равномерно на единичной окружности:

Пт/Дг) = /(г). 
л

Доказательство. В силу свойства (15) б) и по (17) имеем

/(■2՜) —/л(г)— I [/ (г) /(’)|Фл(*Г. (18)

Далее, в силу непрерывности /(г) на единичной окружности, для 
произвольного ։>0 выберем такое о>0, что при |аг£г — аг£’,|<б име­
ем |у(г)_у(;)| е равномерно на всей единичной окружности. Обо­
значим также

вир|/(г)| = М 
1*1-։

и с учетом свойства (15) а) оценим интеграл (18), предварительно 
разбив его на два интеграла:

1/(2) -֊/«(2)1 < ֊ С|/(2) -/С’)1ф-(2, 0|*1 4֊

та

+ 1՛ 1 /(2) -/<:)|ф"(г' ♦-(*.

1<|аггС1с* и

13



+ 2Л1 I Ф,(г,

Наконец, ввиду свойств (15) в) и г) ядра Фл(г,’,) отсюда получим 

|/(г)~Л(г)|<Се

равномерно на всей окружности (С = const).
Теорема доказана.
Таким образом, возможность равномерной аппроксимации непре­

рывных на единичной окружности функций системой рациональных 
функций, образованных обобщенным ядром Фейера Фл(г, '.). сущест­
венно зависит от скорости сгущения точек последовательности 

7 к единичной окружности.
Следует также отметить, что полюсы рациональных функций 

fn(z) в общем случае не совпадают с полюсами ядра Ф,('.).

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

U. Ա. ԿԻՏՐԱԼՅԱՆՖԼ(էրի 1|ուփ<||ւ մ|։ րնդհանր՚ս<|<(սւն մաս|ւս
փողվածում (։) սյոաշին անգամ ուսումնասիրվեք էր րստ ոագիոնաք 

ֆունկցիաների օրթոգոնաք համակարգի կառուցված հհուրյեի շարրերի սովո­

րական զուգամիտության հարցը, Այնտեղ կառուցվել էր Դիրիխյեի ընդհան­

րացված կորիզր միավոր շրշանագծի վրա օրթոգոնալ ռացիոնալ ֆուն կցի ա- 

ների համակարգի համար, ապացուցվել էին Ժորղաե—Դիրիխլեի ե Դինի — 
1ՒցՒ *տյտանիշների անալոգները։

Կառուցվել Լր գա սա կան եռանկյունաչափական համակարգն 

րացնող ռացիոնալ ֆունկցիաների Համակարգ և հետազոտվել Լին 
շա րրե րի վ ե րլո ւժ ո ւթ յո ւնն ե ր րստ այգ Հ ա մա կ ար գի('*

Ներկա հոդվածում կառուցվում Լ Ֆեյերի դասական

րնգ Հան -
Ֆոլրյե ի

ան ալո գր
ռացիոնալ ֆունկցիաների որոշ Համակարգի համար ե ա սլա ցուցվ ում Լ թեո» 
րեմ նշված կորիգի միջոցով կառուցված ռացիոնալ ֆունկցիաներով միավոր 
շրջանագծի վրա անընդդատ ֆունկցիաների մոտարկման վերաբերյալ։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆ ՈԻ^ՅՈԻՆ
’ М М. Джрбашин, .Изпестия АН Арм. ССР-, серия физ.-мат наук. т. 9, 

Л 7 (1956). 1 А. Я. Китбалян9 .Известия АН Арм, ССР*, серия физ-мат. наук. # 
т. 16. № 6 (1963). 3 //. К. Бари, Тригонометрические ряды, М., 1961.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1979

УДК 519 48

МАТЕМАТИКА

Г. М. Бродский, А. Г. Григорян

О кольцах эндоморфизмов модулей

(Представлено чл. корр. АН Армянской ССР Р А Александрином 18/111 1979)

Рассматриваются ассоциативные кольца с единицей и, если не 
оговорено противное, правые унитарные модули: гомоморфизмы за­
писываются слева от элемента. Список обозначений, г (5) и I (5) — 
правый и левый аннуляторы подмножества 5 некоторого кольца; 
/-г(гУ) и 1'(Х) (соответственно £/(А') и Т.'(А')) — множества всех и 
всех конечно порожденных подмодулей правого (левого) модуля X 
соответственно; а (Л') — наименьшая бесконечная мощность для 
которой модуль А' будет ш - связанным (’); Е(Х)—кольцо эндомор­
физмов модуля Х\ !т 5 = 1т? для подмножества $^Е(ХУ,

Л=Г)| Кег р| Е(Х), К±.Кег<?}, 6։ (Л')=А' и 3, (К) —К для всех К£ 
££,(Л’); I—одно из двух чисел: 1,2. Класс Ьп модулей над кольцом 
R называется абстрактным, если Х^Ьп и Х~У влечет У^Ьр. Если 
а и £ —функции, сопоставляющие каждому кольцу R некоторое мно­
жество ап его правых идеалов и некоторый (абстрактный) класс Ь# 
модулей над R соответственно, то скажем, что а и Ь являются свой­
ством правых идеалов и (абстрактным} свойством модулей соот­
ветственно. При этом если с—свойство правых идеалов (модулей) и 
А' (с??, то условимся говорить, что правый идеал (модуль) А' облада­
ет свойством с, и писать ск (X). Классы Мц, / Рп, Тп, Рп, ЕТп, 
1У/г, Ен и Еп всех, всех внутренне проективных (*), всех не имею­

щих кручения в смысле Басса, всех проективных, всех точных без 
кручения в смысле Басса, всех внутренне проективных образующих 
без кручения в смысле Басса, всех свободных и всех свободных, 
имеющих бесконечный ранг R - модулей определяют абстрактные 
свойства модулей М, 1Р, Т, Р, ЕТ, И', Е и Е* соответственно. 
Если К -свойство модулей, то пару (а, Ь), где а—свойство правых 
идеалов, а Ь —абстрактное свойство модулей, назовем (частичной 
й-парой 1-го рода для К, если для любых кольца R, модуля 
и (конечно порожденного) правого идеала I кольца Е (£7) имеет 
место:
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Теорема 1. Если К—такое свойство модулей, что ЕЬ^Кя 
для всякого кольца R и (а, Ь) —частичная Л - пара первого рода 
для К, то следующие условия равносильны: I) в кольце эндомор­
физмов любого модуля из Кя все конечно порожденные правые 
идеалы обладают свойством а՝, 2) в кольце эндоморфизмов любого 
свободного R - модуля достаточно большого ранга все главные 
правые идеалы обладают свойством а\ 3) все R - модули обладают 
свойством Ь. Если, более того, (а,Ь) есть й-пара первого рода 
для К, то этим условиям равносильно 4) в кольце эндоморфиз­
мов любого модуля из К я все правые идеалы обладают свойством а.

Теорема 2. Если К-такое свойство модулей, что А*? СК/,-С 
С 7՜я для всякого кольца R и (а,Ь) —частичная И-пара второго рода 
для К, то следующие условия равносильны: I) в кольце эндомор­
физмов любого модуля из Кя все конечно порожденные правые иде­
алы обладают свойством а\ 2) в кольце эндоморфизмов любого 
свободного R - модуля достаточно большого ранга все главные 
правые идеалы обладают свойством а\ 3) все R - модули без кру­
чения в смысле Басса обладают свойством Ь. Если, более того, 
(а, Ь) есть Л - пара второго рода для К, то этим условиям рав­
носильно 4) в кольце эндоморфизмов любого модуля из К я все 
правые идеалы обладают свойством а.

Пусть заданы свойство модулей К и свойство правых идеалов 
а. причем _С Кя я для всякого кольца R и поставлена задача 
описания таких колец R, что в кольце эндоморфизмов любого моду­
ля из Кя все (все конечно порожденные) правые идеалы обладают 
свойством а. Схема применения теорем 1 и 2 к ее решению такова: 
для произвольного кольца R составляем два класса R - модулей Ь(^>= 

{6//£,(1т /) \LR-Kr, (Е((л)) (соответственно
отвечающих двум различным значениям I. Если хотя бы для 
одного значения 1=10 удается подобрать такое абстрактное свойство 
модулей Ь<1*\ что

^•*(^/4Пт/)) 4=>У^(ОД.От/))

для всех и^Кя, 1^1~г(Е{11)) (соответственно /£ Л{(£(£7))), то (а,/А>)— 
(частичная) Л - пара /0 - го рода, и остается применить теорему /0. 
Если заданное свойство модулей К для всякого кольца R удовлет­
воряет лишь более слабому условию Е^Г^Кя, то, разумеется, следу­
ет пытаться применить только теорему 1.

Определим свойства правых идеалов а1 и абстрактные свойства 
модулей 6/(/=1,2.....8), положив

^={<(ЛР€ £{(/?)}. о‘=а’,|/|/(/)=0).
<^=(/| / (/) для некоторого О У е =е* £/?),
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|/|/(/) Ре для пек пороги е е։£/?|,

1°)’ ь\֊ р*< Ь'/г-Т*,
Л^={А'|А' вкладывается в свободный модуль ранга а (.V)’.

^я{ А'| 11оп1а(А', /?) =0|, Ь* = (Х| О ФХ/К £ Ря для некоторого 
ле м а’)}.

Предложение 1. (а1, Ь'), (а1. Ь3), (а3, />’) и (а*, д') — час­
тичные Л - пары первого рода для !Р, !Р, УУ и Гс соответственно, 
(о\ Ь3) и (д’, Лв), есть /1-пары первого рооа для ГТ и Р соответ­
ственно: (а®, Ь9), (а1, Ь1) и (а’, 6’) есть И - пары второго рода для 
Р, М и Р соответственно.

Кольцо R называется левым 3-кольцом, если R ?■(R) вле­
чет / (/) 0. Назовем R - модуль X микроинъективным, если
Ногпа<Г, АОт^О для вгякзго подмодуля инъективной оболочки 
модуля X. Кольцо R назовем самомикроинъективны к (тестовым) 
справа, если модуль /?й микроинъективный (тестовый (л)).

Среди следствий теорем I и 2 и предложения I— не только из­
вестные результаты, например, теоремы 1 и 4 из (4). теорема 2 из 
(։), теорема 2 из ("). теоремы 3.7 и 3.8 из (:), ио и ряд новых.

Теорема 3. Следующие свойства кольца R равносильны: 
1) в кольце эндоморфизмов любого проективного R- модуля левый 
аннулятор всякого собственного конечно порожденного правого 
идеала содержит ненулевой идемпотент; 2) в кольце эндоморфи <- 
мов любого свободного R • модуля левый аннулятор всякого нео­
братимого справа элемента содержит ненулевой идемпотент-, 
3) R классически полупросто.

Теорема 4. Следующие свойства кольца R равноаиьны. 
1) в кольце эндоморфизмов любого проективного R - модуля всякий 
ненулевой левый аннулятор содержит ненулевой идемпотент, 
2) в кольце эндоморфизмов любого свободного R модуля всякий нену­
левой левый аннулятор элемента содержит ненулевой идемпотент-, 
3) в кольце R всякий ненулевой правый идеал имеет не ну левое про­
ективное прямое слагаемое (как Р-модуль).

Теорема 5. Следующие свойства кольца R равносильны: Не 
кольце эндоморфизмов любого внутренне проективн го точного 
R-модуля без кручения в смысле Басса всякий собственный конеч­
но порожденный правый идеал имеет ненулевой левый аннулятор-, 
2) в кольце эндоморфизмов любого свободного R - модуля всякий 
правый неделитель нуля имеет правый обратный՝, 3) R тестовое 
справа՝, 4) R самомикроиньективное справа левое 5- кольцо (ср. (9), 
теорема 2; (’), предложение 3).

В связи с теоремой 5 интересна также полученная методом, 
предложенным в работах (’), (։0),

Теорема 6. Следующие свойства кольца R равносильны: 
1) кольцо эндоморфизмов любого (некоторого) проективного обра-
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зующего R- модуля самомикроинъективно справа; 2) R само микро- 
инъ-ективно справа.

Как известно (п), ни над каким кольцом R все кольца эндомор­
физмов проективных образующих не могут быть левыми 5- кольца­
ми и, тем более, тестовыми справа. Теоремы 5 и 6 показывают, в 
какой степени свойство кольца быть тестовым справа наследуется 
кольцами эндоморфизмов проективных образующих над ним.

Ярославский государственный университет
Вычислительный центр Госплана Армянской ССР

Դ. 1Г. հՐՈԴՍԿԻ, Ա. Գ. ԴՐԻԴՈՐՏԱՆՄո г| ո ц ն Լ г |ւ է Gi| ո մ ո г ֆ ի i| if fi L г |i oqiul|tilir|i մասին
Աոաշարկված է նոր մեթոդ, որր թույլ է տաքիս բնութագրել օղակների զա - 

նազան ղասեր ազատ, պրոյեկտիվ և որոշ այլ մողուլների էն գոմ որֆիզմների 
օղակների հատկությունների միջոցով: Որպես հետևություններ ստացված են 
ինչպես նախկինում հայտնի թեորեմներ, այնպես էլ մի շարք նոր արդյունք­
ներ: (մասնավորապես վերոհիշյալ ձևով բնութագրվում են' 1) զասական կիսա­
պարդ օղակներր, 2) այնպիսի իվ օղակներր, որոնց յուրաքանչյուր ոչզրոյական 
աս իդեալր պարունակում է ոչզրոյական պրոյեկտիվ Ուղիղ գումարելի (որպես 
R-մnղnլլ) և 3) աջ տեստային օղակն երր ։
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ՀԱՏԿԱԿԱՆ Ս1Ա ԴԽՏՈЬ Н-3 ՈԽՆՆԽՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
~ -—-

УДК 519217

МАТЕМАТИКА

С. М. Нариманян

О равномерной распределенности случайных блужданий на 
топологических группах

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А А Талаляном 28/111 1979)

Пусть G—локально компактная группа, р—левоинварнантная ме­
ра Хаара на G, а Хп—однородная марковская цепь на G с переход­
ной функцией Р(п,х,Г) — Рх Мы предполагаем, что переход­
ная функция Р(1,л,Г) абсолютно непрерывна относительно меры р 
(как функция Г), и через р(х,у) обозначим соответствующую плот­
ность. Если переходная плотность инвариантна (слева), т. е. р(х,у)— 
=р (е,х~}у), е— единица группы, те говорят, что Хп представляет 
случайное блуждание на G. Дадим некоторые необходимые для даль­
нейшего определения, предполагая, что для некоторого z/0 переход­
ная плотность р(л0, х,у.) за п0 шагов непрерывна.

Определение 1. Марковски цепь Хп на G называется связ­
ной и непериодичной, если для любых x,y£G существует номер/и„= 
= т0(х,у)^п0, такой, что р(т,х,у) >0 при w>zn0.

Определение 2. Пусть К—класс компактных подмножеств К 
группы G, таких, что р(/С)>0. Мы скажем, что случайное блуждание 
Хп равномерно распределено на G, если для любых

I।m Р(п,е,К՝) __ у (Ку) 
Р(п,е՝Кг) |‘(К\)

В работе (’) Аве доказал теорему о равномерной распределен­
ности симметрических случайных блужданий на широком классе дис­
кретных (счетных) групп. Цель пашей статьи— перенести результат 
Аве на случай локально компактных топологических групп. Приме­
няемая при этом техника имеет ряд особенностей.

Предложение 1. Пусть Хл связное и непериодическое слу­
чайное блуждание на О с переходной плотностью р(е,х) = р(х). Если 
р (: (О, с1 у), то для любого КеК существует
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л _____________
Ит /Р(л,х,Л*) »Р 
Л ч

равномерно по х на каждом компакте и не зависит от К. Постоянное 
о называется спектральным радиусом случайного блуждания Хп.

Это предложение доказывается стандартными методами теории 
цепей .Маркова с использованием операции урезания. Близкий ре­
зультат см. в (*).

Теперь перейтем к сформулнрованию основного результата этой 
статьи .Мы будем предполагать, что рассматриваемое случайное 
блуждание Л'л (с переходной плотностью р(х)} на О симметрично. 
Это означает, что р (х) = р(х-').

Теорема 1. Пусть Xсимметрическое связное и непериоди­
ческое случайное блумсдание на О с переходной плотностью р (

Тогда если спектральный радиус «=1, то Хп равномерно 
распределено на (1, т. е. для любых Кг, К& К

Нт р(п^ 
я’“Р(лл,л;) и(Л'2)

Доказательство теоремы I требует ряда 
ложений.

Лемма 1. Для любого х £ 0՝

вспомогательных пред-

р(2п,е,х)^р('2п,е, е). (2)

В самом деле, воспользовавшись уравнением Колмогорова — Чеп­
мена, инвариантностью и симметричностью переходной плотности, а 
также неравенством Коши — Буняковского, будем иметь

р(2п,е,х) = /р(л,е,у)р(л,е,х֊|у)(/И(у)^( $рг(п,е,у)д? (у)) •

• ( ( Р՛ (п, е,х-'у)дц (у) У'2=\р*(п,е,у)4р(у), 

откуда в силу равенства

р (2л, е, е) = | р (п,е,у)р(п,у,е) (1 у (у) = ) рг (п,е,у) д у. (у)

немедленно получим (2).

Л е м м а 2. Существует

Нт р(2п 2՝е՝е} 
р(2п,е,е)

Доказательство. Существование предела доказывается точ­
но так же, как и в (1). При доказательстве основную роль играет не­
равенство (2), с помощью которого показывается, что отношение
р(2п ±2,е,е) 

Р(Чп,е,е)
5^1 и монотонно возрастает по л. Покажем, что 

2 л___________
Ур(2п,е,е)~* при л-* со, и тем самым лемма 2 будет доказана.
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Действительно* по условию теоремы 1
2/1

Р(2».е,Л) . = I

для любого А'£К, и поскольку (в силу леммы 1) Р(2п.е,К)< 
2п

•< р (2 п, е, р (К), то Пт (2п.е, И >1. Сопоставляя с неравен- 
л > в 

р(2п+29е,е)
ством ------ ------------<1, получаем, что

2л______________
Нт / р(2Л|^>е) = Пт Р(2л^2,е,е) 

л*и р(2п,е,е)

. I е м м а 3. Семейство функций

Л (•<)=
Р(2«, е, х)
Р(2п,е,е)

равномерно ограничено и равностепенно непрерывно.
Доказательство. Равномерная ограниченность немедленно 

следует из леммы 1. Далее, из лемм 1 и 2 имеем

I /л + 1 (•*) — /л + 1 (у)|^
Р(2л,е,г)

Р(2п+2, е,е)
Р(2,с,х)—р(2։г,у)

р(2,е,г~' х)- р(2,2-'у) (3)

найдется такая окрестность
Известно (’), что если

получим, что для любого е>0 
кая. что при у-'х £ V

у € 1-Р 1). то для любого в>0
единицы И, что из следует

Учитывая, что р (2, е, л) £ Р ((}), из (3)

найдется окрестность единицы И та-

/л+1 (х) Л + |(у) <а Л-. у € 6.

Это и означает, что семейство функций /п ртвлостекелно непрерыв­
но. Лемма 3 доказана.

Вернемся теперь к доказательству теоремы 1. Сначал ։ покажем, 
что

р(2п, е,е)
(В

равномерно на каждом А'€К.
Действительно, рассмотрим функции Гп(х) на А’. В силу теоремы
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Арцела множество предельных точек семейства {/„} а С (К) не пусто, 
и пусть £ —какая-то предельная точка. Покажем, что в (х) =»1 на 
А', и тем самым будет доказано (4). Пусть равномерно на К. 
В силу связности и неперноднчности Хя и непрерывности р(п,е, 
х).п >2 можно выбрать / так, чтобы р(21.е,х)>о для всех х£К. 
Поэтому из теоремы Лебега о мажорируемой сходимости имеем

р(2п',е,х)I-------------------
/>(2л', е,е)

Р(2п',е,х
р(2п\е,е)

<-L|!m \р(21.е.х) 
G п * » 

К

JLlim / 1 _ I 2/,е,л-)\
5 \ р(2п',е.е) /

где о = min р (2 /, е, л). Но правая часть последнего соотношения в
■$

силу леммы 2 равна нулю. Значит

f(l- g(A))dP(x) = 0. 
к \

и, следовательно, ц {х£К; 1- #(х)>0}=0. Отсюда, учитывая непрерыв 
ность функции £(х), получим, что 2(х)=1 на А. Таким образом 
соотношение (4) доказано.

Чтобы завершить доказательство теоремы 1, покажем еще, что 
равномерно по х£К

Р(2п ~ \ ,е,х)
Р(2п+ \,е, е)

-1, п -ОО,

для чего достаточно доказать, что

£-(*)=
р№ l.e.x) 

р(2п.е,е)
— 1, л—оо (6)

равномерно по х£К.
Из очевидного представления

£л(*) = Р г)
р(2п,е,е)

p(e,z֊lx) '-֊г—
Р (2л, е,е)

и из леммы 1 немедленно следует компактность семейства функций 
8п(х). Повторяя все предыдущие рассуждения, относящиеся к пос­
ледовательности /„ (только I выбирается так, чтобы р(21 4- 1, е, х)> 
>0, А), получим (6). Объединяя (4) — (5), получаем
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н,п
P(n,e,e) 

равномерно по x£K, Л'£К. О текла и из теоремы Лебега о мажори­
руемой сходимости сразу получим соотношение (I). Теорема пол­
ностью доказана.

Замечание 1. Теоргма Аве, упомянутая выше, утверждает так­
же равномерную распределенность симметрического связного и непе­
риодического случайного блуждания на счетной группе с дискретной 
топологией, в предположении, что спектральный радиус р=|. Дру­
гими словами, теорема I обобщает теорему Аве на гораздо * более 
широкий класс непрерывных групп. Однако в дискретном случае 
теорема о равномерной распределенности допускает другую изящную 
формулировку. Именно, условие р=1 в этом случае, согласно резуль­
тату Кестена, эквивалентно аменабельности группы (определение см. 
(*)). Мы не знаем, справедлив ли аналог теоремы Кестена в непре­
рывном случае. Если это так, что представляется весьма правдоподоб­
ным, то и в теореме 1 условие о=1 можно будет заменить условием 
аменабельности группы G.

В заключение приношу глубокую благодарность С. А. Молчанову 
за руководство работой.

Ереванский политехнический 
институт им К. Маркса

II, 1Г. ՆԱՐԻՄԱՆ9ԱՆ
Տոււ|Ո[ոզ|ւա1|Ա1ն խմ[՝եր|ւ ւ|րա ւոՐւ|ած պատահական թափառումննր|ւ հավա­

սարաչափ թայ|սւ|ածութ|ան մասին

Դիցուք 0‘ն Լոկա1 կոմպակտ խումր է, թ-ն ձախ ինվարիանտ Լաարի 
չափն Լ (}-ի վր1"՝ իսկ սիմետրիկէ կապակցված և ոչ պա րրե րա~
կան պատա հական քժ ափ աո ում է 0-ի վրա, որի անցման ֆ ունկցիան է՝ 

Բ(ո, X, Ր) = Ենթադրվում է. որ I, X. Ր)-ն րացարձակ
անրնդհատ է/որպես ֆունկցիա Ռ^/|* չալՒՒ նկատմամբ և համասլատաս 
խան խ տ ութ լուն ր ն շանակվւսմ է ոփ

Ստացված է հետելալ արդլունրրւ Եթե Xի սսլեկտրալ շաոավիդր 
հավասար 4 մեկի, իսկ x) = բ (X)^L*^G. Ժ|»), -պա \„-ր հավասարս,- 
1.աՓ է րա շխված (յ-ի վրաէ

Л ИТЕРЛТУРА — ԴՐԱԿԱՆ II I» I* 3 0 b Ն
1 4. Ашг. Сотр(е$ йеп(1и$. 276. №4.(1973) »С. М. Нариманян. Вестник 

МГУ, Матем.,№6, 1975. * Л. Иейль. Интегрирование в топологических группах и его 
применения, Изд. иностр, лит., М., 1950 4 Ф- Гринлиф. Инвариантные средние на 
топологических группах и их приложения, ’Мир", М., 1973.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏհ ԻԹՅՕԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԱԵԿՈԻՅՅՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ЬХ1Х 1979 ։

УДК 681.142 2

МАТЕМАТИКА

А. А. Орден, Г. В Джулакян

Алгоритм синтаксического анализа для индексных языков

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р Р. Варшамовым 3/1V 1979)

Для описания синтаксиса языков программирования широко ис­
пользуются формальные грамматики, введенные Хомским ('). Для 
класса контекстно-свободных (КС) формальных грамматик разработа­
ны достаточно эффективные алгоритмы синтаксического анализа, ус­
пешно применяемые в современных синтаксически-ориентированных 
трансляторах. Однако с помощью КС-грамматик невозможно полностью 
описать синтаксис языков программирования высокого уровня (таких 
как АЛ ГОЛ-60, ФОРТРАН, ПЛ-1 и т. д), так как в синтаксических 
конструкциях последних существенно используются так называемые 
контекстные условия.

Известно (2), что контекстные условия можно моделировать (опи­
сать) с помощью контекстно-чувствительных формальных грамматик, 
класс которых полностью включает в себя класс КС-грамматик.

Настоящая работа посвящена описанию нового алгоритма синтак­
сического анализа для индексных языков, порождаемых индексными 
грамматиками (3). Класс индексных грамматик (языков) шире клас­
са КС-грамматик (языков), но является собственным подклассом клас­
са контекстно-чувствительных грамматик (языков).

Разработанный алгоритм использует автомат нового типа — В-ав- 
томат, переходы которого осуществляются с помощью некоторых би­
нарных отношений — отношений предшествования.

Определение некоторых понятий, не приведенных в этой работе, 
можно найти в (3՜5).

Индексной грамматикой называется пятерка 6= (М Г,/•՝, Р, $), 
где

А'—конечное множество терминальных символов;
Г—конечное непустое множество нетерминальных символов;
Г— конечное множество символов, называемых индексами или 

посредниками;
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Р-конечное множество упорядоченных пар вила (X,/), где либо 
ХСЛ'. х€(ХР* иг)*, либо Х^ХР, х€(^и/’)*.

Нара (Х,/)^Р называется правилом грамматики О и обознача­
ется Х-*х« а Р называется множеством прагил грамматики С; 
5 С X—выделенный (начальный) символ грамматики О.

В этом определении предполагается, что ^л7’нР--= 0 и для 
каждого индекса /(Р имеется хотя бы одно правило вида А/+Хг.. 
„Хк.

Пусть а, ^((Л'РиГ)*. Говорят, что в О из а непосредственно 
порождается р, а=>р, если либо

1. а = 7/Ш, (А-> Х,^...^
Р=Т Х։0։...Х|ДД где для X, £Х, ©<=• для Х^Т, 
^/г, либо
2. « = тА/Вг, (А/->Х1Х,...Х*)СР,
Р= 7 Х։ 6։... X* й։ где б,=; для Х1 С X, для X/ £ Т, 1 < I «с

В этих обозначениях ։ —пустое слово, А С X, /СР, 7-5 €(,¥/•’* 
и ГГ. Е.^.б/СР*.

Пусть «, 3, . С Л^-
Рекурсивно определяется л-ая степень (л2»0) отношения =», а 

именно
I. а—>°а;
2. а=фя+։р, если а-^"т, 7^Р для некоторого 7.
Транзитивное замыкание отношения ^обозначается через=>+, а 

транзитивное и рефлексивное замыкание—через =>*. Ясно, что «=>*р 
тогда и только тогда, когда а^З для некоторого />0, и а->4 3 тогда 
и только тогда, когда а^р для некоторого

Говорят, что 3 выводится из а, если ®=Ф* р. Если а£ ( XР* ЦТ)* 
и а, то а называется сентенциальной формой.
Слово из символов вида Ас, где А £/V, £ С Р+. называется индексиро­
ванным нетерминалом. Пусть О—индексная грамматика. Множество 
7.(0)= (и’/к'С Г*. 5-Ф*"то| называется индексным языком.

Для языка 1((/) задача синтаксического анализа заключается в 
следующем: дать алгоритм, определяющий для любого то(Г՜ истин­
ность логического выражения то£/.(О). В случае, если действительно 
п> С 7. (67), алгоритм дает последовательность выполнения правил, с 
помощью которых порождается то в грамматике О. Для однозначных 
грамматик, а именно такие мы рассматриваем, выходом алгоритма син­
таксического анализа при работе над словом то является последова­
тельность ая, ая_|, ..., »։, где ая = то, = ■$. Переход от «/+1 к ъ (1՜֊ 
-С 1^п I) называется редукцией. Отношение редукции обозначим
через >ц.

Из определения непосредственного вывода для индексных грам­
матик следует:

«, если либо
1. р^тХ^։ ...Х*0*«, где для Х/^А/, ®<=« для X, С Т



4 = и имеется правило А -* Л'։ ... Л'*7^, либо
2. 9=7Л\&1 г, Где 0у = 5 для Л( €Л, А, = с для х, £ Т,
3= 7 А/; о и имеется правило АА։...Л՜*.
В частности, если 3= а Я т, 5 СО; 6 и имеется правило А -*аВт£ЬЬ, 

то где л— А
Если £=а5;С; и имеется правило А/ -* а В С, то ?֊—>а>з где а= 

= А/;.
Пусть 7—некоторая цепочка. X назовем префиксом (суффиксом) 

2, если 7= АТ (7 — УЛ), где К некоторая (возможно пустая) цепочка.
Пусть дана грамматика 0= (Л/, Т, Е, Р, 5)։.
В последующих определениях предполагается, что х,у£(ХЕ*

ип.Л/ л*, А.^с^л^и^/-՝,Л'Р*
₽',7'е(/г*ил'/г*ит)*.

Определим следующие бинарные отношения над множеством 
Ти^Л’и А:

1. А'^К. если существует некоторое правило (А ֊* а X У р) £ Р, 
2. Л'< У, если существуют некоторое правило (А -* а/ В £)£ Р и 
вывод /?=ф+ У7, где Л—любой префикс 7.
3. X >К, если существуют некоторое правило (А * яВ;С?)С Р •’ 
выводы В^1^ и С=>+У\։, где X—любой префикс 7.
4. Л1Н1/. если существует вывод 5=>+ я X/$' такой, что в сен­
тенциальной форме яЛ/3' элементы X и /не порождаются 
одновременно с помощью некоторого правила вида (5-*7^/7')^

Отношения 1—4 назовем отношениями предшествования. Пусть 
«ЛС^РОТ)*. Л։, X, £ (X Е* и Т), €։, 1^Е\

Теорема 1. Если а—а Х1;։ Х9 ;։ р—некоторая сентенциальная 
форма, то между А\ и Л։ имеет место хотя бы одно из отноше­
ний 1 — 3. Если Хх = Л'։ — единственное отношение и Х}, Хг£ Т или 
Л1։ А", £ X Е* одновременно, то 5։=£г

Грамматику 0=(^7/,Р,$) назовем приведенной, если для О 
выполняются следующие условия:

1. Если (А-*я)£Р. то я =/£, тде е—пустое слово;
2. Если 71А 7, сентенциальная форма, то в б существует вывод 

А=Ф+ ш, где ы £ Т+;
3. 71ля всех А^;УЛиЛг не имеет места А=+¥А.
Приведенную грамматику назовем грамматикой предшествова­

ния, если выполняются следующие условия:
1. Правые части всех правил различны;
2- 1<-1П|>| = 0;
3. Если ( К ) П I—I) О ({—I Л I ■>}) = I (А^(, Н) |, где 1.2..., 

Х1, У<£Х Е*, то для всех сентенциальных форм р,=։ А'Д/, НЪ։? име­
ет место 5/, Если то в элементы Х1 и X/ появились

։ Здесь и далее, если нет специальной оговорки, под грамматикой будем понимать 
индексную грамматику.
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одновременно применением некоторого правила вида А^а1Х1
4) если Х\~\/У то Р не содержит правила вида А -+аХ/$, но 

содержит хотя бы одно правило вида В^чхХ\.
Пусть для грамматики предшествования О все правила вывода 

пронумерованы натуральными числами, образующими множество р.
Ниже приводится определение Л-автомата, реализующего син­

таксический анализ цепочек, порождаемых грамматикой предшес­
твования.

И автоматом называется пятерка О=(1/,/?, (/А*), где
У—Х и Ги Р— множество входных символов автомата;
Р—отображение множества Е= (Х( 1/11 {О})♦ X Е* X У* I х(<20 

0)*) на множество £1! |О Ш И БК А);
А.№| Л_, е, О’£,։)—начальная конфигурация автомата, где тг—

анализируемая цепочка;
Ln —|Х, е, 5 X,г] — заключительная конфигурация автомата, где 

-( (QО)* — слово, указывающее последовательность редукций.
Автомат останавливается либо при достижении состояния О III И Б- 

К А, либо на конфигурации Л*. В последнем случае w£L(G) и 
выводится в G с помощью правил Р1։ Р2,...Рп, где P։OP։O..,P,,O=i:. 
Вспомогательные символы I и О не принадлежат множеству К

Включение (а.Ь)^К обозначим а |— цЬ-
Пусть /Ум= | X Хх... Хг, е,А/+|Хя_1_,3], 

Но։ = I ± Хр.. Хг Х,+1| е, Хг^2... Хя _1_, 61.
= I х хг... х,0,к, %г+2... хп ±,гI.

ноз= [х е, ?։ А Х,+1 ...Хп X, <?0Ч-
А/։о = [ I Л । ...Л*< ■՛ ՛ «..А., К, Хг4.։...Лл X» **]> 
Нп=|ХЛ'1...Х/0 ...ХгХг+и Г,Хг+2...ХлХ,Ч.
//։։=| I Х1...Х1 о...Хг Л г+1, ). Хг±$...XяХ-4 > 
Н1։=[±Х1...Х,Х1...Хг7гХг^0, Г',А,+з...Х,Х,4.
//։<«=[.АГ< г,...Х,2,Х,+», е, Хг+2... ЛяХЛЬ

Пусть для всех Х£МЕ*1]Т имеет место Х<Си ^>>-1֊- 
Отображение К определяется следующим образом.
1. ^мН/г/Д. причем

Н0 = Нт, если (Аг< Л’,+1)Х/(^г=^'+’)։
Н0 = Нп, если (А',|Х1Х+1). где Г=/։.../.֊слово максимальной 

длины из Р*. следующее за Хг, при этом /х=Хг^\\
Нй=Ни, если (А',->А'г+1)Л(АЛ< Лл+ОЛ где ЛфЬ

/Хг—1 и (Д-»Х*+|...Х)^Р-правило с номером <?,₽-терминальный 
префикс максимальной длины цепочки Х։...Л’м;

А/0-ОШИБКА. если либо X, и Хг^ не связаны никакими отно­
шениями предшествования, либо нет правила с правой частью 
...Хг.

II. А/։оН֊р^։. причем
Л/։=//н, если (Х=Л\+1) А (*,+.€ Л:
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НХ = Н„, если (Х,֊Л'м։)Л(Х>11Н1Хг+։)Л(Г±:Г). где К' = 
= /х... Д —сл°в° максимальной длины из А7*, следующее за Х+|, 
при ЭТОМ <։ = Л'ГЧ.5;

//,= «„, если (Х, = Хг+1)Л(Х,<Х,+1)/\(Х,и1Т|Хг+а)А( У* 
ТГ), где 4= Г для Х^ЛТ7*, 4=« для Х/СЛ «<г, у*-=Д...Д- 
—слово максимальной длины нз /7+, следующее за Хг+ь при этом 
/1 ~ Хг +։;

//г— /Ум, если Х,<Хг+։, где 4 = Г для Х/^Е*, г<=е для 
Х^Т,

если {либо |(Х,->Х,+։)Л( (Хг=Хг+|))|, либо |(ХГ•> 
•>Хг+1)Л(Хг = Х,+ ։)Л(4+։ШХг+2)Л(Гу=Г'). где Г=Д...Д - слово 
максимальной длины из Р*, следующее за Х,+։, при этом Д = 
Хг+?| } Л | (Х*<-Х»+։)Д (Ху = Х/+։), где 4 + 1 при этом Д ֊►
—Х«|.|...Хг — правило с номером 7, 3 терминальный префикс макси­
мальной длины цепочки Х1։..Х*;

//։=ОШИБКА, если либо Хг и Хг+1 не связаны никакими 
отношениями предшествования, либо нет правила с правой час­
тью X* |...ХГ, либо (Х,=Хг+1 единственное отношение между Хг и 
Х,+|) А(Х, 11Н1/¥Г+2)Д( У У), где У = Д ... Д— слово максимальной 
длины из Л4՜, следующее за Х,+։, при этом Д=Хг+.2.

Так как в общем случае отношения предшествования 1-֊4 опре­
делены для цепочек (индексированные нетерминалы), то необходимо 
решить вопрос однозначного выбора Х,ч։ для указанных отображе­
ний. л

Пусть текущая конфигурация автомата — [_1_Х։.. .X,, У, Х,+ 1... 
Хп ±, 3], где У£Е*. Х,+։ выбирается по следующей схеме;

ХГг\ = а, если а£ Т— первый элемент второго магазина;
Х,4»=Д если Р—первый элемент второго магазина;
Х,+։ = А-, если А^Х/7* строка символов слева во втором ма­

газине. При этом, если во втором магазине содержится слово А Д ... 
Д /»+։... (т Хг+2... X, £, то либо $=Д...Д, если А Д ... ДЩД-н, либо 
՝= Д ... Ля» если ни для какого Л, 1 < /г < т, не имеет место А Д ...

Для индексных грамматик предшествования указанным способом 
обеспечивается однозначный выбор Х,+1.

Ге о ре м а 2. Э-автомат распознает те и только те це­
почки, кот)рые порождаются индексными грамматиками предше­
ствования.

При этом содержание четвертого составляющего заключительной 
конфигурации показывает порядок применения правил для получе­
ния исходной цепочки.

Ереванский комплексный отдел
ВНИИЭГ азпрома
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Ա. Ա. ՕՐԴՅԱՆ, Դ, Վ. ՋՈՒԱԱԿՅԱՆ
1'նղԼ քսսւփն |ե զու ների շարահյուսական վերլուծության ա|զորիթմ

զոդվածում ուսումնասիրվում են ենթաւոեքստից կախված ֆորմալ լեզու- 
ների սեփական ենթադասի' ին դեքսա յին լեզուների վե րլուծ ութ յան և ճանաչ- 
ման հարցերրւ

Սահմանվում են Նախորդման ինդեքսային լեզ ուներր , որոնց համար կա- 
ււուցվում է շարահյուսական վերլու ծու թ յան ալգորիթմ։ Ալգորիթմի աշխատան­
քն Լաւգես հենվում է նոր տիսլի պ ահ ոլն ա կա յին [)-ավտոմատի գործունեու­
թյան վրաւ Վերջինիս միարժեք անցումներր որոշվում են նախորդման րինար 
հարաբերութ յունների օգնութ յամ րւ

Л ИТЕРА ТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 Н. Хомский, Кибернетический сборник, вып. 2, 1961. 2 И Л. Братчиков, Син­

таксис языков программирования, <Наука>, М, 1975. 3 А. Ахо, в сб. «Языки и авто­
маты». «Мир». М.. 1975. 4 А. Ахо, Дж. Ульман, Теория синтаксического анализа, пе­
ревода и компиляции, т. 1, «Мир», М., 1978.
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МАТЕМАТИКА

С. Г. Инджеян

О 3-раскраске плоских гиперграфов

(Представлено чл.корр. АН Армянской ССР Р. Р Варшамовым 30/1У 1979)

В настоящей работе доказывается справедливость одной гипо­
тезы М. Л. Бурштейна (։). Все понятия и обозначения, не опреде­
ляемые здесь, можно найти в (*՜4).

Пусть Л’ = {х1, х։,хр}—произвольное множество, а Е— про­
извольное семейство его подмножеств. Пара Н = (Х,Е) называется 
гиперграфом с множеством вершин X и множеством ребер Е. Будем 
считать, что |е^2 для любого е£Е.

Под раскраской гиперграфа понимается правильная раскраска 
его вершин в смысле Эрдеша — Хайнала, т. е. такая, при которой 
каждое ребро содержит по крайней мере две вершины разного цвета.

Каждому гнперграфу адекватно соответствует его граф инциден­
ций, множеством вершин которого является Х\ЗЕ, а множеством 
ребер {(х, е)£ХхЕ: х £ е). Гиперграф называется плоским, если 
его соответствующий граф инциденций является плоским графом.

т(Н) обозначает число ребер гиперграфа Н, а Н' — граф, 
состоящий из его ребер степени 2 и инцидентных им вершин (в Н' не 
может быть изолированных вершин).

Гипотеза М. И. Бурштейна состоит в следующем:
Если Н — плоский гиперграф, для которого и //' не

содержит полных чётырехвершинных подграфов то // раскра­
шивается в 3 цвета.

Для доказательства ее справедливости установим одну теорему о 
плоских триангуляциях. |

Плоский граф О с помеченными ребрами называется л-ква- 
зираскрашиваемым, если его вершины можно окрасить п. цветами 
так, чтобы концы помеченных ребер были окрашены различно и 
край каждой грани содержал хотя бы две вершины разного цвета. 
Если все ребра графа О помечены, то квазираскраска совпадает с 
обычной раскраской.

Через п.(=п1(О) обозначим число вершин степени I в графе 0. 
Известно, что для любого плоского графа
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Злл | 2л4-|֊я։>12. (1)
Напомним, что триангуляцией называется плоский граф, все 

грани которого простые циклы длины 3. Допускаются кратные 
ребра (разумеется при условии, что пара таких ребер не образует 
края какой-то грани).

I еоре ма 1. Першины каждой плоской триангуляции с не 
более, чем 8 помеченными ребрами, которые не составляют К, 
можно квазираскрасить в 3 цвета.

Доказательство. Предположим, что теорема не верна, и 
пусть О —триангуляция с наименьшим числом вершин, удовлетво­
ряющая условиям теоремы, но не допускающая 3 квазираскрасок. 
Она обладает следующими свойствами.

1. Если вершина х£6 имеет степень 3, то все инцидентные 
ей ребра помечены.

2. лэ(ОХЗ.
3. Если вершина х£в имеет степень 4, то по крайней мере 

два инцидентных ей ребра помечены, причем если их ровно два, 
то они находятся на краю одной и той же грани.

4. Пусть вершина х£0 степени 4 инцидентна ребрам (х, хх), 
(х, х։), (х, х։), (х, х4); если два последних ребра не помечены, то 
и ребро (х։, х4) не помечено и принадлежит некоторому подграфу 
К4, все остальные ребра которого помечены.

5. Число таких вершин х£О степени 4, у которых помечены 
лишь два инцидентных ребра, не может превосходить I.

6. Если вершина х£О имеет степень 5, то по крайней мере 
два инцидентных ей ребра помечены.

Все эти шесть свойств доказываются методом от противного. В 
свойствах 2 и 5, если предположить обратное, получается, что б 
должен содержать не менее 9 помеченных ребер.

В свойствах 1, 3, 4 и 6, если предположить обратное, удаляется 
вершина х£О и добавляется, в случае необходимости, недостающее 
вебро. Получается новая триангуляция О'—удовлетворяющая усло- 
риям теоремы, но содержащая на одну вершину меньше, чем О. Из 
экстремальности О вытекает, что вершины новой триангуляции 
должны раскрашиваться в 3 цвета. После раскраски О восстанав­
ливается О и вершина х раскрашивается в один из трех цветов так, 
чтобы не образовалась одноцветная грань и концы помеченных ребер 
были окрашены различно. Таким образом, С раскрашивается в 3 
Цвета, вопреки нашему первоначальному предположению.

Пусть т'=т'(С)—число помеченных ребер триангуляции О. Тогда 
из свойств I—6 следует, что

2т'
3л,-|֊3л4 -Ц-2л։ при п^>0 
Зл։4-2л5 при л4^0.
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Нетрудно убедиться, что достаточно рассмотреть те системы 
значений л։, л4, л։, для которых в (1) имеет место равенство.

Случай 1. л։=3, л4=0, л։=3.
Если никакие две вершины степени 3 не имеют общего ребра, 

то противоречие очевидно. Пусть вершины х։, х։, х3 имеют степень 
3 и вершины х։ и х, имеют общее ребро. Нетрудно убедиться, что 
кроме 8 помеченных ребер, инцидентных вершинам степени 3, дол жно 
быть помечено еще одно, что является противоречием.

Случай 2. л3 = 3, л4 = 1, л։ = 1.
Аналогичным образом мы приходим к противоречию и в этом

случае.
Случай 3. л, = 2, л4 = 0, л, = 6.

Так как 2л»'>Зл34֊2л։ = 18, то /л'^9, что является противоречием.
Случай 4. л։ = 2, л4=1, л։ = 4.
Пусть х и у есть вершины степени 3, а х։, х։, х3 и у1։ у„ у,— 

вершины, смежные соответственно х и у. Пусть вершины степени 3 
имеют общее ребро, и таким ребром является (л, х։), т. е- у = х„ 
л = у, и х1 = у։, л3=у3. Нетрудно убедиться, что р(х<)>4. при ։=1 
или 3, где р(х<)—степень вершины х1։ Нетрудно также убедиться, 
что р(л() = 5 только при 1 = \ (или 1 = 3). А это значит, что кроме 
5 помеченых ребер должны быть помечены еще по крайней мере 4 
ребра, что является противоречием.

Пусть теперь х и у не имеют общего ребра. Возможны следу­
ющие четыре подслучая.

а) х<=у/ при 4=1, 3. 9
Нетрудно убедиться, что с вершинами х( в худшем случае 

могут совпасть две вершины степени <5, а это значит, что кроме 6 
ранее помеченных ребер должны быть помечены еще 3, что является 
противоречием.

б) л։=у1 и х,=у։.
Если, в худшем случае, обе вершины хх = у։ л3 = у3 обладают 

степенью 5, то, очевидно, р(х,)>6. р(у։)5*6, а это значит, что должны 
быть помечены еще 3 ребра, т. е. л։'^9, воперки условию теоремы.

в) х, = у3.
В худшем случае четыре вершины степени 5 могут совпасть с 

вершинами х։, х։, у1։ у։. Но каждой из этих вершин инцидентно не 
более 1 помеченного ребра из прежних 6 помеченных. А это значит, что
кт Ж ме 6 помеченных ребер должны быть помечены еще по крайней

мере = 3 ребра, т. е. т >9.

г) х,у=у, при /=173. .
Вершины степени <5 могут совпасть с вершинами X/, у/, где 

/=1,3, т. е. кроме 6 ранее помеченных ребер должны быть помечены 
еще по крайней мере 3 ребра, т. е. т'^9.

С л у ч а й 5. л։ = 2, л4 = 2, л։ = 2.
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Аналогичными рассуждениями можно убедиться, что и в этом 
случае мы приходим к противоречию.

Случай 6. л։ = 2, л4 = 3, л։ = 0.
Здесь тоже разделяются подслучаи а), б), в) и г), в каждом

из которых мы приходим к противоречию.
Случай 7. л,= 1. л4£[0, 3|, л5£|3. 9|.
Гак как '1т ^Злэ-|-Зл4— 1-{֊2л։>17 для любой л4£|0, 3) и со­

ответствующей л5£]3, 9), то противоречие очевидно.
Случай 8. л։=1, «4 = 4, л։=1.
Пусть вершина х имеет степень 3. Нетрудно убедиться, что 

лишь 2 вершины степени <5 могут быть смежны вершине х. А это 
значит, что кроме 3 помеченных должно быть помечено еще не 

менее ребер, т. е. л։'>9, что противоречит условиюо
теоремы.

Случай 9. л։ = 0, л4£|0, 6], л։(Д0, 12] так, что 2л4-{л5>12.
Так как 2/л'>Зл4 —1 4֊2л։>17 для любых л4£|0, 6] и соответ­

ствующих /т5С|0, 12], то противоречие и в этом случае очевидно.
Полученные противоречия во всех 9 случаях доказывают спра­

ведливость теоремы.
Из доказанной теоремы вытекает справедливость гипотезы 

М. И. Бурштейна. Это можно сделать так, как сделано, например 
в работе (л).

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР и
Ереванского государственного университета

II. Դ. ԻՆ.ՀՒՅԱՆ
Հարթ К իսյե Ր(|ՐԱ1ֆ (I Ьг ի 3-ներկման մասին

Աշխա տանրր նվիրված Լ հիպերղրաֆի դադաթն երի էրդ յոշ-ա յՆ ալի ի- 
մաստով ներկման պրո րլեմ ին t H-ով նշան ակենք // հիպերղրաֆի դրաֆա յին 
կոդերով և նրանց կիք) ղադաթներով ծնված ղրաֆր, Щ (H) - « վ Н հիպերղրա­
ֆի կողերի րանա կ ր։ Մ. Ւ. Բուրշտեյնր ապացուցել (, որ 5-ից ոչ ավել թվով 
դրաֆա յին կողերով կ ամա յա կան հարթ Հիպերդրաֆ 3 ֊ն երկելի / և առաք / 
րաշել Հետևյալ վարկածր.

Վարկած. Ц հարթ Հիպերդրաֆր 3-ներկելի է, եթե 1П( Н ե քք -ր շի 
պարունակում /\

Ներկա աշխատանքում ապացուցվում է, որ 8-ից ոչ ավելի թվով նշված կո 
ղերով յուրա րան չյույւ եոանկյոլնացվ ած Հարթ մ ուլտիդրաֆ 3 •քվաղին երկելի 

եթե նշված կողերր չեն կազմում ք\ ։ • Ա յստեդից հետևում ( Մ. Ւ. Բար- 
շտեյնի վարկածի ճշմ արտա ց իութ յոլնրւ

ЛИТЕРАТУР А—Դ ՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈհՆ
1 At //. Бурштейн. .Сообщения АН Груз. ССР-, 84, № 1 (1976). 5 С. Berge, 

Oraphes el hypergraphes, Paris, Dunod, 1970. 3 .4. Л. Зыкол. У MH. 6, 19#4. 4 Af. 
//. Бурштейн, ’Сообщения АН Груз. ССР*. 75, №1 (1974).
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Хкадсмик АН Армянской ССР С. А. Амбарцумян. С. М. Дургарьян

Прохождение эритроинта через капилляр

(Представлено 5/11 1979)

О структуре эритроцита известно немного, а о его механических 
свойствах имеются лишь смутные представления. Дискутируется воп 
рос о природе эритроцита: является ли он упругим «мешком», содер­
жащим жидкость, или в целом представляет собой пропитанное жид­
костью деформируемое тело с весьма малым модулем упругости.

Вне поля зрения оказался вариант моделирования эритроцита ос- 
труктуренным. пропитанным жидкостью деформируемым телом с яв­
но выраженной анизотропией механических свойств.

С целью восполнить этот пробел и выполнена настоящая работа 
Ее основное отличие от ранее выполненных заключается в том, что 
здесь предпринята попытка объяснить известные экспериментальные 
результаты, описывающие прохождение эритроцита через капилляр, 
не на модели изотропного деформируемого твердого тела или изотроп­
ной замкнутой тонкой оболочки, заполненной жидким содержимым, а 
на модели деформируемого твердого тела, обладающего явно выражен­
ной структурной анизотропией механических свойств в радиальном и 
окружном направлениях.

1. Эритроцит моделируется круглой, гибкой, ортотропной пластин­
кой (мембраной) переменной толщины, главные направления упругос­
ти которой совпадают с координатными линиями цилиндрической сис­
темы координат. Предполагается, что после деформации срединная 
плоскость пластинки преобразуется в поверхность вращения, мериди­
ан которой изображен на рис. I, а.

Введем обозначения: R радиус мембраны до деформации; р— 
радиус основания деформированной мембраны; //։, Н — толщины 
мембраны соответственно до и после деформации; — интенсивность 
распределенной нагрузки; г —значение X до деформации; у — отно­
шение прогиба ш к радиусу мембраны до деформации ( у=.да//?); е/։

31, /:< — в направлении I соответственно полная относительная де-
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Рис. I. а — Меридиан срединной по­
верхности деформированной мембра­
ны. б — кривая, характеризующая 
изменение толщины эритроцита вдоль 
радиуса, в, г — две возможные рав­
новесные формы деформированной 
мембраны

формация, логарифмическая (натуральная) главная деформация, нор­
мальное напряжение и приведенный (в связи с наличием жидкого 
компонента) модуль Юнга материала мембраны; *</ — коэффициент 
Пуассона, показывающий относительную поперечную деформацию в 
направлении / при действии напряжения вдоль направления / (или 
/)“1, 2, 3 — соответственно радиальное направление, окружное на­
правление и направление нормали к изогнутой срединной поверхнос­
ти; х = Х/$; Ь=г/Я\ Н°Г —толщина мембраны до де-
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формации соответственно в центре (։=0) и на контуре (5 = 1); /7°, 
/у* — толщина мембраны после деформации соответственно в центре 
(х«0) и на контуре (х=>); Л = Н///}; Л։ = Я։/А/®; А* = Н* I 
А0 = А7°; //«; а; = н; / Р1= 9, / г = Л/ АР

2. Для определения функции Л ։(Е) воспользуемся эксперимен­
тальными данными, приведенными в (։).

Уравнение кривой, изображенной на рис. 1, б, должно удовлет- 
ворять условиям:

<Ъ'1
(1хх х։=0 <7х։

(2.1)

Принимая

(3 1) , (2.3)
(б-х։)'֊^

удовлетворим 
получаем

условиям (2.1), а проинтегрировав (2.3) с учетом (2.2),

(<7 —А) Ь 2Ь-а

где

а 3 — корень уравнения

|2 (1 -А) -ф] 7։ ֊ (1 ֊ А)1+: (2 + АЗ; 7։ =0.

Учитывая, что /7. =2у., а։= — 
R

, будем иметь

(1֊2<)։А, = Д(! - (2.4)

где

1-* 2֊* , 1 \ ' о _ Я. .
? 1-г? 2+р / Ь

Введение коэффициента -- <С 1 (при значениях 2 1) позволяет
без значительных погрешностей избежать особенности, обусловлен­
ные нулевой толщиной мембраны на контуре.

Принимая А*=А1|:.| = 1 и использовав значения (’)
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Ti = 0,50 мкм; •(, = 1,20 мкм՛ <7 = 2,90 мкм\ * = 4,25 мкм, 
получаем

р—0,7193; Д = 23,27; * = 0,6824; 2=0.9564. (2.5)

Заметим, что функция (2 4) с учетом (2.5) вполне удовлетвори­
тельно согласуется с результатами измерений In vivo (’-*).

3. В случае больших перемещений для полных относительных 
деформаций et можно получить соотношения

Ja­
cos ? d ег —

Введя в рассмотрение логарифмические (натуральные) главные 
деформации (•“’)

г<=1п(1 +*)

и воспользовавшись в уравнениях обобщенного закона Гука (описы­
вающих зависимости между логарифмическими главными деформа­
циями е/ и главными напряжениями я<) общепринятым упрощением, 
обусловленным малостью нормального напряжения о, по сравнению с
нормальными напряжениями з,

1 v։iв. = — з.------ — а. .

и я։, будем иметь

v։sЕ

VU а

Для описания напряженно-деформированного состояния эри­
троцита, равномерно, поступательно и прямолинейно движущегося в 
капилляре, из уравнений равновесия дифференциального элемента 
деформированной срединной поверхности мембраны при постоянной 
интенсивности распределенной нагрузки (?= const) и с учетом (2.4) 
получим систему нелинейных дифференциальных уравнений:

(3.2)
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и формулы

Р\ = >п ; р1 = 1п (3.3)

$1п ? =

пх = '.а4 — а9, т} — ^аз ~ ЯР

Заметим, что полученные уравнения и соотношения (3.1) —(3.5) 
представляют собой обобщение результатов работы (*) на случай мем­
браны переменной толщины.

В зависимости от значения параметра к, интенсивности равно­
мерно распределенного давления д и отношения 8 модулей упругос­
ти в окружном и радиальном направлениях для деформированной 
срединной поверхности мембраны возможны две равновесные формы, 
изображенные на рис. 1, в, г для случая Х<|(Х^л>0, 15^Е>0).

Из рисунка видно, что х всегда является однозначной функ­
цией Е, в то время как Е может быть и неоднозначной функцией х. 
В связи с этим в (3.1) —(3.5) в качестве независимой переменной 
целесообразно выбирать 5, а не х.

Через Ео обозначим то значение независимой переменной Е, 
при котором выполняются условия

соя соя » |очЕ<>>О, СО8 ? I < О, (3.6)

а через хи обозначим значение л, соответствующее значению Е.
Возвращаясь к формуле (3.5), заметим, что знак перед корнем 

должен выбираться в соответствии с (3.6) в зависимости от значения 
Е (или л). Если же во всем диапазоне изменения Е (1> Е>0) коси­
нус угла нигде не обращается в нуль, то в формуле (3.5) перед 
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корнем необходимо сохранить только положительный ЗНЭК.

Из очевидного соотношения ֊ = 15? с учетом (31), (3.4) и 

условия уЦ-1 — 0 (или у|иг-хвО) нетрудно получить уравнение мери­
диана

' (3.7) 
поверхности вращения, в которую преобразуется деформированная 
срединная плоскость мембраны.

Если координаты точек внутренней и внешней поверхностей 
деформированной мембраны обозначить соответственно через (х՜, у՜) 
и (х + , у-), то в пределах гипотезы Кирхгофа — Лява будем иметь

/У н
х~ = х--------sin?, у~= у • —cos?,

2 R 2R

х+ = х֊|------ sin?, у =у----------cos?. (3.8)
2R 2R

Таким образом, решая систему дифференциальных уравнений 
(3.1) и (3.2), по формулам (3.3) определяем напряжения, а по (3.7) 
и (3.8)—форму деформированного эритроцита.

В последующем ограничимся случаем, когда 3^>1, а граничные 
условия задачи заданы в виде.

х—О, ;=0, <р=0, Л=1:

4. В (’) отмечено, что для частицы сложного внутреннего строе­
ния представление местного сокращения радиуса частицы (вызван­
ного разностью между давлением в данной точке и эталонным дав­
лением р0) до значения, меньшего величины, определяемой формулой

г = г0---- -- / X* — з (р — /?0),

является единственным сравнительно простым допущением.
Далее, в этой же статье приводится значение р=6 мкм м бар и 

отмечается, что другие методы оценки, базирующиеся на данных 
Рэнда и Бартона, дают такой же порядок величины для ? и за от­
сутствием других данных используется именно это значение (здесь 
имеется в виду статья («)). К аналогичному заключению приходит 
и Фитц-Джералд в статье (").

В приведенной выше формуле х-расстоянис вдоль оси рассма-
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триваемой точки от точки, с тветствующей максимальному радиусУ
поперечного сечения частицы г0,

Принимая л=0, имеем (в обозначениях <*))

г г!р-<*= д г=а=г0 ~г<Р ~Ро) — ''о”“?Ро= ~
где и— перемещение в радиальном направлении.

Приводя это значение радиального перемещения в соответствие 
с решением задачи .1лме для изотропного круглого диска без отвер­
стия, получаем

Принимая *=0,5 (это предположение вполне оправдано для 
материалов с коэффициентом Пуассона около 1/2, которые имеются 
в большинстве биологических систем (•)), /6=4,25 мхм, р=
= 6 мкм/мбар, получаем £=35,42 и/л’.

Если же воспользоваться экспериментальными данными, приве­
денными в (։։) и обработанными в (”), то в обозначениях статьи (и) 

будем иметь (предварительно приняв— = 1.36)

0,01 vc/E( Df<0,08

V'f=0,5 см/сек-, Dc=7,5 • 10_,tC4/-. |i=0,018 пуаз

11 Vc
0.01D, ' ‘ 0.08 Dc

или
(11)120 > 15 к/л*.

Рис. 2. Эритроциты in vivo при про­
хождении через капилляр (՛’)
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Рис. 3. Эритроциты vivo при про­
хождении через капилляр (4)

Воспользовавшись данными, приведенными в (и), можно полу­
чить значения q для различных отношений 1/*֊ (выполненные нами 
расчеты показали, что при 1/1=1,36; 1,13; 0,98 интенсивность q рав­
номерно распределенной нагрузки соответственно равна 20,80; 6,514 
3.463 п/м-).

5. Имеющиеся в литературе фотоснимки, In vivo запечатлевшие
прохождение через капилляры эритроцита, позволяют сделать неко­
торые предположения о его структурных особенностях.

Следует считать достоверным факт, что при прохождении через ка­
пилляр эритроцит, деформируясь, приобретает «пулевидную» форму. 
Это отчетливо видно хотя бы по рис. 2 и 3, заимствованным из работ 
(*■“). Сопоставляя экспериментально установленный факт «пулевнд- 
ности» деформированного эритроцита с полученными выше результа­
тами, можно прийти к выводу, что при моделировании эритроцита сле­
дует исключить из рассмотрения случай, изображенный на рис. 1, с. 
Наиболее естественным допущением, качественно согласующимся с 
результатами экспериментов, нам представляется предположение о 
сильной структурной анизотропии эритроцита—о весьма незначитель­
ной податливости в окружном направлении и о значительной деформа- 
тивности вдоль радиуса.

В связи с этим рассмотрим частный случай, когда значение моду­
ля упругости материала мембраны в кольцевом направлении несоиз­
меримо велико по сравнению со значением модуля упругости в ради­
альном направлении (&= £*,/£1 1)-

Очевидно, что в рассматриваемом случае задача существенно 
упростится, так как можно будет приближенно принять х֊ Тогда 
из (3.1)—(3.4) получим трансцендентное уравнение

(?х+аЛ։г/ |_х*--1пг—0. (5.1)

где а= 1/*и, а А, определяется по (2.4) с учетом (2.5).
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На рис. 4 изображены меридианы внешних поверхностей деформи­
рованных эритроцитов при значениях 1/л=0,98; а=2. Кривая 1 отно­
сится к мембране постоянной толщины (2=0, Лг=1) при £\=15 
«X (Q= 0,48485), что соответствует минимальному значению (14) 
модуля упругости эритроцита, определенному по данным работ 
(”•*’). Кривые 2 и 3 относятся к мембранам, толщины которых из­
меняются по (4) с учетом (5). При этом кривая 2 соответствует зна­
чению Е։=15 н/м2 (Q = 0, 48485), а кривая 3—значению = 9, 9695 
нм2 (Q=0, 7295). ТЯ

Из кривых, изображенных на рис. 4, видно, что моделирование 
двояковогнутого эритроцита мембраной постоянной толщины обуслав­
ливает существенное искажение формы меридиана внешней деформи­
рованной поверхности. Следовательно, при определении напряженно- 
деформированного состояния эритроцита необходимо учитывать пере­
менность его толщины.

Выполненные нами вычисления показали, что по мере уменьшения 
значения модуля упругости внешняя поверхность деформированно 
го эритроцита, вытягиваясь в осевом направлении, все в большей сте­
пени приближается к «пулевидной» форме.

Сравнение кривых рис. 4 с фотоснимками, запечатлевшими in 
vivo эритроциты в процессе их прохождения через капилляр, показы­
вает, что при рассмотрении деформаций эритроцита нс только нс мо­
гут быть использованы значения близкие к верхнему пределу оцен­
ки (4.1), полученной на основе данных работ (1Л”), но даже нижний 
предел оценки (4.1) является несколько завышенным.

Очевидно, что по мере уменьшения отношения кривая, изо­
бражающая меридиан деформированной внешней поверхности эритро­
цита. должна все больше и больше отходить от «пулсвидной» формы. 
Поэтому при моделировании двояковогнутого эритроцита изотропным 
диском переменной толщины меридиан его деформированной внешней 
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поверхности будет в еще большей степени отличаться от «лулевидиойл 
формы, чем меридиан рассмотренной мембраны с характеристиками 

1, £։=15 н/ж2.
Изложенное позволяет заключить, что оценки значений модулей 

упругости эритроцита, основанные на данных работ (։| “) не являются 
бесспорными, так как, во-первых, они получены без учета анизотропии 
механических свойств и, во-вторых, приводят к завышенному значению 
£։ даже при использовании нижнего предела неравенств (4.1).

Дальнейшее подробное исследование полученной полной системы 
уравнений (3.1) —(3.5), вероятно, позволит внести некоторые уточне­
ния в представления о структуре эритроцита.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Հայկական 11ՍՀ ԴԱ ակադեմիկոս Ս. Ա. ՃԱԾ՜Ր ԱՐ fl Ո МГЗ ՍևՆ. Ս. Մ. ԴՈՒՐԴԱք&ԱՆէրփւորո ց|'ւոի անցումը կաս|ի(|սւր անոթով
իրիտրոցիտի կազմվածքի մասին շատ քիչ տ եղեկոլթյունն եր կան, իսկ 

նրա մեխանիկական հատկությունների մասին գոյություն ունեն միայն աղոտ 
պատկերացումներ։ Էրիտրոցիտի բնոլյթր քննարկելիս աչքաթող է արվել հնա­
րավոր տարբերակ, երբ նա մոդելացվում ( հեղուկով հագեցված, բացահայտ 
անիղոթրոպ > ատկո<թյուններով օժտված դեֆորմացվող մարմնով։

Աշխատությունում էրիտրոցիտր կերված է որպես
.աստոլթ յուն ունեցող կլոր, ճկուն, օրտոթրոպ թաղանթ (մեմբրան)) Ցույց է 
տրված, որ հաշվարկային արդյունքներր կարող են բավարար չափով Համա­
պատասխանել դո յոլթ յուն Ունեցող փորձարարական տվյալներին, եթե Հաշվի 
առնվի էրիտրոցիտի բարձր աստիճանի անիղոթրո պիանւ Բացի այղ ցույց է 
տրված, որ գրականության մեջ օգտագործում ստացած էրիտրոցիտի առաձ­
գականության մոդուլի անգամ նվազագույն արժեքր գերազանցում է Հնարա­
վոր սաՀմ անա յին արժեքին։
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

УДК 539.376

ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

3. Л. Давтян

О двух задачах кручения усиленного тонким покрытием бесконечного 
цилиндра в условиях неоднородной ползучести

(Предстаилено чл.-корр АН Армянской ССР Б Л. Абрамяном 8/Н 1979)

В настоящей статье, на основе результатов работ (։՜*) в рамках 
теории ползучести И. X. Арутюняна для неоднородно стареющих тел, 
построены эффективные решения двух контактных задач о передаче 
нагрузки от тонкой бесконечной цилиндрической оболочки к бесконеч­
но длинному сплошному цилиндру или бесконечному пространству с 
цилиндрическим отверстием при кручении, когда материалы контак­
тирующих пар обладают свойствами ползучести и имеют разные воз­
расты. Указанные задачи математически описываются интегро-диффе­
ренциальными уравнениями. Построены их замкнутые решения.

1. Упомянутые две задачи будут рассматриваться параллельно.
В первой задаче бесконечно длинный сплошной цилиндр радиуса 

/?, усиленный по своей поверхности покрытием в виде тонкой бес­
конечной цилиндрической оболочки малой толщины й, скручивается 
касательными силами интенсивности д0(г, О, приложенными на двух 
симметрических отрезках (—Ь, —а) и (а. й) (рис. 1).

Во второй задаче бесконечное пространство с цилиндрическим от­
верстием радиуса R, усиленное тонкой бесконечной цилиндрической 
оболочкой толщины й, опять скручивается касательными силами 
интенсивности ^0(г, О» действующими на отрезках ( Ь, а) и (а, й).

Будем считать, что материалы оболочки и цилиндра обладают 
свойствами ползучести. Пусть С։(/, *) — мера ползучести, о։(7)—пере­
менный во времени модуль упругости и т։( г)—зависящий от осевой

Рис. I
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координаты возраст материала тонкого покрытия. Пусть С։<Л т) будет 
мерой ползучести, t։( z) — возрастом и Gt(t) переменным во времени 
модулем сдвига материала цилиндра. В дальнейшем примем, что

О։(/) = G, = const, G,(,)=6։ = const, *։(z) = const.

Выведем разрешающие уравнения поставленных задач. Сначала
обратимся к первой задаче. Согласно теории тонких олочек (7) на­
пряженно-деформированное состояние тонкой цилиндрической оболоч­
ки при кручении описывается уравнением

О = 2(14-н) 
dz О։й ֊?о(г, /) (1. 1)

Здесь ()—перемещение точек оболочки в трангенциальном нап­
равлении, р —коэффициент Пуассона материала оболочки, й—толщина, 
а д(г, /) —искомый закон распределения трангенинальных контактных 
напряжений на поверхности соединения оболочки с цилиндром.

С другой стороны, перемещение с учетом ползучести материала 
через упруго-мгновенное перемещение, выражается применительно к 
разбираемому случаю следующей формулой (б):

t

0-f։ ( A'lK + M*). x+p։(^)]Vj(z, т)£/т;

А'։(/, т)= , Р1(г)в^(г)֊то(О). (1.2)

Уравнение (1, 2) с учетом (1. 1) примет вид

I .o(z. <)+,(,. о + 
oz (jxn I Л

г
х ( К1к-|֊р։(г), -+р։(г)]|<70(г, *) + q(z, -)]</֊. 

ч
(1.3)

Перемещения же V՝ (г,/) граничных точек скручиваемого сплош­
ного цилиндра с учетом ползучести на основе преобразования 
Фурье определяются формулой

^и(*. го)<7(-о. (1. 4)

где
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<п(г. г.) = С• »'"(«)/,(/?») а
.> 5/,( R*)
О

Ка(Л Т) = —г^' \ Р։-=-։—Хо, то = т,(О). 
ОТ

Здесь /л(л)—модифицированные функции Бесселя от мнимого аргу­
мента первого рода индекса л, а $ параметр преобразования Фурье. 

Далее, принимая во внимание условие контакта

^(2',Г)=^(г,0 с-сю<г<оо)

и учитывая формулы (1. 3) и (I. 4), задачу определения неизвест­
ных контактных напряжений «Дг, О сводим к решению следующего 
пнтегродифференциального уравнения:

I

,к"и- *„) /) = с, |'к։|«+Р>. о+ьИ-х
62 V

-

X (' зА»(гхг») ?-(г„ (>,[/+₽,(г). т+
— •* ’•

(1. 5)

где положено

?(г, 0= ( <?(*. 0^, '֊ =
—» ••

кО։( 1 4-1») б = кб։(1 4-р),

/(г, /) = -— 1'?0(х,/)(/х+— Г К,|/+?,(«). ■։ + р1(г)|<#- !<?»(•'. ■)<*-■ 
(7.А 3 Л J J

-- ч
Подчеркнем, что напряжение д0(г, действует на отрезках 

|— ь, — а) и [а, А|, хотя они могут быть распределены произволь­
ным образом.

Поступая вполне аналогичным образом, находим, что решение 
второй задачи сводится к решению следующего интегро-дифференци- 
ального уравнения:

уоКм(г.2д) 0 = ^ | К,|/4֊Р։л+р։|^'Х

>аК»(г- т)<Гг0-Х*( К,|*+р։(г). *+Р1(*)]*(г. х^՜—
I <52 3
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где
֊«/(*, 0. (I. 6)

Klt(z, z) =
0

sln(sz0) • stn(sz)A\(/?s) 
sKt(Rs)

Здесь Л'я(х) —модифицированные функции Бесселя от мнимого аргу­
мента второго рода индекса п.

2. Как указано в работе (’), при произвольной функции p։(z) 
решение уравнения (1. 5) затруднительно. В частном случае, когда 
возраст оболочки не зависит от z, но отличен от возраста цилиндра 
и равен p։(z) = pl = const, решения уравнения (1. 5) можно получить 
в замкнутой форме. Легко видеть что можно положить р։ = 0.

С указанной целью применим к обеим частям уравнения (1.5) 
преобразования Фурье по z, в результате чего приходим к интеграль­
ному уравнению Вольтерра второго рода

I
Р +2-«/։(/?и)//։(/?«)]Ф(м, 0= (*H*A'։(C t)-|-2iwG։/1(/?tt)//։(/fa) X

<А։(/4֊р։),-:-|-р։))Ф(и, ~)d~ — iuhF^u, f), (2.1)

где Ф(н, О, F(u, t)— транс рмант и Фурье от /) и /(z,t) соот-
ветственно. Если для мер ползучести примем выражение (’) 

С։(6 т)=?1(т)|| -Г1"֊Ч С,((.
где ?։("),?։(՜) —функции, определяющие процесс старения материала 
оболочки и цилиндра соответственно, и то можно показать,
что решение интегрального уравнения (2. 1) эквивалентно решению 
дифференциального уравнения с переменными коэффициентами

Ф"(а, 04֊Л(и, 0Ф'(а, 0=Р(«, /). (2. 2)
При начальных условиях ‘

Ф(и, = - /ц9/։(/?а)^(ал0)/(л/։(^ц)4-2г1ц/։(/?ц)|
Ф'(«, О/»-ч=ТбР*?1('о) 4-2^О։о,(т2)/1(р//)//։(/?м)]х
Х/«{/,(/?и)/РЛ(/?«) + 2к«/1(/?и))|։/=-(М, ^0) - (2.3)

-М/а(ри)Г(и, -0)/|к/։(/?и)4֊2т.и/1(^а)|.
Здесь

Д(«, 0=7р֊+2-«Ч-’(«)+>-*?։(04- 2"«Я«)?։(' "о)|.
’Г(«)=/։(/?й)//2(/?«),

Р(«, О ~ - iub\F"(u, t) ֊1֊ TF'(«, 014(/?«)/p/,(^/) I 2~ufl(Ru) |.

Решение дифференциального уравнения (2. 2) при начальных усло­
виях (2. 3) имеет вид (•).

е-т,(и. -id- \ет^а ^Р(и, у)</у4-Ф (« ■ Ф(/х, 10),

(2. 4)
где 
48



т|(«. О «= | А(и,

При помощи обратного преобразования Фурье определим реше­
ние исходного уравнения (1. 5)

1)=д(г, 0 = — ( Ф(и, 1)е֊1иг(1и. (2. 5)
2» J — «в в

Рассмотрим частный случай внешней нагрузки д0(г, П = СЩг — 
— г0)Н(1 — -0), где Цх)—функция Дипака, //(/)—единичная функция 
Хевисайда. При указанной нагрузке будем иметь

г

О։Л Л .)

(2. 6)
где

/"(«,/) = /(гД)^г.

Далее находим

Подставив Е(и, I) из формулы (2. 7) в (2- 4), получим

Ф(//, /) = /,(/?«) /։(/?«)

Отсюда

>•/,(/?«) { 2-и/^ри) (

X |(71?։('о) - ^Л('«

>./2(/?//)-{ 2-///,(/?/П

(2. 8)

ГI 1
2'3 |з | /?։•(//) 

о

где

Ц֊7«‘Г(ц) со8(пг)</«,

(2.9)

д(г, ։)=--

6|<£1(*0) —



г
Х(к. ( |3 4- «’Пн) 4- ?։?։(т) 4֊ О,«’!'(«)*(* 4-1, - т0)|^.

*•.
Если деформации ползучести оболочки цилиндра пропорциональ­

ны их упругим деформациям (7։<р1<'0) = О'|’?։('ч). то Д'1* контактных 
напряжений </(£,/), согласно (2. 9), получим

. Q3 i' cos(mz) ,tn г) =---— I------ ------- du.
7 2՜ Ъ - /Л (и) (2. Ю)

о
С целью выяснения поведения функции Ч'(и) при «-«о поль­

зуемся известными асимптотическими пр?дставлениямл функций /։(и) 
и /։(и) из (’). В результате придем к аснмптотическои формуле

Учитывая (2. 11), можем записать 

где
и / ՝ 1 — Ч‘(м)I 0( и) =-------------------------- и.

(3 4 «)|Р4֊И՝П«)|
Теперь из (2. 10) будем иметь

Q3 COs(UZ)

о

I 
du 4- 1 cos(nz)'\’0(u)du .

Ъ
После некоторых элементарных вкладок

<?(֊) = Q? cos(3z) - ci(3z) 4֊ sln(3z) • sl(fiz) 22
2*

COS(HZ)’l 0(H)f/H,
J

(2. 12)
где с!(л). бЦ-^) —интегральные косинус и синус функций.

Первое слагаемое в (2. 12) с точностью некоторых коэффициен­
тов совпадает с известным решением Мелана (в).

Поступив совершенно аналогичным способом, находим, что реше­
ние второй задачи в указанном частном случае внешней нагрузки бу­
дет даваться формулой
д(г. Г) =- <3

1
3 «Ч\(ц)

Здесь

р/Ч/и) —— °)---- 1»? I I Jcos(uz)t/u.
?+«*։(«) J II

(2. 13)

'•,(«) = A,(Z?«)
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9Հ9
z,(u, x) - 2*1 13 + ս4 ,(ս) + ?1T1(,) 4 է, - r,)|rf:.

է ՚ 
<•

I ели положить С7։т։(х0) = то для контактных напряжений
q(z, է) находим

<7(г) =
Ջ Г-со»(,«) 
2’ Л+ «Ч',(«) U

Автор весьма признателен академику АН Армянской С£Р Н. X. 
Арутюняну и С. М. Мхитаряну за постановку задач и ценные указа­
ния.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Я, Ա. ԴԱՎԹ9ԱՆ
Րարակ ծա ծկույ|>ւււ| ուր1երլացւ|ած անէ|երչ րյյանի ւ1||ւրման երկու |սնւ]րի մասին

անհամասեո սորլէի պայմաններում

Աշխատանքում դիտարկված են Ն. Խ. Հարությունյանի կողմից աոաշարկ֊
ած անհ ամա սե ոորեն ծերացող մարմինների սողքի տ եսության շրքանակնե • 

րում, բարակ դւանային թաղանթից անվերք Հոծ դլանին կամ դյանային անց֊
բով տարածությանր ուժի փոխանցման երկու ոլորման խնդիրներ 9 երբ փոխ֊ 
ազդեցության մ եք դտնվող մ ա րմ իններն օժտված են սողբի հատկությամբ և 
ունեն տարրեր հասակներէ Նշված խնդիրներր մաթեմատիկորեն ձևակերպված 
են ինտեդրո֊ դիֆերենցիալ հավասարումների տեսբովւ

Կառուցված են նրանց փակ լուծ ոլմներրւ
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LX1X 1979

УДК 523.858

АСТРОФИЗИКА

Г. Т. Петров

Содержание ионов и химический состав в ядрах 
Сейфертовских галактик типа I и радиогалактик 

с широкими линиями

(Представлено академиком В. А. Амбарцумяном 9/1 1979)

Химический состав излучающего газа можно определить, зная от­
носительные интенсивности эмиссионных линий, электронную плот­
ность и электронную температуру. Определение относительного содер­
жания водорода и гелия возможно по рекомбинационным линиям 
6563 Н«, 4861 Н з, 5876 Hei, 4686 Hell и др. Для всех элементов тяже­
лее гелия использование разрешенных линий при определении хими­
ческого состава практически невозможно, так как для этого необхо­
димо знать поле радиации в любой точке излучающего объема газа. 
На практике содержание тяжелых элементов определяется по запре­
щенным линиям. При этом явления стратификации во внимание не 
принимаются. Обзоры по определению химического состава приведе­
ны в (|-։). . -

На основе относительных интенсивностей линий, приведенных в 
(*■’), нами определено относительное содержание ионов О0, О+, О+ + , 
N+, S+, Не*. Не ■ * и элементов Не, N, О и S по отношению к Н. 
Относительные интенсивности линий были коррегированы за меж­
звездное поглощение по формуле:

7Н1бл. + су (/•).
Функции /(/), представляющая закон межзвездного поглощения

рда, бралась из (։). Она незначительно отличается от та-света Унт
буляцни, приведенной в (*). Поглощение С определяли по бальмеров­
скому декременту для 77=10* К и лг=10* см 3 (зависимость от пе 
слабая) согласно (’).

Для определения содержания ионов применяли методику, предло­
женную в (’) и (’). Электронную температуру определяли по линиям 
[О 111] / ) 4363. 4959 и 5007. Уравнение, связывающее относительные
интенсивности небулярных и авроральных линий, решали графическим 
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методом при помощи данных, приведенных в (|0). Поскольку в (") 
для 36 Сейфертовских галактик (СГ) типа 1 и 5 радиогалактик с ши­
рокими линиями (Р1 111Л) получено среднее значение 1ц пе= 6,7, то 
уравнение решали при лг=6,5. Соответствующие средние значения 
логарифмов электронных температур и их дисперсии для Сейфертов­
ских галактик типа I равны 3.96*0.13, а для радиогалактик с широ­
кими линиями—3.94*0.09.

Остерброк (*) указывает, что Тг= 10 — 15000° К для п, = Ю5 — 
— 10е см՜3.

В табл. 1 и 2 для 36 Сейфертовских галактик и 15 ра^иогалак- 
тик с широкими линиями соответственно представлены логарифмы 
относительных чисел ионов и атомов в галактиках, перечисленных в 
первых столбцах таблиц, в предположении, что число водородных ато­
мов равно 1012.

Таблица I
Относительное содержание ионов в ядрах СГ типа I и РГШЛ

Обь- 
ект О0

Мрк 10
40

6,35
6.98

6.60
7,30

7.46
7.34

6.22
6.30

5.48
5.58

69 7.04 7,13 6.85 5.82
79 6.32 6.62 7.10 6>14 5.Ю

106 6-43 6.96 5.95
!Ю 6.43 7,94 7.22 5.96 5.51
124 7,33 7.29
’41 6,48 7.08 6.74 5,78
142 6,43 6.90 5.70 4.76
236 7,60 6,68 7,15 6.00 5,65
279 6,55 6,72 6,80 6.22 5.38
290 6,42 6.38 7,29 5.83 5.20
291 6,97 7,44 7,47 7.03 6.10
304 5,48 5,79 6,32 5.59 4.71
335 5,59 6.86
352 5,43 6.54
358 6,79 6,59 7.13 6,37 5.90
374 7.12 5.59 5.22
376 6.64 6.30 4,87
382 6,51 7.42 6,59 6.40
478 6,78 6.88
486 6,82
504 6.90
506 6,66 6,91 7.36 6,43 5.67
509 6,17 6,88
541 6,19 6,86 6.88
590 7,05 6.90 7.22 6.53 5.58

Мрк 618 6.43 6,65 7.13 6»93 6*18
МОС 3227 6,08 6,18 7,60 6.07 5* 14

3516 6.97 7,21
Ж 5548 6.57 6.83 7.38 5.97 5*23
иас 7469 6.96 7,21
। г* 1 7,12
и г* 1 6.69 6,93 7.58 6.80 5.96
II 7*136 6,24 7.03
|П г* 2 6.35 6,41 7,00 5.76 5*26

О БНе+ Не++ Не

11,11 10.64 1 11.24 7.14 7.55 6,40
11.30 10.34 11.34 6.63 7,71 5,91
11.18 10.62 11.28

А Л А

7.20 7,39 5.36
11.11
10.85

10.15 11*15 6»/ 4 7,28 6 «со
10.45 11.00 6.59 7,11

10.78 10.30 10.91 6.03 8.02 5.58
10.72 10.41 10,89 7,61
10.79 10.26 10,95 7,44 7,18 6.47
11.27 10.57 11,34 7.30 7.02 6.36
11,15 10.58 11.26 6.59 7,77 6.24
11,02 10.20 11.08 6.56 7,18 5.72
11.08 10,20 11.13 6,78 7.39 6.16
11.04 10.96 11.30 7-35 7.82 6,41
11.04 10.18 11.10 6.21 6.48 5.33
11,08 10,52 11.18 6.89
11.04 10,64 11.19 6.58
10.84 10.77 11.11 7,03 7,37 6.55
11.21 10.46 11.28
10.98
11.08 10.81 11,26 7155 7.47 7.36
10,72

10.97
7.13

10.87 ю.зо
11.10 10.62 11.23
11.23 10.48 11.30 6.90 7.55 6.14
11.15 10.46 11.23 6.96
11.41 10.76 11.50 7,64 6.94

6.0811,04 7,02 7,55
11.20 10.62 11.30 7,54 7.32 6.79
11,26 10.72 11.36 7,51 7.63 6 >58
11.15 10,38 11,20 7.41

5.9010.62 9.32 10.64 6,64 7.54
11.08 10.40 11.16 7.40
10.95
11.08 10,66 11.23 7,54 7.71 6.70
11.38 10.15 11.40 7.09

5.9510.95 9.84 10.98 6.44 7,17

О + О +
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В табл. 3 приведены средние по полученным нами результатам дан­
ные о Сейфертовских салак шках типа 1 и радногалактиках, а также 
некоторые данные, относящиеся к среднему химическому составу пла­
нетарных туманностей, туманности Ориона и звезд по результатам, 
опубликованным, соответственно, в (п“м)«

Таблица 2 
Содержание новое и атомов для РГШЛ »

Объект \ ■ 5 + 0° 0+ 04-г Ие + ||с-к + Не ы О 5

ЗС 120 6.14 6.19 6.32 6.56 7.43 11.08 10.36 11.50 7,07 7,52 7.11
227 7*96 7.02 8.63 6.83 7.40 10.72 10.40 10.90 8.64 8.66 7.71
234

ем•40 5.82 6.02 7.88 Ь »4б 10.48 10.40 10.78 7,20 8.60 6.50
287-1 6.43 5.79 6.40 9.14 7,93 6,45 9.17 5.81
332 6.56 5.64 6.29 9.04 8.44 10.66 6,66 9.14 5.74
381 7.56 6.74 8.04 Ь »52 8 >76 10.64 К7ТЮ 9.01 7.18
382 4.63 4.90 6.08 6.35 6.78 10.91 9»ьо 10.95 5,30 6.95 5.46

ЗЧО-З 5*85 5.1’5 6,69 6.97 7,46 10.9* 9.30 11.00 6.46 7.63 5.66
ЗС 345 6.00 5.36 6.77 6.36 7.90 10.57 7.56 7-94 6,9’
0353 027 7,77 9,95
1417- 19 6.68 5.65 5.75 6,90 7,81 10.48 9.70 10.45 7.64 7.86 6.51
2349- 01 6.28 5.27 4.78 6.76 7,07 10.69 6.76 7.26 5.75
4С 29.06 6.61 5.81 6.17 7.30 7.72 10.11 9.66 10.26 7,18 7.87 6.38
4С 35*37 6.92 7,28 7.43
IV 2* 29 6.69 5.74 6.05 7.34 7.61 7.15 7,81 6,20

Таблица 3
Среднее содержание ионов и атомов для некоторых объектов

Объекты 5 + О° О +

О
+ +

 
— Не + Не *4 Не N О 5 п

СГ типа 1 6.27 5,51 6,57 6,33 7.09 11.05 10.34 11.17 6.97 7.33 6.19 36
РГШЛ 6.47 5.77 6,46 7-35 7.72 10,67 10.07 10,85 7,08 8.06 6.39 15
Орион 7.52 5.98 8,51 8.24 10.87 11.00 7.76 8,75 7.41 12
Планетарные 7,05 5.90 7,61 8.49 10,95 ю.оз 11.04 8,18 8,76 13
ТуМдННОСТИ 
Звезды

11,21 8,5 8,95

Сравнение полученных нами результатов с аналогичными величи­
нами для других объектов показывает, что:

I. Относительное содержание гелия в Сейфертовских галактиках 
типа 1 в среднем в полтора раза превосходит его содержание в плане­
тарных туманностях или туманности Ориона; в этих галактиках отно­
сительное содержание близко к звездному. *

Относительное содержание гелия в радиогалактиках с широкими 
линиями примерно в полтора раза меньше, чем в планетарных туман­
ностях или туманности Ориона. . .

2 По сравнению с туманностью Ориона Сейфертовские галактики 
типа I содержат примерно на порядок меньшие относительные коли­



Чества азота и кислорода, а радиогалактикн с широкими линиями в 
пять раз меньшие количества азота и кислорода.

3. В среднем по сравнению с Сейфертовскими галактиками типа I 
радиогалактикн с широкими линиями содержат в два раза меньшее 
относительное количество гелия, примерно такое же количество азота 
и в пять раз меньшее количество кислорода. При этом в радиогалак­
тиках с широкими линиями относительное содержание ионов 0+ на 
порядок больше, а ионов 0 + +—в четыре—пять раз больше, чем в 
ссифертовских галактиках типа 1. Это обстоятельство является отра­
жением того факта, что относительные интенсивности линий [0 111] и 
Н,з в радиогалактиках с широкими линиями много больше, чем в Сей­
фертовских галактиках типа I.

4. Относительное содержание серы, приводимое нами, является 
нижней границей, поскольку интенсивности линий [S 111] в (4) и (ь) 
не приведены. Вследствие этого приведенная величина может быть 
недооценена в несколько раз. С другой стороны, число ионон S 
в Сейфертовских галактиках типа 1, радиогалактнках с широкими ли­
ниями, туманности Ориона и планетарных туманностях отличается не 
больше, чем в три раза, поэтому вероятно, что количество серы у этих 
объектов отличается не так сильно, как приведенные в таблице зна­
чения.

5. Различия в химическом составе Сейфертовских галактик типа 
I и радиогалактик с широкими линиями в среднем небольшие, но по­
скольку температуры в зонах ОШ для этих объектов практически 
одинаковы, то вероятно, что выведенные различия в химическом 
составе реальны.

В (2) отмечается, что радиогалактикн с широкими линиями отли­
чаются от Сейфертовских галактик типа I тем, что:

а) бальмеровский декремент для радиогалактик с широкими ли­
ниями очень крут;

б) линии Fell в радиогалактиках с широкими линиями слабы;
в) отношение [0 1П]/Н больше для радногалактнк с широкими

линиями.
На основе полученных результатов можно заключить, что одной 

чз возможных причин высокого отношения [0 1П]/Н, является повы­
шенное содержание кислорода. Чтобы однозначно выяснить, чем выз­
нано различие в содержании кислорода в объектах обоих типов, необ­
ходимы более детальные спектрофотометрические исследования, охва­
тывающие ультрафиолетовую область спектра до примерно 3300 А. В 
этом случае можно однозначно определить температуры и давления 
в зонах, излучающих запрещенные линии, а затем и химический сос­
тав излучающего газа.

Автор благодарен М. А Аракеляну за ценное обсуждение.

Еревлнский государственный университет
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Դ. Տ. ՊեՏՐՈՎ
ոա

I տիպի Սեյֆերտի ղալակտիկանե րի և առաքման լայն գծերուք 
րյ ի ո q ա լա կ տ ի կ սւ ն Լ ր ի if |>£ո 11|'& Լ ր*|ւ ք՛իմիական բաղադրությունը և 

իոնն Լ րի պարունակությունը

] էոիւպր 36 U եյֆերտի գալակտիկաների և 15 աոարման [Ա՛յն գծերով ПШ- 
գիոգալա կտիկաների համար որոշված են որոշ իոնների և ատոմների հարա-
րերական րանակություններր և Ոէմ ր երէք ած աոարման գծերի հարա­
բեր ական ինտենսիվությունների միջոցով։

Նշված օբյեկտներում հելիումի, աղոտի և թթվածնի ատոմների հարաբե­
րական քանակությունները որոշ չափով տարբերվում են ՛Այգ նյութերի հարա-
բերա կան ք ան ա կ ո ւթ յո ւնն ե ր ի ց Օրիոնի միգամածությունում, 
գամած ություններում և աստգերումւ

ւք ոլորակաձև մի-
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мТиЪЬР1, ^^IThttSb ЯЬЧПЬЗЗЪЬР
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

LXIX 1979

УДК 52.1.852.35

С. Г. Искударян

АСТРОФИЗИКА

9

Вероятные кандидаты в 1гг11 галактики 
среди объектов атласа Арпа

(Представлено академиком В. Л. Амбарцумяном 2/У 1979)

Атлас Арпа (') содержит крупномасштабные снимки пекулярных
галактик, полученные, как правило, на пятиметровом телескопе. С 
другой стороны, объекты типа 1гг11 часто причисляют к пекулярным 
галактикам. Поскольку нами были выполнены поиски кандидатов в
Irrll галактики на картах Паломарского атласа (։։), то выделение
галактик 1гг11 из атласа Арпа могло бы дать представление о том, в 
какой мере нами пропущена часть кандидатов в 1гг11 из-за малого 
разрешения снимков Паломарскнх карт.

При выполнении этой работы мы пользовались двумя внешними
характеристиками этих объектов: их неправильной формой и обилием
пыли. О цветах же этих кандидатов можно было судить по Паломар- 
ским картам. Было выделено 54 объекта. После исключения уже
известных галактик типа Irrll а также тех объектов, которые
вошли в наши списки кандидатов в Irrll, в списке осталось II объек-

NG2, 1С*. а, Ъ (1970) Номер в 
атласе Арпа

Примечания

ол 5т. 4 -{-go |2' 
0 44 8 —13 37 
942 - 43 
1316
2633

575*
3627

16 3 1 4-14 57
Спутник NGC 7469 

1505* 
7625

246
230
309
154
80

292
16

101
298
295
212

Заметно ядро

VV 217
Очень напоминает NGC 3077
Объектом типа Irrll является деталь, на 
холящаяся в перемычке галактики
Will
Галактика типа Sb. спектрального типа
G2. Vf = 4-633 км/сек
VV318

VV34
С|-_ |֊0’"7 согласно нашим глазомерным
оценкам на Паломарскнх картах
VV 280
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тов. В таблице мы приводим этот список с примечаниями для Каж­
дого объекта. ...... дЗВ

В первом столбце таблицы даны номера галактик по и 1С*. 
Для тех галактик, которые не входят в ^С, даются их координаты 
1.5 па 1970 г. Во втором столбце таблицы приводятся номера галак­
тик из атласа Арпа, и в последнем столбце даются примечания.

У МбС 1316 склонение порядка—37\ так что он не смог бы войти 
в наши списки Области неба—36 в —42 в Паломарском атласе не 
имеют красных карт, так что по картам нельзя судить о цвете этого 
объекта. Однако согласно каталогу (') он довольно красный, В— 
\' = +0п 90 2633 и МбС 3627 представляют собой обыкновен­
ные спирали, но одна из них—КОС 2633, содержит в своей перемычке 
деталь, напоминающую объект типа 1гг1I, а №ОС 3627 может быть от­
несена к этому типу из-за богатства пыли и из-за своего красного цвета, 
хотя она имеет нормальную спиральную форму.

Объекты Арп 246, 309, 101, 295 на Паломарских картах кажутся 
обыкновенными Е галактиками. ЫОС 7625 и 1С 575 представляют со­
бой разновидности типа 5128, поэтому они не были включены в 
наши списки.

Изображение МОС 5665 несколько ярче на голубой карте Пало- 
марского атласа, поэтому этот объект не был включен в наши списки. 
Следует отметить, однако, что голубая карта пары, на которой нахо­
дится объект, более чувствительна, чем красная карта (здесь отметим, 
что относительная чувствительность пары карт определяется путем 
подсчетов звезд на пробных площадках обеих карт (2)). Но, все же, 
для осторожности этот объект не был включен также и в приведен­
ный выше список.

Спутник известной Сейфертовской галактики МОС 7469 не вошел 
в наши списки из-за своей слабости.

Объект Арп 230 находится среди тех полуторатысячи объектов, 
которые были выделены нами на Паломарских картах как обзи <ты 
типа 1гг11. Но при ревизии (2) он был исключен из списков.

Среди объектов, перечисленных в таблице, нельзя найти хо1$; бы 
два объекта, которые вместе входили бы в один и тот же под о асе 
объектов Арпа, а галактики КОС 942+43 и спутник КОС 7469 так же 
как всем известный М82 не отнесены Арпом ни к какому из опреде­
ленных им подклассов. Вместе с М82 в атлас Арпа входят еще четыре 
известные 1гг11 галактики. Две из них—КОС 520 и КОС 3656 входят в 
подкласс галактик «разрушенных, с внутренним поглощением», одна 
входит в подкласс «материя, изверженная из ядра» (КОС3448) и одна 
входит в подкласс «компоненты с высокой поверхностной яркостью» 
(спутник М51). *

Из 338 объектов атласа Арпа только 54 выделены нами как 
объекты типа !гг11, но в нашем списке, составленном по картам Пало- 
марского атласа, пропущено 11 из них, что дает представление о сте­
пени полноты нашего обзора. Из 54 объектов—вероятных кандидатов 
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и 1гг11 । алактнкн из атласа Арпа—только пять представляют собой 
известные 1гг11 галактики. Фактически из этих пяти галактик (а из­
вестных 1гг11 галактик в настоящее время имеется около тридцати 
(* в) только две внесены Арпом в наиболее подходящий для галактик 
1гг11 подкласс объектов «разрушенных, с внутренним поглощением». 
Значит, остальные 49 выделенных кандидатов и 3 известные 1гг11 га­
лактики показывают двоякую пекулярность: одна по Арпу а Арп пеку- 
лярность гзлзктик своего зтлзеэ в основном связывает с выбросами и с 
образованием новых компонент (8), другая—как объект типа 1гг11, хотя 
для последних нет специального подкласса в атласе. Как упоминалось 
выше, даже М82 не отнесена Арпом ин к какому определенному под­
классу атласа, а все II выделенных нами кандидатов в 1гг11 галак- 
тикн из атласа, которые ни в какие списки не входят, как подобные 
объекты, входят в разные подклассы атласа. Все это, хотя и косвен­
но, но все же говорит в пользу предположения, сделанного в работе 
(3), что тип 1ггП—это определенное физическое состояние галактик, 
в котором мог)т оказаться как галактики различных морфологических 
типов, так и отдельные их подсистемы или детали.

Автор выражает благодарность академику В. А. Амбарцумяну 
за внимание, проявленное к настоящей работе.

Бюракзиская астрофизическая обсерватория 
Академии наук Армянской ССР

Ս.Դ. 1>ՍԿ11ԻԴԱ('ՅԱՆ
Irrll տիպի <| <u I io կ ւոի կսւ ն ե րի հավանական թԼկնաձուներ Արփի uimpuu յեկսւների շրջանում

Նախորդ աշխատանքում (') նկարա գրված ձևով Արփի ատլասի օբյեկտ­
ներից ընտրված են 1րր11 գալակտիկա կոչվեչու հավանական թեկնածուները:

Այն փաստը, որ այգ հավանական թեկնածուները մտնում են Արփի ատ­
լասի տարրեր ենթագասերր և նրանց մեք չկան գոնե երկուսը, որ միասին մտ­
նեն ատլասի միևնույն ենթագասր, անուղղակի կերպով խոսում է ( ) աշխա­
տանքում արված այն ենթագըաթյան օգտին, որ գալակտիկաների |րր1 1 տի 
ւգը ավելի շուտ իրենից ներկայացնում է այչ մոըֆոլոգիական տիպերի գալակ­
տիկաների որոշակի ֆիղիկական վիճակ, որում կարող են գտնվել ոչ միայն 
իրենք գալակտիկաները, այլև նրանց աոանձին ենթասիստեմները և մանրա- 
մա սներրւ

Л ИТЕРАТОРА— ԴՐԱԿԱՆՈհ^ՅււհՆ
» Н. Агр. Alla* of Рг illdf Gilaxie։. Pasadena, 1966 > С Г. Искударнн. ДАН 

Арм. ССР, т. 67, № 2 (1978). ’ С. Г. Искударян. ДАН Арм. ССР, т. 68, № 3 (19/9);
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ФИЗИОЛОГИЯ РАСТЕНИЙ*
И. В, Бажанова, Ж. А. Арутюнян

О количественных изменениях пигментов пластид в листьях 
яблонь пальметтных садов в связи с применением гербицидов

(Представлено академиком АН Армянской ССР В О Казаряном 9ДУ 1979)

Одним из путей повышения урожайности и качества продукции 
является применение гербицидов. Однако, попадая в растительный 
организм, они в какой-то степени нарушают его ритм развития.

По современным представлениям (։-։) гербициды, внесенные в 
почву, способны быстро передвигаться по растению, образовывать 
комплексные метаболические формы и оказывать определенное влия­
ние на физиолого-биохимические процессы. Пигментный аппарат рас­
тений охарактеризован с этой точки зрения крайне неполно.

В настоящем сообщении приведены результаты по динамике 
накопления пяти основных пигментов листьев в связи с применением 
гербицидов. Работа проводилась в течение двух лет. Пробы листьев 
яблони сорта Пармен зимний золотой привозили из совхоза «Наирн> 
Октемберянского района. Для получения более выравненного мате­
риала среднюю пробу, взятую с верхних и нижних ярусов, составля­
ли из верхушек листьев от 20—30 растений.

Определяли: хлорофиллы а и б, каротин, лютеин и виолаксантин 
методом хроматографии на бумаге (7). Абсолютное содержание пиг­
ментов рассчитывали в мг/кг свежего веса листьев.

Данные по накоплению хлорофиллов а и б в листьях верхнего и 
нижнего ярусов за 1977 г. и листьях среднего яруса за 1978 г. пред­
ставлены на рис. 1. Он показывает, что содержание хлорофиллов в 
листьях подвержено сильным изменениям в процессе онтогенеза и, 
независимо от вариантов опыта, наблюдается возрастание их концент­
рации к концу вегетации.

Обнаружена большая разница в накоплении хлорофиллов между 
листьями верхних и нижних ярусов, с явным преобладанием их у по­
следних.

С первых дней анализа отмечалось довольно высокое содержание 
хлорофилла б, иногда превышающее количество хлорофилла а. Факт 
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большего накопления хлорофилла б подтвердился и в последующие 
сроки взятия проб, к тому же аналогичные результаты мы встретили 
в в литературе (*).  Предположив, что это связано с изомеризацией 
хлорофилла а, изомеры которого на хроматограмме идут вместе с хло­
рофиллом б, нам удалось обнаружить ошибку.

Действительно, в начальные сроки весенне-летнего развития ли­
стьев яблони в них накапливаются изомеры хлорофилла а (иногда до 
4-х), но методически они не обнаруживались, так как на хроматограм­
ме располагались под хлорофиллом б. При изменении методики опре­
деления и удлинении времени разгонки изомеры хлорофилла а отде­
ляются от хлорофилла б, и в результате получается нормальное соот­
ношение этих пигментов в пределах За ; 16.

7977 rei

Рис I Изменения в содержании хлорофиллов о и б в листьях яблони в зависимости 
от воздействия гербечндов Расположение столбиков: вверх—хлорофилл а; вниз—хлоро­
филл б, слева—количество хлорофиллов а и б в листьях верхнего яруса, справа— 
количество хлорофиллов а и б в листьях нижнего яруса. 1—Контроль; II—радокор;

III—карагард; IV—линурон; V—диурон; VI—тербацил

Применение гербицидов также является существенным фактором, 
влияющим на содержание хлорофиллов. Обнаружена четкая разница 
между вариантами, и зафиксировано наибольшее количество зеленых 
пигментов в листьях растении, обработанных карагардом, линуроном 
и радокором, что, вероятно, можно связать с их проникновением в 
хлоропласт в тех дозах, которые стимулируют накопление зеленых 
пигментов.

Изучение каротиноидного состава листьев также представляет 
большой интерес в связи с их биологической активностью. Основные 
компоненты каротиноидного состава листа яблони определены и 
находятся в следующем приблизительном соотношении: лютеин (40— 
55%), каротин (20—25%) и виолаксантин (15—20%).
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В течение онтогенеза и по вариантам количество желтых пигмен­
тов также нс остается постоянным. Чтобы не загромождать табл. I 
цифровыми данными, приведена только разность (ббльшая с плюсом, 
меньшая с минусом! процентного содержания каротиноидов в опыт­
ных вариантах от контроля. Данные свидетельствуют, что во всех ва­
риантах отмечается увеличение каротиноидов по сравнению с контро­
лем. Исключение составляют сроки: 28.VII и 28.IX за 1977 г., когда 
наблюдается явное уменьшение каротиноидов, что, видимо, связано с 
более активным перемещением компонентов пластид в почки (в пе­
риод закладки плодовых почек) и в плоды (в момент их съемной зре­
лости). Только в варианте с тербацилом отмечается подавление син­
теза каротина.

Таблица / 
Разность процентного содержания каротиноидов*  между опытными 

и контрольными вариантами

* К—каротин; Л—лютеин; В—виолаксаитии

Вариант Пиг­
мент

19 78 г.

8-У1 22-VI II-VII 28-\'П 28-1Х 26-У1 |2-УП 8-VIII

Диурон в дозе 
6 кг!га

+24 
4-28 
+48

+12 
+64 
+ 24

Карагарл в дозе
10 кг!га

35 д 46
-֊46 +43
-19 +11

+64
+ 16
+20

+ 30
+ 65
+ 5

+32
-22
֊46

+ 30 
+68 

о

Лннурон в лозе 
8 кг!га

+ 29

+20 
+50 
+ 30

Ратокор в дозе 
10 кг/га

К 
Л
В

К +22 +*3 | -45 -10 +25
л + 49 +49 +30 -24 +53
В +-24 +9 0 +25 —66 +22

+15
—50

0

К 
Л 
В

К 
Л
В

Тербацил в дозе 
6 кг га

0
0

+24

-30 
+ 59

0

К 
Л
В

Таким образом, накопление хлор
гетациониого периода характеризуется

илла на протяжении всего ве- 
одинаковой направленностью

этого процесса по всем вариантам с максимумом накопления, насту­
пающим в период закладки плодовых почек.

Внесенные гербициды вызывают отклонения в накоплении хлоро 
филлов и каротиноидов, как правило, в сторону их увеличения.

НИИ защиты растении 
МСХ Армянской ССР



Ն. Վ. ՐԱԺԱՆՈՎԱ. ժ. Ա. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ
Պլաստիկա փն սփգժԼնւոնհւփ քանակական փոփոխու p յուններբ Ա|ալմե ւոա փ ն

ա ւ<||ւնԼր|ւ |ս ն ձ и ր Լ ն ի ն ե г |ւ տերևներում' հերբ|ս| |ււյնԼր|ւ կ|ւրսւուքան ազդեցու­
թյան տակ

Սույն ա; խտտանքում բերված Լ խնձորենու տերևներում հ ին զ հիմնական 
պլաստիկային պիգմենտների (քլորոֆիլներ ա և րէ կարոտին, լյոլտեին, վիո- 
լաքսանտին) կուտակման գինամիկան կապված 'եբբիցիղների կիրառման 
Հետ։

Ո ւսումնա սիրութ յուններր ցույց տվեցին, որ փորձի բոլոր տարբերակնե­
րում քլորոֆիլի կուտակումր բնութագրվում ( այղ պրոցեսի միօրինակ ուղ֊ 
դվա ծ ո լ թ յամ ր*  կուտակման մ աքսիմոլմով ւԼեզե տա ցիա յի վերջում։

Կիրառված » երբ ի ց ի ղն եր ր Հ ար ոլցոլմ են քլորոֆիլների և կարոտինոիգ֊ 
ների կուտա կմ ան շեղումներ, որս/ես կանոն, նրանց քանակական ա վելա ցմ ան 
ո ւղղությաւք բ։

Լույսերի զարգացման զ ա րն ան ա - ա մ ա ո ա յ ին շրջանում խնձորենու տերև­
ներում Հայտնաբերված են ր^րոֆիլ ա-ի մի քանի իզոմերներ։
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64


	3
	8
	15
	19
	24
	30
	34
	45
	52
	57
	61
	red

