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СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТ11

Задачи о распространении волн давления и полубесконечной среде или 
а слое идеально։։ сжимаемой жидкие! и. возбужденных приложенным рас
пространяющимся внешним давлением на свободной поверхности жидко
сти, были предметом многих исследований. I очное решение задачи рас
пространения двумерных волн давления н слое идеальной сжимаемой жид
кости, находящейся на недеформируемом полупространстве, дано п ряби
те [ I]. При этом предполагается, что на свободной поверхности жидкости 
вдоль прямой внезапно приложено произвольно зависящее от времени дав
ление. которое затем симметрично распространяется с постоянной скоростью 
в обе стороны вдоль этой прямой. Точное решение задачи в виде замкну
тых эффективных формул получено при помощи интегральных преобразо
ваний и метода Каньярда [21. Публикации. имеющие отношение к рас
сматриваемым вопросам, приведены в этой работе. Другой подход, связан
ный с приведением интегральных трансформант к форме аналитической 
функции, дан в [3!,

В настоящей работе исследуется распространение трехмерных песта 
ционарных волн давления в полупространстве идеальной жидкости, когда 
п некоторой точке ее поверхности приложено произвольно изменяющееся 
во времени давление, которое непосредственно с постоянной скоростью рас
пространяется в определенном направлении. Для получения точного реше
ния в виде эффективных формул используются методы интегральных пре
образований. Обратные преобразования выполнены модифицированным 
Де Гуном [41 методом Каньярда.

В качестве конкретного примера рассматривается случай, когда прило
женное давление постоянно во времени. Отсюда, в частности, путем пре
дельного перехода, получено решение задачи о распространении стационар
ных волн давления, возникающих при распространении вдоль прямой нз 
поверхности полупространства жидкости постоянного давления. Кроме это
го, как предельный случай, получается также решение задачи о распростра
нении ноли от постоянного давления, внезапно приложенного вдоль полу
прямой на поверхности жидкости.

§ 1. Постановка задачи и ее решение

На поверхности полупространства идеальной сжимаемой жидкости и 
начале координат в момент времени • ֊0 приложено произвольно изменяю
щееся ио времени гавдение, которое затем распространяется вдоль положи-
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тельной ося х с постоянной скоростью с (фиг 1) Требуется определит»* 
в линейной постановке трехмерное нестационарное поле давления в жид
кости.

2

Фиг. 1.

Уравнение распространения волн давления в жидкости, начальные и 
граничное условия имеют вид

֊ Д 0
дх։ о у՝ «</- сс, <к՛

П.-«=^| =° П-2)
01 ! о

Р |хМ, = Рг//(х)Н(с1 х)/ (с/ — х)0(^) (1.3)

где с0—скорость волн з жидкости. /7 — функция Хевисайда, а 6 — дель
та-функция Дирака

Применим к уравнению (1 1) их условию (13) преобразование Лап
ласа по ( и преобразование Фтрье по х и у:

р(х, у, 5) \ р (х. у, с. /) и " /11

р (з, р. г, 5) = | ( р <х. у, с, >) е <Ул'(/»/ (1.4)

р «« ՝ Р (Т. \ С, $) ։•' ՛ ’ с/тс/й

После проведения обычных ныхладок клоброжснис давления по Лап 
ласу принимает вид
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1
Р = 7:

՝ С '----------- ехр[- (гп0 fox izy
s гс7

(1-5)

где

пй = («2 4֊ F : -у) (1.6)
со /

Переходя к цилиндрическим координатам (г, 6. <)- после замены пе
ременных в интеграл։ ( 1.5) по I 4 I

а = — i 'cos5 — jg.sinO), b— —(•.» sin G 4-<7 cos б) (1.7)
Cq Co

получаем

X'G'i, q, G) = (•' - i»> cos '■>); |( ; 4-/wcos0)s * q:sin"G] (1.9) 

'По - (<o8 + y՝ 4֊ I)'7 = Co,c (1.10)

В плоскости комплексной переменной «о подынтегральное выражение им сеч 
простые ПОЛЮСЫ

12у = (± q sin О |- .’'y)/cog G (1-И)

и точки ветвления

2« = ± /I q՝ И (1.12)

Чтобы обеспечить однозначное г» подынте гральной функции, в плоско, 
сти и» проведены разрезы. как показано на фиг. 2; при =»том ReMc2>0

Рассмотрим в плоскости «•> линию I'. на которой функция

t — — (:т0 — /ыг) (1.13)
<г 

принимает только действительные и положительные значения. Эта \нняп 
представляет собой гиперболу

<.»•* (<?| = <г7г . 4 е- /֊) при (1.14)
V

где

/7 — га 1 9՜ н. 'с р/с0. ? = 1 г: - г- (1.15)

с вершиной •: точке / — /1։ \՛ =.•■-! у՝ г1.ф). Вершина этой гиперболы 
всегда лежит ниже точки ветвления, так как г,ф<1.
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Рассмотрим в плоскости <о замкнутый контур С. образованный деп 
ствнтельной осью о», ветвью гиперболы к дугами окружное!я с бесконечно 
большим радиусом (фиг. 2). Полюсы-’ чежат внутри С если

1) со$*>0 (х>0) Г. глс 7*=—)
у со$4 \ СХ '

3) ,цг

('.V' А"М՜ *•’/=, / ~ I у — (1.17)

1 !;• условиям ( 1 16) полупространство делим на три области, как пока
зано на фиг. 3.

ЗплоскцСтн у=е

Фиг. 3.
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Область I: х 0, >-(. Полюсы лежат внутри С для 7՛ 10, ).
Область П: х^>0. Полюсы лежат внутри С дли 7^^.. -") 

и лежат вне ( для ий )•
Область III: л 0. Полюсы лежат нне С для </€[0, )•
Заметим, что область I при дозвуковом распространении приложен։»՛ - 

го давления (у> I) отпадает, так как л'«՛ всегда меньше у.
Пользуясь теорией вычетов Коши и леммой Жордана, преобразуя ин

теграл (1.8) по деиста.»тельной оси О к интегралу по ветви гиперболы 
(1.14). получим

где

К^.Ч. «)^|

’-Н'х;)Z7(.v
COS

X Re exp

Ъ

р)4

<|> (р) = ••• iq), 2 = 2 1,
] 0 при
1 Ч* при

1.19)

б ” did q —

(1.18)

Двойной интеграл _ формуле (1 18) является несобственным и инте
грируется в смысле главкой значения по Коши. Особенность подынтеграль
ной функции обусловлена гем. что при I ■ Т и при Ч~*Ч^ ПОЛЮСЫ 2, ле- 
лежат на контуре интегрирования.

Изменяя порядок интегрирования в двойном интеграле (1.18). полу- 
1 м преобразование .Лапласа известной функции

ч»
Hit Jul '<• Р* | t w '<?). Ч» ~ 

о Л

г/7՛ е "dt . ՝ .20

где

т Г;/с (1.21)

Чтобы привести BttV'.H интеграл формулы (I 18) к преобразованию 
Лапласа известной рункции; ..ассмо:рвм а плоскости комплексной пере
менной Ч частный конгу j. на котором рункция

; г| Г- К., г) (1.22)

шимает дейстпительпые и положительные на »ення. Выражение (1.22) 
•-.пределяет пар.-.м п уравнение од»»ой ветви гиперболы
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Ч (П = — /v sin 0 + —J ՛ (/;// ± га) lipH f f<‘,c (1.23)

где

/,к- — .г ! f֊^-l ) / .7 = 1 l = cf- х (1.24)
с xfifi / > Г|‘ '

Гипербола (1.23) с вершиной в точке q - —г sin г> /(»//)

-■ | I—74со.$0 пересекает мнимую ос», q ниже точки ветвления под« 
интегральной функции Q-, — i\ sin G - /) i -j-'cosG и выше девстни« 
тельной оси Q, если — л< 0 (область I). В случае, если р х -О 
(область 111, гипербола пересекает действительную ось о в соответ
ствия с нижним пределом интеграла.

Рассмотрим подынтегральное выражение одинарного интеграла 
1.18) в замкнутому контуру, образованному дополнительными линиями 

С . С,. частью гиперболы (.'(•)— </’ (•) и действительной положительной 
сью г/ (фиг 4). Пользуясь леммой Жордана и тем. что действительная 

часть интеграла по С равна нулю, получим

т)Я(х - (.).
cos У .1 

о

- /7(к »)//(/- Г »Re՞71 У (1.25)
01

Обращая преобразования Лапласа (I 20). (1.25) и пользуясь интегра
лом Дюамеля, получим

ptr. 5, г. I) -
ч ■ Сл 1

fit

f։)) V. |>. Re К-(М7).7.0>^
•о/

[//(1 ~).Ч\Х ֊!•)//(( to,)-. Hi. x'iHi: niRe^ll- 
cos V df I
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•и 1/<7 /(с(7֊'))Л-г
I'-֊ (I’

Ч-֊7֊ГксГ-'/-,1 ֊/и-(/ -)к/-г
СОЗ& л С>/ ։-■ <Р

К

■ Я(7? х)Н((- Т) [ Ие^
3 <н 
т

— /(с (/—--)) </' [ (1-26)

На основе анализа полученного решения на фиг. 3 показана картина 
распространения волн в полупространстве сжимаемой жидкости для ~։ ё\ 
скоростей распространения приложенного давления: дозвуковой (с<.с.,), 
звуковой (с —с.) и сверхзвуковой (с

Для дозвуковой скорости распространения давления /7(1—у)=0. и в 
жидкое полупространство распространяемся только полусферическая полно 
с фронтом ! = 1„. Для сверхзвуковой скорости картина распространения 
волн в жидкую среду существенно меняется: кроме полусферичсс.К''й зоим 
распространяется связанная с фронтом приложенного давления коническая 
волна, фронтом которой является поверхность конуса ! ~ '<>. при х 
и х!>0. Позади коническая волна ограничена поверхностью /֊7. Котор.к։ 
представляет собой полусферическую поверхность пентрам х = сб2, 7=0 и 
радиусом с//2. Поверхность 1 = Т не является характеристической поверх
ностью или же огибающей характеристических поверхностен поли давления, 
поэтому она нс представляет собой фронта полны. Давление нс имеет раз
рыва на этой линии. В отличие от метода Смирнова—Соболева метод 
Каньярда дает решение задачи в областях позади фронта каждой волны 
подвижными границами Не правы авторы работы | Г. считающие, что им < 
были впервые обнаружены подвижные Гранины областей, гак называемые 

фронты волн, которые связаны с распространяющимися давлениями, на 
которых исследуемые величины не терпят разрывов. Существование ,<и\ 
■^фронтов» волн в задачах динамической теории упругое .и общеизвестно 
[5, 6 и др.].

§ 2. Решение для постоянною давления

Рассмотрим решение задачи, когда при \оженпос давление постоянное.
то есть

/(е/ — х) — РЛ еоп$1 

Из формулы ( 1.26) имеем
(2.1)

Р - Р- I ~(агЯ (՛• ~ '“‘('И СО5? ■ ‘ ;Ч Г0 г
2^~Сп СОЗ Ь ։/1 (Ц 

о 
аг^(; 4 А" (с/) соз (•՛ А/зш г,1] о'</ -
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-г [Н(1 -1) Н(х - те) Я(( ֊ w ֊ 
~с0 cos У

+ Н(т(1֊х)Яц 7-)]Re^ (2.2)
ел՜

где значения функций arg лежат r промежутке я, ,т
Вычисляя значения подынтегральной функции, после некоторых упро

щений с помощью замени, переменной шиегрнровання ■> ~ Р,,>։nq. получим

-,2
/%// < / — 1л) X I ? ат/cos?'x- 4- яГ:СО5 cost? /• ) .

,, _---- »------------ ’----- V. р. I ------------ =-------Т1---- ту--------- г----------  —֊
•.'֊< cos О I J О’ - )

о

' a՜! cos >/х - focos <g-eos(^ -!- ■՛ > ։
4 ' I" а* — (ф -1- Г) 

i

уНи -r,iWi:H(r.՛֊ nï(2.3) 
па/3

где

z саз 9 ֊ I cos i. p sin û /sin , а -( yp, — ~x i// (2.4)

Заменяя tg(ÿ - j ՛.! ctglç 4- ■ l ՛:.:>֊•..՛ , первом :՛. ?o атером ин
тегралах соЬтнетствен.чо, имеем

i ( igt r
2-K-ly I tx i '՝ ’-"t/

У (Is — zx) я.’х I ,
• arctg---------------- arctg—- -----— • uxtg—----------Г ( '

О2Л xz(lJ—zx} ■;՛ ■---5x) I

+- 7)Н(Х -tplWC ֊ » + X)H((-֊T11(2.5)
-Г-а

Давление, как видно из (2.5). непрерывно на поверхности / — 7. 
YP—л ->0. что ՝>-. следовало ожидать из физических соображений. Однако, 
давление вблизи фронтов волн имеет разрыв непрерывности, причем ко- 

1 
нечнын—на полусферическом фронте и ос. конечный разрыв, порядка - —1

на коническом фронте (f = /oe>YP—х<0). На линии смыкания сферических 
и конических фронтов воли, то есть на линии пересечения поверхностей 

/„ и / i'.... решение теряет смысл Оно имеет бесконечный разрыв не
прерывности ф-з этих линиях.

Рассмотрим некоторые частные задачи, решение которых получается 
из (2.5) с помощью предельных переходов

а) В случае несжимаемой жидкости с„ -00 (у—оо) и решение имеет 
-ил
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Р0Н(()хг\^ И х л-г(Г- — ;.*) х у(Р — \х) , 
Р = —Т   ՜ •   агс*£-------  • а™*Я------------------- խ

I хл 2^гу 1^х

+ аге էշ — 
хг{г ц(Р- Ух)

Р(Н[х)Н(! 'ք\Հ:

где

*0=1 :: + Л՛ Г2.7)

б) Рассмотрим решение (2.5) после длительного времени, когда пере
ходные промессы затухают и с>с,։. При этом /7(/—7 1, //('—<\>)՜0 и
оставшиеся члены (2.5) дают решение задачи о распространении стационар
ных волн давлений в полупространстве идеальной сжимаемой жидкости, 
обусловленные движущимся вдоль прямой постоянным давлением (фиг. 5՝ 
Таким образом, получим

Р0Н (/ 7<л 1 2 •-
ыР

(2.8)

Заметим, что для случая с<с0 формула (2.8) не является стациона, • 
ным решением. В этом случае, при /—ос, необходимо учесть наличие .։ лу- 
Сфернческих волн. Эти вычисления мы не приводим.

в) Наконец, решение задачи о распространении волн давления в жид
ком полупространстве, поверхность которого возбуждается внезапно при
ложенным вдоль некоторой полупрямой постоянным давлением (фиг. 6). 
получим путем перехода к пределу при с—ос- (у—0).

Р{}Н(1 1^X2 | | х ■; цР-—— Н~ге‘*^՜ ■ "

таге18де__агс։^ II (2?)
я։!(л-гг Ч.У Н -г

где
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Решения последних задач получаются также указанным здесь методом 
и оападают с полученными результатами.

Еоеааксккй политехнический институт 
им. К. Маркса Поступила ° VI 197j

II. Դ. II1Ա ԱԿՑԱՆ
ՃՆՇՄԱՆ ԵՌԱՉԱՓ ՉԿԱՅԱՆԱՅՎԱՄ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՈՒՄԸ ԻԴԵԱԼԱԿԱՆ ՍԵՂՄԵԼԻ 2Ե'ԼՈԻԿ ԿԻ11ԱՏԱՐԱՄՈ1’ ԹՏՈԻՆՈԻՄԱ մ փ ո փ ո t մ

-.սղվածում բերս ում I; -եղուկ կիսաաարած ությունում ճնշման աքիրների 
տարածման մասին խնդրի լուծումը, երր կիսատարածութ յս>ն մակերևույթի 
որևէ կետում կիրառված է մ ամանակակից կամ ա յաոքե ս կախված ճնշում, 
որն անմիջասյես Հաստատուն արադությամր տարածվ ում է մակերևույթի 
վ_րա որոշակի ուղղութ յսւմրւ Խնդրի ճշղրիտ լուծումը ստացվոլմ է ինտեղրԱէլ 
ձևւսփէէխոէթյունների էւ ևանյարղի մեթոդի ոդնո: թյամրւ

Այնուհետև քննարկվում է մասնավոր դեպը, երր կիրառված ճնշումը 
րսա <1 ամ ան ակ ի Հաստատուն է, սրիր սա հմ անտ յին անցման միջոցով, ստաց՝ 
վ.ւ<մ է կայունացված ճնշման աքիրների տարածման մասին խնդրի լուծումը 
Այդպիսի աքիրներ ա ոաջան ու մ են .՛եդակ կիսասւարածրւթ յանում մա կերն֊ 
վայթի վրա ուղիդ դծով տարածվող .՛ ա ստ ա >ո ո ւն ճնշումից: ^ացի այղ. որպես 
սահմաՆա ւին դեպը սսւացվում / նաև հեղուկի մակերեա յթի վրա կիսաաղիդի 
երկայնությամբ Յանկարծակի աղդող Հաստատուն ճնշում ից առաջացած ա- 
յիրնեյւի տարածման մասին խնդրի լուծումը:

PROPAGATION ОГ TIIREE-DEMENSIONAL NON-STAT1ONARY 
PRESSURE WAVES IN A HALF-SPACE OF PERFECT 

COMPRESSIBLE LIQUID

S. G. SAHAKIAN

Summary

A solution is presented to the propagation problem of pressure 
waves in a half-space of liquid where at a certain point of its sur
face the pressure is applied varying arbitrarily with time and propa
gating immediately in a definite direction over the surface at a con
stant velocity. The accurate solution to the problem is obtained 
by the method of integral transformations and that of Cagniard.

Some particular cases are discussed where the applied pressure is 
constant in time.
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Г. А. БАБАДЖАНЯН. Л. R. ДАНИЕЛЯН

НЕСТАЦИОНАРНОЕ НЕ113ОТЕРМ1 1ЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ 
РЕАЛЬНОГО ГАЗА В ДЛИННОМ ГАЗОПРОВОДЕ С УЧЕТОМ 

УГЛА НАКЛОНА ГРУБО11РОВОДА

$1.5 равнения движения и краевые условия

Рассматривается одномерное нестационарное иеизотермическое движе
ние реального (вязкого) газа в длинном газопроводе с учетом нлинния 
угла наклона галиировида. Влияние наклона газопровода на параметры дви
жущегося газа < знобится существенным в гористой местности или когда 
газ подается пп длинному газопроводу большого диаметра с изменяющим* 
• я уклоном (даже незначительным ) по отношению к горизонту. На газо- 

жамические величины влияет гахже и изменение температуры газа вдоль 
азопронода Эю изменение обусловлено как самим движением газа, лк и

• • -м< ivï:,.ем темпера -.ры почвы, я՛ которой проходит газопровод. Изме- 
՛ гни՛ температуры почвы вдоль газопровода наблюдается, когда газ п<>- 
ается из южных теплых краев в северные холодные края, в гористых 

мгс костях, иля когда газ выходи ) из глубоких скважин на поверхность 
земли и т. д.

Не. апионарпост. движения Газа обусловлена многими факторами. 
Так, iianj ямгр, неравномерное потребление га-за в грченнс суик. мес 
кв;)| 1.-1ла и года, пусковые .1 о।ключающис режимы, различные аварийные 
г ту чаи я т. п.

Решением аналогичных задач занимались многие исследователи. Так. 
натр) мер. в работах I I—9| рассмотрены задачи при различных геометр։։- 
лских. один 1МИЧ4СКИХ :։ физико-химических условиях и найдены зако

номерности движения газа с той или иной точное։ ■։<>.
В настоящей статье принимается, что закон изменения температуры 

газа вдоль газопровода есть известная функция от координаты. Сделана 
.'•пытка исследовать движение газа при наличии фактора нестацнонарно- 

֊ тн. уклона трубопровода г нги.'отсрмичности в \ катанном смысле.
Движение реалы». о газа при пышеуказанных условиях описывается 

следующей системой уравнений [ 1|:

др унг 
dx ?.<{

sin 1

dt
(1*1)

р гуК'Г
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где 2—коэффициент сжимаемости газа, р — среднее по сечению трубы 
давление, р — плотность, и—скорость. '֊—коэффициент сопротивления, 
о—диаметр трубы, £— ускорение силы тяжести, х—координата, R — 
газовая постоянная, I — время, а — угол наклона трубопровода к горизон
ту, Т — абсолютная температура газа (заданная функция о: х)

Исключая из системы (1.1) переменные н(х, /). р(д. Г) получим сле
дующее уравнение относительно квадрата давления

д’Р 1 (1Т оР , 2g sin з оР 4^ sin a di 
djr Т дх дх ' zRT дх zRT՝ dx

I = д'Р " ( J 2)
I dzRTP дх ^R-T-d dt 

где
Р(х, I) ֊ /Г(Х, П

Исходя из практических целей при решении постав ленной задачи за
дадимся следующими краевыми условиями:

при х = О Р = Р„ = conisi

, ор zR7\ri.. 2gsin* о „
при х = Д — =-------— (P(t) - Р (1.3)

Ох d$’ л. 1 ,

при I = 0 Р{ху 0) = (х)

где Рц и Рк — значения квадрата давления в начале н п конце трубо

провода, G(fl заданная функция, характеризующая закон изменения 
расхода в конце трубопровода, Т* значение абсолютной темпера
туры газа в конце трубы, L длина трубопровода, Р0(х) —значение 
квадрата давления яри стационарном режиме работы.

Очевидно, что точное функциональное решение нелинейного дифферен
циального уравнения а частных производных (1.2) при заданных крае
вых условиях (1.3) нс представляется возможным. Для того, чтобы иметь 
возможность учитывать влияние всех вышеуказанных факторов на пара
метры движения газа, то есть интегрировать уравнение (1.2) без каких-либо 
■ прощающих допущений или дополнительных предположений, прибегаем 
к численному интегрированию уравнения ( 1.2).

§ 2. Решение уравнения (1.2)

Предположим, что температура газа изменяется по линейному закону, 
то есть

Т(х) Г.('1 + ^~’.») = 7.(14-Хл) (2.1)

Л 7\.
где К = —г- '*> а 'Г., — значение абсолютной температуры газа в на-

чале трубопровода.
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Значение ։|)упкцки Р.(х) или решение уравнения (1.2) без правой 
части будет [81

. /М1-/ЭД Л ,,Л(». -----------------------т^т-----------------------(։ ■ л.г)-

и ■+ ко о К1л

[Л,(1֊!֊КР-- Р.](1 АхГ^ (22)

(1 К1.) ят“к- (1 -֊ Х£)=

Из второго уравнения системы (1.3) видно, что нестацнонарнос.ть дви
жения обусловлена поведением фуниии б(г). вид которой выбирается в за
висимости «I закона изменения расхода газа в копне трубопровода (от ха
рактера потребителя).

Предположим. «и . расход газа а конце трубопровода изменяется по 
< лсдуииисму закону

С’(/. (2.3)

Здесь 6„(с4.)— расход газа при стационарном режиме работы, — — » 

лс т—полный период колебания расхода газа в течение суток (т 24 часа) 
'> А'л) вычисляется ио следующей формуле [8|:

(1 АД) Нг^ -(1 ± Кку

11среходя к безразмерным величинам в уравнении ( 1.2) к в краевых ус
ловиях (1.3) с помощью выражений

Р—РпР, 7 — ТЛТ, х - Lx, t — IJ, (j = G’0G’ (2.5)

получим 

1 1 (/Р
| zPT 0х zrRTnT‘ vt 1

/ 1 (/ /' 2Ag sin я ■՝ uP 4Li{ sin t dT (<?
' T dx zT0RT ) dx ' zR7\T՝

при x = 0 P = 1

прих -l 2L֊AG4t) 'iL!"3 (2.7).
dx PnR К

при t 0 P = Pt] l x)



i lecrauitoHapHoe движение рейльного г.г.ы п длинном газопроводе 17

. ;ЛЛ£С,;
ГАе А - Ъ^Р,։'

Р„, 7',,, £, /0> (70 — соответственно характерные давление, 
тура, длина, время и расход.

Характерное время определяется из уравнения (1.2)

темпера-

I RT.d

Для удобства Записи черточки сверху опущены. 
Напишем уравнение (2.6) и следующем виде:

дР _ Z)::P Cj ■ C2s։n ։ дР 2С^С.: sin j р
di ~ М (hP՜ ~~д* МТ*

где

ч 1 . / ' 01 г •тр—* c’sin’

С, =—5'21, с.,--2^—
dx :RT„

Если обозначить

( \ ■ С. sini. I'' sin л

мт “ '՜
уравнение (2.8) примет следующий зил:

пР 1 д-р .,<jP ----  —-------------- ---------- 
о/ М дх- Ох

НР (2.9)

Сравнивая уравнение (2.9) с м сильным уравнением (3.1) работы (6 . 
замечаем, что схему и метод численного решения у равнения (3.1) можно 
применить к решению данном задачи. Конкретно задача решается методом 
прогонки [10]. Для »той цели па ЭВМ Раздаи-3 составлена программа, 
реализующая метод прогонки.

Определяя давление из уравнения (2.9). можно вычислить значения 
плотности, скорости н расхода с помощью следующих формул:

Kt :- = ^ГИх-0 <2Л0)

u(v А-т/ 2</А" _Z1^L _ 2</sin « (2 ]1)
I ; p(x,t) дх ;

6’(х,0=—֊ p[x,t)u(x,t} (2.12)

2 Иэпсстпя .XI I .Хрмянс кои ՝'CP Xk-x.tiiitK.i, № >՛



18 Г А Бабаджанян. Л Е Д шмелям

§ 3. Численный пример

Зададим следующие числовые данные:

д = 10’ .4 />„ = 25 атлг

7>= 310° р, — 10 атм

7\ 280 ’ -0.012

А-
... кГ м 

= 2>о------------
кг град

с/ — 0.7 .и

У. =0'. 5°, 10‘ г - 0.93

Для этих данных. вычисляя значения расхода газа пс формуле (2.4) 
. значения квадрату.-. заиления а формуле (2.2). получим

?5.4 кг/сел* <7։) ( 5՜) = 31 к>.:сек

6*. ( 5 ) 73 .уЛсел-

?0(х, 0՛ = 4.56 I О.(?9б77 х)2 - 3.56

Р0(х. 5 )= -0,305(1 - 0.09677х)= 1.305(1 -0.09677 ж/1**3

Г„и-, 5 ֊ 1.276(1 0.09677 л)֊-0.276(1 0.09677хГи ш

(.г ((1 б’о (д '1 ( 1------ -  $1п 0.13 И

Для решения задачи интервал (0; 11, соответствующий длине газопро
вода. разбивается на 20 участков, то есть

Л 0.05; А - 0.0’

где II—шаг по переменной х. а к—шаг по переменной I.
Употребляется четырехточечная неявная схема и обеспечивается прак- 

ги еская сходимость метода [11].
Распределения давлений и скоростей по длине газопровода в отдель

ные моменты времени приведены на фигурах 1, 2. 3, 4. 5. 6. На фиг. I, 2 иЗ 
изображены графики распределения давлений соответственно для случаев 
-х=0. - 5“ и —5'. а на фигурах 4. 5 и 6—графики распределения скоро
стей для этих же значении угла наклона. Из фиг. 2 и 3 видно, что при уве
личении угла наклона о: давление увеличивается, а при уменьшении, на
оборот— уменьшается. Например, давление при а =—5՜ в момент (=2 в 
конце трубопровода по сравнению со значением давления при а=0 упе- 
хичивастся в 16 раза- 9тс расхождение с течением времени уменьшается.

Из фигуры 5 видно, что в отличие от изотермического движения, гра
фики скоростей по.- гь— 5 . начиная с некоторого момента времени, ме
няют направление вогнутое!: относительно оси ОХ.
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Фиг. '2.

Фиг. 3.
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Изменение расхода газа при ՝ О
Гц^лиуа /

Х?\. 0 0.25 0.40 0.55 0.65 0.80 0.90 95 1

0 3.073 3.069 3.066 3.061 3.057 3.046 3.031 з.оп 2.990
1 3.012 3.006 2.996 2.981 2.967 2.938 2.914 2.873 2.840
2 2,831 2.825 2.815 2.798 2.783 2.753 2.728 2.686 2.670
3 2.623 2.618 2.608 2.594 2.582 2.557 2.536 2.512 2.490
•1 2.121 2.117 2.110 2.398 2.388 2.363 2.352 2.333 2.320
5 2.235 2.232 2.226 2.217 2.209 2.195 2.180 2.165 2.150
6 2.068 2.066 2.061 2.053 2.047 •’.из? 2.025 2.013 2.001
7 1 .922 1.920 1 '46 1 910 1.905 14396 1.888 1.879 1.870
8 1.798 1.797 1.794 1.789 1.785 1.773 1.772 1.766 1.760
9 1.699 1.697 1.695 1.692 1.689 1.684 1,680 1.675 1 670

10 1.625 1.624 1.623 I 620 1 $19 । £1$ 1.612 ’. 609 1.600

Изкенсни расход,։ газ;» при ■ 5
Таблица 2

X 0 0.25 0.40 0.55 0.65 0.80 ,1 и 0.95

0 6.571 5.978 5.550 5.162 4.908 4.543 4,309 ’..082 3.97
1 2.779 2.764 2.733 2.086 2.647 2.576 2.522 2. <64 2.43
2 2.188 2.185 2.17“ 2.172 2.165 2.152 2.141 2.129 2.12
3 1.884 1.882 1.877 1.870 1.865 1.854 1.84$ 1.835 1.82
4 1.572 1.570 1.566 1.561 1.556 1.546 1.539 1.531 1.52
5 1.243 1.241 1.238 1.233 1.229 1.221 1.215 1.208 1.20
6 0.875 0.874 0.872 0.868 0.865 0.85- 0.854 0.848 0.84
7 0.355 0.35-4 0.353 С. 351 0.318 0.314 0.349 0.336 0 331

Изменение расхода газа при > 5Л
1 и бЛ ну Л .'■

X 
/ \

0 0.25 0.40 0.55
1о,65

0.8" 0.90 0.95 1

0 2.026 2.145 2.252 2.378 2.472 2.627 2.737 2.834 2.842
0.04 2.172 2.210 2.284 2.391 2.477 2.1/21 2.731 2.832 2.845
0.08 2.241 2.268 2.326 2.415 2.491 2.625 2.724 2.808 2.794
0.12 2.294 2.316 2.364 2.441 2.507 2.628 2.716 2.781 2.720
0.16 2.338 2.356 2.398 2.465 2.525 2.632 2.710 2 752 2.621
0.20 2.385 2.391 2.428 2.488 2.54.1 2.636 2.703 2.719 2.473
0.24 2.409 2.422 2.455 2.508 2.555 2.6-10 2.696 2.681 2.142
0.26 2.424 2.436 2 <67 2.517 2.560 2.641 ՝. 692 2.660 2.630
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Сравнивая результаты при ос-—5' я ч = 5 , замечаем. что измене
нии՛ утла наклона газопровода приводит к существенным количественным 
изменениям параметров газа.

Изменения расхода газа при « = 0. ± 5" приведены в таблицах I, 2 и 3. 
Из таблиц видно, что при одинаковых остальных условиях расход я случае 
՛։ >0 меньше, чем при а-<0. Сравнивая результаты, полученные в этой 
работе, с результатами работы [7]. можно утверждать, что невзотермич- 
ность движения также влияет на характерные иг хинины газа.

Ереванский государственный
университет Поступила 1,7 VI 197>
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nb,i՝!b,4ilt',4)j.u4 llUl/lUUUlfltf lull fill'll! llllt Mpttlttllfft lllfftUlf/tll Ilf til fli lllhitLflfl 
Itlttlftff fttt/l ftuil f’l U intlt fft/ Ufl'l > nut (llUfllflnl ll ft ffllt'l/tnii l։ fh/lllf/th if lljllltfltt/ 
ir^piitiftfUih 3lfi.tr-/t i/ptnr

H jin >1 Ittif hit .ibii/wh, 111/nil if III fl I in'ii li ttfp/t >/f tt t/i tt/u if cih <> ft li'b pit h ftp f/fiftp 

hn/iiii ttfuipftniilthp/i cm !/uj frit/I pttit t/l, ttf ptti ti .•

NON-STATIONARY. NON-ISOTHERMAL MOTION OF REAL CAS 
IN A LONG GAS PIPE WITH REGARD FOR THE EFFECT OF 

THE LATTER'S SLOPE

(.. A. BABADJANIAN, I.. E. DANIELIAN

S u in in ary

Non-stationary motion of real gas in a long gas pipe is considered 
will) regard for the effect of the latter's angle of .slope and of motion 
non-isothermality on gasodynainic chacteristicS. The problem is reduced 
to the solution of a non-linear differential equation of the second order 
in partial derivatives with fixed boundary conditions. The differential 
equation obtained is solved by the difference method. The laws of 
variation in pressure, velocity and discharge are found with regard for 
the above factors.
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\. П. СЕ11РАЫЯН

OI П’ИМ АЛЬНОЕ ПРОЕКТ1 1РОВЛНГIE БАЛОК 
ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ ПО ПРОГИБАМ

Рассматриваются задачи проектирования упругих балок минимального 
веса при ограничениях по прогибам, наложенным по всему пролету балки. 
Варьируемой фу нкиясп служит толщина балки, на минимальное значение 
.соторон также наложено ограничение в вид։ нсравенстна. Сходная по по
становке задача бел ограничения по толщине п с односторонним ограниче
нием по прогибам рассмотрена автором [I]. статически определимые кон
струкции с различными ограничениями рассмотрены в [2].

/ rioiTQnuHKd мдани, Уравнение изгиба yopyiuii балки, записанное 
1ля безразмерных .переменных, имеет следующий вид (сечение балки прел
юд arae тс я п р я х> ։ i у го л ь и ы м)

(h3(x]w։,(x))" </(х)-0. АЬ(О, 1) (1.1)

где /? (х) - H(xY!L. w (х) = IF(x) L, (/{х) 3Q(x') ‘2£h. В этих уравне
ниях £. />. /. модуль упругости, ширина и длиеш балки; 2//(х), 
^'(xi. (2(л) соответственно функции толщины, прогибов и распре
деленной нагрузки, приложенной к балке; А(х), w (х). д(х) — соот
ветствующие названным величинам безразмерные функции. Относи
тельно граничных условии предполагается, что каждый из концов 
либо жестко заделав, либо свободно оперт

te Ю»—U, и.» (0) — 0 либо Aaw' ;։ ,։ (I

w(l) 0, ;и (1)=0 либо /»?■<£•' 1_։ — О

Функция нагрузки ..'(х) предполагается непрерывной функцией, нс обра
щающейся тождественно .՛. ну хь на любом конечном интервале .\’с՜ 10. 1|.

На функцию прогибов С2'(.\) наложим ограничение

.: <• «»о 0’3)

.։ на функцию 1ОЛЩИНЫ н(л) - ограничение вида

Л(х)>е (1.4)

В этих играйенстнах и ։•• — заданные безразмерные положительные кон
станты.

Безразмерный объем балки ранен

• I?
«» = \/i{x)</x (1.5)
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Дли получения соответствующей размерной величины И интеграл (1.5) 
следует умножить на 2£2Л

В Этих предположениях сформулируем оптимальную задаче : требует
ся найти непрерывную функцию (л) и непрерывно дифференцируемую 
функцию К/’Сг). удовлетворяющие соотношениям (1.1)—(1.4) так. что 
!'!"(х) сообщает функционалу ( 1.5) минимальное значение

2. Необходимые условия оптимальности. Для получения необходимых 
условий оптимальности постав ленную задач՛, перепишем в терминах тео
рии оптимального управления. С этой целью сделаем замену переменных

У i = У

w(x) У1(х), U’ (х) - у..(х), 
щью которой краевую задачу (1.1).

Vyix), (Аю՜) уН.х)< с помо- 
1’1.2) сведем к системе уравнений

У՝=У. У\ (0* 0, ffitn <> i

у z = y.J<z .v;(0> - 0 либо i/j(0) 0 I (9 1)

!h “ Z/: У - < 11 = (.1 либо r;t(l) = 0

1 очка над символом означаем операцию дифференцирования. Ограничение 
(1.3) для удобства запишем в виде

G (у) шах (г/, :п.„ - ух — «>„) О (2.2)

Отмстим, что функция ьДл) (или г/։(х) ) может выходить на ограничение 
лишь в отдельных внутренних точках отрезка |0, I |. Действительно, прел 
положив, что сс(х) •= К',,, х՛՜ )'•“ [0, 1|. из \равнения (1.1) получим 
7(.т)=г0, хе), что про։ иворечнт предположению о неравенстве нулю 
функции </(л) на конечном интервале Равенство в соотношении (1.3) (им 
(2.2) ) не может достигаться в граничных точках отрезка [0. 11 ввиду ус
ловии (1.2) В теории оптимального управления ограничение вида (2.2) на
зывается ограничением на фазовые координаты.

На управление, которым в даншш задаче служи: функция А'(х). как 1 
прежде, налагается ограничение (1.4).

Если непрерывное управление /'?„ (х) и непрерывная вектор-функ
ция ;/°(х) - (у1', у%, у", у[) таковы, что //' (х) минимизирует функции- 
нал (1.5) при уравнении состояния и граничных условиях (2.1), .՛. также 
ограничениях (1.4), (2.2). то согласно результатам теории оптималь
ного управлении с ограничениями на 'разовые координаты |3| найдется 
пектор-функция o{xl. />lr) - (yv Р,., р3, />.,), число •/> Ч-О, BCKTOI 
о - («j. а-, а3, а,) и мера (/՝,<■ (х). сосредоточенная на множестве 
К='Х(:(0, 1|; (7(г/°(х)) 0 и неотрицательная на нем. так, что
р(х) и /" не равны нулю одновременно и
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р, - а։ — \ (|/с) с6»(х). р3 (0) = 0 \ибс р: (01 = О

А
1

р2 - а. ֊ 1 рх<1х, р.| (I ՛ = О либо р.. (11 ֊0

]
рз = «3 -г ^7Л/х, Р<(0) 0 р4(1'

X
1 ••

<1

а также справедливо неравенство 

(*Ч (к /?) О

.2.3)

(2.4)

для всех и всех х 10. 11.
В первом уравнении (2 >) производная донимается : смысле Фреше, ее 

значение равно 6‘9 = чЯП<г;,).
Из уравнения (2.4) имеем

р-№" •п^Х) - (2.5)

Вследствие ого. что ограничение (2.2) выходит на равенство лишь в от
дельных внутренних точках отрезка |0. I]. то первое уравнение (2.3) мож
но записать в виде

Р1 ֊ . ՝ г 21 / ; ՛ -.՛ (2.6)

где ՛$'. !Ч положительные константы, значком о обозначена дельта
функция. л{(. А\, А, ,х{:р. (х,)՜ п‘о!; х^А.. А ;х::р;;.<) - — ш0}.

С использованием (2.6) из (2.3) последовательным дифференцирова- 
тем и подстановкой одного уравнения в другое подучим одно уравнение 

Д V.- функции /Л(х )

У -У е,5(.г- х'1 (2.7)

с граничными услокиими /»»(О) ■= р4‘1) ~ ՝: рДО) — 0 либо ’р{|л 0=0; 

р.(1) = 0 либо Ьс'р. (х) . - 0. Сравнивая полученнук краевую за
дачу с И .!);• нетрудно заметит . что она описывает изгиб той же балки 
с толщиной Ь(х} н пункцией прогпбон р։։х с идентичными усло
виями закрепления п. .-сраям, но с нагрузкой типа сосредоточенных 
сил, величиной а |ч, приложен ? ՛ ■ ֊• ч х; (- R , то 
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есть там, где функция прогибов хн (х) под действием заданной нагрузки 
«Д.н выходит на ограничения а», и и»0 соответственно. Величина 
— из (2.5) есть не что иное, как произведение изгибающих мо

ментов от описанных чыше сосредоточенных сил и нагрузки 7(х1, 
приложенной к балке.

3. Пример I: шарнирно опертая балка. Рассмотрим шарнирно опертую 
балку, нагруженную симметрично расположенными относительно центра 
сосредоточенными силами величиной Ф, приложенными к гичках л~0.1 и 
л-0.9. и противоположно направленной им сосредоточенной силой той же 
величины Ф, приложенной в центре пролета х -0.5. Направление силы, 
приложенной в центре, будем считать положительным к прогиб отсчиты- 
з.»т։. в этом направлении Для рассматриваемого случая уравнение (1.1՝ 
можно проинтегрировать хваж.и»: и вследствие сямм< рни задачи рассмат
ривать на огре а- [0. 0.5] <• гр.шинными условиями с£*(0) =0. а''(0.5)=0. 
Полученное уравнение примет зи.՜.

К3ы' — т (л), где т (х) — • (3.1)
(* °*2) ы

I. . 0.1 л- 0.0
1 О•*

ц 3(^2ЕВП.
Хотя требование, наложенное и и. I на функцию распределенной нагруз
ки </(х). нарушается в рассматриваемом примере, гем не менее, поставив 
оптимальную задачу непосредстг.ени-՛ для уравнения (3 1) с ограничениями 
(1.3). (1.4) и учитывая, что непрерывная функция 'н(х) обращается в нуль 
.«ишь п точке л -0.2. можно показать справедливость необходимых условий 
оптимальности, полученных в предыдущем параграфе и в этом случае. Из 
симметрии задачи следует, что и'(х) имеет максимум в пентре. поэтому 
функция Р:(х) и,-л 2. Л'^0.5, и с учетом У (л)~/н(х) условие (2.5) 
можно записать следующим образом

71 х (х 0.2). 0.2 х х 0.5 (3 2)

3 , о с* о*

где а — константа, подлежащая определению, / = I */;*! 4'л>‘\ а

х® 0.1 -н 0.01 ч (1Л.‘ (3.3)

Функция прогибов получаемая интегрированием уравнения (3.1) • 
использованием граничных условии ..'(О) 0. с/(0.5) 0. выражается соот
ношением

ел •

•ш (х) = Л- > т (х,1 /: ՝ х ՛ </х ’ хгп (х). /гЛ (х) <?х (3,4)
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Из условия ш (0.5) = а»л с учетом (3.2) получим

к,* С։3
^хт(х) , ' хт(х)дх’ ] йТсГадР ~ а’։

<5՜ 1 •
(3.5)

Из уравнений (3.3), (3.5) по заданным можно определить №': и я. 
Эти уравнения решались методом последовательных приближений на 
ЭВМ, в качестве начального приближения бралось л- 0.2, затем из 
(3.5) определялось а. по нему из (3.3) находилось х* и т. д., числен- 
ное интегрирование производилось методом трапеции. Вычислив зна
чения х*, х. из (3.2), (3.4) найдем /Л 1x1, а» (.г).

Для балки постоянной толщины А,., удовлетворяющей усло
вию то (0.5) то®, из (3.4) имеем Л 0.1 (8.5 д, и«0) . Для удоб
ства вычислений - бралось в виде хЛ.., 0 / 1. На фиг. 1 при
ведены графики функций /։и(х,՛. ш(х) для значений : -- 0.4 А,. и : = 0.3/ь; 
пунктирной линией отмечена функция прогибов ш(х) для балки по
стоянной толщины. Выигрыш в весе по сравнению с балкон постоянной 
толщины значителен: для значения ? ОДА. он составляет 30,9%, 
для -0.3/?, 50.7 0 0. Непосредственными вычислениями можно убе
диться в гом, что для значений к 0.294А функция «• (х) выходит и 
на нижнее ограничение, однако расчет ■ оптимальных толщин для этих 
значений с- затруднителен ввиду сложностей вычислительною характера.

4. Балка, эище.и.к иная с обоих концов. Рассмотрим случай жесткой за
делки на обоих концах балки и нигонной нагрузки </(>), распределенной по 
линейному закону д{х) =<‘.х. где (/.. безразмерная константа.
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։/п~3<20/2£В. Проинтегрируем уравнение равновесия (1.1) с учетом границ* 
пых условий ьг'(О) — 0, <£’(1) = 0. ^'г(0)~0. а"'(1)--(). В результате имеем

л

ш'(х) = \ («‘•'*> ~ М + 6։)/Ла ( <։) Л (4.1)

П

V

п՛ (х) -= ч0 ( (.X — .$) (.г .-о — Ь:$ ($) х/$ (4.2)

II

:де Ьу, константы интегрирования, определяемые условиями хе (1) О, 
«(1) = 0. то есть из системы линейных уравнений вида

6е) /Р($) оЧ -- О

1

$'($*'6 6.5 6.).',ЛЛ (х) х/5 — О

О

(4.3)

Очевидно, что кубическая парабола $՛' 6 Ь 6,5 62 нс может на отрезке
[О, 1] не менять знака или менять его один раз. ибо н противном 
случае для любой непрерывной положительной функции А к.х՜) уравне
ния (4.3) не удовлетворялись бы. Следовательно, возможен лишь слу
чай, когда парабола пересекает ось д дважды, что возможно лишь 
при 62^>0, 6։<С0. Отсюда из вида (4.1). (4.2) и граничных условий 
следует, что для любой непрерывной функции А (х) непрерывно-дяф- 
реренцируемая функция ;<• (х) имеет один максимум внутри отрезка 
(0.1]. Эти рассуждения, столь очевидные механику, приведены здесь 
для строгости построения оптимального решения. Допустим, что 
функция ш(х) имеет максимум в точке х։, хе |х։) — п-0. Тогда уравне
ние (2.7) примет вид (К>р\)՝ = — —х։). Проинтегрировав его с

учетом граничных условий р։ (0) р4(1) = о, р, (0) //,(!) 0. имеем

Г

рМ = | (.V — о)(/($, X.) -Г Сх5 с.)/ЬА ($) £/з (4.4)

где /(з, хх) = 0, 0<$Х*։
• с։ и с., — константы иктегриро- 

Л." । 5, .Т । ^֊5 1
чания, определяемые из системы линейных уравнений (4.3), в которой 
••место функции «э/6 следует положить /(я, хх), а вместо 6,. Ь.2 и 
с: соответственно. Проводя рассуждения, аналоги чные приведенным 
выше, заключим, что функция / ($. л-,) сх$ I с,. дважды меняет знак 

,ва отрезке [0, 1]. что возможно при : '! Поскольку в р.и՝-
сматрнваемом случае функции р (х) и у опрс-делин тся выражениями 
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₽• 1хНн։(/(*, х։) + чхтс.), У-1(х) = </0 (хМ> Г Ь{Х - 6.,), тс у раз-1 

։:снис (2.5) можно записать в виде

/,Р(Х) = ( *:) ~ Ь Сс)(х3,'6 6։х- -|6.)1". Ф

• 7*РгУ՛ С я
о.

где 7 = С\7о /..) . Из условии максимума функции :с(х) в точке х։ I 
имеем ш'(х,) - 0. :е л։) = «• . Или, используя (4.3), (4.2), получим

Д
л I к
В‘,'6 ! 6,5 6..) 1Р (5) (/$ = 0 (4.6) I

11 И

*7о 1 С^| >•) ($ъ6 6.$ г 6..)/А3 ($) </я = -1'в (4.7) I

о

Таким образом, для неизвестных констант 6,, 6_., с,, с . х., имеем 6 | 
уравнений: дне системы уравнений (4.3), записанных для 6,, 62, а за- | 
тем для Ср сг, а также уравнения (4.6), (4.7), в которых 6 (х) опре-I 
делается выражением (4.5). Величины ֊. т.՛՛,., </0— параметры задачи. В 
Решение этих нелинейных уравнения создает немалые трудности для I 
вычислителя, поэтому предложим иную схему вычислений, основанную I 
на градиентном методе я пространстве управляющих функций.

Соотношение (2.4) есть не что иное, как условие максимума функ- 
пии Гамильтона Н ֊ — / 0Л 4- р}у* — Р-..У^кл Р\ У\ — Р\У в точке Л, 
то есть условие (А Лп) < 0 для любых Л "՛■- г. С учетом это- I

дк !л_л, 
го обстоятельства запишем итерационную формулу градиентной про
цедуры я следующем виде:

где и номер итерации: (.г) -=—/Д'"(х) /Д'" (х) Л՛'1՝’ (х ): I (*
Г • ՛ т
\ (л*) </х ср- дне«, значение функции ՛> ' (х): лп число 2 3: I

В2”" область, определяемая соотношением х:А' ’(х) >-(у\п1м 
(/о ШО)! Г"‘(х1>0:, '2՝Г1 с [0. 1 ]: //'Г.’пд. максимальное значение! ?

функции </։(х). то есть «• (л՝ на н-ой итерации.
Пусть итерационный процесс (4.8). начинаемый с произвольной | в 

функции //'" (х)^>0, х [0. 1|. сходится к некоторой функции /Нх>.1 

Тогда из (4.8) следует, что функция А°(х) ֊ А (х)(ш0 у՝ |и будете Ъ
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решением поставленной задачи. Дейстнител но, из (-1.8) следует, что 
на области 2 выполняется -(г) -■ — const, а на области [0. 1] .2
А°(х) — 2, то есть условие (4.5). причем ՛ - . Далее, поскольку
функция уг(х) (то есть :г(л-|) при каждом значении своего аргумента 
является однородным. функционалом от функции Л (л՜) со степенью 
однородности — 3, то ։//(х) (х) ц. irii и max t/f(x) = w0 п соот-

ч(0. 1|'
ьетстзии с уравнением (4.7). Таким образом, выполнены все необхо
димые условия оптимальности функции Л։'(л՜), что и требовалось по
казать.

Вычисления производились в следующем порядке: отрезой (0, 1] 
нлея на УУ частей, задавалось начальное приближение Л'՜ (х1 0,

из системы (4.3) находились константы 6)"' и //■ л вычислялись функ

ции (х) — д0 (х3/6 — 6՝/ х 4 6?' ) и ^0)(х) - «''"'(х) ио формуле 
(4.2), затем последовательным перебором с применением квадра
тичной интерполяции находили точку х'"1 максимума функции г/,“’1 х I • 
максимальное значение : " .</ • , >| рупкцию ,'\х. л՜1,"'), потом
решением системы уравнений 14.3). записанной дл констант с'.0' и е,”\ 
определяли их и вычисляли функцию /Мх) /(х, х-и ) с'-'х с’,л՝

затем рункцию (х) и ее среднее значение . наконец, по фор
муле (4.8) производили первую итерацию и т. д. Если послсдоватсль- 
аость шах ('у *(х)/>' ■) не убывали, то значение т ь формуле ' 4.И)

увеличивалось из единицу. Итерационны .процесс х'танлкливался при
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пыполнснии условия max (о''(x)/■'/ '" 1 где s։ точность вычи*
х <2<л)

слений. При проводимых вычислениях число .'V бралось равным 100,ч 
а г, равнялось 10՜'. На фиг. 2 приведены графики функций /։°(л) и 
ս՛ (л), исчисляемые в единицах (</о; и.՛,,)' и ս՚0 соответственно, для зяа- 
чсвий г — 0.01 (q0,'4z>0)՜ г 0.04 l<jrl|1ui()՝l 1. Оптимальные толщины 
имеют в точка,х выхода на ограничения угловые точки. Функции u'l.vl 
выходят на ограничение v„ в точках л։ — 0.4944 для ֊ — 0.01 (fa/wj ] 

и л՛. -0.4926 для :■ —0.04 Толщина балки постоянного се

чения, удовлетворяющей условию п*,-.— ա՛ո, равна Л 0.1094 
функция прогибов г>той палки отмечена на фиг. 2 пунктирной линией.: 
Выигрыш в весе для рассмотренных значений - составляет ~18".'о.

Автор благодарит Ф. Л Черноусько и Н. В. Баничука за полезные со
веты л обсуждение результатов.
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IL. Պ пь-ичи.-ип,

ՃԵԱԱՆՆ1։1՝1* 0ՊՏ1»1Ո1.Լ Ն1Լ1ւ,11.ԴՄ11հՄԼ» I4IS ՃԿՎԱԾՔՆԵՐԻ 
111Ա1րԱՆԱՓ11.։|Ո1’1ՈյեՐ1» ԴԵՊՔՈՒՄ

Ս. մ փ ո ill в է մ

Դի տար կվո ։ մ կին մինիմաք կ.’իո ւոնհւրւղ աոաձդակւսն հեծանների նա~ 
իււսւքծ ման խնդիրներ, որոնք) մեջ ճկվածրր Հեծանի ամրոդհ երկ արութլամր 
и in ,՛ մ ID ն ւս փ ա կ վ ill ժ կ :

հրրե ւկ ill ր ի nt tf ւ^ ti ֆունկցիա րն էքանվ ած կ հեծանի հ и/ и trim ff յունր, որի 
ttitiենտփոpft էէէրմերր նա ւնւէքես ււահմսւնսէփակված Լ: Օհտադործելով սա՚՚>֊ 
մանափակված կո tt/iւ/ին աա աէ էւււ/աիմաք կաււավարման աեււաթրւ/ն արզւունր՝ 
ներր, աոարված են пи/ ա իմ ա մ ի անհրամե >ա պա յմ աններր :

II, п ւււ\՝ ա ք//ւվ ած / խնրյրի լուծման քէվային այրքորիթմր։ Դիտարկված երկու 
օ/էինակների !ամար րերված են ի1վալին արղ ւոէնրներր՝.

OPTIMUM DESIGN OF BEAMS WITH DEFLECTION 
CONSTRAINTS

A. SEYRANIAN

S u m m ary

՛ Some problems are examined on designing elastic beams of mini
mum weight with deHec.iion constraints throughout the beam span. The 
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variable function is the beam thickness whose minimum value is also 
constrained. Using the results of the optimum control theory with con
strained phase coordinates, the necessary conditions of optimality are 
obtained. Two examples illustrated with numerical analysis are pre
sented.
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Р Е. МКРТЧЯН

ЗАКОН УПРУГОСТИ ДЛЯ АРМИРОВАННЫХ МАТЕРИАЛОВ.! 
РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩИХСЯ РАСТЯЖЕНИЮ И СЖАТИЮ I

В связи с 1см значением, которое приобрели композиционные материй«; 
лы в технике, все более возрастает необходимое гь яме ь конкретную рас-- 
четную схему для каждого материала. Однако, порой их физические свон-В 
ства так разнообразны и гак резки отличаются от свойств «традиционных»а 
материалов. чт:> имеющиеся расчетные схемы иногда не дают удовлетвори--- 
тельных ре зул в татов

В работе { ! ] приводятся основные соотношения теории упругости! 
анизотропного .'ела. р<1знрсонрот>1нляюшггося напряжениям растяжения 1»( 
сжатия Соотношения между нипряжеиаям։։ i деформациями весжнмаемоги 
•- нрутого тега, армированного однонаправленной системой упругих нитей, 
когда материал по направлению ните! разно сопротивляется деформациям] 
астяжсния и сжатия, приводятся в 12] В работе |3՛ дается метод надо»:« 

дения связи между напряжениями и деформациями а зависимости от ме
ханических характеристик упругой среды и армирующего материала.

В настоящей работе в рамках геометрически линейной теории упру-] 
i лети исследуется ризяческий закон связи .между напряжениями и деформаИ 
•диямн упругого .диородноге и изотропного материала, армированного сле
дующими способами: а) строго одноиапранхенния системой нитей, б) дву-; 
мя однонаправленными системами нитей так. что в каждой точке компози
ционного .материала эти системы встречаю;ся под прямым углом, в) тремМ 
однонаправленными системами нитей гак. что i; пространстве армированно
го материала зги системы образуют трехмерную ортогональную сетку.

Во всех рассмотренных случаях принимается, что упругие нити равно
мерно заполняют упругую среду так, что полученной композиционной сре
де можно придать свойство однородности п том смысле, что ее упругие 
свойства одинаковы в каждой точке яри условии, что направления криво- 
мшенной ортогональной системы координат (0,. ’Е, HJ. к которой эти свой
ства отнёсень!. совпадают с направлениями ни геи.

Предполагаем также, что модуль упругости нитей .значительно боль
ше. чем окрхжающен их среды и при сжатии нитей у них возникает веко- 
грая форма неустойчивости. вследствие чего композиционный материал 

.413HU .ч)Н||. гиилиет-я юформациям растяжения и сжатия ՛ -I |. Вместо это- 
’*՛-՛ предположения можно сделать другое—принимать, что связующая ере« 
да плохо . опротияляется деформациям растяжения и к ней образуются 
|рещины. Тргдд композиционный материал также будет разно сопротив
ляться деформациям растяжения и сжатия.

Рассматриваемые композиционные материалы анизотропны. В пронз- 
.чоль.чои системе кооп ииат упругий потенциал •՛՝ к компоненты контрва- 
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ряантного тензора напряжений г1' в деформированном анизотропном те
ле выражаются через ковариантные и контрвариаптныс компоненты дефор- 
маций и Т1' следующим образом [5|:

С՛/— с (!)

где тензор с удовлетворяет условиям симметрии 

(2)

и при переходе от одной системы координат С*Р ;-.2? к другой 
(Он Й,

си = (3)
тп д(>т М'п “

где с*/ и с^-; компоненты тензора с относительно систем М

и («Ь ®2, &з) соответственно.
I. Пусть упругая сжимаемая среди армирована однонаправленной 

системой упругих нитей. При деформации такой композиционный мате
риал будет вести себя как локально трансверсально изотропный материал 
с направлением анизотропии, совпадающим с направлением нитей.

На основании вышспринятмх предположений։ относительно компози
ционного материала соотношения между напряжениями и деформациями 
имеют различные выражения при растяжении и сжатии՜ нитей. Если пр:։ 
деформации все нити растягиваются, то матрица коэффиниентон с1^ в 
системе координат ((),. 0-. Н,), когда направление 0 совпадает с направле
нием нитей, определяется следующим образом:

Т'.'й. В случае сжатия всех нитей матрица коэффициентов имеет пи.; (11).

— — -
,.н „п _и ..и „г. ..։՝.
иТ1 С22 СХ1 ‘• Г! 4.11 12 €и СК’СЫ 0 0 0
(:>7. .22 .,22 .22 ,?? ..22
С21 с.ч< сз:>с23 ЧзЧг С12 <и ^Гз 0 0 о
/дзгз.<„зз„зз...։з/<1 
си с2?с ,31 ,-<;1

__ 4з С13 сзз 0 0 0
(1.1)>.23 „23 ,,’£1 „21

41 42 сзг< 4з 4з ‘ 12 и 0 0 4 0 0
13 13 13 13 „13..12

41 42 43с23 С13 ( 12 0 0 0 0 0
-Й г12 ГЙ „12 г1? рй
°11 с22 '1> 1 12 0 0 0 0 0 (с:,) -сгр

Здесь индекс ( ) указывай что ИМееТ место случай растянутых ни-

■ Здесь и н дальнейшем термины растяжение и сжатие йудем понимать и смысле 
деформаций, то есть удлинение и укирдчиваинг.
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•олько вмесг. коэффициентов с индексом (+) фиг\ри .. уют соответствую
щие коэффициенты с индексом (—).

Теперь предположим, что по направлению нитей деформации учине
ния равны нулю Тогда из условия непрерывности напряжений следует

..23

И . П .и _ .,22
сп । ‘ 12- сп • С1’1

С с.1։ <п.

“ е^;-՜3 - с:47-

куда получаем

с'и ~ сп ~ еИ’ ~ С12 _ гг-՛ 

$1'з = Я13 ~ г13' г.м ~ г44 ~ <*44

( ^отношения между деформациями и напряжениями нои растяжеш 
н.пей принимают следующий вид:

_П-------„Л! . • 22 ; ..33 .23 _ . .??
41 । с ’,2 I ги > ' ■ — ‘-44.

-28 . .Л1 _ г ^22 ; г 33 .3։ и и '
с1С1 Ч։. ':з. ։ • <-։■։. М-

ТЭЗ _ с .,11 Д. с ..22 _ .. I -13 -12 _ X (г _____ .. ».,12

<•»1 чл. сц. ’ ' ~ л ՝сп <•։?' •
о

Обратные соотношения имеют зил

1 -Я -2« _ > .33 . 23 1 .23

£1 Ел1 ' Сг.3

_ ХЗ -И . _2_  7>3 .33 ..И 1

£Т ■ £Г ՝ £. ‘ '

-и УМ- -22 д____ X. -зз _

Е\ £/ £з ' С19

■ а ' — С44» ^г.— 5 ' сп ~ <\>)

и | а4 «4

~ С֊з (сй — С1?) 1 '2с\?. (с,? —
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В случае, когда R деформированном материале асе нити сжимаются, ։ 
соотношениях (1.3). (1.4) и (1.5) псе величины с индексом. ( ) нужно за
менить соответствующимл величинами с индексом (֊ ).

По аналогии с классической ггорией упругости анизотропного тела 
величины Е. V и С будем называть техническими постоянными.

Постоянные сп, ск, с3з, с՜ и с՜ можно определить из опытов вд 
одноосное растяжение и сжатие образцов, вырезанных в виде стерж
ней по направлению нитей и г перпендикулярном к ним направлении. 
Стержни должны иметь такие размеры, чтобы можно было принят.՛ 
их прямолинейными; из таких опытов можно определить постоянные 

ЕГ, 7։2 и >,1, а из (1.5) — г1И с, , с։л. ей, езз и все остальные. 
си определяется из опытов на чистый сдвиг.

2. Пусть упругая среда армирована системой упругих нитей таким об
разом, что я ортогональной системе координат (И,. I),, 0,) часть ните։։ име 
сгнаправление 0,. а остальная часть— 0..

При деформации композиционного материала матрица коэффициенте г 
с'՛ относительно выбранной системы координат (V,, 0-. 0 ) как у орто
тропного материала будет иметь следующий ви.т

С1- С1.1 |

с։: сэ:֊. с», 0 0 0

С13 Г23 СЭЗ 0 0 |2Д)
0 0 0 с44 0 0

0 0 0 0 с.., 0

О 0 0 0 0 см_

Однако, из вышесказанного следует, что значения коэффициентов 
матрицы (2.1) зависят от вида деформированного состояния.

Если п какой-то области деформированного материала все нити растя
гиваются или сжимаются, условимся для различия коэффициентам матри- 

(2.1) приписывать индекс (֊г) или ( ) соответственно.
В случае, когда в какой-то области деформированного материала нити 

по направлению Н, растягиваются (сжимаются), л по 0- — сжимаются 
(растягиваются), то коэффициентам матрицы (21) прибавляем индекс 

(индекс «- -й>). Здесь мы предполагали что направления 0, и 0. 
неравноправные, то есть плитности нитей по направлениям и раз
личны.

Если материал деформируется так, что в какой-то области нити нс де
формируются (у”~у::-’=0), то ял условия непрерывности напряжений по
лучаем

-Н = г-*-« ал ЛЗ _ — 33и|х» Чз» Ни ’ ՝ |1 1
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...1 ./.3 е
С44, С44 • СИ 1 “ СИ

-УЛ

-31 _ г-_ Г-..Э1 с ( - „.и _ -
• С55 • — С5 •» С5$ • С 55 ,-ЭЗ

-И = _ с֊,дс = с--..к = с֊։ г։з

Когда имеется область, где нити по направлению л растягиваются 
а по 62 и &п деформация удлинения равны нулю (՝;” >0, ■= 0) 
то имеем

_ с._ сгпч _= с..,: = с- ?1 ।

Если > 0. 7П ֊ “ 0. то имеем
-к _ .-2- г - . ..■!■։ -а . .2*4— *42» С12 • • • с32- <2> <

Если 7И<С(|. -'й? = •;•■՛•■ 0, то имеем
.и - ..л ।. и ---а _ н ֊ ,.֊ ,п

1п . . • —«'։•; с,2 ।

Если 7:*<0, -:։=-;л:| ֊ (). то имеем

О] ֊ С||| С-Г2 С 2

Из ..*.их равенств получаем

• с2,7

с'л֊ <7. = -ги

^=՜ с^ = съ - с£)

С хс = с:г ։ ~ -■=^ =г„

- с։,. = С11 гг/ с1

^<'4=* <Т4 " ~ с։։ ■ еи

С55 =֊ С51 = <■’55 с55 ~ С:^

с; = ( б<. ֊ С ' ։*• <..՝

<7 = <п՛ ‘7

(2.21

I аким образом. в 
между пап ряжения ми

случае, когда все нити растягиваются. соотношении 
и деформациями относительно системы (0,. 0:, О,)

принимают йил

-л

•“ Г։1-.։։ I СИГЧ с» А -И = ЗД’4

(2.3]

Если нити сжимаются. то в '2.31 вместо Ср п с.^ нужно поде
пить с՜ и г.՜. соответственно. I • *•
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В случае. когда пг.-.г. по направлению 0, растягиваются (сжимаются) 
а по 0: сжимаются (растягиваются). то в (2.3) вместо сД (с,\) нужно под
ставить (Сц).

Обратные соотношения, полученные из (2.3). имеют следующий ви-/՜

где

..И —. -11
1 £Г ‘ £J £/ ■ ’

1 
г> =

_ - 1 • Ï _ V;'3 -33 1 
.,31 _ ______ —и (2.4)

£Т £2 £3 ’ е„
V ’ 1 1из = _21 - л____£ — т-------- 7’== — GnI El г;

е: Д' г. ֊ 4L
Д1 «2 Оз

2 ■/

(2-5)

2 С|1

причем

с1гс3с!п — СгзСИ — CJ2C53

.2

А 1 = CnC^Cjj

fll՜ ~ ‘*.-2 слз с' с։.;՜ - сн*7֊а

Q j Cjj C\.j с'^ C.J ֊■ с»с։г —

û5 ~ С22 С13 “ C-::\C1V — С։1 Cjj ֊

V.îl УЙ■ - ---- » — ■ ■
£’ Е, £f £з՜ £2+ £;

l2.n)

Если известно, что в ’сформированном материале все лиги сжимают
ся. то в соотношениях (2.4). (2.5) и (2.6) нужно псе величины с индексом 
(т) заменить соответствующими величинами с индексом ( — ).

В остальных случаях. когда часть нитей растягивается, л остальная 
часть сжимается, обратные соогн'шсння между напряжениями и деформа
циями получаются знал» j ичным образом.

Постоянные Cjp с?2. с՜., с33, с1:,, гп я <;,* можно опреде
лить опытным путем. И» рассматриваемого материала вырезаются 
стержни по направлен ism им~сй я в перпендикулярном к ним направ
лении. Потом из опыта на про» << ,-ас ижение и сжатие этих образцов опре- 
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делаются технические постоянные, с помощью которых можно определи! 
указанные постоянные. Постоянные с; . с, . г < определяются из опыта на 
простой сдвиг.

3. Рассмотрим тлучай. когда упругая среда армирована гремя однона
правленными системами нитей таким образом, что в ортогональной систе
ме координат ((),, 0 . 0,) направления этих систем совпадают с направле
ниями 0։, 0- и П։.

Матрица коэффициентов г/ деформированного композиционного ма
териала относите.’.г.во системы (<*,. П,. О,), как у предыдущем пункте, име
ет вид (2.1). Если при деформации материала псе нити растягиваются или 
жимаются, то для различия всем коэффициентам указанной матрицы при

бавляем индекс ( г) или (—)
В том случае, когда нити по направлению б растягиваются (сжимают- 

■ :֊ >. а по 0 и 0 сжимаются (растягиваю тся). то всем коэффициентам при
бавляем индекс «■ Е —" ( -1—?■) Если растягиваются (сжимаются) 
только нити по направлению 0. или 0։. то коэффициентам прибавляем ин
декс • — ■> (« ՛ -• ») пли х------- » ») соответственно. Здесь
тоже, для большей общности, предполагается, что плотность нитей по раз
личным направлениям различна.

Пусть материал деформируется так, что компоненты деформации 
= •_՝’ О, а 0 и ;п<0. 1 огда из условия непрерывности 

на при ж е ниЙ по л у чаем

,;4 г--------- -п — - -.-и с--------- ֊ "
С12 * С12 ‘ ‘12 • Ч?

Аналогичным образом, исследуя и другие виды деформированных 
стояний, когда два из компонентов деформации удлинения по направле

ниям координатных ‘.яппи раины нулю, найдем

‘■>1՜ ■ ~т՜ С։։, 6'^2 =֊ е?-„ 1 <՝■:

СГ։+ — <ЧР С?2 — Г72> см
<ЧГ‘ — с։1, с2. - с.а> Ст.1

С։Г — С-. С.л- с,?, с-и * ֊

«•ц' — ‘'11՛ С_,2 г,?. г:«‘ с:<:
С11՜ — с.,, - с,,„ -с31

(3.1)
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Остальные коэффициенты: с,։, с,Л, I. . си и с. по всех случаях дефор
мированного состояния относительно системы (0,. ” ) одни и те же. по
этому их запишем без верхних индексов.

Напишем, например, соотношения между напряжениями и ^форма
циями для случаев, когда в деформированном материале все нити растяги
ваются и когда растягиваются только нити, проходящие по направлению ”,

-и 4֊ -1- гI С13> >
-'3 _ . -23 

< 44 .

-л ֊ ад." •-т— ад;22 -11 .. -.11
<33 1 13.2)

-33 ы — ади
1 ^г2 -։-• в ..12 

՝ 1.6 1

-11 — ад" 4- + С1Й». _ .. -..֊••։
<44 1

-22 ад" + ад2՜ -г ед”. _Л1 ^41
саз । (3.3)

-13 == С1.и” 4- ад28 _гад • .12 _ .. „15 
— ‘се.

Из (3.1). (3.2) И (3.3) видно, что верхние индексы коэффиннен
См. с.-, с совладают со знаками у' , у2: и у՜11 соответствен ни. 11ринимая г т 
во внимание, легко составить соотношения между деформациями и напря
жениями и для остальных случаев деформированных состояний

Из (3.2). (3.3) легко можно найти обратные соотношения
Здесь тоже указанные постоянные (кроме с„. с . г,„) можно найти из 

опытов на одноосное растяжение и сжатие образцов, вырезанных в виде 
стержней из рассматриваемого материала по направлениям нитей и имею
щих такие размеры, что можно принять их прямолинейными. Постоянны: 
С»ь с.... и с,.л находятся из опытов на чистый сдвиг.

Заметим, что во всех рассмотренных случаях полученные коэффициен
ты сохраняют силу только относительно системы координат, выбран
ной вышеуказанным образом. Относительно другой системы координа.

новые коэффициенты сг\; получаются из выражений (3) пу
тем подстановки туда соответствующих значений с','՝ из (1.1) или (2.1). 

При решении конкретных задач к полученным соотношениям могут 
быть присоединены уравнения равновесия и неразрывности деформации 
условии на поверхности, зависимости между компонентами деформации и 
перемещений.

Вычислительный центр АН
Армянской ССР Поступила 2 1\ 1975,
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l>. b. ՄԿՐՏ23ԱՆ

ԱԴՄԱՆ£ ԵՎ ԱԵՂՄՄԱՆ£ ՏԱՐՐԵՐ ԴԻՄԱԴՐՈՂ, ԱՐՄԱՎՈՐՎԱԾ 
ՆՅՈՒԹԵՐԻ 2ԱՄԱՐ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՕՐԵՆՔԸ

Ա մ փ ռ փ ո t մ

երկրաչափորեն դծային աոաձդականութ յան տեսության սահմաններում 
Ոէ սումնաււիրվում կ ւււոաձդական, համասեռ ե իդոտրոպ նյութի լարումների !ւ 
դե ՛ի որ մ ա ցիանևըի միջև ֆիւլիկական կապի օրենրր, երբ այդ նյութը արմա
վս րվ ած է'

/. Բարակ, սւռաձդական թեյերի խիստ միաուդդվւսծ համակարդովւ
՝ Բ"ելերի երկու միւԱէէւդդված համակարդերով այնպես, որ բաղադրյալ 

նյութի յարարանչյո<ր կետում այղ հւսմ ակարգերր թքւււ/ր հանդիպում են ուղիղ 
անկյունով

՛է. Բ՚ելերի երեր միաուղղված Համ ակարդերււվ ա յնպես, որ արմավոր- 
վտձ նյութի տարածության մեջ այղ համ ակարղերր առաջացնում են եոա- 
յոււի օրթոդոնալ ցանցւ

թնղունվում է, որ թելերի աոաձդականւէւթ յան մոդուլը ղդալիորեն մեծ 
թելերը չրջապաւ/ւոդ միջավայրի մոդուլից, կամ այդ ջրջապատող մ իջա- 

հայրր վատ / դիմադրում ձդման ււեֆոր “արիաներին, որի հետևանրուԼ բա
ղադրյալ նյութը ձդման ե սեղմման դեֆրւրմացիսւներհն տարբեր Է դիմա
դրում:

THE LAW OF ELASTICITY FOR REINFORCED MATERIALS 
HETERORESISTAMT TO TENSION AND COMPRESSION

RE. MKRTCHIAN

S u m m a r y

The physical law of relation between strains and stresses of ela
stic, uniform and isotropic materials is examined in terms of the geo
metrically linear theory of elasticity when the material is reinforced 
by means of:
1) strictly one-directional system of thin elastic fibres, 2) two one-di
rectional systems of fibres with the fibres converging at a right angle 
at every point of the composite material, 3) three one-directiona) 
systems of fibres, with the systems forming a three-dimensional ortho- 
gonal net in the space of the reinforced material.

It is assumed that the fibres have a much higher modulus of ela
sticity than that of the surrounding meduim. or the surrounding medium 
poorly resists to tension deformations (cracks are formed in it) with 
the result that the composite material offers heteroresistance to tension 
• nd compressor deformations.
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Г 3. МИКАЕЛЯН. Г А МОВСИСЯН

РАСЧЕТ НА УСТОЙЧИВОСТЬ ОРТОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРА 
СКОЙ ОБОЛОЧКИ С ИЗОТРОПНЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

С УЧЕТОМ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ КАСАТЕЛЬНЫХ 
СОСТАВЛЯЮЩИХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Влияние граничных условий для касательных перемещении и усилий 
на величину критического значения внешнего давления изотропной ин- 
линдрячсскрй оболочки исследовано в работе | 11 В настоящей работе рас- 
матривается аналогичная задача для ортотропной оболочки с упругим за- 

голнителем. Исследуется также влияние утла намотки оболочки, изготоэг 
■.енной из армированного стеклопластика, на значение критической на
грузки.

1 Пусть ортотропная круговая цилиндрическая оболочка > упругим 
заполнителем подвергается равномерно распределенному внешнему давле
нию интенсивности <}.

Предполагается, что между оболочкой и заполнителем существует 
только радиальное взаимодействие, то есть касательные напряжения на 
контактирующей поверхности пренебрегаю гея. Известно [2. 3]. что учет 
касательных напряжений на контактирующей поверхности 1риводит лишь 

■ незначительному повышению критической нагрузки.
На основании полубезмоментной теории для рассматриваемой оболоч

ки получим следующее дифференциальное уравнение устойчивости

1 Сп\<>’Ф г
R \С” С... ' ' £>-֊,Л <1։Ц

_ я(т^- - 7-^+25.^Ф ) -/

где <1’—потенциальная функция, Т3—усилия в срединной поверх
ности оболочки до потери устойчивости, R — радиус оболочки, а, 15 коор- 
дипаты соответственно в осевом и окружном направлениях. 7- — радиаль
ное воздействие со стороны заполнителя на оболочку, С,,. С . С12, /322 — 
коэффициенты жег кисти оболочки, которые имеют вид

1-^7 1 — 7,7.։
г г :3 (1.2)

£_2Л , Е.,!гл
1 ֊ »1*2* " ' 12(1-чл)

Здесь 'д . Е., V,. V — модули Юнга и коэффициенты Пуассона материала 
оболочки, й — толщина оболочки.
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Радиальную нагрузку Z будем представлять в виде

Z = - h>w ■ kaR — (1.3)

где К' — нормальное перемещение точки срединной поверхности оболочки. 
''.— коэффициент жесткости заполнителя. Значение определяется из 
решения задачи Ляме для полого изотропного цилиндра, находящегося под 
действием равномерно распределенной но наружной цилиндрической по- 
верхностн нормальной нагрузки [4]

(1.4)

здесь б,5, V,, — модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала заполни
теля. R- — радиус внутренней поверхности заполнителя.

Принимая модуль упругости заполнителя малым по сравнению с мо
дулями упругости оболочки, будем считать, что до потери устойчивости 
внешняя нагрузка полностью воспринимается оболочкой. Тогда для вну
тренних сил в срединной поверхности оболочки будем иметь

Г։ = 5=0, Т? -Рд (1.5)

Уравнение устойчивости (1.1) с учетом (1.3) и (1.5) принимает вид

1 (г -с^\д'ф^п роЪф 

р\ 11 с,./ м и֊к ՝

gR^ = 0
(ф

2 . Решение уравнения (1.6) ищем в виде

Ф = X(a) cos —•֊ 
R

Подставляя (2.1) в ( I.6). получим

. X™ /Л¥=0

где
I =----- C^FP_ I RfnS_D (aV-Z: /JL

Спс24 Ch Г \R> "\R> *\r

(1.6)

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Решение уравнения (2.2) имеет вид

X = С։ sin /л -| С’> cos -г sh ла -(•* С4 ch Ха (2-4)

где Cv Czt С3, С։ — постоянные интегрирования, которые определяются 
из граничных условий.
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3 И:։ (2 3) для критического значения внешнего давления получим

I 11^'22 ^*Г2 П | ^22 1
7” к°^ (3.1)

где —минимальный корень соответствующего (2.2) характеристическо
го уравнения.

Минимизируя по П, будем иметь

| 12/Л^с^
I 2ЛЛ ' ‘ '

где

с = С,1С^ С?; (3.3)

Перейдем к определению коэффициента при различных граничных 
условиях.

а) Пусть края оболочки свободны в осевом направлении в на обоих 
краях запрещен«՝ смещение п окружном направлении, то есть

Г. =-

р'ф
V --

■■■

( 'к \

С.2г /
при у. 0, ? — I (3.4)

О

Из (2.1) очевидно, что условия (3.4) эквивалентны условиям

X’ X о

Тогда, для Л„ будем иметь [?]

6) I 1а обоих краях оболочки запрещены смещения как к осевом, так 
и н окружном исправлениях

и -------- о, у - 0 при х •- 0, х / (3.7)
(Ь.<К-

гб есть

А’ = А’ = 0 при 1=0, 2 /

! ՛ (2 2). в силу (3.8). получим |5|

4.73

(3.8)

(3.9)

н) На одном краю оболочки запрещены смещения в осевом и окруж
ном Направлениях, а другой край свободен;
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и ֊ v = 0 при • 0. (3.10)

Г,-0. 5=(С։1 с;2\ ,0 "Р” ։՜ 1

то есть

X - .¥ = 0 ПрИ 2 « 0
X' — X"’ = О при а « /

В Утом слу idv для имеем [5]

(3.1!)

1.875 (3.12)

4. Рассмотрим численный пример Пусть для гтсклопллсгияопои об«>- 
АОЧКИ.(Изготонленкон кисой перекрестной намоткой, имеем

Л 1 R 1
/? 50՛ / 2 <-0.10. < 0.144 А

£■; = 1.8-10» ~ 
елг

£, = 2.5-10՝ —6 ֊ 0.35 10՝ —
С’.И' СМ՜

•i для заполнителя

/е0 _ j_
R 2 ՛

Определим критическое значение внешнего давления при перечислен
ных выше граничных условиях (3 4), (3.7). (3.10) в зависимости от угла 
намотки ф.

Коэффициенты жесткости оболочки определяются следующим обра
зом [6]:

—- = В\ cos’ ? — 2(5.֊. - 25,,,' sin՜ з cos՜ - ■ Brj sin’ (4.1) 
7i

—— Z3U sin4 v - '2 (B. -- ) sin; ? cos’ - • B.„ cos4 ?
Л

с>г =• 4-[я„ вп֊2(5՜,,+2b;jis։n=?co»=T
Л

L)^ ֊ c t/?,'12

где

Bn r-^----- в,., rr
1 V? 1 - V, V, 

/>’..՛ —r 7?b'։i — ՝*j5._
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В табл. 1 приведены значения -։ для оболочка п зависимости от угла 
намотки <| при граничных условиях а). 6). и).

Таблица 1

Без чаиолнителк
0 20 40 1 60 90

а 5.628 4.864 3.594 !3.4б1 3.791 4.990
6 8.499 7.341 5 413 5.222 5 807 7.293
ս 3.383 2.926 2.168 |2.083 2.238 2?Տ90

լ. занолп и гелем
ս 20 40 15 60: 90'

8.200 7.436 6.025 5.833 5. «00 6.819
10.284 9 127 7.0(18 7.189 8.605
6.975 6.389 5.426 5.293 5.299 5.861

Сравнение полученных результатов показывает. ч ՛՛■ как заполнитель, 
так и граничные условия существенно влияют на величину критического 
давления. На и большее значение критического давления, во всех случаях, 
как и следовало ожидать, получается при ч 0.

Как £йдно из таблицы, запрещение на обоих концах оболочки переме
щении в окружном направлении (а) и перемещений в осевом и окружном 
направлениях (б) значительно повышают критическое значение нагрузки. 
,-Зтот результат для изотропной оболочки бел заполнителя получен в ра
боте 11.

Ергн.ии кии .!.1дяггх>1п ։сскп:"|
институт нм. К. Маркса Поступила 4 IV 197?

մ. Й. 1Ո44Լ?.1ւ1.:!Աե. Դ. И. ՄՈվ111«113ԱՆ

|И1ЛК1Ч1«| Ն311ԻԹ1Խ1. ԼՑՎԱԾ ՕՐԹՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՒԱՎԱՆՐՓ 
‘ւ1Ա'.111«Ն111՚ր?.Ո1«Ն1! Շ11ՇԱՓ1Ր1. 8ЬЧ.1).Ф111иПМГ|,ЬР1՛ ՎՐԱ ԴՐՎԱԾ 

ւ-ՀԱ՚Այււ՚Ն Պ11..։>1րԱՆՆհՐ1> ՀԱՇՎԱ1111՚11.1րР

II. մ ւ[ւ ո փ ո ւ մ՜

//ւ սամն ասիրվա ւ> Լ հ ավասւււ րա շա ф րաշխվա <) արա արին ճնշման սււսկ 
զանվւպ աոաձզակսւն ղլսւնային թաղանթի կայանաթ յան ր։

'ք-ն ա , и։ ավամ են թ աղանթի ներււամ ղտնվււղ աէւսէձւ/ական նյութի ե 
տարրեր եզրային պայմանների աղղևրաթ յանր րեոնված а ,իյ,սն կր Ւ1,1 Ւ ական 
արդերի ւ(րաւ

/•‘ЛрУи<г/ է թվային օրինակ ասրւէկեպյաստիւյ սյսւտր աււէուէած թաղանթի 
.ամար-
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STABILITY OF AN ORTHOTROPIC CYLINDRICAL SHELL WITH 
ISOTROPIC CORE. TAKING ACCOUNT OF BOUNDARY 

CONDITIONS FOK TANGENTIAL COMPONENTS OF 
DISPLACEMENT

G. 7 WKAEI.IAN. G A. MOVSISÎAH

S ii hi tn а г у

The stability of .in orthotropic cylindrical shell with elastic con 
under the action of external pressure, distributed uniformly, is conside
red, The critical value of loading dependent on boundary conditions 
lor tangential displacements is defined.

.'I И T E P A I > P A

I. d |ф|/ГОн //. /I. '1 сорим «билочек it пластин Труды l\ li< <•< ню juoii конференц ни in 
теории оболочек it плштин Eprn..i< 19h4

2. Stlde P. Tile Stability under Axial Coniprcjsson and Lateral Pressure of Circu- 
lar-cylindrieal Shells with .» Soft Elastic ( nr«-, j. Aerospace .S< i.. v. 29, No. 7. 
J962. 851—862

3» Уно J- C. Bucking of Axially Compressed Lang Cylindrical Shells with 1.1.»»lie 
Gore. Trans. ASME. E 29. No. 2. 1962. 329 334.

4. Каи .-I M. Теории упруго» mi Госгехтеориздат. XL. 1956
5. TujtouniKxo С. П. Колебания s нна-.гнеркок дел* Фн-шаггпз; XI.. 1959.
ii .4 лбарир.мяи С. .-I Теория лиинотропных оболочек Фнзматгнэ. XI, 1961.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АР МЯ НСКО Й ССР 
1Пф1։11Ь]||Ги XXVII1. № 6, 1975 Механика

Л А. ДАЯН

ТРАНСФОРМАЦИЯ ВОЗДУШНОГО ПОТОКА НАД ВОДОЕМОМ 
ПРИ НАЛИЧИИ МОНОСЛОЯ. СОКРАЩАЮЩЕГО ИСПАРЕНИЕ

По/ трансформацией воздушного потока подразумевают изменение его 
характеристик (температура, влажность, скорость движения и т. д.) под 
влиянием подстилающей поверхности, например, при переходе воздушного 
потока с суши на водоем. Причиной трансформации является изменение 
гидродинамических (шероховатость) и теплофнзичСских (температура) ха
рактеристик подстилающей поверхности.

Мстсохарактсоисч вки над сушек можно рассматривать как некоторые 
начальные характеристики» процесса, а характеристики над водоемом 
•։ "Жч рлсс.ма! рнвать как трансформированные метеохарактеристики су
чи Гкми.му, между указанными характеристиками можно установить оп- 
,՛՛•. । ;ьч- -со:.. ; >1- -ния. которые имеют тсоре । нческое и прикладное зна
чение.

Если поверхность водоема покрыта монослаем, трансформация количе
ственно отличается 0 1 случая, когда поверхность свободна (I).

Это объясняется тем. что при наличии монослоя изменяются шерохо- 
•юсть и температура поверхности воды.

Для количественного описания процесса трансформации необходим > 
V сч и. процессы тепло- я "лйгообмев.а и обмена количеством движения. так 

эти процессы определяют изменения температуры, влажности и ско
пи ш движения в «здушного потока.

Для иссл! л« .чни?; изменения влажности используется уравнение пе
реноса влаги э-мосфере. для температуры — уравнение притока тепла, а 
хля изменения ՛. -рогги ветра — уравнение движения. К ним присоединяет
ся н уравнение неразрывности. Получается следующая система из четырех 
\ /авнений для определения четырех неизвестных функций:

ди
о/

ди Он 0 / . ди \ с?2«
и------ г аг • = | к - 1 • 7 —

дх Ог О г \ Ог Ох'

01

дц дЬ о /, х о-ь
— и — ы ~ - ( к — ) -1 ՝> -----

Ох дг О г \ Ог / Ох'-

,}Ч

(Н дх Ох ог\ Ог > дх-

^^^.0 (1)
Ох 0-£

Здесь ось ох накрав ՝.՛ гпо воздушному потоку, о2— вертикально 
х. На 1л. координат находится на береговом линии. Предположено.
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1 го нет изменений по оси оу, поэтому в уравнениях оп՝ппнукн производ
ные по у.

и. &՛. (}, 0 — соответственно горизонтальная и вертикальная комп- ней- 
гы скорости, температура и влажность воздушного потока,— неизвестны? 
функции, подлежащие определению;

А. V — коэффициенты вертикального и горизонтального турбулентно
го обмена, причем считается, что коэффициенты турбулентности для раз
ных субстанций (количества движения, тепла и водяного пара) одннако 
•?ы. что неоднократно доказывалось многими авторами 2. 3 и др.]

Рассмотрим прямоугольную область

Ь < х •< /. Д < х 0 суша

О <1 гН (I х Д вода

Тогда граничные условия задачи будут:

при Х-—Д п=По(£). 0--9в,

<) / <1<} "Я а
2. при х = Д — — — — - =0

дх (>х Ох

3. при х ֊ 0 и — :<՛ = 0. О — с (х), о

4. при г /7 и — и | Н) — — — - 0
о г Ох

ОЦ
* ~ <М

<2х
2)

Здесь <((. — значение влажное । я над сушей, на водной поверхности для 
ячажности ставится условие, учитывающее наличие мпнослоя [5]. В этом 

/су . 7(^֊Р.,
условии ?■ = ’ А —-------------= где ;1 молекулярный вес во-

А (1.622 1 '2т.МКТ
дяиого пара; Р,։ — атмосферное давление; М масса моля: Р > адо
вая постоянная; Т— абсолютная температура; 7(1 коэффициент акко
модации, который характеризует физико-химические свойства йспаряю- 
шенся поверхности.

Для чистой водной поверхности • и. =0 и это условие превращается н 
ебщеирннягое

7 =

где г/,;—влажность насыщения водяного пара, определяемая по темпер,-1 у 
ре поверхности воды.

Для распределения темпера гуры на поверх»«^- ш :5<>։ пользуемся «ыра- 
.кснйем, предложенным А. М. Мхичаряном | -4 ]

О (х) — (2.8 — 2.2 гЬ зх) $1п <՛</ при ? - О 

0(х)’=(3.5—1.5 1Ь х) ьн1 -г при з ֊г 0
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Зададим А?(.х. •֊) а виде степенной функции 

к - М*)(у)'
где Л,(х) — коэффициент турбулентного обмена на высоте 2, Параметр Р 
зависит от шероховатости поверхности /?(*,>) и принимает следующие зна
чения:

суша вода

г',: Рк ֊о Р

10 2л< 0.15 10-4лг 0.08 з =0

10-\н 0.11 10 ".м 0.05 з==0

Система ( 1) решается методом дробных шагов [6] После расщепления 
.место одной системы (1) получаем две подсистемы, в каждой из которых
содержатся Производные ТОЛЬКО по

1 С>И Ои 
1 ~

2 01
м.

О;

1 оЬ— • те —
2 д1 Ог

1 д(1 
г- ТЛ ------

2 01 дг

/, (Я 
— * — 
иг \ дг

одной пространственной переменной

(3)

1 ди ди д՝и■ ■ ■■ ■ ■ и — — V -------

2 01 ох дх:

1 (?& , оЬ д-Ь
------------р и — ■^= V --------

2 О/ дх дх-

1 0(1 ОС/
------------г и — = ч----
2 д։ Ох дх՞

(4)

Эти две подсистемы запишем в общем виде

1 (5)
2 01 ■ э; о; \ <К/ 

где

. I 2 для (3) | хи для (3)
!. х для (4) I ч для (4)

Пас ле замени: Производных конечными разностями получается уравнение:

։= Л- (6)
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Полученная сие гема алгебраических уравнений решается методом прогон
ки. Решение имеет следующий вид;

Ч- 1
с,.,

(7)

(8)

Со. 
'1 - 1 ~ ------------

Я.-Р/
(9)

Важное зн • 1-:иие имеет выбор шагов.
В проце։ рансфррмацин гл.мые существенные изменения 

дят вблизи береговой линии Сх=О) и у поверхности (2=0).
Поэтому вблизи них надо брать мелкие шаги.
При удалении от берега н от поверхности на некоторое расстояние про

цесс устанавливается. Поэтому шаги ио вертикали и по горизонтали взя
ты переменные. Вблизи х = 0 и 3=0 взяты наименьшие шаги. При удалении 
от берега и от поверхности до некоторого расстояния шаги увеличиваются, 
после чего полагаются постоянными.

дг„ = Дг։ = 0.0625 АО П 8

при п^>8 Дс -=8 ДО п 24

= г’՞՜

Дх3 50 г = 1, 2 до т — 17

при !П ■ 17 Ах 250 до т — 32

Результаты численного решения

Коэффициент ■*, как уже говорилось, учитывает физико-химические ха
рактеристики монослоя. 1՛ 1ри а=0 поверхность водоема свободна от моно- 
слоя. Сделаны расчеты для следующих значений а՜ 0.05; 0.1; 0.2: 0.3; 
0.4; 0.5; 1.0. При этом т = 5 лесе«. На фиг. 1 приведены графики, показы
вающие распределение влажности ио высоте для трансформированного по
тока при различных монослоях.

Как и следовало ожидать, влажность (следовательно, и испарение) 
наибольшая в случае <1՜ 0. R случае сх = 1 влажность (испарение)—наимень
шая.

Введем величину — меру трансформации — *9

- - ?
Чп~<1<>

Значения (}.. и (/,. берутся из граничных условий. 7и՜ 13 .чб. <7г.(л\) — по 
формуле Магнуса.

В табл. । приведены значения на разных высотах при различных 
значениях а Как видно, трансформация наибольшая, когда поверхность
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Таблица /
Изменение меры трлигформ.чции при рлэлячь^х гипчепн«* »«.-» разных 

пысотях и расег<»ж»1И«х «»т бгрствогп ур«՝»д

мм 0.125 0.25 0.50 1.0 2.0 40 О 125 0.25 0.50 1.0 2.0 | 4.0

1 0 20 0 13

1

0.08

0

0.05 0,(4 0 02 о.п »>.09

1

о.оъ

). 1

0.03 0.03 0.01
2 0.31 0.20 0 13 0.09 0.05 0 0| 0.23 0.14 0’09 0.05 0.04 о.оз
3 0.37 0.21 0.15 о.п 0.08 0.06 0.23 0.18 0 12 0.07 0.06 0.04
4 (1.40 0.27 0 17 (1 13 0.09 0.06 0-30 0.19 0.13 О.О8 0.07 0.05
5 0.4И 0 28 0 19 0.14 0 |0 0.07 0.31 0.20 0.14 0.10 0.08 0.06
б 0.41 0.2,4 »21 ой 0.11 0.08 0.32 п.21 0.15 О И 0 09 0.06
7 0.41 0.29 0.22 (1 15 0.12 0.08 0.32 0.22 0.16 О.П 0.09 0.07

10 0 42 0 50 0.22 0 17 013 О.П 0.33 0.23 о.п 0.12 0.09 0.08

1 0 11 и ио

1

0.О4

> 3

0,02 о 01 0.00 0.(1»» 0.00

։

0.00

3.5

0«00 О.Оо 0.00
2 о 15 и 10 о.оъ О.О4 0.02 0 00 0.11 0.06 0.04 0.02 0.0(1 0.01»
3 0.17 0.12 0.08 (1.05 0.03 О.ОО 0.13 0.08 0.06 0.03 0.01 0.00
4 0-19 0 13 0.09 0.06 0 1Й и.1И> 0.14 0.08 0.06 0.03 0.01 0.00
5 о.20 0 н 0.1(1 0.07 0 04 0.(41 0 14 0.09 0.07 0.04 0.02 0.00

в 0 20 0.14 0.10 0.07 0.05 0 00 0 15 о.п 0,07 0.04 0.03 0.00
7 0.21 0 14 0.10 0.08 0.05 0.00 0.16 0.11 0.07 0.05 0.04 0.00
И» 0.22 0 16 0 1! 0.09 0.*о 0.00 0 17 о.и 0.09 0.06 0.05 о.оо

ноды не покрыта моиослоем. При. наличии же моиослоя чем больше сокра
щение испарения, тем меньше мера трансформации влажности. Трансфор
мация влажности кончается на расстоянии 2—3 к.м от берега, когда (Х = 0. 
Яря наличии монослоя процесс трансформации аапершается ближе к бере
гу. Полученные результаты подтверждаются данными наблюдении | I]. 
Изменение значения влажности непосредственно над водной поверхностью 
в зависимости от значений <։ показано на графике (фиг. 2). где

, _ <И*֊*> <7а 
''' • <?, — <7о

При р.н ч< ։.«х трансформации температуры получились следующие ре
зультаты. I рафики на фиг. 3 показывают распределение температуры иг. 
разных высотах соответственно для случаев <։ = 0: 0.3: 0.5:

I 1.« графиках видн< повышение температуры над полном поверхностью 
причем »гем больше՛ и, тем больше повышение температуры.

Графики на фи> 4 покалывают распределение температуры по пысо- 
1С на разных р.кстоинии՝ от берега
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Фиг. 1 Pdi։ipr.i-.-\ej!iie влажности трансформированного поток՜, i зы* ՛- 
при различных значениях

1—։ 1. 2 -з 0.5. З—т֊ 0.3. 4 а 0.2. 5—а 0.1. 6-՝ I

Фиг. 2. Изменение величины (j„t и зависимости от значений а

Расчеты показывают, что трансформация горизонтальной скорости за
вершается ближе ■< берегу, когда монослой существует, а когда поверхность 
воды свободна г>1 нее. процесс трансформации завершается дальше от бе 
рега.



Зи Л. А. Даян

В табл. 2 приведены значения ~а где значе
ние горизонтальной скорости на берегу, на высоте 1 .и, и значение 
скорости трансформированного патока на той ;ке высоте.

Тн6.\ни<։ 2
ИйЧ’ЧЬ. ,:!!<' .'.ИаЧОНИЯ Т( На ВЫСЛ г 1.И И« рЛЗНМЯ 

расстояниях от берега для двух лначеннй ։

X Л'.Ч
1 »—о 1 0.5

14 (Г) н(л) -п0 1/(1 > | и(л ) По 1 =о

0.0 2. оо 0.00 0.00 2.00 0.00 11.01)
0.5 2.70 0.70 0.50 2.96 0.96 0.6'1
1.«) ЗдЮ 1.00 0.71 3.2Я 1.28 0.80
3.0 3.30 1.30 1).1'3 3.11 1.44 0.90
о..О з.4о 1.40 1.10 з 60 1.60 1.00

(1>нг. > Распред! м'ииг температуры пи горизонтали на равных «ыготлх 
при различных значениях </.

1-2 0.5 м. 2 Г 0.25,ч, 3֊-֊ 0.125 .м. 1 х 0 ,ч.

Теперь попытаемся путем изучения особенностей процесса грансфор- 
маиин воздуха под влиянием подпой поверхности яри наличии монослоя к 
без нес приближенно оценить экономию испарения.

С этой целью обратимся к фнг. I. где приведены профили 9'(֊. «).
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19?

№111114 ЛОХ

Фиг 4 Рш. предслсняс cM.jfp.irvpbi по пмк-тс и. разных расстояниях от 
берега при paxxtiuuiijx :ш г-н «:>inx ц

1 .Г 1 Ц.՝.:. '2 . 0.5 км. 3 0 км

Если испарение чистом воды равно площади. включенной между кри
выми 0) го аффект сокращения испарения при наличии моно-
слоя МОЖНО

«).
(Щгннть пл о ща д ыо, з а к л ю ч г к я о и между кривыми (1 (<. 0) ч

тах
С чедовательно, экономия испарения я зависимости от «. в процен

будет:

0» ։»!</.-
Э(») $-------------------------------------- 100 ։;։

\ |«(г, 0i <70(г)| «-■

Ограничиваясь в ось мн метровым слоем (6 8 .ч) воздушного
над водной поверхностью используя данные, приведенные на фиг.

потока
1. при-и

а влнженно рассчн га на испарения в зависимости отЭКОНОМИЛ!

□ 0.05 п.ю и.2п 0.30 0.10 0.50 1.0

՛ к. 2“ 41 51’ ...

Отсюда видно, что чем больше значение и, гем больше получается и
экономия испарения

Е» ев.пккнй отдел 3.:к.1|-.1. । >i.xo։:o
1ыучно-нсслсд11П|Ггоь<:кого riiai՝՛՛-

.метеопологпчеенбп.֊ пне тип П։>сте;:п \ । 1 IV |°7т
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in t'li qinqy[tg, Lpp vpji dwljlipb m ifl p uit/uitn f npb/t AniAlpti
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L.U1 ?>[m dhfapp [t pmli in'll Ui rpj /./ i.'u I Ijliljinpitliiiijli'ti '«/’'//’Z dfafL-
'liUJl[i dp in:

*•"1 n( tn dbLpp gmjy th inutj[tn, up hpp ipft d itil{l.phtttjpp AmA Ip/mA £ 
1‘ :in(iiih/hn/ Iiipui'iiupnpdnjyptujli hjtlinijPp tin[<npnn{ md f։ unit ft y nn[liilt dbi 
n'ltritii/itprttp  jut)) ilptti, pnilt uijb >j fa uj ptt t il, fapp d ml(Lplit>i jfl jt A in Alpini A ( pui- 
tj Ill'll [In if I

6 m/1 ^<p(t dm IjL ph n ii/i p AtitAlp[uiA lt 1} Ul qittb [I in[, p nip&ptirii ntd /, urjh 
jhpd in mn [id Ill'll p fpUltfiipA jtpiinn d I I'hjyin'lt u'LA l։ q t> j n p t [> in rj d in'll Ijp.iiu- 
uimdp, lujhpin'ti dbA I. olipdinmn/i.'iiiltli pinftApiitgiitdpi

<fa՝!tnt '> ninn[ ttid i ?n tn p j [tui yd tub uihuifaitindp, muipphp [J ui quill [Hi fap [r
qfaiqpmd :

TRANSFORMATION OF AIR FLOW OVER BASIN IN THE 
PRESENCE OF MONOLAYER REDUCING EVAPORATION

I,. DAYAN

S u cn in a r y

rransformation of humidity, temperature and velocity of motion 
of air flow is examined on its transition from 1 nd into basin in the pre* 
sericc ot a monomolecular film. By stnding the peculiarities of the pro
cess of air transformation, the economy of po: it ion is approximate^ 
evaluated.

JI H I E P T > P A

1. .V,\. ,xw I. 'd , ,/cur՛. in, 3/. I.. Juf. ՛. 3. .-1 ih H J. 0 noaMoiKBocm j
•i.kiujii ■f<|<q՝i՝xriinrioi•! • Muiiwy.iH, caiixiaitiniux .< «ipcmn boahoh noBCpxiKrtTiuj 

tim naysrMHs i.-.iiu՜ liopMaumi i\.i.khoi-th ’..iiumico uni-Qx^ .Ioka. AH
\;.m TCP. r \\ . № 2. ’o7
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.՝ Л СПЕКТОР

О ЗОНАХ ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЯ И СЦЕПЛЕНИЯ НА УЧАСТКЕ 
КОНТАКТА КАТЯЩЕГОСЯ УПРУГОГО ЦИЛИНДРА

И ОСНОВАНИЯ ИЗ ТОГО ЖЕ МАТЕРИАЛА

3 раб՛. ie рассматрг.нёстся iaück.im задача ՛• качении упругого цилиндра 
по основанию из тог՛, же хга/ерка.ха. При качении на участке контакта 
имеются ■ ■•iw. где тела проскальзывают ip.y» относительно друга, и зо
ны. в точках ко.'” рь: . «тн՛ ситсльная скорость цилиндра и основания равна 
нулю (зоны сцепления)

ВиСр -д- <u .1 с j.-eu-V.-г-ие нт< • ••-..ы t пял՛.՝ подучеио Ф. Картером В 
работе [ IJ. В ней ". ед полагалось. го уча« .ок контакта делится ни две во
нь. переднюй по направлению качения, где гола имеют нулевую относи
тельную скорость. :։ заднюю, где происходят проскальзынаши՛ и выполнен 
закон трения Ку лона. Fjbiaj получены распределения напряжении и коор
дината точки .'аздела участка контакта на зоны Аналогичное решение 6ы- 
л:> получени ,. Г. Фроммом .2] Вопрос обоснования нредно хожения 
Ф. Картера и единственности полученного им решения рассматривался 
Г. Порипким ' Им был.; изучены возможные случаи, когда зона сцепле
ния одна, а -!.'Н проскальзывания одна или две. Для каждого положения 
зоны сцспли них был< п -л՛. • Сйре распределении- напряжении на участке
контакта. В работах [4. ’ было показано, что при некотором уточнении 
граничных условии ил -и ел решений, полученных в j 3]. им будет удовле
творять лишь то, которое совпадает с решением Ф Картера, Этот вывод нс 
•лог считан., я • и чате льны м. так как случай разных знаков касательных 
напряжений . дв*.\ .. .нах проскальзывания нс был рассмотрен. В рабою 

6 были доказано, чт՛..- этот случай реализоваться не может.
В настоящей работе хаете- я попытка рассмотреть наиболее общую 

возможную . итуанию. когда на участке контакта имеется произвольное 
пело зон сцепления и проскальзывания. Доказывается, что решение 

Ф. Картера и в ьтом случае остается единственным.
Вчс/.’-м прямоугольную систему .координат Олт/, связанную с участком 

контакта. Начале системы к .ординат О и՛ м«-< им п его центре, ось Ох на
правим нл< х: учах на вег-. >ну качения цилиндра. Предполагая, как обыч
но. чтс ширин?, участка кошакта много хи-нг.ше радиуса цилиндра /?. будем 
считать контактирующие тела полуплоскостями {/.--'О и o AÜ. Пусть центр 
цилиндра дБижегс.ч с пос еянном скоростью и՛, а угловая скорость нраще- 
ния цилиндра аокруг центра в>. Положим, что скецн.чть качения много 
меныш,- uKoppcTii ><icnpoc. (ы нения .пи ка и среде, и бу.к-м и дальнейшем 
пренебрегать инерционными членами. Обозначим через £(х) разность ско
ростей точек основания и цилиндра, совпадающих с точкой х участка кон
такта. Тогда имеет место соопюшение 17՛



О контакте катящегося цилиндра я основания из того .кс материала

ди! ди
$(х) =-------- — '>

дх Ох

61

(1)

где 5 (х) = 5(х)/ш: и ՛, и՜ - упругие касательные смещения точек 
цилиндра и основания,

ж — у.
6 ֊ —---- -

Следовательно, в точках нулевой относительной скорости контактирующих 
тел будем иметь условие

ди~ ди՝
Ох Ох

В остальных гэчках участка контакта касательные напряжения г, , пропор
циональны нормальным п„ и по направлению противоположны скорости 
проскальзывания

V» - — 5 1х) (2)

здесь р— коэффициент 1рения скольжения. Границы тел пне участка кон
такта свободны от напряжений.

Используя известные выражения для смещений точек границы 
упругой полуплоскости под действием касательных и нормальных напря
жений на участке контакта, получаем для случая контактирующих тел н:> 
одинаковых материалов следующее равенство:

ди՜  ди _ — 1 * -хч<11 з)
Ох Ох 4п;л ,1' ,Г

-/

.. л — 3« . .Здесь /. -----------• > и р постоянные Ляме,
л и

Полуширина участка контакта .՛' и нормальные напряжения на границе ". 
будут теми же, что я п задаче о статическом контакте цилиндра и основания: 

здесь Р— нормальная нагрузка на цилиндр
Введем голоморфную вне участка контакта функцию:

Г (г) =— С— 7 (11 ~ ч 
2֊1^1 -2 7.-Г1

Напряжения т. будем искать к классе функций, удовлетворяющих уело-
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пию Гельдсра на отрезке — /^х^/. В силу гладкости контуров тел. будем 
считать т, непрерывной функцией на всей границе тел. и так как напря
жения вне участка контакта отсутствуют, го выполняются равенства:

/) —^(О 0. Тогда существуют граничные значения М7^ г) и
1Г (л) функции И- (х), удовлетворяющие условиям Гельдера но всех 
точках участка контакта. При больших |-| функция представ
ляется в виде

11<| формулам С •хоцк го-Племеля и с учетом равенств ( I), (3) получаем

Н" Г ~2пд,,(х)

1Г 1Г‘ = ֊-.4^) при ’4)

В дальнейшем нам п 'требуется следующая лемма
Пе.и.че. Функция $(л) не меняет знака на участке контакта (относи

тельная скорость кон гак тирующих тел в точках участка контакта не меняет 
направления)

Доказать Ни тяо. Функцию И (’) будем рассматриваю как отображе
ние пхоскостн - на некоторую кол՛, шую часть плоскости Достаточно 
рассмотреть лишь отображение верхней полуплоскости 1гП2^0, так как 
II7 (г) 1& (г). 1Г (х)~ 1Г \х).Обозначим множество точек 1шг^>0
через А, а множество 1гп с 0 через А. Предположим теперь, что су
ществуют хотя бы дне точки х Р и х <7. в которых функция $(х) 
имеет разные знаки.

Тогда найдутся точки г՝.: А. которые отображение IV՜ (2) переводят 
внутрь 1-го и 111-егг» кпядрзнтоп плоскости XV. Действительно, из (4) вы
текает. что

И7------5 /՜*՜”

( Н дона 1 ГЛЫО1. ьлг <(/ ) 0. л 5((?)<.О. го из условия (2) н знакомо*
стоян՛ тва о получаем

[։։։ 1Г (А)՛ 0, Ке й7 (А<0
(6) 

1։п 1Г «Л>0, Ией7 (<2) . о

Итак, граничные точки ՛' и <2 множества А переводятся отображением ՛՝ 
внутрь 111-его 1: 1-ого квадрантов. В силу непрерывности функции IV. пай» 
к- ся и пара внутренних точек /’ н </ множества L. достаточно близких к 
.՛' и 0. которые переходят внутрь этих квадрантов.

Покажем, что ни :>дна точка множества I. не переходит внутрь П-ого и 
\ - н'|.՛ квадранте-, п'.осйост։։ Действительно, в силу соотношений 

1.ч1 '/’~(х1 0 при — х I х ; 1ш I?7 (х) Ие И7 (х)..-.-0
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при—ни одна течка границы множества А не переходит внутрь н их 
квадрантов. Предположим, что хотя бы одна внутренняя точка ГП множества 
I переходит внутрь 11-ого или !Х -ого квадрантов. Через точку 0—начало 
координат в плоскости IV՜ и точку /и проведем луч и рассмотрим .множество 
тйчек А/ этого хуча. обладающих прообразами в Д. Пусть

7 = $цр | (7)
.V

Ясно, что 0<7'<ос Исходя из непрерывности функция II (£). легко по
казать. что точка IV хуча от, для которой IV,, |=у. обладает прообразом 
в А и. следовательно, принадлежит множеству М. По ранее доказанному, 
этим прообразом не может быть граничная точка Ь. Функция IV (д), голо
морфная в £, переводит внутренние точки во внутренние |9|. Если же точ
ка 'V’,, внутренняя хя образа мн<.ж#-< гва 1. то равенство (7) не может быть 
выполнено. Итак, предположение о наличии О'.с-к. переводимых внутрь 
11-ого или 1\'-ог<> квадрантов. привело нас к противоречию.

Рассмотрим вновь точки р я ;7. Их прообразы, очевидно. могут быть 
соединены непрерывной кривой, проходящей рез внутренние точки мно
жества Так как отображение IV голоморфно а Е. то образ этой кривой 
будет непрерывней и проходящей через внутренние ’очки образа А кривой, 
которая соединит р н </. Эти точки лежат п 1-ом и 111-ем квадрантах, а во 
11-ом и 1У-ом квадрантах отсутствую! образы точек Д. следовательно, лю
бой непрерывный путь должен проходить через точку 0. Нс» сочка 11 нс 
может быть образом никакой внутренней точки множества 7., так 
как иначе она была бы внутреннем точкой образа А и тогда наш
лись бы точки, переходящие внутрь 11-ого и 1\'-ого квадрантов. Поэтому 
искомого пути Р(] не существует, и нагие предположение о перемене знака 
функцией .х(л) несправедливо. \егко показать. <то знак этой функции 
совпадает со знаком б. Лемма доказана.

Пусть теперь множество точек .՝. участка контакта, для которых 
$(х)=0. ес ть совокупность и отрезков, положение и размеры которых 
должны быть определены з ходе решения задачи.

Положим для пределеннос!и Л>-0. Тогда по лемме функция

IV/ . - I 2/ ("ли • , 2;՝ » .|------ — сП — ---------- 8)
2’7 р ‘: '1-1

-։

голоморфна вне эон Сцепления и ограничена г концах всех -них зон. В точ
ках зои сцепления зыяслияггея условие

IV? -------------------с
ИА1
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( троя такую функцию но известным формулам [10], получим

if; и֊) ֊

при п 2> 1

---- --------- (iz ■- I (а 4֊ г) (Ь — г! ) 
(7 4-1)7?

P(z)X(z) при п 1

здесь Л(^) — решение соответствующей однородной задачи сопряжения, 
Р(-) произвольный полином,—п и Ь—концы зоны сцепления.

Из равенств (8) следует. что при больших |*| функция П'։(г) остает
ся ограниченной. Из равенства же (9) вытекает, что при п>1 ограничен
ных решений задачи не существует. При н=1 искомая функция существу
ет, если положить Р(<) = 0. Определяя теперь функцию №(?) и затем по 
формулам (4) функции г (х) и ’‘(л), можно показать, чти если перед зо- 
ной сцепления \ежш зона проскальзывания, то условие (2) нарушается. 
Поэтому зона сцепления примыкает к передней по направлению качения 
границе участка кош акта.

Касательные напряжения и длина участка сцепления, найденные после 
определения функции №(?) совпадают с таковыми в решении | 1. 2]. 1а- 
;и,м образом, единственность решения Ф. Картера доказана.

В> •■;>>։<> шъtn n.ivi;, i-ik г л։՛доп.I 1 т ми хии
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ON REGIONS OF SLIP AND ADHESION WITHIN CONTACT 
AREA OF A ROLLING ELASTIC CYLINDER AND A 

FOUNDATION OF THE SAME ELASTIC PROPERTIES

A. A. SPECTOR

S u ri) шагу

A steady rolling of an alastic cylinder over a foundation of the 
same elastic properties is considered. Amonton-Coulon’s law of dry 
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friction is assumed to hold. The number and disposition of region^ oi 
slip and adhesion are established without any supplementary assump
tions.
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ИЗГИБ ТОЛСТОЙ КОЛЬЦЕВОЙ ПЛИТЫ

Рассмотрим изгиб толстой кольцевой плиты нормальными усилиями, 
приложенными к боковым поверхностям 12. (/= 1.2). Эти усилия изменя
ются пп толщине ио степенномV закону.

Фиг. I.

Введем безразмерную цилиндрическую систему координат (фиг. I) и 
обозначим перемещения точек влиты в направлении оси £ через ЗУ, а н на
правлении оси /’ — через ■'< >’/, (перемещения в окружном направлении 
сесимметричном ֊ \у*։ае отсутствуют, то есть и՝.՛ — 0). Однородные реш» - 

ния : 11 и рассматриваемом случае можно записать в следующем виде 
12. 31;

«.г. = — I(Vt + 1>:г Л.?дГ) - 2Re V
dr - dr

(1)
w(r. ՛■'֊ -Г 27Лаг֊ 2 Re v <7,.ОС,

“ г I

Здесь v։ — (1 2v) Д '/ коэффициент Пуассона,
dr* г dr

f — - относительная толщина, 2Л и /?։ размерные толщина и кну-

треннин радиус плиты; п/։ (’.) и </։i(Z) известные функции Z, 2՜, корки 
функции sin 2; -<2՜,, приведенные я статье |4|. Суммирование в . 
ведется по корням '1; из первого квадранта.

Решение г. форме (I) удовлетворяет уравнениям равновесия и одно
родным условиям на плоских гранях плиты. Оставшийся функциональный



Изгиб толстом холънсвой плиты 6 7 •ЕГ— ——-- ——- —
произвол (/—бигармоничсская. С — мета гармони ческа я функции) [пиво 
ляет удовлетворить граничным условиям на боковых поверхностях пли:։.՛ 
2,. Если загружена внешняя боковая поверхность влиты, то граничны՛ 
условия имеют вид

т:Ь. = 0 (<7=1,2) (2)

Если же загружена внутренняя поверхность, го

=,| . VI ■, = =-!.. =-,:1-... = о (3)

Бигармони веская’ функция к осесимметричном случае представляется 
так

1 (г) -• ?։г՜՛ + \ 1п г — 7лг'՛ 1п г а,։

Из условия однозначности перемещений получаем т3 - О, а постоян
ная <։< не влияет на распределение напряжений в плите, ее определе
нием заниматься не будем. 11оэтому

/••(г) = а,г- -| -х21п г (4)

Общее решение модифицированного уравнения Бесселя, которому 
удовлетворяют метагдрмоническне функции в осесимметричном случае, за
пишем так

Ср (г) </г, А.о М -I- (Ф л)
«хУ’ю ֊ а.г\г) (5!

где К„ /.— модифицированные функции Бесселя, /? — безразмер
ный. а R. ра (мерный внешний радиус плиты.

Перепишем граничные условия (2) г учетом выражении (4) и (5) и 
уравнений закона Гука

2.3>,-1|», ֊֊(',֊1)’: I ■ 2Ие У ■!/,.. '1
I ^=1 и

дГ Л/. (') (И 1
/р \\) П), (■.) .А

г. (фя)р,,лГ'(А)| Л՛՛՛’։'.) о

Ке2 г,(С)|а»А՜ /?)к.(”(/?) +Л,Л,1 (ф/А|=0 (6)
\ ' 'А

Н<- V
I. I

арЛ| <<₽>(П = 0
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со

■; [2 (3v։ - 1) Х։ - (v։ 4- 1 ) aj • 2 Re У]
р-1

МО֊

֊п-с./ Л, ՛■• ■ ՛-՛ (т0|л;-N՝՝п=о
Здесь

Л7 (*Н - WIK9(аг). Л/<°>(С) =

Р<7(аг) аА(аг)/4(аг), /V("(t) = O

Если в граничных условиях (6) положить А’ ' (^) 0« а А/(1|(С)=т

Ра. ‘ , то они будут соответствовать условиям (3).
Для удовле пореяия граничных условии (6) используем .метод ортого

нализации. вэяз 0 качестве базиса полную на [—1.1] систему функций

|sin«, cos <„* — (2т 1). т ֊ 0, 1,... L Это позволяет свести
X 2. f

краевую задачу к решению бесконечном системы линейных алгебраи
ческих уравнения относительно 2р I 2 произвольных постоянных ар 
i.„ а,,, Указанная система получается такой

(7)

Зде ь введены ебрзначемня

п»„ - (~п՞8'- С п„ (С) sin ։„wc, ь, = — rmP 
2(Vj -I 1) л

‘ PIA?
r„,.= J—iTV(■ r,(0cosг„г.л <v«i = (֊I)"8- 1'Ar('’sino„c</։ (8)

2b.i + i), 2(', + H J
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После опреД1ления чсвффнпиемт :• напряжения я плите находятся по 
следующим формулам:

о, -.,2(3ч 1)։, - ^Л։| -2ЧС X}] /,(')
I . 1 •

’-».Ю р. ( > )
и А? ,г) +

Численны? расчеты проводились с коэффициентом ПуйсСсна т = 1/3. На 
' у 1

фиг. д приведены графики изменения напряжений — "917։ по толщине 
‘ 0

|>л ты, когда ьнсшннг. радиус Л* _ 3, для различных относительных толщин 
Пунктирная лип :я относится к загружению плиты по линейному зако

ну. а кривые—к загружению внешней поверхности по закону Ня 
••нг. 3 даны эпюры тех же напряжений, но при л=2 и различных А’ Ха

рактер изменения напряжении ~ на плоских гранях плиты по перемычке 
между боковыми поверхностями можно проследить на фиг. 4. Предстаяляе; 
интерес поведение к •теьциильном части решения ■=>* при отходе от боко
вых лове хнс< ;'е11 - различных сечениях пли гы. Графики изменения ука
занной величины при различных л приведены на фиг. 3.

Точность решения контролировалась проверкой удовлетворения гра
ничных условии на боковых поверхностях плиты При .э том система (7) ре
шалась методом редукции. • < максимальный порядок брался равным 62. что 
Позволило удпвлетаори;ь граничные условия на боковых поверхностях . 
точностью до 2—3% от величины в широких диапазонах изменения 
?. н .9
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Фиг. 3.
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THE BENDING OF A THICK CIRCULAR PLATE

E. V. ALTUKHOV. A. S. KOS.MODAVHANSKY, V. A. SHALDYRVAN

S u m in ary

The .solution is obtained to the axisymmetric problem on the 
bending of a circular plate under the power law of change in normal 
forces given on one of the cylindrical surfaces bounding the plate. 
The distribution of stresses near the side edges as well as at the 
bridges between them is analysed numerically.
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