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I Б. ВЕРМИШЯН

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ В ПЛАСТИНКЕ С ЭЛЛИПТИ
ЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ ИЗ ВЯЗКО-УПРУГОГО МАТЕРИАЛА

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВИБРАЦИОННОЙ НАГРУЗКИ

Исследовано нагружение бесконечной пластинки из вязко-упругого ма
териала с эллиптическим отверстием. Прилагаемая нагрузка представ
ляет собой растягивающее напряжение. действующее в направлении малой 
оси эллипса, я меняется ио гармоническом} закону постоянной амплиту
дой. Кроме тоге, рассматривается случай всестороннего растяжения плс- 
станки.

Для установления связи между деформациями и напряжениями, воз
никающими в пластинке, необходимо знать составляющие так называемой 
комплексной податливост ։։.

Известно [ 1|, что составляющие комплексной податливости существен
но зависят от частоты колебаний и температуры. При этом За счет работы 
диссипативных сил происходи։ выделение тепла. Поэтом} для определения 
температуры получаются нелинейные дифференциальные уравнения пара
болического типа, содержащие некоторые функции, которые находятся 
экспериментальным путем.

Задача решена при условии, что температура на контуре отверстия 
равна температуре окружающей среды, а па боковин поверхности происхо
дит свободная теплоотдача в окружающую среду по па правлению нормали 
к плоскости пластинки, то есть по направлению оси о*.

Имеет место соотношение о'Гог а(Т..—Т). где а — коэффициент 
теплопередачи. Кроме того, предполагается, что температура по толщине 
пластинки не меняется.

I. Одностороннее растяжение. Будем рассматривать деформацию пла
стинки с эллиптическим отверстием, которая состоит из вязко-упругого ма
териала. На пластинку действует растягивающая нагрузка в бесконечно
сти, которая меняется по гармоническому закону с постоянной амплитудой 
равной

Будем полагать, что составляющая комплексной податливости /' ( ! . <•») 
мала по сравнению с Т( / . ы).

Таким образом, для определения напряженного состояния можно вос
пользоваться решением упругой задачи о растяжении пластинки с эллипти
ческим отверстием ;2|.

При решении задачи воспользуемся о (обряжением внешности эллипса 
па внешность единичного круга | ъ.| 1.
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Отображение дается формулой

= АТ. ?'Л) (А’>0, 0 3<1) (1.0)

Окружности !' I 1 соответствует эллипс с центром в начале 
координат с полуосями « А(1֊гР). А А(1 3).

В таком случае компоненты напряжения в полярной системе коорди
нат будут

где

-о _ _у
23

с. з'.'совм#/. 3;. - СОЗ '՝/, •и. - СОв *>/ 11.1)

=՛;(?’֊1) -{֊ № - 1 ֊ И
23 / 23'?сок2а ф 3"

а ?)(/-?)
"(/ -2?/сое 25) , $)*

(1 |֊23):.։֊|1 ^)/- -32(23-3) 1)2со«?։»
/ 29'/со» 20 9а

<1 + Ж/-^(у -^)(?2-1) 
(/ 23'/со$2։> + $։֊Т

-О•и»
/֊ 1 2?Т 4֊Й(р2-з*)(р2-О ।

■/ 23<֊со.ч2й-- Г- ~ (;. ՝ -29/сок 2» - &)" | мп 2՝՝

(1.2)

Связь между компонентами деформации и напряжения возьмем в виде

А ,)— э- •“
Г I

С /Г(Г.Г֊-)ол(-)гА Ч'а(7’./ -^0)^
А .՛ Е 4

2,1 -.֊ ֊ - л + 2 (1 - -И С К{ Т, ( (-.) (1.3)

где Е модуль упругости, а ч коэ։рфициент Пуассона.
Используя из (1.1) значения 'р.. и введя переменную

’ = I •, получим

I (У/-7/;) 1 I Лн- Ие Г Л'( 7', :) е֊1 <1\
I 1 £ 3

о

сое >'•/
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80 = (С° - УЗ»)

2U

Im J К ( 7', С) е

II

sin "7

1 )
— -г Re А՜ (Г, ч> е " cos -г 

а

1m А’ ( 7’, *.) е " “ <1՛. I sin "f j 

fl

A'(7\ ՛-) e~ cos ՝■՝>( —

I Im \ К ( 7՝, C) e J1": </- 
J 
<>

Введем комплексную податливость

sin ՛ (1.4)

= У ( 7’, ••>) cos i0 ij{ T, ■■•) sin ?0 

где <| .—сдвиг фаз между деформацией и напряжением. 
Учитывая (1.5). из (1.4) получаем

(1.5)

J’<r, о>) со.$«>/ /1 ( Т, ’'Isin՝”,

7 ,-2(1+-'П;

COS <•>/ J" I Т. ՝•») sin «•։/

(1-6)

Работа, совершаемая г.эи нязко-упругой деформации, равна

(1.7)

Если теперь использовать (II). (1.6) и подставить в (1.7). получим

W = T.f(T, 0))|(з^- -2vo;‘c9. + (^)Ч-2(1 --')(--‘,)21 (1-8>

Работа. • ՛ вершае.мая за дин цикл при деформации вязко-упругого Те
ла, позволяет определить интенсивность выделения гспла

q •л/Юк (1.9)
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Здесь к—величина обратная механическом) эквиваленту тепла, л—коэф
фициент. равный юле механической работы, переходящей я тепло. С целью 
^становления максимального нагрева, будем полагать этен коэффициент 
постоянным и равным единице.

Для стационарного случая уравнение 1сялопрОвбдности принимает сле
дующий вид:

-”Т ֊֊'— 4 /«-. -'֊^Т г,^(1.ю>
0'1- г>-

где

/(?, 0) __________\^֊

-2Рг>гсох21։-^2)
2?’I/ 2՜ со$2*> - р1р 21 Г՜ *

(1 ■)[՛ ЬН/ т) 'г՜--’)со..г

<1 - жг т>*-зг) 

֊ 2?<»“‘сок2’» 4 р-|
(] 2^у‘- (] >(2> 31-

П.СО։26
р‘ — 2^«со52» ֊- У

- (1 П* (г и
2{'֊(1 -У)
гл-г'з/сокги >

гйп" 2»’ (

—Н(:и = ^< 2^сох2ь (1.12) 
1ас 1

а—Коэффициент теплопроводности, с—теплоемкость.
Граничные условия хля юмпсратуры 7 примем следующими:

Т — Тп при р = 1 (1.13՝

.:.т. температура па контуре отверстия равна темпера । урё окружающей 
среды.

Криме того предполагается, что температура па бесконечности огра
ничена.

Известно [5]. ни компоненты комплексной податливости и комплекс
ного модуля связаны соотношением

/ ( Г, <•«) --------------—--------- ------------? [Г (Г. ы)р 4-[Г (Г.

Г (Т. <••)- ----------- (1
[£•(7; м..)]֊-4 (£'•(?. ••)?

В случае относительно небольшой температурного интервала для 
/-'(7 . ч)) и £"( Г. о») можно воспользоваться линейной аппроксимацией, 
при этом Е ( / . <ч) будем стлать постоянной

Е (Т. <>•} А. ЕГ’(Т. ч.) В СТ (1.15)
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Кроме того, так как обычно Е"(Т, м)<^.Е'(Т, п>). го величиной 
"."(Т. <՛•) по сравнению с Е'( I . со) можно пренебречь.

Тогда (1.14) принимает вид

/(7*. .») ֊1 A, J'CT (/? F CT)îA֊ (1.16)

Подставляя ( 1 16) 1 10). вводя новую неизвестную функцию

(Б-СТ) .4 u(h Я)՛ (1.17)

2 _,՝л? -?՛(>, «)п ф(р, Я) (1.18)
(г </Ь-’

•г ч. R-

— /(р, !Н • ( '՜- cos211 —'j
.4- \ р'։ /

2Uos2!( 0.19)
.4 \ (•*' р֊։ /

но ibOp.MV.w (1.11). Согласно (1.13) граничные

получаем

(Eu 1 (tu 
д’Е àp

где

F«; H =

(>. »)

функция /(<՛. п) лается
условия для ь'(р. Ù) будут

и - (В CTJ А — п0 при р - 1 (1.20)

> на бесконечности «(р, н) ограничена.
Решение уравнения (1.18) при граничном условии (1-20) можно свести 

к решению интегрального уравнения Фредгольма второго рода

'.՝։ ~
о(?0, ■։<>) Т։?». ».) ( [ А'*('/о, ₽, Л).НР, ») prfpcB» П-21)

v ։'

где

А? г £, {• : ?. ’•) = Е(<>, (с0> ’»о: (• {Н (1-22)

Го

+ f fû՝’ ։>)Ф(р, 

т 1

(1.23)

(р0, у. »>) Функция Грина для уравнения (1.18) з случае внеш
ности круга-
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Эта функция имеет вид

%: р, ») - '_֊|К;(М- Щ. »«: :■■ »)) 
*• •-

г = I ?• - 2рр0 со-» । *> • *»0) ч (1.24)

где

И(р<». *о:р. ”) - А.-,։(4?0)А0(гга -

г 2 V К„ (4рв) К,: (V,) сой л •՛• 'а.)
А-р՛)

Используя теорему слежения для цилиндрических функций [4։. 
(:'' 0„; р, о) можно представить в виде

С‘ (?„, и„: у. ») = ֊'
2*

(р!)< (■) 2 У (?о. Я соь п < -I — %)
« - ։

<1.25)

ИЛ(;.Л. ИА, (ЗД К, (б> К.(Ш(«1|-7֊- I р»<р
Ап V*)

= |Мч.|К.,(*)-М<->/Дч4^- >» ■'• 1 (1'2б>
(в)

/>.(х)—функция Бесселя мнимого аргумента, а Ко(х)—функция Макдо
нальда.

Вычисляя интегралы, входящие в формулу (1.23). получаем

‘1' (рР, !>в) /;в4•б2Р։м0 ( №՛■. (р0, р)~- — 2£п0| У

'* ։. *'и
։

Ь^-|со52и։ (1.27) 
А. (о) ]

Для решения интегрального уравнения (1.21), его ядро заменим вы
рожденным. Разлагаем ядро в двойной ряд Фуры по ортонормированным 
системам функции

'г?* (?.’*) <՝Д? I» сой/.-^/Р* ‘ А ?т(р. а) ст1р — 1) со5/и0/(.'п |(1.28)

где

с . /(2р-т֊2)(2р Ь 3) (2р - 4) /1 2г
•Л ’ЛРазложение будет иметь следующий вид:

А'* (р0, »0: ?. а) (?(>, М (Р. ։>)

(1.29)

(1.30)
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где

2= д 2* •
А\„ "о; г- <•)».*«. ^1*^1

.' Т С Г

У сой ли ՜՛) —

2- ■
= с^сп։ | | [ Ц <7* Со, 1>0; Го ։>)со8Н0 (Р^4?-^!>о [ >-

(о— 1)
/•'(:■, чсой/7г>

2г. -Л ,*

= ^с. | |‘ ■[ [ (■-<,, г.) ^Э*-] /■'(:, »)««т» АсД* «Н» 0-311 

О 1 I

Функция Л(р. 0) дается пи формуле ( 1.19). №4(Ро. 10—по формуле ( 1.26)
Из-за громоздкости явные аыражения для /4лп։ не приводим.
После преобразования интегральное уравнение (1.21) принимает вид

Л Л р
"(р«,»о)֊ V '4;,,,(Г-». 11)4-(:•„.%! (1.32)

*, т—1 *' у

Решение интегрального уравнения ( 1.32) имеет следующую форму |>|-

• 1 V
«Со. ь.) = ’Г и0) 2СОЙ

Л) 1 , /|)
(1.33)

ул = у А\пхт . А П»
п\ 1

(1.34)

где '1г(Ро. 9„) дается формулой (1.27). с,—формулой (1.29). Постоянные
Хп» определяются из линейных систем алгебраических уравнении

X"-V ф" (т = 1, 2,..., ли (1.35)

где

ф-'= 161
I

Фт-0, т -/=2 (1.36)
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Интеграл, »ходящий -. формулу (1.36), вычисляется численным ме
тодом

Учитывая (1.17). из (1.33) получаем решения задачи при односторок- 
■ем растяжении.

2. Всестороннее растяжение. Рассмо.- рим случай, когда на пластинку 
действует всесторонняя растягивающая нагрузка, которая меняется по гар
моническому закону с постоянной амплитудой, равной А

Компоненты напряжения даются формулой (1.1), где

<((-’ -I*-’) I (И ?’)?= 2fc2cos2iJ 
V 2ft#’cos2?» J-?3 I 1 ’ 2?'-" cos 2а - У-

^(■••-р) t (1 ^)f.s-2??scos2«>
V К 1 >•- 23'.4-os2"i>T?~

Sin2” (2.1)

Решение рассмотренного случая ищется методом, излагаемым в § I. 
2֊ ՛ л функции «(р. о) подучается краевая задача типа (1.18)—(1.20), лишь 

:՛! разнице։!, ՛ ՛•■ функция /(р. о), входящая в формулу (1 19), имеет

П('. :>) - ~ < <>s2H - j ) ■+•
՝ * *’ V՛

_4^^С |2 (P* $)» - (1 4- у) (г- 1У (р֊‘ -
4V*I ' /-2??3cos2»-i

2р֊0 - W n(r-w -?*)(>* WLI (2.2) 
(f ‘ — 2fos COS 20 4- /-)

Окончательное решение задачи при всестороннем растяжении дастся 
. формулам ( 1.53) и (1.34).

Коэффициент! । Фурье /!»,„, •х- 'ДЯГ!я решение задачи, вычисляются
днопании формул (I И) к (2.2). Проведены вычисления в случае все- 
ooj'.iu-ro растяжения для пластинки с эллиптическим отверстием, отно- 

■..лгч полуосей ко■•‘|юй равны b/a 1’’3. 1 7. 1/9. Материал является поля- 
:i \епом.

При 1!Ь1ч-.|;-ле!(ии использованы следующие данные [51:

i 1-2. 3 4. 4/5; К 1 .1 3.1-10* я-оелг, В =3.87-10 хк -г

(՝ --3.87 х-1:сл: /рад, ао ~ 0.28 ккал .и час /рад, *՛• 100 га

/. = 0.00234 ккал Kt.ч, У',) ֊ 20 х ֊ ),7i см ", '' ~ 3 Ki с.-,г

! 1а основании полученных результатов построены графики. На фиг 1. 
2. 5. показаны графики изменения перепада температуры Р - / —! „ в за- 
-искмости от р.| яри различных значениях отношения полуосей эллипса.



Распределение le՝, in p.i. ՛, h.՛ uiacT.iiihi՛ i՝ ։.1лигпч1Ч1՝ек.чм отверстием ]|

Фиг 3.
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В таблице приведены значения :՛ в зависимости от рп.

Таблица 1 
и=т-т..

?<.—։
? 1/2 р. = 34 > =« 4 5

и [см 1» 0, к
2 2

0 0, = •> ;11.
2 2

0 0. г

0.01 0.00712 0.07676 0.17Ю2 0.27263 0.21429 0.21518
0.03 0.01733 0.18470 <>.41'308 0.41309 0-50950 0.51272
0.05 0.09633 0.23939 0.47687 0.52147 0.601К1 0.64868
0.08 0.10733 0.467'17 0.89012 1.01108 1.12532 1.25434
0.1 0.19939 0.61095 1.11591 1.41831 1.43319 1.74655
0.2 0.49834 0.81768 1.41587 2. Г '286 1.82420 2.43363
0.3 0.6Р’26 1.04)70 1.54716 2.47441) 2.21101 2.95899
0.4 0.68201 1.28311 1.61032 2.44521 2.19013 2.87151
0.5 И 70298 1.14531 1.72337 2.40281 2.11743 2.8510?
ол 0.55843 0.87454 1.60537 2.10429 1.76180 2.49004
1 0.48146 0.528'Ц/ 1.08678 1.71598 1.45783 2,12231
1.5 0.15291 0.21291 0.46135 0.76371 0.22258 1.15884
4 0.00582 0.02271 0.02291 0.12925 0.02626 0.05328

После обобщения результатов можно сделать следующий вывод: срав
нительно высокие температуры получаются вдоль большой оси эллипса, 
при этом с уменьшением отношения ^.'п зона максимального нагрева при
ближается к контуру отверстия.

Прсили. кии политехнический 
ИНС■»։։•!•% I нм- К. Маркса I Ьитуппл.। II V 1975

*>. П. ЧЬР’ЛЧкШЛ.

ЦЬ<||$1№ Ю.В4?11'1. 1Г1к1(П1‘В1'«1-111М1.0։Ыи|11.Ъ ШЫН»3 1>1'Р-Ь'1.ПМГ
ЙЬ1'1Гии81'л։кЧ.1՛ Р1Ш»Л1‘11С ЧЫ՝1’и.81’ЛЪ РЫМ- и,!Г1’Ь8ЛЬР-ЗиЛ. SU.li

Л. 11' ||1 и |]1 п I й

рЬнЪш^нршЛр: рЬпр ДрАЬ/гу Ъ 1>р1{ш ]ш дЬ ич! (;

ш п 111 "'77"1//улл/р Зг/г/^ ач/р, чрр фнфп[ифпч1 ’нщипш-

ш/пЪ ши а/рчиач/ш/гч/ 2шр1Г Г1Ъ(11/ орЬЪрпф.

Чфичар^риЛ \ttuli лцач/р р>'(»р 1нг1^1и[/ 1Л1ЪЬЬр1и[1

М/д^рр рпЛфшд /. ш ։’<> Н1ш^'ш1пн1 ар тЪдр^ ։[}чи $фр1> ш и 41(1.чнкр

^пнЬпашр /, /ррппишичгц Л[1? ип{ ш ^р/1 сЬр։1 ич/афаиЛфЪ, /»։/// /7/////.Л/Д чир- 

рп.р/шЪ фрш „;/>///» / п։1г//&ииГ шцшш .՝1.р1!шф ч(ишЪш ({/и/1 >и'Ь ^р^ши^шши^ 

1/р4Ш1/՝ш !р/1 >111Л.
!Чцп[шЛ ЬЪ ’',111111 чч\'Ъ1,р, ргцар гач^шрриЬЪ!1рпф л^шЪ ц1ицр1Н11։
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DISTRIBUTION OF TEMPERATURE IN A PLATE WITH AN 
ELLIPTIC HOLE MADE OF VISCO-ELASTIC MATERIAL UNDER 

THE EFFECT OF VIBRATORY LOAD

G. B. VERMISHIAN

S u m m a г у

The loading՜ of an infinite plate with an elliptic hole made of visco
elastic material is examined. The applied load is a tensile stress acting 
along the minor axis of the ellipse and changing by the harmonic law 
with a steady amplitude. The case ol omnidirectional tension of I lie 
plate is considered ns well.

The problem is solved on condition that the temperature on the 
contour of the hole is equal to the ambient temperature, and on tlu 
lateral surface a free heal transfer into the surrounding medium takes 
place.

Calculation is made for the case of omnidirectional tension.
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ПЕРЕДАЧА НАГРУЗКИ ОТ СТЕПЕННО УПРОЧНЯЮЩЕЙСЯ 
НАКЛАДКИ К ДЕФОРМИРУЕМОМУ ОСНОВАНИЮ

• 1сследованию задач о передаче нагрузок от накладок .малой толщины 
д деформируемым массивным слам в постановке линейной теории упруго- 

и посвящены многие работы. Они опираются на известные предположе
ния. предложенные в | 1. 2]. и с достаточной полнотой отражены в [2, 3].

Эти же задачи в постановке какой-либо нелинейной теории механики 
деформируемых твердых тел. насколько нам известно, не ставились н не 
1сследсвал1п и, В настоящей работе на основе | 2. 4. 5, 6] рассматривается 

контактная задача о передаче нагрузки oi степенно упрочняющейся наклад- 
к малой толщины к деформируемому основанию в виде полуплоскости, из- 
|.|। он ленной также из степенно упрочняющегося материала Эта задача 

«давится здесь в постановке нелинейной теории установившейся ползучести 
пин степенном законе связи между напряжениями и деформациями, пред
ложенной H. X. Арутюняном |4. 5]. Такую постановку задачи можно 
трактовать также в смысле нс линейной теории упругости.

Решение указанной задачи в общем случае сводятся к решению нели
нейного интегро-дифференциального уравнения при определенных гранич
ных условиях. В качестве первого необходимого этапа построения эффек- 
। явного решения этого уравнения далее рассматривается го г час тный слу- 

.1И. когда имеется линейно-упругая полуплоскость. В этом с лучас опреде
ляющее ин ге ро-диффергникальнос уравненш преобразуется в нелинейное 
•ди(Тральное уравнение типа Га.ммерштейна l ia основании результатов 
горни акнх уравнений |9|. в разбираемом случае доказывается существо

вание и единственность решении полученных при этом бесконечной систе
мы я соответствующей урезанной конечной системы нелинейных уравнений, 

повременно доказывается, что решение урезанной конечной системы нс- 
5ЯИГЙИЫХ уравнений стремится к решению исходной бесконечной системы 
Кроме того, доказывается, что существование и единственность решения 

казанных систем следует также из принципа нсподвижной гички Банаха, 
который позволяет искомое решение этих систем построит методом после
довательных приближений.

'5 заключение приводятся числоныг. резул да; ы и при их помощи 
՝р..ятся графики осевых и тангенциальных контактных напряжений

• Пусть деформирл емая иол}плоскость усилена на конечном отрезке 
.—а. а своей границы упругим креплением в виде приваренной или прн- 

. и-епнпи к чей накладкой конечной длины л достаточно малой постоянной
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толщины А. Пусть, далее, к одному из концов накладки приложена сосре
доточенная горизонтальная сила Р (фиг. 1).

«Риг. !.

Будем считать что материалы накладки и полуплоскости степенно 
упрочняющиеся. то есть для них имеет место нелинейное соотношение вида

Лз? (з>1), где —интенсивность деформаций, /1 —коэффициент 

ползучести, з,- интенсивность напряжений, а показатель ползучести.
Это соотношение, как известно [4, 5], имеет довольно широкий диапа

зон приложения, где основанные на нем решения контактных задач нполн-.* 
реально отражают м ханнческучо сущность процесса сжатия деформируе
мых твердых тел.

В такой постановке задачи требуется определить закон распределения 
тангенциальных контактных напряжений под накладкой.

Сначала выведем разрешающее функциональное уравнение.
Из уравнения равновесия отрезка |—«. х] элемента накладки, для ко

торой имеют место обычные предположения из | I. 2]. можно записать

з<г’>- *!)($)</$ (1-1)

— а

Затем учитывая, что -= Л։[з։/' получим

ц;).т д 11'-.<■՝о) л ” и.2)
</х Л Д

— м.
Здесь и'՛ (х) горизонтальные перемещения точек накладки, 

Л։ коэффициент ползучести, з.։ показатель ползучести для мате
риала накладки, — тангенциальны«, контактные напряжения, дей
ствующие на накладку вдоль отрезка | а, «] соединения ее с полу
плоскостью. з :| осевое напряжение в сечении х накладки.

С другой стороны, согласно обобщенному принципу сушшрпозиции 
[4, 5, 6]. перемещения и՝‘',(х'' граничных точек степенно упрочняющейся 
полуплоскости, когда на конечном отрезке [—а. о] ее границы, действуют 
тангенциальные напряжения интенсивности ' (х), определяются формулой

(1.3)
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где g -известная постоянная величина, аг—показатель ползучести для 
материала полуплоскости, притом здесь считается. что 1<-а։<2,

На участке |—а, н| контакта упругой накладки с полуплоскостью 
должно иметь место условие

{у_п lvl а) (14> 
ах ах

При помощи (1.2). ( 1.3) и (1.4) для определения контактных напря
жений получим искомое функциональное уравнение 

которое должно рассматриваться при граничных условиях

?(•֊ а) = О, ?(а)= Р (1.6)

эквивалентных условию равновесия накладки.
Здесь

л
Чх)^-О’(х) ?(х) ^(S)rfs

— ч

] аким образом, решение поставленной задачи сводится к решению нс֊ 
чиненного ннгегро-дифферскциальпого уравнения (1.5) при граничных 
условиях (1.6)

2. I’ассми। jinn один важный частный случай общего уравнения (I.5). 
указывающий на пуп. эффективного построения его решения. Предполо
жим, что имеется линейно-упругая полуплоскость, что соответствует случаю 
<ï:= I. Счиоя, ио эта полуплоскость находится я условиях плоской дефор
мации. будем иметь

н<2>(.г) ——----- — j In-— -----  -($)</.<» h const (2.1)
J I x — s [ 
—

где L2—модуль упругое । и полуплоскости. \ —коэффициент Пуассона. 
Формула (2.1) в сочетании с соотношениями ( 1.2) и ( 1.4) задачу определе
ния тангенциальных контактных напряжений R данном случае сводит к ре
шению следующего нелинейного синг\ яркого iiHierpо-диффереициальиога 
уравнения:

֊фа)]’՛ i2.2)
J S X
- 1

которое должно рассматриваться при граничных условиях
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И֊ !) = <». И1)=1 (2.3>

Здесь

. г (ах) . Г . a~A,E..P"Л*) —֊• -(ах) a\-.<as)dS. ՛ —----- -֊—

1

а интеграл в (2.2) понимается в смысле главного значения по Коши
Уравнение (2.2) а случае несжимаемости материала полуплоскости 

можно было бы получить акже из ( 1.5) при помощи предельного перехода 
|£*1.

I аким образом, решение контактной задачи для упругой полуплоско
сти, усиленно։։ на своей границе степенно упрочняющейся накладкой ко
нечной длины, споднгея к решению нелинейного сингулярного интегро-диф
ференциального уравнения (2.2) при граничных условиях (2.3).

Отметим, что при а, = I имеем случаи линейно-упругой накладки, в соот
ветствующее уравнение (2.2) при условиях (2.3) исследовано во многих ра
ботах, п частности, в работах [2, 7j.

Интегро-дифференциальное уравнение (2.2) при граничных условиях. 
(2.3) преобразуем теперь к эквивалентному нелинейному интегральному 
уравнению. С этой целью пользуемся известной формулой |8| обращения 
сингулярного интегрально։ч уравнения с ядром Коши, которая примени
тельно к обсуждаемому случаю даст

։
?'W = ֊77Н I Л-<‘ — <2-4’

--| 1 — X՜.՛ $ — Л- | 1 х-'
1

Интегрируя обе части уравнения (2.4). будем име։ь

- Caarcsin х -г- С (2-5)

Постоянные С„ и С определяются из граничных условий (2.3), кото
рые дают С„= I/:։. С = 1/2.

Преобразуя дальше полученное нелинейное интегральное уравнение 
(2.5), перейдем н нем к новым переменным х—С05я/, S —COSnW 
ОМ/, пМ1. После некоторых элементарных преобразований в результате 
будем иметь нелинейное уравнение требуемого вида:

/.(/) - u)/\ut Z(«)|</u = 0 (2.6)

где
2 Известия АН Армянской ССР Механики V’ 5
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/(*) = ?<,(«»+ /-1, :,(0 = «(СО» =0

/If./(f)] ֊• sin-f|Z<f) —f +!]-'■

А (/> н) = In

. “(« Г О 
sin------------

2
. -(ч-t) 

sin------------
2

0</, «<1 (2.7)

1аким образом, нелинейное сингулярное интегро-дифференциальное 
уравнение (2.2) при граничных условиях (2.3) эквивалентно нелинейному 
интегральному уравнению (2.6).

3. Приступим ;< решению уравнения (2.6). Легко видеть, что нелиней
но! интегральное уравнение (2.6) представляет собой уравнение типа Гам- 
хя рнггейна [9|. Д именно, очевидно, что:

') ядро /<(.’. п) квадратично суммируемо на квадрате 0^7, М^1, а 
второе итерированное ядро >'<) непрерывно*:

2) ядре /<(6 (•') положительно определенное:
3) :.дро /\(|. /.') симметрично.
При г:ил предположениях, как известно [7]. решение уравнения (2.6). 

если оно существует. можно представить рядом

/(0֊ V-Mjf) 
m - 1

(3.1)

Здесь ֊ „ (/) г՛ ] ор ՛ (»нормированные собственные функции ядра 
А'(Л и), Отвечающие собственным значениям соответственно,
а . неизвестные коэффициенты, определяющиеся из следую
щем: эквивалентной исходному нелинейному интегральному уравнению 
(2.6) нелинейной бесконечной системы уравнений:

1 («) du \т ~ I, 2....) (3.2)

Отправляясь hi (3.1), приближенно^ решение уравнения 
ставим в виде

л
МО = V, Лл.« SJ0 <п ֊-- ],2, ...) 

«1—1

(2.6) пред

(3.3)

Б св» ай* ■_ уч. .-шимм услснисм для итьры'о пгёрзраванкдгФ ядра Я.(>'. ։>) 1лед>тт 
«и.«сin.։,, чи, и йпльнгГпием бг.и-т 1|С{юл1>зоааяо свойство равномерной сходимости об- 
о жд.К'М1Ч II i: ropiMt Г иль՛.-ji . । Шмидта ряда, обеспечиваемое непрерывность« 
только C'vhkuui՛ К ) Это >|։:.:ц<тае в разбираемом схумае нспосрсдстиеннв вытекает 
;•. конкретного нндо епбг ипиных фуккиий и соск г венных чисел ядра А’(/. U)
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Последняя формула, аналогично предыдущему. задачу определения неиз
вестных коэффициентов Хк, (т — I. 2...... П: п= 1.2. ...) сводит к решению
следующей конечной нелинейной системы?

1Хп,

<1

\ X.. х х, 1
4- —1

т„,(«)^ (т Ь -••••’ «) <3.4)

Докажем, что решение системы (3.4) существует и единственно. Кро
ме того, докажем, но приближенное решение /г.(0 при л1 *оо стремится 
к решению у(/) исходного нелинейного уравнения (2.6). Тем самым буде« 
доказано, что решение нелинейного интегрального уравнения (2.6) су
ществует, единственно и его со сколь угодно большой точностью можно 
аппроксимировать функцией Х«(0 из формулы (3.3). которая, следова
тельно. действительно представляет приближенное решение.

С этой целью сначала заметим, что соотношения, связывающие соб
ственные функции и соответствующие собственные числа ядра /<(•'. м) име 
ют вид

8ш т.пиви — §Й1 ~п/ (л = 1. 2,...)

Следовательно, в данном случае

/■I, = п.

Да хее очевидно, что функция ?/) согласно (2.7), имеющая вид

։я 1.2....)

/(/. у) ~ яш т.1 (у I 11' (1։; 1)

непрерывна. Кроме того, для нее имеет место иеравенс»во" 

/(/. у) <С,\у\ С2 1а)

где С| = С2 = л/.т. Согласно результатам из {9|, при л<2л конечная систе
ма нелинейных уравнении (3.4) имеет, по крайней мере, одно непрерывно՛ 
решение.

Справедливость Этого неравенств;։ вытекает из следующих соображений. Посколь
ку контактные напряжения т(*) на отрезке 1—«. <։ | неотрицательны. то функция ф(л > 
ни отрезке [—I. Г] возраст.֊.ст. При этом велг.։ гипс граничных уел՛ пни (2,:) будем 
иметь 0 ф(х) I при |Х1 " Поэтому

О у-1-1֊/ 1. !/ 7.(0 (О I 1)

в очевидно, что 1 у I. Приняв ко внимание зтот Ч'охт. можем записать
|/(Лу)| — I мп (у — ( -г 11 '' -2-— 1) ' —2-(у—/—!) —֊-< I у I 1)
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Единственность решения этой системы непосредственно [9] следует 
из очевидного неравенства''

1/('- ?71> ~/(С <б)

где должно быть 'Я։п ։<՜!. Отсюда следует, что при /. <^п<2։ эта 
система имеет самое большее одно решение.

Таким образом, при л = П։1п(гс, п/а,) "֊ л.'а, решение конечной системы 
нелинейных уравнений (3.-1) существует и единственно.

Далее, учитывая выражение функции /(■', (?) из (2.7), яри помощи ин
тегрирования но частям в формулах (3.2) и (3.4) легко показать, что, по 
крайней мере.

X, - О (Л- У Х.,п = о(—\ т-.,. (3.5)

где —сколь угодии малое положительное фиксированное число.
II-. (3.1) . ледует. то ряд (3.1) равномерно сходится. Отсюда одновре

менно следу«-։, гк «тот ряд можно почленно дифференцировать. Следо- 
еаи льип. функция X (՛') из (3.3). а акже ее производная при л—«֊оо рав- 
и. •։։• .:՛:■։<՝ стремятся ։ потпетс : венно к функциям /.(•') и /' (.О-

С 1ругоп счороиы, очевидно, что в интеграле
1

Л (?, «)/ [и, /„ («)]</«

(I

на основ։; известной теоремы Лебега [ 101. можно осуществить предельный 
переход код знаком интеграла, поскольку подынтегральная функция при 
моб- м фиксированном •(0՝^-.,^_ I) имеет суммируемую по переменной и 
мажоранту а имени-: : ՜՜

К((, «)/[м, («)] КЛЧб и)1

Применив к разности и,)—<(-*, ь„) формул) .Ъграяжа н учитывая неравен-
՛ н< (и), получим неравенство (о)

" Вел. детнин (3.5) ряд (3.1) в нн.ерпил- О < / < 1 сходится равномерно. Сле- 
хонагсльно. последовательность /.?. (() при п - раи но мерно в интервале 0 < ( < 1 
стремится я функции 7.(0» Поэтому и последовательность / |и. 7.п (и)| при п оо 
равпидп.-рно в интервал՝ 0 и < I егромится к функции /|н, "/ (։/){. Последнее оз
начает, что

। / [«. Л/, ( н>| -/!»(, А (п)| | < г при я > .V (.> (<> • : и -< I)
или. и частности,

1/|н. Л(|(и)| |<. | /|м. 7. (г/)||4՜՜ нри п > Л’ (:} (0 < и < I) 
Поскольку |/|н, •’(«)! г, го

х I / | и, 7„ (и>| | —- |:РП '> А’’ (- > (б<и-'1)

Исходя из последнего нсракенстпз, м--жно усверкдагь . \:ц-.-1 -пювание и- которой на
стоянной Л/ > У. для которой

I/ [и. '/.» (н)| | А/ (п 1.2....)
■и՝- зкнннпд-нтн- при в«-дон нои \ пероги.-ис т уу.
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Из этих рассуждений согласно [8] вытекает, что функция у(0 — 
предел последовательности 1/.л(/)}^ 1 из (3.3) является решением ин
тегрального уравнения (2.6) и функцией /. (/) («=1, 2. ...) действительно 
дастся приближенное решение этого уравнения.

Таким образом, вопрос эффективного построения приближенного ре
шения нелинейного уравнения (2.6) сводится к решению конечной систе
мы нелинейных уравнений (3.4).

Преобразуем теперь системы нелинейных уравнений к другому виду, 
удобному нам ь дальнейшем. С лэй целью, исходя из (2.7). разложение 
(3.1) представим в виде

7.(1) ֊2֊’ (3.6)

где Кд ~ ։ —коэффициенты Фурье функции ><»(/). подлежащие опре

делению, а

I г = .1|/ (»</<։)

»п— I
Итак, имеет мес то соотношение

Хт=Ут- — \ — (/п = 1. 2,...) (3.7)
г.т | -

Приняв вс внимание (3.5) и (3.7), системы уравнений (3.2) и (3.4) можн., 
записать соответственно а виде

ОО
и, V ц

к - ։

1 / 2
1 Г„. (и) I

г.т 1

(т 1,2,...)

п
и, У У«, к?к («) - н — 1 

А—։

(3.8)

(3.9)

(т — 1, 2,..., л; п -- 1, 2,...)
а формулу (3.3) в виде

К»(0 = У Гп,.п?я,(/) (п-1.2,...) (3.10)
гп —1

Здесь же отметим, что решение нелинейного уравнения (2-6) при до
вольно сильных ограничениях можно построить методом последовательных 
приближений. Однако, выбранный нами путь более общий, проще и быстрее 
приводит к цели.

4. Докажем теперь, что су шествование и единственность решения бес
конечной системы нелинейных уравнений (3.8), а также соответствующей 
урезанной конечной системы (3.9) следует ил принципа неподвижной точ
ки Банахи. Этим одновременна будет доказано, что решения этих систем 
могут быть эффективно построены методом пос хедовательных приближений
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Обратимся сначала к конечной системе (3.9) Введем н рассмотрение 
обычное V-мернсг вещественное эвклидово пространгтпо Ал- ~ Л‘‘

(л։, л ...... л- I, •; ։т<.р IV метрика порождаете а формулой

’ “՛ = X л*“!1՝1 
- 1

I Д։՝ // (1/։, у_...... 1/1. 'ас мотрнм и прострднстнс £ •. оператор

II Аг т 1х։, х....... ։..) у (։/,. Ц ....... «/J

И. еде 5CHIII.1H форму хон

:z • л р.
(/,„ ֊ | ‘ill II V Х„^ (О‘, U 1 -„{llldu • -֊ (4.1)

4 Т т
6

лв -֊| мп 1. 2,..., Л )

)чспилни. • го решение системы (3.9) совпадает неподни.кной точкой опе
ратора .4 <’ледеватсЛ1 но. иопрос решения системы (5.9) сводится к на֊ 
хождению в Ел неподвижной точки оператора -4

С ц( м.ю нахождения неподвижной точки операюра .4 заметим, что, 
(Сходя из (4 1). можем записать

т ֊ j т

In) du

Отсюда на осн.ийнян неравенства Кошн-Бунякопсксп- для сумм, а затем 
при помощи известного неравенства Бесселя нз теории рядов Фурье, по* 
ледовательно будем иметь
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лг 
81П՛2 Г.ц У, ֊' 1М")1+ 2֊?д«>

п п
— и 1- Ии

Отмстнм, что здесь было использовано значение ряда

1!

пг 6

Положив теперь а , из последнего неравенства находим

Р (у՝ а) < г—
I о

ып՜ ~и - -?„(«) ] -чи, (А-и
п I т.

из чего следует, что оператор А отображает замкнутый шар
5= (лг;р(х. а) в Ех с центром л точке о и радиусом /? в тот же 

самый замкнутый шар то՛ да и только тогда» когд

1 ьА
А (4.2)

где

510՜ ’и
/ 2

— А’֊ п1 Г*Г

2 1

Л

1 ’"</«

А
п

О

Далее, положив

где

будем иметь

где

У. = Ах,

У. ■= Л'

яш ~ц

•У
(и)1 и

1. 2)

иритом Р (х., а) <. А'

(«)

(и) Ни

*. -

1
т

и — 1

о
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Затем, как и змии.-, при помощи неравенств К оши-Бу ваковского для сумм 
и Бесселя из теории рядов Фурье придем к неравенству

' ?„(«) и 1/I • /I '— —• Нт-гп 
। б и

'* («) </«

Отсюда, приняв в внимание известную теорему Лагранжа из анализа, по
лучим

■' (^г ■ 77* 1 5’п“ г“
1՜ ь и 

о

л-!,") ?,.(«) : и —1

ЯШ՜ ~ц

Итак

V

а) -И и

;’мх։,х:) (О<0<1)
и/) а и

МП՜ ~Ц

£

2 
диV-?„(«)

Г1 п

/ 2
— К | 1-« +

«р 
п

У (и) ■</«}1՛2 ■ .

п

Отсюда вытекает, что при

3 (1.3)
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."де

оператор А. деш iinюшни n замкнутом inapt S—{x: j»(a. является
Оки ма ющи м о в е ра то ро м.

Приняв по пнимание (4.2) и (4.3). заключаем, что при

> min {.4, /V) г.։ (4.4)

где 

оператор /1. определенный в Ал формулой (4.1). отображает шар 
р(х. я)'-^'А>} произво хьного наперед заданного радиуса К в тот же 

самый замкнутый шар я там является сжимающим оператором. Следова
тельно. на основапни причинна неподвижной точки Банаха | II] оператор . ! 
в замкнутом шаре 5 хюбого наперед заданного радиуса R имеет единствен
ную неподвижную точку, которую можно найти при помощи последователь' 
вых приближении, отправляясь из произвольной гочки замкнутого шара 5.

В случае бесконечной системы (.5.6) имеют место те же самые рассуж
дения. но только вместо пространства Ал следует рассматривать метри
ческие пространства /, вещественных числовых последовательностей, п ко
торых метрика вводится формулой

?(Л-, ?/) V ;/Л, 
»я 1

где х-= |х,и ։ и I/ ֊֊- .7, Тогда получим т> жг самое неравен
ство (4.4).

5. Перейдем теперь к обсуждению числовых ргэу хмагон. полученных 
при помощи ЭВМ I (аири-2-.

Сначала по формуле (4 4) были вычислены значения параметра л.:. в 
зависимости от радиуса указанного выше шара А' и показателя з։- Резуль
таты приведены п табл. 1

Из этой таблицы следует, что при возрастании радиуса шара значения 
л„ в линейном случае накладки, когда /х,= 1. возрастают. А по мере укло
нения накладки от хянейного случая эти значения убывают. С другой сти
роны. при фиксированных радиусах значения /.„ убывают с возра« ганием 
показателя
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Таблица /

0.5 ’■5 2 2.5

1 о. "2372 1.12872 1.21792 1.26776 1.29956
1.25 0.78541 0.85116 0.84659 0.82866 0.80851
1.50 0.66652 0.64137 0,58825 0.54152 0.50293
1.75 0.56457 0.48293 ОЛЮ 0.35379 0.31279

Затем меюдо.м последовательных приближений была решена система 
уравнений (3.10). гос гол 1п.՜.я и. шести уравнений. Значения /. брались из 
абл. I. Кром« того. брались также значения А 5 и л~8. При решении 

системы (3.10) за нулевое приближение принималось (“ти) 1 1' '2 ՜ 

(т = 1. 2, .... 6). после .ггп были вычислены последующие приближения. 
Оказал՝ что ш еле 1. них приближений решения фактически совпада
ли. Для проверки -тих ЧЧ1Н-ННН описанным способом была рассмотрена 
а:;же система из четырех уравнений. 13 этих двух решениях совпали, яо 

крайней мере, три пеовых цифровых знака.

I к-.ходя ил последних форму х. г» отдельных очках можно вычислить зна
чения функций ф(х) и ф (л). Для иллюстрация эти значения при Xе 5 
приведены в табл. 3.

Аналогичные инлюжи результаты получаются также при остальных, 
указанных выше, значениях Л.

После указанных вычислении но формуле (3.7) были получены зна
чения коэффициентов А,„ . Для иллюстрации п табл. 2 приведены зна
чения этих коэффициентов при А из табл. I.

Таблица 2

-< А’» Х։ ! А'| А X.

1.29956 —0.082619 —0.014’ 0> —0.00012л —<».000017 0.090911 0.000246
'.«0851 -0.044180 -11.004658 -0.00041л 0.000090 0ЛКЮ55? 0.000118
О.5-։‘293 0.023786 —'4.006054 - 0.000-152 ••.000102 11,005331 -и.оооом
0.3127" 0.ИГ288.-» —0.003710 0.000384 0.000081 1՝ 0։мР’8 1.1.000023

Далее при помощи (2.7) и (3.1) для осевых и тангенциальных кон
тактных напряжено! будем иметь формулы
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Тиблнци J

7 լ 1 э» . 2Л 1.5 1.75

'И Л՛) •- ՜ (л՛) ? ( V) 'Հ (.V) >i.v) Z|.v) Հ' (л)

-1 О o 0
-0.9 0.071086 0.30f»348 0.085855 0 38651 - 0.0969։2 '1.419132 0 195339 0.49822'
֊0.8 0.095551 0.2"6491 0.117028 0.26335=. D. 133425 " Հ՛ '495 ..146104 a. 3467 V՛
—0.7 0.11471՛։ 0.182671 0 141150 !>.225ъ35 0.161618 '1 26 1455 ".177621 1) 291064
-0.6 0.132750 0.179703 ‘i 162930 0.212132 0.18б?6о •i 239975 0.205220 0.26360.-
Uo.5 0.151)853 0.182810 0.1X3837 0.206740 П.2О >*'22 -.1.228076 O.23)b$7 0.246812
кол 0. ЬУ >352 0.187215 1) 204365 0 20+390 0.232394 0.219973 0.25-1731 0.2345%
-0.3 0.188315 0.192136 0 2?47 1 0 202841 0.253987 0 21 101'j 0,277694 0.225073
-0.2 0.207824 0 Г '834.8 Ո 245 *97 0.203678 0.2751"2 210559 11,2-48311 0.218291
-0.1 0.226099 0.207792 0.265553 0.207974 fi. շ >6222 ՝ 210784 ".321478 0.21530'.’

0 U. 24 1554 "Հ՚ւ՚ւ; v 0.286783 (1.217695 0.317331 0.216466 G.343075 0.217693
0.1 0.272837 0.241576 О 309314 0.23-1 "63 0.33 '7՛.՝ I 0.22% 2») Q.36$360 0.227389

0.2 0.298798 0.276455 0.331101 Ո 262011'2 0 363777 0.25'3434 0 388 68 0.246536

0.3 0.328531 11.320427 0.36211 1 0.3011՛" ՚5տ.. 0.287317 0.411°63 U 277557
0.4 0.363377 0.379250 0 394839 0.355375 0.42173s 0.337150 <1 4-14872 0.323377
0.5 0 4Ո5003 U 156838 11 133853 0 428484 0.455712 0.405923 0.180263 0.38801"
0.6 0.455592 '.1 561 "'S 1. 181386 0.5272 "8 0.50377, 0.500322 0 523317 0.4780-5

0.7 0.5 i .8347 (1.703812 0.540623 0,666063. i ՛ 560069 ".631123 ■1.577157 0.606989
0.8 0.5989'18 0.927986 0.617114 i'. 88282'1 0,633041 0.843735 O.tvPO՝*" 0.809713
0.9 0.711384 1,3՝(5438 0.724311 1 332400 0.735669 I 377100 0.745711 1 .282"9

1 1 1 1 1

Фи» 2.
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Фиг. 5.
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Фиг. 0

На основании последних результатов построены графики осевых и тан
генциальных контактных напряжений, которые приведены на фиг 2—7. 
На этих фигурах наглядно иллюстрируются закономерности изменения 
указанных напряжений.

В заключение авторы приносят глубокую благодарность Н. X. Арутю
няну за постоянное внимание к работе и ценное обсуждение полученных 
результатов.

Ере вз нс к и и гос у дарста с ним й
универе итст Поступила 7 IV 1975
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•I.. II. 111Լ1'Դ11:'.ԱՆ. '1 Դ. ՄհԻԹԱՐՅԱՆ. Լ. Հ. 2ՈՎ11ԽՓԴ ԱՆ

1Լ1ևՏ՝|’ՃԱՆԱ:1հՆ 1Լ11|'1ԼՊՆ'1-Ո1'1րՈ’1. ՎՈՐԱԴԻՐԻՑ
РЫН1 Փ|1|011.Ն8ՈհՄ1! ԴեՖ11ՐՍ’1ԼՈՎ11Ղ ՃԻՄՔԻՆ

IJ. մ* փ II փ Ո ւ մ

Ա,շխա ւո սէնբոէ մ գիւասրկվաձ / ասաիՀանային էէէմրասքնգում ով վերա- 
՚}իրիր ղե!իորմ «է րվ սգ կիստՀարի tn ի յտնր բեոի փոխանցման կոնտակտային 
խնցիրլ,:

1\>նգիրր րԼրվոէմ Գսւմերշաեյնի rzr/тл/Д ոչ գծային ինտեգրւպ Հավա
սարման (ւոծմանր։ Ս տարված ոչ գծային Հավասարումների անվերջ համա
կարգի Համար ւրոչր Լ տրված {ածման rjnjn.ifJ ւունր ե մ իւոկուի յունր: Դի- 
ւո Ուր կմ ած < ք]՝հԱ}Ւ ն օրինակ

LOAD TRANSMISSION FROM A GRADUALLY HARDENING 
STIFFENER TO A DEFORMED BASE

V. S. SARKISIAN, V. G MKHITARIAN. I.. O. OVSEPIAN

S u in in а г у
A contact problem r'o л semi-pkme reinforced with a gradually 

hardening stiffener of finite length on the finite segment of its free 
boundary is considered.

The problem is reduced l<- a solution of non-lineai integral equations 
ol Hammerstein type.

The existence and uniqueness of the solution of infinite sets of 
non-linear equations thus obtained arc proved.

A numerical analysis of the problem is given.

Л И I Г P А Г У P A

1 .WcAin £. lug.-Archiv. Rd. 3. № 2, 1932.
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НЗВ ЕС Т И я А К АД Е М II И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ЙММ® ~ХХ VIII. № 5, 1975 Меха НИКЛ

Ю. \ БОРЩ

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ У11РУГОСТИ ДЛЯ КРУГОВОГО 
СЕКТОРА В НАПРЯЖЕНИЯХ

Плоская задача теории упругости для полукруга рассматривалась в ра
ботах [1—5]. В [6| рассматривается плоская задача для сектора произ
вольного угла раствора при однородных краевых условиях на прямолиней
ных участках границы.

В настоящей работе, следуя [7]. дастся решение плоской задачи тео
рии упругости для кругового сектора произвольного угла раствора при про
извольных граничных условиях. Задача сведена к алгебраическим соотно
шениям смешанного типа, включающим интегральные уравнения и беско
нечные системы линейных алгебраических уравнений. Доказывается ква
зирегулярность последних, для неизвестных устанавливается закон асим
птотических выражений Б, М. Коялопича [8]. устанавливается характер по
ведения смещений и напряжений а угловых точках.

§ 1. Постановка задачи и построение общего решения 
уравнений Ля.чс

Рассматривается плоская задача теории упругости для кругового сек
тора радиуса г и угла раствора 1>. (фиг. 1) при задании на границе напря-

X

Фиг. I.

женин При рассмотрении задачи существенного упрощения выкладок до-
биваемся выделением симметричной и 
пряжений и деформаций. Остановимся 
относительно 
иую задачу:

антиеммметричной части поля на- 
подробио на случае симметричного

полярной оси 0,- 0 поля, то есть решаем следующую гранич

^<г’8) = ат) при 0 = 50, 0 г га (1.1)

?(/■) при 0 = 60, ОСг^го (1.2)
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n7“-r ’r- ') = 7 0'’ при /•= r0, П 0| (1.3)
2G

./r -rlr՝ при г r0, 0 '0! <0O (M)՜

причем вследствие симметрии функции f(0) и у(0) должны удовлетворять 
условиям

/0) /(—01, •j(:G)=֊*( 0)

Анализ граничных ус човий (1.1)—(1.4) указывает. ՛что решение ypa.S-
нении Ляме . AS.

fPit , 1 du 1 ty'u и 2 r/v irt A—1 ■ ---- --------------------------------- J.---------- ----- — <1
dr՝՝ r Or r”- d')'՝ r- r՛' (jf) m ֊ '2 dr

<r-v 1 1 G~v ■;՛ 2 du f m 1 0 (L5)

dr՝ r dr r- ari- r: r~ Oc) m —.2 r db

должно содержать по две произвольные функции на интервалах 
О г г0 и 0.-,0 > %. В равенствах (1.51 /« число Пуассона, 

du и 1 </v . ,,н----- f- —-------- объемное расширение, о связи с этим в соот-
dr г г drJ

ветстнии с идеей Ляме [9| искомые компоненты вектора упругих сме
щений представим в виде

и (/, 0) Вве! - 5*. '[2 <’п 2) — тз„| Сг.е ' Вг.е } соя «0 4՜

֊• - 1 ch-G COS G [(3m—4)cj(‘1 т"-Ь.(-)л c.. (")] 1-
- J

<1

sh “6 sin 0 [(3m 40. (') ֊֊ m՜ 4՜ bz (’) j 1 cos “id՜ 4՜

'՜ ~՜ ^ ch cos f’[(3m 4) 6։ (:) 4՜ m~Ci (-) — b.. (")] |-

6

sh sin r-[m'6] (-) (3m 4) r. i — c ("l] sin ~td՜ (1.6)

v(.l,r>) У ,[тк֊4(.т DlC./'"՜" йУ’"՜ ”, sr«S„0 + 

ft 1

-r — (sh'0 cos G [(3m - 4) l') — m'c, l') ^г(”)1

о

ch "Osin (3/» 4)r.("l- c (-)]՛< cos 'id՜
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9 Г
f — \ (sh “*> cosmic- (3/n 4)с։(') n?'/>։ ։:)| -

II

Ч- ch ^6 sin G |zn:c։ (:i - (3/n — 4)/>։ (т) />2(т)] sin "td՜-

Здесь ая
%

При решении, следуя (7J, ипедена новая независимая переменная t б 
радиальном направлении по формуле

I In — 
'о

которая будет изменяться в интервале оо^/сСО, если 0*--1 Г'-^г,,.
В представлении решения уравнений Ляме ( 1.6) выделены три части. 

Первая часть, содержащая Й... дает возможность выбрать несамоуравновешсн- 
иые составляющие в напряжениях. Вторая часть (суммирование по п.) даст 
возможность удовлетворить граничным условиям на дуговой части секто
ра. Эта часть решения содержит две произвольные функции на интерва
ле— Оо^О^0,„ представленные рядами по sim։,,11 и C05unO. Третья часть 
(интегрирование по т) является решением для бесконечного клина и также 
содержит две произвольные на интервале — функции, представ
ленные интегралами Фурье. Отсюда следует, что функционального произ
вола в решении (1.6) достаточно для удовлетворения граничным условиям 
(1.1)—(1.4) на сторонах сектора.

Выражения для компонентов тензора напряжений находим из (1.6) с 
помощью соотношений закона Гука

’) -֊£,<- V °֊
2G л։— 2 п j

гп (а„ I) («« — 2) С„е ՛ cos а„5 4֊

4—— ft |cos :^[sh "9sin 5 (тпт61 (т) 3/nc։(՜) - < „(■:))

A

-* ch cos G (3zn6։ (“-) г ffi'-c, (') 6; (t))]

4-sin t/[ch--0 cos 0 (z?t:6j (:) Злгс;(т)

shtGsinGf 3zz։6։(t) т'сл (t) b (t))| </՜

Д-г,(Л0) = ֊֊"1- Во? ,֊ V. I)«./'՝ *’ 

2G zn 2 fl ।

Ha„4-D
nt (’/I • 1 )(*/, — 2) C„e " ] cos a,.'.՛

’ Известки АН Армян՛, ко» ССР Механика. № ՛>
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9 Г
- — ch-0cos0[/n6։ (т) - (т) 6_(-)| •

I

I sh -.9 sin 9[ тс։ (-) m’bt 1՜) — cos-/</- r

I- — j - {ch -9cos 9[ mcx (՛} —irrb, (-) — c\ (•-)} 4~

• $h:6sinfj[ m6։ (-) — n։xc։ (“) 63 (-.)]} sin -.td‘ (1.7)

— '4 '''' {(•*« — 1) K,.e i-/пап (a„ • ՛՛ ՛ >! sin art9 4֊

■ {sh “0 cos '•>[znu-։ (“) — b.,(՜} -+֊ rnAj i՜)! !
I)

ch :r> sin[nr6| (') 4֊ c.; (') mc։ (")]| sin ~ld~ --
Л

• " sh ‘0 cos 9 [c, (") in’bi (-.) — mt:t (-) | •-

0

4-ch-G sin 0[/n-:c, (-> mb, (:) , Z> . (")] cos’/r/՜

j՝ 2 Удов.u'TbOfjehUv !раничных. условии. /1ма.н/з бесконечных систем

Удовлегзоряя граничным условиям (1.1). (1.2). приходим к следуга- 
'.ним соотношениям:

ch -Д cosr4[— тс։ (") m'.bi (-) - с: (-.)]

г sh-/^sin (')-г twtcj (-) ■ b-. О)] - 0 (2.1)

nj #0 , 1V, I (a„—1)֊Я„ m (ач -4 l)։(a„֊ 2) f, |
7П 2 1 • — I:՜ (x., - I)2 ՛ - 1

— - ch'9„cos% [mAj (*r) — m'cj") 6e(-)| 4՜

sh '90 sin % | — mvx (-) — m-A, (т) — c4(*.)J| ֊ > (-) (2.2)

- Jsh-9։)ens9ft[zn-Cj (-) 62(-) f- mb՝ (">] -

4- ch-% sin % [m--6։ (-) r t-J*:) — mc։ (-)]}-•»(*) (2.3)

sh -90 cos 0„ [c. (-) - m-6։(’t) 4-znc։ (t)| »

- ch'%sin (") 1 mbl (. :) - 6«(-)| --0 (2.4}
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При получении условии (2.1) — (2.4) использована следующая фор- 
мула:

<?" — — 1 ---- —- cos ~t(h
- - d-

где u --const. При этом функции Ц:) и с (-) равны

•* *■
£(’) = ՛!/(/) cos 'fг/?(“! ? (О sin ՝id-

V •U I)

Вводим две функции Xjf?) и л*, (") посредством следующих формул:

ch Д sin 0ох. (֊) <h -k cos %х,. (-), (24)

(т) — -----1—— , sh '% cos 0о х, (-) - ch -r', sin \ х, (:)
А(’> %)

Здесь функция Л (", Г|) равняется 4 (". fjo) = ch՜ -% sin2 0sh-cos- V-
Из условий (2.3) и (2.4) с помощью (2.5) легко найдем, что

хгс.(-) =
аСЛ>

т (~ ch -5,, sin 60 sh-OdcosG0) a-j(-:) ՛

4՜ in (тsh "% cos % — ch -5rt sin %) x 1՜) - - ch ' j(, sin (')

'aZ>a (") = ———, ! in I' >h :0c cos 4, ch sin ) x1 (-) 
A (-, *>0)

4՜ т (t ch -Л։>;$in 0„ -|- sh cos f<։) x д-) т sh t(/0 cos :) ।

Из (2.1) с помощью (2.5) и (2.6) получаем, что

(2.6)

■ хдч С2.7)

Здесь
Т (-1 ֊ ‘2m (sh -% ch '% т sin 0o cos %)

Из граничных условий (1.3) и (1.4) с помощью разложений функ
ций sh’OsinG, ch ”9 cos 0, sh-Ocos'1, ch “0 sin f) в тригонометрические 
ряды на՜ интервале - Ч Г; С получаем следующие функциональ
ные соотношения:

{ch sin Оу | m~by (-) 3/nCj (-) с. (--) | -•
(1

4 sh ■.cos6ft[3/n61 (') m-ct(--) -6.. ‘
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— I—— сИ-0о51п &0[Зт6։(-) ЛП-С։(') М-Л
АЛ-4- •* 

п

— я11 ”00СО5 М'”"А ('.) Згис, (--) Сг(')| </- /с

В„(ав—1) --т (<։„ ч-1) («И 2) Сп

----- I --(сЬ'%5։п 0о |т6։ (") Зл7С։(-) . с. (")] -՛* 
А ?

яЬ'%со.$^0|3/п61 г)-1 т*с։ (“)

______ 1_____  4----------- *-------- еЛ-
-8 !Г-: > и,. 1.Г

^-- г 1 | '• зЬ соя 0|> [т'Ь. (-) Зтс։ (“) — с. (~)] — 
“Л г 

1>

сп ~1). 8111 ՛>(, I ЗтЬ1 (') :֊ т"С։ (’)

*»» 4՜ 1 1
(а„ • 1) -' 4 — (ая — 1 )֊

■<!-. Л, (2.8}

I 5,| 1) /?? з.„ ( ] ) С- п
••

■• *— I ՛■՛ сЬ -■%51П 0о (С2(-) т-/>,(՝) ■֊ тс, (г)] —

й

— яЬ -50 СЬЗ % | т~с- (") 4- тЬх (") - 6.. <')]}

Н*п + 1)5 *г4- («Я֊1Г

•2( П* Г - яЬ -0о СОЗ !>й ; с. (-) — т’.6։ (-) — тс1 (-)]

г)։. -%51П ''0[/и'с։ (-) 4֊ тЬ. I

- и ^--1—
֊= -(«„ МИ -2-Ь(«н 1Н

Здесь /0, /(1, 7ч коэффициенты Фурье функций / (Ч и •; (0). 

Введем следук>шпс обозначении:

Р, ֊ 1ГС.

Чп
% (а П 0". _ \)՝՝/>.

'2 ГП
(2.9)
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С помощью (2-5). (2.6). (2.7) и (2.9) функциональные соотношении 
(2.2) и (2.8) запишутся следующим образом:

Л] 2 / / ։ .К
-^<1 —------------(/о ~’^1՝

т

2 т
1,------ 7'7

2т 2

2-^ [---------------- ^1'--------------- д- ( (-1)" ։ Ф։(-
% ’Ьгг(«я-1)11^ (% М

о

2п1 я„дп 2т 1пр/։
'О 1 *’(> Э’п 1

4- 16 та" *,:(՜)
А Л’21(^-11)=|[-Ч(»п-1):] 

о

(2.10)

Х^) ='±М>),|-С) ь^ЬАсЬЛ------ т В._
7(т) I ^(’Л) т—214-т2

о ОО , .
_ _ VI *»?» ____ Д/>рп_______
' *0 1-&. 1 И-՛ К-Л* -■ • Ь- ֊ ■

___________ ____________ 1| 
(*,. ֊!)[-= (*„4-1)411

Функции Фо(՜), <1>1 (т) Ф2(՜) зависят от внешней нагрузки.
Асимптотический анализ формул (1.7) показывает, что для того, что

бы напряжения были конечными б угловых точках сектора, необходимо, 
чтобы функция .\;-(т) имела такое асимптотические поведение

л\.(т)~.г0 (2.11)

С помощью асимптотического значения для интеграла 

полученного с учетом у> лпвия (2.11). из второго и третьего уравнения
Системы (2.10) следус что

р.,^Ч.,~-х(, (2.13)

при этом необходимо,, чтобы функции /(<>). у(Н). 'р(т). задающие внешнюю 
нагрузку, удовлетворяли таким асимптотическим условиям

Е>0, •: > о (2.14)
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С учетом асимптотических значении, для следующих сумм [10], пол. 
ценных с учетом (2.13)

V _ V ։  _х,-,
<’• О2] < ֊

2 . ~[- 1 с>1.Л! (2-15)
„71'* (*« В' 2-*

последнего уравнения системы (2.10.) снова получку, равенство (2.11).
при атом функция ф(т) должка удовлетворять условию

(2.16)

Квазирегулярность системы (2.10) ։՛. смысле сходимости метода последов; 
е.льных приближений 18. II] следует из (2 12). (2.14)֊ (2 16)

$ 3 . (но форлщи ,1.1А напряжений а смешений

Геперь рассмотрим напряжения и смещения.
С учетом (2.5). (2.6) и (2.9) из форм՝\ (1.7) легко получим, напри- 

р. для напряжения. <тг (/.0) выражение

/(«

/г
В,е 7 Л’

1„֊֊2 •1т_Г___ £_
- .՝ 4(т, г.)

(I

яЬ. .) >-։.п сой *).; —

— ск тб сЬ " сой $ $։п 6^) • ($11 т5 сИ ^$-11 0 ч|п 6м ,

— сЬ тбзП 'ЭцСО? '• СОзОц) СОЙ ■/ г ---  (с!1 т'/<|| СО> 81П

$п :) з1։ :% 3111 6 со5 0()) -(՝■■ х (-.1 с/т •

֊ ” \ ֊ | сд с։; СО5 О 51п $й тС г•., -՝!п 0 со.՝ ГА>) сон т/ 
•՝ и

՛ | (сЬ. 'Ч сЬ •% СОЙ ') 31П 6(, — йЬ *с й11 .ЧП 1) СОЙ бу)

— I сЬ :б хЬтб,. со> соз0о зЬ ՛' сЬ *'ой1п > >՝п ‘'о) | чп </' —
- I । д(՜. %)
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ш— . ' " ~ __^֊~ — ■ ■ ■ - - . __- —-

• ~ (йй тО с1) т&р- $։п г) й’ш %
17 Л О

г с!1 йЬ ■3>,| СОЯ О,! соя б) соя т/ (

4- (.41 $ яЬ я։п О соя Оо сЬ тО сЬ т0о соя % соя 6 зт ')„) я։:; -./

(2.17)

Из закона асимптотических выражений (2.11), (2.13) следует, что не
прерывная и дискретная аек напряжения с, (/. 0) имеют каждая от- 
лельно особенность при с ;<млении точки (/, 0) я угловую точку сектора. 
Заменяя в (2.17) функции их асимптотическими значениями, получим, на
пример, на дуге сектора ։—0

Ы,, (0, 8) = ±1 д.(( V. ։ —1 >" с?։ + С^ + 0(1)

26’ С‘й - «л * ’

После соответ кующих вычислений [12] получим

2(7
. 11 ( л \— г0. 1п 2 соя —- } 

\ 2-* о ՛
1пЛ(С„-С) +0(1)

Переходя к пределу при 0—0... получим, что

то есть напряжение (֊',$) в угловой точке имеет конечное значение. 
Точно также на основе (2 11). (2.13) легко исследуется поведение других 
напряжении, а также смещений. Они принимают конечные значения во 
всей области сектора. Заметим, что напряжение т.-и(/, 0) на прямолинейных 
участках сектора удовлетворяется точно.

Случаи антисимметричного поля рассматривается совершенно ана
логично.

УграиисхиЙ научно-исследовательский
институт гилротехникг ՛ мелкоращнн 11ч. т.пнлл 2т II! |97,

т. V- РПГЬЙ

ьР^Ю.В.гИ’Ъ иЬ’гёПГЬ 21ПГ11.Р 1ИМ1.и<МийП.11Ь1>31П. 
ЯЫПП’Э'Зи.Ъ 2Ш։Р- 1Й/НФС 1,НРПЬ1»ЪЬРП«1.

II, и ։]։ п ф п 1 и

Ч! К <;[> иц ■>ш^шии11НИ»1Ы»ц к 1)Лч/фи> ' шЪрш • ֊

^Ш՝!) и /: м 4’ /иП/ Ь р и/шргиЪ^ 1/1111 ^нипр !ш1[ши1И-

11ни1ЪЬр11 /тЛ^шЬр.



40 Ю. А- Борт

II.14U11)tu 1)1^14 iî ! uuiuiyt^uib 'î uit[timntpn։Jhij pfc Ip^uj.yp nLefnijjujpttï.plitliip 

Il Ut U/p Ш t) tftn tî (Al llAt'All ItnilLp/l lutduip u/uflj llfltttttlltulfttlïl utpinui'^ni jintu- 

fl utAAiLpp.

IJiApnnpjl u/'lAijnAïuiifAi l(f,<iAtp[t Andtup t։pitii[iii J /, pu p >։։ ifh L pj/ h mit-

>(</> !>< rn jj jtiiïAih p (> i/ujppl> f’bmjffp

A PLANE PROBLEM IN THE ELASTICITY THEORY FOR A 
ROUND SECTOR UNDER STRESS

Yu A. BORSHvH

S и n. ։։։ a г у

The problem is reduced t the soiutior Qi՜ nixed type algebraic 
relations involving integral equations arid inflnit- systems of linear 
algebraic equations. A quasi-regularity of the latter, and a law of 
asymptotic expressions are proved for unknowns, the mode of displa
cements and stresses at the corner points of the sector is found.
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ХХ\Я11?№5? 1975

В А. БАБЕШКО, В. Е. ВЕКСЛЕР

ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ КРУЧЕНИЯ ДЛЯ ТЕЛ 
СО СФЕРИЧЕСКИМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ

В работе рассматриваются задачи а крутильных колебаниях ограни
ченных упругих тел, имеющих сферические поверхности; последние. R 
частности, могут уплощаться Возбуждение колебаний осуществляется при
клеенными к поверхности жесткими штампами. В качестве тел берутся: 
I) замкнутый сферическим слом радиусов г ,>-бр. жестки закрепленный по 
няжнему основанию и подвергнутый кручению с частотой <•՛ круглым сим
метричным штампом: 2) шайба (сферическим слон бесконечного радиуса) 
с жестко закрепленным основанием я боковой поверхностью, свободной от 
напряжений.

В работе предложен метод решения указанных задач, основанный на 
сведении последних посредством факторизации к бесконечным системам 
линейных алгебраических уравнений. Доказывается, что бесконечные 
системы каазирегулярны. Изучен также вопрос о вырождении сферическо
го слоя в бесконечный г мп. который имеет определенное прикладное зна
мение.

Отметим, что динамические задачи для шара, как в случае кручения, 
гак и при наличии нормального воздействия штампа, рассматривались в 
работе [I], в которой применен метод парных рядов.

1. Получение бесконечной линейной алгебраической системы

Все описанные выше задачи приводятся к решению интегральных урав
нении вида

ц
| К { 'I, r.'} q (р) d'> = /(<), 0 7,՛ а <1.1)

со
К (т, ;>) = V ՝ь (/.„) 5Л (р) S„ (/. । sin у (1.2)

л—1

где в случаях задач 1)—2) имеют место соответственно следующие соотно
шения:

1) /.„=□, г, = 9—широта в сферической системе координат

I ■՝ • ՛ | ^>р֊՝՝^-՛ (ьз) 

где Pn (cosy) — функции .Лежандра первого рода на разрезе
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' ~՜ _ - _ ~ —•»-— ■ - — = =—■ -

а = %> / (&) = я1-п ՛■՝

Л , ’ (ХП> / . • • (*Л) I (хго)

(1.4)

где С - модуль сдвига» = характеризует величину максимального по
ворота штампа., У, (г) — 'Пункции Бесселя;

2) >| — г радиус и полярной системе координат

?(*)
| X- Л"՜ Л 

I -А՜?
(1.5)

/■„ определятся из условии -= 0- /(г) — гСг.
Здесь а. R. /1 — радиусы штампа и шайбы, толщина шайбы соответственно.

3<> всех рассмотренных задачах характерным является наличие у ме
роморфных функции <р(х) нулей и иолюсов, обладающих асимптотикой еле*.

шщего вида;

= з*4- 0(1), А\. = «Л'։+0(1) (1.6)

Вещественных нулей и полюсов может быть лишь конечное число. Ограни
чимся случаем однократных нулей и полюсов.

Применяя известные приемы предо давления мсроморфмых функций з 
р.:;.1г суммы главных час ей и суммируя ряды, ядра интегральных уравне
ний можем представить в следующем виде;

<Х,
( '<. (') = V 5*[«М ’о Рк 1 Г' (,?. />*) Н ( 'о ? )

С -I

♦ ?(р. ^.)м(г*. 7<)1 (Ь7)|

// ( 4, (') = 0.5(1 — $։£П I
5с- - Ке$ (р^

Здесь в случае задачи 1) имеем

^■^ = 7д^П)^(с05б) (11

*" (?’ /’л-> = “ ~Р^Рр>, <С05 ~ С^'рк (со։

Ц1։ (соз.'4 — функция Лежандра второго рода на разрезе.

В случае задачи 2)

л’(г. — — ,[}(ркг> (1.101
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/У.(р.А?)
И <Ь Р; ) = ТЬГР \ -А ~ Л?» </’*•*> -11»

У 2 Л >

М(х) функция Неймана.
Несложно установить общий вид решении интегральных уравнен и։. 

Для этого достаточно продолжить правые части на полный отрезок [0. д]. 
10. /?| соответственно в случае задач I)—2), затем обратить \евую часть, 
используя формулы разложения по функциям 6՝.,(։|), ,• проделать преобра
зования, аналогичные предыдущим.

I В результате, общи»։ вид решения дастся соотношением

</(’.) = \М(х։, /,) (1.12)
։■ О

где •: (х։) = 0.
В случаях задач I)—2)

1) с0 = £хг5с?,'<? <1), х<։ - 1, Ф (л-,, >/) = ^'"(cosv-j (1.13)

с՝0 '•/??G ig хЛ, х0 = О, Ф(х,, г) — ^^x'rl (U i)
у։(х.А?)

Дальнейшее исследование состоит в построении уравнений для опреде
ления неизвестных ct (&=1.2....). С этой целью в уравнение (1.1) под
ставляется ядро п форме (1.7) и решение в форме (1.12). После интегриро
вания к приравнивания коэффициентов при ф(х«> Т|) получается следую
щая бесконечная алгебраическая система первого рода;

У с.с/и = —св</*о к — 1. 2»— С--5)

1 0 (а, р. )
- -֊- I! (хч, «)р— —֊ ■ (1. ։ й)■։*, <!а Ф(хм л)

где в случае задачи '.) - <х, />4) (х։ 1р. 1)
и случае задачи 21 5« . д-;

2. Ис( усдовпнис бесконечной системы

|коесхонечные системы, представленные в форме уравнении первого рс 
да. после замены

г», = 1։ (ха, а) с*

соответственно а случае задан 1) я 2). определены на элементах простран
ства бесконечных последовательностей 5>.

г (гх-)*. ; $ 5\, если {глк I? । 
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где So— пространство бесконечных последовательностей, стремящих« 
к 0. После введения нормы ||2j$. sup j Zkk'Л', превращается я бан, 

' к
хово пространство.

Бесконечные системы приводятся с помощью факторизации к система 
второго рода. С этой целью бесконечные .матрицы расщепляются, причем 
г >боих случаях выделяется матрица А с элементами

1
Рк - х"

(2.1

(2.2

\ линейная система приводится к виду

(Л + В)2=/, где /={/.

Оставшаяся матрица В. как показывают оценки, порождает в приведение! 
выше пространстве 5 вполне непрерывный оператор.

В работе [21 показано, что в 5; оператор А имеет обрати! 
ограниченный А 1 и построен оператор Л 1

А (*Л** ( I?՜? (/>4.)Г? — л-.) )

3. //редедьнын переход к случаю бесконечного слоя

Полагая г, —г0֊г/г н Лможно от случая уравнений сферически 
слоя перейти к случаю бесконечного слоя толщины h в предположении, 41 
«Се полюсы комплексные. Требовании наличия юлько комплексных поле 
сов обуславливается необходимостью уд тлетворен и я и случае слоя при 
цнпу излучения Зоммерфельда.

Будем исходить из уравнения (1 I) с ядром в форме (17)
Укажем некоторые утверждения относительно функции <։(х), опрсд 

ленной равенством (1.4), которые получаются при использовании равн 
мерного асимптотического разложения •; (х) ֊ помощью формул Ланг 
ра [3]

а) при г0 — рп и д>. • -՛-

Рб) Ihn —" = р.։, lin։ — = х*. где р՜ и л; соответственно полю։ 
ru-» ff) '' г.-- Г О

и нули функции (1.5)

в) lini р (л, r0) lg yA

Используя эти утверждения, можно показать, что

lini —- — х/(р’Л) (ЗЛ
г»-- Гл
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При предельном переходе будем трсбова гь, чтобы

lini rosm 0 = г, hin r։ sin £>0 - a. 'J =?= ~ и rosin ' • л- (3.2)

Сделав замену переменных fes;nq՜-р, используя (3.1)—(3.2) и формулы 
[3j, связывающие функции Лежандра и Бесселя, и перейдя к пределу при 
/’»“►СО Н ПОЛУЧИМ

а
— ('(?)?£ (?■ f)dy - ir

I* J e

где

30 г Ji (P../.bV։ (/>„?). r<?
^»r)=2T /А(^)Л(рлр)- .Nl ,]Лр{1?)^х(рЛ

Можно показать, что (3.3) есть разложение по вычетам интеграла

k (р, г) = i и у֊Л “/* У, (иг) (и;,) du
J I Xх — «■ (I

(3.3')

Таким образом. (3.2) является уравнением для случая бесконечного 
слоя.

4. Нулевой член асимптотики

Найдем нулевой член решения уравнения (2-2). Для этого надо ре
шить уравнение

ро>
У лл«*« = Д, к = 1> 2՛--- 

п —1
(4.1)

Используя (2.3), получаем

Сп= 2! ~'и-1 /—il'oz“7 Ь—Г7---------- у/ г(хл, а) (4.2)
jtjP- Wh (—Хл)(^4-Хя) /

Рассмотрим /д. как функцию от р^ и на отрезке [о, а], о>0 за- 
юксимируем Д отношением двух полиномов

N/(pk) 
Mi„ (pk)

(4.3)

Увеличивая I и п: >■ уменьшая б: можно приблизить (!; с любой точностью.
Подставляя (4.3) в (4.2) и используя разложения мероморфной функ

ции на простейшие дроби, получаем
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1 ", A' 1
Հ ( A'J Ил'-։ п)

где М„(;4) = 0.
Используя метод работы |4|, можно показать, что Ч(р) имеет осо! 

_ । 
яость 1а у)

В заключение отметим, что указанный метод почти без изменений пе* 
,и н :снтся

а) на случаи части сферического слоя, ограниченного круговым koi 
сом. вершина к ■ орого соппадае с центром сферы, с закрепленной внутр։ 
ней поверхностью, с боковом поверхностью как свободной, так и жест 
закрепленной;

б) на случай шайбы с закрепленной боковой поверхностью;
■ ) на случай замкнутого сферического слоя, колеблюемого двумя см

лаковым:! штампами, симметрично расположенными на его внешней по-
лгр.хяос г и и на ряд других аналогичных задач.

I.ii. . 1՝ । механика и прикладной мат ՝магнии 
Р.к ;• нк Ki.ro | <к \ ырствгниого укинерсите га Поступила 19 VI 1974

Ա. ВШРЪСЧИ. Վ. և. ՎԵԿ111.1յՐ

ՈԼՈՐՄԱՆ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐ ՍՖԵՐԻԿ 
1րԱ>||յ|*1։Վ|||«:Ա*-Ն1յՐՈ«1. ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

Ա մ ւ|ւ ո փ ո ւ «ք

Ն ատանվսղ շտամպով սէիևրիկ շերտի և հարթ տափօղակի Համար ղի- 
տարկվեք են ո(սրւէ տն էքինամիկական խնւյիրներ: Ս,ռաջա րտծ աոաջին tiling 

ինտեգրալ ւավ ասարա մր րհրվում է անվերջ հանրահաշվական Հավասարում
ների սիստեմ ի սրի կ)Էա ւյիոեդուշյարոէ  թ յունր tfttLttj Հ տրված-.

Գտնված ! լուծման ւլրոջական անւլամի ասիմ ււ/տ ոտ ի կան և եէրոկիոէթ յունք 
էէէամպի եղրի վրա; Ուսումնասիրված ե »’իերիկ շերտիրյ անվեր.) հարթ շեր 

տին անցման սահմանային ցեպրը։

DYNAMIC PROBLEM FOR TWISTED BODIES WITH 
SPHERICAL SURFACES

V. BABESHKO. V. E. VEXLER

S u hi тагу

Examined are dynamic problems of twisting a spherical layer and a 
Hat washer by an oscillating punch. The integral equations obtained 
are reduced to an infinite linear algebraic system, with Subsequent re-
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gularization of the latter. The zero member of the asymptotic solution 
is found as well as the solution peculiarity at the punch border. The 
maximum transition from the spherical layer to the infinite flat one is 
also investigated.

JI II T I P A T У P A

1. Арутюнян H. X.. Баблоян A. A. (J двух динамических контактных задачах для упру 
гон сферы. ПММ. т. 29 оып. 3, 1965.

2. Бсбешко В. А. Об одном асимптотическом методе при peiueiiih! некоторых нитегрлль 
пых уравнений теории упругости и математической фнлнкн. ПММ. т. 30. вып. ' 
1966.

>. Бейтмен 1'. Эрдсии .4 Высшие трансцендентные функции «Наука». М.» т. 2. 1966
4 Бабешко В. А.. Гарагуля В. .4. Асимптотическое решение задачи о действии штампа 

круглого н плане на упругий слой. Изо. АН СССР. МТТ. № 1. 1971.
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Г !•:. БАГДАСАРЯН

О ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЯХ ПРОВОДЯЩИХ 
ПЛАСТИН В ПРОДОЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

На основе гипотез магнитоулругост и гонких тел. предложенных в ра- 
бо ах [1. 2|, рассматривается задача динамической устойчивости проводя
щих пластин и продольном магнитном поле. Получено уравнение для опрь- 
'.едения критических lacrnT главного параметрического резонанса. Иссле

дуется влияние проводимости материала пласт инки и напряженности за- 
данное.। магнитного поля на критические частоты и области динамической 
\ Г1 ОИЧИВОСТ и.

I. Пусть упругая изотропная пластинка посеянной толщины 2Л отне
сена к декартовой системе координат л, у. < так. что срединная плоскость 
педсформиропаиной пластики совпадает <■ координатной плоскостью лу.

Пластинка. изготовленная из материала с конечной постоянной элек- 
трсжроводносттмо (7, помещена r постоянном магнитном поле с заданным 

вектором напряженности Н{Н՝, О. О), параллельным оси Ох.
Нус ь. далее, в плоскости лу пластинка подвергается действию равно- 

мгдио распределенных по сторонам, параллельным оси оу. сжимающих уси- 
\ин интенсивности />..4-ptC'os0L

В основу последующих рассуждений ставятся следующие предполо
жения;

а) r.nioTe.x։ магнитоупругостя гонких тел. определяющая закон Изме
нения упругих вер! мешений и компонент индуцированного элсктромагни ■- 
ноги поля по толщине пластинки [I, 2|;

б) д՛.н инешпей области (дли всей области вне тела пластинки) счи
таются справедливыми уравнения Максвелла для вакуума:

в) магнитные и диэлектрические проницаемости материала пластинки 
принимаю։ся равными единице:

г) влияния токов смещения на Характсрис ики динамической устой- 
двости пластинки препебрегаются.

Предполагается также, что упругие перемещения и электромагнитные 
возмущения настолько малы, чти можно пользоваться линейными уравне
ниями.

На осионг принятых предположений основная разрешающая система 
дифференциальных уравнений устойчивости пластики имеет вид [1]

00 _ О? _ 1 д/_
(Jx ()i/ с <Н
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"/-- | 
fix

•Но /1 A7t . А; А,
~с \ ՛ Т ~оГ/ 2h

of 4-з А;—А;
Оу -с 2Л '1֊1>

D^w 4- 2-»//^ 
Of-

(₽„-,», cos
Ох՜ с ՝ с (И /

+ 2^ 

Зе \/<y՜ с (/iffИ ОхОу

Здесь е.г ='■? (а. </, /I, еу — 'г (х, у. t) искомые тангенциальные 

компоненты вектора напряженности е(е , <?„. с-) индуцированного в 
пластинке электрического поля: А- / (х, у, f) — искомая нормальная 

компонента вектора напряженности /Н/»». Av. Л. I индуцированного п 
пластинке магнитного поля; и» (х, у, /) прогиб пластинки. Индексами 
алк1с и минус отмечены значения соответствующих величин при z - Л 
и z — —К.

В уравнениях (1.1). как обычно, Д—двумерный оператор Лапласа. 
р=2£й4;3(1—v;) —цилиндрическая жесткость. £ — модуль упругости. 

• — коэффициент Пуассона, р — плотность материала пластинки, с — ско
рость света.

2. Для решения поставленной задачи, как видно из (1.1). необходим.» 
иметь значения тангенциальных компонент индуцированного магнитного 
поля на поверхностях - - й. Поэтому уравнения (1.1) необходимо рас
сматривать совместно с уравнениями Максвел,ха для внешней среды

rot/?՜1 О, div/?'՝—О (2.1)

при следующих условиях на поверхности плас i инки:

л^-=/(х. у,/), /£՛ л';'=л,, .2.2)

В (2.1) и (2.2) индекс <<е> обозначает принадлежность к внешней об
ласти.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением устойчивости пластинки, 
бесконечно простирающейся в направления оси оу, вмонтированной п 
идеально проводящую диафрагму и испытывающей цилиндрический изгиб

В этом случае е, <?. Л7 0 во всем пространстве. Для опре
деления Л'.՜ в полуплоскостях )е|^>Л с учетом <2.1) и (2.2) получим 
следующие задачи Дирихле:
V

В -vt( a'n| (2.3)

I о ?<[֊«. «I
где 2а — ширина пластинки.
’ Известия All Армянской ССР. MiX.iHHU.:. .V 5
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Решение задач (2.3) имеет вил

1 г‘ (-—/>)/(•■()
" 3 (л- - ;)' +■ («։ Л)г

— М

Подставляя (2.4) в уравнение сНу/!=О и 
г-^±Ь, найдем

переходя к пределу, ког.

л; ֊ АГ - — Г 1} </■ (2.5)1
“3 X — -

—и

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши.
Анализ динами ческой устойчивости пластинки в продольном магнит* 

ном поле после подстановки (2.5) п (1.1) и некоторых преобразований сво
дится к исследованию следующей системы интегро-дифференциальных 
уравнении с ядром Коши: 

с обычными условиями закрепления краев пластинки и условиями [3]

7 "О при х а (2.7)1

< Предполагая, что пластинка достаточно длинная, представим реше
ние системы (2.6) в виде |4|

.= ;,((),-% а. = «,,(()<• "" (3.1)

где ф..(‘). ^'. (՛) искомые функции времени /. А' —я,՛/.— волновое число, 
а — длина полуволны в направлении оси Ох.

Подстаяляя (3.1) и (2.6) и учитывая, что область интегрирования яв
ляется ( — 00. ос), получим систему линейных дифференциальных уравне
ний с периодическими коэффициентами
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Здесь введены следующие обозначения

2’ - — (1 - )■ />. ֊ О4:. ■< -------—
2рЛ ' р. ' 21/л, —

, 0 4=5 И,
"в<-^ ^ = тг’ ’ -I <3.3)

И 11

4 4=у • Ы

Согласно теореме Флокс нормальное решение периодической системы 
(12) имеет вид (5. 6]

Л(т) -т Ф|- )гхр( ֊° !пг)

В *•
где ф(т) — периодическая вектор-функция с периодом 2л/0«. ՛՛ — корень 
характеристического уравнения Тогда критическому значению безразмер
ной частоты 0^,, означающему появление параметрического резонанса, бу
дет соответствовать переход хотя бы одного корня характеристического 
уравнения из области | г| <2 I в область |г 1 ֊-- I (нарушение необходимое ՛ 
и достаточного условия асимптотической устойчивости).

Используя метод гармонического баланса [6|. для определения крмги 
ческнх частот главного параметрического резонанса получим уравнение

I1 ՝'՛ ■ ~з270| :7<’° 1՜՜- ՝ т'3-41

В случае идеально проводящей пластинки (<т—ос) из (3.4) для границ 
главной области неустойчивости получим

= 4’2’ (1 • тЗ п| (3.5)

Формулы (3.5) показывают, что а случае идеального проводник;։ 
магнитное поле нс влияет на ширину области неустойчивости, по меня։-, 
гс՛расположение на плоскости (0. р) в сторону больших частот.

Ийея п виду, что в (3.4) вследствие бесконечности пластинки нходи։ 
*1ги9вестнос волновое число А՛, исследование влияния напряженное 1 и маг- 
пнтиого поля на области неустойчивости и случае конечного проводника и 
ураппсипю (3.4) нецелесообразно Поэтому подобное исследование отли
пши до следующего параграфа. где буле! рассмотрен.։ аналогичная задача 
а случае конечной пластинки

Если задачу решить при условии. что я первом уравнении системы 
(26) преиебрегается член то иамеиится тилько имченне величи
ны |). причем для р получается выражение (• -»-Ч*1 ‘ )-'М Сравнение пока- 
зЫвает, ЧТО пренебрежениг указанным членом приподнт к погрешности по
рядна А’/| по сравнению г единицей, кото; ля в еории гонких пластинок 
вбычяо пренебрежимо мал.։
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4. Рассмотрим задачу динамической устойчивости пластинки-полосы 
шириной 2а (—а^х^а. —ос С у < оо). помещенной в магнитном поле с 
вектором напряженности. параллельным оси ох. Предполагается, что пла
стинка. длинные стороны которой жестко заделаны, теряет устойчивость 
по цилиндрической форме. В этом случае должны решать систему (2.6) при 
условии (2.7) и следующих условиях на торцах пластинки:

ciw н
w = -— — и при х 2; а 

f)x

Пренебрегая членом <3:ф/б$х։. первое уравнение системы (2.6) с учетом вто
рого уравнения можно привести к виду

1 ,
1_|' ?'Л. п д,- 2=£ " I z'2 •>. /. '" '2 Po PjCQsOf I
к J л0 — cA/։ at I a' Ox\ ' at՞ a ՛ Oxi I J 

где введены безразмерные координаты х = ах0, ? = «сл.
Из уравнения (4.1) путем использования формулы обращения инте- 

града типа Коши можно найти функцию Ц'(;.. • )•
Известно [7], что интегральное уравнение

v (*о) -

в котором функция 1*(х.) на промежутке I — 1, Г удовлетворяет условии 
Липшица, а неизвестная функция и(х.,) суммируема на промежутке (—1,1) 
и удовлетворяет условию Липшица с мним и ггм же показателем на любом 
сегменте [ — 1 4՜«, 1—*?1 (е>0). имеет решение

J 1 Г Г1--^ г
м (х0) =------ —■- l I  ---------- :՛ (:.,) а-. ■ ——.

’ I 1—J ՝о- *о I 1-*5
— I

(4.2)

где (, —произвольная постоянная.
Применяя формулу (4.2) 

ряя условиям (2 7). найдем
отн о с и т ел ьн о уравнения (4-1) и удовлетас

■ 2;.Л^ 
at--

о 
at а1 V։?,

Ра Piles 0s«’ d'O

՝t>
(4-3)

п ‘2а ( 

с՜ J

^A'<j

а

D О'и

Подстазляя (4.3) ни второе уравнение системы (2.6). задачу динами
ческой устой ч в ши. и рассма рпнаёмой пластинки в продольном магнитном 
поле приведем к решгнзк .анулярного пн 1ё1ро-дифференциального урав
нения
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D <Г։ш о , дгы ра 4՜ />։ cos (И <>zu՝ 2'Л „ d.w
дх‘ + 2рЛ Ж ' Ö? 4*‘ ՛՛ с։ 'dl

A-ha Г аху ? 1'1-;-3 I O. ^W
с" 1'1 ■'••J — х0 dt | а՛ (?5о

— 1 — I

Of а- О-'

при следующих граничных условиях:

ш — 0 при л-0 = ± 1 (4.5)
<7л-(1

Представляя искомый прогиб пластинки в виде

w (л-0. /) = w0(O (1 х’)2

удовлетворим граничным условиям (4.5), а из уравнения (4.4) методам 
Бубнова-Галёрки на получим линейное дифференциальное уравнение с пе
риодическими коэффициентами

б,|н»с о . <•, о г.30—֊֊ ~ ^~ГГ т 3°71(1 27со»°с-).-------
а. и՜* <1՜

4- /[1 2? (c°s V — '/GjPosJn V)] -t'o (') = 0 0’6)

где

, = ч 2==61Р/1 ил =2W, ,։ = _л___
4[.Ла4\ рФ/ 2d՜ 2 (/?д. Ро)

9^—, ’ £=1.22 — —. 63- 0.737, ^=0.737'J ° 2 r и ֊22 Л

а1=а£+ 1.123 —֊ —
P-i> Ра

Л_21М
V 32 pj

Поступая аналогичным образом, как в пункте 3. из уравнения (4.6) 
для определения критических частот главного параметрического разонанса 
получим уравнение

#olUo-^)f-('W) + ?։IU 1Г--И-0. *0 = 4՜ 0-7)

На фиг. I представлены графики зависимостей критических частот 
главного параметрического рсзрнанса от параметра и„. характеризующего 
электропроводность материала пластинки при 2u=aß. Параметр 0$
характеризуе՜! напряжеппость заданного магнитного поля. Рассматривая 
фиг. I. замечаем, что с увеличением проводимости материала пластинки ши-
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рвиа области неустойчивости вначале уменьшается и принимает значй 

нуль при = 2^՜ после чего начинает увеличиваться, стрем:

к 2и для идеально проводящего материала (формула (35) ).

Кривые, при веденные на фиг. 2. представляют зависимость 
(.' =сф) для медной пластинки при различных значениях хоэффицйё 
возбуждения и. Для расчета принято р-,=0. Л—0.01а.
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Из фиг. 2 видно, что при наложении магнитного поля и дальнейшем 
■увеличении его напряженное! и область главного параметрического резо
нанса уменьшается и стремится к нулю при определенном значении напря
женности магнитного поля /7 Это значит, что г у шествует минимальное 
значение (Н։։р) напряженности заданной магнитного поля, превышение 
которого исключает возможность появления параметрнчссхото резонанса

Зависимость /7„։, пт коэффициента возбуждения р приведен.։ )|.| 
। ’.которая показывает, что чем больше нНтснснпность м.инити-.г՛ по

лч. тем большая амплитуда параметрической силы требуется, чтобы выз
вать динамическую неустойчивость пластинки. Здесь приведенная кривая 
разделяет область устойчивости (/7,՝>77а?) от области неустойчивости 
(И,<н.р).

Иасштут механики
АН Армянской ССР Поступила 24 ) 1975

Դ. Ь. ՈԱՂԴԱՍԱրՏԱՆ

ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ ԴՏՆՎ11Ղ ՀԱՂՈՐԴԻՉ 
ՍԱԼԵՐԻ ՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ ։ք

Հոդվածւսմ, եյնեյով րարակաււյատ մ արմ ինների մա է/նի иաաи աձ ւյա կ ա- 
նսւքկան վարկածներիր, ւ/իսէարկվ րսմ I երկայնական մագնիսական ր/ ա շ ա ո ւմ 

արյորւ/իշ Կայի ւյինամիկ կա ւոէնոկէյունրւ է)տացվաձ է հավաւ/արամ 
^1խւաիւ/ւ Կյարամ եարական ոեէյոնանսի կրիտիկական Հ աճա իւակ անրս թ ւ/ււն - 
ների որոշման Համար էհւէումնասիրված ( սայի նյութի Լլեկարահաղորղա~
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ON PARAMETRIC VIBRATION OF CONDI CTING PLATES 
IN A LONGITUDINAL MAGNETIC FIELD

' I.. RAGDASARlAN

S 11 in ni a г у

In terms O; hy.poi icses on magnetoelasticity of thin bodies a pro
blem is discussed of dynamic stability of conducting plates in a lon
gitudinal magnetic Heid. Au equation is obtained to determine critical 
rvquencies of the major parametric resonance. Examined is the effect 

of plate material conductivity and of the strength oi a specified mag
netic field on critical frequencies and on the regions of dynamic stabi
lity. t is shown that there exists a minimum magnitude of the magne
tic field which, when r .ceeded, eliminates the possibility of parametric 
resonance.
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А. С ВОЛЬМНР. Л I ПОНОМ АРЕВ

АЭРОТЕРМОУПРУГОСТЬ ПЛАСТИНОК II ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ПАНЕЛЕЙ ПРИ ПЕРЕХОДНОМ РЕЖИМЕ В ПОТОКЕ ГАЗА

Проблема понеденкя деформируемой конструкции при совместном дей
ствии нестационарном аэродинамической нагрузки и аэродинамического 
нлгрсна является одной из наиболее актуарны.*, для современного авиа
строения* Влнянш теплового воздействия проявляй н и, прежде всего, в 
появлении в племен ах конетрукний дополни ельпых напряжений и е сни- 
;Kl’jbi։i показателен механических характеристик материала.

Вопросы, относящиеся к исследованию поведения упругих систем при 
повышенных температурах, отражены в монографиях 12], |8| Освещены 
также отдельно i хнтературе задачи, касающиеся теории теплопроводно
сти и мас^добмена |9i. 7]. Численные методы нестационарной аэродина
мики изложены в |3]. В исследовании же поведения деформируемых эле
ментов тонкостенных конструкции в пптенциалышм ноле совместно с аэро
динамическим нагревом делаются лишь первые шаги.

Задача об определении аэротермоупругих свойств элементов конструк
ций состоит из трех частей. Первая ил них включает вычисление при из
вестной скороегн полета конструкции интенсивное и аэродинамического 
нагрева. Ibi найденном} тепловому полю ищутся температурные градиен
ты и конструкции. Затем, из совместного решения уравнений газовой ди
намики и термоу пр у гост и находятся аэродинамическая нагрузка и дефор- 
мапня или напряжения в конструкции.

В настоящей раб<пт особенности поведения конструкции тина пластин
ки и цилиндрической панели рассматриваются с позиций нелинейной тео
рии термоупругих пологих оболочек и линеаризированной теории неста
ционарной аэродинамики. Распределение температуры по конструкции счи
тается известным. либо ищется из решения уравнения теплопроводности 
R предположении о независимости температурного ноля от поля дс.фор- 
мации.

Рассмотрим симметричное безотрывное движение несущей поверхно
сти—крыла прямоугольной формы к плане со скоростью Ь'о при нулевом 
угле атаки в идеальной сжимаемом среде. Примем, что. начиная с момен
та времени /=0, крыло подвергается действию дискретного вертикального 
порыва (мгновенный охват). Предполагается, гто в последующие моменты 
времени отдельные участки верхней обшивки крыла начинают деформир >- 
ваться от совмести֊ г > действия аэродинамической нагрузки и аэродинами
ческого нагрева

Изучим динамическую реакцию упругий . ж темы при комбинирован
ном Нагружении на примере плоского я искривленного элемента обшивки
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крыла со сторонами <>. и к милкой 1 (фиг. I). Примем, что выделенная 
|.|ц<-л|| Шарнирж гк »плен.։ » • холс-лными ■ подкрепляющими элементами 
м»н»1р>купи. При -том ’.г։. м-.щенне - »руои ее стеснено а направлении 
ччг ;։м<ч ։։ » нм» »итд» м. п точки торцов могут свободно скользить 
пдом» координатной линии |/ Кроме того, предположим, что панель имеет 
.анилины։՛ н<пр.։пильиосли формы, и усл* ано примем, что кривизна се рас* 
к>л*>жгна перпендикучярмо направлению потока. Направление потока и 

область полиж (тельных координат дли несущей поверхности 0|Х|{/|2| И ДА” 
>.ни ли Ох//՜ показаны на ф։։г. ' О։, диичимс к случаем малых скоростей 
прогиб.։ по ։ равнению с / и самих прогибов :։<» отношению к хорде крыла 
■.<;՛« Ь„) В то же время будем считать, что появляюцтн«си прогибы в об» 
шинке грлинимы ։ ее толщиной.

Выпишем линеаризованное дифференциальное уравнение, описываю- । 
шее рпс; ,ч . миг потенциала возмущенных скорос тей ц в связанной | 
нстсме координат ֊ •. и основные динамические нелинейные соотно

шении нории пологих термоупругих обол 14г> с учетам начальных иепра- 
! ,|Л1 ПОСТ СИ формы И К( Hi rj.VNIJHCHHOio ДСМПфИ роплння. допплнип их ннср- 
пионнмм членом. ». вгтстпхющнм нормальному перемещению.

, п. - u'l г

v v «•՛(՝ А; и՛* • . ш,| и՛о ;»(•<. //. О (2)1
! V* к ■ ц

Af։VrV*'l’ — .in*, п 1 Д|п*г. ։»’- | <п’ ։*’о).«г ЙЙ

2 к
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Здесь

л/, _1

Я

Ло ֊ Е:<Ь,

-Л. 2

/>։
Ь:2 л.2

• Е՜ га:, \ Е'г'а.

> £ —модуль упругости в точке с координатой г, вычисленный для 
данной температуры 0. /? — радиус срединной поверхности цилиндриче
ской панели, у удельный веч материала. ։• —Колффвцнен. конструкцион
ного демпфирования, р(.\,у.1) —интенсивность поперечного аэродинами
ческого давления. I. — извес тный билинейный оператор, а —скорость 
звука в невозмущепном потоке. ‘1’ — функция напряжении в срединной по
верхности, да и да. полный и начальный прогибы. Индекс после запятой 
обозначает дифференцирование ио соответствующей переменной. Уравне
ния (2—3) описывают напряженное и деформированное состояние панели 
при допущении, что температура. оставаясь постоянной вдоль ксорднна 
.* и у;изменяется гол՛.ко по толщине 0 —0(г). Граничные условия па панели

(5.1

где а учитывает изменение угла атаки при воздействии порыва, :г , и
1

— и1,։ описывают изменение местного угла 
«о 

атаки но координате л и

премени /. Согласно (5| и модели тонкой несущей поверхности выра
жение для суммарного аэродинамическое о давления представим п виде

р(х, у, О ֊ р (х, у, /) \-р;1,^х, у, I) рШ/(х, у, /) (6)

Здесь р< (х, у, /> составляющих аэродинамического давления, опре
деляемая в данном случае по соотношениям ([ ] стр. 547). Возмущён
ное давление р. \х. у. /1 вычисляем е помощью интеграла Коши-Л;- 
гранжа через потенциал возмущенных скоростей

л\.. — ?.,) (7)

Через ; в (7) обозначена плотность нсвозмущенний газовой среды. Для 
шення упртгой интк задачи воспользуемся методикой, изложенной 
(61

Функции полного и начального прогибов и функцию напряжений г 
динной поверхности аппроксимируем выражениями вида

-0 /(х, мп ֊— ’ а«.) = /о(.г) мп ֊ -
Ь Л

Ф — *4 ( с. /) ъ(п —.
{> •?՜՜
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где Л? — эквивалентное с ж и;майя нее усилие в лчеч'.и, п и п0 — соот
ветственно число текущих и начальных полунолн вдоль оси у; п=п0.

Выражения для я Ф (8) удовлетяоряют граничным условиям типа

и» - 0, ;г,тг = 0. ;V. Л1'., А'11։. — 0 при х 0: «

0, ;Vv 0, А\.,г 0 при у 0; b (9)

где А'-., А’7 и N.., соответственно нормальные и касательные погон
ные усилия, связанные с функцией *1' по известным соотношениям [5]. 
Условие для \\у к (9) :ц» ненагруженщвм кромкам у 0: b выпол
няется в „интегральном“ смысле.

Разрешающая сиспма уравнений относительно искомых функций W и 
I՝ была составлена путем шн ледова՛։единого применения к зависимостям 
(2—>) процедуры Бубнова-Галеркина пи переменной у и метода конечных 
разностей по х и времени /.

Коэффициент :»кшшален гногс сжимающего усилия \ ' находим из 
усл -вия ■>?< у । г । нг.я сближения между торцами панели в направлении оси х

— 0 (10)
U J Ох 

0՝
где г.՛ — деформация ианс \н вдоль образующей.

Окончательно усилие \пределясм по формуле

Т4

~ Л'о(/1 ֊ — Фо(х. C\dx —
«6,

где Лч ';7-։-՛՜ У.’’։/г температурное усилие, коэффициент ли- 

*'л ?
1-ейно. О расширения.

Решая сончгстю- уравнения (2 3) ■ гиш !.ельио функции а-' и Фс 
.• -м (II) опш-аинь м выше способом в определяя законы раепрсдслсиия 
вс.кмущснно։ о давления /Цл.у.О численными методами чинеаризованной 
нестационарной аэродинамики, можно исследовать деформацию панели 
вдоль образуЮ1П.1 н и ни времени как при переходном процессе, так и при 
установилшгм». я режиме и потоке газа для широкого диапазона чисел 
Маха 0 М '2 (М~

/'(ля примера ялу -им аэротермоуиругяе свойства панели гри обтеканш՛ 
крыла сверхзвуковым потоком. Рассмотрим случай А/ 1 будем счи 
тать температуру нагрева известной.
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Аэродинамическое давление находилось по (6) с учетом (7). Потен
циал возмущенных скоростей ф определялся интегрированием уравнения 
(I) численным методом запаздывающего потенциала от источника в без

размерных характеристических координатах ՕյՀք'... с полууглом при вер
шине |i = arc sin М՜1 (фиг. 1)

Ч = *։ У՝. '■? *1 * Ут՜«io

71=֊^-՛ Հօ ?=1 f (12)
е $1 з/

где հ„,—координата начала отсчета. I— размах несущей поверхности.
Для реализации численного метода панель заменяется целым числом 

элементарных ячеек, образуемых путем пересечения прямых, параллельных 
характеристическим линиям 01 ՛., и Ор,... Потенциал возмущенных скоро
стей ф в произвольной точке находим путем суммирования интегралов ш> 
ячейкам. вошедшим в область интегрирования.

Далее было принято, что температура вдоль толщины оболочки рас
пределяется по линейному закону

О б1 + О ^1 $л г с
здесь с =----------» р0 —- з, и — температура наружной и

2 А
внутренней поверхности; модуль упругости является также функцией 
координаты г

Е’ = Н‘-$г 
где

/Г - ЯЧА. =

Например, для дюралюминия Д 16Т Н 7.2е1 10г‘ кг:слс;
?։ = 551 м/см* С.
Изменение коэффициента линейного расширения в зависимости от темпе
ратуры описывается выражением

Ч = 5 4- с82
Далее имеем

°3; = «г ֊ Ч = 3^г

Для дюралюминия з — 22 10՜ 1 С, ?-2 0.05 10 .
Приведенная температурная жесткость панели, неравномерно нагретой по 
толщине, примет вид

м Р.,Р0 Р] _ Лл( 12ЛГ -рГЛ8)
2 (1->Н/Л՜ 144№(1-^)

Кроме того, выражение для Л'., будсч

.\'и = с(Н - сЗ._.) И (13)
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При составлении разрешающих уравнений был:։ использованы безразмер
ные величины

-L, ' ֊ L- л~ , jl
Л а b

, —А_. Д'" :УХ. д/.
0,/г л- а/,'-' Д/.-

:а . Р> О? ֊ 2<Р
»1 /Лг;՛ *“6«՛ р~ :-.и1

Система разрешающих безразмерных уравнений относительно функции
■) и >(;, ;) интегрировалась к конечных разностях с шагом по 

координате А =0.1 и по нремени Л-=0.005 при начальных условиях 
10 - 0 совместно с уравнением для параметра возмущенного

давления /?(;. -) пои А 0.0125 и Л. 0.025: число полуволн вдоль 

осп ц и ампли.теда начальной погиби составили соответственно п 1, 
I.

Отметим здесь, чти -»кянвалентнос сжимающее усилие А'. в общем 
случае является переменным я ՛ времени т. Поэтому оно ищется па каждом 
шаге интегрирования по ( I 1) с учетом ( 13).

Остановимся на результатах вычислений, полученных с помощью 
.-.)ЦВ.\1 на примере панели, выполненной из дюралюминия, с параметрами 
л 1. /.|=80, -0.25 при : -0.5 для случая стационарного нагрева. Варьи
ровался коэффициент кривизны панели А’ и температура нагрева 0. Они 
представлены в виде графиков на фиг 2—4.

Фиг. 2.

На фиг. 2а. б нанесены соответственно траектории движения £е(т) пе
редней с=2 и задней .' — 8 гичек панели во времени т. расположенных соот
ветственно иа расстоянии 1.5 и 4/5 длины от передней кро.мкн со стороны 
набегающего потока (фиг. 2а). и закон деформирования срединной по
верхности £(|. т) вдоль координаты ; для различных моментов времени т 
при А=0 и 0 = 50 С (фиг. 2б). Аналогичные графики и.-(т) и и(՝, т) изобра
жены иа фиг. За," ։ля пансл.: i А' —0 при I* ПЮ С. Как видим, повыше-
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нис температуры нагрева панели 0 при вод ит к резкому изменению дефор
мированного состояния. Вычисления показали также, что аэротермоупру- 
гое поведение панели при дальнейшем росте температуры нагрева может 
быть описано, исходя из условий нагрева. Вместе с тем отметим, что на
грев панели выбранной геометрия в диапазоне 05^0$£6О'С приводит к за
метному демпфированию аэрогермоуиругях амплитудно-частотных харак
теристик.

Фиг. 3.

Кривые (•(։) фиг. -I иллюстрируют влияние температуры нагрепа 0 на 
критическое время достижения в отдельных точках конструкции (1 = 2 — 
сплошная линия; г—8 — пунктирная линия) предельного прогиба (ъЧ,։.1, - И- 
Из анализа фиг. 4 следует, что это время в значительной степени зависит 
от температуры нагрева панели.

Таким образом, при сравнительно высоких температурах аэротермоуп- 
ругяе свойства системы типа навели могут быть изучены без учета песта 
цнонарности обтекания. Сопоставление результатов вычислений при зарои 
роваиии коэффициента кривизны панели А’ показало, что увеличение пара
метра /г вызывает рост амплитуды колебаний системы.

Обратимся теперь к исследованию аналогичной задачи для случая 
быстрого нагрева поверхности обшивки. Будем считать интенсивность па
дающего потока на поверхность элемента конструкции известной.
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Укажем на некоторые особенности данной задачи. В первую очередь 

это относится к параметр) ;емпера го рного усилия \'о соотношения (11). 
Если при статическом нагреве он принимался постоянным, то в этом случае 

АД оудст являться <;»> нкциеи параметра времени т: /V? — М (т), Его бу
дем находить по форм) хе (1.5) на каждом шаге интегрирования. Для этого 
। дополнение к основным разрешающим уравнениям относительно функции

V к необходимо решить температурную задачу.
Гак как панель ч шлете я Тонкостенной и предполагается, что поверх- 

ни՛. ՛ г гг подвергается ра зномерному воздействию теплового потока, то рас
пространением тепла .в меридиональном направлении можно пренебречь и 
рассматривать задачу ? распространении тепла в одномерной постановке. 
Горда уравнение теплопроводности выпишем в виде [91

'л,= А,г (15)

где х — коэффициент температуропроводности; для дюралюминия 
х 0.645. с лг/еек.

У рапнгниг (15) был- проинтегрировано при следующих граничных в 
пата хьных условиях:

Г|..- О, С;. — const при / >0

d — 0 для I = 0 (16)

Воспользуемся известным решением [81
Варьируемыми параметрами в вычислениях были коэффициент кривиз

ны панели Аг и интенсивность теплового потока <?(О-

На фиг. 5 помещены траектории движения передней (( = 2) и задней 
точек (Г 8) панели и коэффициентом кривизны /?=0 при <1 ~ 500 ка.?/слгсек 
Подобные графики при '֊/ =■ 1500 ка ։/слгсек нанесены на фиг. 6. Сопоставле
ние данных 1[>иг. 5 и 6 с аналогичными кривыми фиг. 2а и За показывает, 
что аэротермоупругис свойства упругой системы при быстром нагреве со 
сверхзвуковым обтеканием описываются в начальный период плавным тем
ном пирасгания амплитуды движения. Вместе с тем конструкция может 
подвергаться действию более высоких температурных градиентов до появ
ления в ней значительных перемещений.
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Анализ вычислений показал также, что. как и в случае, описанном вы
ше, увеличение интенсивности нагрева приводит к уменьшению критиче
ского промежутка времени до появления в конструкции предельных про
гибов.

Фиг. 6

Мы рассмотрели некоторые аЭротермоуппугиё явления, происходят»;
; присутствии Iсилового поля. Бгмла показано, что температурные напря
жения изменяю» характер поведения упругой конструкции, подвергающей
ся действию газового потока. В одних случаях тепловые воздействия смяг
чают аэроупругне перемещения системы, в других же они полностью опре
деляют напряженное и деформированное состояние конструкции. В связи 
с широким использованием композиционных материалов в авиастроении 
желательно рассмотреть эти же задачи с применением современного аппа
рата теории анизотропных пластин и оболочек | I

Военно-воздушная инженерная академия
нм. проф Н. Е. Жуковского Поступила 27 И 1975

Ա. II. ՎՈԱՈ՚ւ1. Ա. Տ. ՊՈՆՈւքԱՐՅՈՎ

ՍԱԼԵՐԻ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՊԱՆԵԼՆԵՐԻ ԱԵՐՈՋԵՐՄԱԱՌԱԱԳԱԿԱՆՈԻ^ՅՈԻՆ^ 
ԴԱՋԻ ՀՈՍԱՆՔՈՒՄ ԱՆՑՈՂԱԿԱՆ ՊԱՑՄԱՆԱԿԱՐԴԻ ԺԱՄԱՆԱԿ

Ա մ փ ո փ и » մ

Ուսումնասիրվում են ւզ անելն երի աերոչերմաաոաձղական հատկության - 
ների գազի Հոսան բա մ անցողական պա չմ անակտրղի ե տարա i մ ան մ ամա
նակ էքիտտրկվամ են կէսոոէ ցվածրի էլեմենտի ստացիոնար ե արարք ասէ բաց
ման ղեպբերր: Օգտագործվում են ջերմտտոաձգական աղանթների ոչ գծա
յին աեսութ չան աէլնչՈէթ չուննհբր նորմալ տեղափոխուի) չանր Համ ապատաս- 
խանող կուոյս էչվ ած բա չին տատանումների մարիչի և իներցիոն սւմերի հա՛շ- 
վառումով:

Աերողինամ իկակււէն բեսր փնտրվում է զգայնացված ոչ ստացիոնար 
աերողինամիկայի թվային եղանակներով բարակ կրող մակերևէսյթի մսէքեչի 
վրա:
5 Hsibccthji ,\1 ; A.jmhh; xor. CCP, .Vif.saHHKa, № 5
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AEROTHERMOEI.ASTICITY OF PLATES AND CYLINDRICAL
PANELS UNDER TRANSIENT INFLUENCE OF THE GAS FLOW

VOI/MIR A. S.. PONOMAREV A. T.

S u m m ary

Aerothennoelastic behaviour of plates and circular cylindrical pa
nels under transient movement in the gas flow and simultaneously hea
ting >s investigating.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
№ОДа XXVIII, №5. 1975 ’ Механик.

Р М КИРАКОСЯН

О СООТНОШЕНИЯХ ДИНАМИЧЕСКОЙ
ТЕРМОПЛАСТИЧНОСТИ

Известно, что упругие свойства материалов сравнительно слабо зави
сят от скорости нагружения, чем пластические. Динамический и статиче
ский способы определения упругих постоянных обычно дают практически 
Одинаковые результаты, чгг<> нельзя ожидать по отношению к пластиче
ским характеристикам материалов.

Несмотря на существующее множество различных моделей, учитываю
щих влияние скорости деформирования на соотношения пластичности, этот 
вопрос пока нельзя считать окончательно решенным В настоящей статье 
делается еще одна попытка в этом направлении. Опираясь на понятие по
верхности текучести и ассоциированный с ней закон течения, предлагают
ся динамические соотношения пластичности при нес таи попарных темпера
турных полях. Ради простоты считается, что упругие свойства материала 
не завися, как от температуры, так и от скоростей деформаций. Более де
тально рассмотрен случай плоского напряженного состояния.

В заключение указывается возможность учета влияния других факто- 
ров (магнитного ноля, облучения и т. д.) на пластические свойства мате
риалов.

1. Пусть поверхность текучести, ограничивающая область упругости 
материала в пространстве напряжении о՛./, определяется уравнением

/•’(3«7» <Ь (j> -ol-^ 0.1)

где 7 —параметр упрочнения, - температура. —тензор скоростей 
деформаций.

Как обычно, при Е<Х0 состояние данной точки, независимо от того 
происходит нагружение или разгрузка, является упругим. При пластиче- 
скох։ течении точка, изображающая напряженное состояние в пространстве 
напряжений, двигается по поверхности текучести (1.1). следовательно.

aF ■ dF, tdF , dF -
dzif д') Oq

1.1.2)

При разгрузке или нейтральном изменении напряженного состояния <7 = 0. 
^С0. и из (1.2) следует

oF ■
db

dF
(1.3)<0

Работа .J՛ М'.нена мл VI Вгг< оюлюй конференции Ш» прочности и пл.։< ։ ичпистн 
Москва. 1975 г.
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Следовательно, при нагружении

/>0 (1.4)

Значение ( является мерой ннгексканости процесса нагружения. По ана
логии с классической теорией гермопластичносп! (1| примем закон течс- 

■ и. нормальный к поверхности текучести и пространстве напряжений

., / и f fit л о!՛ \ .й„ — vH---- J ֊- vH-----(------- за։ — • • — -ла ) (1.5)
Л:,. i’Q.fXUSu /п (Нн /

где с,, - гензор скоростей плас ических деформаций, Н —положитель
ная функция упрочнения.

. I 1. если / Он/ 0 (16)
I 0, если Г 0 или / - 0 и / 0

Принимая н качестве и։)..։м< рл >։։.*< нения работу пластических дефор
маций

0=1 'ч dt U-7)v

с учетом (1.5) из (1.2) получим

^L-.2L (L8)
f?q О:ц

Заметим. что совпадение выражения функции упрочнения /7 с ее класси
ческим выражением является формальным, так как она теперь зависит oi 
скоростей деформаций

Прибавляя к (15) тссмоупругис с -авляюшис скоростей деформации

Г =<; ~ .4։>л* г..; - (1.9)

для полных соотношений получим

-4t- •• - ^Н֊/ (1.10)

3 ‘ •֊։• /<,,/՛• - Т' Нл<-|]> коз<р'рициснтои упругости. <г ..1МИОА ’qn<JR-
к< р.ч. коэффициент лииечкогг՛ температурного расширения мяте- 
рилл.1.

В соотнсцяеНйЯ (1-Ю), кроме скоростей деформаций ■./, входят 
с։ц ускорения де рорм.1ЦИЙ В случаях, ко да ускорения деформаций

япл.41 »тем непрерывными функциями премени, ил можно с помощью 
дифференциальных ур.ишепкй дни жени я



О гпотиошемиех дичамкческон гсрм<м1л.н:тнчздст11 (Л)

' А/— ра/ (1.11)

и геометрических соотношений

1 , '- ֊” (и.-.; 4;,г) 1Л2)

выразит;« через .юответствуюшие пр. ;•֊•водны« •б-ьемных ил I на пряже- 
или по координа; ам

-1՛ — ("а.л — «д.х, -*- А',-., -*• А. -.,) > 1 13)
2('

(].՛—плотное! !> материала).
В<> избежание недоразумений отметим, что по и вестным ускорениям 

деформации для некоторого момента времени С нельзя определить ско
рости деформаций к.у для того же момента. Механический ։ мысл это: 
Утверждения заключается в том. что в зависимости от того, происходит на
гружение ил;: разгрузка, одним и тем же ускорениям деформаций - бу
дут соответс: навить разные скорости деформаций

В динам I веских задачах ускорения деформаций обычно являются 
разрывными функциями времени, в силу чего не всегда возможно исклю
чить их и м х.'.'ническкх соотношений материала.

Механические соотношения (1.10) не окончательны, так как в их пра
вые части входят скорости деформации. Для окончательного представ \е- 
йия механических соотношений динамической термопластичиости следуем 
.ешить систему (1.10) относительно скоростей деформаций или относи
тельно скорое ։ ей изменения напряжении. Удойнее эту систему решить от
носительно скоростей изменения напряжений о, . так как з этом случае 
она линейна

Считая, «и ? идет упругий процесс и /А^О). из соотношении тер
моупругости (’.9) определяем скорости изменения напряжения для 
данных скоростей деформации >՝,,

Алк («и ֊ ) 11.14)

где Ауд- »братний1. тензор модулей упругости. Далее. по найден
ным скоростям измен.нии напряжен’.։- проверя-м условие упругого 
деформирования

; Ор <'Г ; дГ - ,
т ----- =_•--------0------ ^֊2;, 0

Если условие (1.1?) соблюдается, то а«՜։ самом деле адет упругий процесс, ч 
соотношения (1.14) являются решениями системы (I 10). В противнем 
случае деформ и рованке—упругс^пластическос (Аг՜ 1). Систему (1 10) пред
ставим п виде



70 ₽. М- Кар.1кисми

/Л(М
= /д ~ 5.,, - — И о[՜ / о г : >Е 

1 — ՛< - ) (1.16)
оз(, дз^/ оз-1( \ -■Я О

Решая (1.16). ш лучкм

л
■■ -2и
-'՜ !)

(1.17)

где

а.,.г/ Олх։։ Сл_։*т Й.гг/г а, ,-■
Оуг/гг И|Л/.г^ О ՝;чч: «иу;;

Г,- а^‘> Й.-гу, а;гг= 01 • ՛,■: (1։гг« (1.18)
а.у-։< 0 ГЧ'/Ч Плуг г На.;։ . Огне.

а.,.-.л (։՛/.»./ Ну.-гг О? Г1У О Н./ггч

I а .-АГ՛ Я :< ».■'/ а:г-г (11,,9 а-,,,.- аг.г/

Для получения детерминантов /֊).՛. следует и ныражеиип к) соотиет՝
ствукнций столбец (/։£ — л-г. {/։/. ֊с. хи, уз, гл) заменить через

... - Н '"՝ ' — «՛.) (1Л9)
(73,. \ (А /

Если материал изотропен, то

/ у
«,.7- ~

£
Л՜

Оз,-,- О'З..

ог оЕ
«'•г.'՜՜ -----------------

Е о ՝и

.. дГ йг
Н----------

03,
<1.20)

2(1-*-*) 
Е

где Е— модул։ Юнга г — кЪэффнцаеиг Пуассона материала,

2 Рассмотрим плоское напряженное состояние



где

(> оотношуппях д;ц|։|՝.:11Ч(՝г:«1Й ;..*։>м«?п.1.а-|л’г:-;. тп

2 ’Л+1) (1 я,
Е \о-Ку' д-л,

Е-Е\в..
(>-ху\оул д;.,}

о. , = 2 Ц- ■ + н( —у в,^- 
Е \дся / \д-.„,/

2 (1 ՝)Н

дЕ / дЕ дЕ ՝
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<>Е

«<?

дЕ иЕ_
<^л

В,

д1. ՛ "'

Е. ..Е\цх-нЕг 
д^, д\ / д-'Л'1

(2.4)

В случае слабой зависимости поверхности текучести от скоростей деформа- 
ций можно пренебречь членом

(2.51

что вносит сущее шейное упрощение в механические соотношения, которые 
уже приобретут квазистатический характер.

3. В случае одноосного напряженного состояния имеем

1 V1
-Г н

(2.2)

в.. =

в1' \ !'

+2.,НЕЕ.
<Л., д\ч

Е ' I ±

В.... Н '֊

<^Ък

Зб
\ </б д'^к 

()Е. <>Е \

/к- 1’2.3)

дЕ с/Е • дЕ •■
, ■ ' кк: ~ ։ “X I - -у

дъ^ д^х <кч

Если материал несжимаемый, то

*1--------— -Ьк I
сЕ.ьк

дЕ_ ■; £Л
(К, ' дглч

£*9 —

В
д

<>6

1V 5= -*•)
2

ч, ֊ 3^

(3.1)
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_-и7-:я гсмперпуру постоянной, урапнение поверхности текучести предста
вим в виде

(;о> 9՝ - > ^п1=;р ?) Л<’0՛ <?) сг/Л, • д) а>ж *,7®л*
(3.2)

где а,< и а,,.*л постоянные симметричные тензоры соответственно 
второго и четвертого порядков.

При несжимаемости м атериала с учетом симметрии тензоров а, , и 
и../.л для одноосного нагружения имеем

о,-О, аиыёь -'ч (3.3)
где

3
3 — ~ (ащ; — ааь 1 (7 ¥* /) (3.4)

Ограничиваясь первыми гремя членами (3.2) и имея в виду ( 1.8), (3.3). из 

(3.1) для одикосного кпаз«статического нагружения | ——• Ъ-0 ) в усло

виях стационарности температуры получим 

где

г֊Ё„ (3.6)
՛ ■ 1> . _  Г - п.
Од ' (Кл

з:1 /'^֊ \
•••■ _ ՝ Од 0ьх <7з, Од ■'

~ £^У^։, Ег—\ <3֊7>

\ Од /՝ Од Озк /

Новый член R со<>. ч--тении (3.5) о, выражает влияние скоростей дефор
маций на плас г.н-еские свойства материала.

Заме; им. что т<рн кзазиста гическом нагружении минимальные привци- 
<ы термопластической краевой задачи для скоростей деформаций с учетом 

и без учета влияния скоростей деформаций на механические соотношения 
не будуг отличаться до՝.՛ от друга. В обоих случаях из всех кинематически 
возможных полей скоростей деформаций г,, только действительные поля 
... будут обеспечивать абсолютный минимум выражения
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■'го совпадение является следствием тоге., что ?. обоих случаях различные 
’•О содержанию функции упрочнения Н положительны, коэффициенты g об
ладают одинаковыми свойствами, а любому кинематически возможном՝՛

<• v ’<։полю скоростей деформации соответствует единственное поле скорс-
V V » '0 *стен изменении напряжении Л/;.

5. Пользуясь понятием поверхности текучести в рамках ассоциирован
ного с ней закона гечеиня. .можно аналогичным образом учесть влияние 
других факторов (магнитного поля, облучения и г. д.) на пластические 
свойства материала. Например, если тело, изготовленное из магнитоактив
ного материала, находится в сильном магнитном поле, то можно полагать, 
•1TO поверхность текучести зависит еще ։: от напряженности магнитного 
ПОЛЯ Н:.

Ffaj, Q, Ef/. = о (5.1)

i огда при натру женил

^=,7.
до {> ' </Ь

oF
(5.2)

для скоростей пластических деформаций будем иметь

дГ дГ ■ . аГ i oF dF
'fii Т -hk *7՜ ~

d'r.k dJ azhk uHtt

Не вдаваясь в подробности, заметим, что такой учет влияния .магнитного 
поля в выражениях скоростей изменении напряжений (1.17) приводит к до- 

и оавлению члена -------//.•..
дНц

Институт механик»: АН 
Армянской ССР Поступила 16 X 1974

fb. 1Г. >|М'11МН1Г.1Ц.

'»•‘liH.irNiU.mJ.b Й(;1ЧГ1И1.1М181՝։։ПИ։-гП1Л. anVjflhfrcJfW.brh 1Ги.111‘Ъ

П. if l|t J1 ։]| П I 11’

ЬЪ[/ ui Ор 'i/rntfifi !/iutnijnifJ пиЪ Jtf)р Ьа>1и<1ч1^ !։
JuitjlHulilipfi mpiuqnt.}) niilihl.plig, hiuntl/nt [; (шЪ Ш urt >p^u/֊
Ъш1(ЪЬр/н ti шпт?1ир1ц{1шГ /;Ь ^hpj ши// u/uinj: !{tn p iu/'h i]fi՝liuidlii(uilt4>h тпЪчц.

В работе [2| этот минимальный принцип получи։ при постоянных объемных си- 
.их (Хг=0). Можно показать, что изменен«։ 'Т.ъсмныл «ни нырлзитси появлением чле- 

ин - I X. ч ^dv.
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III»։ ններր. Որսչես մասնավոր ղեէէյր րչիսէարկվո։ մ /; ստացիոնար ջերմաչին 
ւ/աաւսւմ կատարվււղ թվա ղի ստատիկ րԼոնաւԷորւէէմրէ Մանրամասն քննարկ- 
վ;>ւմ են ^iit/ill հ. միաառսւնցր բեռնավորման ղեււչքքերր:

ON CORRELATIONS IN DYNAMIC THERMOPLASTICITY

I M. KIRAKOSIAN

S u m tn ary

Assuming that t -e surfaces of fluidity of material depend on velo
city of deformations, certain dynamic correlations in thermoplasticity 
are suggested in terms or the association law of flow. A quasi-statie 
loading at constant temperature is considered as a particular case. Plane 
and uniaxial cases of loading are examined in detail.

.1 II I l; P A I y P A

I. H,ft I leu iintp.MHHi. x.k iiaj< Tnuci Koe .•.vipopMiipou.iHiiv McxaHHKa, № 5 (57), 1959.
2. lifro: 7,- Ranif kl li. Varintiuual principles in uncoupled tliermoplasUcity. Ini.

I- I’Jig. Sei.. 11, № II. 1 -73-
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Р. IO. АМЕНЗАДЕ

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ В ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ. ЗАКЛЮЧЕННОЙ В ТОЛСТОСТЕННУЮ

Л11НЕЙНО-ВЯЗКО-УПРУГУЮ ТРУБУ

Рассматривается пульсирующее течение вязко։։ ньютоновой жидкости 
з толстостенной чпиенно-вязко-уируГон грубо. При этом труба рассматри
вается как длинная прямая и незакрепленная I 1спользуются линеаризо 
ванные уравнения, которые позволяю! рассчитываю характеристики вол
нового движения. Построены дисперсионные кривые, а также зависимое։»« 
меры затухания от круговой частоты. Показан значительный эффект уч*՝- 
та вязкости стенок трубы. Данная задача моделируе» движение крови г. 
крупных кровеносных сосудах (арнгриях и венах).

Уравнения движения несжимаемой однородной изотропной тилстостеп-
Jioii оболочки в цилиндрической системе координат имен»։ вид 11|
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где р*— плотное га материала стенок, н:>—коэффициент Ламе, дав
ление, а пг и и, соответственно радиальная п осевая компоненты пере
мещения стенки. Третье уравнение системы (I) представляет условие не
сжимаемости. Гак как нас интересует распространение гармонической вол
ны. то на основании принципа соответствия |2|. система (1) в образах 
Фурье примет вид

. O’Ur '1 Oilr Иг д:и. 1 ».. .
и.- т 1 ՛..

1 Or г Or Г՜ Ох՜ 1 or

I 1 о и>: 0՝ и * । 1 (21;.՛ го . - ֊
1 or г ОГ Ох’ 1 (:֊<>)’ у Ох

С>«։ '֊—
Ox г Or

р*
где т —------------ • а ■■՛ круговая частот.-..

(/>•>)* гЛ



76 P K> Vw.il.tc

- с -
Здесь г' ։ > соотвс ^стнечло комплексные модуль

2(1 - *)

упругости и ко:՝. 1|>,'Д_и:<.пт Пуассона.
На основании уел-.чая несжимаемости имеем

1 Г>? : 1
а ~------- - Нг------ — (3)

г Ог г </х

л •;:։гывая уважения (?) к юрных дау? уравнениях системы (2) н исклю- 
:ая функцию для определения функции ч получим следующее уравне
ние и частных производных »и-стертого порядка:
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Общее решение уравнения (4) имеет вид 

(4)
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<6)

(7)

где

L I -; ■ - V - mL (: ) О 

Будем искать <| , :i <| - в виде

Л; (г) ехр[.'( I - ;х)|

- .-Kir)ехр[7< ՛•( ;х)|

Здесь՜;՜ - (с — комплексная скорость), действительная часть кото- 
с*

.юн волновое •«.։• VG, а мнимая—мера затухания козмущення по длине обо- 
хпчкн.

Учитывал выражен.:я (7) в уравнениях (6). а также условия (5) в 
(3), окончательно будем, иметь

ejip — ”.v) j

О, С. :(г.Г,1 С../։(Ьг) ('1 \

•1 схр|/Н ,х)]

՝-! ՛՛> ,С։>/. Irr) (’| Г<։(/ r)J ехр|/։ ••/ ;х)] (8)

Здесь С|, С\. Cjt С.՛ постоянные ните։ риронзпи; . и j боссе
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левы функции первого рода, У՜, и У\ бесселевы функции второго 
рода, а 82 = — / ֊։ 4- — У

\ т./
Будем считать, что жидкость — ньютоновская и несжимаемая, а ее дви

жение— ламинарное и осесимметричное. Предполагая, что возмущения 
достаточно малы, выпишем линеаризованные уравнения движения Навье- 
Стокса и уравнение неразрывности в цилиндрических координатах
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։де р—плотность жидкости, II—динамическая вязкость, р— давление. 
V. и и,— соответственно радиальная и осевая компоненты скорости жид
кости.

Решение уравнений (9) проводится тем же способом, что и для ком
понент перемещений оболочки и при условии ограниченности функций при 
г=0 может быть представлено в виде

Р АЛ (Л') ехР I ‘ (՝"* - 7*)1

V, М։ — /։ (г, г) — 1\А,]Х (Зг)* ехр [/(-•»* *х)| 
I Р։,> I

(10)

г., = | Л1 —-4гР/в (>г)] ехр[7Н 7х)| 
I Г> I

где А։ и /4; — постоянные интегрирования, ] и Д — бесселевы функ

ции первого рода, а р2 = — 4- — '■ Обозначим через а и Л соот

ветственно внутренний и внешний радиусы оболочки. Для завершения 
постановки задачи необходимы граничные условия, связывающие дви
жение жидкости и оболочки.

На границе, раздела жидкости и оболочки должны выполняться усло
вия непроницаемости и прилипания, которые соответственно имеют вид

(И)

I. „ = ('■•') «4, (12)

:.е должны ш>тподнять£Я условия равенства касательных и нормаль
ных напряжений, которые запишем в образах Фурье
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На внешней границе должно выполняться равенство нулю касательных и 
нормальных напряжений. гго в образах Фурье можно записать в виде

(15)

(16)

11олч։н1И11 решение уравнении движения жидкости н оболочки гранич
ным условиям (И) — (16). получим систему шести линейных алгебраиче
ских уравнении < шесиио неизвестными
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Для нетривиального решения системы ( 17) имеем

с!е1(ал) = 0 (18)

Гаким образом, нами получено дисперсионное уравнение

ПсрсГсдсм теперь к вычислению комплексных модулем Е(<->) я т(ы) 
Следуя [2|

3(^4)'. ^=֊т=£

Предположим, что попедени։ материала оболочки описывается моделью 
Фонгта. Для подобного рода мидели значение пода։ливоС1И сдвига имеет 
вид [2]

/, ——- / “А . . „ у; 1 (20)
Е՜ -| Л" Ш‘7/ У,

Здесь £ — модуль Юнга для упругой задачи. . — вязкость материала обо
лочки.

Для определения У примем гипотезу Ю Н Работнова [3], глася
щую. что при описании наследс ।венных свойств реальных сред наиболее
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существенную роль играет сдвиговое последействие, тогда как объемное по
следействие можно считать отсутствующим К=СОИ31.

Е 1
В упругом случае Л' - • а и вязком Е = --У., откуда

по предыдущем гипотезе имеем

У (21)
1 — ‘27

Зий» инне \ -0.5 (вами используется случай несжимаемости) рассматри
ваю нельзя, ибо .->։<> приводит к необходимости деления на нуль. Поэтому 
а дальнейшем будет принято значение \;=0.49. что дает очень мало отли
чающиеся результаты для значений V. сколь угодно близких к 0.5.

Д н перепойное уравнение ( 18) выражает зависимость константы рас
пространения у от частоты <ч |; параметров системы. Для решения этого 
уравнения была я. пользованы разложения бесселевых функций от аргумен

тов ■ уд. .՛?•?, \ь!-. поскольку эти величины значительно меньше единицы (так 
как нас интересуют нанбйлыиис значения скорости распространения пуль- 
с:ж..н волны), н для А.(|н|) и Д([н։) принимались следующие апроксима- 
ияи;

[ЛС')֊?7о(^1
где

При следующих значениях параметров системы:

а 1.3 см. Ь- 1.5 едг, а = 0.04----------- ; р = р* = 1.05 —
см сек смл

£=310°—. ч^.0.49: т.^8.710֊1----- -------; св = 541—
елг см сек сек

учитывая в дисперсионном уравнении (18) формулы (19), (20) и (21) и 
раз ъожения бессглевых функций, итерационным методом численно полу

чены зависимое; и «разовой скорости — (меньнлпй корень), соответстяую- 
<?о

щей волне Юнг<к распрострАнкющснся в жидкости, фазовой скорости 

(больший корень), с.ортвегс • пую|уей волне Дамба, бегущей б оболочке, в



Р.к н|1^гтра։к1Ыс гармонической волны > шиной андхостн $1

а (&'
меры затухания г от угловом частоты «». одесь св = ( ——) 

('2Ь Л — и) определялось по формуле Гезалп. А- ко.-мрфицнент зату
хания, л длина волны.

( <юп»сг։ тнующиг кривые приведены на фиг 1. 2, 3: сплошной липин 
соответствует взятая модель, мелкой пунктирной линии — случай тонко* 
Г1СННОСТН оболочки, а крупной пунктирной линии — упругом изотропной 
модели.

<) Инн-пни АН \,•мин. ком ССР Моамнмй. V. '։
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1 Численный расчет показывает достаточно значительный эф- 
ч .- т вязкости материала ск-нок на дисперсионные кривые и на меру за

дания. Дисперсионные кривые для случаев идеальной и вязкой жидко- 
и практически совпадают.

2 II. кря .՛ чгнпых графиков очевидна незначительность эффекта тол- 
■стенности оболочки

- . .1Йджа!ь:кпп Орден* Трудилыч»
иогп Знлмени ! меударственный
нявергнтс: и». С М Кирой • Поступила 6 I 1975
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ON PROPAGATION OF HARMONIC WAVES IN VISCOUSE 
FLUID WITHIN A THICK-WALLED ViSCO-ELASTIC TUBE

X. Ju. AMENZADE

S u m in >. r y

A model is developed to describe the propagation of harmonic 
waves traveling through a Newtonian fluid within a cylindrical thick- 
•walled visco-elastic tube.
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