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ВОЗБУЖДЕНИЕ ВОЛН КОЛЕБЛЮЩИМСЯ ШТАМПОМ 
В АНИЗОТРО1II ЮМ СЛОЕ

В условиях плоской деформации рассматривается вибрация трансвер
сально-изотропного слоя толщиной 2& под действием вибрирующих штам
пов. В слое плоскость у = 0 является изотропной.

Штампы ширины 2« приложены к слою симметрично относительно 
срединной поверхности. Предполагается, что в области контакта трение от
сутствует, а штампы совершают либо встречные колебания (сжатие), либо 
односторонние (изгиб). В работе на основании решений интегральных 
уравнений, к которым сводятся краевые задачи, построены приближенные 
формулы, описывающие контактные напряжения под штампами и поведе
ние поверхности слоя вне штампов.

§ 1. Сведение краевых задач к интегральным уравнениям.
Свойства ядер интегральных уравнений

Уравнениями краевых задач являются известные уравнения движения 
Коши с определяющими уравнениями вида (1.1) 11].

=* = Спз, + с։г5у

-у — 4՜ С2а=у (1.1)

’■‘У ~ с.?зТ Ху 
где с,-; — упругие постоянные.
Граничные условия смешанных задач представимы в случаях сжатия и из
гиба соответственно в форме

*'! О |х|>а (Г2)

|у==л = 0

I 1± Г(х)е-^ |х|< а
О |д|>а (ЬЗ)

|у-*Л =• 0

где 0)—частота колебаний штампа.
Так как изучается установившийся режим, го есть во всех точках де

формация протекает одинаково во времени, перемещения представимы в 
виде

и = е՜'՜^ «0(х, у), V = е-' -Ч«0(л-, у)
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Применением <>бобшенного интегрального преобразования Фуры- к 
уравнениям движения сплошной средь- каждая краевая задача приводится 
к интегральном} уравнению < разностным ядром относительно контактных 
давлений вида

11
^А-(х :) q ‘2֊/ (л->

-4

|х| и (1-4)

Функция /(х) характеризует форму штампа. Ядро интегрального уравне
ния представимо в форме

&(х) > К (и)е,ил du

Здесь в случае изгиба

Л (и) ֊ (Л - /?)(“։«’ £) («։ 4֊ u-_.) 
Л-Л

I1-5)

(1.6)

причем

7’j =/j thк ։г ( «'■> щи. — «3)| (75«. к — a3w։)

а 73 получается из Т ■ заменой ч на /о

, , , Р«2Л2 С3, С... -Си . ,л-г.
h-'ik, к ------- • rtj ——’ а..— —, _LL, •/.= Аге-...* 10

<?22 22 ^22

положительные корни уравнения

/‘s’՜1 s’։ Л ! = 0 (1.7>
-л '2sa-f-sJ

. _ £зз, _ р"8 - ^п^՛2 , . _ с?-֊-

(С12 — сэ։) * /у (с12 — сза) ՝ ill (с։г г с„)

г. '2 2

/7/(с։2 г <jw)

В случае сжатия К (и) получается из (1.6) заменой th a Eiacth«.
Свойства ядра определяются функцией К (и}, которая является 

мероморфной и при и —* убывает как | о J '. Ядро уравнения при 
х • представимо в виде

Чх)= 3 -г О(е--‘) (1.8)
к~ !

где(Zr= 1........р, =^>0) полюса К(и], а в нуле имеет логарифми
ческую особенность. Осцилляция ядра затрудняет применение известных 
методов, которые обычно используются для решения сингулярных инте-
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тральных уравнений. Исследование настоящего интегрального уравнения 
невозможно без детального изучения кривых нулей и полюсов функции 
К(ч), зависящей от /<!. с . с\?.т сц, г:«з. В настоящей работе они изучаются 
по следующей схеме: фиксируются с^ я изменяется ՛?. Построение нулей 
и полюсов (нейтральных кривых) как функций Я было осуществлено с пс 
мощью ЭВМ « Одра-1204 • методом половинного деления. Для следующих 
значений параметров в случае сжатия с„ - 2.69 • 1(1“: с.. = 1.1 10'՜: 
Сдз=0.4-10б; С] .—0.92-10 ՛ и й случае »йфйба си- 2.96 1() : с -1.2՛ 10й: 
с13 - 0.4 ЛО'՜; с12 0.92-10' они приводятся на фиг. 1. 2 соответственно,
где сплошной линией обозначены линии полюсов, а прерывистой- нулей

Несложным анализ функнин 1\(и) позволяет установить, что она 
имеет счетное множество нулей .1 полюсов, сгущающихся лишь на беско
нечности.
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С увеличением частоты число пулен и полюсов, лежащих на веществен
ней осп, как правило, растет. Известно, что нейтральные кривые пересека
ют ось k под прямым углом, но ведут себя по-разному я окрестности точек 
пересечения. В эонах 1 и 111 кривые подходят к оси /г с положительной про
изводной и имеет место чередование нулей ։։ полюсов. В зоне I! кривая по
люсов имеет отрицательную производную и нарушается чередование нулей 

полюсов: более т.՝го, с ростом /• в этой з< не число полюсов уменьшается 
на 1.

Представлении«. на графиках нейтральные кривые позволяют правкль- 
н распорядиться контуром >՝, расположение которого обеспечивает выпол
нение услови:'- изучения. Именно, контур о должен огибать в зонах I. III 
к л ;жптельные полюсы снизу, а отрицательные—сверху. В зоне II располо
жение каково: наимснь: и:/ по ми. улю полюс огибается противоположным 
Сразим. Вышеперечисленные условия позволяют сделать вывод об одно

значной разрешимости интегрального уравнения [2. 31.

2 17с-< троение приближенна г о решения интегрального уравнения 
с помощыо приб:ш «емкой факторизации

1 Ihtit..альнш՛ уравнение вида (1.4) с помощью интегрального прсобра- 
• 1..ШИЯ Фурье приводится к системе двух интегральных уравнений Фред- 

г льма 2-го рода относительно функций X (здесь и далее сохранены 
՛. бозвачения работы |4])

х ՝ = G х ;
где операторы 0' и А имею։ вид

2nd а; ос- п/

e՜՛՛1՝ -

к, (?с ->и к. G)

«I
Г (А \ е’/,:/■((/) du

- а

(2-1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Контур - /-‘-лит фАхплёкснугб плоскость на 2 частй: верхнюю Е и 
нижнюю Е.К., (.՛/) и К. (ц) функции, регулярные и нс имеющие 
корней в Е и Е соответственно

А(и) - К (и)К֊(и)\ К. (— и) = К- (и)

Деформируя контур инт .трирования о в Г. лежащий строго в нижней полу
плоскости. сводим решение системы (2.1) к решению конечной линейной 
системы алгебраических уравнении относительно неизвестных X (—£;■) 
(/г—1, .... и՜: г* —положительные нули К(п) ). разрешив которую, при
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ходим к системе вида (2.1). но с другим выражением для .4 . Последняя 
система может быть решена методом ш.слс-дипап \ьных приближений.

Приведенные в [4] формулы предполагают умение факторизовать /\(г. ) 
относительно а. Однако, достаточно [5] провести приближенную факт՛՛.՛.•։- 
зап.ию для каждого фиксированного А.

Строится функция, которая в отличие • К(к) регулярна и нс имее- 
нулей на пешее геенной оси

I р п

/(и) - к\ и| >г ՝■ в- П(«г՜ ՝;:)П’•՛■ (Ш
»-! 4-1 П(и‘тф Р^>п

к 1

где и Zk -соответственно положительные полюсы и нули Л(Д 
((к) — непрерывная на |0.-») функция, не имеющая нулей на вещсственн : 
оси я ограниченная на бесконечности. Она с любой степенью точности м ■ 
жет быть приближена полиномами Бернштейна [61. отображенными на во՛ 
вещественную полуось заменой x=ir (ir | г-) ՛. После акон аппроксима
ции функция /<(;.՛) уже легко факторизуется и можно строить приближен
ное решение.

В качестве примера была рассмотрена простейшая аппроксимация 
К(н) функциями

К» (а) = А (и- - 4) (<? -Й{„֊ - В’) 12 (2.6)

£*(«) = Л («=-։?)(<? I гЬСи2 —С?)-1(и*- г В՞)՜' ՛ (2.7։ 

в случае сжатия, и изгиба соответственно.
Параметры А, В, г., находились из условий совпадения К* (.-.՛) и 

К (и) в нуле и на от.
Для плоского штампа и аппроксимации вида (2.6). (2.7) были полу ■ • 

ны приближённые формулы для функций у (х), описывающих поведен •• 
поверхности слоя пне области контакта

=֊[Х (ч,) ֊X-(=,)] 4417-^ е(сжатие) (2.8)
6 2 I Ь 1 /-!

?- (-у) /| А

6 ~2с2-:։)
'|Х ■ (:,) + X -G,))’- 1
( I К Н

֊[хду-л- сг)] ( + е са „1 (изгиб) (2֊9)
1 О ։-г I

и для напряжении в обласги контакта

'(0) •:֊ *’71 1 Я: + х?
с2։0 Azi

1 А
COS ГJ.г (сжатие) 1'2.10)
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— I

д(х) К* 1(0) I (*-*.(*-Я I й
Л?1 (г։ 4֊ 5?)

г,) —А ( -5,1 
/<) I А՜

)/£ + /. е'г։“С05 5.х •

։ в?
Л 5$ (г։ — г->}

.X ( — /гл) - X ( /5..) (. . . . , ъ---------- | . . .- ,---------------------------- --------- (/-. -.)(/г, — -:,Ч /> е ->‘с1|5л.г
(7г_> /А

(изгиб) (2.11)

причем при х • а <;(х) выражается следующим образом:

___ г>_, / 2__ + __1_\, ■■ . . Г, < «1 , 8гдЛ| п X I «4 Х) <2-12)

•>-“~1
здесь ? - глубина внедрения штампа.

§ 3. Чт ленный пример

Были проведены численные расчеты в случае сжатия и изгиба с 
аппроксимацией указанного вида при & = 2 для а~ I, 2. 10

А 2.032, В 0.535, 5, = 0.9035, 2.019 (сжатие)

А - 1.877. 7?֊ 10, 5, - 1.403, г. = 1.311, = 0.684, = 2.47 (изгиб)

(> ^Х ‘- = (1\ н <1. СОЯ5|Х а՛, сЬ (3.1)
С2.3

О . ( X)
----------------6։е |-^.е <•••<«-*> (3.2)

Результаты рис-н-юп приведены в таблицах и на графиках (строки I, 2. 5 1՛ 
фиг. 3 — жа не. 3. 4. 6 и фн>. 4 — изгиб). На фиг. 3—4 обозначено сплош

ной линией Ке - 10), пунктирной (а — 10). иггрих-
:С.У> ' С>.^

пунктирной 1<е (а =2).
с„/

Нолтчаём. что от штампа удаляются в разные I троны упругие волны 
с неубывающей амплитудой, причем число волн равно числ՛. полюсов К{п} 
(в случае сжатия — I волна, в случае изгиба 2 волны). Скорость, ампли
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туда и сдвиг фазы каждой волны могут быть легко определены из приве
денных формул.

Таблица

Л1 а А $
1 1 ֊1.316 1.313 : 1.259/ 0 -1-1764-0.142/ 0
2 2 1.316 1.256 3.009/ 0 1.672 0.981/ 0
3 1 ֊4,493 2.536 0.702/ 2.614 0.035/ 2.813-0.55’՛!
4 2 4,493 4.17«֊^ 3.8-16/ 2.7^3 1.615/ -3.0 0.7“Ь -2.00 —1.021
5 10 1.316 «.855-10.04"/ 0
6 10 ֊4.493 -5 896—1 .448/ (10.115-0.06Ы)Х 

0՜
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Замечание 1. Приведенные формулы справедливы для достаточно боль
ших а (в случае .малых а можно применить метод «больших /.:■> [7]).

Замечание 2. В настоящей работе изучены лини» динамические состав
ляющие механической задачи о вибрации штампа. Полное решение механи
ческой задачи представляет сумму статической и динамической задач. Ре
шение статической задачи можно получить известными методами, изло
женными в различных обзорах (напр.. [8]).

Авторы выражают глубокую благодарность В. А. Бабешко за руко
водство работой

НИИ механики и прикладной математик«
Ростовского государственного уннпсрсктетз Поступила 1 I XI 1074

1Լ. 0. Վ1ԷՏՈ143ԱՆ, Տ. Վ. |ւ(1Ր1ւՆ1ւՎԱ. 1Г Դ. ՍԽԼՆԱՆՅՈՎ

ՏԱՏԱՆ’1.11'1. ԴՐՈՇՄՈՎ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՇԵՐՏՈՒՄ ԱԱՓՆնՐԻ ԱՌԱՋԱՑՈՒՄ!!

Ա մ փ и փ ո 1 if

Ուսումնասիրվում Լ արանսվեր ս։»[ ինոտրոպ շհրաի եղրի էի ր tit 
որոշմի j/րթ ռման 'արթ խնղիրր: ե՚նն սւր էյ ւ/ ել են ւքի մ ե ա ր ի կ 1< շեղ սիմետրիկ 
ղեպքերրւ

Հհս/ււմնասիրվեչ Լ այն ինտեգրալ հավասարւււմր, որին Հանգեցվում են 
դիտարկված եզրային իւնգիրներր: Դիտարկված ղեւղրերի Համար կառուցվել 

ինտեգրալ Հավասարման մոտավոր [ttt ծ ու մն երր; ներվում կ ստացված 
1,1!' ւունոնե ր ի ի' վ ա յ ի ն վ ե ր լու ծ ո t.fi յունր:

WAVES EXCITATION BY A VIBRATING PUNCH 
IX AN ANISOTROPIC LAYER

A. (). VATUL1AN. T. V. KORENEVA. M. T. SELEZNEV

S и m hi a r y

A plane problem of vibration of rigid punches on the surface of 
a transversal isotropic layei is studied; a symmetric and an asymmetric 
cases are examined.

An integral equation to which boundary value problems are re
duce is considered: the Approximate solutions are obtained and a nume
rical analysis of the results obtained is given.
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ИЗВЕСТИЯ Л К А Д Е М II И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

1ГЬ]пшй|։фи ХХ\'Н1. № 4, 1975 Механика

II А. МКРТЧЯН

ФЛАТТЕР ПРОВОДЯЩЕЙ ПЛАСТИНКИ В ПОТОКЕ 
СЛАБОПРОВОДЯЩЕГО ГАЗА ПРИ ДЕЙСТВИИ

МАП 1ИТНОГО ПОЛЯ

В настоящей работе рассматривается задача устойчивости проводящей 
плас ники, обтекаемой сверхзвуковым потоком слабопроводящсго сжимае- 
мм՛՛? непязкого ионизированного газа в случае действия как продольного, 

■к и п перечного магнитного поля.
Н. . основе уравнений магяитоупругостп | I. 2' и уравнений магнятога- 

• динамики [>| определяют!, я аналитические выражения для критических 
скоростей флаттера.

Исследуется влияние интенсивности заданного магнитного поля, а 
тд:.же проводимости газа и материала пластинки на критическую скорость 
флаттера.

1. I 1устъ бесконечная изотропная пластинка постоянной толщины 1'4, 
.. г пиленная из материала с конечной электропроводностью, отнесена к 
«ртогональным координатам (л, гд <). Пластинка соприкасается с одной 
г ны I вакуумом. 1 с другой, тороны обтекается сверхзвуковым потоком 
лаб и-зодящего сжимаем -: ՛ непязкого ионизированного газа с невозму-

ще.ч.чой скоростью I . направленной вдоль осн ох. На пластинку действу - 
с нешее магнитное »юле с заданным вектором магнитной напряженности

О, И,.,},
Принимается, что магнитные и динлсктряческпе проницаемости газа 

и мл ; ерпала пластинки равны единице.
Упругие а электромагнит ныв свойства материала пластинки характе

ра .՛ у «о тс я: модулем упру гос и I՛.. коэффициентом Пуассона V. плотностью р, 
:лсктропроводпостью ՛?.

В отношении пластинки принимается гипотеза магнитоупругости тон
ких тел । I, 2|. которая для данной системы координат аналитически запи
шется п следующем виде:

г)«» PH' .
п.1 — и — 2----- • и... -- V — 2 -----> :£՛ 1-х. и, 1}

дх "'֊> (1.1)

ел — ^(х,у,1}, е . = о (л*, (/, /). Ь: = Г,х, у, /У

Здесь и тг(х, у, 0. т1 - ՝'(•<. У- 0» </• А искомые тан
генциальные и нормальное перемещения точек срединной поверхности 
пластинки, (г/л, н.7, и:) перемещения произвольной точки пластинки, 
у, -Ь искомые тангенциальные компоненты индуцированного электрг-
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ческого поля, /— искомая нормальная компонента индуцированного 
магнитного поля во внутренней области (в пластинке).

Принимается также, что упругие, газодинамические и электромагнит
ные возмущение настолько малы, что можно пользоваться линейными 
уравнениями.

Для рассматриваемом задачи линеаризованные дифференциальные 
уравнения, описывающие движение ионизированного газа в случае изотер
мического состояния, записываются в виде [3]

։гта<1 <11V г՛ = —т — V (и X /Л) Нг> 
«о <7/ ?ос՝ 

— Ха’? 
Л

(1.2)

гсИ л 1 —-;;0- (■?՛ Х//3), сПу Л֊1) 0 (г а)
с2

где — X ^гас1, Л 1 и ^4 векторы напряженности магнитного 

поля в возмущенном и невозмущенном состояниях соответственно, 

•I» вектор скорости, плотность. з0 - проводимость, р избы
точное давление газа, а,-, — скорост։» звука для нсвозмущенлого по
тока. с электродинамическая постоянная.

Дифференциальные уравнения магнитоупругих колебаний։ пластинки, 
полученные на основе гипотез магнитоупртгости тонких тел. имеют вид 
[1е 2]

, 2=/?Н0, д /д* , 2зЛ’ <?/„,. 
Зс Оу \дх ду / Зс2 о(\

_ 2,/,Н„ /, , Н±<*\
Оу֊) С \ С / <М~

. 2^/։Н1л ц—— (—___— А ( Р — __ \
(:՝ ()1 ' 3 оу 'оу Ох) \ 3(1 —V֊) /

(/-и 1 — V дги 1 X ՝/ с}2у (1 *։).р 47

ох2 2 0у- 2 дхду Е <н-

(1 -/7о.- /Нс., ди Ицх оу  \
Ес \ с д( с д( /

1 — 102у 1 -4- ч ՝■'-<■՛
2 Ох- оу- ' 2 О.хОу

(1-у-)с> 
Е

О՝г՝

а/1

(1->г)^г / Н^.ду\ Г <>
Ес V 1 с 01/ Аг.Е I ду \ 2 /

д(

дх\ 2 /
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df 4па ( Hi^x dw Ног ди /։* — Л՜

дх с V с di с dt / '2h

df 4-го / Но-. <>v । _ Л J — /г՜
ду С V C dt 2fl

2£_J^.rJ_d/ = 0
дх ду с at

Здесь А, , Л. и Л՜. /».—значения компонент напряженностей, танген
циального индуцированного магнитного поля на поверхностях пла
стинки г =- Л и г — к.

Выражение для нормальной составляющей внешней поверхностной на
грузки 7. в рассматриваемой задаче имеет вид |4—5]

Z = -2^—-р (1.4)
at

где = - коэффициент линейного затухания.
Системы (1.2) и (I .5) должны рассматриваться совместно с уравне

ниями электродинамики во внешней области для вакуума [2]

- 1 Г?|
. l<2) 1 .. (2) пrot и =------------ » d։v е = О

с dt
(1.5)

rot е'՜1 =----- -—-—> divZ։'~‘= 0 (г —Л)
с dt

где Л1՜' и е<?’ - соответственно векторы напряженности индуцирован
ного магнитного и электрического полей в области г Л.

Решения приведенных уравнений (1.2). (1.3) и (1-5) должны удовле- 
г. .рять общим граничным условиям на колеблющихся поверхностях пла

стинки. Условие непроницаемости имеет вид

. г. аи) . .
г՛- — — ! С՛----- при г = п (1.6)

<Н ах

Отметим, «то в системе (1.2) первое уравнение является независимым 

и если известно его решение У. то можно построить решение остальных 
уравнении. Иначе говоря, гидродинамическая и электромагнитная задачи 
■ааично распались. В случае, когда заданное магнитное поле перпендику
лярно срединной поверхности пластинки, из ( 1.3) следует, что нндуцнро- 
:.։ннс-е электромагнитное поле не входит в уравнение движении пластинки 
(первое уравнение системы (1.3) ). Следовательно, при действии попереч
ного магнитного поля задача устойчивости пластинки приводится к реше
нию порш го уравнения (1.3) совместно с первым и вторым уравнениями 

:стемы (1.2) с г.-эпичным условием (1-6). гак как остальные уравнение 
могут быть опущены.
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Граничные условия для компонент электромагнитного ноля в случае 
действия продольного магнитного поли принимаются в следующем виде.

/»V'=/(a'.4V, I) при z — h (1.7)

= /(.v, у, t), е՛,՜’՛ = с (.г, у, (}, е'у' = 6(х, </, /) при г-- Л

Таким образом, искомая задача устойчивости пластинки свелась к 
совместному интегрированию систем уравнений (1.2), (1.3). (1.5). решения 
которых должны удовлетворять граничным условиям ( 1.6). ( 1.7) и началь
ным условиям

а> ~ ЮлФ (х, у), — п’/Г (д-, у) при / = 0 (1.8)
(Н

2. Решения уравнений ( 1.2), (1.3) и (1.5) представим в виде

СО ОЭ
/’(х, у. z, I) = V V. f /) exp 4֊ \„у) | 

4֊-ж
(2.1) ОО «1

/?(х, у,/) — У У (/) exp[/(ux I ад)) 
к—— ■ л —•»

Здесь = 71П п~волновые числа, и —длины полу
волн соответственно по направлениям осей ох и оу.

Подставляя (2.1) в (1.2). (1.3). (1.5) и применяя преобразован։-..- 
Лапласа по переменной ' [6]. с учетом (1.4). (1.8) для определения преоб
разованного электромагнитного, .магнитогазодинамического поля и преоб
разованного пригиба пластинки получим следующую систем} обыкновен
ных дифференциальных уравнений:

в случае действия поперечного магнитного поля

[2Jrt + s’ -|- (s I 2^Ь.) s] w՝kii - (2 4- s 4֊ W 4֊

+ 6а/| Т7^(Л) 
ZW?

dv(4 (s)
ih~df՜ Ч-ь-^ + ^Ь-) <nr = o

c/y' b՜, (s)
<’։» - ’^r^. - ’’------- + m0‘ = 0

(2.2)

_л՛1 
dz-

= 0vk,.:

0л (s) pkn (2) 4֊ (^֊֊ 4֊ = 0
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а случае действия продольного магнитного поля

<ь.'֊ — 5* — $I ЛЛ
н?< эН,

3 ■е •1’''С2

■'Ь՛ Чп^/о* />֊ • • • \ 1
о ^к^кп — 7"'^кг^

2рА
(Л) +•

н.
''С

_ г$ ..
к՝'кп /д,г--0

I

3

&Н>.------- и» А*«. — ккп
2Л

4 •. о с- п ՝Ул 
------------ П---------  

С՜с

4 А(-п? “ А*.л.?
кп ՝2Ь

(!2
= 0, 7:дЛЙ, 4- г’^л/гх;1^

</лй:
(12

(2.3)

(>)• кп։}
4-з^Л/и, » » С I • 

(/Икпх
<1г

= 0

’\лг

г\>
г/у‘кп

и.

г/-՛։?՜ г/гб4 кпл
г/г՜ <1.- - / V-

с^,.ч

^д (*)/»;„ (г) - агро

(12՛

<м։;
г/г՜

г/лй:

с!.

֊ '01л <5 ) А^,_- О,

'1 • п ( $) Сх-֊; 1| 0.

<Д>’

<>1Ь) V..

^ + „0^(5)

«Ч

/пОх. (8)
’>?(։)

Д-л. Ал!»

<1гг
-•4д.л($)еЙ:-0

120

г/г

а1-2’* _ 1,՝֊г — $ л*ггI /,пП#ц < - - С кЙ -

• /«!)'

7—

•■/- ЛЙ:

а
֊ с

= 0

%

0

<п: =0

=■■ 0

В (2.2), (2.31 ‘Л,. = (:* ,л) I О.2'>к частота собственных колебаний
пластинки н вакууме при отсутствии магнитного поля
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Qkn = -jyj ф(х, й)ехр[—Z lEfcx 

— rt - п

I ՛ .„ //) J d Л- dy

bkn — j | '1' (x, y) exp ' — /dxdy 

— n r.

f \n (z, s) - ( r\„ (z, t) exp ( $/) dt

A;„(s) — I A\„ (/) exp ( — st) dt

ЗсЧ Ж ' Ms) =• S KkL'>

"L < ֊ S'

c՝

Соответствующие граничные условия (1.6) и (.1.7), с учетом (2.1). после 
преобразования принимают вид

Vbm — (s +֊ iikU ) «>ъ>— Ux«, = /*л при г — Л
z(2|* /• (2)* • |2)" . • . (2-4)
flkns —/Ат» (?ieax — ^kni С-кпу — ПрИ Z — fl

Найдя общее решение системы (2.2), (2.3), удовлетворяя граничным 
условиям (2.4) и условиям затухания возмущений на бесконечности, опре
делим постоянные интегрирования и, следовательно, преобразованног элек 
тромагиитное. магнитогазолияамическос ноле и преобразованный прогиб 
пластинки:

при действии поперечного магнитного поля

C(S) ։

(s)
Vkr.z — «ч-аexp 1֊ Сб.,., (Si li’ - h 11

u-’;V4n(.s)n4« .
vA,t, - ---------7, —7------  exp I - r;vkn (s) (z - Л)]

ki,

• ՛"< H>A-O (s) r , , , ...

2 Известия Al 1 .Армянской ССР. Mcx.hibku. № 4

— exp[- Пох.я(5) (c A)J 12.5)
A-л W

• ktl | . , , I . 1
pkn Л)1 2
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при действии продольного магнитного поля

. ^1п ($) д’ _ 2£. /г _ :.,у
«՛. = —-----—> /ка— уо'г'ка

Лп Д)*о(х) х

^кп
(»). {Ак։(։) .1ь (։) О։я {։). ։. (։) Вкп (։) + 

/А« (5)

Т]4о ($) Г*<ц-л) НоЬ’'41*”

к _ _ СиЬ£|=|^ (։) д<։1 (։)[։,Лл>+ &֊(։)1

- Ъ>. (*) <5> -։-[7)4« (*) - 'V.! КкоА** I в“п

АЙ.'.' == ֊ —֊[Д’, — к*£и(*)]схр I- V. (г - А)1 т 
'|)Лп

+ ;7'(7Штк (*)֊ <; (тк М - 4.1 «х₽ 1֊ йи,« - М1
Окл Чк/Л2՝'

/к1; = - - /дс։.. им ехР I - и - лц +
^•4/.

- А^-—12тк “ -4,. I **р I- с«, (4 и - л» (2-6)

ЛЙ:՜ = I /кП-}՝"<С։^ <5)]ехР[\>4л - Л)Н^а-С4о (X) ехр[— /*1Ап(х) (. г—А)]

Г4л» = 6 -- ) еХР 1՜ ^и-л ($) (г — Л) !
|)4л^/ \ А) /

г,4лу “ ֊77 ехР [ ~ г’7ил <5>А)1
7|4П(Х)

ЛЙк=/йехр[,Пп(։)(г , Л)|, «и' = ?и ехр |»1и(։> (г Л)]

С;=к«р[’14,(։)^ Л)]

еи_- --. 'ттт< •'■:и ~ 7'"Л,՝схР1՝'>и(5)(-г А)1 
•|*.. к4/

ж - + V ^)схр[^^^г ։՜ А>1

АЙу - 7 1 (.)֊ (/-^/Л ֊ -- ) ехр[>и„ ($) (г 7 А)|
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где

^(տ) = 2Լ+տ։-տՕ-ր2.^^^  ̂

շՕ О a^°____
՜^՜՚շ^յտ)(з) — Ькп ~ Öjtn

A|*„(s) = ԶԼ - s- -֊ $o0jtn (s) — —°^Հէէ/. (s)

“J.n ($) bun п.ч-п ; ''tSi.-i (я) г (s]j

4in (s) = «
_ հ՚-Հ \ _ h*4. (*) -Ւ-&» ($)|

pc- \ 3 / 51.., (տ)[*-էո/Լ.ո (s)-i-BAn(s)J

______a<f>fßo____( * im \ 2/ 
2?^TuJs)՜ \ % J ՜՜

'4
2A=Tjtn (=0

_______________ftç^C,________ _______
b';., (s) Z\-., ($) I Հէո/4է Հտ) [>!,..(s)]

?A(s)“lfol (s) -

Հ hMu(s) + 8kn ($№,.„(S) /VJI (2.7)

Л*я (s) ֊։ 1 -|
4« ՜'ս-յ-Հ) 4sss s-

( s) — ——ւ֊ —Դ-——г
c ձք>Ն^

CM 4ր.ՅոճՒ1(,^ե

C:՝8k„ (s) իԼԴ Akn (s) ■ ՜Ա-Л էՏ)
;u>?**л

'0 *t’ < I.

. _ 4 r.äsHh, 
՜ 77~

"՚(Տ) ՜ I -4J’ Ч-П

wz-n & к (s) "Vin ад-?. Ա’Լ SU’A.i Ch,

'•7

(տ) = -Ջ
•Мл՝5'’՜՜ 2

(5) = (2հհ.ո 7ս„ (տ) |քԱո (տ) ֊ <V)AJ,

լ-Չ .(&-)*(!

{ft — rrv 9o -* ;ո՜-?'Հ*

(iü!■; \ U — ՀՀ
kr. M. m=Ro.-^

ü / a?
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Здесь М - число Маха, магнитное число Рейнольдса, V ։ — ско
рость распространения электромагнитных волн Альфвсна.

Применяя обратное преобразование Лапласа по переменной 5 и исполь
зуя основную теорему вычетов, из (2.5) и (2.6) найдем выражения, опре
деляющие прогиб пластинки. В результате получим:

в случае действия поперечного магнитного коля

®° р" S՛/ (с )
«•֊2 2 2 -A"- —expfspi 4 М/)] (2-8)

к=-. н----- п=1 < ь>)

в случае действия продольного магнитного поля

«• у V уА1Цехр|։,/ ;(=tx + W)] (2.9)

k----- ----------- 1 (S' ■

где >... и sr соответственно корни следующих алгебраических урав
нений:

Ш<)=0 (2.10)

Au,.(s)-0 (2.11)

,| г— числа корней уравнений (2.10), (2.11). штрих означает производ
ную ио переменной х.

Для любых заданных значений параметров, входящих в уравнения 
(2.10) и (2.1 1). можно определить S. Если се действительная часть отрица
тельна. го невод му щеннре движение устойчиво по отношению к малым воз
мущениях։. Наличие же корней с положительной действительной частью 
означает неустойчивость.

■’>. Исследование уравнении (2.10) и (2.11) приводится в частном слу
чае. когда фо ома колебания пластинки—цилиндрическая поверхность 
(4 = 0).

Принимается также, что

(3.1)

После них предположении уравнения (2.10) и (2.11) существенным обра- 
ю.м упрощаются и принимают следующий вид:

при действии поперечного магнитного поля

4 - 2(/. - (1 - Ь?) 4 - и} + -
V -

h ֊4 I 23,О^Ч-(/Д2:3-4> З...Х ■

֊ t-u(se~2304֊3^)sft-7ot/o| ֊ 0 (3.2)
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при действии продольного .магнитного поля

(1 -г >•։«) -V — г

4֊ i {> -sJ ֊ $0 ho • I ' 3 ( 1 Мт } "h 1 — ïot и) 0 (3.3)

где

4г=2,Л 2֊ О h-(l -
(1 -г UA) с" ֊ û// ) с՜ 4^Л21

-, _
2рЛ ' "”=27' (3.4)

V - %
/По 1 -Г

— ՛»

-2^' s°
/5

Здесь безразмерные параметры Zi>, Z и 3 характеризуют электропровод 
кость газа, материал пластинки, напряженное ; ь внешнего поперечного ил 
продольного магнитного поля, соответственно. V—фазовая скорость рас
пространения упругой полны к пластинке.

Уравнения (3.2) и (3.3) представляют собой алгебраические уравнения 
относительно с комплексными коэффициентами. Условия отсутствия у 
этих уравнений корней с отрицательными мнимыми частями могут бьыь 
представлены в форме, аналогичной обще■изпес i :»ы.м критериям Рауса-Гур- 
пииа |5}. Из этих условий получим следующие оценки для критической ско
рости флаттера:

в случае дейс вия поперечного магнитного поля

в случае действия продольного магнитного поля

Здесь принять: обозначения
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1 4- л£04- г - । 1 -- ~'о?)

г гО
где С'.р критическая скорость <։<лат-.чра при отсутствии магнитного 
поля.

Отмстим, что и (3.5) последнее юдкоргнное выражение, в силу пред
положений (3.1). всегда неотрицательно.

На основании проведенного анализа формулы (3.5) сделаны следующие 
выводы.

Влияние проводимости газа приводит к уменьшению критической ско
сти флаттера.

С возрастанием напряженности поперечного магнитного поля крити
ческая скорость флаттера увеличивается.

С увеличением проводимости материала пластинки уьчлнчивается кри- 
итсская скорость флаттера.

I рафики и чменения критической скорости в зависимости от параметров.
;՛ ՛ л показаны на фиг. I и 2. Для вычисления были взяты значения:

Е 1 = 0.732-10” кГ;сл:։, 2.822-Ю՜6 лг/7:ел-֊,.’с.«‘,

В отличие от случая действия поперечного магнитного поля, при дей- 
. твии продольного магнитного воля из (3.6) вытекает, что влияние прово
димости -.аза приводит к увеличению критической скорости флаттера, когда 
материал пластинки представляет собой диэлектрик, и к уменьшению кри
тической скорости, когда пластинка является проводником.

[г = 1.32-1-16 л-.' •. . о0 3 к, . .. % = 0.05. Л/.՛ . — 0.01. В

Фиг. 1. Фх։г. 2.
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На основании (3.6) проведен численный анализ зависимости критиче
ской скорости от напряженности продольного магнитного поля и проводи
мости материала пластинки. При расчетах влияние демпфирования не учи
тывается (8=0) и принято ?о=0.025,

На «риг. 3 приведены графики зависимое и критической скорости флан 
тера от проводимости материала пластинки при некоторых фиксированных 
значениях напряженности внешнего магнитного поля и проводимости газа 
Все кривые, каждая из которых соответствуй. фиксированным значениям 
параметров Ло, р. имеют одинаковый характер, а именно: с увеличением л 
критическая скорость флаттера вначале увеличивается, достигая максим?, 
ма для определенного а затем убывает.

Таким образом, обнаруживается экстремальный характер влияния 
проводимости материала пластинки.

На фиг. 4 приведены графики, показывающие зависимость критической 
скорости от напряженности магнитного ноля тля различных фиксирован
ных значении параметров л и /.о.

Из фиг. 4 видно, что во всех случаях критическая скорость флаттера 
увеличивается с возрастанием напряженности внешнего магнитного поля.

Отмстим, что в случае действия поперечного магнитного поля из (3.5) 
видно, что критическая скорость флаттера — монотонная функция относи
тельно и. По этой причине исследование проводилось при к— 1. что соот
ветствует минимальной критической скорости флаттера.
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В случае действия продольного магнитного поля, исследование форму
лы (3.6) показывает, что определение минимума критической скорости по 
С а общем случае весьма затруднительно. Минимум критической скорости 
определен в случае, когда материал пластинки является диэлектриком 
(л=0). При этом получим окончательную формулу

Фш. 4.

\вт<>р благодарит участников семинара "Электродинамика деформи
руемых сплошных сред» Инстшуга механики АН Армянской ССР за об- 
.уждение работы.

11в<7»пут механики АН 
\pMfilli К<Ц| (.’СР Посту ила 20 XII 197+
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FLUTTER OF A CONDUCTING PLATE IN A FLOW OF 
POORLY-CONDUCTING GAS UNDER THE EFFECT 

OF A MAGNETIC FIELD

P. A MKRTCHIAX

Summary

The problem of stability of a conducting plate fiown-past by a 
supersonic flow of poorlycond.ucling compressible ionised non-viscous 
gas under the effect of both transversal and longitudinal magnetic fields 
is considered.

In terms ol mngnelOeUstic and magnetoaerodynamic rquations the 
analytical expessions for critical velocities of flutter are derived.

The effect of the strength of a given magnetic field as well as 
of the gas and plate material conductivity on the critical velocity of 
f hit ter are analysed.

A numerical analysis is presented and graphs of dependence on 
external magnetic field and plate material conductivity are plotted for 
critical velocity of flutter.
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Г. Е. БАГДАСАРЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ УПРУГИХ ПЛАСТИН В ПОТОКЕ 
ПРОВОДЯЩЕГО ГАЗА ПРИ НАЛИЧИИ МАГНИТНОГО ПОЛЯ

Одной из основных трудностей решения задачи устойчивости упругих 
тел в потоке проводящего газа при действии магнитного поля является 
определение действующих на тело сил, вызванных обтекающим потоком и 
магнитным полем. Задача определения этих сил (аэродинамическое давле
ние в возмущенном потоке и напряжения Максвелла в газе и в вакууме) 
сравнительно просто разрешается для тонких тел бесконечных размеров, 
обтекаемых идеально проводящим газом. Что же касается задач флаттера, 
то решение их и в этом случае весьма затруднительно из-за сложного ха
рактера зависимости аэродинамических и магнитных сил от возмущений 
обтекаемой поверхности.

В общем случае, когда пластинка имеет конечные размеры, определе
ние указанных сил связано с почти непреодолимыми математическими труд
ностями. Однако, в области больших сверхзвуковых скоростей возможны 
существенные упрощения, основанные на асимптотических свойствах сверх
звукового потока.

Точное решение задачи флаттера бесконечно длинной цилиндриче
ской оболочки в потоке идеально проводящего газа при наличии продоль
ного магнитного поля получено в работе [1]. Исходя из этого решения, в ра
боте [2] путем предельного перехода получены приближенные формулы для 
расчета избыточного давления, компоненты индуцированного электромаг
нитного поля и напряжения Максвелла в газе и указаны границы приме
нения полученных результатов (например, в отношении числа Маха). Фор
мула для давления является некоторым обобщением известной формулы, 
полученной на основе поршневой теории классической газодинамики на слу
чай магнитоТазодинамического обтекания тонких тел.

В настоящей статье на основе результатов работы [2] дается способ 
определения компоненты Максвеллова тензора напряжений в вакууме. Т ем 
самым получена формула для полного определения величины поверхност
ных сил, действующих на пластинку в зависимости от упругих перемеще
ний пластинки и от напряженности заданного магнитного поля. Ее можно 
применять к анализу устойчивости конечных пластин, движущихся в сверх
звуковом потоке проводящего газа. Полученная формула используется для 
решения конкретных задач устойчивости непроводящих пластин в потоке 
идеально проводящего газа в присутствии продольного магнитного поля.

1. Рассматривается тонкая упругая пластинка постоянной толщины и. 
отнесенная к декартовым координатам л՜, у. 2 так, что срединная плоскость 
недеформированной пластинки совпадает с координатной плоскостью лу.
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Пусть пластинка с одной стороны (<>///2) обтекается сверхзвуковым по
током идеально проводящего газа с невозмущенной скоростью I/, направ
ленной вдоль оси ох. Другая сторона (£<—///2) пластинки соприкасается 
с вакуумом. Пластинка находится в магнитном поле, вектор напряженности 
которого направлен параллельно вектору скорости обтекающего потока. 

1’ принимается, что магнитные и диэлектрические проницаемости газа и ма 
териала пластинки равны единице. Влияния токов смещения на характе
ристики устойчивости пластинки пренебрегаются. Предполагается также, 
что упругие перемещения, электромагнитные и аэродинамические возмуще
ния настолько малы, что задачу можно рассматривать в линейной поста 
новке.

Пусть и. V, 31՛ — тангенциальные и нормальное перемещения точек сре
динной плоскости пластинки . Вследствие этих возмущений в газе и в 
вакууме индуцируется электромагнитное поле, компоненты которого опре
деляются из уравнения магнитогазодинамики и уравнения Максвелла для 
вакуума. При этом должны удовлетворяться условия непроницаемости сте
нок. условия для электромагнитного поля на поверхности раздела двух сред 
и условия затухания электромагнитных и аэродинамических возмущении на 
бесконечности. Поставленная таким образом задача допускает точное реше
ние лишь для бесконечных пластин и цилиндрических оболочек [1, 3]. Исхо
дя из этих решении, в работе |2| путем предельного перехода (в случае

сверхзвуковых скоростей) при г=
А „—+ 1) получены следующие приближен

ные выражения для избыточного давления \р, нормального компонента 
индуцированного магнитного поля /Л’1 и напряжения Максвелла 7 в 

В формулах (1.1) — (1.3) рп— давление, р(,— плотность невозмущен
ного газа, X— показатель политропии. Но— напряженность заданного про
дольного магнитного поля. V ։ —скорость распространения электромагнит
ных волн Альфвена. ао— скорость звука в газе.

Выражение для нормальной составляющей внешней поверхностной на
грузки / в указанной выше задаче имеет вид [1,3]

газе:

д /±1 +
ап Г 14-а2 \ д1 Ох/

_ *Ро ,2 /дго . у ()и' \
сг0 [ 1 -рл8 ՝ <7/ Ох

Ох

(1.11

(1.2)

где

а1 = /о
(1-3)
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/=_ дрЧ_ T'J’) _ T’j«» T^ = -֊h{̂  (1.4)
4֊

Здесь Т~—компонента тензора напряжений Максвелла в ва- 
1 (е) кууме, Лл- —компонента индуцированного в вакууме магнитного поля 

по направлению оси Ох.
2. Для окончательного определения поверхностной нагрузки Z, 

как видно из (1.4), необходимо иметь значение Л? на поверхности 
z = — h/‘2 пластинки. Для нахождения /d'՛ необходимо в полупростран
стве z h решить уравнение Максвелла для вакуума

rot/?Р, 0, divA(e) = 0 (2.1)

при следующем условии на поверхности 2 =—А:

1^ = Н.֊ (2.2)
дх

Обозначим через Q область плоскости 2=0, ограниченную контуром 
пластинки. Предположим, что пластинка по всему контуру контактирует с 
идеально проводящей диафрагмой, движение которой задано. Тогда компо
нента /1V' индуцированного магнитного поля в области (л, Q, 2=—/< 
будет иметь значение

Л^С) = [rot (zz0 X Йо)]г =//о֊՜՜ (*, Z = —А
дх

где uo(zzo.v, zzoy, ноз)— заданный вектор перемещения точек диафрагмы. 

Отсюда для неподвижной диафрагмы (zz0 — 0) получим /г’” = 0 в пло
ской области (х, у) £ 2, z = — /г.

Введением потенциальной функции ср посредством

Л(е) = grad ф (2.3)

задача (2.1)—(2.2) приводится к следующей внешней задаче Неймана для 
функции ср

Л<? = 0

«0^- (*, J7) € 2
дх

(2-4)
(х,

dz
= 4r(x,z/> f) =

()z

Из теории потенциала известно, что решение задачи (2.4) может быть 
представлено в виде потенциала простого слоя
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<? (х, у, г, = 1 Г Г________'1՜ /) е/;</У|________
2՜ ) ] [(х-Е)2 + (</֊1)2 + (г+Л)2]1'2 (2.5)

В частном случае, когда форма колебаний пластинки—цилиндрическая 
поверхность (плоская задача), решение задачи Неймана представляется 
посредством логарифмического потенциала простого слоя

а

(2.6)

Здесь 2а — ширина пластинки.
Из (2.5) в силу (2.3) найдем

нп
2-

г диП: 
0 дх

.3 2 (2-7)

Отметим, что в (2.7) интеграл понимается в смысле главного 
по Коши.

значения

Подставляя (2.7) в (1.4) и учитывая (1.1) и (1.2), для поперечной 
нагрузки получим следующую окончательную формулу:

г= -С£р| 1+),2 

“о

ди՝ у ди,' 
д/ дх,

» ди)
о Т

а

9 ~
2 Ро°о Г Г (х — ;) ч (;, т0 /)

2՜ К^-^ + Су-^]3'2

В случае плоской задачи

уРо /ди՝ }՝ р°а» Г Т
а0 \ С1/ дх / т: 3 х — ;

(2.8)

(2.9)

Таким образом, найдено выражение для поперечной нагрузки в за
висимости от упругих возмущений и напряженности заданного магнитного 
поля. Остается подставить (2.8) в уравнения движения пластинки. Тогда 
задача устойчивости пластинки в потоке проводящего газа при действии 
продольного магнитного поля приводится к исследованию системы интегро- 
дифференциальных уравнений с ядром Коши при обычных условиях за
крепления краев пластинки.
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3. Рассмотрим задачу устойчивости пластинки-полосы шириной 2*7 
(—а^х^д, —оо<Су<оо), обтекаемой с одной стороны сверхзвуко
вым потоком идеально проводящего невязкого газа с невозмущенной ско
ростью У, направленной вдоль оси ох. Пластинка, другая сторона которой 
соприкасается с вакуумом, находится в магнитном поле с вектором напря
женности, параллельным вектору скорости обтекающего потока. Предпо
лагается, что пластинка по краям х=±а жестко заделана и настолько 
длинная, что реализуется цилиндрическая форма потери устойчивости.

В силу сказанного рассматриваемая задача, согласно (2.9), приводит
ся к решению интегро-дифференциального уравнения

£ д4ш о , ды д2ти---- - —г Ч- 2р/ге-------Ь 2рЛ - —
а* дх*0 сП дГ-

при следующих граничных условиях:

ги = —— — 0 при х0 = + 1 (3.2)
б*х0

В (3.1), (3.2) £ = £/13/12(1—V2)—цилиндрическая жесткость, £— 
модуль упругости, V — коэффициент Пуассона, р — плотность материала 
пластинки, 8 — коэффициент линейного затухания, х = ахо, £ = а£о—без
размерные координаты, а интеграл понимается в смысле главного значения 
по Коши.

Представляя искомый прогиб пластинки в виде

™ (*0, О = А (О (1 - *02)2 + А (0х0 (I - 

удовлетворим граничным условиям (3.2), а из уравнения (3.1) методом 
Бубнова-Галёркина для неизвестных функций А^О и А (А получим систе
му уравнений

+ (У- + I* /1+ О ^- + (1 + Л + Р-.М/Н- >7= = о
</- (1՜

+ (X + + О — + (г’ + «?-2)А - 1/1+ = о
ск

(3.3)

Здесь введены следующие безразмерные обозначения:

О / 7 Е , и _ *Ро , 02 63£>
— 1

4рЛа4

485 £>
02 ,

35 Ро«0 77
2 4рАа4 ֊ 8г 2рАа22 ’ *2 ’ 8֊ 2рАа22
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и
71 ~ 4?Аа22 ’ 82 ֊֊֊ П

Из системы (3.3), аналогичным образом как в [4], для критической ско
рости получим формулу

М? ֊ а„ — а.

Г+1 (3.4)

На фиг. I представлен график зависимости критической скорости 
Я =м..../м,и(^— критическое значение скорости в отсутствие магнитного 
поля) от параметра Л, характеризующего величину напряженности магнит
ного поля, при различных значениях И/а. Кривые, приведенные на фигуре.
построены по уравнению (3.4) 
звука в материале пластинки).

при р = 8-103 ('о, Уо=15 а0 (уо — скорость

2

1 2

2

--------- ------------- 2—
2 2

Из фиг. 1 видно, что магнитное поле со сравнительно малой напряжен
ностью может оказать дестабилирующее влияние, приводящее к уменьше
нию критической скорости флаттера.

Аналогичные результаты поручены в работах [1. 5] для бесконечной 
цилиндрической оболочки на основании анализа точных решений.

4. В качестве второго примера рассмотрим задачу устойчивости беско
нечной анизотропной слоистой пластинки в сверхзвуковом потоке идеально 
проводящего газа при наличии магнитного поля с вектором напряженности, 
параллельным вектору скорости обтекающего потока. Пластинка, собран
ная из произвольного числа однородных анизотропных слоев, обтекается 
потоком газа с невозмущенной скоростью У, направленной вдоль оси ох. 
Предполагается, что материал пластинки подчиняется обобщенному закону 
Гука и в каждой точке каждого слоя имеется лишь одна плоскость упругой 
симметрии, параллельная координатной плоскости (ху).

В силу принятых предположений для рассматриваемой пластинки име
ем следующие исходные уравнения движения [6]
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Ьпи -г + А13ш = — X

Ьг.и 4֊ Ь2л> 4֊ А23го = — У (4.1)

Б33П 4՜ •^'23^ 4-

Здесь X, У, 2 — компоненты внешней нагрузки по направлениям 
х, у, 2; и(х, у. I), у(х, у, /), с^(х. у. О —соответственно тангенциальные и 
нормальные перемещения токов (ху) координатной плоскости пластинки, 
Кщ— линейные дифференциальные операторы

д2 , п о*2 д2 
- ----- Г  ---- 4՜ Свб “ 
дх՜----------дхду---------ду2

^22 — С66 4՜ 2с2й
Ох- ОхОу

д2
с»..----
Оу-

-к*
О.х3

ЗХИ —----- (Х1։ + 2ХМ) --֊-֊ х։։ —
Ох-0у Охду- Оу

(4.2)

О3 д3 д3 д3
=-- - К,п —------ЗК.в —-------- (Кг, + 2К0(5)------------Ки —-ду3 -'дхду2 К 2‘ Ох2ду "дх3

■^зз
д'^ — + 4^

Ох3
д' д',<֊ + 2Щ.г + 2Ою)֊֊7֊7г 

дхлду Ох~ду^

4- 4£>26
д' 

дхду3
д' 

ду'

г}к, О/к, Кук — соответственно жесткости растяжения, изгиба и взаим 
ного влияния слоев пластинки

сл=5]В'1'(А,
5=1

0/1= 4՜ 2
5=1

/л расстояние з-го слоя от координатной плоскости, В^к — упругие 
коэффициенты з-го слоя, р — число слоев пластинки.

Большой интерес представляют пластинки, составленные из ортотроп
ных слоев так что направления упругости не совпадают с направлениями 

Известия АН Армянской ССР, Механика, № 4
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координатных линий ох и оу. В этом случае, как известно [6], пластинка ка
чественно работает как произвольно анизотропная. Тогда коэффициенты 
Вд? имеют вид [6]

= Btf. cos' + 2(5'1$’. + 252) sin2 <р, cos2 f, + 5g! sin1 <р,

2 7, (А,— Л21) 

.-1

— удельный вес 5-го слоя. — ускорение силы тяжести, Ар — суммар
ное аэродинамическое и магнитное давление, которое согласно (2.8) имеет 
вид

B& = 5gl sin’ + 2(B& + 252) sin2 cos’f, + 5g! cos’?,

5g1 = Bi?* + [ 5ir* 4* 5-g! — 2 (512* 4՜ 25бб’)] sin՜ cps cos՜ <ps

5&’ = 5& + I 5g! + 5g! ֊ 2 (5g! + 252)1 sin2 <?, cos2 ?, (4.3)

ols) _  4 f o(-0 • 2
£316 — ~L^>22 sin ?s Big! cos2 + (52+ 252) cos 2-pJ sin 2<p,

Bg? = -L[Bg’ cos2- 52 sin2 ■?֊ (BS$i + 252) cos 2? J sin 2<p։

где — угол между главными геометрическими и физическими на

правлениями з-го слоя, коэффициенты упругости $֊ГО слоя при
фь- = 0.

В системе (4.1) заменив X, У, Z выражениями [7]

О2и б*3«.»
— ш.-,--------Г ш,--------

дВ dxdt2

d3w т, ------
dydt2

(4.4)

d2wm0----
dt2

d2
+ /Л‘’~Г7 

dt2
'd2W d2w\
3? + d^2)

получим уравнения устойчивости слоистой анизотропной пластинки в сверх
звуковом потоке идеально проводящего газа при действии магнитного поля.

Здесь е — коэффициент линейного затухания. /Но, Ш], 1П2— приведен
ные массы

П7О = — У 7S (As — As֊i) 

g s-1

= 7֊3 T.^-At.,)
^g s^=1
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Д/> = - У'’"| 1՜ \ _ )•
а0 \ д! дх /

Ро«2 С Г (* — *) «’֊ (4 ‘6, 0 ,
-------  I I -------------- ----------

(4.5)

Решение системы (4.1) будем искать в виде волн, распространяющих
ся вдоль пластинки [7]

г(о>/—кхх—к у) 
и = тхе

. /(<»/—кхх—к у)
V — ги2е

Цо^—кхх—к у) 
ы = и3е

(4.6)

где и1։ По, и3 некоторые комплексные коэффициенты, ш — частота 
колебаний, кл = т./7.х> ку—т.1՝1.у— волновые числа, и ).у— длины по
луволн соответственно в направлениях х и у.

Подставляя (4.6) в уравнения (4.1), с учетом (4.4) и (4.5) получим 
систему алгебраических уравнений

I т0Н2
Х2р։тп 4֊ 2/£и> 4՜ /'н-2 (и>

0 = 1, 2. 3) (4.7)

где введены следующие обозначения:

~ спт2 4՜ 2с]птпп 4՜ сввп2

^12 = ^21 = «и'”2 + («12 4՜ св6) тп 4֊ с26л֊

622 = С66ЛП2 4՜ 2с2(5Л1Л 4՜ «22Л2

Ь13 = Ь31 = — [А'пт3 4՜ ЗА\6т2л 4- (АГ12 4֊- 2К6(!) тп- 4- АГ26л3]

623 = ^32 = “ [^22л ’ 4՜ ЗА^2вЛ27Л + (А^12 4՜ 2/Г6в) пгп 4-^3]

633 = —- 4՜ 4£)1влг։л 4՜ 2 (£\д 4՜ 2(966) т‘п2 4՜ 4Д,6ллл ։ 4՜ Д>2л4] (4.8)

°п = °22 —• 1, ։’ ։' о •՝' , । т2 т~ 4՜ Л2°12 = °21 — °зз = 1 ------------------------- -—
лл0 /г

>' ■>' т3 т х' 5՛ т3 п
°31 = 013 —----------------- ’ °23 = °32 = ------- -—

т0 К т0 к

_ Роа2 т2 у.р0
‘1 — ----- - ---------- Г) * ‘2 —

тл0/? | т2 4՜ п՜ ~ аото

°м(,)՜ 4՜
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т — клК, п = ку Л,

/ 0 0 0
$>*=|

0 0 0

\ 0 0 1

Из системы алгебраических однородных уравнений (4.7) можно опре
делить критическую скорость флаттера.

Система (4.7) имеет отличные от нуля решения только в том случае, 
если равен нулю определитель, составленный из коэффициентов этой систе
мы. Тогда критическая скорость флаттера определяется из уравнения

Ь]к
4՜ ''}к )?\\т 4՜ / (2£ !- 1\> I 1 4՜ ‘ ~)«>— /' -т^ I 1 4-72£/ 

/?
| = 0 

(4.9)

Невозмущенная форма равновесия пластинки устойчива пока все зна
чения (о лежат в левой полуплоскости комплексного переменного. Наимень
шее значение С. при котором один из показателей со переходит на правую 
полуплоскость, оставаясь при этом комплексным, является критической 
скоростью флагтера. Скорость флаттера определяется здесь как минималь
ная скорость, при которой появляются бегущие волны с прогрессирующей 
амплитудой.

Если частота собственных поперечных колебаний пластинки мала по 
сравнению с частотой собственных колебаний в своей плоскости (колебания 
с достаточно большим показателем изменяемости), то тангенциальными со
ставляющими сил инерции можно пренебречь. В этом случае уравнение 
(4.9) принимает вид 

- 2о - Д (4.10)

где
22 _  1 3^413 ~ ^33-^33

т0к2 ^узА33 — $2зД23 4֊ ьззА33

квадрат частоты собственных поперечных колебаний пластинки в отсут
ствие магнитного поля.

Д
А = -- ---------- ------------ - ------

$1зД3 — $23Аз 4՜ $зз Аз
•

А /з — миноры второго порядка детерминанта (4.9).
Поступая аналогичным образом, как в работах [4. 7], из уравнения 

(4.10) для критической скорости флаттера получим формулу

Й» = у( 1֊ 2^)/1 + ^Н (4.11)
\ р21/14-/.֊/» Мо

где 1/ = О(1й//п— фазовая скорость распространения изгибных волн при 
собственных колебаниях пластинки в вакууме.
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2 г. 2
_Л] 2С|!В — А16С, 

в« сТб

1 
/7?0Л 1

D-

Рассматривая формулу (4.11), замечаем, что зависимость критической 
скорости от параметра X, как и в предыдущей задаче, может иметь экстре
мальный характер. При увеличении напряженности магнитного поля кри
тическая скорость вначале уменьшается, достигая минимума для опреде
ленного значения X, после чего начинает возрастать, стабилизируя рас
сматриваемый процесс.

Наибольший интерес представляют значения аргуметов т и п, вблизи 
которых критическая скорость принимает минимальное значение. В общем 
случае эти значения можно найти численным методом. Для получения ре
зультатов в замкнутой форме рассмотрим случай, когда влиянием инер
ционных членов, возникающих вследствие несимметричного строения пла
стинки, можно пренебречь. Тогда, если имеет место цилиндрическая форма 
потери устойчивости, то /1=0, а для критической скорости, согласно (4.8) 
и (411). получим следующее выражение:

U* =*zh (1 (------4k..- j ( т + b — (4.12)
\ ’i.. | 14- ).՜’ / I m

где

ь = (4.13)

11з (4.12) видно, что присутствие магнитного поля нарушает монотон
ную зависимость критической скорости от длины волны в направлении по
тока. Критическая скорость принимает минимальное значение при 
т՝’ — Ьк112 и равняется

— / 2е \ /
min U= [ 3 a/i ( 1------- . ) (----  ) (4.14)

( '«) \ p2V 1 !- X- / \ 2 /

Формулы (4.13), (4.14) показывают, что минимальное значение кри
тической скорости, а также величина параметра Ш (следовательно, и длина 
полуволны) существенным образом зависят от напряженности магнитного 
поля и согласно (4.3) являются периодическими функциями углов ориента
ции <ps каждого слоя в теле пластинки.

На фиг. 2 приведена качественная картина изменения минимальной 
критической скорости в зависимости от X. Кривая 1 соответствует случаю 
малого конструкционного затухания.

Для иллюстрации зависимости минимальной критической скорости от 
ориентации слоев пластинки, рассмотрим двухслойную пластинку, слои ко
торой имеют одинаковые толщины, изготовлены из одинакового ортотроп
ного материала, но различно ориентированы по отношению к главным гео
метрическим направлениям. Пусть ориентация первого слоя характеризует
ся углом ф|, а второго слоя — углом фг.
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На фиг. 3 приведен график зависимости £/$ = 3 min L/*, 
(m)

Р = (Л1/п?0) J ' [3J 2OZfyoKi ] 1 от углов ориентации И и <?s ПРИ 3 = О»
>. = 1, B1J! = B%, BS = 0.5B, s՛,;'. = ювй։ = 10В.

Фиг. 2. Фиг. 3.

Из фиг. 3 видно, что если в случае однослойной цилиндрической обо
лочки максимальные значения минимальной критической скорости получа
ются при совпадении главных геометрических и физических направлений 
|5], то здесь они получатся внутри прямоугольника [0 0 ®._> С "]•
Значения epi и фг, при которых minZ7^ принимает максимальные значения. 

(">)
существенно зависят как от напряженности магнитного поля, так и от отно
шения упругих постоянных материала слоев пластинки. От указанных ве
личин зависят также значения max [min U*\-

(։₽i. <Ра) (m)
Таким образом, при заданном материале слоев и при заданном магнит

ном поле, варьируя углами ориентации материала слоев, можно значитель
но расширить область устойчивости пластинки.
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Դ. 1ւ. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ

2ԱՂ01։ԴԻԱ ԴԱԱԻ 21111 ԱՆՔ Ի ԱեՋ ԳՏՆՎՈՂ ԱԴԱԱԴԱԿԱՆ 1111.1.1' 
ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅՈԻՆԸ ԱԱԴՆԻ11 ԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ ԱՌԿԱՅՈՒԹՅԱՆ ԴԿՊՔ11 1'11՜

Ա մ փ ո փ ո է մ

Հոդւէածսւմ, ելնելով գեքրձա յնա յին հոսանքի աւրիմպտոտիկ հատկու֊ 
թյուհններից, ստացվել է բանաձև մագնիսական դաշտի և գազի հոսանքի ազ
դեցության շնորհիվ սալի վրա առաջացած ճնշումր հաշվելու հա՛մար։

1!տացված բանաձևր կիրառվում է տարբեր տիսլի սալերի կայունությունը 
ուսումնասիրելիս երկայնական մագնիսական դաշտի առկայության դեպքում։ 
Ստացվել են բանաձևեք կրիտիկական արագության հաշվման համ՛ար։ Ու
սս ւ մն ա սի րւէե լ է մագնիսական դաշտի լարվածութ յան և սալի անիդուորո֊ 
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ւզ ութ յան ուղղությունների փոփոխության ազդեցու՛թյունը կբիտիկական արա
գության մեծության վրա։ Ցոլքը է տրված, որ նշված մեծությունների միջև 
կապակցութ յունը որոշ պայմանների դեպքում ունի կբստրեմ աչ բնույթ։

ON STABILITY OF AN ELASTIC PLATE IN A FLOW 
OF CONDUCTING GAS IN A MAGNETIC FIELD

G. E. BAGDASARIAN

Summary

In terms of asymptotic properties of supersonic flow the formula 
is derived to determine pressure of a magnetic field and a gas flow 
into a plate.

The formula is applied to investigate the stability of a variety 
of plates in a magnetic field. Formulas to determine critical velocity 
are also obtained.

.The effect of alteration both in the magnetic field strength and 
in anisotropy directions on the value of critical velocity is examined. 
This dependence is shown to be extremal under certain conditions.
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Р .М. КИРАКОСЯН

О СВЯЗЯХ МЕЖДУ РЕШЕНИЯМИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
В ТЕРМОУПРУГОЙ И ТЕРМОПЛАСТИЧЕСКОЙ ПОСТАНОВКАХ 
КОГДА ПЛАСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МАТЕРИАЛА ЗАВИСЯТ 

ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ

Пользуясь микнмальнымя принципами тс рмоу-п ругой и гермоплас ги- 
ческо; краевых задач 11]. путем подходящего выбора статически возмож- 
пых полей скоростей изменения напряжений г кинематически возможны-: 
пилей скоростей деформаций, получаются некоторые неравенства, связы
вании;:։ |1<|ц-.н1;м ;<р<к '.ий задачи в несвязанной гермоупругой и гермопла 
1.-1՛ я ческой постановках. В частности, на базе термоупругих решений полу- 
;зегся оценка сверху дли решения термопластической краевой задачи.

В качестве механических соотношений принимаются соотношения Пра- 
г..,с ;2]. учитывающие влияние температуры на поверхность гекучесш мз- 
г--. Аналогия:։.. <• вопросы без учета влияния температуры на поверх
ность гену честя материала рассмотрены в работе .3]

I В прямоугольной декартовой системе координат рассмотрим те
мп объема И. находящееся под действием .массовых сил X, . поверхностных 
нагрузок Р, , приложенных на части поверхности 5„ и перемещений </,;>. 
заданных на остальной части поверхности тела 5«. Будем считать, что зт» 
воздействия к температурное поле тела 0 зависят от времени !. но они на- 
. голько медленно изменяются, что можно пренебречь инерционными эф
фектами. Как обычно, будем полагать, что температурное поле тела не за
висит от его напряженного состояния и определяется решением соответ
ствующей задачи теплопроводности. С целью упрощения считаем также, 
что из Физико-механических свойств материала только поверхность теку
чести зависит от температуры.

Соотношения термопластичности примем в виде [2]

4,-/ = 8< ֊* 5,/4-яУ>,7 (Е1)

ч> = -4 .-. цд ~пк (1.2)

о) (1.3)
\б։э„ь М /

••где 2,7֊ тензор скоростей упругих деформаций. тензор скоро
стей кластических деформации, ՛; . А,- тензоры напряжения и 
коэф-финиен гон упругости, ■; — символ Кронекера. ? —коэффициент 
линейного температурного р■ смирения материала, Положительная 
функция упрочнения Н при .т.'соцпировэнном законе течения (1.3) из-
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вестным образом определяет и я и зависимости от рррмы пбверхнос1 и 
текучести / = 0. Коэффициент •/ принимает значения

£ — 0, если /<С 0, а также, если / — 0 и з;.՛ -• —О • 0 (1.4) 
Р3,у '

И

5=1, если/ 0 4֊ 2£б>0 (1.5)

Согласно с минимальными принципами термопластической красной 
дачи И] выражения

СВОИ абсолютно минимальные значения получают ТОЛЬКО При I
(когда статически возможное пол. скоростей изменения напряжений 

совпадает с действительным полем скоростей :ц) и при
(когда кинематически возможное поле скоростей деформаций ь,:. со֊֊ 
падает с действительным полем Ц»)*- Причем связь между и з, , 
а также Между ֊■ 1 : . »отношениями (1.1) 11.3).

Если в (1.6). (1.7) и н соотношениях (1.1), (1.2) положить Н=(՝. 
получатся соответствующие минимальные принципы для термоупругпй 
краевой задачи.

2. Принимая в качестве статически возможного поля скоростей изме
нения напряжении действительнее поле скорое ей изменения термоупругнл 
напряжений (з,-у--минимальный принцип для скоростей изменения 
напряжений термопластической краевой Задачи представим в виде и՛՛ .:-- 
аенства

В работе [1]этк минималъкь:;՛ т:рш։цнг:ы подучены ։рл шеглянныл объемных си
лах. когда X, =0. Можно убедиться и ГОМ. что учет пзмии-пяй об-ымпых сил ска^-'1- 
насгся только на минимальном принципе для скоростсн деформации и пыплж.п и л :ю 

Л
явлевкем члена Хг м'-'й՛՛.

V
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4f| д
2 J I du \d3yy

V

~i/n jii tods —

Исключая поверхностные интегралы с помощью уравнении виртуальных 
работ и имея в виду соотношения (1.1)—(1-3). из (2.1) получим

е֊п -■-б) ^-Wu֊J>0 
д') / (К J

(2.2)

где скорости пластических деформаций, которые имели бы место, 
если действительные напряжения з,/ изменились бы со скоростями 
изменения термоупругих напряжений з*/։

J (2</ (2.3)

Символом «.//» наверху обозначены скорости соответствующих деформаций 
без температурного расширения

4,- s?zW=s*/ — (2.4)

Ч I-
О =

Применяя минимальный принцип для скоростей изменения напряже
ний термоупругой краевой задачи, когда в качестве статически возможного 
поля принимается действительное поле скоростей изменения напряжении 
термопластической краевой задачи = ./ и следуя работе [3]. получим

з<7 з,7 dv > О (2.5)

Суммируя неравенства (2.2) и (2.5). приходим к следующему неравенству:

С помощью соотношении ( 1.3) неравенство (2.6) можно представить в виде

(2.6)
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(2.Н)

где П 11 ласт и че е к и й потенциал

Левые части неравенств (2.7) и (2.8), разумеется, можно расс.матрива. » 
как некоторые интегральные критерии об интенсивности процесса дальней 
шего пластического течения в геле при заданных скоростях изменении 
внешних воздействий.

Неравенства (2.7) и (2.8) позволяют оценить сверху эти критерии и■֊ 
фазе термоупругих решений, без анализа действительного упруго-нласт и- 
ческого равновесия тела.

3. В качестве кинематически возможного поля скоростей деформации 
примем действительное поле скоростей деформации термоупругой краевой 
задачи, то есть

(3.1)

•р гогда для;соответствующих скоростей изменения напряжении -г, с помо
щью соотношсн. й ( 1.1)—( 1.3) получим

где Л/Д тензор модулей упругости, ч? скорости пластических 
деформации, которые имели бы место, если действительные дефор

мации ч> изменились бы со скоростями термоупругих деформаций
При кинематически возможном поле (3.1) минимальный принцип для 

скоростей деформаций термопластической краевой задачи выразится не
равенством

— -֊*) л—Га«;*-
2 Л ОУ <Л / к' .1
К# ’’ *41

Вычитая из (3.3) два раза

\6,., О (3.4)



44 Р. М. Киракосян

ВИД} ! 5<2), с Подходящим использованием уравнения виртуалы 
работ получим

‘.Ов Д*(։» , я -1 ՛ Д’Ое
*Г -пк

<*/ >
03/,

— «Н-У-6 
(А (к> >' О (3.5)

Применяя минимальный принцип для скоростей деформаций термо- 
упругой краевой задачи, когда в качестве кинематически возможного поля 
•о принимается действительное поле скоростей деформации упруго-пла* 
стического тела '-{1> после- некоторых выкладок, аналогичных вышесделаи- 
иым, получим

— ./ - к — С;у) </у > 0 (3.6)

Сумм? уя нерезки՜. па (3.5) и (3.6) и имея о виду ( 1.3) и (2.9), находим

( (2П А/,.1,;, а,-. _„/.)//;• [2П (2/;) 4“ т4//я* £*у -ак](!и (3.7)

։•

С ;. :етпм (2.7) и (3.7) для материалов, которые в упругой области изотроп* • 
нь; :: линейны, получим

р;«;<*. ֊. р?#ж.+-֊[[пй!)-п(йил, (3.8) 

։• ъ и

;де (/ — модуль сдвига материала.
: ^равенство (3.8) можно использовать в качестве оценки решения 

гсрмоаластнческои краевой задачи снизу.
Аналоги՛:)!!к- вопросы в рамках деформационной теории пластичности 

рассмотрены в работе [4]

I! чстктут механик։: АН
Армянской ССР Поступила 16X1974
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ըհրւվ Հարումների փոփոխման արագու(Iյանների աոատի!ււ>րեն Հնարավոր 
'յսչ՚տր ոլ դեֆորմացիսւների արսւզո:րԿւէէնն հրի կինեմաաիկորեն Հնարավոր 
դաշտը սաացվում են սրոշ ան Հավւսսարւււվքյաննհր, որոնք կաւգ են հաստա
տում ջեոմաա пли ձգական և ջերմասյրւէստիկս/կան գրվածքներով Լդրաքի՛ւ 
խնդրի համար ստացված [ուծա.մների մեջւ Մասնէսվորսրւգես, ջերմաաոաձգա- 
!/4>ն դրվածքով ստացված լուծման Հիման վրա սաացվում Լ ջերմւագրսստի- 
էրսկան եզրային խնգրի լուծման վերին գնահատականը։

ON CORRELATION BETWEEN SOLUTIONS OF BOUNDARY 
PROBLEMS IN THERMOELASTIC AND THERMOPLASTIC

STATEMENTS, WITH ELASTIC PROPERTIES OF THE 
MATERIAL DEPENDING ON TEMPERATURE

R. M. K1RAKOSIAN

Summary

In terms of minimum principles of thermoelaslic and thermoplastic 
boundary problems, by proper selection of statically and kinematically 
probable fields of velocity variation in stress and deformation, some 
inequalities are obtained relating the solutions for boundary problems 
։n statements independent of thermoelasticity and thermoplasticity. In 
particular, on the basis of thcrmoelastic solutions the upper estimation 
for the thermoplastic boundary problem is derived.
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II. И ВАСИЛЬЕВ. Ю. Г ВИЛЛЕР. А. А. ЛЕВИН

ВЛИЯНИЕ ПОЛЗУЧЕСТИ НА ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ВНЕЦЕНТРЕННО 
СЖАТОЙ СТЕНЫ ИЗ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ БЕТОННЫХ БЛОКОВ

Бетонные стены различных сооружении бета пиру юге я горизонтальны
ми блоками значительно։։ толщины или собираются из сборных прямо
угольных элементов. Швы между ними имеют малое сопротивление растя
жению. Такие конструкции нередко рассчитывают без учета сопротивле
ния растянутой зоны. В связи с этим в статье рассматривается задача о 
сжатии эксцентричной нагрузкой стены из бетонных блоков, с учетом 
влияния ползучее , и на деформации системы (фиг 1). Показано, что переме
щения. обусловленные ползучестью, могут привести к потере устойчивости 
системы опрокидыванию.

Длина блоков предполагается достаточно большой, поэтому задача рас
сматривается как плоская.

$ I. Рассмотрим предварительно контактную задачу о сжатии двух 
прямоугольных бликов эксцентричном нагрузкой, воспользовавшись функ
циями влияния перемещений границы прямоугольной области [I]. В безраз
мерных координатах у.= х֊хч, = и = (фиг. 2) перемещения гра
ницы х = 0

2

и (։1) = \ 0. • I ч (3 </'

(I
2

—1п|»-: 9С)й-.
? I “

о

<)<г(б«г. (и»

о

Здесь </(’) нагрузка на гранях у. О и /.= 2: /- ,(՛>, -) =
Ли, (тр т,о) (•/, = ] И, \ь 1—֊) —регулярная часть функции влия

ния, которая нротабулирована для различных значения *, Ув/х©-
Рассматривая контакт двух блоков (фиг. За), полагаем, что нагрузки <1 

на противоположных гранях блоков отличаются незначительно и опреде
ляются равнодействующей Г и величиной с: это допущение позволяет 

использовать функции, влияния Ь» (;|. -).
Собственным весом блоков пренебрегаем. 1 приближенно влияние соб

ственного ;?еса можно учесть, добавляя его к поверхностным нагрузкам.
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Вследствие симметрии относительно оси О плоскость контакта не 
искажается. Учитывая (1). условия контактной задачи для идеально упру
гих блоков можно записать в виде

В уравнениях (2)—(4) /)—контактное давление 6(0— взаим
ное сближение блоков, <| ( 0 их взаимный угол поворота.
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Условия задачи с учетом ползучести получим, заменяя к (I) коне 
гы оператором

Q, j' К՛ (», -.) р‘> (С, О Л = ^ + (5’

и
«•(/J ■։•(«)
(р(С /)л = ^- '-՝!> ((,)

Уо ,) Ул Уо
о и

Здесь

Q-Q0|l+ //*]. <?„ (7>
t

HU, ■) ֊ ֊ — ECU, (S>
J 0՜
*e

Нетрудно проверить, что уравнениям (5). (6) удовлетворяют функция 
р ('.()= р t)‘, Ä* (/)«a(/j л

^(/)- [Х -г^ЧЧО; ?’(/)֊[! т

icijTO ь с решают задачу с учетом ползучести бетона.

Если ֊-''՜' const, уравнения (5), (6) удовлетворяются при
tfn Уо

P*G. /) Р<^)Р((У **<г) «0 -const; ~\,[1 +ZY*| 1
= ?olX Z/1’] Р(0, причем /?„('),%, <j, ?{>—решение соответствую*

Р
щея задачи теории упругости при ----- 1.

Уо
■ аким образом, приходим к следующим выводам*:
1. Ползучесть бетона не оказывает влияния на величину зоны кон- 

՛ га и контактные напряжения.
. Зека контакта не .ависит от величины действующей нагрузки и

_ „ - -б
и։:ч?деляется тальк՛ । относительной координатной равнодействующей —• I

՛ Уо |
£ 2. Рассмотрим сжатие прямоугольной призмы, состоящей из fH-rl-n» 

ц тонного блока, с учетам it формированной схемы. Полагаем, что Ш-М-й 
(нижний) блок защемлен в основании верхний блок свободен от кинема* 
th веских < вязей Вс< блоки имеют одинаковые размеры 2ai/2</o. Сжимаю
щая шла —cons рмложенз на расстоянии е . - const от вертикальной 
грани чгрхные Gmi ( !՛аг ') Касатилшымн напряжениям։! на пиверхно'

i |..л? к книц пыж՛՝ гр.г д՝иам1 также ь случае сжатия идентичных прострав-: 
ru'.HHhix тел прпизи! ль> in фврмы. гпмм-։р чиы.х ։.гны:гтгм>ш. плоскоггн изгиба. гсм» | 

•1'НТ IKT” | ‘ vtmn и Термин .. is«.. . И: ■ «iiyilKtjltCO илняиня lll։p''Ml 1ЦС11И11 ПЛОСКОСТИ KOJ1- 
.1К:.^, тел -южно ։tj՛-д« :..пи;н и пи,’.։՝ про ппедгкип «|i\ iik4iih упругих tiocToBilliin՛.

ii.t i|>jjii у.«jo координат.
։: ՛« ,-. ։։• ։.։umi-.м« . . : ко::г-iktükx н. пряжений от характгрп нк ползучести бстош

и л ։пл|и:.>|՛ 'и Г>сч птр-ип ■г,'-п»‘|1тр՛ нио нзгруж’иного »’.там 1 ограниченно։! ширины 
1«1 И’ I 'l’.v . II |‘ i IpilKiiflonltHrM, 11ММ. т. XX. а. 6, 19>6 г. 
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стях контакта, которые появляются при деформациях системы, прене
брегаем.

Вследствие ползучести деформации системы увеличиваются, и рас
стояния (й==1, 2........./Л) становятся функциями времени. Из геометри
ческих соображений следует

а^- = ^_А|*ф(п-у(4֊,)» (/> 
У о У о .Ус4 ~

(к -֊ 1, 2, ... . т)

где

<»(/)֊ £ ?„(/)
*-1

110)

(11)

= .(/) -взаимный угол поворота блоков к и к — 1. А 2хл высота 
блока.

Пусть в результате решения задачи теории упругости о сжатии 
в /•*

двух блоков нагрузкой ----- I при СЛ, — 1 получена зависимость
.Уо

? = *
е I

— взаимного угла повооота блоков от • г/с. 
Уо1

С учетом ползучести бетона

<?,(')=-^41 + н*]? 
Уо

«И/)
Ул 1

= 4> Т) И । ։12)
Уо I Уп ./ I .Уо I I

Решение системы (10)—(12) для произвольного момента времени >։<• 
жет быть получено методом конечных сумм. Введем дискретную шкал; 
//=то ֊/Д и проинтегрируем (12) по формуле трапеций

£Оо£

Ул

Ул

ш, 'Ч
1//о I

Уо

4֊ #(/-. /,)?
е/ V'/)

Ул
2

г /
ел (/■>)

(13
V-! УЛ

Соотношение (13) совместно с уравнениями (10). (Н) Иозволя*-։ 

определить неизвестные е*(//), ?..(/< ) последовательно, начиная с 
4 Известия АН Арз։янской ССР. Механика, .V. 4



50 II II Васильев, 10. Г Виллер, A. A. Зевни

/0 = -0. Полагая, что решение для моментов "0, /։, /2, ... , 6-1 нзвес 
задавшись Ф (6 ), последовательно находим

• — —----- — Ф(6)> (6) — по формуле (13)
Уо У* Уо

—■ — e,J —— [2Ф (/,) — Çj (if )], ?.,(6) —по формуле (13) и т. д.
Уо Уо Уо

После определения ?,(/,). ?а(Л ). •••> ?л.(б) проверяется выпол

нение условия (11); величина Ф(6) варьируется до тех пор, пока это 
условие не будет удовлетворено.

При -0 в выражении (13) учитывается только первое сла
гаемое.

Таким образом, ним : и треугольная структура системы уравнений (10) 
значительно упрощает решение, так как при любом ti задача по существу 
приводится к решению одного нелинейного уравнения (И).

Устойчивость системы блоков определяется условием Cm (/)>0. Рас
сматривая конечный интервал времени, получим уравнение для определений 
критический силы в интервале [то, г՛.]:

—■ Qo. 7.. •Ч. -, 
¥о

(14)

где ,х — реологические параметры.
Практически нет необходимости решать уравнение (14): достато’ 

при заданной нагрузке Р проверить выполнение условия ет(ч)^>0-
§ 3. Имея ввиду получение числовых результатов в задаче о сжатии 

двух упругих блоков, заменим непрерывный контакт системой 2(я4-1) 
односторонних связей, расположенных в серединах участков шириной су, 
(фиг. Зб). I Начало координат удобно совместить с нулевой связью.

Полагаем, что в пределах участков су,, реакции связей распределяются 
ра вномерно.

Ках показано в § I, зона контакта, а, значит, н число включившихся 
связен ste зависит от величины нагрузки и определяется относительной 
координатой ее приложения с/ул. Пусть при некотором значении с/у,, вклю
чалась /’ I связь.

Тогда неизвестные X. — • с = '> = —— определяются из
Z/о Qo У<Х1о

системы уравнений

(15)

* * - . — / ре — Р
Здесь вектор X ֊ (?, <>, Хл, Хх........ А\): вектор I' = I —j-» —-—I

0, 0........... 0 матрица порядка г 3
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А 3 =

0. 0, 0. 0. 2с.

0. 0, -1.. 1. ֊ 1

о, — 1, 2цю, 2Ч1» 2^.’’

с. -1. 2'^ 2'>и. 2'ч.՛.

гс, 1, 2<». ГЧ 
см 

о»

ГС

2'ог •

2՛

(16)

1

Л/- усилия и связях; т взаимный угол поворота »»локон; ՛> их 
• '6

сближение; перемещение поверхности контакта блока
<2о

по направлению связи / от нагрузки 7 = 1 суп, равномерно распре
деленной на участке /.

Крервые дне строки в системе (15) представляют собой сравнение ран- 
иопссип, остальные—уравнения неразрывности деформаций по направл՛- 
кто включившихся связен.

..Перемещения Ч, найдем, воспользовавшись выражением (I) Пол.» 

ЖНВ #=с(։’4’0.5) и интегрируя в пределах /с— (/-*-!)<. получим

При интегрировании регулярной части функции влияния использоян- 
заев формула прямоугольников.

Так как число включившихся связей заранее не известно, уравнения
(15) удобно решать в следующем порядке

Последовательно, при г=1. 2. ... 2 ч—1. умножая обратную матрицу

А+з я [а);՜ на вектор Р при — 1. получим
1/0

г при 7 — 1
„('•№ е „<'♦•՝>_ - 

п при 7 2
Уо

А'. 1 при 7 = 3. I...... г 3

где через <р, о и Л'.- обозначены величины .. '• и X, соотиигс ։ нун»- 
։мис нагрузке Р/</0 1.
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Координату равнодействующей, соответствующую включению л 

связей, можно найти из условия X = О

֊ « ֊.'1т֊ 04
Уп я^+3. ։

£
При заданной величине ----- число включившихся связей оире*

Уо

делается условием

ний (15) находятся

е.гч-1^ е . ег п
-----— ;֊•' — 11осле определения
Ус .Уо Ус

л л 
неизвестные т, '1 и X .

г, из ура!

Решая (15) при ----- — 1 и различных значениях
{/о

е
• которая необходимастроить зависимость

У.«
ния деформаций системы блоков с учетом ползучести.

е—> можно по-
Ус

для определи

£ 4. По изложенной методике решен численный пример о сжатии с 
из к։<а .ратных блоков. При решении задачи о контакте двух блоков нИшМ 
рывнын контак; заменялся системой дискретных связей, расположенных а; 
серединах участков величиной ср„—0.1 у-..

2 с
В табл. 1 приведены значения X, — —։֊ и функции ֊֊֊- Зависн 

Р Уо

мости •> е

У*
дана в табл. 2. Эти данные могут быть использо

каны пр;՛ расчете стены из произвольного количества квадра՛ 
блоков с учетом ползучести бетона.

ЗзиисИмость X՛ о 11

е, 
т —.

9«

Таблица Г

<7 Номер евнзм
17 П 1 2 3 4 5 ’ 6 8 9

։ 0 ։ 0
2 0.0332 0.668 0.332 0
3 0.0725 0.484 0.306 0.209 0
4 0.11'25 0.375 0.269 0.21.3 0.144 0
5 0.1434 0.311 и.?38 0.201 0.156 0.094 0
Ь 0.1856 0.264 0.212 0.186 0.154

0.148
0.110 0.074 0

1 1223; 0.2'29 0.190 и 171 0.113 0.089 0.060 0
8 0.2608 0.202 0.172 0.158 0.11'2 0.091 0.073 0.049 0

ч9 '՜ 0.2911 -И.183 0.158 0.147 и.133 0.109 0.094 0.07.8 0.060 0.036 0

На основании полученных результатов рассчитана стена из трех бло
ков. Устойчивость системы определяется величиной зоны контакта между
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е.. (/} е.. (/) -
вторым и третьим блоком, которая зависит от —----- ; при —— )

Уо Уа
система становится изменяемой.

'Г а б л кип 2
У Ий? е

КИСНМОСТЬ ОТ ------
Р<К Ус

е

Зч
0 0.03 О.О6 0.0‘- 0.15 0.16 0.21 0.27 о.зо

? 40.16 23.6 16.1 12.2 4.4 7.5 6.1 5.1 4.3 | 3.7 
1

3 3.

На фиг. 4 приведены графики С- в интервале времени 10
Уз

- ПО сит. Ядро ползучести бетона принято в виде

НЦ,ЕС (!, -) =- —֊(/Г, — -) 1—ехр[ •: -.1
О- у- \ /

при числовых значениях параметров ?7С<? = 1.8; ЕАЛ .64 сут\
,з - 0.026. Значение <?0 принято ра. ъа.м С. 2у .

При заданных реологических »пшамстрах и устойчивость
У*

системы в конечном интервале времени определяется безразмерным
1Р(?Й г,

параметром ц=---------Как . идьо вз <| у . 4, характерно резкое на-
Уо

-МЛ . -дение кривых--------при значения.’: / С?лизких к критическому времени,
Ус.

определяющему момент потери устойчивости.

Ленинградский ордена Ленина 
ПОЛИТСХ1ШЧССКНЙ институт 

им.М. I I Калинина Поступила 18 VI 1974
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CREEP EFFECT ON DISPLACEMENTS OF THE 
ECCENTRICALLY COMPRESSED WALL ALADE OF 

RECTANGULAR CONCRETE BLOCKS

P. I. VASILIEV. Y. G. VilJ.F.U, A. A. ZEVIN

S u lit m a r y

Discussed is the flat contact problem of compressing two rec-1 
tan gu I ar concrete plates by an eccentric load.

It is shown that the creep has no affect either on the value of n I 
contact zone or on contact voltages.

Based on the contact problem solution, discussed here are the 
displacements of the eccentrically compressed concrete block wall. It is 
shown that the creep has a substantial effect on the value of a critical 
load which leads to the stalling of the system.

A 11 T E P X 1 y P X

I. I!uiuc’ixo ii. I!., 7'(?«nexNu«oy I. II. CbviiKijiiii iiAiumiiji /„mi iii pcMftyi.H/iii rpamiuw npi* 
MojTOAiiHojj (.r>.\acTi։. Ihti BHI'lHfu, t. 9.3. 1970
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ HUK АРМЯНСКОЙ ССР

XXVIII. X. Հ1975 Механик*

Н. Е САРКИС ЯН

К ВОПРОСУ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ МАЛОЦИКЛОВОИ 
УСТАЛОСТНОЙ ПРОЧНОСТ11 СТЕКЛОПЛАСТ! 1КОВ

Для инженерно»։ оценки .««прей ин >кемгн конструкционных материа
лов малоцнклоиому деформированию важно нахождение таких заносимо- 
стен, с ПОМОЩЬЮ которых ВОЗ.МОЖН' определение долговечности ЯО опытным 
данным механических свойств материала при кратковременном статическом 
нагружении.
I С ЭТОЙ точки зрения весьма \добн<>и ркл..лл.»сь ЗАВИСИМОСТЬ КоффИ- 

нз|1]

;П.Л'։-С (И

^Пошаливающая связь между пла։ ՛ рмацней разрушения п

соответствующим числом циклон при мллчцяклипом нагружении металл՛«!՛. 
■ диапазоне Л^«1-г10’> циклов в условиях повышенных температур

В выражении (1) постоянные ч и С определяются свойствами мате
риала и условиями испытания Для большинства металлов показатель сте
пени П=0.5. Постоянная С равна половине пластической деформации при 

| • статическом однократном нагружении, если предположить, что разруше
ние наступает в течение 14 цикла.

Формула (1) применима для условий жесткого режима нагружения 
так как одной из двух варьируемых г ней переменных величин является Г размах пластической деформации цикла (--■

В некоторых случаях '2 и др । при расчетах по формуле ( О берется об
щая деформация никла, поскольку при высоких значениях долговечностей 
упругая деформация становится существенной по сравнению с пластиче
ской нли даже может Превзойти е-

> В работе |3] уравнение кривой усталости (О преобразовано к виду, 
удобному для использования п мягком режиме нагружения

Ес
9 2№5 (2)

где 0у—напряжение, соответствующее ладанному числу циклов ди разру
шения Д’. а'— напряженке предела выносливости

Исходными значениям»! механических параметров материала н зави
симости (2) являются модуль упругости £ и псчтоянна»» с. ха рак терн «ун» 
щнп относительное сужение образца перед разрушением пр»՛, кратковремен
ном растяжении.
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Другой вариант описания кривой усгал<х гн принадлежит Мэнсону | 
Зависимость, пред.՛, -жегшая для условии жестко։«» режима нагружения« й 
ет вид

0.5 £>"•?/ | —Л' *
Е

где -у. — предел прочности.
Параметр I) определяется но относительному сужению поперечного 

чепия ф при статическом растяжении образца.

и по своему значению равен 2с.
Некоторые другие гг.п< гетические »р рмы записи аппроксимации мсодЯ 

числом циклов Л и величиной ՛ > или е подробно обсуждены Мэнсонс-мЯ 
рецензии к работе [3].

Отмеченные выше урайнгнмя криво;։ малоциклоппн усталости икса ■ 
ра.шт ։ :.։ :ю о;ношению к виду циклической деформации, частоте нагру;. | 
ния ։։ н< учит ывают и м Кения, происходящие в материале в процессе длИ 
ельного нахождения его под нагрузкой (накопление повреждений и т. л) 1

Заметим, чп- зависимость ։ипа ( I) требует также соблюдения подобшШ 
к» иных усталости для различных материалов к условий испытания.

Оценка ссшр< тцилясмости стеклопластиков малопикловому дефоршЛ 
рпванпю по формулам < 1) и (5) в настоящее время в принципе нсвозможчкИ 
гак как известные литератур ные данные экспериментов [5—10]. за нскл»՛! 
(гнием [՝iUj. i оот вс i с гр.уют мягкому режиму нагружения.

Проверка справедливости выражения (2) для стеклопластиков также'1 
.1Л1|,.ьц{.,1֊ся i рудной а, «чей i .-.иду отсутствия в литературе данных поот*| 

ин ки м.ном} сужению поперечного еече.чня и напряжению предела вынос« 
•;։востн.

Как известно, при действии нагрузки в направлении волокон стскл • I 
• тики , -эру шлются практически хрупко. Поперечное сужение обра.>Ц11 
и*,-՛՜ налимом по сравнению г металлами значительно меньше. Кроме тег-Д 

л..;։.;!! <i€cir>eHiine «й макроразрушения волокнистого материала o։:pf-:l 

.i ли-: уж( ։:..<• образца можно лишь весьма условно.
Что касается предела выносливости г-", то у стеклопластиков, как н Д 

цве ьых металлов, гайои предел отсутствует. Величина п*. соответствующий 
условно принимаемом՝ пределу выносливости, в отличие от металлов ср I 
щссте нио ’.аьчеит ■ ։ соблюдения идентичности технологии изготовленЯ 
ма՜ ,о • .՝, также oi yv м.р.ин испытания. Это, в свою очередь, сильно умевь*1

пит дост.■м ерно- 11. л!1йчсния <՝ \ принимаемого п основу расчета по форм.- 
\е (З^-^Заметим акже. чю к настоящему времени в литературе отсут£твЯ 
ют - ист 1'матичегкг՛ длит е по условно щ снимаемому пределу .малоцикл>>1 
зпй выносливости стеклопластиков.

Т.н нм образок։, необходимость просгого. но достаточно эффективном! 

ггюссба оценки усталостной прочности стеклопластиков при малом ЧИСЛЯ
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циклов нагружения с кнжиюрно-коиструкторской точки зрения является а«- 
гулльиой.

Искомая зависимость mi.ji.pt быть эмпирической и содержать характе- 
Ишетпкн механических сзсйств. определяемые их и՛՜֊: кратковременного пспы- 
та|НхЯ матгриа на простои вид деформации. Такими характеристикам.՛ 
иогут быть предел прочности п,, модуль упругости Л, другие механически։- 
показатели и какие-либо их эмпирически« или физические комбинации 
Пр» атом, очевидно, следует нмст՛. в виду как эффективность предлагае

шь зависимоеП' так и возможное т• исп<:'.ьзоза:;их на -снове минимума 
мшформаинн с свойствах композита.

Как известно, циклическая прочноен-> стеклоцолокнисТы.х материалов 

з основном коррелирует со значением предела прочности по;։ кратковремен
но՝’ статическом нагружении.

В настоящей работе н качестве за икс и мости. ещенпвающен усталостную 
прочность стеклопластика при малопикдовом нагружении, предлагается 
. uinipiiufCKTH- выражение типа

3v = 7r-/V (4l

со значением показателя степени |1—0.05.
Принимая для простоты, что разрушение в случае однократного ста

рческого растяжения происходит при Л — I. по формуле (4) получаем зиа- 
■дш-е соответствующего циклического напряжения, равное пределу прочно
сти. По нашим экспериментальным результатам, обсуждаемым ниже, такое 
условие практически соблюдается.

Очевидно, зависимость (4) самая простая и удобная в применении 
Как и формула Коффина ( I), она подразумевает подобие кривых усталости 
Велора в малоцикловой области при варьировании материалами и видами 
деформации в условиях нормальной температуры, когда нагрузка прикла
дывается вдоль волокон стеклопластика.

Для оценки усталоМной прочности стеклопластика но формуле (4) и 
сравнения ее с экспериментальными результатами, нами испытывался орто
гонально равнопрочно армированный стеклопластик СВАМ на эпокси-фс- 
НйЛьиом с вя эующем.

Образцы толщиной 5 ,чм в виде двухсторонней лопатки вырезались из 
листов композита в направлении волокон и предварительно подвергались 
термическом обработке, как это было п | 1 I

Опыты проводились при комнатной температуре
Предел прочности стеклопластика при крат повременном растяжении 

определялся по результатам испытаний 5 образцов: п „ = 49.85՜ 
± 1.70 кге'млг.

Циклическое нагружение соответствовало мягкому режиму и осу
ществлялось па разрывной машине статического деформирования ЦДМ-10. 
дополнительно оборудованной автоматическими переключателями.

Испытания проводились на пульсирующее растяжение Коэффициент 
iMCTpHM никла г-0.03 Частота нагружения—3 цикл чин.
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На фиг. I приведены кринах усталости, рассчитанная по формуле (4) 
■ экспериментальные точки, характеризующие фактическую прочность дан

ного стеклопластика в описанных условиях малоциклового нагружения’ 
Как пидно. соответствие .между расчетными и экспериментальными данны
ми вполне удовлетворительное. наибольшее отклонение по усталостно»'։ 
прочности менее 5%.

Фиг. 1. СВАХ! 1:1 нп эпокен-фенольном свячукмцем, раегяж ;ис вдоль воло
кон, :Н|> 19.85 хгг .м.4-, частота 3 цикл .чин. -----  расчет, — эксперимент.

Рассмотрим возможность прогнозирования кривых Велер«! различны՝; 
leKAtiii.var ՛ икон при пульсирующем растяжении, сжатии и симметричном 

чистом изгибе, исходя из литературных значений предела прочности мате
риалов на тот же bs։.t деформации [5—9]. Опытные данные усталостной 
прочности соответствую! мягкому режиму циклического нагружения часто
той от I дп 10 пик i мин.

f la фи։ 2—5 приведены кривые усталости, рассчитанные по формуле 
(4). и соответствующие экспериментальные кривые или точки. Сравнение

Фи;. 2. Р։»». ч яж.ннь- । кли. .т.е ։..лита, частота 10 цикл .чин. |5| I- ЭФ-32-301 
на сочетании чк1ксид1гпй смолы >• фенолоформалнде» идной 1<ю основе), :₽1.. 40.5 кге .м.м-, 
2. КЛСТ-В ни фс>»ило-;|-<ч>мял։.д։1 иднон смоле (ио основе), 30.6 юе .«.м-, 3. То 
ж»., что и 2. 10 утку. с»р. 15.5 «с’.и.«-'. ----- расчет, точки-экспсримент.

* Крани։:։ тички соответствуют лены ынню одного образу,», остальные трех по
ра эцой

График зависимости (4) является прямой линией в двойной логарифмической сист՛ • 
ме координат, однако для конкретных значении |՜. 0.05 •՛ 0 10 крш изн.» оказывает, и 
настолько малой, что и и приводимой здесь системе координат г-'..метрическое место 
вычисленных точек графически изображает։ я нерезком прямой.
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этих результатов показывает, что по формуле (4) можно с достаточной точ
ностью оценить циклическую прочность счеклопластикоп в области мало*

Фиг. 3. Оценки записимосч и (4) нс данным работы (6|. частота I цикл мин 
и. растяжение: 1. СВАХ! на эпокси-фенольном Гекхзующем (вдоль волокон), т«р. 
֊130 ки- ,и.н'-, 2. техлотскстолит на ткани АСТТ(б) С'з О и связующем ПН-1 
(пн основе). твр. 28.6 шс, мм-. 3. СВАМ на связующем БФ-4 (вдоль волокон), твр.

24.0 К1с/мм2. б. стеклотекстолит на ткани Л< ГТ(б) С»—В и связующем НН 3 
(ПО основе): I. чистый нзгкб. тв„. =30.7 ««е .ч.м2. 2. сжатие. 5пс 21.7 к/смм-. - ра 
счет. -----эксперимент.

Фиг. 4. а Стеклотекстолит горячего отверждения пл »»оксидном связующем, 
растяжение ио основ՛?, твр, 29.0 к։с мм2, частота 2 цикл мин |7|. ----- расчет,

— эксперимент б- Стеклотекстолит 33-I8C, растяжение, sBp. 43.5 х։с ,м№, ча
стота 10 цикл мин [9],---- расчет. ------ эксперимент.

циклового нагружения на базе А пт 1 до 10՝ иик.ган. Расхождение при этом 
носит случайный характер и по сравнению с фактическим значением цикли
ческой прочности нс выходит за пределы 10%.
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Вместе с гем оказывается, что не для всех стеклопластиков можнз 
.определить усталостную прочность по формуле (4) при значении степени 
|5—0.05. Это может означать, что не для всех материалов допустимо уело* 
вис подобия кривых усталости.

Фиг. 5. Чис . !•: . ЧЛСТОТа 1 >/>1КЛ, мчч |Д|. 1. ։ ' I . ! ' ֊1 30 ПИ ЭПОКСИ*

.}։։-нолън։>м сййэукидоы « •՛ ।ехло։г.։։ии АС"ГТ(б)-Сэ комбйпнроиЛН.юй структуры. :Вн.= 
57 5 «о.2. Стекло։скетолит параллельной струхтурк па ч'хиле ПН-3 к тинди 

ЛСТТ(б)—С։—В. й,„ 3! .3 лиг .ч.и՜’---- рас՛:?г, ------ экспг]>имы1т

Как показываю! расчеты (табл. I и 2). г гички зрения практического 
исяьльзовання зависимое гя (4) < ижловолежнистые материалы можно 
условно разбить на две группы: материалы, нормально- и «слабо» сопро- 
ивлягощясся малоивклиП1.1му деформированию.

Для первой группы стеклопластиков значение козффппюнта усталост
ной прочности материала

А' = — 
-п

■.■.я М1цнкл«>пои облает:։. например. на базе 10' циклов. нс менее 0.6, а для 
второй группы — К <0.60.

В табл. 1 и 2 для сравнения приведены расчетные и экспериментальные 
данные :։с усталостной прочности стеклопластиков, «нормально» и «слабо- 
ипротЕПЛяющихсн малопикловомс деформированию. Для материалов пер- 

в՛֊ !՛. группы показатель степени |4~О.О5, а .ля иь,рой значение |! принято 
вдвое больше — 0.10.

Ках нидпо. для иис-нки малоцг.ллово»» прочности «слабо» сопротивляю
щихся стеклопластиков снова можно использовать формулу (4). но при зла- 

спин |>. равном 0.1. В этом случае разброс расчётных значений о., относи
тельно фактически измс -ендых значений снопа небольшой :: имеет случай
ный характер.
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Пульсирующее растяжение
1 На смоле ПН-1 и ткани А< ’ТТ(б)— С3— 0 По осн. 1 2<ХЮ 28.4 17.0 19.4 - 14.1 0.60 |6|

2 СТЭР-1-30 на ткани ЛС'1 Т(6) — (՝: •• 1 300 32.0 23 л> 24.0 Ь 4.3 0.72 [6|
3 СВЛМ на связующем БФ-4 Вдоль 

волокон
1 Зои 24.1 18.3 18.1 1.1 0.76 |6|

•1 ('ВАМ на опокси-фенолъиом евв.чующем Вдоль 
волокон

1 300 43.0 28.8 32.4 12.5 0.67 |6|

5 Горячего аткержд. нп япоксид. спязующсл։ По ОСП. 2 500 29.0 20.6 21.2 2.9 0.71 171
6 33-18 С

1
10

(ульсирчк
lotifio

>щсе сжат
43.5 

не
29.1 27.5 — 5.5 0.67 |9|

7 11л смоле ПН-3 и тяпни Al'TJ'(6) <’j В Цо ОСН.
I ‘

500 21.7 14.1 15.8 Ч 12.0 0.65 14
8 СТЭР-1-30 па 1КЙ..1< АСТТ(б)-С2 • •

( 115
1

метричны
500

i чистый
37.4

H.HTIÜ
26.2 27.3 1 4.2 0.70 161

0 Нл смоле ПН-3 и ткани АС’ТТ(о) 1» По осн. 1 2000 32. 1 20.0 22.1 1 10.5 0.60 161

10 Параллельн, струкг. на смоле ПН-3 и 
ткани АС1 Т(6)—Cj В

1 2000 31.3 18.8 21.4 4-13.8 0.60 |8i

11 СТЭР-1-30 на ткани АСТТ(б)—С; парал
лель!!. струят.

•• 1. 500 34.5 26.2 23 1 1 7.3 и. 68 1«!

2 СТЭР-1-30 ин ткани ЛСТТ(б)- С'3 комби- 
нирон. струит.

тт 1 2000 57.5 •10.8 39.2 — 3.9 0.71 181

К вопросу нропю
дприианмя усталостной прочности стеклопластиков
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Пульсирующее растпжннпе. частота 1 икл-л.-.мпи [6|
1 МТБ па смоле ПН-1 п 1каии ' Перекрест, 

структура
31)0 25.(1 12.9 14.1 4- 9.3 0.52

2 МГГ на смоле ПН-1 к ткани Г 11срокрест. 
структура

300 26.8 М.8 15.1 4 2.0 0.55

3 Пн смоле ПН-; и ткани ЛС'ГТ(б) —С3 —О По оси. 2000 27.5 11.0 12.9 17.3 0.40
4 На смол- ПН-1 и ткани .•Х(.'ТТ(6)- -(\ О По утку 2-100 18.4 10.0 8.4 -16.0 0.55
5 На смоле ПН-1 и ткани АСТТ(б) ('г По оси. 1500 30.0 15.0 14.4 - 4.0 0.50

II. Е. Саркисян
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Выводы. Предложена эмпирическая зависимость для опенки малоцик- 
ловой усталостной прочности стеклопластиков. При этом сделаны допуще
ния о корреляции циклической прочности только с пределом прочности ма
териала и о подобии кривых усталости для различных условий деформиро
вания. Предлагаются два значения параметра эмпирической зависимости, 
обусловленные степенью сопротивляемости стеклопластиков переменному 
нагружению. Последняя определяется коэффициентом усталостной прочно
сти. по величине которой стеклопластики условно классифицированы на 
«нормально» г. «слабо» сопротивляющиеся малоцикловому деформирова
нию. Установлено удовлетворительное совпадение расчетных данных I -жс- 
псриментальными результатами.

Циститу I V.eX.iKHKl! \| !
Армянской ССР Поступила է<5 1\՛ 1977

Ն. I». 11Ա.ՈԳՍ8ԱՆ
ԱՊԱ«ւեՊԼԱ11ՏՆ1։ՐԻ ՍԱ>ւԱՎԱՑ1ՊԼԱՅԻՆ ՀՈԴՆԱԾԱՑԻՆ IJ.IJTIIhl’-iini'bl! Կ1ԼՆԽ1ԼՏ11111յ|.|||> ՀԱՐՑԻ օՈ1»Ր.9Ը

II. մ փ ո փ ո ւ մ
Առաջարկվում է էմպիրիկ բանաձև ապակեւէլլասէոների րակավացիկ/ային 

Հոր/նածւոյին ամրութ յոէւնր t/նահաա եչու Համար: Արվել են րնրլունեչութ յուն • 
ներ, որոնց համաձայն տարրեր նյութերի ե ցեփորմայյիաների ու ե ււսւկն երի Հա 
մար կառուցվել են նման Հ it :/ն ած ա յին կորեր, րնէք որա մ նյութի Հքիկ/իկ »• մ ֊ 
րությունր կախված /; միայն նրա ամրության սահմանից: Աււաջարկվա մ են 
Iմս/իրիկ բանաձևի պարամետրի երկու արմերներ, որոնց պա յմ ւոնոէվորված 
են փոփոխական րեււնւովորմ ան նկաամամ բ ապակեպյաստների ւ/իմա րյրո ւչա • 
կանութ յան աստիճանով։ Վերջինս որոջվում Լ հո րլնած ա յին ամրության էյ.Ո{<֊ 
ծակցով, ըստ սրի ապակեպլա ստներր պայմանականորեն ցաոակարէյված են 
սակավ ացիկչա յին ցեփորմ ա յյման ր «նորմա/ • I: ւ>.թույ/<> ւյիմաւյրոէ/ խմբերի՛

Ս՛ահմանված Հ հայվային տվյալների և Հայտնի փորձնական արւ/յսւնր- 
ների բավարար '<աւ)րնկնոէմ:

ON PREDICTION OF LOW-CYCLE FATIGUE RIGIDITY OF GLASS-FIBRE REINFORCED PLASTICS
N. E. SARKISIANS u in m a r yAn empiric power dependence to estimate fatigue rigidity of glass-fibre reinforced plastics is suggested. Assumptions are made of cyclic rigidity correlation with the rigidity limit of the material aS well as of similarity of fatigue curves for various materials and inodes of deformation.
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'Гь^шСЦщ XXVI11, № 4,1975 Механика

Р. М. БЛРСЕГЯН

ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА НЕУСТАНОВИВШЕЙСЯ 
ФИЛЬТРАЦИИ ВОДЫ С УЧЕТОМ НАЧАЛЬНОГО ГРАДИЕНТА

НАПОРА

В настоящей работе дается уравнение одномерном фильтрации жидко
сти в деформируемых грунтах с учетом начального градиента напора. Урав
нение движения выводится на основе закона Дарси и отличается oi соот
ветственного уравнения неустановившейся фильтрации жидкости а дефор
мируемых грунтах, принятого до настоящего времени в механике грунтов, 
где основным законом фильтрации принимается закон Дарси-Герсеванова 
[1]. На численном примере сопоставлены значения напоров для одной 
частной задачи, решения которой найдены с учетом и без учета начально
го градиента напора.

Как известно, фильтрация воды в плот ных глинах возникает после то
го, как градиент напора превысит некоторое критическое значение, назы
ваемое начальным градиентом напора. В тех случаях, когда начальный гра
диент напора сое ганляет нс больше 10—20 е; от фак i ичсского градиента на
пора. то влияние начального градиента практически не учитывается. Если 
же он достигает значительных величин (например, для кембрийской глины 
[2] это значение больше 5). то учет влияния начального градиента напора 
становится практически необходимым.

Таким образом, при учете начального градиента напора обычная зави
симость Дарси заменяется следующими зависимостями:

А ()И s' •
и- — U, когда-----<С /0

Cfz

, /дН . \ ОН ч. .
— — kt —------- i0 )՛ когда -------J>/0

\ Oz / Oz

где и. — скорость фильтрации, /7 — напор, k коэффициент фильтра
ции, ։0— начальный градиент напора.

Выделяя в водоиасыщенном грунте элементарный параллелепипед, 
обычным путем находим, что уравнение неразрывност։։ жидкой фазы имеет 
вид

^<—=0 (1)
Oz 01

где Н — пористость элементарного объема в момент времени I, причем 
s

л=-------- > з — коэффициент пористости.
1Ч- а

5 Известия Al I Армянской ССР Механика, № 4
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Из ( 1) имеем

(2)

С учетом равенства Н —г (начало координатной системы находится 
I

на подошве слоя) ур-ние (2) можно представить в виде

Вычисляя производные ----- и —— из уравнения равновесия
Ог '0г~

(7е + Т \• 14.Г <4>
(где г/ — внешняя нагрузка, а’ давление в воде по верхнему основанию 
водонасыщенного грунта, о — напряжение в скелете, р — давление в воде. 
. — мощность грунта, у удельный вес жидкости. усх — удельный вес скс- 
м та) п подставляя в (3). получим

24_ (7 - '.\к) (/ z) у , 
Т (I-Н)* W

1 ds = 4»Т 7<х)(/—г)
(1 -| О2 X (1 4֊ =)2 №2

I кдстав;

_1

1

Я Я

1 ^(7 Тск)(/-г) 24 7-7<к |<k

X № (1 I-)2 7 (1 О2 1^
Ok (h 1 Ok 7^ —Tex k 0-7 . xOk

i . . " (1 ” /|>)
Oz Oz у Oz 14- s 7 Oz“ dz _

в полученное уравнение

у
Oz Ot Oz Oz‘ O^2 \dz / ife Oz՜

Ok dk Ог dk кл — к., ,
— —----- — и — -- ------------ - = к(1 const
oz дг dz di г։ — s3

и известное соотношение [3]

получим

1 к Hy-yJU z) d-<
(14-4“ Y’Yl <1 4-4

24 (Т - -։ J (1 «) к </֊> k« (у ֊ 7.-J 0 ֊ *• <** ( & V
7 + ■; ֊; 1 - И֊ + •; d \dz /

(5)
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Второе уравнение, содержащее неизвестные функции Н(А О и е(<. ). 
можно получит։- из уравнений (2) и(4), оно имеет вид:

дН 1 Oq I da»SX —■ -- - -|- ■ ------ —
(fl 7 dl - о(

(6)

Уравнения (5) и (6) составляют систему основных уравнении одн<-- 
мерной фильтрации жидкости и деформируемых грунтах с учетом началь
ного градиента напора.

Для спрямленного участка компрессионной кривой г =—аб соп<; 
имеем

1 (1г к (7-Т<и)(/֊г) 1 | <?*£
(1 + 0= 7п=~ (1+7 +Т|3?՜

Г / 1 7s 4 7 , \ 2* 7 — 7г,

2* (7 ֊ 7«) G *) *о (7 7j(Z~ 
7 (!+■«? 7 (1-(-«)’ а7

дН 1 0g 1 дю (1 4- с)՜4֊ а (7 — 7СИ) {I — z) О
~dt ^~дГ "7 ~оГ ~ ат Tiz

(85

где а— коэффициент уплотнения.
Граничные условия обычные. На водопроницаемых участках извести--

Значения напора а на исдоиёпроницае.мьг.ч участках границы

/7

Уравнения (5) и (6) (также (7) .։ (8) ) при .7 = 0 превращаются в 
систему уравнений одномерной фильтрации жидкости в деформируемых 
грунтах без учета начального градиента напора.

При постоянных <1 и а? и осреднением коэффициенте пористости 
из основных уравнении (?) и (6) получим

"Н П___ -а<7- 7<.Ш________ 22° Л| /ок
д1 а; йг \ аг г° / I

Коэффициент фильтрации '< в уравнении (9) нс может быть постоянным, 
в противном случае это уравнение совпало бы с уравнением одномерной 
фильтрации бел учета начального градиента напора.

Для примера найдем решение уравнения (9) при /г=р -тг (риг—по
стоянные) с условиями
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//(zr 0) Н„ = I -г — - = const, /7(0, t) = 0, /7(/, Z) = Ii\ = const
T

Перейише.м уравнение (9) в виде

дН . Q . о// , . .д՝Н_ = (a^W (10)

где

(1 + г<р)2 । «/(т-г„) „ i„—7 ֊, ,, .
а =-------------------------------------- 1 р — ------------ > /7 — Н — rVlz

«Т I

Начальное и граничные условия для ( 10) будут

/7(2,0) = //0 i.z, 77(0,0 = 0, 7?(/,/) (11)

Применяя преобразование Лапласа но времени к задаче (10)—(11). 
получим задачу (12)—(13)

(« — 32)(p + vz)^ | »(t + M — ph - 70z //„ (12)
az՝ az

Л(0,р)-0, /,(/. р)=/У>-

P

где

h {z, p) — I e 7/(z, f) dt (13)

Общее решение однородного уравнения, соответствующего урав
нению (12), при условии рр — -7.7 дается формулой

h = С| sin Г р у | С. cos] z/> у

где у = ( ———- 2 ----- • С. и С-. произвольные постоянные, а

решение задачи (12)—(13) имеет вид

л =22- 1-£_ е'>’•-J-1Z. (Л> -4О0с)е '՜" ~ 7L. +
4п0 р-а« р | пц |//?

.■W sin | р (у - уаН- Л/sin | /> (ух — у) Нх sin (у- у)

sin 1 р (у։ -у.) psinl р(ух~у?)

где

au = 6 = p;L 4-с — au, ух — —— In (6 |- I a..c)
I
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Я._ = Д=- 1п [20„/ Ь + 21 Ое(л../= Ы ■ си 

I а Г.

д/= _ А> I I'՜ Р е> "'У| |. У Р № 4аус) е 1 26
Гр 4ал 1 р 4 «в р 1 «и I Р

уНд I՝,; М /^е’ ՛ ՛ ։ Р ' ‘^С)е 1 “‘У ЪЪ

Г р 4а01 р и» Р -г а0 I р

Решение задачи и преобразованиях без учета начального градиента 
напора имеет вид

я։пГр (у -у..) | I — - -—•) вш I р (г/! у}

Д _ _ ‘4 _ । Р_____________________ _Р \ Р ՛_________________
I р з։п I р (,у։ ֊ у.)

(15)

Рассмотрим первые два приближения решений (14) и (15). В первом 
приближении и.» (14) получим

/, 2£.<»._С- I (16)
Р1.։/!՜ !/;•) Р - «о

где

Q = JÜe^v-(62 4«ос)е 
4а0 I

-У & [ e/7..V։ + (62 .4aoc)e֊v^'
У\ — У> L

-----У- сЛ’ад. _ (6е — 4о0 с) е- ‘I
Ух — У г 1

Оригинал для ( 16) будет

н .V) 0(—L+ /|/псе-"‘геГ[/Гнг./) (17)

?7։ — У2 4 I' ~1 7

Со։.гветс! венное решение для задачи без учета начального градиента 
напора будет

Z/։ (i/i У)

Ух — У 2
// = (18)

Отмстим, что решения ( 17) и ( 18) пригодны для предельно больших 
значений времени.

Оригинал для второго приближения, полученный из формулы ( 14) 
имеет вид
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"=тМ^ & (^-7Г "о)

I “г \ 2а0 >

• (о։— <?4--------— )•' I а^е ՛ егЬ՛) а0/ —
\ а.-, <՛• /

• (<?> I —--------------------------^-)| о. г 'егГ |

«о — ’" й(| •• 1,1 ։՛> / \ ш /
(19) 

где

'” = ------ - ------г = -'2-1 (//՝ 4аог’»г ‘
С?։ !/.֊»՛ 4«э1

А-------£1_

4аэ (,7; - »/..)■

где С«\ = б ՛ (у у>) [е* ,'//՛ 4֊ (Ь: — 4а, с! с 1

[е1 "" ■• (6՜ 4ао с) е

где

<?,.֊. ---- СЬ—
4а0 (у։ г/;)‘

^Ч1'՝ + (А՝ 4а(>г)е 1 ""71|

(//։ ,у'г'|е‘—(/>- 4йас)б- 1 •՛''-]

>(£ "•) „ »-1՜ ՛»՛ »՛•'
<//! </?)*’ </Л — У У

I =, ^АСУ| уУ () __ ЬН1(У1 —у}
1.7։-^1’ ’ ' (Уг У У

(. •֊>твег<-гвепно? решение задачи без учета начального градиента напора 
5уде1

где

Н-------- /-Д1 "е“'ег(| .■>/ +

УШ/_ У;)'-(.У,֊ УГ1 /Х_. ! ,7,е-егГ1 ..
(у\ — у.У ՝ Г "/ ՝

, (ГХ - ^)е‘Ч — (20)
\ О> / VI

•»

С. У'՝ ,л 6^Г<^ ~ у)
(.V, .7:)' ' Л՜ (.-/: -МТ՜
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Для сопоставления решений (19) и (20) приведем численный пример 
со следующими исходными данными:

а = 0.01 — • =ср = 0.7. / = 1 000 елг, т ֊ 0.001 —•
кг с. л։'

1^ = 0.0028 —. 3 1.8, а 0.1682 см, ;<-= 0.0002 —— •
еле5 сут

V 0.00214-!-. /0 = 5, Яо = 0, /4 = 10000™

<7/'”

На фиг. 1 приведены графики напоров для двух значении времени 
'=100 сут и г= 1000 сут. Графики 1 и 3 построены по формуле (19). а 2 и 
4 — по формуле (20) соответственно для I—100 сут и /— 1000 сут. Гра
фик 5 соответствует предельному случаю, когда Г->оо. Как видно, на 
фиг. 1 расхождение между значениями напоров, вычисленными по форму
ле (19) (с учетом начального градиента напора) и (20) (без учета началь
ного градиента напора) значительное.

Ереванским политехнический 
институт НМ К Марк, .։ Поступил«։ 5 X 197 •’

1К 1Г. ԱԱւ՚ՈԵՂՅԱՆ

ՋՐԽ 24Ա311ԻՆԱՅԱԾ ՖԻԼՏՐԱՑԻԱԴ ՍԻԱՑԱՓ ԽՆԴԻՐ!! ՃՆՇՄԱՆ 
ՕհԱՈՆԱԿԱՆ ԴՐԱԴԻհՆՏԻ 2ԱՇ’ԼԱՌՄԱՄՐ

Ա մ փ ո փ ում

Հոդվածում արտածվող /, ձևափոխվող րնահողոէմ Հեղուկի ֆի րււ ր Ш էքի ս<) ի 
միաչաւի խնրքրի հավասարումը ճնշման սկղբնտկան դրա դի են սրի հա շվ ա ո- 
մամր: Ստաէյված Հավասարումը տարբերվում Լ մինչև այմմ րնահողերի մե֊ 
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խանիկա frtttl օզտագււրծվււղ Հււրվասարումնհրիу, որովհեաև .'իիւսւրարիայի 
Հիմնական օրենք Լ րնդունված Դարսա օրենրր ի սւարրերու(1յւան առաջն երում 
րն tf» ւն վա ժ Դարսի - Գերսեվանո վի որենրի- ^՛վային օրինակիր երևում է, որ 
մի և ն ո ւ քն քսնր/րի Համար ււաարկած երկու /ածումների (ճնշման սկզբնական 
զրազիենտի հսւյւ/աոմամբ և առանց ш/ն հաշվի աէւնե/ո։ t/ես/ բում ) միջև տար- 
բերոէթյոէնր զգաք ի կ։

ONE-DiMENSlONAL PROBLEM OF UNSTEADY FILTRATION OF 
WATER WITH REGARD FOR THE INITIAL PRESSURE

GRADIENT

R. M. BARSEGHIAN

S u in in a г у

The equation of one-dimensional filtration of water in deformed 
seil with regard for original pressure gradient is considered.

The equation of motion is derived on the basis of Darci’s law and 
differs from !he corresponding equation of the unsteady liquid filtration 
accepted nowdays in seil mechanics, where Darci-Gerscvanov s law is 
assumed to be basic.

A numerical example is given to show that the difference bet
ween the solution of problems with regard for initial pressure gradient 
and regardless of this gradient is considerable.
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