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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ 
БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ С УПРУГИМИ НАКЛАДКАМИ

Контактные задачи для бесконечной или нолубесконечиой пла
стины с упругими креплениями к виде накладок (стрингеров) малой 
толщины рассматривались в работах многих авторов. Эти задачи иначе 
называются задачами о передаче нагрузок от стрингеров к упругим 
телам. Достаточно полный перечень работ, посвященных этим задачам, 
содержится в [1].

В настоящей работе рассматривается периодическая контактная 
задача для упругого листа в виде бесконечной гонкой пластины, уси
ленной симметрично расположенными и равноотстоящими друг от дру
га парами упругих накладок конечной длины.

На основе известных |2, 3] предположений решение поставленной 
задачи сводится к решению сингулярного интегро-дифференпиального 
уравнения при определенных граничных условиях с ядром, состоящим 
из сингулярной и регулярной частей. Решение этого уравнения, как и 
в работах [3, 4, 5], сводится к решению вполне регулярной или квази- 
вполне регулярной бесконечной системы линейных уравнений простой 
структуры. Приводятся числовые результаты.

I. Пусть упругий лист в виде бесконечной пластины па конечных 
отрезках [ а, 6] и |6, а) а) линий 2л/ (п = О, 1, 2,...)
усилен упругими накладками прямоугольного поперечного сечения ма
лой толщины Л и малой ширины </. К копнам накладок приложены 
равные по величине и противоположные по направлению силы Р (фиг. 1). 
Целью работы является определение закона распределения контактных 
напряжений вдоль линий соединения накладок с пластиной.

Отметим, что указанная задача в случае произвольного конеч
ного числа накладок была рассмотрена в работе 16], где ее решение 
было сведено к вполне или квазивполне регулярной системе из /V бес
конечных систем линейных уравнений (2Л' число пар накладок). При 
больших /V эти системы приобретают довольно громоздкий вид и ис
ключается возможность получения эффективного решения. Но при боль
ших М естественно эту задачу интерпретировать как периодическую н 
одном направлении задачу. Одновременно с этим периодическая 
задача представляет собой самостоятельный интерес и, очевидно, 
эквивалентна некоторой смешанной граничной задаче для полуполосы. 
С другой стороны, решение периодической задачи в принципе можно 
получить из решения задачи в случае конечного числа накладок при 
помощи предельного перехода. Однако, фактическое осуществление 
.предельного перехода в данном случае связано с определенными
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трудностями и представляется нам невозможным. Таким обрязсм, рас
смотрение г. настоящей работе периодической задачи аргументировано 
тем, что, во-первых, она представляет самостоятельный интерес и 
принципиально отлична от рассмотренной в |6| задачи, и, во-вторых, 
при больших /V эффективное решение задачи из работы [б], факти
чески совпадающей с периодической задачей, весьма затруднительно. 
В противовес этому, как будет показано ниже, решение периодической 
задачи можно получить ■՛. довольно простом и удобном для вычисле
ний виде.

Теперь, как и в работах [2, 3]. будем предполагать, что вслед
ствие малости толщины Л жесткое ' ь накладок на изгиб пренебрежимо 
мала, так что давлением накладок из пластину можно пренебречь. Тог
да под накладками будут действовать только тангенциальные контакт
ные напряжения. Предположим далее, что эти контактные напряжения 
сосредоточены вдоль средних линий накладок. Иначе говоря, примем 
модель одноосного напряженного состояния вчкладки в сочетании 
с моделью контакта по линии. Кроме этого, примем, что пластина 
находится в обобщенном плоском напряженном состоянии.

Условимся все ризичееки и геометрические величины, относя
щиеся к накладкам, обозначить индексом 1, а для плоскости ин
дексом 2.

Р п । « В '

Фиг. 1.

Чтобы поставленную задачу сформулировать и виде определен
ного функционального уравнения, обратимся сначала к построению со
ответствующей функции влияния для пластины.
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Функция влияния горизонтальные перемещения точек пластины 
от приложенной в точке (х,}, ^сосредоточенной горизонтальной силы 
Л имеет вид [61

и'-Цх, у) Р<>
(х — л-0)-' -<у-Ус,)-

1 С*х0)г (у — у (У 
х. (х — .<„)• {у у„У‘

+ С

(1.1) 
где ։>„ = /г,4~|» (1 а (' произвольная постоянная.

Здесь (г-\х. у) — горизонтальное перемещение точки (х, у) пласти
ны. то есть перемещение вдоль оси Ох. Отметим, что н случае об
общенного плоского напряженного состояния /-֊. З^.. р.; =
— 3 —г,.’1 ՛<>], |де/.;ц коэффициенты Ляме, а -а. — коэффициент
Пуассона.

Пусть теперь на пластинку действуют периодически повторяю
щиеся с периодом 2/ в направлении оси Оу единичные горизонталь
ные сосредоточенные в точках (х,„ 2п1) (п — 0, 1, 2,...) силы.
Такая нагрузка, очевидно, выражается формулой

00
Р(х.у) - V &(х — л0, у 2п1) 

п ₽ — Ж
где 'Ц.г, //1 известная дельта-функция Дирака.

На основании известного принципа наложения теории упругости 
и согласно (1.1) находим, что горизонтальные перемещения и{՝\х, у'< 
точек пластины на оси Ох имеют вид

1№(х) = - 2!»а 1п и "(х -֊—с! К * (х- 4- С (1.2)
' I 2/ 2/ 2/

где С — произвольная постоянная, выражающая жесткое смещение 
пластины.

Здесь предполагается, что последняя функция в направлении оси
Оу продолжена периодически с периодом 2/.

Отметим, что при получении (1.2) были использованы известные 
соотношения [7|

Вследствие периодического характера задачи закон распределе
ния контактных напряжений код варами накладок одинаков. Поэтому 
можем ограничиться рассмотрением одной из них, например, той, для 
которой п — 0.

Обращаясь теперь к выводу резрешающего уравнении, заметим, 
что из равновесия частей [ о, Ь\ и [6, о] накладок и на оснонании 
закона Гука будем иметь
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I * ($) </$, | а, 61

<*х Е\Ьс/ I *
I 1| - ($) </$, х [6, а]

(1.3)

Здесь Е1 — модуль упругости материала накладки, " (х) под
лежащее определению тангенциальное напряжение, действующее под 
накладкой вдоль линии соединения ее с пластиной и приложенное к 
накладке, — горизонтальное перемещение точек накладки.

С другой стороны, перемещения точек отрезков [ а, 6] и 
|6, а] пластины от действующих на нее по тем же отрезкам контакт
ных напряжений интенсивности “(х), согласно (1.2), будут

л

(*) = 2!), зЬ ֊
I 2/

I — —-сЧЬ ֊ 
2/л. 2/

(1.4)

Подставляя (1.3) и (1.4) в условие контакта
А] [6 ,

</х </х

после некоторых элементарных выклгчдок для определения контактных 
напряжений получим следующее сингулярное интегро-дифференциаль
ное уравнение:

(1.5)

где

( -* ($) «Уз, [- аР — 6։]

( -* (з) </з, х^ I 6Р а։] 
и.

— "а 7, 6։ ֊֊ гб.7.
4>*..(1 г х2)/

Е,7.2 Аг/
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Следует отметить, что первый интеграл в (1.5) понимается в 
смысле главного значения по Копы.

Следует еще отметить, что истинное контактное напряжение под 
накладками теперь дается соотношениями

Далее, из условия равновесия накладки вытекает, что функция 
должна удовлетворять следующим граничным условиям:

*(֊а։) - 1, ֊0
(1.6)

?(М = 0, ?(а1) = 1

Таким образом, решение поставленной выше контактной задачи 
при принятых предположениях сводится к решению сингулярного ин
тегро-дифференциального уравнения (1.5) при граничны:-, условиях (1.6).

2. Присту пив к решению интегро-дифференциального уравнения 
(1.5) при граничных условиях (1.6), произведем в (1.5) следующую 
замену переменных:

. о сЬ о. — сп 6,
сЬ 5 = ?•« ֊ /, у = ------- ------

2
(2.1)

сЬ X = Я1'+ сЬ Оз 4- сЬ 5;
2

После некоторых элементарных операций (1.5) примет вид 

| К^и,и) « (о) г/г/ > ? (г>) 12.2)

где

Р (и) = —| \аи _ ]։ Х\ (и, г՛) А'(х — х) . Х'($ - х

причем 5 и х следует заменить на и и г» по формулам (2.1). При 
этом граничные условия (1.6) преобразуются к виду

?(—1)=0, Ф(1) = 1 (2-3)

Для контактных напряжений будем иметь формулу

= (г.), ֊ 8 ) (2.4)

Решение уравнения (2.2) при граничных условиях (2.3) ищем в 
виде [4]
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(2.5)

где Гя(и) {п = О, 1. 2,...) многочлены Чебышева первого рода, |Х|}Ло 
неизвестные коэффициенты, подлежащие определению. Подставляя 

(2.5) в (2.2). после некоторых элементарных операций относительно 
неизвестных коэффициентов {Х„1~г֊>1 получим следующую бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений:

I то
%"1 V 21«. ЛХ. 4- ат Хо, (т - 1, 2,...) 

п —1
«• (2.6)
5] 6лХ, ■-= 1
л—О

^4«.п ~ №>п,п * Мщ,/՛,! О ,?1 /хЛ11{> —* (2.7)

1 V
п 2' I 1/1--- 5 // /4^1՛ Т„{и)(1и
к,,,.п = — 1 I 1 <• и« I (г) аг< I --------- ------ ----

г՝՜ Л ^М«)! 1— »'

г*\ г*

/1=^ и„ -1 (V) Л- | К.. («. У- <Л' 
■ ) /։֊<?

(■ К2(«.у)
и։р(и)гГ1—и՝ Г'(«1

Здесь и.п-\ (■։>) (п1 = 1, 2,...) многочлены Чебышева второго рода.
Отметим, что при получении бесконечной системы линейных 

уравнений было использовано известное соотношение для многочленов 
Чебышева |7|

т .- к . О (п = 0)___/ (к) (14
։(п — V)! 1—։г (Л 1. 2....)

1 < V > 1)

3. Перейдя к исследованию бесконечной системы линейных урав
нений (2.6), не останавливаясь здесь на подробностях, отметим лишь, 
что при помощи известных методов [5, 6| можно показать, что при 
условии

'<2/3֊-^

где
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В = с111 /?։
4$Ь 6։

бесконечная система (2.6) будет вполне регулярной.
Заметим, что ядро бесконечной системы (2.6) представляет со

бой коэффициенты Фурье некоторой функции по полной ортогональ
ной в квадрате —1 и, и < 1 системе функций >(н)/Д ։ (г>)}.”..>: ь 
которая имеет квадратично интегрируемую производную. Из известных 
теорем о двойных рядах, как это показано в |5, 6], следует, что при 
остальных значениях параметра / бесконечная система (2.6) квазивпол- 
ие регулярна. При этом суммы

Аг. - V, I |/?т, п| 4- [М,։, п| 
л=11 

_ к
при т -> о<? стремятся к нулю как т 2 , где - сколь угодно малое
положительное число.

4. Численные результаты по разбираемой задаче были получены 
па ЭВМ „Наври — 2“ при следующих значениях параметров:

1) Х = 1, *а!1 = 1. ֊6 1 - 0.2

2) '■ = 1, ~а;1 = 3, • '՛ ' 1.2

3)л=1, ~а-1 = 3, *6.7 = 0.6
4) X = 2, ֊а;1 = 3, ֊6.7 ֊֊ 0.6

5) >. = 2, ~а11 = 3, ֊6// = 0.6

В случаях 1) 4) в качестве материалов контактирующих тел 
для накладки взяты углеродистая сталь, а для пластины свинец.

Следует заметить, что случай 4) получается из случая 3) заме
ной а, Ь и I соответственно па 2л, 26 и 21. Этим фактически учтено 
влияние величины полуисрнода I.

Случай 5) представляет собой тот же самый случай 3), но при 
другом значении параметра X, которым учитываются различные ва
рианты сочетания материалов накладки и пластины. Во всех этих слу
чаях принималось - 5.

При указанных значениях параметров бесконечная система (2.6) 
была решена на ЭВМ „Наири-2“ методом редукции. Сначала бралась 
система из восьми уравнений, а затем система из десяти уравнений. 
При этом оказалось, что соответствующие решения этих систем сов
пали с большой точностью, а именно: после запятой оказались иден
тичными пять цифр.
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Решения системы (2*6) из десяти уравнений соответственно ука
занным выше случаям приведены в таблице, в которой входящие числа 
имеют после запятой шесть верных цифровых знаков.

Таблица

1 * 4

■*о 1.432876 0.707074 0.574065 0.658546

-V, 0.318021 0.237275 0.332463 0.509501

Л'; 0.044339 0.030477 0.026451 0.73110

X. 0.009980 -0.003773 -0.001242 0.001305
0.005484 0.005753 0.005087 0.009783

*5 0.004075 0.001954 -0.001661 0.018772
л\ 0.001059 0.001918 0.002045 0.003619
Л*: (>.002175 -0.000718 —0.000873 -0.001747

хч 0.0001ЧЮ 0.000803 0.000983 . .0'31-814

х, 1—0.001412 -0.000330 -0.000474 -0.000777

X !■) [-0 000316 

1

0.000402 0.000529 0.000942

На основе этой таблицы по формулам (2.3) г (2.4) получены чи
словые значения ччн.снцилльных контакных напряжений -(х) в раз
личных точках. При помощи этих значений построены графики изме

нения хода функции — дх» (фиг. 2). Сопоставление этих графиков по-
Р

называет, что пр;: увеличении размеров участка контакта :: величины 
полупериодз I контактные напряження’резко*'падают. При этом коэф-

Фиг 2.
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фициент концентрации напряжения вблизи концов накладки также 
уменьшается. С другой стороны, при варьировании упругих констант 
накладки и пластины в достаточно коротком интервале их изменения 
незначительно сказываются на распределении контактных напряжений.

В заключение приношу благодарность Н. X. Арутюняну за по
становку задачи и постоянное внимание к работе.
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։>. Լ. ԱՂԱՅԱՆ

ԱՌԱՋԴԱԿԱՆ ՎԵՐԱԴԻՐՆԵՐՈՎ ԱՆՎԵՐՋ ՍԱԼԻ ՀԱՄԱՐ ՊԱՐԲԵՐԱԿԱՆ 
ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ հՆԴԻՐԼ»

Ա է1 փ ո փ п ւ մ

Աշխատանքում դիտարկվում է փոքր հաստություն ունեցող երկուական 
աոաձղէւ/կան մ հրագիրներով սիմետրիկ դասավորությամբ ուժեղացված ան
վերջ սալի համար պարբերական կոնտակտս։ յին խնդիրը։

Խնդրի Լուծումը բերվում կ շոշափող կոնտակտային շարումն արտտհայ- 
տող ֆունկցիա էի նկատմամբ սինդուլյար ինտեղրո դիֆերեն ցի։պ հավասար֊ 
ման։

Այդ հավասարման Լուծումը փնտրվում Է ըստ 9երիշևի առաջին սեոի բազ
մանդամների շարքի տեսքով։ Շարքի անհայտ գործակիցների նկատմամբ 
ստացվա մ Լ լիովին կամ քվազի-լիովին ոեղուլյւհ: գծային հավս։ սարումների 
անվերջ սիստեմ:

ներվում Լ թվային օրինակ։

A PERIODIC CONTACT PROBLEM FOR AN INFINITE PLATE 
WITH ELASTIC STIFFENERS

K. L. AGAYAN

The present paper deals with a periodic contact problem lor 
an infinite plate reinforced by symmetrically placed dual elastic stiffeners 
of a small thickness.

The solution of the problem is reduced to a singular integro-dif- 
ferential equation with respect to a function expressing a contact stress.

The solution of this equation is found as a series over Chebishev 
polynomials of the first kind. For the unknown coefficients of the series 
a quite regular or a quasi-quite infinite system of linear algebraic, 
equations is obtained.

A numerical example is presented.
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М. Г. МЕЛКОМЯН, А. М. МКРТЧЯН

ОБ ОДНОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ДВУХ 
ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ

Рассматривается плоская задача теории упругости для двух прямо
угольников из различных материале!, которые прижимаются друг к 
другу вдоль одной стороны при отсутствии сцепления. Действия при
жимающих сил, приложенных на сторонах прямоугольников, параллель
ных линии прижатия., передаются к прямоугольникам либо через жест
кие гладкие штампы, либо непосредственно. Зона контакта двух прямо
угольников считается неизвестной и определяется в дальнейшем.

Некоторые граничные задачи плоской теории упругости для 
прямоугольных областей рассматривались в работах [! 4], где основ
ное внимание уделено определению полей напряжений и перемещений. 
В некоторых из них дополнительно изучен характер распределения 
контактных напряжений под жесткими штампами [2 4].

Во всех отмеченных задачах область контакта считалась известной. 
Задачи с определением области контакта для случаев, когда одно из 
контактирующих тел имеет неограниченный размер, были рассмотрены 
в работах [5—ПО].

Определению области контакта между двумя конечными контак
тирующими телами из различных ма сериалом посвящено исследова
ние [11].

Следует отметить, что в работе [11; использованы такие гранич
ные условия, которые допускают отрыв прижатых дру։ к другу двух 
прямоугольников только и средней части линии прижатия.

Основной целью настоящей работы является определение разме
ра контактной области зоны активной передачи нормальной нагрузки 
от одного прямоугольника к другому.

1. Пусть прямоугольники АВОС и (‘О'ЕЕ с модулями Юнга /?р 
Е, и коэффициентами Пуассон;: соответственно прижимаются друг
к другу без сцепления вдоль оси Ох но сторонам Ск) и О Г) (фиг. 1). 
По сторонам АВ и ЕЕ прямоугольников действуют жесткие гладкие 
штампы, симметрично расположенные относительно оси .у, а вне штам
пов действуют заданные нормальные нагрузки.

Для простоты принимается, что остальные части границ прямо
угольников свободны от внешних нагрузок.

Из симметрии следует, что область контакта будет симметричной 
относительно оси Оу. Длина участка контакта 2/5 пока неизвестна и 
подлежит определению в дальнейшем.
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Выбирая координатные оси, как показано на фиг. 1, рассматри
ваем только правую половину основной области, удовлетворяя при. 
этом следующим граничным условиям:

/^ = >МХ' 0 (0<х<г), ?Ч(х, Л»)- \(х) (0Сх</,)

/7) ֊О (0«</^А։), 3Ш(Х, /?х) /։<х1 (/։ <х<“)
(1.1)»

•?у (-• у) = =.2'(".</> = 0 ( Лг -у ՝- ՛<•(*• — М — М*) <*<4)

^’(х. А._.) /2(х) (/2<х<~)

у словиям симметрии

Ч^°^) = «։(°><7)=0 (о .мо,У)=О( л2-О<0>

(1.2)՛ 
и условиям контакта двух прямоугольников

°) -֊՝ ՛*•0) = 45ЧА*՛ °>

0) = хл. (х, 0) (0--֊ л ^/э). =’уЧх, 0) =<2)(х, 0) (/. ■ .№■-“) О.3>

Напряжения и перемещения выражаются через функцию напряже
ний Эпи известными соотношениями |3|

<2;ф _ _ б>֊ф _ 4>֊ф
л' <А/' ? дх~ ’ Г;?

г Г^'Ф-Л оф .
Ей -- I — ох — ՛/--------г Е ип

м’ °у'
с Со^ ? гУФ
£Э = I —- (1ч — V - ----- -  Е ‘/0

^1 дх2 ду

Бигармоническую функцию Ф(х, у ищем в виде

Ф1(х, г/) в области АВ&С
ф (Х| п) = ՝

Фс(д-։ у) в области С О /■ Е

(1.4)
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где

ФДад) Р.х- \\ ей ку
к' $\\к/։,

1
к'>> 

1Ыск(
“У

<Ч11 ку

֊ П"
£/»; С Ь ( Л. 4- ( 1)' у )

нЬ к/^ СЬ
$Ьк(к'— ( 1)'//) 

( 1)гс1» ку
IСб5кх (1.5)

1 ‘ьй"՜ Г0””՜ Т, 1,2)

При выборе функции К (.г, у) (/= 1,2) в виде (1.5) условия ра
венства пулю касательных напряжений по всему контуру прямоугольника, 
а также на линиях контакта у 0 и симметрии л- - 0 удовлетворяют.՛ 
тождественно. Из условий ы։(0, у) н.(0,//) 0 получаем СК՝.? СР?, -0.

Удовлетворив остальным граничным условиям, после рядя выкла
док для определения ней дне с гных ко (Ьфицве: тон X1! ՛, /'.',/^4/ ֊= 1.2 
получим следующие бесконеч- ые системы алгебраических уравнений;

3(1) /Н) 3<2>7с-’)
• !' _ " !'______ ?' ' I

(З1;?2 А'ф (^՝7֊гИс +- 6^) -

1)ТЕ ( 1Г>[ Л1/> , Г(„

г^н-р-тг-’- 1 } "
(7- 1, 2)

\к - 1,2,3....)
(1.6)

и парные ряды-уранненим 

ее

2( 1)'_,ЛА> + ЙГ',;1 22 к-'Х^со» кх- (0=;;х</,)
4-1

(1.7)
« 00

2Р, -( п'2 [а + м՝1’) №/;']со»кх /м -X ( ։
4=1 *=^1

(/,

оо
к о—Ио’4՜2- к КУ՝ /՛■.-՛) ео5 4*л- — 0 (0^х<^г'31

4-1 

*Ю се

2(£,+ £.)Р, 3(Е.ГТ £, Г';'> сои-х - 5 (Е.Г ; «ийх — 
4-1 и 4-1
00 -Х>

֊ £ 2 2Т?(*"(х) ֊ Е,2 7. ;'?’;':(х) (/., <х •=; -)
4-1 4-1
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В (1.6) (1.8) введены обозначения

Т'1'(х) 1 
вЬ

а<1> _
сЬ Й!1? X - сЬ 8‘? (’ х) ֊ Зг։.'(- - X) зЬЗТх

51»;/ * -

и^- МЧ'У'Л - с1ЬЗ(^4-^-/81?^ (1.9)

{>> _ _й___ _ _ _ 1 -г с (И кк.
к >11 кк. $Ь։ кк. ьЬ кк. (/- 1. 2)

Уравнения (1.6) представляют собой бесконечные системы алгеб
раических уравнений для определения Х'՝\', 7. ■£', ; ֊г У У через Л\',
)'({? (/= 1, 2). А соотношения (1.7) (1.8) представляют собой триго
нометрические парные ряды-уравнения, которые намного сложнее обыч
ных уравнений такого типа тем, что в их правых частях фигурируют 
слагаемые в виде рядов, содержащих неизвестные коэффициенты и 
комбинации гиперболических функций -*р(х).

2. Рассматривая парные уравнения (1.7) о тносительно неизвестных 
коэффициентов X՛՛} (? — 1, 2) соответственно, а (1«8) относительно 
комбинаций Л՜ 1՛ У'л’ Е . У ,՜ и применяя известные методы решения 
таких уравнений [12], приведем их к бесконечным системам алгебраи- 
։еских ур глнепий

<х/
XV = 31Щ 4 + -«> (/ - 1,2) (2.։)

г-։
-ОС ОО

(/,) - 2 ՛■■՛?
(/1-1 р— ։

со !■
У,Е^К^(13) 4(£, ^(со8&)с(я ~ (2:2)

>■ ֊ 1 —

и к уравнениям для определения постоянных /<, К1' , И,; :

2(
1)'Р։ [ Л ֊ 41п51н-у £^1/',;' ֊ '^.(0)1 ( о՝. (0) А л/6

՝ о

-(֊!)'( / Л«) с1к ֊<А

I ՛
2 .V1" У(;/1 (со։ 6) -
/>-1

--( 1)'2 (

р=1

I Д(;;(со5б)
$ 

с!«с —</(»
2

(/=1,2) (2.3)
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Ех£2 ИО - 7, ^^I^CcosO-I֊
2 p-1

8Р։ In sin

В (2.1) (2.3) введены обозначения

«Й = - ֊^''ЛД'Л Щ ֊(
& А

G/(6)zx.(cos9)ctg֊$ </3 4( - l)'Ej ( zk (cos 0) Ct у

— ( 1)' ( f. (0)zfc(cos0) ctg-^-^5

‘i

Jnk (0= J -v* <cos ^y-(cos 0) tg = (2՝4>

= (n՞ ֊ Ir) 1 l^A(cos /,)։;„ (cos Zf) - nzjcos /,) y. (cos / )] (n * k)

/JZ./=(2A-) /^(cosQtEJcosOcos/. /^..(cos/.)] r 2
( m 1

t4cos/։. + ^(cos/.) P; ։(cos/.) ֊֊2 P. |(cos/.)/>Jt(cosZ;)|. (/= i,2)

/7C). ^<}x,GP^
•' J (cos՛-*—cos x) ՛ ՛

9

Через Ay(Z.) обозначены интегралы

L’ -^j| 2.’ >,(x)sinx 2

(COS X COS9)

(/,) j L(cos f>) zk (cos 0)c t g-^- d’i (z = 1,2)

I. I

(2.5)

Функции Z.<^(cos^) связаны c r^fx) формулой

/(Oz 21 2 r?7(x»sinx2
L • (cos &)------ --- ------------ -^dx

r. J (cos'/ — cosx) 
$

(z = 1,2) (2.6)

2 Известия АН Армянской ССР. Механика N? 3
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Здесь Р(х) полиномы Лежандра, а и ^А.(х) имеют вид

!{*(*) = Рк: ։(х) п- Рк(х), гк{х) Рк_^х) ֊ Рк(х) (|х|<1) (2.7)

Интегралы (2.5) легко вычисляются, если рассматривать их как 
интегралы типа Ломмеля [3] для функций ЛДсозб), Л/(со$6)> Л’Дсоз $)» 

ИДсо.чО), где

_ ~
21 2 Г Г , р- sh />(- — ?) . . । I cos?/2Jt

M'(cos6) =7^J т Т7Г-
(2.8)

м , гл 2) 2 ,’sh /№> cos - 2 </« 212 l'ch/rs sin ?;2 </»
Ai(çosv)=-----------—-------------------, ,-’A(cus7) —------------I------- -----------рг" sh ръ .1 (cosfJ cosp)’ ՜ “ sh pr. J (cos’J — cos՛?)

л о

При больших значениях индекса для этих функций имеют 
место асимптотические оценки

U.0 0(/,Л ,ад-о(р') (к<1 г) (29)

A',(x) = о«,,՜2;, /?„(*) = О(7/ ՛) 

и на концах интервала (О. - 9 я) рти функции принимают значения

А,(П ЛЛ( 1) = Х*( 1) = 0

Д..( 1)=2( cthb:------- Y /?Д1> —
\ sh’A-п / ‘ i֊

R,(֊֊ 1) = 2cth Â\(l) =i -Iv (2.10)
'. • P ;

ЛАП)_ <y( 1>W k՞՜-
■■ (P: ֊ i֊*)2

Решая совместно третье уравнение, из (1.6) и уравнение (2.2) от
носительно „главных4* частей содеожаших У'*’1 и Y1:՛, предварительно 
исключив ней?честные (/ 1, 2) при помощи (1.6), получим

6( 1)' -у՜ \ (COSÛ) Ct"- (Л’ —

— и

Е £/-' ЕЖ՝

J L։ Ь.

- у Е^‘К{Ж)
Е. Е՜ Ьх -г

(2.11)



Об одной контактной задаче для двух нг.я доуголы։ jkos 19

16 F( \\к!А » <» х «.՝
-—֊--77-2( ( 1)ЧЙ Г( 1ГГ.1' Sa;։’>+-

I &") л—1 n- I ii— J

■ 2< 1)WTS( 1)ЧЙ S(֊ (/=1,2)
Л—l ₽-l n—1 p-J J

где
Й'.ОЗ 

(О _ _____________[_p___________ ____
W&f ֊" (?;'=+ «7

Таким образом, вместо бесконечных систем (1.6), (2.1) и (2.2) 
можно рассматривать эквивалентные им системы (2.1) и (2.11).

Докажем, что эти последние системы кяази-впблне регулярны. 
Для этого оценим сумму модулей коэффициентов при неизвестных.

На основе (2.1) и из оценок, полученных в работе 111], следует, 
что

“ А 00 П
Ъ Ий< ГТ ГТ’ (/= 1,2! (2.12)
р-л I к Г А-

а на основе (2.9) и (2.3), с использованием значений учкиий АГ'.(.г) 
[3], получим

^1< % (/=1.2) <2-’3>

р-1 I к

Так как '^> 1 и аД;^^>0 для любых значений индексов, ю

ее
' ‘ Л՜' [. к 1
(F z?')’1'' п (/г—/г)"

0 = 1. 2)
ос

S(- 1)'о ;"< 
/)—1

2^h'

и для сумм модулей коэффициентов при неизвестных системы (2.111 
будем иметь

16£.F ֊' . t ...у -иПп v( I с

32֊а E,h*^ ~ 1
(2.14)

16£,F
n(£. £j,7i

i 1 )"n 2^ «Д',; < 
p—l i

4Ei
4՜ -^г)

(/ = 1, 2)
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Суммы модулей остальных коэффициентов при неизвестных в си
стеме (2.11) стремятся к нулю, по крайней мере, как О(к

Таким образом, суммы модулей коэффициентов бесконечных си
стем (2.1) и (2.11) при п —* - стремятся к нулю или остаются меньше 
единицы. Следовательно, эти системы, свободные члены которых име
ют порядок О(^г՜''), квази-вполне регулярны и имеют единственное 
решение, которое, можно определить методом последовательных при
ближений |13|.

3. Имея решения бесконечных систем Х'к:. Х'к (7֊ 1, 2), па 
основе (1.4) и (1.5) для определения напряжений и перемещений по
лучим

•'Д 1 ( 1 • 1ЬА-Л,.

... яНЛСЛ. — ( 1)#։;) сЬА (Л. 4-( 1)7/)
-------- КЦ---------- —-----------------}֊ --------------------------- СО» А'Х :

|_$МЛ, ( 1)сЬАу сЬАг/

V х ։ ,^>х

£, г.((х,;/) Е, У><> -7Р.У , , V 2 кк,
1 ■ 1 ■֊. 1 — к!,.,7* 1֊ ■>, И>*Л

АЛ, 
хЬАЛ I

2§Ь А (Л.-(-1)7/) 
( 1 >'( 1 - ' яЬ Ау/

7 сН1"՜ г । 1 — > | , V к сп-' д л 1
(соькх • _ I 1

'<(‘х I
+ сП՝. - П,-?;՛ - |з1п

Но этим формулам можно вычислить знач ния основных расчет
ных величин в любой точке прямоугольников.

Однако, при приближении к концам штампов и области контакта, 
некоторые ряды расходятся или сходятся медленно.

Для улучшения сходимости этих рядов н выделения особенно
стей напряжений на концах штампов, преобразуем формулы для кон
тактных напряжений и перемещения на линиях г/ А։, у = 0 и у = —Л...

Подставляя значения X". '. У' . 7[ из бесконечных систем в (3.1 )։ 
после ряда выкладок для контактных напряжений • и перемещений 
вне штампов г; получим следующие удобные для расчета формулы:
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ՀԱ(֊1)'՜4]=/^)

Կ
AM 2cosx2 |2 Հք A.(6)sinû^
-----  ՜ ~ г ՜7՜('օտ—i ~7՜ ՜ ՜ ՜7 2/cosx cos/ ձ 9 IJ ]/cosx cosy

f T
1‘ ՛ 00

+ (֊։)■ լ р[муху
J I COSX CO5& „.J

»Z/JcosS) 1;Հ 1 (

I GOS X — COS Կ

Կ
X I A/^cosO)-,-^ՀՆ:օտՕ)է<ր г, j (z 1,2) 

Г I cosx —cos6 ՜՜' 2՜' j. (0<x</,)

(£։ r£2)î/v. 0)= gd:.2 c?s xg__ +
2| соs.v — cos/.

(3.2)

-֊Լ՜ '
l Հ Ա~։ . I cosx co$$

x I 1
ÇM»>(COS*) Z<7(cosû)t^JQ4_

|? CO Sx cosO ' 2

E-Wz® rWlP<co$0) ՜*՜

) cosx — cos5 »«֊Л ( (3.31

Հ v,|x, ( 1/ ։Aj_ i շ sin-֊ ( i)'l 
2 1 ïJ I cosO cosx

d'J

P 6;.(6)ctg5 2

,1 1 cosO cosx

. "/-'''(cos'j) ctgJj 2 л_У (_!)■■• 'z;(-pL֊^֊-rfO- 
. I cos'J 

д-i lt
cos.v

o&
1[Л/ртп л-։;?и.'

I _ շ ,• G (6) ctg0 շժ&

J I cos9 — cosx .՝

+ 4P,( 1)£| 2 In
sin г 2 4՜ I *>”' -v 2

sin / 2

Sin-/. 2 (/=1.2)
ճ՛ Л (0) (0 . X / )

(3.4)

Q
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Здесь постоянные множители 1. 2, 3) вычисляются по форму
лам

ос
/? _ IF.+ГХ/,)-г G, (/,)֊(֊ 11'1 rjz„(cos/,.) +

р- ։
со

+ 2(-l)'’Z<;-Z.''>(cos/,) (/֊. 1. 2) 
р-^1

со

R, = 4(£, + EJP, -2[£Д'<֊' ֊ £.M?j (cos/,) (3.5}
р-1

ос ос
+ Е.^ Zt^lcosl,} ֊ £,I Z*>L<? (cos /։> 

/»=■1 Р-1

Имея контактные напряжения (3.2), легко вычислить значения 
•ил. действующих на штампы

е,= 2[ <?[х. <■֊ 1Г(36)

У 6 I

До сих пор мы предполагали, что длина зоны контакта 2/3 меж
ду материалами известна. Это привело к тому, что контактное напря
женно (3.3) неограниченно возрастает при приближении к концу зоны 
контакта (х ՝ /3). Но из физических соображений ясно, что контактное 
пан ягеннс должно быть непрерывным и ограниченным, го есть долж
но пм.ть место условие =у(/3, 0) 0, откуда и следует, что R2 ֊ 0.
Это условие даст уравнение для определения размера контакта

ос

-!(/•;4-л“ £-Ц'’Н'СО5/^

4- + ^^'/^(cos Z։) = О (3.7)
/>-» р-1

Для получения полного решения задачи необходимо совместно 
решать бесконечные системы линейных алгебраических уравнений 
(1.6), (2.1), (2.2), линейные уравнения (2.3) в трансцендентное относи
тельно 13 уравнение (3.7).

4. Рассмотрим некоторые частные случаи.
а) Пусть два прямоугольника одинаковых размеров прижимаются 

друг к другу двумя жесткими плоскими штампами одинаковой длины, 
а контур прямоугольника вне штампов свободен от внешних нагрузок, 
то есть
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Ai = л2, /х = /2, /։(Л) = /2(х) = о, г։ (г) ֊ >,v -у* у _ <; ?,2~ const.

В этом случае %<{? = ֊ Х%>, У'}.' - У’’>, Z;’> = Z™.
Введением полых неизвестных по формулам

Л<‘>- 2Ргхк. УЧ - 2Л у;. /•;> = (4Л)

бесконечные системы (1.6), |2.Н. (2.2) и трансцендентное уравнен։.- 
(3.7) приводятся к виду

ль=42(л,л; 1։чл՜j;> ֊v*(cos/>*Я«1 2 р 1

ОС «р.

^=42(Л'л -чл,.)./.(« -ywj ֊/ J. ! 2 Р-1
(4.2)

4( 1/# * ( ]) р *<- —/7д—1 р-т 1 '՛ ՛ ° -1
2(М/'Р XXJ^eos/J-t-^ Z/Jcos/J- 2 О

1 р- J

Система (2.3) для определения постоянных U' ;՛. И1’’ и Я при

нимает вид

1 (֊ I) 'Z՛"" 1 /-„Icos'j ctg-^/'.՛ (4.3 >

£։( fb—г-‘ \ SPlinSln4 ; Ч(АЛ>’ : - Л’Л;՛ /л:^.(со։/,)

\ 1 J / 2 —.

Поскольку основная цель работы заключается з определении ра - 
мера контакта 1Л, то уравнения (4.2> позволяют добиться ;и'ого без 
рассмотрения неизвестных, связанным с жесткими перемещениями, то 
есть уравнений (4.3). Отсюда следует, что если прямоугольники из 
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различных материалов, имеющие одинаковые размеры, прижимаются 
Друг к другу одинаковыми, симметрично расположенными жесткими 
плоскими гладкими штампами, то размер области контакта не зависит 
от материалов составных частей и от величины осадок штампов.

б) Пусть штампы отсутствуют и по противоположным сторонам 
прямоугольника АВ и /:/■՛ действует одинаковая нормальная нагрузка, 
симметричная относительно оси Оу, то есть Z։ = L, = О, = f-M- 
= fix}.

В этом случае бесконечные системы (1.6), (2.2) и трансцендент
ное уравнение (3.7) остаются без изменения, а системы (2.1) прини
мают вид

֊ 4( IV՜ Р ~ । 1 v-8<‘'/<՛>
i)՛■ - —-— S {у!; Vr (-1 >'1M^x'"- r *4 -

— f(x) cos kxdx — 4 Pj o -i, 2) (4.4)

Из линейных уравнений (2.3) получается

E,E2(v<» v%) - S(£, EP, In sin֊—

ОС 
: 3y(2' +

д-.-Л

4 Е,2% (£-'{со։4) 2Р,=— \/(х)<1х (4.5) 

Г, о

Отметим, что и в данном случае при /?։ — А։, то есть когда два 
прямоугольника одинаковых размеров прижимаются друг к другу сим
метричными силами, размер контакта не зависит от интеграла дей
ствующих сил и от упругих характеристик материалов.

Полученный результат является следствием симметрии граничных 
условий и геометрии задачи, а также отсутствия касательных напря
жений в зоне контакта и можно объяснить следующим образом.

В контактной задаче прямоугольника, прижатого нормальной сим
метричной нагрузкой к жесткому гладкому основанию, контактное на
пряжение не зависит от упругих постоянных материала, так как эта 
задача приводится к первой основной задаче для прямоугольника.



Фиг. 3.
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В частности, дна прям -»угольника из различных материалов с одина
ковыми геометрией и нагружением при гладком контакте с жестким 
плоским основанием будут иметь одинаковые контактные напряжения. 
При замене действий жестких основании нормальными контактными 
напряжениями соответствующие края прямоугольников останутся 
плоскими.

Если теперь соединим эти прямоугольники по участкам, где 
действуют нормальные напряжения, то напряжснно-деформированНые 
состояния отдельных частей и системы ид двух прямоугольников в 
целом нс изменятся.

Следовательно, контактное напряжение между двумя прямоуголь
никами с одинаковой геометрией при симметричном натру женин не за- 
висит от материалов прямоугольников.

И так как размер зоны контакта определяется из условия, ни- 
кладыкаемого и ։ контактное напряжение, то и .«тот размер нс будет 
зависеть от упругих постоянных материалов прямоугольников.

В качестве численного примера для этого случая примем А։ = 
Л_. Л и

/> при 0 л՛ <; а 
■ ' 1 * 1 0 при и х '

то есть два прямоугольника одинаковы размеров прижимаются Друг 
к другу одинаковой, равномерно распределенной нормальной нагруз
кой интенсивности />, действующей по участкам длиной 2а.

На фиг. 2 приведены графики зависимости размера контакта/, 
от длины участка распределения нагрузки а. Из графиков видно, что 
с увеличением участка распределения на։ рузки до некоторого значе
ния и размер контакта увеличивается почта линейно, после чего рез
ко возрастает. Значение с зависит о г относительных размеров прямо
угольника.

График зависимости толщины прямоугольников к от длины уча
стка приложения нагрузки при уел -вин, что прямоугольники остаются 
к контакте по всей длине (/, = "), приведен па фиг. 3.

Авторы выражают признательно сть п{ • <| . Б. Л- Абрамяну за 
постановку задачи и ценные советы.

Институт механики АН
Армянской ССР

I решим՛кий политехпичсс»; ՛.!•< 
институт им. К Маркса Поступила 16 XII 1974
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ir. Դ. 11'հԼՔ11ՆՅԱՆ, Ա. Մ. Մ»ւ|'ՏՃՅԱՆ

ԵՐԿՈՒ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՄԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱ11ԻՆ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Դի տար կվում է առաձգականության տեսության Հարթ խնրյիրր տարրեր 
նյութերից երկու ո ։ ղղան կ յռւնն ե ր ի Համար։ II1 ղղ ան կյ ո ։նն ե ր ր իրար են սեղմ 
վում մի կողմով կաոլմ ան բացակայության ղեպրում: Սեղմող ուժերի աղղե ւյու- 
թյունր ուղղանկյուններին Լ ‘իոիւան ղվու ւ) կամ կոչւո ողորկ դրոշմների մի
ջոցով, Ilf! ւնր ուղղանկյունների . ւոմա • ալիաթյան ուղղաձիգ առան ցրի նկատ
մամբ դասավորված են համաշափ, կամ էլ ան մ իք ա պե ս սեղմող ուժերի կիրա
ռումով։ Ենթադրվում է, որ արտարին ուժերի աղղե ցու թ յան տակ կա կոնտակ
տի միայն մեկ անրնղհատ տիրույթ, որի չա՛իր Համ արվում / անհայտ և որոշ
վում է տրան սցեն ղ են տ Հավասարումից։

Խնդիրը լուծվում Է Հեարյեի մեթոդով։ Վերլուծ ութ յան գռրծակիցներր վո- 
րոշվում են գծային հավասարումների անվերջ սիռտեմներիցւ Ապացուցվում է, 
որ րնդհանուր գեւղրւււմ կոնտակտի տիրույթի ցանկացած երկարության ■ ա 
մար անվերջ սիսաեմներր կվաղի-լիովին ռեգուլյար են:

Երկրաչափական պարամետրերի մի բանի կոնկրետ հարաբերությունների 
'ամուր գիտված են թվային օրինակներ՛ Կառուցված են գրաֆիկներ, որոնց 
ցույց են տայիս բեոնվածսւթ յան տեղամասի երկարոլթյունից կոնտակտի չա
փի կախվածությունր I։ ուղղանկյունների հաստությունից բեռնվածության տե
ղամասի երկարութ յան կախվածությունը այն պայմանով, որ ուղղանկյունները 
կոնտակտի մեջ լինեն սեղմման գծի ամբողջ երկարությամբ։

ON A CONTACT PROBLEM FOR TWO RECTANGLES

M. G. MELKONIAN, A. M. MKRTCHIAN

Տ ։i in m ary

A plane probit in in the theory of elasticity for two rectangles o: 
different materials is considered. The rectangles are pressed to one an
other along one side l ev from coupling. The pressing forces are im
parted to the rectangles cither through rigid smooth dies spaced sym
metrically will, respect to ' ՛՛ vertical .axis of symmetry of the rec
tangles or immediately. It is assumed that due to action of external 
forces there is only one continuous contact domain whose dimension is 
considered to be unknown and defined from the transcendental equation.

The problem is solved by Fourier’s method. Expansion coefficients 
are determined from infinite systems oI linear equations. Infinite systems 
for a contact domain of any length in the general case arc proved to 
be quasi-quite regular.

Numerical examples are presented for some specific relations of 
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geometric parameters. The graphs are constructed for dependence of the 
contact domain upon th.-length of load distribution section as well as for 
dependence of th' length of load application portion upon the thickness 
of the rectangles, provided the rectangles contact one another throughput 
the length of the compression line.
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Л. с. КОСМОДАМПАНСКИЙ. В. Н. ЛОЖКИН

КВАЗЙСТАТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ 
АНИЗОТРОПНОГО СЛОЯ С УЧЕТОМ ПЬЕЗО-И

ПИРОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ cd U ЕК1СВ

1. Рассмотрим сплошное тело, упругие свойства которого неот
делимы от электрических и тепловых (явление пьезо- я пироэлектри- 
чеетва). Пусть в недеформированном и ненапряженном состоянии, а 
также при отсутствии электромагнитного поля тело имеет темпера
туру То.

Предположим, что объемные силы, объемные электрические заря
ды к внутренние тепловые источники в теле отсутствуют. Вследствие 
действия поверхностных сил, нагрева или охлаждения поверх
ности тела, наличия поверхностных электрических зарядов, а 
гакже при задании на поверхности потенциала электрического 
поля « теле возникнут поля перемещений, характеризуемые вектором 

и (и,, и., я3), деформаций г . и напряжений 1/։. При этом приращение 
температуры составит и 7՜ 7,;„ где 7՝ абсолютная температура
тела.

Допустим, что намагничиванием тела можно пренебречь. Тогда 
возникаемое в нем электромагнитное поле характеризуется векторами 

Е (£,, Е.) напряженности электрического поля, D (/Д, />... Е)л) элек

трической индукции и Н (Н.. Н.,, Ня) напряженности магнитного поля.
Все введенные величины рассматриваются в некоторой прямоли

нейной ортогональной системе координат х. (i 1. 2, 3).
При сделанных предположениях электрическое поле будет потен

циальным, то есть

д-' (т - 1, 2, 3) (1.1)
0хт

Одна из форм термодинамических соотношений, связывающих ли
нейной зависимостью механические, электрические и тепловые величи
ны, такова [1|

{i/~ Ci'ik! rkl ~

s ^r՝p^ (A J> m = ь '2> 3) (i.o)

Здесь d;ii и — соответственно модули упругости и температурные 
коэффициенты маханических напряжений, измеренные при постоянной 
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напряженности электрического поля; и постоянные диэлек
трической проницаемости н пироэлектрические.коэффициенты, измерен
ные при постоянных деформациях; пьезоэлектрические модули.

Для деформаций и перемещений имеют место равенства

Систем;։ уравнений движения рассматриваемого тела состоит из 
уравнений движения классической теории упругости

0/ <Ри 
(,-=1.2.3) (1.4)

уравнений Максвелла для электромагнитного ноля (2], которые с уче
том равенств (1.1) принимают вид

divD — 0( rot 
с dt

и уравнения теплопроводности. При этом у удельная плотность ма
териала тела, с скорость света в пустоте.

Уравнение теплопроводности получим из закона сохранения энер
гии, являющегося локальной формулировкой второго закона термоди
намики [3]. При отсутствии внутренних тепловых источников имеем

Т а— = — div д (1.6)

Здесь .5 энтропия рассматриваемого материала тела, д — вектор теп
лового потока. Исходя из феноменологического закона Фурье для ани
зотропного тела[3]

ч' = ~к‘ ^- ('■=։֊ 2֊ 3> 0-7)

где коэффициенты теплопроводности, уравнение (1.6) можно за
писать так

(1.8)

Гермодинамическое соотношение для энтропии 5 имеет вид [1]

5- ;ГЛг/О.+ с'£ Г-п’Н (1.9)

При этом сгЛ удельная теплоемкость тела, измеренная при постоян
ных деформациях и напряженности электрического поля. Подставил 
последнее равенство в выражение (1.8) и учитывая малость изменения 
температуры, получим линейное уравнение теплопроводности в виде
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Ох.дх. д( 01’՜-' & ՝:Рп՝ дхI / • гт։
(1.10)

Таким образом, с учетом соотношений (1.2) — (1.51 и (1.10) си-
стема уравнений движения тела получается такой

Е ^к1 д*ъ
сч^ах е«ц дх / ! п> '(,ох} <1С

«' I, 2, 3)

1\՝Е ' о»о
Ор, 
д(

О‘У
(Ндх т

,£</Н
*՛> 0х(ОХ, ГС & 0

, . г </М
-4”Р--------- •-- =г .--------- ;--------  —- 4ГПГ --------

т։>6х мпОх Ох ' 1 тОх/и т п л»
(1.11)

го( Н =
1 ор
с о/

Пять первых уравнений системы (1.11) можно рассматривать не
зависимо, а последнее векторное уравнение использовать для опре

деления магнитной напряженности Н.
Будем считать, что на поверхности тела заданы механические 

(поверхностные силы или перемещения) [4], тепловые (температура, 
гепловой поток или конвективный теплообмен) |5], а также распределе
ние поверхностного электрического заряда или потенциал электриче
ского поля [2] и соответствующие начальные условия.

2. Рассмотрим квазистатическую задачу термоупругости для кри
сталлического слоя постоянной толщины 2А ( Л ՝< л՛։ Л). Будем
считать, что физические условия позволяют рассматривать задачу од
номерной, то есть

= и(х, 0, и2-=ия ֊ 0, V о(х, I), Н Н(-т./) (2-1)

Переходя от тензорной записи к матричной [6], соотношения (1.2) мож
но записать так

(т = 1,2,3) (2.2)
Ох Ох Ох

Дифференциальные уравнения движения (1.11) (первое, четвертое и 
пятое) примут вид

с д'-и д'\, 
Ох~ и дх

0
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т р д'-и , d"v
otox дЮх

о
дх- д(

(2.3)

. д:ц , д-v . г дН

Два оставшихся уравнения механического движения используем для 
вывода условий одномерности рассматриваемой задачи. В данном слу
чае получим

= С[(, = е» = еи = 7? = 1} = о (2.4)

Такими свойствами ' обладают, например, X- и К-срезы кварца [6}. 
Будем считать, что в начальный момент времени слой не подвер

жен внешним воздействиям, а именно

= 0, ։’|,-о - 0, «1^0 = 0 (2.5)

а при />0 на его плоских гранях заданы потенциал электрического 
поля при отсутствии механических воздействий и изменения темпера
туры, то есть

Л| _ 0. V --■■ ± о0(/), Н|* =0 (2.6)

где у0(/) известная функция, медленно изменяющаяся во времени.
Применяя к системе уравнений (2.3) преобразование Лапласа и 

разрешая полученную систему относительно функций-изображений, бу
дем иметь 

и(х,р) = (6։6. I p/.xch I />'Л -- Го Ья 6։ sh I р>х} v0(p)w '(p)

и(х, р) - (b..br,\ p/xchl р>Л —4-Г06з shy p/x)v0(p) w (p)
(2.7)

Н(.г, р) = 7‘0/>о 6-л (ch | p/h ch/p/x)v0(/?)w“’(p) 

Здесь

w (p) = Ь..Ь.У p 'i b chv p /-Л 4n T^b՛! sh I- p /J> (2.8)

Постоянные, входящие в соотношения (2.7) и (2.8), принимают такие 
значения

г г E E -p г F. ։ 1'. г . ,4 _ ?Ь} — с си— си-и 4-4»ец

4. i К г „Е А-cupj -rcn7i, о.։ =7։ -и։ — 4.. еп/л

-л
bs =сг сц 4- Т6-\!\

> = (с',: : 7oTf 61*)] Г
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Нули рт функции и»(/г) лежат на мнимой оси: рт - 1' 1 Л՜' 7>т.
Используя обобщенную теорему умножения и вторую теорему 

разложения [7], для функций п(х, /), г»(х, !) и н(л-, () получим следу
ющие выражения:

и(х, 2 у «,Л(МЛ էւօտԼ ^636,։տտԼ-յ-) ւ՚,„(0
си « «-։ Л л

= ս0(/Հ֊շջ ат( ьл. г * օօտԼ-4«դծհ։ոԼ7-)г,„(0 (2.10) 
п , X հ Л /

Н(л՛. է) — 2А } У сс>$ 6 — СОБ Հ — և' (/) 
». ։1 п

Здесь

ат = հ тЧԼ -ч‘п (Ь-Ь^ — 4” 7о Ս՜: (2-111

Характеристики тсрмОэлектроупругого состояния рассматрива
емого слоя можно получить, подставив функцию (2.10) и соотношения 
(2.2).

Институт прикладной математики 
и чехакяки АН УССР Поступила 20 V 1974

Ա. II. 1։Ո111րՈԴԱՄ1’ԱՆ11ն1-. Վ. Ն. Է11ԺԿԻՆ

ԱնհՋՈՏՐՈՊ ՇԵՐՏԻ 2ԱՍԱՐ ^ԵՐ1րԱԱՈ-ԱՏԴԱ’ւԱՆՈԻԹՅԱՆ ՔՎԱԱԻՍՏԱՏԻԿ 
1»ՆԴԻՐ ՊՅԵԱՈ ԵՎ ՊԻՐՈԷԼԵԿՏՐԱԵԱՆ ԷՍԵՏՆԵՐԻ ԱԿՆԱՌՈЬ1ГП»1.

Ա. մ փ п փ ո ։ մ

^յու/ւհղսւյին շերտի համար, »րի աէեէսձւ/ական հատկրոթրոններր անբւս- 
հ/անելի են շերմային ն ելեկտրական Հասւկաք1 ւուններիբ (էէլյեղքէ 1ւ պիրոԼլեկա- 
րակւսն երևւււլթ արվում Լ րվ<" ՛լի и ա ա ա ի կ ի/նէ(րի լուծում ր՚.

3 Известка АН Армии.-кч& ССР, М?ханика, № 3
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A QI’ASI-STATIC PROBLEM OF THERMOELASTICITY FOR 
ANISOTROPIC LAYER WITH PIEZO- \ND PYROELECTRIC

EFFECTS

A. S. KOSMODAMIANSKY. \ N. LOZHKIN

Summary

I he solution to .։ qmisi-static problem of thvrmoelast icjty is given 
for a crystal layer whose elastic properties ar».- inseparable from electric 
and thermal ones (piezo- and pyroelectric effects).
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И 3 В Е С Т И я А К А Л Е М И И НАУК А Р М Я Н С К О И С С Р

.։1’Ь|ии1Й|>1ц11 XXVIII, № 3, 1975 Механики

И. А. ВЕКОВИЩЕВА

ДВЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ ТОНКОЙ 
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПЛАСТИНКИ

Рассмотрим тонкую пьезоэлектрическую пластинку, вырезанную 
из материала, структурная единица которого имеет одну плоскость 
симметрии, параллельную срединной плоскости пластинки. 11усть плас
тинка испытывает деформацию изгиба под действием нагрузки, прило
женной к ее краю. Нагрузка представляется в виде изгибающего М. 
и крутящего Н./։ моментов, а также перерезывающей силы /V,,. Общая 
постановка задачи изложена в работе [1}, где получена система двух 
дифференциальных уравнений относительно двух неизвестных функций

х..)— прогиба срединной плоскости и к (хР х2) распределения 
потенциала срединной поверхности

£'и՛ ֊4-4^12 «՛ 44£^,+ 44£=/ « <!>4т: Ь 4г Л 4п Л*

.Линейные операторы с частными производными имеют вид
Р* /р г?1/_4 = вп -֊- 4- 4^։а • < - 4- 2(5։, —4 , , +4 и^х4 » 0хзл ։- «• Ох^Ох3,I I 1 -

т 4^3 д-֊ R - 
иХудх] -ох\

(А О*
+2В«’ +(й-

V .ч । « Л । V Ло

/--■ в>^'‘2в-~~
<7х։6'х..

(2>
д3 

(Ух^х.

В--~—-г;

Здесь В.։ постоянные коэффициенты, связанные с толщиной /) и ма
териальными константами среды.

В ус\овиях поставленной задачи положим, что интенсивность нор
мальной нагрузки 0, а также интенсивность свободного заряда на 
поверхностях пластинки () ֊ 0.

Система уравнений (1) относится к тому же типу, что в система 
уравнений для функции напряжений и индукции, полученная в работе 
(2). Общие выражения для функций ;е и V зависят от корней харак
теристического уравнения

4 «/.('> 4Г’<))=<) 13)
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где обозначены полиномы от •

2^.4-/^

}Л> ) » (Дм “ '^У'2 + + 2^4» 4֊ ^14 (4>
/,(/) = Р:л' {- 4/Лу 4֊ 2 (В1։ ֊ 2 /.* - 43։у. 4֊

Примем, что корни уравнения (3) нс являются кратными, а также они 
нс являются корнями уравнений

/.,()) О /։(л) ֊ О
С помощью метода последовательного интегрирования действиями, ана
логичными изложенным в работе [2], найдем общие выражения для 
искомых функций

.1 3

™ = 2Ие V иЧ{|Л), I/ 2Ие V И,(;Л) (5)
Л-1 Л~1

Здесь гн. и И. произвольные аналитические функции комплексных 
переменных ?/. х։ 'л,с. 1,2, 3), г ь три корня уравнения (3)ь
три остальные корня будут им сопряженные.

Введем обозначения

’<.('/•>) ф .<</։). КЛУг.) = ,г,ЛУз) (6}

Штрихами обозначены производные по своим аргументам. Представля
ется возможным выразить все искомые функции, а также краевые ус
ловия задачи через эти три функции.

Введем обозначения

А /3(л։)
—:—, т-/и.

2 ММ ՛ (7}4՜ Л /,(',)

Тогда изгибающие и крутящий моменты Л/։, М.,, Ни, перерезывающие 
силы Л'р /V.,, а также электрические моменты Р։, Р.., отнесенные к 
единице длины сечения срединной плоскости, выражаются через функ
ции (6)

з з
М} ֊2КеУ^Фр М.= -2Ие5]пмФл 

к I Л-1
3 

Яг, 2Ке> п^Ф, 
;--1

V,֊ -2Кеу„1Л, Л’2Д 2^е2п5Х-Фл

л - 2Ке V
;3

Р. г. 2Ие У ^ЛФЛ.

(8)

к 1 л 1
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Введем вспомогательные обозначения (А 1, 2.3)
9 1

ISt “ ^11 2^։злд- +* vj; ~ 7
h 4՜

:‘2t- — ‘-’12 'k '^‘’v V2A “ ~Т~\ ^.ч
h 4“

։^~$з^2&лЧ + Д;.Л« \ч -г-֊-‘Яи-
h 4՜

։\*: ~ ь"’.г *■ 25дз)/д.-|-

2 1\к-- -7;15нТ(Дл ЯиК -/М-] 
h 4~

!15* = $>з Х Ч ~ #r.'ï <9)

- 2- ֊№ - <в._. в,^ + ДЛ1
П 4՜

i֊«= ^(А. 2 Аг. + А. 4). ՛՛» - | ֊<А. + Аа)

1 2 1
'•Sx- ~ “*՜ 2&У՛1 ;• Z S.'.'хЛ Sx՛ ~ “Г ՝7~՝^՝-։ ՛

4“ h 4՜

Тогда постоянные коэффициенты при функциях Фл в выражениях (8) 
(1 — 1, 2,..., 7: k .= 1, 2) будут

= '\х- *’ "’хЛх’ п<. = тз г V (10)

Пусть на краю пластинки заданы изгибающий и крутящий момен
ты, перерезывающая сила, а также электрический момент как функции 
дуги контура s

Мп — т(&\ Nn -г —7֊~ = r(s), Рп - р($) (11)

Имея в распоряжении ряд легко доказываемых тождеств (А = 1, 2,3)

Ли- - '^п5к °’ Л6к ' к 'hk = 0

(12)
па _ Лн «и _ .
. ~ "а* “ • пзк п2к ’ кк 'к к

интегрированием получим краевые условия для функций Иф.:

3- П\к Г . У
2ReV—Фл = —[ т s) dx., *-/(5)<Avj| — С’х։ T С։

л-iZ* К J
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3
21<е У п2к Фх. Ц т($)<1х^ -г / (н) <7л\.) Сх..С* (13)

р
2Ие У лп.Ф4. = - 4- | р(х) (/я т Сл

где /($)= г(«Н7.<; С. Ср С2, С'։ — произвольные постоянные интегри

рования; интегралы берутся по дуге контура от некоторой начальной 
до переменной точки.

Рассмотрим краевую задачу об изгибе пьезоэлектрической плас
тинки сосредоточенным моментом. Пусть пластинка имеет прямоли
нейный участок границы. Тогда можно рассматривать пластин
ку как бесконечную полуплоскость. Направим вдоль прямолинейной 
границы ось л՜.», ось х—внутрь пластинки. Пусть сосредоточенный 
изгибающий момент приложен в начале координат. Для решения зада
чи применим метод Н. И. Мусхелишвили [3), с помощью которого была 
решена аналогичная математическая проблема в работе [4]. Краевые 
условия (11) при х1 - 0 имеют вид

ЛА = п)('). Л^֊^ = 0, Л-0 (14)
Ох*

где ; точка контура срединной поверхности пластинки. Условия для 
функций Ф._, в соответствии с (8) и с учетом тождеств (12), будут

з з
21<е У ‘1\ (П - л1(0. 2Ке У п2. >.4Ф4 (;) - О 

д-1 л«։
(15)

?ке У л6<_ ф; (;) = о
Л--4

Умножим каждое из ра^енстй (15) на —----------- . где у — -г1 лг.
2т.1 : у

произвольная точка внутри области $, и почленно проинтегрируем в 
пределах от — >՜ до со. На основании свойств интеграла типа Коши, 
взятого по прямой, получим

яПФ|(у) -Г
3 ; ֊ У - - *»

' 1 '»?! <։>1 0/) : Л2 л22ф2 (//) + 'Л п-.-з Фч (.'/) = 0 (16)
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". ։ Ф։ (.V) - пл. Ф2 {у I - лез Ф$ (у) О

Разрешим систему (16) относительно Ф,. (у) и припишем каждой 
функции значение своего аргумента в соответствии с {(:>),

ЩЫ . _ (_±<2_Л (17)
2"М : —у

Ф:ХУз) = 2г/д

где Д определитель системы (16)

А ֊ л2 пи п.2 п.,, - . Л л„ л5з п,, • л։ п13 л,։

(/2л13"..л;1 - > . л.։ п:з пк (18)

Представим заданный сосредоточенный момент .V/ в вид«, распределен
ного момента разномерной интенсивности М 1-, действующею на кон
туре в пределах от •£ до - г. Подставив это выражение н (17). вы
числив интегралы и перейдя к пределу при ; - 0, получим производ
ный от вспомогательных функций:

ф1<л) = 3 —
2^/Д ух

ф;,(7л) (19)
2"/А у„

Зная функции <10), можно определить остальные искомые вели
чины, такие, как прогиб и распределение потенциала срединной по
верхности пластинки, напряжения и деформации ч любой ее точке, а 
также поляризацию и напряженность электрического поля.

Числовой пример рассмотрим на основе пластинки толщины 
А — 0.1 с.и, вырезанной из кристалла бифталата калия, свойства кото
рого изучены в работе [5]. Основная система дифференциальных урав
нений запишется в виде

(0.1255 и-": ; 0.377 -и»,“; 0.107 • 10г -

- ~ (0.0986 Гп; ֊1 0.283 и;՛*) Ю3 -֊ о (20)
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~ (0.0986 ш'П1 -г 0.283 • 10’ ± —(0.034 И,. 0.0498 Гя) 0

Характеристический иолином (3) имеет корни

>! = /1.77, 'к> = /0.615, = /0.827

= •с-,3 (21)

а отношения тк. согласно (7), имеют значения

1.015-10’, т3 = 0.0865 1')* (22)

та = 1.85-10 5

Вспомогательные функции задачи, согласно (19), получим в виде

„Л/ • „
Ф1(։/։) ֊ ■ 0.47-10՜ —. Фхй/։)= 0.Э91/10 —

• V/
Фп(^) = — 0.18757 10 — (23)

У1
Подставляя (23) в выражения (8), найдем вызванное сосредоточенным 
изгибающим моментом распределение изгибающих и крутящего момен
тов. а также электрического момента в любой точке срединной по
верхности пластинки, измеренных в единицах системы CG.SE.

4.92 3.71 213 \ ,лМ. 2М\ — —)х-10
V А, '

М..2М/ и.Ю-
\ Д։ X Дд / ■

.... / 8.93 4.57 336 ч 1П-лп։- ֊ 2М (---------- ------------ ----  НГ 101 -Ч X, /

п л .>/8.45 0.232 786 \ ,А.*>Р, '2М(---------г------ ------------ )г.-10\ Д։ \/՝

Л = 2Л// 1^8 _ О566^_1183 X 0-,
\ *1 Д. Да /

где

Д։ - х{ ф 3.14л--. Д. •-֊ х] 4-0.378х-, Д3 х? - 0.685х?

(24)

Можно далее найти и другие неизвестные функции задачи, та
кие, как прогиб, распределение потенциала электрического поля в 
срединной поверхности, перерезывающие силы и другие.

Метод позволяет исследовать элёктроупругое состояние пластин
ки, когда на ограниченном участке прямолинейной границы ее дей
ствует крутящий момент или перерезывающая сила или любая их со
вокупность, распределенные по любому закону.
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Большой практический интерес представляет рассмотрение рабо
ты пьезоэлектрической пластинки в условиях, когда ее поверхности 
находятся в непосредственном контакте с обкладками — хорошо про֊ 
водящими электродами, не оказывающими влияния на ее упругие свой
ства. Технологии нанесения таких обкладок подробно описана и моно
графии [6|.

Рассматривая прямой пьезоэффект, поставим задачу отыскания 
потенциала электрического поля U нл обкладках, появляющегося и ре
зультате действия на пластинку распределенной нагрузки интенсив
ности с/(х։, а .), нормальной к срединной плоскости пластинки в се не- 
деформировннном состоянии. Для этого изучим краевую задачу об из
гибе тонкой прямоугольной пьезоэлектрической пластинки с обкладка
ми, защемленной по всему контуру.

Для вывода дифференциальных уравнений запишем вариационный 
принцип исследуемой задачи, утверждающий стационарность функцио
нала на искомых функциях |7]

У[ш, И] - ( | Л’.Дш;,)-’ - +
(•Я

4- ~RV: Шд - 4В,j - 42?л u<. w\2 -

1 4
— — w։i И - Asw։։ И + u’rl ։ (25>

+25։1 о,;, и; 4- 2S1S a.;, v\) ֊ < v';>: + в„ (кг+

2St5 r։ k’J - 29 И - 2<?ш] dS

Штрихи вместе с нижними индексами .-••'»езн.-.чают гастные производ
ные по координате х. или х..

При рассмотрении прямого пьезоа«: фекта Q(xn х.) интенсивность 
свободного электрического заряда на об лазках—представляет собой 
интенсивность свободно! о заряда, индуцированного связанным зарядом, 
выделившимся на поверхности пластинки. Очевидно, что функция 
заранее неизвестна и зависит от электроупру։ ого состояния пластинки.

Известно [8]. что вблизи заряженной поверхности проводника 
нормальная компонента вектора элсктроста ической индукции есть

De=4-Q (26)

Запишем выражение для единичного вектора нормали к поверх
ности w = w (х։. х3) |9]

д - * !• & (27)
I 1 4-p’t <?’

где р и q суть тенгенсы углов наклона касательных к кривой в сече
ниях соответственно XjX3 и
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Р=---- . 9= ---- 7«)
0ХХ Ох.

Необходимо выразить неизвестную функцию (?<х։, х„) через иско
мые функции то(Х1, х5) и х2). Величины (28) и тем более их ква
драты малы по сравнению с единицей вследствие основных предполо
жений теории изгиба тонких пластин о малости толщины по сравнению 
с размерами пластинки в плане и малости прогиба по сравнению с 
толщиной. Подставляя (271 в (26), получим

= (29)

Согласно одному из уравнений состояния |10] имеем

= (30)

Здесь предполагается суммирование по индексам /. / 1, 2, 3.
Если структурная единица материала имеет плоскость материаль

ной симметрии, перпендикулярную оси х„ то [11|

\н = 0’ езп еМ2 = «•&:■ — 0 (31)
Кроме того, согласно гипотезам прямых нормалей Кирхгофа, в 

теории изгиба тонких пластин предполагается, что

^=^ = ;„ = 0 (32)

Подставим (31) и (32) в (30). Тогда получим

(33)

Теперь можно записать с учетом (26) и (29)

£, = (34)

С другой стороны, компонента напряженности электрического поля Е3 
выражается через двумерный потенциал электрического поля функ
цию И следующим образом:

И (35)
О

Сравнивая (34) и (35). получим выражение функции через функцию I7

С-------- У (36)

Подставляя (36) в (25) и составляя уравнения Эйлера, получим 
основные уравнения теории изгиба тонких пьезоэлектрических пластин 
с обкладками под действием нормальных распределенных усилий

/-. хе - — Ц V = д. Е3 «• ֊֊ Ц V - 2*1а И = О
2֊К 3 Л

(37)
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Краевая задача состоит в нахождении двух неизвестных функций 
и< и И. удовлетворяющих системе дифференциальных уравнений (37) и
следующим граничным условиям при х։ >= 0» х, = /:

(38)= 0, ^=0. Г=0

при х2 = + Ь

■и) 0, ^=0, 
дх2

1/=0 (39)

Введем безразмерные координаты

О ■ ;.՛• ֊ 2а, 1 у։ 1 40)

Согласно методу Л. В. Канторовича, приближенное решение задачи 
ищем в виде

«’(։/!, Уз)
*— I

сс

Х-=!

(■И)

Здесь /1к(у2) и Н,;(у..) две системы линейно-независимых функций, 
удовлетворяющих, В соответствии с (39). условиям

М±1) = ЛИ± 1) = 0, Л4(±1)-0 (42)

и £*..(^3) функции, подлежащие определению из вариационного 
принципа.

В качестве функций /^(</2) я Нк(уг) возьмем системы ортонорми- 
рованных полиномов, построенных Г. Хорви [12]. Для первого прибла- 
жения они имеют вид

ЬМ = ^֊~<1 «,(</,) = Ц-5(1-г|) (43)

Подставляя (43) в функционал (25) с учетом (40) и (41), а также про 
изводя интегрирование по //.>, получим

9.7
12^э(АОг

4- Л 2 |/ 7 * |/ 2 Я՜*՜ V 3 -7 Вл С я
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ifls«(G')։+T5“cs 4֊^G=-276^ 
”Л

</</1 (44)

Из условия стационарности функционала (44) вытекает система двух 
обыкновенных дифференциальных уравнений относительно функций 
$(.?։> » 6’(</։)

Ви/1'-6 (Аг+ 2^«)/ ֊ 31.55» 8

1 6(3 /"Т . 1.'Т7 Л 7՜___|./2Л։6 Ц֊^<Х2В,5)6 = ^| 1

(45)

з /՛У । ‘VI’И -ТВ"" ֊ Ц֊֊(Вг.^2В>։)8 Ь

B„G - ( ։М6=Л- 4В»)й — О

удовлетворяющих граничным условиям
g(0) = g (0) =~0, g = (2а) =/(2а) = 0, (7(0) G(2a) = 0 (46)

Числовой пример рассмотрим на основе пластинки, вырезанной из 
кристалла бифталата калия (5|, имеющей размеры 2a -- ՛ с.и. b — 1 ел<> 
Л 0.1 с .и.

Уравнения (45I будут иметь вид

26.8 «). 10’ - (1.22G 8.246 ) - 0.0°4<?
(47)

(.?՛ 6.71'« ) • 10* 4-(0.704G 4-40 6)= 0

Корни характеристического определителя ит.е.:-. знлче֊:-1 ■

' ։. ?. зд = ± 2Л8 * /0.43: = ֊ <".52 (48)

Записывая общее решение- неоднородной истемь: д.иьфгрен'ги .льных 
уравнений (47} и удовлетворяя граничным условиям (46< получим

? == - [/^'(OJT^cosO^,֊ 0.S18 sin 0.48</t) 4֊

е г1**'(2.73 coj 0.48 j/։ 4 9.69 sin 0.48^,) - 0.00209 eos 7.52 Vl -

0.00151 sin 7.52 t/i ֊ 3.51] • 10՜' u
(49)

6' = [«У^Ч 1.734 cos0.48^, - 0.435 sin 0.48y.\ 4

T e-tH/1(! 1.94 cos0.4Sy։ 4 10.67sin 0.43p.) ֊

10.2 cos 7.52 p. — 14.15 sin 7.52 p.J i՛ ‘q
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Подставляя (49) в (41), найдем искомые функции а՛ и U в нер
вом приближении.

Для определения разности потенпиалов на обкладках восполь
зуемся формулой для плоского конденсатора

(50)

Вместо функции Q подставим ее значение (Зб) через функцию Г 

К Ա £/,= -1 j'[ VdS (51)

<s>

Вычисляя интеграл (51) но всей площади пластинки, получим

(Л- 6\ = 5.79-10% (52)

Так, при действии равномерной нагрузки интенсивности 10 г слг на 
обкладках возникает разность потенциалов в 17 с, причем, обкладка, 
расположенная в области х3^>0, будет иметь отрицательный потен
циал.

Изложенный метод решения задачи о нахождении разности по
тенциалов на обкладках пр;: изгибе пьезоэлектрической пластинки 
позволяет решать широкий круг задач при различных закрепления:, 
сторон х։ 0, Xj /, а также различных функциях распределение 
внешней нагрузки.

Ленинградский политехнический
институт им. М. Н. Калинина Пост յ пил.» 12 V 1974

Ի. II.. Վ1ւ1|||Վ1՚Շ4|ւ՚1.11.

1»ԱՐՍ.«1 ՊՅԵ!»Ո1;|.1յ1|Տ141.11ԱՆ ՍԱԼԻ Ծ ԱՍԱՆ 'ԼՍՐԱՐեՐձԱԼ 1>Ր։ւՈ1' ԻքԱ՚ԱՅԻՆ
1ւ>ՆԴԻ1’Ն1։|՝

II. մ փ ո փ ո i Ո՜

Աշխատանրու մ զ ի ut ա ր կվում են բարակ Աք յեզոԼլեկարական սայի ծ >ւմ ան 
վերաբերյալ երկու եզրային խնզիրներ' Пt unt մնա սիրվոէ մ / սյ յեզոԼլեկսւրա - 
կան սալի կլեկսէրաասաձզակտն վիճակր, երբ ազզոզ բեոր բաշխված Լ սալի 
եզրի վրա' Լուծվում Լ աոաջին եզրս/յին ի/նզիրր, երբ եզրի վրա կիրաէէվ ս/ծ 
I. կենտրոնական ծէւոզ մոմենաւ bրկրորզ եզրային ի/նզրի լուծման մամանակ 
օտարվել Լ ղիֆերենյյիալ հ ա վ ա սա ր ու մնե ր ի սիստեմ երեսսւատոէմներով njj1-- 
զոէլեկտրական սալի ծոմ ան րյեպքքի հւսմայւ ե զտնվեյ Լ • ավա սար ա չա ւի 
բայիէված նորմալ միզերի ա զզ ե ր ո t ի յան <!ամանակ ե ր ե и սյ ա ut ո ։ մ ն ե րի վրա 
պոտենցիալն երի Աէարբերսւի յէէէնր յ
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TWO BOUNDARY PROBLEMS ON BENDING A THIN 
PIEZOELECTRIC PLATE

I. A. VEKOVISCHEVA

S u m m а г у

Two boundary problems on bending a thin piezoelectric plate are 
dealt with. An dielectroelasticity state of the plate under load, distribu
ted along its boundaries, is examined. Accordingly, a solution to the 
first problem with a concentrated bending moment is presented. On 
solving the second problem a system of differential equations for ben
ding the piezoelectric plate with electrodes is derived and the potential 
difference oz elect rods under regularly distributed normal stresses is. 
found.
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Г. А. БАБАДЖАНЯН

СТАЦИОНАРНОЕ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ 
РЕАЛЬНОГО ГАЗА В ДЛИННОМ ГАЗОПРОВОДЕ С 

УЧЕТОМ ВЛИЯНИЯ УКЛОНА ПРОФИЛЯ ТРАССЫ

§1 . Уравнения движения и краевые условии

Рассматривается одномерное неизотермическое стационарное дви
жение газа в длинном газопровода с учетом влияния уклона профиля 
трассы.

Исследования показывают, что при движении газа в длинном газо
проводе на газодинамические величины Существенно влияют как уклон 
трубопровода, так и изменение температуры газа вдоль газопровода. 
Изменение температуры газа чаще всего обусловлено изменением 
температуры почвы, по которой проходит газопровод. Это явление 
встречается в горных условиях местности или в случае, когда газ вы
ходит из глубоких скважин на поверхность земли и т. и.

Движение газа при вышеизложенных условиях описывается сле
дующей системой уравнений [1]:

I 8,1,1 <и>
Б “Ж 0

ох

Р 7'

где р, и, [. и 7՜ соответственно средние по сечению трубы данленис, 
скорость, плотность и абсолютная температура газа, ; коэффициен ՛՛ 
сопротивления, а' диаметр трубы, R газовая постоянная, л՜ на
правление движения, ускорение силы тяжести.

В третьем уравнении системы (1-1) абсолютная температура 7 — 
известная функция от х, Т- Т{х}, так что в этой нелинейной систе
ме уравнений неизвестными величинами являются функции /Ял:), щ.г) 
и р(*)-

При решении поставленной задачи примем следующие граничные 
условия:

при х — 0 р — />,,

при х — К р — р* (1.2)

где р , и р՝ значения давлений в начале и в конце газопровода, Л — 
д лика га зоп ровод а.
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§2 . Решение системы уравнений (1.1)

Попытаемся решить систему уравнений (1.1), то есть найти не 
известные функции /?(х), </(х) и ?(х) для двух режимов движения -ла. 
минарного, когда потеря напора на единицу длины пропорциональна 
первой степени скорости, и турбулентного, когда потеря напора про
порциональна квадрату скорости.

а) В случае ламинарного режима движения коэффициент сопро
тивления ; имеет следующее значение:

64 _ б4р-
Не иду

(2.1)

где ‘1 динамический коэффициент вязкости газа, который принимается 
постоянным вдоль газопровода.

Подставляя (2.1) в (1.1), получим

— ֊- = Ьи - у у я։п з (2.2)
Ох

о 1
Ох

Исключая из системы уравнений (2.2) функции и х) от
носительно функции получим следующее уршиеиш-:

;пх ,՝1л.г-г' ■аГ „
г/.г <1х \<1х > Г Ох Ох РТ Ох

Если обозначить р~(х} — Р{х), уравнение (2.3) примет следук£п$Йй 
вид:

0:Р
Ох2

О ЯП 7 1 07’ \ О : -I фф I п 7 р < / Т
‘Г Ох /Ох

(2.4)

Уравнение (2.4) относительно ноной п. известие-։ рункц: и сеть ли
нейное обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка с 
переменными коэффициентами, которое с помощью подстановки 
Р' (х) - 2(х՝1 Р‘ х՝! приводится •: уравнению Риккати относительно 
функции /(л). Частное решение итого ур. в.чения

$яшз I ОТ
РТ 2Т0х

(2.5)

Общее решег не уравнения (2.4) будет
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» ■*: -'х ZIL,
е .1 яг r«/J

2^L° Г1ГЬ4. 
яг г j» I

»7 С։-Ь\е
Р(х) =С:е

sinu

dx (2.6)

Определяя постоянные интегрирования С. и С:. с помощью гра
ничных условии (1.21 и учитывая обозначение Р՝\х\ = /г(х), найдем 
закон изменения давления вдоль газопровода, зависящий от значения 
уклона профиля трассы, и для любого заранее заданного закона из
менения температуры газа.

Из третьего уравнения системы (2.2) найдем закон изменения 
плотности. А из первого уравнения той же системы получим закон 
изменения скорости

„ = <2.7)
Ь ах Ь

Расход газа определится но следующей формуле:

6'— 5 и(х) р(х) (2.8)
А’ Т

где я — площадь поперечного сечения грубы.
Известно, что современные газопроводы яме ■ ? большие диаме

тры и большие скорости подачи газа. При таких условиях ламипар- 
иый режим движения газа мало вероятен.

Поэтому, с практической точки зрения, лтмиидр г I 1 хучлч .-.ви- 
:ксви: не представляет интереса. Практический интерес представляет 
турбулентный ре ж им движения, к исследованию которого мы и перейдем.

б) При турбулентно?! режиме движения коэффицизн г сопротивле
ния ; принимает постоянное значение, зависящее только от дидмегрл 
трубы.

Исключая из сие гемы (1.1) функции и'.х) и Их), получим ураг,- 
фёяие относительно р(х} в которое после обозначения
р-'(л) - Р(х) примет вид (2.4՛.

Получается, что при стационарном одномерном движении газ?, в 
длинном газопроводе при л .мчшриом и турбулентном режим?.•: давле
ние удовлетворяет одному и тому же дифференциальному уравнению՛. 
Следовательно, закон изменения давления для вышеуказанных двух 
режимов при одинаковых граничных условиях один и тот же. Из урав
нения состояния получается, что закон изменения плотности также 
сснпадает для обоих режимов движения. Это совпадение, конечно, не 
имеет места при нестационарном движении.

Закон изменения скорости определяется из первого уравнения 
системы (1.1)

.. I МкТдр . 1՛ ,оо.
и(х) =---------------- ֊■----- - (2.9)

I ~-р ах ;
4 Известия АН Армянской ССР. .Механика, № 3 
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расход газа вычисляется по формуле

„ S I 2rf А' Т dp ^dap* 11 лА,
С = Ft----- :—'' j--- - stn г ‘ (2ЛО)л / 1 ; dx и

Из формул (2.7), (2.8), (2.9) и (2.10) видно, что законы измене
ния скорости и расхода при ламинарном и турбулентном режимах 
не совпадают.

В случае 7՛ - const значения всех найденных функций совпадают 
со значениями этих величия, полученными в работе [2].

Если а 0, полученные результаты совпадают с результатами 
работы 13]. Когда одновременно и Т const и 7 = 0, получим резуль
таты работы [4].

$ 3. Пример расчета

Примем закон изменения температуры газа вдоль газопрово,*.
линейным, то есть

Г(х)= Г, ֊֊{Г, ֊ Г„)֊-= пн+ы
7 -

(3.1

, 'Л Г„ где к ———-----
Г. Л

Вычислим законы Изменения давления, скорости, расхода и п/ 
»и>сти газа при гурбулентом режиме движения.

Подставляя значение Г(х) в виде (3.1) в выражение Р(х) (2 
после вычисления получим

2g .si пт
Р(х)- С\(1-ь А'х)г-гС.,(1 4-Ьг) RT"k (3.2

Определяя значения постоянных интегрирования С\ и С и у 
пая обозначение р՝\х) Р[х}, получим окончательно

/■’ (х)

2g yin/
2/1 Z/i RT.՝k 

K" P;
2gsina

(I <■/-) л'7>-(14-<•£)֊*

p;՝. 1 kLp p;
2gsin՛։

(1 • kL) RT-k - (1 -ВД'

_.. sin ■՛ 
kx)՜^

Из (2.9) определим скорость

(;,;(! U) RT-k -/>?)(! kx)

2;/sin?
(1-r-U) RTnk (1
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• ֊“ 1
, £5'п* (^ (1 кЬУ - р;) (1 + И) А‘ >|Л _ зд 8т»
Г КТнк 2уя1пз :

(14-ад “Т"к (НШ

•2
(3.4)

из (2.10) определим расход

^ = -~у«и)р(х) 5 '2(1
;Л’Г.

/ч. & 5*пЯ
R Т,

2^$։пт 
~ * лл 

р’(1 -г Щ

плотность определится по формуле

2#$1о*
(14֊ ИД (14-ИД '

(3.5

/?Г(х)
(3.6)

Для вычисления конкретною численного примера возьмем еле 
дующие данные:

ри -2510«Илг, р> = 10-10' кГ:аг, Ь = 10' .и

/? ==50 х/лг/кг С . Г, = 310 С. Л - 280 С

</=0.7 му 5 = 0.012, 1 = 0. ; Г, ±5", 10

Законы изменения давления, скорости и расхода г .»за представлены 
на фиг. 1, 2. 3.

Фиг. 1.
Из полученных результатов и из численного примера видно, что 

В принятом законе изменения температуры (по движению газа тем
пература уменьшается линейно) давление, скорость и расход газа умень
шаются при увеличении уклона газопровода (« > 0). Эти величины уве-
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личинаются, если уклон уменьшается Следует отметить, что 
изменение расхода, зависящее от уклона, происходит более интенсив
но, чем изменение давления и скорости.

Фиг. 3.

I ак, например, если при а — 0 расход ранен 54к>Усек, то при 
~ — 5 расход раней 31 кг;сек. а при л= 5' рас՝ од увеличивается
до значения 75 кг сек.

Очевидно, то на изменение газодинамических величин влияет 
также соответстзуиЯций подбор закона изменения температуры.

Ереванский юсудар гаекиг/н 
университет Поступила 7 VI 1974
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Ա մ՝ փ ո փ ո ւ մ

Հոդվածում րննարկվու մ կ իրական (մածուցիկ) դաղի ստաւյիոնտր, >՚չ
իրիե(1մ շարժ ու մր դլանային երկար դա դա մ ուղում, դա դամ ա դի * օրի դոնի նր- 
կաւոմամբ ունեցած թեբութ յան անկյան ադղեցութ յան հաշվառումով:

Շարժման ոչ իզոթերմ րնույթր պայմանավորված Լ դադի ջերմաստիճանի 
վւհփոխությամբ կախված ներքին և արտաքին էդ ա տձա ո.ն ե ր ի ց: ձետաղոավտձ 
են շարժման լա մին ար ե տուրբոլյենսւ դե։դրերր: Որոշված են դադի ճնշման, 
արազւււթյան, խտության և ելրի փոփոխմ՝ան օրենրներր դադամուդի երկարա- 
քյամբ, կախված նրա թերության անկյունից I։ դադի ջերմաստիճանի ւիուիոիւ - 
Տան Օրենքից:

հնդրի գործնական նշանա կա թ յ»>նր մեծանում Հ /եոնա ւին էէեյեհի ունեցող 
ւխյրերի համար, որոնցով անցնում են երկար ղադա մ ո ։ դն երր ։

հնդրի յուծումր I։ հաշված թվային օրինա կր ցույց են տա քիս, որ դադա- 
ժէււդի թերության անկյոէնր ե դադի շարժման ոչ իզոթերմ րնււպթր Լ ա կ ան ււ ր ե , 

> 1ն ազդում դադս դինամիկական մեծությունների վրա։

STATIONARY N С N 5 С T I Eh MAL MOTION OF RFAL GAS IN 
A LONG GASPI P NG, CONSIDERING THE INFLUENCE OF THE

LINE PROFILE SLOPE
G. A BABAJANiAN

S и ni in ary

The paper discusses a .ilation-iry onc-diinensioiu. non-isothermai 
motion of real gas in a long gaspiping, considering the iniluence of the 
line profile slope. Both laniie.ar and turbulent regimes of gas motion ar 
examined. The laws of variation in pressure, density, velocity and ։Tow 
fa’.e along the gaspiping, depending on its Hope and gas temperature 
are revealed.

A specific numerical example is presented .or the temperatur. va
riation law given linearly. The solution and th - numerical example show

I that the line profile slope ai d the variable gas temperature essenti'.Hy 
influence the motion parameters.
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И. Е. САРКИСЯН. М. М. МАРТИРОСЯН

ВЫНОСЛИВОСТЬ ОРТОГОНАЛЬНО АРМИРОВАННЫХ 
СТЕКЛОШПОНОВ ПРИ ЦИКЛИЧЕСКОМ ПЕРЕГИБЕ

Исследование выносливости топкой ленты из конструкционны: 
материалов в условиях нагружения, соответствующих циклическом 
перегибу, представляет определенный практический интерес [1,2].

В настоящей работе проведено экспериментальное исследоващ 
деформационной выносливости стеклошпонов тина СВАМ при цикл: 
веском перегибе в зависимости от анизотропии механических свойс1 
и типа связующего материала, частоты перегиба и степени предвар: 
тельного натяжения образца.

1. Методика испытаний

В качестве материала для испытаний были использованы стекл 
шпоны на эпокси-фенольном и бутвар-фенольном связующем с соотн< 
шепнем волокон в ортогональных направлениях Г.1. Число слоев mnoi 
были 18*(по  9 в двух ортогональных направлениях). Фактическое cooi 
ношение волокон колебалось в пределах от 1:1.5 до 1:1.3. Диаметр стек-| 
ловолокна 13.1 ; 13.8 микрон. содержание смолы в шпоне 22.0 : 24.6"..

Образцы для испытаний имели форму прямоугольной полоски 
размером 150 10 X •> льи, где с толщина шпона. Толщина ՛> коле
балась в пределах от 0.162 до 0.317 мм в зависимости от листа и 
типа связующего.

Для исследования влияния анизотропии образны вырезались 
в трех направлениях в плоскости листа, которые с направлением 
волокон составляли угол ? = 0г, 22.5 и 45 .

Деформативяые и прочностиыс свойства стеклошпонов ври прос
том растяжении (табл. 1) определялись по данным испытания 5 образ՛ 
цов в обычных условиях среды на разрывной машине ЦДМ-500 при 
постоянной скорости перемещения захватов v ’.() мм'мин. Деформа
ции при растяжении определялись проволочными тензодатчиками со
противления с помощью электронного измерителя деформации АИД-IM.i

Как показали сравнительные испытания, по своим механическим 
свойствам стеклошнон мало отличается от листового материала. 
’Гак, например, прочность шпона на растяжение на 2 : 7" с выше проч
ности листа толщиной 5 мм, спрессованного из тех же шпонов мето
лом горячего прессования.

Усталостные испытания проводились при режимах так называе
мого жесткого нагружения, koi՛да в процессе испытания постоянным 
сохраняется амплитудное значение угла перегиба. При этом в процессе 
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циклического деформирования дли разупрочняющегося материала мо
жет произойти уменьшение прилагаемого изгибающего момента.

.Механические свойства стсклоипзонов при статическом растяжении

Таблица /

■

Тки

связующего

Угол е 
направ
лением 
волокон 
?. ։род

Механические 
характеристики

Результаты статистичес
ком обработки данных п>՜՛ 

пределу прочности т„.

предел проч
ности '3,.

>:гс;'мм2

модуль уп
ругости Е.

К 1C мм-

с редисе квадрати
ческое отклоне
ние, KtC мм-

коэффи
циент ва

риации, 0 „

Эиохси- 0 64.40 2480 2.03 3.15

фенольное 22.5 15.04 1060' 0.85 5.65
45 12..30 785* 1.69 13.15

Бутвар- 0 41.12 2350 2.71 6.61

фенольное 22.5 11.76 1300* 1.56 13.23
45 7 10 1080* 0.14 1.40

• Это отношение к дальнейшем будет упоминаться кик коэффициент (cTeiit.ni.) 
предварительного натяжении образца.

* По начальному линейному участку за виси,мости напряжение деформация.

Испытания проводились на приборе ДП-5 3 (фиг. 1), служащем 
для определения выносливости гибких листовых образцов из пластмасс, 
маталлической фольги и т. д. в условиях перегиба.

Образец закреплялся в зажиме, выполняющем попеременно вра
щательное движение к противоположные стороны нокру горизонталь
ной оси, совпадающей с- осью перегиба. Висящий вниз свободный ко
ней образца нагружался грузами, придающими образцу предваритель
ное натяжение.

Угол перегиба образца (угол поворота зажима) в опытах варьиро
вался в пределах до 90' и установился с точностью 1 .

Испытания проводились при частоте 95 и 235 иикл мин. Эти 
значения являются промежуточными между частотами, характерными 
для мало-и многоцикловой усталости стеклопластиков. Последние же. 
е основном, определяются соответственно на базе 10‘ и 10$ циклон 
нагружения. С учетом этого база испытании в данной работе ограниче
на 10л циклами.

В процессе экспериментов исключались остэиоики и другие пере
рывы, могущие влиять на результаты испытаний.

Для каждой серии испытаний отношение величины постоянной 
растягивающей нагрузки Р к величине нагрузки Р., . разрушающей 
образец при статическом растяжении7 . оставалось постоянным и со
ставляло

К = р- 0.024, 0.02« и 0.122 
С'Г



Фиг. 1. О6։ций знд устлиоики для испытания материалов на пл>.- 
лическяй симметричный перегиб.

При этом, к.к показывают рас четы, напряженное состояние мате- । 
риала :1 образцах, продольная ось которых совпадает с направлением 
стекловолокон в шпоне, характеризуется коэффициентом асимметрии 
цикла, равном 0.96 и 0.98, соответственно, для шпонов на эпокси- и 
бутвар-февольном связующем.

Установка обеспечивала одновременное испытание трех образцов 
при одинаковом угле перегиба 0 и коэффициенте предварительного на
тяжения К.

Количество образцов, испытанных на одной точке (при заданном 
угле перегиба 6), определялось степенью разброса экспериментальных 
данных и составляло 3 8.
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В целом для данной работы было испытано 230 образцов.
Испытания проводились ■։ закрытой камере в нормальных у сло

ях температуры и влажности.
Повышение температуры материала в рабочем сечении образца 

процессе циклического деформирования обнаружено нс было, 
процессе усталостных испытаний определилось число циклов Л до 
зрушения образца в зависимости от амплитудного значения задава- 
юго угла перегиба О и степени предварительного натяжения К.

Статистическая обрдботка экспериментальных результатов произ- 
цилась по методике малого числа измерений [3].

2. Обсуждение результатов испытаний

Зависимость между числом циклов до разрушения и амплитудным 
мычением угла перегиба для фиксированной ориентации ф и предвари
тельного натяжения в полулогарифмической системе координат оказы
вается линейной (фиг. 2 5).

Кривые Велера для исследованных с геклошпонов, независимо от 
типа связующего, частоты перегиба и угла между направлением 
армирующих волокон и плоскостью перегиба, описываются уравнением 

а Ь1$ Л’
где а и Ь параметры, определяемые из опыта, зависящие от указан
ных выше факторов.

В табл. 2 помещены значения параметров п и 6 для всех 11 серий 
испытан ий.

На приведенных в статье усталостных диаграммах точки соответ
ствуют среднеарифметическим значениям 0 и .V, а графики построены 
по корреляционным ур.л нениям, вычисленным на основе кеосреднен- 
яых результатов каждой серин испытаний. В табл. 2 помещены коэ<:։-

Ч'пблица 2
Коррелицииннын уравнения эанисичистн 9 1«;Л՛՛

Тип свя
зующего 
СТОИЛО*  
шпона

Угол в։иреп
ки образца 
с накрав, 

волокон
Г.

Коэффициент 
степени пред
варительною 

напряжения, К

Частота
ПгрС1 ибп, 

. .ни«

Параметры хорр՛ 
ур-ния *1  «

ЛЯЦИО111Н1Г0 
ъ 1« л-

6 г

0 0.02*1 95 65.607 8.547 -0,960

0 0.020 95 58.701 7.468 -0.999
22.5 0.029 95 103.101 13.423 -0.999

диис к и-
45 0.024 95 128.(172 15 552 0.999

фонольнов 45 0.029 95 126.313 16 313 (1.955
45 0.122 95 86.864 10.050 -0.997
45 0.122 285 93.804 10.869 -0.997

0 0.024 95 73.083 <8.834 - 0,9.87
Бутжар- 0 0.02> 95 69 '.32 8.772 0.995

фенольное 22.5 0.029 95 108.052 13.072 - 0.986
45 0.С29 95 117,738 11.655 - 0.9' 2
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фициенты корреляции г зависимости между 0 и \-gN- Отношение крм | 
терия линейности к его основной ошибке колебалось от 0.125 до 0.795,11 
что свидетельствует о существенной линейности зависимости Велера.»; ,

Линейность зависимости / и о 1д/У (/ и з соответствен*«  | 
ио, прогиб и максимальное напряжение в рабочем сечении образца) для! 
листового СВАМ-а и большого числа стеклотекстолитов установлен։! 
как в испытаниях на жесткий [4, 5], так и на мягкий режим плоского! 
изгиба [6]. Кривые Велера состоят из двух линейных участков. Точн։1 
перелома графика, характеризующая в этих опытах предел вынесли-! 
пости материала, соответствует 10' - 10" циклам нагружения. Исклю-1 
чениё составляет случай изгиба образцов, вырезанных в направлений!| 
волокон, при котором предел выносливости не наблюдается даже ։.| 
базе 10՜ циклов |4, 5].

* Угол наименьшей жесткости зависнэ от соотношения волокон. В частности, 
для ортогонально равнопрочного стсклошпона этот угол район 45’

Рассматриваемые здесь испытания, подтверждая линейный характер! 
усталостной зависимости & А, вместе с тем указывают на отеуг|| 
с 1 вис предела выносливости стеклопластиков при циклическом пере!| 
гибе на базе 10?1 циклов независимо от угла между направлением но! 
локон и плоскостью деформирования.

Анизотропия прочностных и деформативных свойств исследован'! 
пых стеклошпопов влияет на выносливость лишь с количественной стоI 
ромы. I

Кривые, представленные на фиг. 2. выражают число циклов сим'| 
метричиого перегиба до разрушения в зависимости <н анизотропия! 
материала и значения угла перегиба 9 (при постоянном коэффициенте! 
степени предварительного натяжения). Эти кривые свидетельствуют об! 
относительно большей выносливости материала по мере приближении! 
угла между направлением стекловолокон и плоскостью циклического! 
перегиба к углу наименьшей жесткости материала1'. Например, пр«1 
.'V,, ֊ 101 циклон угол перегиба 0 для образцов ориентации. ? 0՝ при*!  |
мерно в два раза больше, чем угол перегиба образцов, вырезанный 
вдоль волокон. Однако, следует также иметь н виду, что с увеличе
нием числа циклов до разрушения разница в значениях угла перегиба 
несколько уменьшается .

I1езависимо от долговечности излом образца происходит внезап
но в течение полуцикла перегиба. Однако, следы начала макрораз- 
рушения, начинающегося сначала в смоле, наблюдаются надолго до 
излома образца.

Влияние величины коэффициента предварительного натяжения об
разца на его выносливость было исследовано при испытаниях образ
цов всех трех ориентаций на стеклошпонах с эпокеи-фенольным и бу- 
1՝на р-фенол ьпым связующи м.

На фиг. 3, для иллюстрации, приведены усталостные диаграммы 
испытания образцов, вырезанных при т 45 .
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Фяг. 2. Влиячк’ анЯЗОГранин свэйсгя с гсклошпонп на деформационную таноели- 
иоеть при циклическом перегибе. (('пяяующее—-апоксн-фенолыюо, К — Р.О?-՜՝, 
частота перегиба 95 цикл-.инн).

Фиг. 3. Влияние предварительного натяжения (связующее »иокги-ф։ полыни , частот.։ 
перегиба М5 цикл .ми«>

Как видно из сравнения значений параметрон а я табл. 2 и гра
фиков на фиг. 3> для образцов. одинаково ориентированных относитель
но направления волокон, изменение коэффициента иреднарительного 
натяжения в небольшом интервале ( 20°'<| от некоторого среднего зна
чения) мало влияет на величину угла перегиба '• и приводит к некото
рому почти поступательному перемещению отрезка прямой 1<< Л' на 
плоскости координат. Более сильное изменение коэффициента А су
щественно изменяет наклон усталостной диаграммы. I (апример, уве
личение коэффициента предварительного натяжения в 4 раза вызывает 
уменьшение угла перегиба С от 28 до 161' , (па базе числа циклов раз
рушения от 10՜ до 10' циклов).

Влияние типа связующ его неспособность стеклошпбнов сопротик- 
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литься циклическому перегибу Сияло выявлено в испытаниях образии 
полосок, по-разному ориентированных в плоскости, при двух знач 
ниях коэффициента К (табл. 2).

Установлено, что, если соблюдается одинаковая степень прелк 
ригельного натяжения, выносливость стеклошпонон на бутвар-фенол! 
ном связующим оказывается существенно большой по сравнению с па! 
носливостью стеклошпонон на эпокси-фенольном связующем. В чаем 
НОСТИ, ЭТО ВИДНО ИЗ (риг. 4.

бш, '1 Влияние тшм связующего (частота перегиба —45 }»««.։ ли«).

Фиг. 5 Влияние частоты перегиба.

На фиг. 5 приведены графики зависимости Велера, иллюстрирую
щие влияние частоты циклического перегиба на выносливость образ՛ 
нов стеклошпоза на эпокси-фенольном связующем, вырезанных в диа՛ 
тональном направлении (К՜ = 0.122,1. Как следует также из табл.2, уве-
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лнчение частоты перегиба в 3 раза практически не изменило характера 
усталостной диаграммы, но привело к некоторому повышению сопро
тивляемости материала.

Выводы. 1. Установлены линейный характер зависимости 9 1֊հ .V 
и отсутствие „истинного“ предела выносливости ортогонально равно
прочных стеклошпонов СВАМ при циклических перегибах на базе 10 
циклов независимо от угла вырезки образца с направлением волокон, 
типа связующего и частоты перегиба.

2. Деформационная выносливость стеклошпонов увеличивается по 
мере приближения угла между направлением волокон и плоскостью 
деформирования к углу наименьшей жесткости материала (при относи
тельно одинаковой степени предварительного натяжения образца).

3. При одинаковых условиях циклического перегиба стеклошпоны 
на бутвар-фенольном связующем обладают относительно большей де
формационной выносливостью, чем стеклошпоны на эпокси-фенольном 
связующем.

4. Увеличение частоты перегиба в 3 раза практически не меняет 
характер усталостной диаграммы, но приводит к некоторому повыше
нию сопротивляемости материала деформации симметричного цикли
ческого перегиба.
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II. մ փ ո փ Ո է մ

Քննարկվում են СВАМ տիպի սւպակեշպոնների դի մ Ш դր ո դա կ ան ու թ յան 
փորձնական ուսումնասիրության արդյունրներր ւյի կ/իկ Հոման դեպրում կախ- 
ծավ նյութի մեխանիկական հատկությունների անիզոտրոպիա լից, խե<քի տի- 
^ՒՏ' ձոման հա.\ախականո,թ/ունից և նմուշների նախնական ձդման աււաի- 
ճանից.

Փորձերի Համար սդտադործվել են Լպ о բ и ի ֊!ի են ո լա (ին և ր ո , տ վա ր - ֆեն ո ֊ 
/ային խեմերի վրա պատրաստված ապակեշպոններ, նմ ուշների երկայանա֊ 
կան աոանցրներր թե/իկների ուղղության Հետ կազմել են (Р, 22.5՜ ե 15՝ ան- 
կյուններր: Հողնածության ուսումնասիրության փ է,րձարկո, մներր կատարվել 
են կոշտ րեոնավորման ոեմիմի պա յմ աններում, 95 ե 285 ցիկ[՝րոպե Համա֊ 
խականությամր, Նմուշի ծոման անկյունր փորձերի րնթացքամ փոփոխվել Լ 
2?°֊ից մինչև 90',
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RESISTANCE OF ORTHOGONAL REINFORCED LAMINATED 
GLASS-FIBRE SHEETS TO CYCLIC TWISTING

N. S. SARKISIAN. M. M. MARTIROSIAN

S u m m a r y

The experimental results of investigation on resistance of laminated 
glass-fibre sheets of the CBAM type to cyclic twisting, depending on 
anisotropy of mechanical properties and the type of the bending mate- 
rial, twisting frequency and the degree of preliminary tension, are pre
sented.
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И. Е. ПРОКОПОВИЧ. Ю. А ШАФРАНОВСКИЙ, А. ЛИННИК

О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ ПРИМЕНЕНИЯ ТЕОРИИ 
ПОЛЗУЧЕСТИ К РАСЧЕТУ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ 

КОНСТРУКЦИЙ НА ДЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЛУАТАЦИОННЫЕ 
ВОЗДЕЙСТВИЯ*

Задачи научно-технического прогресса и высокая степень экспери
ментально-теоретической проработки [1] заставляют считать настоя 
тельно необходимым более широкое внедрение результатов теории пол
зучести бетона в практику проектирования. По мнению авторов, для 
»того, прежде всего, необходимо:

1) уточнить путем статистической обработки возможно большего 
массива экспериментальных данных начертания исходных семейств кри
вых ползучести бетона при сжатии, полученных в условиях постоянных 
напряжений, температур и влажностей окружающей среды, то есть в 
условиях исходных режимов;

2) выбрать выражения для аппроксимации исходных семейств 
криных ползучести бетона и разработать расчетную методику назна
чения величин соответствующих параметрон.

Поскольку феноменологическая теория испол ьзует принцип нало
жения,то основным требованием, предъявляемым к аналитическим выра
жениям для описания меры ползучести, является их наиболее полное 
соответствие исходным экспериментальным кривым.

Ввиду недостаточной проработки вопроса о количественных опен
ках такого соответствия, весьма полезно использование хотя бы каче
ственных оценок. Выполнение многочисленных расчетов показало, что 
з этом смысле удобна оценка [2]

^С(Сч.)
<4 01 (а)

Эта оценка записана, исходя из известного положении о том. что после 
снятия длительно действующей постоянной нагрузки происходит упру
гое последействие, уменьшающее величину деформаций, накопленных 
ранее.

Желательно, чтобы выражения, выбранные для описания мер пол
зучести, допускали решение основных интегральных уравнений в ана
литической форме.

Предполагается, что выполнение намеченной программы создает 
базу, необходимую для составления таблиц, позволяющих рассчитывать 
конструкции при длительных воздействиях с учетом влияния свойств и

* Заметка печатается в порядке обсуждения 
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соотношений исходных материалов, условий хранения и приготовления 
бетона, а также условий эксплуатации.

1. Для решения первого вопроса одним из авторов, совместно с 
М. М. Заставой, проведена систематизация и статистическая обработка 
результатов большого количества экспериментов, выполненных в усло
виях исходных режимов советскими и зарубежными исследователями 
и относящихся к ползучести при сжатии. Учитывая, что во многих 
случаях целью практического расчета является картина напряженно- 
деформированного состояния конструкции после окончания процесса 
ползучести, рассматривался период действия нагрузки, равный 2000 су
ток, то есть период, на протяжении которого практически происхо
дит затухание длительных деформаций.

Прежде всего выполнен анализ пределои применимости выраже
ния для меры ползучести [4]

С((. .)- н(т)./(/֊у) (1.1)

основанного на гипотезе об аффинном подобии кривых ползучести об
разцов бетона, испытанных в условиях исходного режима при сжимаю
щих напряжениях, не превышающих 0.5 Оказалось, что кривые 
ползучести бетона практически аффинкоподобны в случаях, когда за- 
гружение производится при ;։ >■ 20 суток, то есть когда нагрузка 
прикладывается к достаточно зрелому бетону [5]. А из этого следует, 
что в области условно линейкой ползучести выражения типа (1.1) мо
гут применяться при расчете бетонных и железобетонных конструкций 
на воздействия как эксплуатационного, так и монтажного характера, 
иначе говоря, на все воздействия, вызывающие напряженное состояние 
в достаточно зрелом бетоне.

Таким образом, при 20 суток задача изучения начертания 
исходных семейств кривых ползучести бетона свелась к изучению на
чертания кривых, соответствующих н(՜-) и /(/ — “)•

Па фиг. 1 показана эмпирическая линия регрессии зависимости 
/(/ 28) для эталонного бетона, построенная на основании статисти
ческой обработки результатов 1220 исследований. В качестве эталон
ного, применительно к предложениям Л. Е. Десова, принят бетон с 
такими уровнями факторов влияния: портландцемент марки 500; гра
нитный щебень; ВЦ- 0.55; содержание цементного теста 20%; Зен б ри- 
рование; твердение в естественных условиях; ". 28 суток- марка бе
тона М-400; относительная влажность воздуха 70%: г 1 = 0.20;

4֊=0Л 
"р

Обработка накопленного экспериментального материала показала 
наличие влияния на очертания кривых, соответствующих/(/—А раз
меров поперечных сечений образцов только при величинах обратного 
гидравлического радиуса г 1 0.2(< 20 20 см). У таких образцов при
уменьшении поперечного сечения скорость деформаций ползучести на 
начальном участке увеличивается.
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Фиг. 2. Графики функции Н (т) для бетона, изготовленного па портлаид1,еченто

Детальная обработка собранных экспериментальных данных не 
позволила выявить каких-либо факторов, влияющих на начертание кривом 
н(՜). кроме скорости твердения цемента. На фиг. 2 нанесена эмпири
ческая линия регрессии функции Н(“), характеризующей старение бе
тона, изготовленного на портландцементе.

Н(:)= Н(-) С,(<-с, 28), Н(28)=1 (1.2)
где С,( ՜, 28) предельная мера ползучести эталонного бетона.

На фиг.1 и 2, в целях сопоставления, показаны и кривые /(/—-х) 
и Н(т), построенные согласно рекомендациям ЕКБ [6].

Величина С'.( , 28) определена путем обработки результатов 
296 опытов, выполненных на образцах из тяжелого бетона, и оказалась 
равной СЛ՜՜-, 28) = 6.3610՜'՛ елг кг. Для бетонов с уровнями факто
ров, отличными от соответствующих эталонному, величина С{ ՛• , 28) 

5 Илвестии АН Армянской ССР. Механика, V: 3
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подсчитывается путем умножения С.(со, 28) на произведение коррек
тирующих коэффициентов [7].

2. Па фиг. 1 и 2 показаны также кривые, построенные по формулам

/(/ — -) =- 1-0.85 -) = 1 _.е-о«би-.) (21).

Й(?)-0.50Ч 0.70 е'0013' (2.2)

достаточно хорошо соответствующие эмпирическим линиям регрессии,, 
обеспечивающие՜ выполнение условия (а) и позволяющие, в частных 
случаях, получить решения основных уравнений ползучести в аналити
ческой форме.

В соответствии со сказанным мера ползучести при сжатии бетон
ного образца, характеризующегося * размерами ^поперечного сечении, 
удовлетворяющего условию г 1 0.2, изготовленного на портланд
цементе и загруженного при '1 28, суток, .может быть представлена
в виде

с= (С,+ Ле՜”) [1 -Йе՜’'*'՜”] (2.3>

Если это выражение переписать несколько иначе
С((, г)= Со[1-Ве-’^'Ч + Лве՜11՜’* |е"!>; - е՜"'|

то нетрудно заметить, что оно достаточно близко к формуле для меры 
ползучести, построенной в [8] путем рассмотрения реологической мо
дели стареющего тела. В частности, для образца из эталонного бетона

С(/, ?)*- (З.о 4֊ 4.2е՜00’2 ) [1—(2.4) 

где В — 0.85 или В1.
Для образца из бетона, отличного от эталонного,

С, = 0.5-С(со, 28), А =0.7-С(по, 28) (2,5)

Как будет показано дальше (табл. 1), при вычислении предельных 
величин коэффициентов затухания напряжений п условиях стационар
ных вынужденных деформаций А7(оо, 28) величина 5(0.85=^5^1.00) 
существенно не влияет на результаты. Однако, принятие 5<1,тоесть 
выделение скоропроходящей части деформации ползучести, хотя и при
водит к более сложным расчетным формулам, но позволяет лучше ап
проксимировать экспериментальные данные при рассмотрении конечных 
периодов деформирования.

Недостатком формулы (2.3) при В 1, имеющим, по сути дела, 
формальный характер, является то, что она приводит к неравенству 
С(/, О¥=о.

От этого недостатка можно освободиться, если отнести скоропро. 
ходящую часть деформаций ползучести к мгновенным деформ л циям. 
то есть если представить выражения для полных относительных де
формаций в виде
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г(Л-)-=4֊ -Г Н(т)(1֊е-’'|'-’|| (2.6)
£ (т)

где

£(,)=;С)£е). *ь,+а^)(-Д)՛ *в) = «*<о (2.7)
Представление 1(6 т) н форме (2.6) рационально еще и потому, 

что при практических расчетах железобетонных конструкций обычно 
используется модуль упруго-пластических деформаций, го есть модуль

Фиг. 3. Экспсрнмечтальнме ■ тгирегические (2.3) жрипые ползучести 6« тона при сжатии

Для иллюстрации возможностей выражения (2.3), а следователь
но, и (2.6), при изучении деформирования на конечных периодах вре
мени на (риг. 3 показаны экспериментальное семейство кривых ползу
чести бетона и соответствующее аналитическое описание. Эти кривые 
получены путем испытания образцов размерами 7'< 7 70 ел։, изго
товленных из бетона состава 1:1.32:3.86 по несу, изолированных от 
влагопотерь и загруженных нагрузкой, соответствующей 0.3 А’пр. На 
фиг. 4 приведены аналогичные кривые для таких же образцов из ис
ходного раствора, то есть цементного раствора состава 1:1.32. Болес 
подробно эти опыты описаны в статье |9|.

Для аналитического описания кривых на фиг. 3 и 4 применялась 
формула (2.3) при величинах коэффициентов:

для бетона: Со 1.078 10 ' слг. /к։, А 1.582 10 Г'слг!к1
] = 0.025 1/сут, .։ 0.03 1 сут, В 0.6, £(28) = 4-10։х։/с.и2

для раствора: С'о — 3.225-10 см՛ к։, А — 8.35-10 ’’с.м'/лч
1 = 0.035 1/сут, 7, = 0.02 1/сут, В =- 0.76, £(28) = 2.64 • 10։ х։/слг
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Фн 1. Экспериментальными герретинеекие <2.3) кривые ползучее1 и pucruopa при 
сжатии

3. Таким образом, при записи .интегрального уравнения релакса' 
ции удобно представить характеристики деформативности бетона со
гласно (2.6) и (2.7). В этом случае интегральное уравнение релаксации 
принимает вид

/
io-ад! nt,-)d- st/՛ ։зл)

J </' 
"|

причем j(O - напряжения. развивающиеся после проявления упруго
мгновенных деформаций и скоропреходящей части деформаций ползу-՜ 
чести: эти напряжения связаны с напряжениями упруго-мгновенной 
задачи -՝(/) формулой

?ю = 4i)s(o о.?»

Интегральное уравнение (3.1) при удельной относительной дефор
мации oU> ") согласно (2.6) и E(f) — const может быть сведено к диф
ференциальному уравнению второго порядка с переменными коэффи
циентами.

Если для сокращения записи ввести обозначения

: = —, с = ЕС'а, а = ЕАе ՝ (3.3)

то это дифференциальное уравнение имеет вид

н.!1-й(0£-(О-г i-f^- = 0 (3.4)
<7/։ । £.(оо) «•
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и должно решаться при таких начальных условия: :

dt (3.5)

где 5(4) напряжения упруго-мгновенной задачи, ■возникающие в мо
мент введения вынужденной деформации

При стационарных вынужденных де формациях решение уравнения
(3.4) с начальными условиями (3.5) может быть представлено формулой

**(') = ’(•>)[ 1 .6’(« । с) /(-,)
(1 — c)v ( ос 1

ПО) Л/ - -,)/< (f (3.6)

где

К(( з) = ехр

F(t

2--1 In ~
i(i В)

B}֊ BA ■ )| Jv (_. )֊ V(/)| 
Be >( 7' )] v(r. ) ( ] — B}

'(/)
(3.7)

[ui в} в՝вц >1
11 4-; -Вс v( — )][1 — 2- —

_)__ v U)
B\'d՜. )

4֊

/••(0) - 1 4- J—-----4^- Я
[1 4- a t Be >(:xj)j

В) -/Ъ~г )] [2c(1 B) g7( )]

[1—; ВсЧ^>)|[1

Из (3.6) следует формула для

'2; -I- Вс v ( го)] 

напряжений в момент t —

(3.9)

(

1 £1° + с>_Ф.)_Л0> I
(1 -г сЬ( от I

(3.10)

Cootветстнующ и й кофф ици ен г 
формуле

затухания напряжений вычисляется по

Н* < -■-՛ > = (3.11)

В случае 8 — 1, то есть при отнесении скоропроходящей части пол
зучести к длительным деформациям найдем

где

»♦ (i) = = (--. 1 '1 a-^
1 ֊ c

/1(0) -F^f- (3.12)

Fy{l -j) = exp*—*1(1 c)((— -,)֊ — и- (3.13)1



70 К. Е. Прокопович, Ю. Л. Шафраповскнн, А. С. .Чинник

ае , сге '
1 > с-|֊= : (1-с-4-:)(!֊• с֊|2;) (3.14)

_____ ц ;___________________
1 +с е ’ (1 с - :)(!-• с-Ъ) (3.15)

Формула (3.10) примет вид

о*(оп) = з(т։) 1֊—Г։(0)
1 тс

(3.16)

Если ц (3.12) (3.16) положить *։ то придем к известным 
формулам [2].

•I иг. 5 Экспериментальные и теоретические (3-6) криаые релаксации напряжений н 
сжатых бетонных и растворных образцах

В табл. 1 приведены величины коэффициентов затухания напряже
ний /■/(», 28). подсчитанные согласно изложенному выше для элемен
тов из эталонного бетона, а также по теории упругой наследствен
ности (ТУН) и теории старения (ТС).

Таблица 1
Величины коэффициентов затухания напря
жений Н(<х>. 28) для эталонного бетона

Теория Характеристика 
аппроксимаций Н. (а .28)

В 0.85 0.256нтс В 1.00 0.228
В = 1.00; * 0.277

ТУН V 1.8« 0.346тс ¥ = 1.89 0.151
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Для проверки соответствия опытным данным результатов расчетов, 
выполненных по формуле (3.6), использованы кривые релаксации, изо
браженные на фиг. 5 и построенные одним из авторов. Кривые отно
сятся к образцам 7 7-70 см, изготовленным из бетона и из рас
твора, характеризующихся кривыми ползучести, показанными на фиг. 3 
н 4 и приведенными выше коэффициентами. Образцы в течение 168 су
ток находились в условиях вынужденных деформаций, вызвавших в 
момент за1ружения ". — 38 суток сжимающие напряжения т 0.3/?„ր 
в сохранявшихся постоянными но времени путем соответствующего 
сбрасывания нагрузки.

Выводы

1. Если сжимающие напряжения приложены к бетону в возрасте 
т։ 20 суток, то есть приложены к достаточно затвердевшему бетону, 
то исходные кривые ползучести аффннноподобны. Расчеты бетонных 
я железобетонных конструкции на длительные воздействия эксплуата
ционного характера могут выполняться на основе представления меры 
ползучести в форме (1.1) и, в частности, на основе (2.3).

2. При размерах поперечных сечений элементов бетонных и же
лезобетонных конструкций, удовлетворяющих условию г ’ <Հ0.20, ме
ра ползучести бетона при сжатии может приниматься согласно фор
мулам (2.4) и (2.5), последняя из которых учитывает влияние свойств 
и .соотношений исходных материалов, условий хранения и приготовле
ния бетона, а также условий эксплуатации.

3. Формулы (3.6) и (3.10), построенные на основе аппроксимации 
(2.3), достаточно достоверно описывают процесс релаксации в сжатых 
бетонных образцах. Следовательно, выражение для меры ползучести 
(2.3) может с успехом применяться при медленно и монотонно убыва
ющих напряжениях. Дополнительный анализ показал, что (2.3) приме 
нимо и в случаях медленного монотонного возрастания напряжении с 
последующим возможным уменьшением.
Одсссиий инженерно-строительный
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Ա մ փ ո փ ո ւ մ

երկարատև շ ահ ա ղործ մ ան րնթացրում աղղեցութ յունների որոշման հա
մար րետոնշա և երկաթբետոնյա կաոուցվածքների Հաշվարկները կա/ւող են 
կասւարվ ել րետոնի սողրի շավւր սողրի կորերին աֆինա յին Ն մ ան ո ւ // յ ան ձևով 
ներկսւյացնե/ո, ճանապարհովւ Այստեղ սեղմող լարումներ կիրառվում են բա
վական ամրացած րետոնի վրա (՜ » 20 ՕթԱ
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JLhtnhhp/i ■ tudutp npnfLtnid, »pithy [inibuil/mh I/inpiftn/>phLp/r >uttfihpp phn- 
ptipl^ni tl L'h ՝< ft tf f! in tf [ ji If tn If nth r ' 0.20 > Ui it at tjp qft .' in /у ш if in ft Л 11 L 4 n ։ fl jlilhn^t
flhq apmif bh нпАи/шЬ h tn/uh in If и Ai hpnflLpp ‘ittttnlffttfljttt.hhbpp h ՛<’///-
pmpbpntfl jitihhhpp, plitnnh/i npiiiiipuitiinil  tuh. ttfin'itimh h jirt'.mqnpbii mh nfUif- 
d iuhhlipp:

Unq/ijt /iii ui L qpiu1 • ttti/iuninftnttl'IiLpfl [nttittulp ■ /uthifu/Л f pbinnbji iinqp/t 
/llllft/l I III d UI fl lllllUlgWpIflftufr ni/ltlttn ,'tll Jltllll fl ftl/Ъ tflpn/l 1/.JIJ flint nt dp II l> !/J if 111 Л 
p h tn tth ш j ph hd ntfiti /Г putn d uid ttthtltlf/i (ftipni dhbp/i fl nt / tn у d in'll tn d ui p uituf/iu 
/ '4‘n inlflipft li Iftupstq I, Inipnifm fl jmJ p If ft ft ui it </ /</ i/tuhtfinq It. in tint [tfiinhiu-
P'Hji ifi ti ф n jn ij n q [U/pnt dhLp/i .’ inti in fit

CALCl RATION OF REINFORCED CONCRETE DURABLE 
STRUCTURES (USING SOME ASPECTS OF THE THEORY OF 

CREEP)

!. E. PROKOPOVICH. Y. A. SHAFRANOVSKY

Summary

The calcula lion of concrete and reinforced concrete structures de
signed for prolonged operation can be made by presenting the creep 
measure oi concrete in terms of creep affinity. Here the compressive 
stresses are applied to ;։ sufficiently hardened concrete (at - ‘20 days).

Some recommendations are given on defining the compressive 
creep measure of c< ncrete for the elements whose cross-sections are chara
cterized by the inverted hydraulic radius, r ‘ 0.20. The effect of pro
perties and proportions of initial materials, the conditions of casting, 
storing and using concrete are taken into account.

The solution lo the integral creep equation isbased on the expres
sion suggested for the creep measure of concrete. It provides a complete 
pattern of the relaxation stress process in compressed concrete sapmles 
and can be successfully applied to slowly and monotonously changing 
s tresses.
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