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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ИЗГИБА УПРУГОГО ПРЯМОУГОЛЬНИКА 
С УПРУГИМ ТОНКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

В настоящей работе рассматривается плоская задача теории уп
ругости для прямоугольника, когда две противоположные его кромки 
защемлены, а в средней части прямоугольник усилен упругим тонким 
включением, расположенным параллельно защемленным кромкам. Вклю
чение представляется в виде припаренной к прямоугольнику достаточ
но тонкой полосы толщиной А, которая растягивается вдоль се осн 
сосредоточенной силой.

Исследованию напряженного состояния полуплоскости с упругими 
накладками на границе посвящены многие работы. Подробная библио
графия по этому вопросу приводится в работах Р. Муки и Э. Стерн
берга [1], Н. X. Арутюняна и С. М. Мхитаряна [2] .Некоторые задачи 
о растяжении упругих прямоугольников накладками рассматривались 
в работах |3, 4]. Во всех этих работах принимается допущение Э- Ми
лана [5], то есть считается, что упругая накладка находится в одно
осном напряженном состоянии.

Решение поставленной задачи осуществляется н перемещениях, 
которые представляются в виде рядов Фурье ио тригонометрическим 
функциям. Коэффициенты разложений определяются из полученных 
вполне регулярных бесконечных систем линейных уравнений. Следусч 
отметить, что некоторые другие задачи для прямоугольника с уси
ленными кромками или ребрами рассматривались в работах [6—8].

1. Рассмотрим плоскую задачу для прямоугольника (фиг. 1), 
когда две кромки (г/ = 0. у — '2Ь Л) защемлены, а посредине прямо
угольник усилен приваренным к нему упругим включением или на
кладкой толщиной А, которые растягиваются вдоль своей оси силой 
2Р. Остальные кромки прямоугольника считаются свободными от 
нагрузок.

В силу симметрии граничных условий мы рассмотрим только 
ПОЛОВИПу Области прямоугольника (0=Сл-е£а, О՝՜";/ /А), для которой 
граничные условия можно записать в виде: 
на защемленном крас

и(х, 0) —1»(х, 0) 0 (1.1)

на свободных от нагрузок кромках

Зх(°, .г/) -„/0, у) = 7, (а, у) - ‘^{а. у) 0 (1.2)

а на линии контакта с включением или накладкой по условии» сим
метрии имеем
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г«(х. Л) «о <1.3>

Из условия равновесия элемента накладки [2; на контактной линии 
у = Ь получим второе граничное условие

<*/' 2Р 2 Г . , 
л։" (1-4)

где Е. модуль упругости материала накладки, а / площадь попе
речного сечения накладки. 
При ятом

(1.5)

то есть один конец накладки свободен от нагрузки.
Как известно, перемещения а и V должны удовлетворять урав

нениям Ляме

Фиг. I.

(л '9 — ü 
дх

•- Ü (1։6)

ди fiv ... д՝ . д՝ 
— т •— , т
Ох Оу Ох Оу

лир— упругие постоянные материала прямоугольника. а напряжения 
выражаются через перемещения формулами

ч « Он , rt ov (ou , ди \ ..’. = >.д 2!֊—, -, /А ■ 2'1—. :1(— I• — ) (1.7)
дх Оу X Ох dy /

Решение уравнений (1.6) для перемещений и и v ищем в ни

и ֊ (.4vsh< {/ -î- ftk ch'if/-L Ck’t. у sh'x.j/
1-1

4- 'ч ( Ei.sh; д. x ֊ / ch _ x h *. xslr À. x 
A I

Dk'.ych ! . у} COS.' x.V •

/Д-;4. xch ,4x՛ cos;*y ֊

b0 (1.8)
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ос

V = [5; ֊ (3 — 4*) С>]5Ьл*у -ь [4* — (3 4*)А]сЬ чу 4
А-1

֊1 ЯМяф 8ПЧ// -г Сд/՝Х1/ сЬ ч.у^пЛд л

со
“2 (Их - <3 4*)Яа]сЬ7ах - [ГА - (3 — 4*)6\]$1пАх -

Ь=1

• •'■ -и х5Ьт* X -г 6',у4 хс117д.г &։П7Л// р.9)

где ■ *=£",'«, — к~1Ь, а '—коэффициент Пуассона материала

прямоугольника.
Используя граничные условия (1.1)— (1.5), после некоторых пре

образований получим следующие соотношения:

Аь = (3 ֊ 4*) йк, Е,- - (1 ֊ 2*) М

Вь -г йк/՝кЬ — (. < ; .'֊д.А с<Ь г֊к 6 (3 — 4*)] — О

Л Ь4ас1ЫдО + (1-2')] (1.10)

и совокупность уравнений из нос.ми бесконечных систем линейных 
уравнений

д.<1) _ у д(11 и
— /1 ‘ -.Л “л .

в-։.з...
3 “ V 

к ЗД...
(1-11)

1X1
1՝ <՛

л- Х4 .

=5

ч- 2
(1.12)

е1>.ч|)

т^ГХ...

03
-V </П'х<3М 

_1 Лх »1
^2.4....

-1^' 11.13)

г4,2> _х V с՛--' ц'-'
к . чк У .•։

г V 
1

4..~

(1.14)

е.
 

11
՜ м

«и

?'
՜։ X

со
у

‘ :.з

П>‘ у! И .- (1.15)

< =5

->-14....

> 1

1.-1 '5,

- ь՝: (1.16)
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I 3 — 4* ,
4-л (1 — V)

(1.29)

}2Д2 .
д* = (3 - 47)» - 4- 2>4 (3 ֊ 47) ель Л* Ь - -!^-г

5П‘>* Ь 5Ь% Ь (1.30)

В формулах (1.19) — (1.26) нечетному индексу к соответствует 
значение 7=1, а четному 7 = 2.

2. При исследовании бесконечных систем (1.11) 11.16) пользу
емся неравенствами

1- (1 - 7) 15| < -|- (1 ֊ >)^

!(!-•')?< 4)<(1-^7я?+
а также суммами рядов [9]

V _ а .> 'х <>( К0 \
И? 2 ‘ 1 “ &Ьт^/

Л... и;, -7*)- Зъ 2 ' 81пла

<0 • Ч / . -
V а .1 '*“ ( ! 1*"
д.՛------------------- ГТГ. — о------- с ‘<п~ ֊— ( 1 — -Т---------

/1=2.4 ՛՛ ՛; . 11 ’ 2

После некоторых преобразований для суммы абсолютных значе
ний коэффициентов систем получим следующие неравенства:

ЭС

«> -1.3,1-

27) — 
----------------- ; -

и« \
як ’^а '

(2.1)2 
т

1 1^1 < 
«-2,4.... т

$Ь 7^

£Ю

-1Д
га-2 га<-Т|1 + 0’«=2.4... I֊1

2И I
ЯП/дб I

(2.2)

кк > кЬ
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М
$Ь I кЬ

3 «?|+з |эдк֊Ч
п=2.4..^

-*ль  ̂

' к° 2 +2,‘ |
Докажем, что правая

с1п / ,6 (1 2>)

3 4՝>
бЬ /. Л а!

(1 2>)

(2.3)

(I-
'кь 

$Ь

(2.4)

часть неравенства (2.2) меньше 1 /п, то есть

1 (1 2֊.) Х- —Да * <1 -
бЬх X 2 бЬх

(2.5)

Из разложения функции сЬх в ряд Тейлора легко получить неравен
ство

2(сЬх 1)>Л"

зИ > кЬ

Умножив обе части этого неравенства на 2(1 •») х бЬ х и прибавив
к ним

I (1 2‘4֊^
бп х

получим неравенство (2.5).
Покажем, что правая часть (2.3) меньше единицы. Для этого за

метим. что при 0<*-<1 4 имеют место следующие неравенства:

(1
/ ' к Ь4.) 1-----,-Ц-

(1 4՝<и сНг > £.6
эЬ-А.б

л при 14<"'<С]2 следующие неравенства:

/ 1 X2> -г ( 1-2՛. —— >°\ 3 4 . /я1г/16

На основании утих неравенств, а также (1.29) и (1.30) легко ?.южно 
убедиться, что при 0 < > < 1 4 правая часть (2.3) меньше т 2. а при 

‘2 меньше Ь/г».
Аналогично можно доказать, что правая часть (2.4> меньше 1 ՝т. 

Легко видеть из (1.29), что 1 т или т 2 меньше единицы.
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Таким образом, из вышеизложенного следует, что полученные си
стемы линейных уравнений (1.11) (1.16) вполне регулярны.

Легко видеть также, что свободные члены этих уравнений ограни
чены сверху и для больших индексов имеют порядок убывания 4 
Следовательно, значения неизвестных коэффициентов, а также напря
жений и перемещений можно вычислить с любой степенью точности.

3. В качестве примера рассмотрим случай, когда накладка абсо
лютно жесткая, то есть 1 /Г։ = 0. В этом случае решение совокупности 
линейных уравнений, состоящих из восьми бесконечных систем урав
нений, сводится к рассмотрению четырех совокупностей уравнений, в 
каждую из которых входят две бесконечные системы уравнений, при
чем три из этих совокупностей уравнений дают нулевое решение, то 
есть

х'р = <9=^>==г‘«| = 0 (3.1)

а остальные неизвестные определяются из четвертой совокупности 
уравнений

У сЙ^.։‘ 
к — 

л —1Д.-.
^"=1 ед ед+ ед 

п ■ 2,•>....
(3.2)

Для получения расчетных формул для перемещений и, V и напря
жений з։ , подставим значения коэффициентов из (1.10), (1.17), 
(1.18) в (1.8), (1.9), используем (1.7) к произведем параллельный пере
нос координатных осей

х = х, а 2 у у, Ч- 62 (3.3)

то есть начало координатных осей х։, у} будет помещено 
левого прямоугольника.

После некоторых преобразований получим следующие

в центре

формулы:

_т 
27-па

1 °° 212>
-У ֊ -
2ХЧ4 . . 

2
2 2

яЬ >

4֊М1сЬ / (֊ I)4 ' I МО м со։'-^.+
Л"

2* I-

•/ С * * /У \ | 1
4--——сИ1-֊—) ֊,. X. яй-^А-, ( 1) а у^-(3.4)
11' ' / [ЛЯ

1 * 41 2)( 1)‘՜
^(х„.9։)= — У ----------7֊

2 Г-2.4 Л сЬ
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- sin>.x
та 1)

Դ֊հ Ги.... sh bl! 
2

ԼՃ 
2

X4a I
cth J sh -դյղ -fr- ^.x/ch -f.Xj jcos x, yx (3.5)

Հ (х„ ух) - 2ր -4-Ջ
— .—

ch
x/>
2

2-,
X.6֊Ւէհ

֊ I . Г/։ ch / у. sinX^Xj ֊
w

та 4
г

*-։
y?՝( DT

ish

Հ« Յէհ-^տհ 7ժն - Vfe-ն ch ֊..x.

«
7 (*u Ул) - 2’.‘ Z

Հ2>(-1)*'-

2eK
2

ՕԾ

1-2,
z/ 

2

k i

(3.6)

^'k!h~

I ^y-.^'.-yi sin X, x, 4- тау'Щ 1) '
‘2

k

i*1' i 
cl ; 2 $in ■; ^y (3.7)

■ 2cli -iL (1

Zx./> X b
—։h— ch/j/x ֊ 'Vvtsh ',yx ccs .

ы
CÜ 

֊2-‘S 
4-

ma y'.' (- 1> 2

... 2ձտհ-^-

Ն-«շ cth
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+ *,>*: кЬ соз 7А.У: (3.8)

В результате преобразования (3.3) правые части (3.4) — (3.8) 
оказываются четными или нечетными функциями от аргументов х, и ух, 
что позволяет вычислить их значения для области (0 л'։ -< а/2,

-С 6/2), а дальше, воспользовавшись ими, можно записать значения 
этих же функций и для остальных областей прямоугольника.

Произведен численный расчет при V 1/3 для нормальных и 
касательных напряжений па липин контакта с включением ( табл. 1 и 
2). а также вычислены значения нормальных перемещений н точках 
лежащих на свободном от нагрузок крас (табл. 3).

-у (х. 6) Та рЛ
Таблица 1

1 2֊ 5 10

0 ֊1.298 —4.572 ֊23.892 -88.288
0.1 -1.055 3.963 22.322 85.212
0.2 0.937 -3.672 -21.598 —83.8-14
0.3 0.885 -3.417 -20.950 ֊82.595
0.4 0.710 3.213 -20.382 81.450
0.5 0 0 0 0
0.6 0.740 3.213 20.382 81.450
0.7 0.825 3.417 20.950 82.595
0.8 0.937 3.672 21.598 83.8-И
0.9 1.055 3.963 22.322 85.212
1.0 1.298 4.572 23.892 88.288

Таблица 2 
1>) Та/рЬ

х/а
1 2 с 10

0 4.261 7.436 16.655 30.965
0.1 0.917 1.157 1.894 3.064
0.2 0.896 0.839 0.659 0.343
0.3 О.950 0.730 0.066 -1.051
0.4 0.995 0.692 0.233 -1.751
0-5 1.011 0.682 -0.310 1.971
0.6 0.995 0.692 -0.223 ֊1.754
0.7 0.95 0.730 0.066 -1.051
0.8 0.896 0.839 0.659 0.343
0.9 0.917 1.157 1.894 3.06-1
1.0 4.261 7.436 16.655 30.965
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Гач ли ца 3 
и <0. ч)

и/6
1 2 * 1 10

0.0 0 и
0.1 215 п 1Ьл ЗЯЧ 1.078
и 2 о ХМ 0 375 1 095 Зло9
0.3 0.459 □ сЮб 2.100 9.460
0 I 0.590 •Х8е8 3 »5 12.051

0 724 1.140 4.о! 17 041
0 6 0.8« 1.424 5 Й5 | •2.031
0 7 0Л82 1 -Яб 7.120 ) 26.622
0.8 1 114 1.917 4.125 I 30 413
0 •» 1.233 2 1СЬ Я .431 33 мм

,4« 2 ') 220 | .4 *»2

Из формул (3.7) к с 3.8) виднс, что для определения нор маль- 
кого напряжения ид заземленном к пас мс&ко воспсльзонатпся табл. 1» 
меняя только знаки, а значение хаслтельнс дприженкя на атом 
крае дается I .дбл. 2.

Как видно из риг. 2, касательные напряжения на линии контакта, 
а также на защемленном крае длн отношений I — Ь а 5; 10 в сред
ней части контакта меняют знз-, _ п֊я 1 = о и~ \ значение касатель
ного напрял нгч՜^- ■ лиши контакта имеет отнссяг
тельный максимум
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Отметим, что аналогичные явления были замечены в работе |10].
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A BENDING PROBLEM FOR A RECTANGLE WITH 
ELASTIC ENGAGEMENT

V. V. MJCAELIAN

S u m bi a r y

A plane contact problem in the elasticity theory is considered for 
a rectangle where its two opposite edges are fixed and its in: L->cc‘.ion 
is reinforced by an elastic stiffener arranged parallel to the f: •• cd res.
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A point force acts on one end of the engagement along its axis. The 
solution to the problem is found in displacements represented as Fou
rier's series by means of trigonometrical functions. The expansion coef" 
ficients are determined from the infinite systems of quife-rcqular equ
ations thus obtained. A numerical example is given for an absolute rigid 
stiffener.
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Г Е. БАГДАСАРЯН

О ДИНАМИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ПРОВОДЯЩИХ 
ПЛАСТИН В ПОПЕРЕЧНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

В настоящей работе на основе ।ипотез магнитоупругости тонких 
тел, предложенных ч работах [1, 2), рассматривается задана пара
метрических колебаний проводящих пластин и попе речном Магнитном 
поле. Получена формула для определения критических частот глав
ного параметрического резонанса. Исследуются влияния проводимости 
материала пластинки и интенсивности заданного магнитного ноля на 
области динамической устойчивости. Определено предельное значение 
напряженности магнитного поля, превышение которого исключает воз
можность появления параметрического резонанса.

1. Изотропная гонкая упругая пластинка постоянной толщины 
2Л помещена в поперечное магнитное поле. Упругие в электрические 
свойства материала пластинки характеризуются: модулем упругости 
Е, коэффициентом Пуассона •>, плотностью электропроводностью ՛. 
Магнитные и диэлектрические проницаемости пластинки и среды, ок
ружающей пластинку, принимаются равными единице. Токи смещения 
в пластинке пренебрегиются по сравнению с токами проводимости.

Прямоугольная система координат (х, у, г] выбрана так, что ко
ординатная плоскость (ху) совпадает со срединной плоскостью плас
тинки.

Пусть в плоскости (ху) пластинка подвергается действию равно
мерно распределенных по сторонам, параллельным оси оу, сжимающих 
усилий интенсивности pH) ■-/>,, р}со$Ч. До возникновения возмуще
ний в пластинке вследствие сжимающих усилий индуцируется электро
магнитное поле и поле упругих перемещений.

Оставаясь в пределах точности теории тонких пластинок, будем 
предполагать, что все величины, характеризующие невозмущенное сос
тояние, не зависят от координаты ֊. Тогда компоненты невозмущен
ных полей определяются из следующих уравнений электродинамики 
движущейся среды и теории упругости проводящего тела:

4^3 / Н3~Г 1^: (>121)л \ л /1
—------1--------( еоу------------------ — -֊ о (1.1)
Ох с \ с (М .՛

дёфд 1 д/ц,- _ Е (Гар, Нл — /»«>֊ о К-- _
дх с сП 1 —-г дх- 4՜ дх

Здесь Ло(О, 0, /ь,г), е0Ю, <?՛„,■ ,0) — соответственно векторы инду
цированного магнитного и электрического полей: 4Л0 («о. . 0,0) — вектор 
упругих перемещений частиц пластинки: //(О, 0,Н )—вектор напряжен-
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Согласно этим гипотезам
dw </;<• . .H.v — и — Z ■-—, и„ = п — ֊ —, </- - :р(х, у, !\ 

дх Оу

е* = ?(х, у, t), е„ = /(х. у. /), Л_- - f(x, у, 6 (2.1)

Здесь и(х, у, I), у(х, у, I), н»(х, у, /) — г. комые перемещения 
срединной плоскости пластинки; с, .՛ искомы,- тангенциальные компо 
центы вектора напряженности индуцированного электрического поля 
(Це., е0, е^); /—искомая нормальная компонента вектора напряжен
ности индуцированного магнитного поля //(Л.,, Л.., /1,).

Используя гипотезы (2.1) так, как это делается в работах [1,21, 
получим следующую систему дифференциальных уравнений устой
чивости пластинки:

<7֊_____1_<7/
дх оу с (И

д/ 4~з /7,4-Ло., ди 1 ди<)х . I д՛ д;
дх с с д1 с 01 I 2Л

д[_ 4- НА - Ли,- ду ] ду _ д;
ду с г с д( ] 2Л

д-и ՝ 1- у д։и 1 — у о" у____ !_1 уа з(?/3 -г /ц..)
дх՜՝ 2 ду* 2 охду Е с

___ 1_ дин* . Нл -г Ло.- ди I _ (1 д'и 2 ։ 
с д( с д( | Е (Н ՜

д'у 1» &-у~ . 1 — у о-ц  1 — •/-' з < Л/, । Д,|;) I 
ду~ 2 ах" 2 дхду Е с

Н г Ло.- дг> I (1 — ’/’)[/ </'и 
с (Н I Е <Н2

DE֊w 2?Ь +- (рп , а-и՝ ‘2'№ и . ..оЛхиcos'll — -------(Н />,i; ) -------
ох՝ Зс- О!

где индексами плюс и минус отмечены значения cooi ветстнующкх не. 
личин при z Лиг - — Л, D 2Eif 3(1 >-).

Для полного определения перемещений и электромагнитного 
поля в пластинке, как видно из (2.2), необходимо иметь значения ком
понент индуцированного электромагнитного поля на поверхностях 
г — " h. Поэтому уравнения (2.2) необходимо рассматривать совмест
но с уравнениями Максвелла для внешней среды ври общих гранич
ных условиях на поверхности раздела двух сред. Сюда должны быть 
присоединены также условия закрепления кр<и. ь пластинки и условия 
затухания электромагнитных возмущений на бсскош чности.

2 Иэв«сткн АН Армянской ССР. Мех.ши аг,. ?. 2
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Однако, если ограничиться рассмотрением лишь задачи динами
ческой устойчивости пластинки, то, как видно из (2.2). она приводится 
к решению пятого уравнения системы (2.2) с обычными условиями 
закрепления краев пластинки. Отсюда вытекает также, что индуциро
ванное электромагнитное поле в пределах справедливости гипотез 
магнктоуиругости тонких тел не оказывает влияния на критические 
частоты и области динамической неустойчивости пластинки.

3. Пусть прямоугольная (а Ь) пластинка—шарнирно опертая по 
всему контуру- Принимая [(1 — •/*)/>։ (2£б)|: 1. с учетом (1.3) и (2.2)
задачу парам» грическнх колебаний пластинки приводим к решению 
уравнения

^11 <1—Г>£Ч1 с<>։0() м—+ 1
(И- Зе2 I £Л '//

-*(/>»- р1созг4) — =0 (3.1)՛
Ох*

Представляя решение уравнения (3.1) в ни де

:/.՛ ֊ /.«(/) *1п>.,х$1п՝*,.//

где л՛ а. -ч! - т՜ Ь. удовлетворим условиям шарнирного опира
ния краев, а для определения /--(/՛ из (3.1) получим дифференциаль
ное уравнение

֊ --.Д1 Т 2хоЛ) ^=- - 11 ֊ 2:*.. = о (3.2)
аг см

где

В (3.3) о»пм частота собственных колебания пластинки в отсут
ствие магнитного поля. г> и ՛՛._ коэффициенты возбуждения. рпт ■ 
значения критической силы при статической устойчивости пластинки» 

параметр, характеризующий напряженность доданного магнит- 
ш»г< поля и проводимость материала пластинки.

Уравнение (3.2։ им»ч т периодические коэффициенты. и, как на«՝ 
псстпо [3.41. при некоторых соотношениях между коэффициентами име
ет неограниченно возрастающие решения. Границы области главного I 
параметрического резонанса определим, используя V.» ~л>,\ г.1рмипичес- 
кого баланса [3].
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Согласно сказанному, решение уравнения (3.2) будем искать к 
виде

Л . (t) = A sin —---- Bcos-f- i'3.4)
/»m 2 .j

Подставляя (3.4) в (3.2) н приравнивая определитель кулю, для 
определения критических частот главного параметрического резонанса 
получим формулу

6? = 4У2 [1 - - | Т? 57 IЛ,„1 1-лт — I л„„, ^,,„п I J

•>
, = ASM 1-5=1 (3.5)
• лт 2Q2 '

г» гл

Из (3.5) видно, что необходимым условием существования пара
метрического резонанса является

,t2 _2-; _-Л >0*■ пт * 'tm 1 * лт

что имеет место, если величина ;п/п не принадлежит промежутку 

(1 ■ 1 ’ “ 1'L, 1 1 1 1 )• С Другой стороны, если ֊(1
1 1 ’1;։/л , -г-), то выражение в квадратных скобках формулы

(3.5) становится отрицательным, исключая возможность появления на 
раметрического резонанса.

Таким образом, пока 0<^7ят<^1 I 1 , формула (3-5) да֊
■т для критической частоты два вещественных значения, соответству

ющих двум границам главной области неустойчивости. Предельный 
случай, когда

222 _______
c2 ] (3.6)

определяет минимальное значение напряженности заданного магнитного 
поля

Н?,\ _ 1 зг л _л \ I у 1 - 
£ А, оЛо։(1 \ р-лт /(1 ֊,)(!-2=) (3.7)

при котором еще возможно возникновение незатухающих колебании.
В (3.7) а^= Е::2'։\\ ՝4 скорость поперечной упругой волны.
В табл, приведены значения Нпр для некоторых проводников при 

/> - 2 см. ра = 0.
Формула (3.6) показывает, что чем больше проводимость мате

риала пластинки и интенсивность заданного магнитного поля, тем 
большая амплитуда параметрической силы требуется, чтобн։ вызвать 
динамическую неустойчивость пластинки.
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Из (3.5) видно, что при наложении магнитного поля я дальнейшем 
увеличении его напряженности область главного параметрического 
резонанса уменьшается и исчезает при Н3 — Нпр.

П«ЧЦГСГПО Е. р- .. Ղւբ.10յ >рстгд
Ю*1 дип см1 10»։ 1 е«

■- »öl ֊.„ 0“И

Алюминий 7.0С 3 70 3.2 7.И 2 23

М«Д1. II AVI Ч.ЯО 5.3 Я. 32 2.62

Лмту III. •*.do Л. 50 3-0 12 67 1.02

Цинк 3.0t 7.10 1.5 13 57 1 23

И neun VI VI' 
АН ЛрМЕИ'-г

вмчили
,й ССР Посту .;клл 30 IX 1^74

4 է. 141ՂԴԱ11 ԱՐՅԱՆ

1.1ԱՆ1ՍԱ1.Ն ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ ԳՏՆՎՈՂ ՀԱՂՈ^^ԻՕ ՍԱԼՈՐԻ
ԴԻՆԱՄԻԿ ԿՕււհՆՈհ^ՅԱՆ ՄԱ11ԻՆ

Ամփոփում

Հ .ftfl ածում բարակապատ մարմինների մ ա գնի ս ա ա ոա ձգակւսն
’/արկածներից, գիտարկվր- յնրյաՀոր սաչի դինամիկ կա յունության խնդիրր 
I աչն ական մագնիսական դաշտում: Ս տացվ ած հ բանաձև գլխավոր պարամետ
րս/կան ռեզոնանսի երիտիկական '.ա ՚ ախականութ յան Հաշվման Համար։

II < ս/:/մնա սիրվում սալի նյութի էլեկտրահաղորդականության և տված 
ււ ագնիսական դաշտի ք արմ ածու թյաՆ սգգեյոէթյունր դինամիկ կայունության 
աիրւււյթների վրա: ք/րոշվ-յ • արտարին մագնիսական դաշտի յ արվա ծ ո։ թ յան 
IIUI . մտնային արմևրր. որի գե/սրր մ րացաղվո ս գ ար ա մ և ։որ ա կան ոեդոնաե- 
սի ւնայ/ավորութ յունր

ON DYNAMIC STABILITY OF CONDUCTING LATES IN A 
TRANSVERSE MAGNETIC FIEl.C

G. E. BAGDASARtAN

Summary

The problem of parametric vibration of conducting plates in the 
presence of a transverse magnetic field is considered in terms of the 
inagnetoclastic hypotheses suggested in [1,2]. The formula to determine 
critical major »rametric resonance frecuenc es Is derived.
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In the region of dynamic stability the influence of conductivity of 
plate material and of intensity of a given magnetic field is examined. Д 
limiting value of the magnetic field the excess of which eliminates 
the possibility of occurrence of parametric resonance is found.
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И. В. БЕЛУБЕКЯН

К ЗАДАЧЕ КОЛЕБАНИЙ ТОКОНЕСУЩИХ ПЛАСТИН

Одной из трудностей решения задач магнитоупругостн тел с ко
нечными размерами и конечной электропроводностью является необхо
димость совместного решения уравнений электродинамики для движу
щейся проводящей среды (упругого тела), уравнений движения упру
гого тела и уравнений электродинамики для среды, окружающей тело, 
при общих граничных условиях на поверхности упругого тела.

В настоящей работе, с целью упрощения хода решения задач 
магнитоупругости тонких проводящих пластин, делается попытка обой
ти, п некотором смысле, необходимость рассмотрения уравнений элек
тродинамики для среды, окружающей пластинку.

' 1ри этом существенно используются гипотезы магнитоупругостн, 
сформулированные и обоснованные в работах [1, 2], и дополнитель
ные допущения о характере возмущенного электромагнитного поля в 
среде, окружающей пластинку, обоснованием которых служат сравне
ния получаемых решений с решением задач в точной постановке.

1. Пластинка толщиной 2А находится во внешнем стационарном 
магнитном поле и служит проводником стационарного электрического 
тока в направлении, параллельном срединной плоскости пластинки.

Магнитная и диэлектрическая проницаемости среды, окружающей 
пластинку, равны единице, проводимость равна нулю. Упругие и элек
тромагнитные свойства материала пластинки характеризуются: жест
костью /), электропроводностью з, магнитной проницаемостью ц, ди
электрической проницаемостью е.

Прямоугольная система координат (х, //, г) выбрана так, что ко
ординатная плоскость (ху) совпадает со срединной плоскостью плас
тинки.

Гипотезы магнитоупругости, предложенные в работах |1,2], ана
литически записываются п форме

()ы ды ,
иг - — г -—, и։/ == — 2 ----- , и. = и՝ (х, у, и

дх ду

е։ = ?(х, у. 1\. е./ = у(х. у. (), /». /(х,у, 1} (1.1)

где и,, ид, иг — компоненты вектора перемещений частиц пластинки, 
е, и с, - тангенциальные компоненты вектора напряженности возму
щенного электрического поля, А- нормальная компонента вектора 
напряженности индуцированного магнитного поля при ! 2 , '■ Л.

На основе соотношений (1.1) в работе [3], в случае начального 
электрического и магнитного полей с соответствующими векторами
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напряженностей Ей(Е „ Е 0) и В,-,(В В,,,,. Вог), для линейных за
дач магнитоупругости пыла получена следующая система уравнений 
относительно четырех искомых функций /, а»:

Ох

1 ч
«1

1^£
с 0!ду

д/ 4«с 4 ֊а ( , Ои.՝\ — к9
Оу с Оуд(

Ья а) 2ь

01 . 4~ / д"ш . , \ к, — к7— 4--------4֊ с- ------- — к. ---- ---------------
дх с 2Ас- 0x0/ (Н ' 2к

ДО» - 2рл = ? л ( е- еГ). —(Л./ к,,} -■
Ор Ох

"и
(1.2)

Здесь величины с индексами “ и “ представляют значения ком
понент индуцированного электромагнитного поля при г Лиг Л 
соответственно, к линейная комбинация указанных аргументов и их 
производных по х, у, I е коэффициентами, зависящими (так же, как 
и Си 6», 6У) от физико-механических характеристик пластины и от за
данного начального электромагнитного поля. Выражения для этих 
коэффициентов в общем случае даются в работе [3]. и так как зани
мают большое место и для данной работы не существенны, здесь не 
приводятся.

Остальные компоненты индуцированного магнитного ноля я 
пластинке выражаются через функции г. /• ш и сноп граничные 
значения при г = ± к. В частности, имеем

Сказанное относительно коэффициентов в уравнениях (1.2) отно
сится и к коэффициентам и,, ау, а выражении (1.3).

Ранее были рассмотрены задачи, для которых правая часть чет
вертого уравнения из (2.2) была функцией только ш, а именно:

а) заданное магнитное поле постоянно с вектором напряженности, 
перпендикулярным срединной поверхности, электрическое поле отсут
ствует [4];

б) пластинка служит проводником равномерно распределенного 
электрического тока г. направлении, параллельном .срединной поверх-
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костя, ։։ колебания не зависят от няиранления, по которому протекает 
ток [3]:

в) комбинация задач а) н б) [5].
Для указанных задач исследование колебаний пластинки не тре

бует определения индуцированного электромагнитного поля, так как 
четвертое уравнение из системы (1.2) становится автономным.

В общем случае net четыре уравнения системы (1.2) связаны и, 
более того, система (1.2) незамкнута, гак как в уравнениях имеются 
неизвестные граничные значения при z — . Л. Поэтому необходимо 
к системе (1.2) присоединить уравнения электродинамики для среды, 
окружающей пластинку (вакуума), и общие граничные условия на по
верхностях пластинки.

Уравнения электродинамики для среды, окружающей пластинку 
(вакуума), имеют вид

г01е<- 1^1. dlvA- = 0. dive*" = О (1.4)
с (И с Ot 

индекс (е) показывает принадлежность к среде, окружающей пластинку.
Граничные условия при г =■ К приводятся из работы [3]

ч 1 . 3 г.
к, + -—ад--------------------

и дх с <Н

л„ ад -г:— ад— + -- е„х— р (iу с (J!

<fw

°У
(1.5).

В«,—.

1 (,i , (^w
v: - - — e- -г £u* —— -}֊ £|)У----

г Vx Oy

Таким образом, в общем случае, требуется совместное решение 
систем уравнений (1.2) и (1.4) при общих граничных условиях (1.5).

Задача заключается в замыкании уравнений (1.2) дополнитель
ными. условиями, не требующими определения индуцированного элек
тромагнитного поля в среде, окружающей пластинку, то есть не тре
бующими решения уравнений (1.4).

2. Во многих случаях оказывается полезным применение условия 
равенства нулю нормальной к поверхности пластинки составляющей 
электрического тока. Указанное условие получается из закона сохра
нения электрического заряда [6]
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|м- = Ф/n^֊ (2л>
Ч V

где " некоторый объем, содержащий часть поверхности пластинки, 
- поверхность, о։ раплчивающап этот объем, ус электрический за
ряд, П нормаль к поверхности пластинки, нормальная состав
ляющая электрического тока.

С помощью обычной процедуры из уравнения (2.1) получается

(J. — У1'1) п., - -—Jim U. </■ ■' при z А (2.2)
- •" <Н

Здесь '1 - характерный размер объема по нормали к пластинке, 
0֊ поверхностный электрический заряд, единичный вектор нор
мали к пластинке в системе координат, привязанной к пластинке.

При условиях равенства нулю проводимости среды, окружающей, 
пластинку, и отсутствия поверхностного электрического заряда, ус
ловие (2.2) принимает вид

Л’«# 0 при г ±6 (2.3)

Принимая для Электрического тока в пластинке закон Ома. пе
реходя к неподвижной системе координат (х, у, z), как это делается 
в работе [2|, вместо (2.3) получим условие

(Е т—---- (z w) =0 при z= + A (2.41
г (Н

где Е и Н векторы напряженностей результирующего электричес
кого и магнитного полей.

Раскрывая выражение (2.4) и линеаризуя, получим условие для 
нормальной компоненты индуцированного электромагнитного поля

Г I /Г ^"ч ՝ I ,՝Л s.\ег Ei)X — : ЛОц---- ----------- - —--------при z = ‘ л (2.5)
<7Х Оу С 01 С OI

Из (2.5) величина е. е~, входящая в 1. из четвертого уравне
ния (1.2), определяется независимо от индуцированного электромагнит
ного поля,

Подставляя в граничные условия (1.3) значения еа при z - h 
~ = ■ h, слагая полученные кыражения, найдем, что и величина

—(AJ г Л7'--1А. А,) Ох Оу

также входящая в /.. не зависит от индуцированного электромагнит
ного поля.

Возможны задачи, для которых условие (2.5) оказывается доста
точным, чтобы четвертое ур .внение сис гемы (1.2) оказалось лвто- 
номпым.
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В частности, в з ыаче пластинки, несущей равномерно распре
деленный электрический ток по направлению оси х, коэффициенты ? 
и > из Л оказываются равными нулю, и уравнение движения пластин
ки приводится с учетом (2.5) к виду

О^и, + 2„л *0! _
0(~

'2ЬЛ՜ / 4-5'1 2Л35
) 77 + 1 Г£<*

Зе* \ с / 01 Зе’
/±^у.л! д.
\ с / 5

(5(л 1) Ь ___ —(__________ I ч —
ох'тА 2к \Ох՜ е" Ох՜ 01 ' Зс՜

3$с* I/ <>л:е 4-знЛ1 #«• (2б}|
(4-3 )«л- |\ 0х"01 С- Ох^к-

Отметим, что рассматриваемая задача более общая, чем задача 
б), в которой имеется дополнительное ограничение независимости ко
лебаний от координаты л-.

Для задачи колебаний бесконечной пластинки, описываемой урав
нением (2.6), оказывается, что демпфирующее воздействие электри
ческого поля в направлении х б.ольще, чем в направлении у.

Таким образом, условие (2.5) может оказаться полезным при ре
шении некоторых задач, однако система уравнении (1.2) пока оказы
вается незамкнутой вследствие наличия правых частей во втором и 
третьем уравнениях.

3. С целью окончательного замыкания системы (1.2) делаются 
с л еду ющие пре д пол о ж с н и я:

Л?՛ — /?՛,’( х, у, /). 6'/' = //.) (х. у. () при А £ А ֊г'•

/)’■՝՛ — к1/"(х, у. (), к1.;' = Л'7'(х.у. I) при —А—— А

е1-՜" (А т՜ /•) е՝^ (А ). е'^ЦА-т/) е‘г1'(Л), Л'1'(А — )•) А1;Ь(А) (3.1)

е'֊(-Л-л) <’’( Л), <(֊-Л /I е..-| ֊ А). А? ( — А ֊/■)< А?ЦЛ)

где > некоторый характерный для данной задачи размер (в част
ности, длина волны).

Принятие условий (3.1) означает, :то существует некоторое рас
стояние, отсчитываемое от поверхностей пластинки г — А по внешней 
нормали, для которого можно допустить, что тангенциальные компо
ненты возбужденного магнитного поля не зависят от г, а танген
циальные компоненты возбужденного электрического поля и нормаль
ная компонента возбужденного магнитного поля быстро затухают при 
удалении от поверхностей пластинки.

Из уравнений (1.4) выделим следующую группу уравнений:

(е 1,2)

а «л*; 1 ОеУ Ое՝: 1 о/^
Ох оу с (Н ' Ог с 01

де1," Ое- 1 о/)чг аь՝; о к;՝ = 0 (3.2)
Ог Ох с 0/ Ох Ог
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Из уравнений (3.2), путем дифференцирования по х и у исклю
чая и интегрируя по г при е= 1 в пределах от Л до А֊|-', а при 
е — 2 в пределах от —Л до /г — л, согласно допущению (3.1), по
лучим

е)Л'?(Л>1 1 ^"(А) ,<1; _ И ДМ"(А) _ 1 М'՝(Л)
с д/ ' --1 Л о у С (Н

2, 1 г/й2>( Л) , 1 &Л-А) I
А Ох с 01 I

1 I оП;\- Ь) 1 де^( - Л)
л | оу с д( (3.3)

д- о՝__±_дг
Ох'֊ Оу- с- 01-

Используя в (3.3) граничные условия (1.5), окончательно найдем

I1— 1^.1 <>«• 5 с ди’-------  2>(|.-------------
р Ох с 01

1 +
с д( С- 0[-

Ы В- 4
и Оу С 0!\

В՝,’£<.՛■; ч 1
с 01 с՜'

(3.4)

у. Ох с д(

дх
„,2)_ ди) 

- ---

1 _ •л~՜1 (2՝а\ 
с <0 С2 °* <֊о

□л„ =С[^В1’՛ ^+2_£„^_|_ 
ч Оу с 01 |

О и)
Ох

1 ч — О֊т<1
. • ' С՝ ' 01"
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Հ. ,Ղ , ~ ----- Ж —------_------------------------------------------------------ ----—--------- ■ - ■-■

Составляя при помощи (3.4) уравнения для Л,' /)7 и Лу՜ Л7
рассматривая совместно с уравнениями (1.2), используя при этом 
условия (2.5), получим замкнутую систему из шести уравнений отно
сительно искомых функции ф, /, ш, Л, Лг , Л՜ — /г՜.

Для иллюстрации приведем »тв два уравнения в случае р=$= )

/֊ \ ? /'V 1 2 /<>/ 1 дч \' (Л- - Л. ) = ֊֊ ( • — — ). (/;„ Л...» ( - —------ -)
>■ ՝ Ох с (И ' I. \д у с (И /

(3.5)

Таким образом, система уравнений (1.2) и (3.5) с учетом усло
вия (2.5) полностью определяет индуцированное электромагнитное 
поле в области, занимаемой пластинкой, и прогибы пластины.

Рассмотрим частные случаи для бесконечной пластинки. В слу
чае, когда заданное магнитное поле постоянно с вектором напряжён
ности, параллельным оси л-, и при условии независимости колеба
ний от у, уравнения (3.5) приводи тся к одному условию

— (л;֊л. ։ ——•> ■■ -/ (3.6),
<И >■ '/х ք

где принято, что из Ը у — сле/ует <( — V.
Разрешающая система уравнения (1.2) после некоторых преопр.- 

зовяяий приведется к виду

^--Լ"Ա0 1
'А- с /у

Հ-Լ 47:3 Л. Ւևլ <Հյլ \ _ ձ (3.7)
Ժյր <~ 01 \' с "է / >հ

լՀճ + 2,/Л:" ДиЛ)
Ох* ()է с ՝ с (,1 ■

Представляя решение системы (3.7) в виде

у — т/оехр / (ч!/ Ах) (3.8Г

и выбирая I -Լ . для определения частоты колебаний получим сле- 
дуюпн1 характермсгичсеко• уравнение:

՝2հ^յ" . << \ \ 4՜ А7<) 
с- "жад 4--я.<ад։

(3.9)

Уравнение (3.3) совпадает с характеристическим уравнением, 
полученным при решении гой же задачи н точной постановке [1].

В случае, когда пластинка служит 1роводн;'.ком равномерно рас
пределенного электрического ток: в направлении оси г и колебания 
не зависят от координаты х, рлзрешающ.чя система уравнений при
ведется к виду
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1 <7 4-: о/ /
г1У с о/ с‘ д) л Л

2А>з /4по г
и------------------- = — ( —ь,>_,

Оу* <л- Зсг X с / >Ух
>3.10՝

Как отмечалось выше, в этом случае уравнение движения пла
стинки автономно и независимо от других ура»-нений определяет ха
рактер колебаний пластинки.

Для определения характера колебаний индуцированного элек
тромагнитного поля представил; решение уравнений (3.10) в киле

7 -■ — А-л/)

и выберем л '. При этом харам еретическое уравнение полу
чается н виде

— А'։ — 4"зг'ш.е: = А-3/Л

Откуда

Ам = — с~1с1 (1 — А'3Л).ц4“т) (3.11)

Учитывая, что токи смещения в пластинке не были учтены, 
рормула (3.11) дает коэффициент затухания электромагнитного воля. 
Этот результат также совладает с точным решением яри условии 
пренебрежения токами смещения по сравнению с токами проводимости 
и при пренебрежении величиной <»г с~ во сравнению с

Приведенные примеры показывают, что допущения (3.1) о харак
тере возбужденного электромагнитного поля в среде, окружающей 
пластинку, приводят к точному решению для искомых величин и сре
де, занимаемой бесконечной пластинкой. Гочное решение здесь пони
мается в смысле решения той же задачи, но без допущения (3.1).

Естественно ожидать, '.то допущения (3.1 Г для зада՛, магнито
упругости конечных тонких пластин приведут к достаточно близким 
к точному решению результатам.
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U-tq ենթ սւէ/րրււ[1 յանների հիման վրա ւլր ւլովա <) էլեկտրա մ աղնիսական 
ղաշտի եզրային շոշափող րաղաւլրիրների արմերների համար ստացվում են 
րլիֆերենցիալ կապեր: նշված կապերը փակում են մ ադնի սաաոաձդականոէ- 
P չա ն • ա վ ա սարումն ե րի ւ> ի ս ա ե մ ա ն <

Ա/ււպիււււվ, հնարավոր է լինում շրջանցել սալի մաւլնիււաաււաձպականւս.- 
P յան ե սայր շրջտպատող մ իջա վ ա լրի էլեկարոդինտմիկայի հավասարումների 
հ ա մ աւոեւլ ուսումնասիրելու անհրաժեշտությունը;

ON THE VIBRATION PROBLEM FOR CURRENT-CARRYING 
PLATES

M. V. BELUBEKIAN

S u in m ary

Assumptions are formulated on the character of an excited electro- 
magnetic field in the medium surrounding a vibrating current-carrying 
plate with an initial stationary magnetic field. Comparison with the 
solution to problems of precise statement supports the above assump
tions.

Equations concerning the values of tangential components of an 
induced magnetic field on the plate surfaces closing the equations of 
magnetic elasticity for the region occupied by the plate are derived.

Thus» the necessity of simultaneous consideration of magnctoelasti- 
city equations and those of electrodynamics for the medium surroun
ding the plate, bound by common boundary conditions on the surfaces 
of the plate, is avoided.
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Г. Г. ОГАНЯН

СЛАБЫЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ В ХИМИЧЕСКИ 
АКТИВНОЙ СРЕДЕ

Рассматривается задача о сходящейся слабой ударной волне в
реагирующей смеси, изменение состава которой определяется иротека- 
чие.м химической реакции. Уравнения, описывающие распространение 
слабых ударных ноли в химически активных средах, рассмотрены в 
работах [1.2]. Для сходящихся ноли произвольной интенсивности в 
химически инертных газах рассматриваемая задача изучалась в рабо
тах, обзор которых дается в |3].

В настоящей работе методом сращиваемых разложений [4], при
мененным для соответствующей газодинамической задачи, определя
ется аналитическое решение при разных значениях числа ч, определя
ющего отношение нелинейного и релаксационного Эффектов. Приве
дены данные по физико-химическим формулам, позволяющие оценить 
влияние релаксационных эффектов на распределение параметров дви
жения, причем, для рассмотренной реакции диссоциации четырехокиси
азота, релаксационные эффекты 
кости.

намного превосходят эффекты вяз-

1. Предполагается, что в п-компонектной химически активно։։ 
смеси вязкого газа, в которой происходит только одна химическая 
реакция, вне бесконечного цилиндрического объема радиуса А, про
исходит взрыв, то есть в результате внезапного избыточного давле
ния образуется ударная волна. В предположении,
компонентов смеси в каждой точке пространства и

что скорости всех 
любой момент вре

мени одинаковы, изменение состава смеси будет характеризоваться 
параметром д, называемым полнотой (степенью развития) химической 
реакции. Уравнения движения смеси возьмем а виде [5(

,д( дг ) г)г \ з 1 / \<7гг г 0 г

-<^Ф
\д( ог / ՝ о7 ог

V и-и

г 0г г <!г
(1.3)
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±W։Q (U)
(H Ur -

p — pty, tf. .s l или p - p(% Qt $\ (13H

Q= Q(p. ?. </). 0 = 2t (1.6)1
*•«1

Здесь ! цремя, •• плотность, p давление, s энтропия! 
7 температура, о скорость, Q сродство химической реакции, 
•՛. химический потепци-.л А-го компонента смеси, /,։ и л2 — первьй] 
и i>; ipQÜ коэффициенты вязкости, ՝<, М., пропорционально стехиоме-. 

гричсскому коэффициенту А’-го компонента н уранненин химически 
реакции, * время протекании химической реакции, коэффициент Ht 
ввиду того, что в необратимых процессах энтропия смеси может- 
только увеличиваться.

Предполагается, что разность возмущенных и невозмущеняы 
параметров смеси ֊։ каждой точке пространства и в любой момен 
времени мала

Р Рп - Ч>‘, 7 = ><\ ‘ 5 ֊ s0 -f ss, Г = Тп -f- г V (1.71

V = Ч» Ч'> Q = «Q\ v = IV՜

Здесь невозмущенные величины обозначены нулевым индексом 
з малый параметр.

Для возмущении примем следующие начальные значения:

р ь = ()' - v = 0 при г С RlV / ^'0

7/ = д, ;/ = д а;.„7-^д/£2՝\ (ц
/<?. Л

s ()' г 0 при г > /^0

/<>/? \։ ?
где аг(( I -- I равновесная скорость звука в состоянии полноте

термодинамического равновесия. Условия (1.8) совместно с требовани
ем непрерывности V՛. р на линии г - А*(, при /?>0, как будет пока
зано, определяют решение системы (1.1) (Г.6).

В дальнейшем, при линеаризации и последующем уирощени 
уравнений, ш ; ихи над возмущенными параметрами опускаются.

Производя посредством (1.7) линеаризацию системы (1.1) (Н 
и применяя преобразование- Лапласа по / к получаемой системе ли 
Нелриз6".анных уравнений, для возмущения скорости г» можно к՛.’ 
лучить

г/.у’ —- (</ - )? О (й
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01 — параметр преобразования Лапласа.
Для малых значений / после нарыва, поскольку течение нс сразу 

достигает оси симметрии, где имеется особенность. его можно считать 
локально плоским, поэтому в начальной области можно пренебречь ра
диальными членами в (1.9). Общее решение получаемого уравнения за
пишется в виде

х) —А* -•

гдех֊А0 г, к \(к: </])'

Полученное решение содержит в себе два вида волн: схо,хящуюся 
и расходящуюся

г« (<•>, л՜) />։(՝ч)е лЛ при х ֊0 (г А?1|)

V (»’>, х) — О (■-՛՛) е՝ ‘ при х < 0 1г А., >

Функции /?։, I).. определяются из условия непрерывности н. р. а следе, 

вательно, и ։.», р на линии х 0 (?• — АД так что для сходящейся 
ИОАНЫ находим

О,н — л.._ Л

где

Для малых ют, которым соответствует кпазиракновесиый процесс 
рас прост ранения возм у ще я ий. получаем

_ £ 1
0(и>, х) ------ ------ - С ' (1.10)

V

где

•3 Иэг.ссп։я-АН Армянской ССР, Механика, №2



Разложение (1.101 справедливо лишь в узкой волновой области и при? 
отсутствии химической реакции совпадает с |4|.

Применяя к (1.10) обратное преобразование Лапласа |6] и заменяй 
переменную интегрирования, для возмущения скорости можно получить.

и (х, f) = (1.11)

Отсюда видно, что позади (впереди! фронта волны скорости частив 
имическн активной среды ио абсолютной величине меньше (больше) 

еоответстнунипих скоростей частиц н смеси инертных газон.
Для квазиравновесного пронесса распространения возмущений г 

аналогично 11,2], можно преобразовать уравнение энергии (1.3) к аль-

тернатииной форме

, ____ ('Lilj
•fT\()s )<.,<№ 'dr wA.«՛^ <iv 'I

В соотношениях (1.7) был введен малый параметр Примем

֊ 4 2>(1П-։.

I(педнола ается, что рассматриваемое течение релаксирующей 
смеси представляет собой короткую волну с узкой возмущенной зо
ной, движущейся с равнонееной скоростью звука о . Дальнейшие вс- 

следования проводятся методами, развитыми, в 11, 2, 4].
2. Предположим, что эффекты диссипации по порядку величин 

много больше интенсивности полны, то есть

। /?;
(2.1)

Из (1-11? видно, то линейное решение занисит лишь о)
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I / __________
/ )'| 2/(А’с — г). Поэтому при немалых > г.г.одя гея

°<п /1
новые

переменные

(2.2)

Применяя преобразования (1.7) и (2.2) к уравнениям (1.11. (1.2) и 
удержнная лишь главные члены, получим

Аналогично |1, 2, 7| можно показать, что

х 0-0 (2.4)

1(> есть в принятом приближении г квазиравнрвесяом процессе рас
пространения возмущений сжатие газа происходит обратимо пр։ и<»- 
стоянном сродстве химической реакции. В рассматриваемом при
ближении

(2.5)

лс я../£•■ >.=’4, Л; ֊% 

Ог.,-

Из (2;4) п последнею соотношения (2.5) видно, что Л՛',. 1, то есть
премя протекания химической реакции ՛ мною меньин макроскопиче
ского времени <р .

Применяя преобраз« пиния (1.7՝, 1'2.2) к альтернативной форме 
11.12), учитывая затем соотношения (2.3) (2.5) и оставляя лишь
главные члены, получим

Уравнение (2.6) допускает реии-нш

х'(-. г) ֊ ֊
м л _ । 

2| г * I 2А0(А'Г г) 1 (2.7)

которое сращивается с (1.11) при г —> А,.
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Когда г становится малым, приближение (2.7) становится невер
ным из-за взаимодействия волны с осью симметрии. Погрому о«5рз- 
тимся к уравнению (1.9), которое после известного преобразования 
фнводится к уравнению Бесселя

общее решение которого есть

v (г) Л\/։ (2l — /J,A'։ (z)

где /р л- модифицированные функции Бесселя первого порядка. Вы
деляв из общего решения сходящуюся и расходящуюся полны, находим

:՛ С г) = Ол ( •• I/, (z I при г< /<„

v (2) />,(•>) *•’> (֊) при г /?о

Функции A>|։ I), определяются из условия непрерывности г, р на 
линии г — А*,,. После несложных вычислений можно найти решение, 
гчигтветству ющее сходящейся цилиндрической волне. При этом, для: 
малых •*, соответствующих квазиравновесному процессу распростра
нения возмущений.

»(г)---------------------------- ---------------- --— I, (г) <2.8Г
W.,

Воспользовавшись асимптотическим разложением функции А',, заменяя Л 
через функцию Бесселя первого рода первого порядка /։(г), затем совер
шая обратное преобразование Лапласа и вводя вместо новый параметр -

I Ro',

Из решения (2.9) видно, 
скорости частицы смеси 
у ран нс иию

что при г — 0, то есть нь оси симметрии, 
конечна. Полученное решение удовлетворяв
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К Т-Н1-' «■">
что можно проверить подстановкой и заменой ?՛(.:, 1) в (2.9) его 
асимптотическим выражением. Заметим, что уравнение (2.11) можно 
получить также из альтернативной формы (1.12) методом, применен
ным при выводе (2.6), причем за новые независимые переменные бе
рутся (2.10).

Решение (2.9) зерно для малых г. то есть вблизи оси симметрии. 
Для сращивания (2/!) с решением /2.7) удобнее всего взять к '2.8) 
асимптотические выражения для Л\ и /։ для больших г и затем со
вершить обратное преобразование Лапласа.

Итак, при получении уравнений (2.6), (2.11) были пренебрежены 
нелинейные члены в (1.12) . силу требования (2.1).

3. Если же условие (2.1 ՝ не выполняется, го тогда при упроще
нии альтернативной формы (1.12) следует оставля ть конвективные ела 
гаемые. Пусть теперь

За независимые переменные принимаются

К Л--"՜ Г )/?„;
: = 1___■. ■ - Л <з,2)

«й1։ °:«1)

Применение преобразований О.?՝՝ и (3.2) к системе (1.1) (1.6) при
водит к соотношениям, подобным (2.3) (2.5։. Аналогичные выкладки
••ал альтернативной формой (1.12) льют г. основном порядке уравне
ние Бюргерса

ду , -1,1 „//о
>>\ -’«Го (X*

которые можно записать а форме

^֊ ֊ в ~ / ь _______^°;'о 1 °(/ \
' /■/.= * 2в; * ? «? о /?:՛

Граничные условия для уравнения (3..3) берутся •։ вид»- 

13.3)

(3.4)

иС, 0) - { ~п- "₽”
I 0 при

'3.5)

то есть решение уравнения Бюргерса, описываюшее окрестность вол
ны, сращивается с асимптотикой линейного решения на волне. В со
ответствии с (3.5) граничные условия для (3.4) преобразуются гиду
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2аГ •
?М)=Г՜' при ՝>° (3.6);

I 1 при

Аналогично [7, 8]. решение <3.4» при условии (3.6) после перехода к 
скорости и мои;но записать и виде

(3.7).

Решение (3.7) есть точное решение уравнения (3.3), сращиваемое в 
пределе (г • А ) с (1.11). При атом в решении (3.7) предполагается, 
что р 1, 1, причем ՛■;'^0. так что, используя асимп
тотику интегралов ошибок дли больших ;. можно найти приближен
ное значеняс

а3д_аа<
,г I . 4? 2=»

о(.г ;) = -Д<|>’ 1 -е ։3.8)

Видно, что решение зависит лишь от ('’а,;,: 2 о, Л, поэтому, пер»
ходя по (3.2) к переменным г, можно показать, что линия

есть приближенно- отображение физической лини;

которая представляет собой траекторию слабой плоской ударной во 
ны. Очевидно, что скорость частиц на волне Ис зависит от физи 
ских переменных г и <■, тс- есть волна принимает орм\ устаковивше 
ся профиля, который возмущается только таким внешним возд 
ствием, как эффект радиальной симметрии.
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Предположим теперь, что ни радиальная координата г. ни рас* 
стояние от границы /?( г не малы. За независимые переменные при
нимаются

£?0 г и (г) I

(3.9)

где (функция £<г) определяется ниже. В данном случае снова имеют 
место соотношения, юдсбные <2.3» /2.5), которые используются при
упрощении альтернативной ?ормы (1.12), дающей з основном порядке 
уравнение Тейлора

■ — 2й
* л*

с!1. ди
(3.10)

>риров?.ние (3.10) приводит

г»('} г} —
&-
дг

к решению 

к х;
<ЗЛ1)

а г л =

а

Линия

*'<■ - ■ Щг) 0

есть траектория слабой ударной волны. Отсюда легки найти скорость 
распространения ударной волны, которая, с другой стороны, равна 
среднему арифметическому из скоростей распространенйя возмущений
впереди и позади ударной волны, то есть

л - 2~ “О(ч,

причем условие - — ос соответствует переходу к линейному решению.
Из граничного условия (3.5) зидно. что при г ~ Л\

г/д|
!^Л‘. = ’ 2՜ /3.12

Е учетом (3.12) решение (3.111 при г-»Л'(. переходит •: (3.81, когда 
-.оследнее выражаете? терминах (3.9).

Дли завершения решения остается определить £(г). 1счсние вда
ли от волны и не вблизи оси симметрии можно .-читать, в основном, 

енпативным. Тогда, определяя возмущение скорости и из ли* 
кованной посредством (1.7) и (2.2) системы уравнения, .-.«ходим
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(3.13)

Подставляя (3.13) к (3.11), получим решение

(3.14)

которое при г — /<( сращивается с (3.8). Решение (3.14) описывает толь
ко изменение толщины ударной волны.

4. Пусть теперь эффекты диссипации и нелинейности имеют оди
наковый порядок, то есть 

И
= ? — о( 1)

что представляв-i собой промежуточный случай между существованием 
и отсутствием слабых ударных волн.

В области, где г и (/?,, г) не малы, вводятся переменные (2.2). 
с помощью которых, аналогично выводу (2.6), производится упрощение 
альтернативной формы (1.12), после чего получается уравнение Бюр
герса радиального течения

4—— = 2f—i-v — (4-1)

or г о? о:

Введем новые переменные

| ;+ | r = r (J 

<М л

где функция «՛(!, г) имеет порядок о(1) и, по идее метода
волн, ее производная по направлению величина более низкого по
рядка малости, чем сам:։ функция. Преобразуя посредством (4.2) урав
нение (4.1), можно записать его в виде

1 Д«’Л Ъ4” — 2
ОЧ ' О;.. О\ Or О:

Если теперь выбрать функцию «.« — w (с, г) таким образом, чтобы

Ozl։

дг

«л
----  V
ст

(4.4)
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то уравнение (4.3) примет вид

В работе [4] принимается, что ~ о(г), поэтому вместо уравнения 
о\

1 5.5) получается линейное уравнение типа (2.6), выраженное н пере- 
. . О1 - 0«-’ 1мснных (4.2), но, как оыло сказано выше,-------- , так что метод,

предложенный в (4], можно рассматривать лишь как первое приближе
ние при итерационном процессе.

Рассмотрим случай отсутствия эффектов диссипации. Гогда в 
уравнении (4.5) третий член исчезает, так что решение линейного 
уравнения можно записать в виде

V = ? (;)/Г г

Подставляя данное решение в (4.4), находим

“ трп? (ОР г +/(&) С4-6)1

С другой стороны, из чисто нелинейного уравнения, получаемого из- 
<4.1) при отсутствии диссипативных эффектов, можно получить

К
- ?(Ж г г- 

что, согласно (4.2), совпадает с (4.6) при /(;) - 0.
Таким образом, в нелинейной задаче указанный подход приводит 

х точному решению, в то время как при учете диссипативных эффек
тов получается гораздо более сложное уравнение (4.5).

5. В качестве примера рассмотрим реакцию диссоциации четы֊ 
рехокиси азота: Л’^О,. ’ 2 ЛЮ...

Для вычисления коэффициента т, в формулах (1.11), (2.7) исполь
зованы работы [10, 11, 12, 13, 14]. Значения для различных дав- 

лепиЙ и температур были заимствованы из |10], а а,о и комбинация՛

вычислены по формулам, данным в [11, 12]. В работах 
п։о՝ / ?. »
[13, 14] даны критические параметры соответственно для ЛЮ. и NO., 
с помощью которых были рассчитаны по формуле Бромлея-Уилка [14] 
вязкости отдельных компонент. Вязкость газовой смеси была вычис
лена по формуле Уилка [14]. Время после взрыва считалось равным 
I - 0.0009 сек. Численные значения некоторых характерных парамет
ров течения приведены н табл. 1, где обозначения те же, что были 
приняты выше, а г«# скорость частиц смеси без учета химической
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реакции. Здесь же приведены значения скоростей частиц смеси 1՛ 
отношения г,'у,:, вычисленные в грех точках позади фронта волны для 
различных случаен. Эти точки выбраны так, .топы они находили?։ 
к каждом случае на расстоянии 0.003 л:, 0.002 .и и 0.001 .м от Ьронтз 
волны. В таблице эти точки расположены одинаковых столбца?., 
сверху вниз. Видно, что при приближения х фронту ?.олны при фикси
рованных р и Тскорости V и отношения о/х',. уменьшаются. При дан
ной температуре- с увеличением давления сксростл и .՝. отношения и'у* 
уже увеличиваются. При данном давлении упе/ и--гением тем пера турм
скорости 1՛ увеличиваются» а отношения и/е.,, меняются незначительно.

՜и<мида 7

Т°С 20 50°

р(ат.и') 0 036 0.11 0.26 О.ОЗя 0.11
(ւ ,_,.՛, сек 230 210 190 25ւ) 245

а/9м)с^ 244 220 1У8 265 260

’ (Пссл.- и.заш ю * 0.2973'10՜’ 0.2686-10՜ ‘ Չ. 5178'10՜՝ 0.4417-10"*

да2..« 0.5062« 10՜՝ 0.7207-1 и՜1 0.2809-10 ' 0.3973-1 ’ 0.9107-1Й

х м 0 204 0.186 0.168 0.222 0.2175
г- .4/Сек 151 187 188 164 193.. I

у/։՛. 0.657ь 0.3912 0.9892 0.6565 0.8978 ։
X .4 0.205 0 .187 0.169 0.221 и.2185
г л, сек 139 166 175 151 176
Ո՛ք . Օ.ԱՕ65 0.794 0.923 .606 0.7185
х м 0,206 ОД 88 ОД 70 0.22» 0.2Ш 1

,՛ лг,՛ гек 127 :зз 14" 138 150
У У. 0.5534 0.658а 0.776л 0.5521 1,6136' I

Автор выражает глубокую благодарнее г-՛ \. . багдоёву за по
становку задачи и ценные указания.
Институт чехлнихи
АН Армянской ССР ~чзту:-ила 25՜,X га

Դ. Ն ՕՀԱՆՅՈՆ

1МП«:П. ԳԼԱՆԱՅԻ։, ԱԼԻՔՆԵՐԸ ₽Ի1Ո’ԱՊԵԱ ԱԿՏԻՎ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ

Ա մ ф п փ ո ր մ

Դիտարկվում / խնրյիր иե դմվող թ ւււյ/ Հարվածային ալիքի վերարերյալ թի’ 
միապես ակտիվ դագային ի; աոեու րդ՚րւմ է որում տեղի / ունենում միայն մեկ 
ոեակրիա:

Կարճ ալիքների և կարերս վե ուո ւ ծ и ր /,/ յ«րր ննհր ի մեթոդներով կ шли լավում ' 
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անալիտիկ լուծում որոշ ոչ րլծային 1< ււերււրսա>յիււն էֆեկտների '! արարերոլ- 
թյանր րնութազրոզ п պարամետրի տարբեր արժերների դեպրո ւմ; Բերված են 
թվային տվյալներ, որոնր թույլ են տալիէւ դնաՀատելա շարժման պարամետ
րերի րաշխմ ան վրա ււելարսարիոն էֆեկտների ադդեցութ յունր: Ցույց Լ տրված 
որ րաոօրււիւ) ազոտի դիոոցիացիայի ռեակցիա յի Համար ո.ելարսացիոն էֆեկտ֊ 
նհրր րավականալափ գերազանցում են մածուցիկով! յան էֆեկտներին:

WEAK CYLINDRICAL WAVES IN CHEMICALLY ACTIVE 
MEDIUM

G. G. OHANIAN

S u m m ary

The problem of a converging shock wave in a reacting multicom
ponent mixture of viscous gas with one chemical reaction is considered.

The method of matched asymptotic expansions is used to find an 
analytic solution with different values of number g characterizing the 
ratio between non-linear and relaxation effects. The data allowing to esti
mate the influence of relaxation effects on the distribution of motion pa
rameters are presented.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Ш.}ип1^|]ш XXVIII. № 2, 1975 Механнш

А. Г. БАГДОЕВ. Г. С. БЕЗИРГЕНЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ СВЕРХКРИТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ В 
ОТКРЫТОМ ВОДОВОДЕ КОНФУЗОРНОЙ ФОРМЫ с

ПРОИЗВОЛЬНЫМ ПРОДОЛЬНЫМ УКЛОНОМ

Рассматривается снерхкритическое стационарное движение несжи
маемой идеальной жидкости в открытом водоводе с плоским наклон
ным дном, слегка сужающимся вниз по течению, с целью выяснении 
возможности непрерывного (беспрыжковсго) сужения бурного потока, 
а также расчета прыжков в случае их образования. Выводится урав
нение нелинейных характеристик, определяются условия на прыжке ։> 
наклонном водотоке и доказывается, что наклон фронта прыжка от
носительно оси водовода есть среднее арифметическое наклонов ха
рактеристик впереди и позади н-.-го. Производится линеаризация урав
нений относительно одномерного (переменного по длине) течения и 
находится лучевое решение в окрестности характеристики, отделянт 
щей в плане области одномерного и двухмерного течений. Методом 
замены г» линейном решении характеристической переменной через нели
нейную переменную, предложенным • [б] для задачи газовой динамики ; 
определяется нелинейное решение в окрестности линейной характери
стики. Исследуется образование прыЖю. в в зависимости от формы сте
нок сужающего полово да. Приводится обоснование правильности полу
ченного нелинейного решения. Для этого выводится уравнение Бусси
неска для наклонных водотоков и затем получается уравнение коротки» 
ноли для установившегося движения с учетом дисперсии. При пренебре
жении дисперсией получается нелинейное уравнение, которому удовле-. 
гворяет вышеуказанное нелинейное решение. Следует отметить, что мож
но тем же путем получить уравнение двухмерных коротких волн с уче
том нестационарное™ и силы трения.

Из работ, посвященных исследованию бурных течений на участ
ках сужения быстротоков, в основу которых положена теория двух

мерных потоков, следует отметить [1 — 4|. При малых уклонах дна 
водотока уравнение одномерного нестационарного движения с учетом) 
дисперсии получено в работе [5]. Впервые уравнения коротких волн п) 
газовой динамик-? были получены в работе (7]. Ряд решений этих урав
нения получены з работах '8 9]. Уравнения трехмерных стационарных 
и нестационарных коротких волн д газовой динамике получены в ра
ботах [10-11'. В магнитной газовой динамике, ■ также для производи 
кой среды подобные уравнения получены - работах [12 14].

1. Рассмотрим сверхкритическое, стационарное, безвихревое дви
жение несжимаемой жидкости и открыт водотоке с плоским наклон-;
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иым дном и сходящимися боковыми стенками. Пусть уклсчг дна водотока 
произвольный, а боковые стенки в плане повернуты на относительно 
йалые углы (J. В этом случае па свободной поверхности бурного пото
ка появляются возмущения, у которых сеть тенденция накладывания 
(суммирования) друг на друга (пересечение нелинейных характеристик) 
Это приводит к образованию все более крутых фронтов волн, кото
рые в конечном счете превращаются в стоячую волну или гидрав- 
лический прыжок.

При сужении сверхкритического потока усилия нроиктировщикс» 
направлены на уменьшение высоты стоячих воли, возможного устране
ния гидравлических прыжков и обеспечении к пределах допустимости- 
равномерного распределения скоростей потока г. конце сужения с по
мощью подбора подходящих фирм боковых стенок водосброса.

Отметим, что но причинам значительной высоты гребня водосбро
са и затопления берегов водохранилища требуется сооружать водо
сброс с довольно широким фронтом. В то же гремя экономические и 
топографические условия требуют сузить водосброс вниз по течению. 
Таким образом, возникает необходимость к устройстве иепризмати- 
ЧССКНХ водосливных сооружений, обеспечивающих на относительно ко
роткой длине симметричное сужение бурного потока. Сооружение таких 
плотин дает возможность увеличить полезный объем водохранилища, 
что позволит получать большую экономическую выгоду.

Чтобы не усложня ть выкладки, предположим, что скорость и глу
бина потока во входном сечении водосброса постоянны, причем ско
рости направлены параллельно его оси. Как значение этих величин, 
так и геометрические параметры водотока (ширина входного сечения 
— 260, длина — /., уклон >) и очертание боковых стенок являются 
заданны ми величи г гам и.

При бурном режиме движения силами трения по сравнению с си
лами инерции для коротких участков можно пренебречь [4, 15]. Деле 
п том, что если написать уравнения в форме Рейнольдса и перейти к 
■безразмерным величинам, то уравнения сохраняют сноп вид, но перед 
членами, учитывающими турбулентное трение, появляется число Рей
нольдса в знаменателе и при сильной турбулизации, то есть при 

. I #е-*оь, эти члены исчезают, и уравнение принимает вид для идеаль- 
֊ ■ жидкости.

Расположим начало координат ко входном сечении водотока, ось 
Ох совместим с осью его симметрии, ось Oz направим перпендику
лярно к его дну, а ось Оу — перпендикулярно к плоскости xOz (фиг. 1).

Исходные уравнения двухмерного движения и неразрывности 
бурных потоков в водоводах с плоским наклонным дном даны в [4]

— g —cos> — (1.1)

,, «О - - COS I 1.2)
Оу

àu , ou
ü-------P v -— -

ax ду

àv , àv
a------ 1- v — =

Ox (/y
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0 (к3>
Ох Оу

Здесь и в дальнейшем h глубина воды, отсчитываемая по нормали 
ко дну. и, V компоненты скорости V соответственно по осям Qr и 
Оу, а g ускорение силы тяжести.

После несложных преобразований, с использованием условия от
сутствия вихрей, легко доказать, что система дифференциальных урав
нений (1.1) (1-3) эквивалентна системе уравнений

(с: -и՜)------- 2по-------- (с- и')—=— çr/S։n> (1.4)
<>х Оу Оу

О (1.5)
Ох Оу

г , “о .---- X------ xs։n* |- П COS V - —— Л COS '1 (1.6)

где н0, Ло значение скорости и глубины в начальном сечении, л 
‘ ~ I cosv скорость распространения слабых возмущений в на

клонных каналах.
Во входном сечении водотока (х = 0, 60 >у-՜^^ согласно по

становке задачи имеем

и (0, у) — и9 const, о (0, у) = 0 (1.7)

так как очертания боковых стенок являются линиями тока, то вдоль 
них выполняются условия

и(х, yfr) = и (х, ÿj tgb (1.8)

где О угол между касательной к стенке и осью Ох. Отметим, что 
но условию О величина малая.

К этим условиям еще надо добавить условие симметричности течения

о(х, 0)-0 (1Л*)

как дополнительное граничное условие.
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Таким образом, решение поставленной прямой задачи спелось к 
нахождению решения смешанной задачи для системы дифференциаль
ных уравнений (1.4) и (1.5} (считается, что Л в утих уравнениях ис
ключено с помощью уравнения (1.6)) при начальных условиях (1.71 и 
граничных (1.8), (1.8*), которая является корректной, так как сис
тема уравнений (1.4) и (1.5) при сверхкритическом режиме течения 
будет гиперболического типа.

2. Так как поток в области двухмерного течения по условию за
дачи слабо возмущен, то в этой области параметры течения и, :՛, А 
можно представить в виде асимптотических рядов

м(х, у. 5) = г.'(| (х) — :м. (л-, у) ... (2.1)

Нх, у, -) = .</) .... (2-2)

Л (л-, у, -) ֊ Л1П((Д'1 — гЛ0 (л-, у .... (2.3)

гд՛.՛ : малый параметр, который и рассматриваемой *ада 1е характе
ризует порядок наклона Очертания стенки (характерный наклон стенки).

Подставляя ряды (2.1). [2.2) и (2.3) к уравнение (1.1) (1.3) и 
приравнивая в полученных уравнениях коэффициенты при одинаковых 
степенях получаем систему линейных дифференциальных уравнений 
’•■частных производных для определения членов разложения. В час; 
мости, для определении величин н,ь , т»,, , /? , (первого приближение) 
получаем

(gA^cosv sinv .

(г»ЛП1 COS* ')и и ) 0 (2.4)

л’<|> Оц ,
-^- = 0 
0y

(2.5)
ох

. + л„, - о <2.б>
g COS v

Уравнение нулевого приближения не выписали, так как получаются 
известные уравнения одномерного стационарного движения и их пер
вый интеграл.

- ■ ^и«л
Подставляя в дифференциальное уравнение (2.41 -.место ~~ его 

выражения из нулевого приближения, исключая затем величину Аи. с 

помощью (2.6), заменяя везде -т—— числом Фруда Fr . а А 
i’A^.cosv

/Fr \։/3
= (ц( р—- ) эначепие Fr¥i0) при х = 0) и вводи потенциал по
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сЬ». <*р,п
(2.5) с учетом, что ——'■—, , получаем

՝п Ox Оу

= 0 (2.7)
Ox- Fr.(<>)~[0y: Иг f Ox

Начальные (1.7) и граничные (1.8), (1.8*) условия для функции ъ 
соответственно записываются в форме

? (0, у) 0. °? (0,j/> О, (0 < у 6„)

Ох
(2-8)

£• . 1
- акх j/t<>1(x) при у у , (2.9а>

tfy

■ gr(.Aj_0)- = о, (0 =5 х L) <2.9б)
дУ

Очертание стенки в плоскости течения задается в форме у^ = Ьй - 

tax’. где a const <^0 подлежит подбору, к - произвольное, дей
ствительное, положительное число и также подлежит подбору.

Решение уравнения (2.7) вблизи характеристики 

Ч- &о

о

ищем в виде лучевого решения

(2.10)

лг

где ; у —Ьо -՛- I —— ■■ ՛, лучевая координата, а функция / (։) удов-
.1 р Егчо) 1 
о

летворяет условию / (;) /(:), то есть /(;) быстро изменяющаяся
функция.

11ереходя в уравнении (2.7) от переменных х, у к переменным х, 
; и подставляя в полученное уравнение «место свое выражение из 
(2.10) и интегрируя полученное уравнение с учетом условия /’ - 
получаем

2Fr.,..-l/Fr,^,y4lp
<Fr.(։1-l)AFr^ / /1(!

4
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Если провести из точки (х, у) в плоскости хОу характеристику 
; ֊ 0, то в области (£)) (фиг. 1') решение уравнения (2.7) при началь
ных условиях (2.8) и условии на оси х (2.96) равно пулю [16], откуда 
следует

?{£»(-*» = 0 ПРИ * = 0 (2.12)

Используя граничное условие (2.9а), условие на характеристике 
(2.12) и форму решения (2.10). получаем

Г х; -*г/
/С֊.т)=

3 А 
о

где 
..г 
С------ 1‘-=- (2’3)
.։ I *... ֊’

Так как мы рассматриваем ту часть течения, которая расподоже- 
на вблизи характеристики ; = 0, то функций и(0։, А и (Кг ,0. — 1) *. 
«ходящие в подинтегральное выражение (2.13), можно разложить в ря

ды по степеням х ։. Таким образом, получим (н | К-г,.0| 1 ' 1)

’ст
/ (?„) — ак j xt՜ J[uo — (3 — du0) x,r ] А-т 

՝6

(2.14)

где
5 = ^21 

dx
, 4/-Л'(0) = 

Tr-0

7______ -tr 1
4՜ I Ё7՜-1 '

1 (_±____
2 ^Fr4.-1

(2.15)

Подставляя выражение xc из (2.15) в (2.14) :։ выполняя некоторые 

простые вычисления, находим, что 
л—1 &-Г

/(•)=Р՝‘ (1-г п; К mr), р az/otFr^- 1) ' , p — aitb (Fr%0— 1) 1 ^21()

W л .к Г (к ֊I'll du, | кг'.(0 duj
"~l4(Fr։0-l)"’ «։ (1Г° ” Г 4<А- 2) 

(так как вдоль каждой характеристики : — :<т const, то замена в 

(2.16) ;։т на ; справедлива).

1 Инестая АН Армянской ССР, Механика, 2
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Введем копун» функцию
Г (с) = /'(>) при £^>0 и / ($) ~ 0 при с <0 (2.17)

Тогда для всех значений В можем написать, что

41,=՞֊'. Л/7։-)՛ = =р^=—։ (2-18)

к Г Г (0) 1
Заменяя в полученном линейном решении 1,2.18) характеристическую 
переменную 1 через нелинейную перем . иную предложенную В,итемом 
16], получим решение нелинейного дифференциального уравнения (урав
нение коротких золи), которое имеет место вблизи характеристики

и. О "осн .<1 иного приведем в нижеизложенном материале.
3. Уравнение характерис.ти-: двухмерных езерхкритических пото

ков записываются г. юрме 14

= ՛“՛ ±с1 ц!՜՜ г ~с'‘ (3.1)
Их и* — Г

Подставляя в это г.ыражение вместо и, V, А соответственно зеимп- 
готические ряды (2.1), (2.2), (2.3) и производя некоторые несложные 
вычисления, находим

<Ух.;. 1 . Его /2ч-рг>ю» " ;։> М Ц

(1х I IТг 2| рг ,;о, —1 '<1 "(О)7 ■!
(3.2)1

( Рассматриям՛.м т лысо семейство характеристик, которое вытяги
вается вниз по течению).

Подставляя а уравнение (3.2) вместо - ,, :: г,. лучевое решение 
12.10} <■ учетом обозначения (2.1 4), получаем уравнение семейства ха
рактеристик. идущих :яиз ‘ ~֊ расположенных вблизи линей
ной характеристик/', с — 0

'11^. =------- _1-------- 1 _ : 3-.՜.?01------- -  0 (5՞-) (3.3)
1 Рг>{0)‘ 2(ггчм 1)

Из уравнения (3.3) видно, что последующие характеристики, при
надлежащие рассматриваемому семейству, идут вниз по течению более 
круто, чем предыдущие. Последнее явление обычно приводит к пере
сечении» характеристик одного и тог: же семейства, то есть к сум
мированию (наложению) элементарных волн повышения, что приводит к 
образованию косого гидравлического прыжка: слабого или сильного н- 
зависимости от степени сужения.

Выведем те соотношения, которые выполняются при переходе 
через прыжок для наклонных русел. Эти соотношения в [4] выведены 
для горизонтального р лг ::ри предположении, что поток перед прыж
ком направлен параллельно оси водовода.
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ЧШ—а= ~ ---------—------ — - ■ ■ ■■■■■■ ■ ■ ■■а-.ь.-т------ ։—^

Записывая уравнения (1.1) (1.3) в дивергентной форме, .можно 
оттуда легко получить уравнения сохранения на прыжке (фиг. 2)

Л( уп1 =-. Л, (3.4)

֊г^-еох^ == А.л.г^» — ™>соя՛/ (3.5)
4- 4-

= г’г-2 (£6)

Здесь и в дальнейшем индексом 1 обозначаются значения рассматри
ваемых величин перед прыжком, а индексом 2 значения »тех же ве
личин непосредственно за прыжком.

Азнмчит 'л>ииеммл««< 
леИп««1Н и'эдиле

Если обозначить через з угол между фронтом прыжка и вектором 

скорости Рр а через ? угол между и осью Ох, то можно показать 
|4], что

= ,трД--(1 -Ьз), А ֊^—) (3.7)
21 >\| \ Л» /

Так как в рассматриваемом случае прыжок слабый, то его амплитуда 
будет малой, то есть

՛, = 1 — '1 (г> — мало)

Выражая в уравнении (3.7) г, через о, получаем

В1пз - — ■ ■ /1 4֊—|-0(ог)
I \ 4

Отсюда и из (3.8) находим, что

Из рисунка (2) видно, что

^"Р х / . V х *
-Н) ' г —ах соя

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
"(О)
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7 величина малая, так как канал сужается слегка (линии тока слабо 
искривлены). Из равенств (3.10), (3.11) следует, что

=-------1 /1 ֊ А -------~ “О» ■ Рг,(0Л+.
<!х I л-., —1\ 4 Рг,|-' "го, /

«(0)cosl
+ 0(8-) (3.12)

Используя выражения Fr и разложения (2.1) —(2.3). легко получить, 
что

*.= Fr,0, |1-г£-^(2- Fr.(B )+....]

Заменяя к уравнении (3.12) cos3«, Fr<։ своими асимптотическими раз

ложениями и подставляя вместо п(]1, выражения (2.18), по.
лучим дифференциальное уравнение слабого прыжка (стационарной 
волны конечной амплитуды)

Из уравнений (3.3) и (3.16) видно, что ֊;- GyMp֊\ то
<1х 2 \ ах ах /

есть наклон слабого прыжка я открытых водоводах с любым продоль
ным уклоном дна равен среднему арифметическому значений наклона 
характеристики перед я за поыжком. что в газовой динамике показано 
u[17j.

4. Интегрируя уравнение (3.3) семейства нелинейных характери
стик, рассматривая < как параметр (вдоль каждой характеристики 
; const) и используя уравнение стенки и соотношение (2.16), по
лучаем

'л X
у, = b„~ :а iFr ,,-lf 5‘(1 . ..** -г )- |՞ ^ + (4.1)

X “I Fr,֊l ) Jl Fr .,,-1



11-. юдопи.и՛ кп ։фу прноЛ флрм*. 53

Определим место образования огибающей семейство характери
стик (4.1), то есть где возникает неоднозначность решения (начало об
разования прыжка или разрыва параметров течения) в зависимости от 
форм стенок водотока.

Отмстим, что задача определения формы плановых очертаний бо
ковых стенок сужающегося водотока (переходный участок на быстро
токе, водослив и т. д.), которая обеспечивала бы гидравлически рацио
нальный режим течения, то есть минимально возможную высоту ста
ционарных волн и косых прыжков, более или менее равномерного рас
пределения удельного расхода в концевом сеченж сводится к реше
нию обратной задачи.

Для значений к '2, в уравнении (1.1) оставляя члены порядке 
не выше ; и записывая условия для си ибамщей. находим, что

{Отсюда видно, что ; = 0и ). Следовательно, для значений 1 ^2
С’-нбающая образуется в точке (0. 6Д (фиг. 3). Подставляя значенж 
; из (4.2) в упрощенно:- уравнение характеристик, и-б дем урин -ени։

•»огибающей

* ՛ 12—*
у = ь.. ------= -֊ ' (1 /.'Ь(хИ (4.&Н Г' .б. 1 А- 1 I

Для значений I. как видно из (4.2), огибающая характеристик не 
существует, но эти характеристики пересекаются с линейной характе
ристикой : 0, что обуславливает возникновение прыжка в точке
(О,6о) (фиг. 4).

В случае к — 2, оставляя в уравнении характеристик члены по
рядка не выше :2 и дифференцируя упрощенное уравнение (4.1) п. 

получаем

2
 (1 ,)| БГ , 1 (4.4) 

т---------------- •՝*
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В этом случае огибающая возникает в точке л-, для которой - = 1,
и описывается уравнением (фиг. 5)

, . ՛ <Н 1 _______ ., л
= А» “) | FT֊7f՜ 7I Fr , - 1 (1 4- ?)= (4-5)

• I

Для значений k >2, оставляя в уравнении (4.1) члены того жё 
порядка малости, что и при /<<’2, придем к уравнению (4.2). Следо
вательно. при к 2 на первой характеристике прыжок не возникает 
(фиг. 6). Из сделанного анализа следует, что гидравлически рацио
нальное очертание стенки при задании его начального участка урав
нением (2.8) получается для значений /<^>2. Таким образом, можно 
утверждать, что невозможно создать такую форму сходящихся плано
вых очертаний для короткого участка водотока, при которой исклю
чались бы образования стационарных волн конечной амплитуды (слабые 
прыжки) и обеспечивался равномерный режим в выходном сечении.

Отметим, что исследование течения в водотоке для различных 
форм стенок является одним из приближенных методов решения об
ратной задачи. Нахождение оптимальных форм плановых очертаний 
открытого сужающегося водовода в строгой постановке сводится к 
решению вариационной задачи [18].
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Получим уравнение слабого прыжка в общем случае, то есть когда 
поток перед и за прыжком возмущен.

Перепишем уравнение (4.;< семейства хир-.ктеристиь՜, идут .и;՛? 
течению в форме

«.■•4пёт'м,*-‘ л-’-тУ՛1'՛ ՛“՛
(I

(В уравнении (4.6) оставлены члены нс выше порядка :)•
Обозначим через :։ значение : непосредственно х-ред прыжком, 

1 через ?2 — значение : непосредственно после прыжка. Тогда прирав
нивая значение у на характеристиках в точках их пересечения с прыж
ковой волной, получаем

(4.7)

Как и в газовой динамике [20] можно показать, что имеет место з 
кон площадей, то есть

В I Г(:)Л-֊.^֊(;.;֊?։)[ЛчН /и.)] (4.8)

гавляя к уравнения < 1.7) и (4.8) вместо /<л-1 и ! \х) свои г.ырл- 
кения, получаем систему трансцендентных длг--раических ураинеги։ 
лля определения значений -:։ и €.

Подставляя найденные зиа уравнение характеристик (4.6),
получим уравнение прыжка.
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В частном случае, когда А՛ < 2 и впереди ударной волны нет воз
мущений (т1<2<>>, формулы (4.7), (4.8) с использованием (2.17) дают

2 ./(х)/"(;..) (4.10)

Подставляя в (4.10) /•(;) из (2.16), получаем

(4.П)

Отсюда, как и из закона площадей, видно, что косой гидравлический 
прыжок образуется на первой характеристике при к 2, причем для 
А ֊2 надо взять в (2.21) полное выражение.

Из (4.11) и (4.6) получаем уравнение прыжка для А 2 (фиг. 3)

(4.12)

При 1 <^А<^2 кривая (4.12) вогнута в сторону оси Ох, что согласу
ется сданными эксперимента, приведенными в [4].

5. Выведем уравнение коротких волн и покажем, что лучевое ре
шение (2.14). в котором характеристическая переменная заменена через 
нелинейную переменную является решением полученного уравнения 
и тем самым обоснуем метод Витема [6] в нашем случае.

Для общности получим уравнение коротких волн при налички 
малой дисперсии. Уравнение движения для наклонных русел выводится 
методом, примененным в 119] для случая горизонтального русла. Опус
кая промежуточные выкладки из-за недостатка места, приведем окон
чательное уравнение Буссинеска для наклонных русел при нестацио
нарном режиме

т/> - Й^Л? • Й--■*’Л(г Й) -0 (5.1)

сП 3

при этом уравнения движения соответственно отличаются от (1.1) и
(1.2) только нестационарными членами —, ՛ —. В дальнейшем ограни- 

(д (Н
чимся случаем стационарного движения и к силу малости дисперсии 
линеаризируем дисперсионный член.

Вводя лучевую переменную ; и переходя в уравнении (1.1), (1.2)
и (5.1) от координат (л՜, е/) к координатам (х, ;), получаем

/да , ,ди\ ди . /дЬ . #Л \
7. )4-^ ֊= £51П V—/? ֊ /. — I СОЗ *

\(?х д; / д'. \ОХ О: /
(5.2)
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где

U\
, dv \ dv Oh

OX z g cos ■>

,Ou (:• / «)
Oz

Ok
-t- u-— = 

OxOz
'Л) 6 d?

(5.3)

(5.4)

Решение этих уравнений

у_/_____
:'Г ~Т

ищем в форме

и(х, ■) = и(.,։ (х) т «(*, ) (5.51

где«, v, к малы и необязательно, чтобы нее они имели одинаковый 
порядок малости.

Подставляя выражения и, v, к в уравнение (5.2) — (5.4), отбрасывая 
— ди — dv . ди —дк

в первых двух из них членын-—, «։п —. а п третьем члены к , и-г- ’
7 дх С'х Ох с)х

имеющие более высокий порядок малости, чем остальные члены и учи-
тывая уравнения 

ди , ди

нулевого приближения, получаем

-du^> , , ди 
'•—х-+,и՝"'Х

ОнI----
0\

dhw 
dx

, ок‘
[cosvо.

(5.6)

„ dv , dv , dv 
a‘I։)<77“zu" 7:'u/ Ж

(h 
o'.

дк 
cos V (5.7)

. Он и и > Ov 7, |̂Ч1
dx

Он
Oz

0v_ -oji 
и\ ' V ch

— dh, , oh (ffs 
֊֊ «зг+7. "«»£֊ 1 Z“—x

п а к. ֊ dk(l„
1 “*") „ 11Ox dx

d3v
(5.8)

s а

6

Приравнивая в этих уравнениях члены наименьшего порядка малости

. ди ди ок „ .
(члены, содержащие производные — • ֊ линейно) и интегри

руя выписанные уравнения, получим «лгебраичсские уравнения, из ко
торых находим, что

н.-.и и
T' - (5.9)

£>cos՝> 7

Заменяя в уравнениях (5.6) (5.8) ч членах, содержащих производные 

лих, и в нелинейных членах Л, некоими Выражениями из (5.9), подстан- 
v oh dv

ляя из полученных первых двух уравнений֊—՛ В третье к используя 

уравнение нулевого приближения, получаем уравнение коротких волн
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OU ___Л^г.го> и OU

fix '-(Hr ((I - ]) U (J-
7Fr,,u? 2 tgv — _

4<b‘r,(0| IF />„„ 6 d'j (5.10)

Учитывая формулу (2.18) для лучевого решения, можно (5.10), после 
отбрасывания дисперсионного члена, записать и форме

ой ЗРг-,0( 7-/7 -</1пи
----- " <ГГс-----------ГТ ~ ~ " ------------ - 0 (Э-11)
Ох - ( ‘ г-(о; *’ ^(О> 0-, Ох

Из уравнения 5.11) сразу следует правило Витема, использованное в 
и. 2.

Упрощенные нелинейные уравнения для установившегося движе
ния произвольной исдиссипатинной среды, описывающие окрестность 
слабых разрывов, можно получить методом 112], причем выбирая ось 
т = х, — х по нормали к волне линейной задачи, ось х.. у по лучу, 
проходящему через фиксированную точку, например, точку касания 
волн, ось ха - с ио нормали к (х5. х.|, можно получить указанные՜ 
уравнения в виде

«о/ г/ In Ф 1 -1 • I/ -hlhrtfw
—м — —г т՜ — “ —;------------

ОД". с/х, 2 ■ f/x , •' ft՜

fftl (,Vx. Ou fill Ou  .     ----- IJ 
c*x,։--- а՜-------- и՜------ <fxy----- ox.,

де и есть иозмущ* иное значение нормальной к ноли։ скорости среды, 
Ф лучевое решение, Д = 0, Л ՝ ’^։ t И, *; К <՝ , | Г-՜ 'i2 -•;՛
есть характеристическое уравнение в линейной задаче, и, . ) grad - 
есть вектор нормали к линейной волне, г„ « е нормальная скорость 
( ։ ’у, \ ) — скорость среды перед волной, причем в нелинейной зада
че нормальная скорость волны в первом порядке С„ г., — .՛ и, смысл г» лег

ко выясняется из проекций уравнений движения на направление хг

Институт меХлникн АН .Армянской ССР
НИИ Впдиыл прг»бл"М и гидр(1П*чники П«>. гунила 15 VII 1914

IL Դ. lUVPHlH, '►֊. П. 1'1։Ա1՚է"ւեՆՏ1Ա.
•1.1;|՝1|ՐԻՏ1’հ1Լ1|11.Ն JllllPb IIԽUПԽ(Г'ЫГ.11 ԽՐ11 hH:’»IIМ.Ц >ւՈՆՖՈ1«.9.Ո1'Ի ՏԵՍՔ

l-.'l, >ill֊ril.f1.IUill.i. 1֊.|՚||||Հ՚.Ն1|,11||,Ն H-hPHi.p-iin-i, iibbhBin. Bll.a ,'!l'B.SKI4)bir

II. |J փ n փ n ։ ։f

Ւիւէէաււ1ր1ք<, tl րէ/եալակսէն անւ/1,րյմԼքի Հեղակի կայանւսցա/) վերկրիտի- 
կակւսէւ յարմtttմք, րսւу Գքէտտւսրամ, 'i’tn/iu i րր» ղծային, րնաթաղ/ւիչ-
ների Հավէ11էք(պւէէէմ ր, ե iifiti ա մ 1,Ն այն ւղԱյյմաննևրր, որոնք» տեղի անեն իեք 
/ишп արա մ ւսասյա ղւսծ fjiilirfi/i >ր4ակա յրաւէ': 11րոշւիէէմ Լ ո, ղռային լածէէէմր1 

ղձային րնաքհսղրիյի յրչաեւ./յրաԱ . էքյո՛ւին /ուձամաէք րնաթաղրիյ փոփոխա-
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կանր ՈՀ գծային փոփոխականով փոխարիներ», մեխողով» Ո է սու մն ա а ի րվո»մ
1֊ն իոիչրի աոաքացմ ան պայմանՆհրր կախված նեղացող ջրատարի պատերի 
‘ч/ւսրից, հ րերվում ՚ ոչ ղծային ր՚ւծման . ի մն ս/վո յա ւ մ ր

ON INVESTIGATION OF SUPERCRITICAL FLOW IN
A CONFUSOR SHAPE OPEN CHANNEL OF ARBITRARY SLOPE

A G HAGDOEV, G S RFSIRGANtAN

S u m m л r v

The Mipercrilic.il steady How of incvmpcssib'e ideal fluid in an open 
channel is Considered. The equation of non-linear characteristics is de
rived and the conditions <»n the hydr.ivlic jump in an Inclined ch innel arc 
determined. I hr method of substitution in the linear solution of the cha
racteristic variable by the non-linear me ։s used to find a iion-linear solution 
in the proximity of linear characteristic. Thr jump formation, depen
ding upon the wall shape ol a narrowing channel, is examined. The vali
dity of the correctnes-. ol the non-linear solution obtained is presented.
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ИЗВЕСТИЯ А К* ДЕМИИ НАУК А Р М Я » С КО Й ССР
ПфМпОДш XXVIII, \՛.՛ 7՜ Механика

А. Д. ХАНЖОЙ

ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ТЕРМОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ

Получено решение плоской задачи термоупругоети для полубес- 
конечной ортотропно;։ пластинки со смешанными температурными и ме
ханическими условиями на границе.

Используется метод интегральных преобразований Фурье, позво
ляющий свести задачу определения поля температур и напряжений 
к парным интегральным уравнениям, имеющим изиестное решение.

Рассмотрим теплоизолированную по боковым поверхностям тон
кую пластинку, отнесенную к прямоугольной системе координат х. у/. 
На свободном от внешней нагрузки участке границы х1 а задан по
стоянный тепловой поток Г. а на остальном закрепленном участке 
х а поддерживается нулевая температура. Касательные напряжения 

на всей границе пластинки отсутствуют.
Полагаем, что материал плас ։ инки однороден и ортотропен в отно

шении упругих и тепловых свойств: главны։ направления упругой и теп
ловой симметрии совпадают с осями, координат: тепловые и механические 
характеристики материала от температуры нс зависят.

Задача термоупругости для ортотропной пластинки сводится к 
решению системы уравнений III 

л,_к
ОХ- Оу-

<75 <}-
—------- -  =0,
Ох Оу

/1)

(2)

•у
(Оп5л -Г«։==у ֊֊ЧЛ <73

Т“Гйй՛*՜^ ОхОу

со следующими граничными условиями:

-^0)- <х| «). Т(х 0) ~ О (:х|>ц) (3)

"у

',у(х, 0) — 0, (х, 0) 0 (|х1< а I, V IX, (И - 0 (|х а)

Здесь Т- температура. к и а,, «. — коэффициенты теплопровод
ности и температурные коэффициенты линейного расширения в наприн- 
Лении осей х, у. Другие обозначения являются общепринятыми [2]
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Применяя к уравнениям 1.1), (2) интегральное преобразование 
Фурье [3] но переменной л и предполагая, что температура, напря
жения в производные от этих величин на бесконечности равны нулю, 
находим выражения трансформант температуры и напряжений

Г(;, у) = Ае ’Я*9П' (4)

/>> ””|:ЧСе 10 ,1 ! в&Т (5)

Здесь введены следующие обозначения: 
___ ։

51 I 4е’ 5...$5 ֊ '(2о ’[(2а, а,,,) - I (2аг. • а-..)֊' 4аиа~.])7
I х. 1 I

г
/ - 2. /< - 3 при л 1

1.2.3 ./ 3. А' 1 при л 2
; ֊ 1. /< - - 2 при п = 3

причем

(2аг. • а.,,)- >4а1;а

Постоянные интегрирования А, Н и С определяются из граничных 
условий.

1 [римекяя теорему обращения для преобразования Фурье к вы
ражению (41 и дифференцируя результат по у, удовлетворим первым 
двум . раничным условиям (3). Таким образом, учитывая четность 
функции /՛ но переменной л՜, приходим к парным интегральным урав
нениям

‘ </7(:. 0:
, СОЗА"-«/: -

</у
(7)

I Ф сох л :<У; (I, .V >а

Если ввести новые переменные / х а. г а:, то уравнения (7)
с учетом соотношения

мо.-. о зчии т: в виде

(8)
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*<'Ь 0<><1 

‘о

(9)

\'(г),/ (>г)с/г 0. / >1

где у (г > | г А, Л • • I - -----:—= (10)

функция Бесселя первого рода.
Решением уравнений (9) является функция [3]

— ! - 1 1
#(«) = | ~ \ '• ./(№№% | Л(».;‘)ч ։1 р-) </ч

и о
(И)

Возвращаясь к старым переменным, и.ч Ьор.мул НО) ': Г) хле ычис- 
ленвя интегралов получим

' - /•« 
^=|

Из интегрально преобразованного ! ра ничногп условия " 0 и
формул (5), 16) находим

с ֊ ֊ В - $7^ 

5 а 5з
(Г2)

Для определения постоянной Я воспользуемся оотношениями

<?м ... Оц
֊ = ап'. - п1;^֊ 7ЧЛ - + -
Ох О ц >х

из которых после применения 
найдем

интегральных преобразований к ним

а.. а.-,, О ал, а՜ ' ՛ .
*? йу -4 Ну

13)

Применяя теорему обращения для прсобрезонания Фурье к вы
ражениям (5), (13) в удовлетворяя последним дьум граничным -усло
виям (3), приходим к парным интегрг.льнг. ՝.-нсзиям

о



։>4 \ J Хин Ж uh

, 0)cOSA':c/՜ 0

o(;> 0) cos — I? .r > a (14)

которые в новых liL'j.-M-iiHwx с учётом (8), H2.I сводятся к уравнекй* 
ям типа (9)

^2/(2)/ 1 М dz Н^,Л- 0</ < 1

|/(г)/ , ('z)dz -- 0. л>1 (15)

где

0. - £l( В Р G,4, -?’-=*!. Д )
Sj \ Sj — «2 /

v(;, 0)- ֊ <)( Л’ 6>։Д^

<16>

^(Л| | ~՜ f ^’2si Д cos'z<Zz

Последнее иыраиаиглс после вычисления интеграла при 0 < I
и с учетом тождества

6\s.. = О
.*՛ ։

принимает вид

Используя решение уравнений (15) в форме (11՝. из формул (16), 
(17) находим
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Подставляя значения А, В и С в выражения (4», (5|. (6) и поль
зуясь теоремой обращения для преобразования Фуры.-, находим рас
пределение температур и напряжений н пластинке

««(*. у) « -

Пх, ։/) =- (4' Г/|1СО5>«>։ — 1/5,)

2Г$..83 -1
--------- —— У 6

- $4)
а$..К.
Г՜^=сок2.. 
I ՛■ р

•՝ I ■' Ра “ агс1$?3 )со5՝"3 
£

1П
2

з

} _ ՛-՛’'՛•■< (I г,|ря со5^, ?/$„)
л »=։

, 2а С',,1 гЛ?„со5 и)л 
п 1

2/?5-5’ V а. -2=-5!пУ.

- 5д)1 I г./՛«

— I -!-агсЬтЗ.. )&1П". -*■ |п -2-с о 8«. —^±_8'т-.
V 2 2 ■ / ’ 2 г I г,ь

4 1 ------ ֊ агс1^)ып.яд 1-—-----1п—СО51,. I-
4 2 2 2 г.

‘5-Известия АИ Армянский ССР. Механика, V 2
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где

2„ - 6,

I у а)1 (х

֊(-■ Ь ?>.)г <՛։„ =
2

с о $0/1
R,,'

СОЯ^п

з։пО„
X Х1П^„ = X
R.: г„

а

I у։5; (х-га)'

ух„СО$?„ ֊ --

81п?-

2а ух., 
■> ?

У«» *а

а

На фиг. 1 нрннедены графики распределения безразмерных напря
жений вдоль прямолинейной границы пластинки. Численный расчет 
проводился для пластинки. изготовленной из стеклотекстолита 
КАСТ-В. для которого постоянные равны |4]

а,,=4.69-10 %2«, «,... = 8.26-10 Пн։ н, а։. = ֊ 0.898- 10"։։лг.'н

а„„ 49 10-1,лг.и, |

В точках |л-1 — I 
разрыв напряжений.

границы пластинки наблюдается бесконечный

амбовсклй циститут
химического м .-I и । и н о е г р<>1 ■ ։ । и к Поступила 3 ХИ 1973
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IL Դ. ԽԱնժՈՎ

հԻՍԱԱՆՎԱ՚Ջ 01։>»-ՈՏՐ11Պ ՍԱԼԻ ՃԱՄԱՐ ՋԱՐՄԱԱՌԱԱԳԱԿԱՆՈ 1«ք*ԺԱՆ 
ՄԻ ItiiLlUl ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ п փ ո i U*

Լուծվում Լ կիսաանվերհ որթսարոս{ սա(ի Համար ջերմաառաճղա կանու - 
[Ijmh հարի իւնդիրբ ի/աոր եդրա էին պա յմ անների է}ե։>{ բում:

Դիտարկվում է այն ղեպբր, երբ սայի բեռնավորումից աղատ եղրի մի 
մասի վրա արված Լ Հաստատուն ջերմային հոսբ, իսկ մնացած ամրակցված 
մասի վրա' ւ/րո յական ջերմաստիման:

Ֆոէրյեյի ձեափէւ քսուի ռսն օղնուիյամբ քսնղիրբ բերվում Լ հայտնի քածում 
ունեցող Ղ՚՚՚Րւ ինաե դրալ Հ ա վա սա րռէ մների;

ON A MIXED PROBLEM Or THERMOELASTICITY FOR A 
SEMI-INFINITE ORTHOTROPIC PLATE

A. D. KHANZHOV

S u in m ary

A plane problem of thermoelasticity fora semi-infinite orthotropic 
plate is solved with mixed boundary conditions. The case is considered 
where a constant heat flow is given in some, part free from loading on 
the boundary of the plate while in the rest fixed part the tempera hno 
is zero.

By means of the Fourier transformation the problem is reduced to 
a dual integral equation, having a known solution.
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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ Г‘»УПП К 
ЛИНЕЙНЫМ ЗАДАЧАМ МЕХАНИКИ КОНСЕРВАТИВНЫХ

СИСТЕМ

Учет симметрии механических систем ։ разнообразных расчетах 
связан с применением методов теории представлений групп |3 6]. С 
практической точки зрении р.е֊՝:-.ма :ажен такой подход к исследованию 
симметричных инженерных конструкций, :֊: котором бы эти методы — 
специфичные и зачастую громоздкие непосредственно не участвовали. 
В работе [6] приведена методика статических расчетов пластин с ци
клической симметрией, отвечающая указанному условию. В данной 
работе эта методика распространяется на разнообразные линейные 
задачи механики консервативных систем, обладающих произвольной 
группой симметрии.

1. I руппы симметрии реальных механических систем относятся к 
следующим двенадцати тинам точечных групп! Сп, 1)п, Т, О. , Спь>

, Г),.;,. Та‘, ТI, и Ол (описание этих групп приведено, например, 
в |1]>, причем С„ь = Сп X А.а = Д> < С\.л, £>?л. 1 1\ =

С 1 и О>, О ! [!]. Последние равенства общем виде записы
ваются как б’ — С X. Е., где С любая из групп С,.л, [)п^,
Е.՛, и Ол: (> и Е соответствующие 6’ группы с порядками, рав
ными /п и двум. В дальнейшем через г:\ обозначается порядок группы 
(с I и /П _ чиСЛО различных неприводимых ре# Таилёййй\ и их раз
мерность; / — число неприводимых представлении гр угль. С, а^(б) 
и просто г/, — /-ый элемент группы б.

Каждая точечная группа характеризуй гея своей счс гейой простых 
и зеркальных осей (здесь отражение рассматривает?-? :.ак зеркальный 
поворот на 36 0 ). Оси нумеруются, начиная с осей ысщего порядка. 
Обозначения отражений, а также нумерация осей пределах одного 
порядка совпадают с принятыми в [1], причем ось С1'2) группы О на
правляется вертикально вверх. Если множества простых повороте?, во
круг осей некоторой ( руппы первого рода расположить а соответствии 
с нумерацией осей, причем н каждом таком множестве генороты, от
считываемые в направлении против «асовой стрелки, располагать в

. кдке увел :֊•՛. ИХ углов; ТО элементы "пупг 1-г - ре да упорядочи
ваются и нумеруются, начиная с единичного. Неприводимые представ
ления групп 1-го рода пронумерованы г [1|.

Замечание 1. Если некоторое представление - -руппы — ком

плексно, то с теми же оговорками, чтс и ь г6՛, вместо г и ■? рас-
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ематринае гея y:sv пр:։ юднмое представление, индуцируемое регуляр
ным представлением группы G' на объединение подпространств AJ(/1 и 

преобразующихся соответственно по ". и "..Указанному представ
лению приписывается наименьший из номеров представлений ” я т,. 
Таково, например, второе представление группы Т.

Упорядочивание множества зеркальных поворотов групп С,,.., .Уг„, 
/Zw и Т.{ аналогично множеству простых поворотов и подчинение пер
вого множества второму определяет способ нумерации элементов этих 
групп. Удобно считать, что номера одинаковых неприводимых пред
ставлений изоморфных групп совпадают.

Теперь естественно нумеровать элементы и неприводимые пред
ставления групп С . /Лл ,t j, 7՝, и Ол по следующему принципу:

g, <<» g.-п. (G ) (E.)g, (G'l, (j — 1,2,..., m') u-' = - G։;
(v 1.2,...,/՜), где т* и t'- 7-ые неприводимые представ- 

групп G ‘t . и ГЛ. — Неприводимы- Представления груп
пы Е, причем '.՛, —-дичи п։о: представление.

Пусть область - трехмерного пространства обладает точечной 
группой G симметрн! д- -- произвольная точка этой области, а р и 
р (х)—определенная в вектор*функция и ее значение и точке х„
Действуя элементом симметрии ’> 2>-՛-, па точку х и
вектор-функцию р. получим соответственно точку ;« Л* и функцию р, 
которая то՛ де х ставит в соответствие вектор Jxh Согласно
[2՛ справедливы разложения

i п։,, .-п

/>п - ( • - 1, 2,... /: иД'.т1,2,..,/л)
• —1 ;l= I -1

Коэффициенты г* и матрицы t. представлений т. для групп Сп и С 
приведены в [6]. Для групп 7՝ и О эти коа<| ։| ициент ы и j'A-e эле

менты т. I £> J(V - 1, 2 1: j = \, 2,... m: к,у- — 1, 2,.., m ) указанных 
матриц даны табл. 1. В случае одномерных представлений матрицы 

А
вырождаются в скаляры, .кляющ.иеся значениями характеров 

этих представлений. Для групп /Л. У... и T,i соответственно 
имеющимся изоморфизмам попросту переставляются коэффициенты и 
матрицы групп /)•., и О.

Замечание 2. Приведем необходимые соответствия между номе
рами элементов изоморфных групп: (5ф„ )• - ,, ։
—7 2-*?՛^ У;

i՛-ф.՛■■'-< '՛-■ 1Д.....
С 1 .2...,2п: л- *0: b-1: 2--17; 3---18: 4- -16; 5* -15: 

6-*13; 7--14; S- -12: 9--11: 10* -3: И* -6; 12- 9; 13—2; 14* *4; 15՛ -5; 
16* *7; 17--10. 8-֊8;19֊-21 20- -20; 21 ֊ *22; 22--23; 23- -19; 24--24.
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Коэффициенты с‘՞’; и матричные элементы Тл <дз>

Таблица 1

Индексы Коэффи
циенты Значения и с^-й

о Я к € а 1 2 3 1. 5 6 7 8 9 ю и 1? 13 V* 15 16 17 18 19 20 22 23 ?/.
1 1 1 М 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 ?4 1 ■1 1 ■1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 I 1 1 1 1 1 ■1 -1 -1 •1 -1

3
1 1 1/2 12 2 ■2 2 ■2 1 2 1 1 2 1 -1 •1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 -? ■? 1 1
2 лА <2 0 0 0 0 1 1 -1 0 -1 -1 1 1 ֊1 -1 1 1 -1 ֊1 ֊1 о 0 1 1
1
'/ 2 2 <2 и 0 0 0 1 1 ֊1 0 -1 1 -1 -1 1 1 -1 ֊1 1 -11-1 0 0 1 1

я 2 2 2 2 -1 -1 -1 2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 •1 ֊1 -1 -1 ֊1 2 2 -1 ֊1

4

1
1

1 8 1 1 1 1 с -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 а 0 0 0 (1 0 -1 -1 0 0
п<. 1 б 0 С и 0 0 0 0 1 0 -1 0 1 ■1 и й ■1 1 0 1 -1 0 0 0 0
3 1 8 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 0 -1 1 0 0 -1 0 0 0 0 -1 1
1

2
•5 я, п 0 0 (ИО и 0 ֊1 0 1 1 0 0 -1 -1 б 0 1 1 -1 а 0 1) 0

2 1 0 1 0 ֊1 п 1 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 и 0 0 0 11 п ֊1 ■1
0 1 8 0 -1 0 0. а 0 0 0 0 0 1 1 0 0 -1 ֊1 0 0 0 -1 1 (1 0
1

Т
'1 8 ин 0 -1 0 1 и 0 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 п 0 0 с 1 1
1 8 т 0 -1 0 а 0 0 0 0 1 0 0 1 -1 0 0 -1 и 0 1 и 0
1 $ 1, 0 ֊- 0 0 ֊1 0 1 1 1 0 0 0 0 и 0 0 0 -1 -1 0 с (1 0

5

1 
"7՜

1
1

1 8 1 -1 1 -1 0 ֊1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
т

1
0

1 0
1 8 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 1 -1 0 0 -1 1 0 •1 0 и 0
1 8 и 0 б 0 -1 0 1 [) 0 0 I 0 0 -1 1 0 и •1 (1 и 11 г 1 1

1
2
__

1 г. 9 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 ■1 -1 0 (1 1 -1 1 0 0 д
2 < 8 1 0 -1 0 -1 1 -1 0 -1 0 0 0 с 0 (1 0 0 0 0 0 а П ։ 7
V 8 0 0 -1 2 0 0 0 0 0 9 1 0 0 -1 -1 с 0 0 Н-1 0 0
1

3
1 8 в 0 0 0 1 0 ֊1 п 0 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 0 0 1 1 -1

п 8 0 -1 0 и 0 0 о 0 0 0 1 0 0 1 -1 0 ,0 •1 0 0 1 -1 а 0,
1

1
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Наконец, коэффициенты с'.՛.'- и матрицы * (<>,•) для любой группы 
Ь"' ֊ С Е.. определяются из равенств: е'1 ,(С ) - 1 О' 1

= с^,,>?(С-)= ֊с:< (6"'1 ,(С")]-

=‘-.гк/б")1֊֊? г1к/)(6”)];-= 1,2.....Г;/- 1.2..../«:

1с, Р = 1,
Через 9։ обозначается элементарная ячейка области 2. Положим для 

конкретности, что в зависимости от типа группы 6' ячейка ограни
чивается следуй щими плоскостями: (Л, И (е) и II (С,,); /Л ՛ ՛ (С՛../’■/’/. 
П (С., ф). С'.1.՝) и II (Ср, С" ): Г- II (С՛С'р), Н (Ор. С™).
II (Сф, С<‘>) и II (Сф, Ор); О |Г(О’>,СЦ>). Н(С(’Л Ор), П(С.р. ОР) и 

II (О<\ Сф); 52я ֊ н (сЪ. II (52п): С,։Л П <е), И (Ся) и II (:); С_, 
»*(«,); /^-11 (=,), Н (=,) и II (-.,), П(5,), II С<’Ч и
II (Сф, С^У.Т., Г1(5.а),11(з,։) „ Н(=П)։Л П(;„). П(С'!,‘, С<*’)к И(С'.;’,С^; 
О/,—11(3]), II (зг,1 и II (з։1). Здесь II (е) произвольная полуплоскость, при 
ходящая через ось О>: 11 (С„) и 11 (5., ) полуплоскости, полученные из- 

П (е) воздействием элементов С„ и 5,.,: П ։ О‘/, О;.Ч полуплоскость 
проходящая через оси С"/։. , С)/՝ и ограниченная последней. И (з.) 
плоскость отражения з..

2. Пусть упругая механическая система 5 занимает область -- 
Тогда в подобласти 2, располагается элементарная ячейка системы 
5 (4]. Введем в 2\ координатную систему н։, г., г-. Действуя на 2, 
элементом симметрии о, (Е получим новую подобласть с коорди
натной системой ц}, р , г,. Вектор-функция р, заданная на 2, опреде
лена и в 2, (у 1, 2,.... /?։), где может быть выражена к.чк вектор- 
функция р\и . V . г() соотнетствующих координат. Если г.</ и / пе
ремещения, внешние и инерционные силы в точках системы 5. то и? 
принципа виртуальных перемещений следуеп такое уравнение движения:

-1Г- I (7 —/Нг ,(2»

Где V потенциальная энергия системы Л՜.
Следствием симметрии является то՜! факт, что перемещения точек 

системы 5 под нагрузкой р, определяются вектор-функпией /՛,. Тогд; 
н силу разложения (1) я линейности задачи нагрузке </'՞.՜ отвечаеп 
вектор-функция г^1 перемещений системы 5. В связи с этим при на
грузке типа , используя выражение
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н котором под /, как и под /?, понимается произвольная вектор-функ
ция, заданная на У. а < и 6. -символы Кронекера, и которое яв
ляется естественным обобщением аналогичного равенства из [6], можно 
показать тем же путем, что и в [01. справедливость записи уравнения 
(2) в следующей форме:

5 г г, 3 И«?!« + Д“) (М1.^2. (4).
V 1 ■

где К,'՜* *' потенциальная энергия ячейки 5, в случае, когда пере
мещения системы 5' имеют вид . Соответственно [6] выражение (4) 
трактуется как уравнение движения (в частном случае— равновесия 
системы 5> . состоящей из т.։ элементарных ячеек Л՜., совпадающих с 

и Загруженных внешними силами по схеме </*'• при которой на ячейку
5’,, действует нагрузка о,, д։).

Нетрудно получить такие соотношения

т
р^(и , V., 2-1= </,У ■....-,.(77)^' («>.*4» г։) (5)

и'֊1
Из (5) видно, что дсформативное, а следовательно, и напряженное со
стояние 5. , зщруженной но схеме , полностью характеризуют со
ответствующие состояния всей системы 5. Поэтому в случае линейной 
механической задачи оказывается возможным вместо непосредственного 
нахождения составляющих искомой функции шопределять порож
дающие их функции :/• 'Х)(п։. ±։). которые для ячеек (|‘
системы 5 имеют тот же физический смысл, что и функция ш для 
системы Л.

Плоскости, ограничивающие 2։. разбиваются на три категории: 
а) плоскости типа 11(5,), б) пары плоскостей ЩС^, С}*’) и П(С^>, 
С * ')> лля которых элемент переводит первую плоскость пары во 
вторую (частным случаем является пара II (е) и II (С,,)), в) пары плос
костей II (е) и II (Л?,,).

Пусть Х(СУ‘. С;’) ^Н(С7, С^), х(е) £Ще), х (52я) ^П(52„), 
х(С„) (; П (С„>, х(з) е ” (*•)> причем (С«>, С *,>) = х 

х(.՝ь„); С„х(е) х(С,.). Тогда из (5) следует

т
с՛;')] = с<;/V Д (6)

л՛— ։

рг7 И ель с; V ֊(С 7) Р\\> (*)] (7)
։
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ш

[*(*)! (8>

П1

■1՛ -:

(9)

Весь порядок методики из [6] переносится таким образом на рас
сматриваемые в данной работе задачи. Функции нагрузки 
ячеек 5\. имеют вид (при 7,՛ </

гп
д'” ‘.»р м) = 4 са>. ч. <?(«., о., г.) (10)

а их граничные условия определяются выражениями •,։>!. (7|, (8) и ('՛!.
Изложенный подход может быть применен в статических и дина

мических расчетах симметричных пластинчатвых систем <с упругим 
основанием и без него) и оболочек при наличии ребер жесткости, со
средоточенных масс и нагрузок, ч симметричных задачах теории упру
гости и т. д.

Пример. Система из Шести плас гни, подкрепленных ребрами 
жесткости, вместе с внешней нагрузкой изображена на il.nr. 1. Элемен
ты симметрии образуют группу Ь. С./,. Искомыми являются 
прогибы пластин в точках Л; и Л։, Перемещениями пластин в своей 
плоскости будем пренебрегать. Предположим также, что силовые 
факторы в плоскостях пластин малы ио сравнению с критическими.

^5

Фиг. !.

Примем -— - 0.25 изгибвая жесткость ребер). Для группы /Л,..: 
Оа

т = 24, / 12, /п} — т- — т, т- /я /п, /я. ~ 1.
т., = т. -- гп1г т՝ 2. Строя системы Л՜ > 1.2...., 12) и загружая их
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ио схемам <]'' \к 1. 2........ ,։п՝. убел: даемся, что ненулевые прогибы н
точке А., имеют место голько для V и Л’., Системы Л' и 5., загру-
женпьи ։•<><։: ве-те ; ней по по схем?.« г/ и с/Ч , приведены на фиг. 2.

толом сетж, получаем
•<;'(А.) 0дЮ305 ■'”՝•; тп:1, (А.) 0.0025 w‘*> (А.) - 0.0044^;

00015 ■•.՛ ^.0(1??^::,.,. А . О.0032 2֊£.

А) 0.0018 : u-.J'lA) - 0.0018 ^“1; (А.) 0.0011

Используя соотношение (5), находим
у.: (Ау) 0.00305^ wJJ ■ ••*!՛ -04)025$ 0.0025$^-:

-<’•1/40 - ֊ 0.0032^-: -0.0011*?—
L) D

Тогда из разложении ll) окончательно сле.-хует, что

«,(Л0 =г - 0.00125 ; МАО “ 0.0103

С помошы՛ соо:•• oine'Htn i'5) nt ; рудно, между прочим, проверить, 
֊:<> имеет чес .о ра.чсне .н тг । 4 . = :п t А 3. опусловленное симметрией 
нагрузки.

В заключение, ’.^ ме-им, что сочность проведенного расчета свя
зана исключи сельпо с решением снесем S՝։, 5-, и

Одесский
ин.у.гпгрно-стронп-льнкш ннсги।уг ПостуилЛл К) III 1972



Применение теории щи .ит.тп.'.сп.п групп к задачам механики 75

V. I.. ПППГ1’Л‘|ЬЪ

։|Ль111;Г'1.и.81‘'1, IIHISbU"blil‘h irbhU.’bh’iU.BI» ‘lUU.Hh'b luVUM'bbPIII'ir
ЫГРЬР1‘ LbP'ilU'.IJ.afll’IlbbPb 8Ь11ПН*:ИП, MbPU.nni‘P-3ftbbC

I), if l|l II l|l I) I if

IrUlfuttltlj , nijlj Hill'll Lpfftf lliil/etni f 6 I uflb՛ btlipfllll Jlllf ttlll/hpfl

illtimUlfilfuil/iulj 'I in у/Ui/' 0/ Lj< ft 'tuiiiiup uni tu ct///1/tf I,/ / L </ill'llmI/: liLpl/ш uiiftiui֊ 

uiuibpttnf lu/rj Lifiu'liiu/jp l/ftpiiimfL/ I. IftibuLptf tuiNfiil ։/ fi и in L lib Lp /li ti i.fttiii'lifiiiiii ,• ,'i 

tuiiippLp tfbui/fth fu'liiffipbltpfi ftnAifui'b /utifurp:

'fftiniupt/tftnif !։ ulitf Lin/ill ui,-ft I/1-hi nt tfih fininip infipiutifLittnri r/dwjfih //rrb 

ii/ifiifiiiiiifnf uftuut!>i). rzni'g ( uipifrtnl, up Lf/L Ш p in m p fl'll pLnp XLtuifin fulfil i J I. 

puui ttfttiLuipfttu ffl fullpfl •plipdrtlf il/t/11/III ) UIЦН Ill'll , lltllf IfLilfpnitJ 11 If If fl'll 111 I/Ill'll

UpllinLJfl ill Hfit UIP Lb 1/UipLffl I, III unn/bliulfi/l/if titlfhffl Uftuptf llftu IftLlf, pbtf /til'll' 

ptllUfLlt UlUlUl), lift puibfl tljlll/tlf p^fll'llhflfiy put 1/1/III /fUlA . ttpttilff ‘fjnu If ft [HU 11 tf UI <1 Lb 

tipnillll/fl If ши/L pt

THE APPLICATION OF GROUP REPRESENTATION THEORY 
TO LINEAR PROBLEMS OF THE CONSERVATIVE SYSTEM

MECHANICS

M. I. BURYSHKIN

5 u m in а г у

The simplification o: linear conservative system calculations is in
vestigated for the systems possessing a point group of symmetry. The 
technique of control for similar simplifications has been suggested, 
which is based on the mechanical treatment of „elementary cull“ method 
and is independent on that of conservative system calculalion-
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