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3. Н. ДАНОЯН

К ПЛОСКОЙ ЗАДАЧЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
МАГНИТОУПРУГИХ КОЛЕБАНИЙ ОТ ТОЧЕЧНОГО 

ИСТОЧНИКА

Рассматривается плоская задача о распространении магнитоупру
гих колебаний в изотропной безграничной среди от точечною источ
ника типа мгновенного импульса. Считается, что внешнее магнитное 
поле постоянно и параллельно плоскости движения.

Используя метод комплексных решений Смирнова-Соболева [1 3], 
строится решение, характеризующее магнитоупругие колебания от 
точечного источника типа мгновенного импульса. Проводится иссле
дование полученных решений в зависимости от интенсивности внешнего 
магнитного ноля.

На основе этих решений изучаются геометрические формы фрон
тов быстрых и медленных магнитоупругих волн в зависимости от ин
тенсивности внешнего магнитного поля.

Аналогичные вопросы для анизотропных тел при отсутствии маг
нитного поля рассмотрены в [3 5].

§1 . Постановка задачи, уравнения движения я их решения

Согласно [6—13] линеаризованные уравнения движения идеально 
проводящего упругого изотропного тела в постоянном однородном 
магнитном поле с заданным вектором напряженности после прене
брежения токами смещения имеют вид

G^u : (л-f? G) grad div «-f-/? '> —— (El)
дг

где и вектор упругого смещения, р—магнитная проницаемость, р 
плотность, г. и G упругие постоянные Лямэ среды, R — сила элек
тромагнитного происхождения, определяемая следующим образом:

R^lj Н,.) ф|го1го1(«х«я)| Ht (1.2)
с0 4г.

J—вектор плотности индуцированного тока, с0 — скорость света в 
вакууме.

При этом векторы индуцированного электромагнитного поля вы
ражаются через вектор перемещения // по следующим формулам:

£ = ֊ —(ц\ I, = rot (И н„) 11.3)
c0\()t ՛

Отнеся упругую среду к прямоугольной системе координат л֊> 
з, рассмотрим случай, когда все искомые величины не зависят от од-
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ной из координат, например с, и упругое перемещение по направлению 
соответствующей координаты отсутствует, то есть

и. -= и.(х, у. /), «л = 0

Л/ «Мх. у, 0. £,• = £Дх, //, /), /=1,2,3 (1.4)

Для существования решений вида (1. 4) необходимо, чтобы вектор 
напряженности внешнею магнитного поля был либо перпендикулярен 
к плоскости движения ху(Н,в- Н(у. 0). либо параллелен = 0) 
[13|. Первый случай соответствует изотропному действию магнитного 
поля, второй случай — анизотропному.

В первом случае, то есть при изотропном действии магнитного 
поля, задача о распространении магнитоупругих колебаний от точеч
ного источника решается совершенно аналогично случаю отсутствия 
внешнего магнитного поля.

Во втором случае (/'/03 = 0), то есть когда влияние магнитного 
поля анизотропно, совмещая ось х с направлением вектора //5. из 
(1.1) с учетом (1.2) и (1.4) получим

Ъ՝иг и'и. п О'-и- д?и1
а՛ — -г Л‘ — 4՜ с՜ —- ■ = —■

дх- ду: ихду М2

Ь\ —- а; . ’ 4- с —֊ = —
их՝՝ Оу՝ дхоу д(-

где

а'1 в9 4- Ь\ ֊■ /г 4՜ *2, *՝ ֊ Р-Ло/4^, с9 = а՜ — Ь:
(1.6) 

а- (л -и 26 ).,՛>, 6֊ = 67?, /7<? Н$ 1- Нт

а и Ь — скорости продольных и поперечных упругих волн при отсут
ствии внешнего магнитного поля, / — скорость Альфвена.

Согласно [3 — 4, 13], система уравнений имеет класс решений сле
дующего вида:

«2(х, у. 0 2 Ке Ц <7* (՝) ^7к (’) д'
V-1 1 и

где

р. (0) = Л(&). г/, (0) а=0= 4֊ ЬЩЬ) - 1 (1.8)

Здесь комплексные переменные как функции от х, у. опреде
ляются соотношениями

г4^/-0х 1-/4 (5)^4-1(5) = 0 (1.9)
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где величины >к являются корнями дисперсионного уравнения систе
мы (1.5)

а?62л4 — А (б) л։ -|- 5(9) = 0 (1-Ю)

; (6) произвольная аналитическая функция.
Коэффициенты уравнения (1.10) определяются следующим образом:

Л (С:> = ^-£6-; 5(б) ֊ (1 -<гб2)(1 ь֊ь֊) <1.ц)

А', — 4- /г, /. — а\Ь- | Ь}(к'

В решении (1.7) под следует понимать ветви алгебраической 
функции I, однозначной на соответствующей римановой поверхности, 
а под (Гд. ветви произвольной аналитической функции однознач
ной на указанной выше римановой поверхности.

Если н соотношении (1.9) принять 7(6) - О, то получим однород
ные, нулевого измерения, решения системы (1.5). При этом получим

^=,1—65_|_Х^)г4 = 0, т4 = уЦ (1.12)

Можно доказать, что все однородные, нулевого измерения решения 
системы (1.5) выражаются формулой (1.7).

Из предыдущих рассуждений следует, что для того, чтобы по
строить решение, характеризующее колебания от точечного источника, 
помещенного в начале координат, следует исследовать алгебраическую 
функцию /֊(б), удовлетворяющую уравнению (1.10), ветви этой функ
ции и соответствующую риманову поверхность.

Решения уравнения(1.10) представим в виде

, ±,.
> 2.а\Ь՜

где

(2(9) = ДЦб) ֊ 4а?635(6) = №9‘ ф К*
(1.14) 

АГг--а?֊6г,

Для выделения однозначных регулярных ветвей алгебраической 
функции /(6) найдем особые точки этой функции, которые являются 
корнями дискриминанта уравнения (1.10) [14], то есть корнями следую
щего уравнения:

£) == 16 = 0 (1.15)

(1.15) эквивалентно следующим уравнениям:

5(5)= 0, (2(6) -0 (1.16)

Уравнения (1.16) имеют, соответственко, следующие корни [13]:

0=±Й; &^±г4 Й-бГ1, (1.17)
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6 = ± 6?5 С =-֊ ± & е?,2 = (а։ ֊ Ь) /V՜1'2 (1Л8)

Взаимное расположение точек (1.17) ։: (1.13) па вещественной 
осн комплексной плоскости б в зависимости от величины •• изучено 
г. работе [13] и имеет вид

1. О < 64 < 65 6$ < 6? < при О х .. '/-у

2. О <2 С-ц С'з - ; 6? < б? \ при

3. О<бЗ = 6з<^<0?<0;<-Г при •/. = ■/.- (1.19)

4. О < б'- <С !><\ й С $5 <С 01 : ' <х> при х2 <С * •-> 7;\

5. 0<.бч<^(>5 С'.; . ! ОС при /а X 4՜ ՝■■'

где 6*5(65=4 ‘'’А';1՜) — корни уравнения .4(6)֊ 0, а величины хр
7а определяются следующим образом:

х1 = [2_16(| 4а2 3*г 6)]11'2, <.л = 1 а? — 1г , х> = иЬ (1.20)

Так как точки — Су, - суть простые нули (Д'՛), то внутренний 
радикал, входящий в (1.13), будет однозначной функцией на плоскости 
6 с разрезами (±6:,. ■ 6*) вдоль вещественной оси. Фиксируем значе
ние данного радикала условием, чтобы он был положительным на 
верхней части мнимой оси, то есть при 6 ֊ 1/(/}>0).

Согласно работе [13), для внешних радикалов в зависимости от 
величины /. имеем следующие точки разветвления:

при 0 ч х < х։ для к - I точки ± &4, для /< =- 2 точки б-!

при х = у։ — б'.', — С‘) — + 6ч (к 1 ), 0?(4 = 2)

при ■/։<СУ- 7з՜՜ --1 1^՛ ке имеет (4 — 2)

при -х = Х։, 6'.;, б--(4=1), --6\(4 = 2)

при 7.3 . у -- -о £ '<<(Д — 1), — О'! (к 2)

при х — : — не имеет (к 1), -Ч՛ (к 2)

На основании полученных результатов и /2 нужно рассматри
вать как ветви алгебраической функции ', однозначной на римановой 
поверхности, составленной из плоскостей б։ и б2, склеенных вдоль 
купюр, соединяющих точки разветвления б\' и 6“. При этом, в 
зависимости от величины /• на плоскостях 6, и 1)., вдоль вещественных 
осей следует провести следующие разрезы:

при 0--.^.7 /.։ па плоскости 9։ (-- С’4, 4- 'лЬ, на плоскости б2--
(-6$. 4-6$),



24 3. Н. Дпноял

при X == х3 на (± ос, 4 &?), ( 0°, 4֊ГД), На92 ( ‘ <х>, ±0?),
(-й = й, 4-й= + Й),

при Х։ < Х<х.» на о, — ( I. < ֊, ± 0?), (±&2, :• ■'>?), (— Й, 4-0?), 
на 62 — ( • <о, ; О?), ( —Й, 4"Й),

при х = х2 на % — ( ", з ( ± Й, й~ 1 Й), (—Й=~Й, 
Ч֊Й=4֊&?), на 0._.-(± », 1 6?), (-0?, 4-Й).

при х.֊, /. <+3 па ^ — (±00, (ь.), (+й, ' й), (—й, 4՜ Й),
на 02 — ( 4 у, ± Й), ( й, -г՜ Й),

кри х = х3 на 0։ (± • , $?), (—6?, 4-й), на 5.. — ( - сс, 1 $,),
(-62 = -6?, 4-05 = 4- Й),

при х3 7. < + на о։ — (— 6?, — й), на — (—&?, X 6?),
при х— — ос на 01 — разрезы отсутствуют, на 02 ( гл-, 4՜ Й).
Остальные корни (1.10), отличающиеся от рассматриваемых ц 

знаком, будут относиться к другим римановым поверхностям, подоб
ным указанным выше и соединяющимся с ними в соответствующих 
разрезах.

На фиг. 1 и 2 приведены римановы поверхности для случаев 
0<^х<^х.։ и х։ + у. + 7..,, соответственно.

Согласно [13], области вещественности функций '/-х на веществен
ных осях плоскостей '>к римановой поверхности в зависимости от ве
личины х приведены в табл. 1.
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(обозначения: 3 ч ''о —*'з ^;)
Таблица !

№№ Случаи Для К, Для

1 •л=0 0 0 "" — 0 0 1Л1
■з

2 0<7.<7.։ 0 0 0 0
3 7. 7., 0 0 ՛■: 0 0
4 7., /.</., 0 1| 0 0
5 7.-7., 0 0 0=(|3 0 0
6 7.э<7. <7., 0 1/ Ь ՛/; 0 0
7 0 ч "5 ^^.4.5 0 ч ''2.1.5

8 7,Э<7.<- ОС 1) ч 0 1/ ՛՛!!
9 7. - ОС '1 '•з 0 — 0 ч

Фиксируем значения и > ■ на римановой поверхности условием, 
чтобы они были положительными при О ։/(/^>0).

Следовательно, однородное решение системы (1.5) следует за
писать в следующей форме:

(1.21)
2 ч

'.) = 2 Ке[(’ 7йС)^С)е/:(

где \Ук — ветви произвольной аналитической функции однозначной 
из римановой поверхности функции /(0), вид которой зивисит от ве
личины х, а переменные определяются соотношениями

1 51֊тЧт?=0, 1 Н- V. = 0 (1.22)

Подставляя значения л* из (1.13) в соотношения (1.22) и освобожда
ясь от радикалов, приходим к одному и тому же уравнению

- л/4+л/4 лл-гЛ, о (1.23}
где

Ло(;, 0 = ֊1֊ а֊ЪЧ‘
Л(:. у.) = 2:(2а?6г;2^£г/)

А(^.)֊ (А>.‘ ( А7;--<2 6о?6=?֊ 4т) (1.24)

Ла(:, <) =2:(Х,т 2а֊62)

А։(ь 7.) = т/ А\-т4-а^-
В каждой точке плоскости ■՛. уравнение (1.23) имеет четыре корня. 
При : = О, т։ О все корни уравнения (1.23) обращаются в бесконеч
ность, что соответствует наличию источника колебаний к начале коор
динат.
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а. ■— ■ _ - г —----- — - _■■■■- 7 — , —--- — лв

В случае точечного источника, помещенного п начале ? — 0, >, — О, 
форма /10(:. X։) из (1.24) должна быть определенной, что приводит к 
неравенству |3]

у.2[4й։6= 4 г2 (а3֊ Ь2)’| >0 (1.25)

являющемуся условием вполне гиперболичности системы уравнений (1.5).
Как известно, фронты волн՛ могут быть получены как огибающие 

прямых (1.22) при вещественных значениях и л*., связанных услови
ем (1.10). Уравнения фронтов воли будут

։* = '•*/('•> <։1. = 1/(>к г^\.) (1.26)

Нормальные скорости распространения волн имеют выражения [13| 

1/1'4՜ Т- * 1՛ 2 (1-27)

Очевидно, что если нужно получить решение, характеризующее 
упругие колебания от гочечно.о источника при наличия магнитного 
поля, необходимо функцию № г- (1.2!) выбрать так, чтобы вещест
венные частя и 1К обращались в нуль на берегах разрезов, где 
соответственно 'г и вещественны.

$2. Геометрия нолпопыч фронтов. Условия существования 
остроугольных кромок

Рассмотрим геометрическую форму фронтов волн и зависимости 
от величины ՛/ на плоскости

Поскольку волновые фронты симметричны относительно коорди
натных осек '„..достаточно изучить их участки, соответствующие 
симметричным участкам разрезов плоскости! к г.

Пусть точкам 4 и 0„, находящимся на берегах разрезов вещест
венности функции /։ и л2, соответствуют точки . ;։ -,։) и на
фронтах волн (фиг. 3).

Обозначив через т-ь углы между отрицательной полуосью г, и 
нормалями к фронтам в выбранных точках, будем иметь

1^1 - Мт» = Мт (2՛1)
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Обозначив через углы между отрицательной полуосью ՛. и лу
чами, соединяющими выбранные точки на фронтах с началом координат՛ 
получим

= 'г *?': = *1 (2.2)

Изучение геометрических 
пиния поведения функций для 
(2.1) (2.2)

форм фронтов вол։: требует исследи*
/. полученных изразличных значений

...’ " “ 2«’А:4 ’ . Л (
1 о

(2.3)

М
>*/ 2а-АЧ’

?։вЛ,+(
1 <)

(2.4)

А =2<//... ( £5)

(2.6)

(2.7)

на бе-

. ( I )л8о^=№-4 Н 1

О.֊- ( 1)‘48я!б‘Л^,4 -Л՜’ ~

1. Пусть 0<^х«\ х։.
В этом случае функция п имеет вещественные значения

регах разреза (—- $3 плоскости ։. функция л3 на берегах раз
реза (— (д, -г^1 плоскости (фиг.

Изучим участки фронтов волк, соответствующие значениям верх
них берегов разрезе՛

О < и 0 < о, < €« (2.8)

Точкам -՛, 0 и ' 0, 'гласно (1.26), соответствуют точки иол-
повых фронтов т(1 — а, и — — Ь на оси . точкам - &'(՛ и О._ —
— точки и и : Л. к.։ осн -. Промежуткам 12.8) соответствуют
участки фронтон, границами которых будут указанные точки на ко
ординатных осях.

Согласно (3—5], основываясь на (2.1 2.7), можно доказать, что в 
атом случае углы з։. < монотонно возрастают от 0 до 90’. Сле
довательно, участкам (2.8) верхних '>срс։ он разрезов римчновон иоясрх- 
ностн соответствуют участки фронтов ноли в четвертом квадранте 
плоскости ;л, представляющие собой выпуклые кривые, концы которых 
ПОД кодят к координатным осям под углом 90 . Фронты воли пред
ставляют собой выпуклые замкнутые кривые с центром в начале ко
ординат. Внешний фронт, соответствующий к — 1, будет фронтом бы-
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строй магнитоупругон волны. Внутренний, соответствующий Л = 2, 
фронтом медленной магнитоупругой волны (фиг. 4).

2. Пусть *։<х< /.»,
Ввиду того, что п этом случае форма фронтов волн существенно 

изменяется, следует пронести более детальный анализ.
Функция ч имеет вещественные значения на берегах разрезов 

( -г и ( 9 . - ' ) плоскости функция \ на берегах раз
реза 4֊^) плоскости 9. (фиг. 2\

Сначала изучим участок фронта волны, соответствующий значе
ниям 0 < Ь г/.\ верхнего берега разреза плоскости Точкам (9=0, 

= 9, соответствуют точки Ьроктз (О, —А) и < 1 Л", 0), расположенные 
на координатных осях ՛, и Так как - 0։ - .(£>) — 2<г ^>0, (\,,о2)' -0,
то (г;с,1^а„ монотонно возрастает от нуля до конечного значения 
(/2 Л.4Г;?՝՛ угол а„ монотонно возрастает от нуля до значения х,(гф 90՜'• 
С другой стороны, так как точка находится за пределами участка 
(О, 6$), то Рз < 0. Имеем также

2а?(£Л\ 4-ЛХ) ,гп.й= (0) =-------С---- 1г------ " < 0. /л В?) =
л:

Следовательно, /Л.(С) < 0 и • (9.) ■ (), Тогда, им лаено (2.2), угол 
.монотонно возрастает от 0 до 90 .

Таким образом, при '։’С * • >г участку (0, верхнего берега 
разреза плоскости 9. соответствует участок фронта полны н четвертом 
квадранте, пред» тавлянчний с«»б»>н выпуклу» . кривую, которая пыходнт
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из точки (0, — Ь) под прямым углом К ОСИ г; и подходит к осн ; в 
точке (1/6^, 0) под острым углом а2 (5:]) 90 .

Сог\асно [3—5] легко показать, что участку (0, 61.'} верхнего бе
рега разреза плоскости &, соответствует участок фронта волны в 
четвертом квадранте, представляющий собой выпуклую кривую, концы 
которой подходят к координатным осям под прямым углом, со
ответственно, в точках (а, 0) и (0, а։).

Установим, какой участоч фронта волны соответствует значениям 
г., < 6, 6° нижнего берега разреза плоскости Очевидно, что на этом
берегу разреза функция имеет положительные значения. Точкам 
&։ = ^ и 0, = соответствуют точки фронта волны (6,. 0) и (Г՛-^, 0), 
расположенные па положительной полуоси :. Так как '■< ՝■'. — с, 
?,(М<о,

<?г(в§) — — 2/га| (с?- — А) <^0

то на участке (&3, 6\), следовательно, на этом участке
(Ш< 0 И "Л монотонно убывает от - до значения ('’р. (*■?) 
— (^2' (^))> Уг°л 7) монотонно убывает о г 90 до значения С") ֊ 
-^(^<90^.

С другой стороны, так как точка 50 то Г), О и £). 1՛.^ 
- ’СО, /Л(Г՛?) ~ 00 • Следовательно, в точке С* из участ
ка (6", (ф функции /), и меняют знак с минуса на плюс.

В интервале |С , С*) правая часть черного равенства (2.2) мо
нотонно возрастает от до значения —/-։ < 0, 1$^/։ также мо
нотонно возрастает от до значения '|( ?)’\0։ угол Д։ моно
тонно возрастав! от 90 до (Ь՜՜).

В интервале (-■’, правая часть первого равенства (2.2) моно
тонно убывает от значения '-рб') до . угол & монотонно убывает 
от значения *։(0*) до 90 . Следовательно, нижнему берегу разреза 
( • 6’,։', ֊֊ плоскости. ՛ , соответствует участок фронта волны в пер
вом квадранте.

Один отрезок рассматриваемого участка, соответствующий ин
тервалу (&?, 6*), представляет выпуклую кривую, которая выходит из 
точки (1/6'5, 0) под острым углом к оси и будет продолжением вы
пуклого участка фронта волны, соответствующего интервалу (0, 6”) 
верхнего берега разреза плоскости 02, так как », (У;) — Другой
отрезок, соответствующий интервалу (6;:, 6 представляет вогнутую 
кривую, один конец которой соединен точкой возврата первого рода 
с первым отрезком, другой конец подходит к оси ; в точке (6։, 0) 
под прямым углом.

Таким образом, R случае /։ •/ внешний фронт будет фрон
том быстрой магнитоупругой волны, соответствующим берегам разре-
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за -■<) плоскости б։ и представляющим выпуклую замкнутую
кривую, пересекающую координатные оси в точках ( а, 0) и (0, — а։). 
Внутренний фронт будет фронтом медленной магнитоупругой волны, 
состоящим из кусочно-гладких кривых, образующих остроугольные 
кромки у оси ;, выражающимся формулами (1.26) при к '2 на берегах 
разреза ( — - &$) плоскости Ь., и формулами (1.26) при 1с — 1 на
берегах разрезов ( 6;’, С'Д плоскости -։ римановой поверхности
функции /(6) (фиг. 5).

При /֊•() из норного случая получается, что волновые фронты 
представляют собой окружности с центром в начале координат с ра
диусами 6; Ь, ах - а.

При участки ( 6?) вещественности функции /л вы-
ро;:-: даются •> точки причем треугольные части фронта мед>
ленной волны исчезав т, прегр г.иаясь ■։ точки. Фронт становится замкну
той гыпуклоП ;:р: вой, пересекаясь с осмо ■ в двойных точках, которые 
получаются 13 формул (1.261 при 3 6.: когда к = 1 и к = 2.

3. 11усть у- > с.
В этом случае /. имеет вещественные значения на берегах раз

реза : 4֊ и в точках Оу плоскости 0х, а функ
ция /г—на берегах разреза ( Ь!], т плоскости >2.

Этот случай аналогичен конической рефракции в кристаллооптике 
[15]. Основываясь на «-риеч «ллооптической аналогии, как это делается 
в [12], на ; иг. 6 призе,гены волновые рронты, соответствующие этому 
случаю. Отметим, однако, что случай рефракции требует специаль
ного исследования.
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4. Пусть х2 < **\У3’
В этом случае функция \ имеет вещественные значения на бере

гах разрезов (— -}- С:;) и I ± €$, 4 Ц‘) плоскости 0р функция л,— на
берегах разреза (— -| 0^) плоскости

Чтобы получить риманову поверхность функции /('<). следует на 
фиг. 2 поменять местами точки. ± Щ и

Проводя аналогичные рассуждения, как и случае ч 
получаем, что внешний фронт будет фронтом быстрой волны, соответ
ствующим берегам разреза (— ’- С:.') плоскости ՛■_ и представляющим 
выпуклую замкнутую кривую, пересекающую координатные оси т, в 
точках ( + 6ХО,) и (С, л.). Внутренний Фронт будет фронтом медлен
ной волны, состоящим иг» кусочно-гладких кривых, образующих остро
угольные кромки у оси ■ и выражающихся формулами (1.26) при ^ = 2 
па берегах разреза ( 6$. -г плоскости % и формулами (1.26) при
к = 1 на берегах разрезов ( ± О'р плоскости риманово:! по
верхности функции / (Ч.

В пределе, когда х — х.,, участки { ± — '^) вырождаются в точки
±^=:՛ фронт медленной волны становится выпуклой замкнутой 
кривой, которая пересекается с осью • и двойных точках, координаты 
которых определяются из формул (1.26) при г- б;’. 6 О*, когда
Ы и Ь 2.

5. Пусть 7.3 < X ; О- .
В этом случае функция /։ вещественна на берегах разреза (—#?, 

Ч-Од) плоскости р. а функция •... — па берегах разреза (— |-^)
плоскости Ь.,.
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Рассуждая точно также, как в случае 0<^7.<^х։, можно показать, 
что фронты волн представляют собой выпуклые замкнутые кривые с 
центром п начале координат; внешний фронт, соответствующий к 1, 
будет фронтом быстрой волны, внутренний, соответствующий к -- 2. 
фронтом медленной волны.

При х - - •՝■֊. внешний фронт, то есть фронт быстрой волны, вы
рождается в бесконечно удаленную точку.

Выполненные исследования дают возможность установить усло
вия существования или отсутствия остроугольных кромок на фронтах 
магнитоупругих волн: когда 0 / < и х3 ■- х< - , кромки отсут
ствуют, когда ". (у кромки существуют, когда •/ = /.—
имеет место коническая рефракция магнитоупругих волн.

Заметим, что, в отличие от сказанного, в магнитной газодинамике 
наличие остроугольных кромок обязательно (16]. Это объясняется вли
янием поперечных упругих волн, так как при 6—0 области отсутст
вия кромок в магнптоупругости исчезают — 0, х3 — | ).

Автор благодарит участников семинара „Электродинамика де
формируемых сплошных сред“ Института механики АП Арм ССР за 
обсуждение работы.

Институт чгхпники
АН Армянской ССР Поступила 19 IV 1974

ь. '(•иЪПЗНЛ.

1|Ь8Ц.:51’Ч, Н.'1.|։ВП1‘РЬ8 1ГП.'1-1,1'1П1.и.1Н1.!։111М||1.Ъ 811.811'141 МГЪЬРЬ 811.1'11.1ИГ11.Ъ 

«ПРИ՝ •|.ЬРЦ.0ЬРЗи.1.

0. 4 ф II ф II I 4

/ кЧ""Ч,"'։1 иА/1)Ьр? к^^н) HtJptH.it Ш^ЪршрРи^кЬ к!^и{"'[_։1к 

рЪ>Н1)>)> ш։>> фь ЧГ 1'{ч1 ^■•пчЪ1чпипн1И1Л1р1>![шЪ 1пш1пш՝1։пп1'иЬр[1 глшршд֊ 
4 111)1 \izrpff /иЬ ч/ч>р: И 1)чр'>пикш‘>1 >1 и։ чЪ ти !] ։н՝1! ч։‘1/,,,[’ ЬЩ! гидр 1)41 I; нни~ 

ипишгнЪ 11 ч"1Чп‘ ур/1 т 1» ргЬ1 1>А> пн р ш )) { иЛ р;
ИНрр\։1п[-11ир/цкр 1рн1 нцЬрн риЛпг^ЪЬрк ^к^идк '.^шЪ ‘[р։п чигшд^шЛ 

ЬЪ [>иннгЛ>Ьр, н р н'и д н рЪ>н)Ьи чр<!>п 4 /•?/ нпн /ДЬ тдр^н/ркд иг ги р Ш '3 '[ч 4 
4 1Н у Ь Д ишпнни А ч .՛и !/ и։ )/ иг гн ш ш ?г и г ։>' )։ Лр р .

!Чгр^ип\ !։ >1144141) чн) /нп) г>> гУи/гр)։ > !нн и։ цн ш н ։ /I р Ь Ърн> .'^гпЪ 1Н~

нгшИ/ши^рч1 ֊•։>') АЪ <нр>»ч 9 Г(1։1՝!г>1։нч в ш 4^ /1ннипп н/^(рн 1/1Н՝/ ш (1։ рЪ Ь р )> 1\ш1{1Нт֊ 

Ы1р)! Ьр1(ри1}ш>[։ш1риЪ лкЬрр' 1{ <и)ч ушЛ и{{ЧрЪш!/гнЬ >и 1/՝1>)/и и/1) чш?,,։1‘ /։^՜

иг Л 3/ и к:) нг}} IЬ {1 д ։



К плоской злзлче распространения магнитоупругих колебаний 33

ON A PLANE PROBLEM OF PROPAGATION OF 
MAGNETOELASTIC VIBRATION FROM A POINT SOURCE

Z. N. DANO I AN

S u in tn а г у

A plane problem of propagation of magnetoelastic vibration in an
isotropic infinite medium from a point source of an instantaneous impulse 
type is considered. The primary magnetic field is assumed to be con
stant and parallel to the plane of propagation.

The solutions, characterizing the magnetoelastic vibration from a 
point source, are obtained on the basis of Smirnov-Sobolev's complex 
solutions.

The solutions derived are analysed, and in their terms the geometry 
of fronts of fast and slow magnetoelastic waves are examined, depending 
upon the strength of the primary magnetic field.
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А. Н. МАРТИРОСЯН

РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ 
АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЫ

Решение ряда смешанных динамических задач для жидкой или 
упругой среды дано в |1. 3]. В данной статье рассматрннлётся плос
кая задача о движении анизотропной упругой среды при наличии тре
щины вдоль отрицательной действительной оси под воздействием со
средоточенной силы, приложенной в некоторой - очке л՛ — / не. обоих 
берегах трещины. Для изотропной среды ла задача рассматривалась 
в [4]. Здесь указанная задача решена для анизотропно'! среды сначала 
при периодических во времени граничных условиях, а далее с по
мощью обратного преобразования по времени найдено решение не
стационарной задачи го всей плоскости в форме В. И. Смирнова- 
С. Л. Соболева [3]. В частности, для изотропной среды в точке 
х = О, г/ 0 полученное решение приводится к решению, найденному 
другим путем в [4]. Найдено также фунд. ментальное решение для ани
зотропной среды.

1. Ур. нпепия движения в перемещения:; для анизотропной среды 
в плоском случае при отсутствии массовых сил имеют вид [5]

д'и , U а------ 1- d
дх2

azu 
с-------4

дхду

о:и I ----  |- с

<f‘V а -—
дх*

C/-V 

(1х0у

(TV

дГ-

d:v (1)

Рассмотрим следующую граничную 
кого разреза:

Ь а -——-----
Olf dr-

задачу при наличии полубескопеч-

(c — d) — 4-а 
.Ух

л՛ 4֊ /) е

и=0 при у 0. х>0;
ди ди
ди их

РУ - ('

и --- О(гг2), v = О(г7<7) при г Г № у2 ՝ (условие на ребре՝ (2)

Здесь считается, что физические величины задаются в виде 
/(х, ?/)ехр(- fot),. где ]\х. у) некоторая функция, о — частота коле
баний, г время, Х-v) дельта-функция Дирака.

Задача считается симметричной относительно оси л՛. Согласно [3]

и(х, у, /) - и (х, у) е՝՜""1, v (х, у, I) - v (х, г/) е ՛ (3)
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Подставляя (3) в (1), имеем

д'и . д'ч <?иа ——г-г и —; -с . •-(7л Оу ОхО у

0’11 
С . 'Г~ Охду Ох‘

д:о и>'т.»
(4)

Решение задачи будем искать в виде

Л Г* И '«֊ГУ I I 
и = 7, | .4и(/.)г </>

К «-П— I <5)
V Г о / \ *1'* ’-И *;-**1 .

V = I 13, (/•) е </'
- »

Здесь Дл(/), 33„(/), 1с,, (>) - -неизвестные функции. Подставляя (5) и 
(4), получим уравнения, решая которые будем иметь

]’ЧвгЁТ->м՛"
В, = - А.: М. = ф, - □-’, = р’„ - >■

с/?а 
1! -

где Д а" ֊ </- — с՝, р\-—• р1 —---- при с~ а— (1, кп—рп. Под-
а ՛ д

ставляя (6) в (5), находим решение

~ С* 1 ։ (>х “у?я) л
и = у I А (/-) е <Ь

(7)
V Г* М' Д ( 1 .

и = — > I —Д„ (*) е </л
“,Л С'З. 

— •»

Выражая из условия з,м — 0 при у = 0, — се х<՜ - Д._. (••) через
Д։й) к подставляя в (7). имеем

< ; = ( ал,(о
3 3 'г-'*:•֊» — »

;;=-С (>,)««՛•”»•• ь С до
Л <-։//։ Л 'Л^5
— • — а

и. = (с - </) V 4-«??, (л = 1, 2)
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Решение в виде (8) удовлетворяет уравнениям (4) и граничному ус
ловию — 0 при у — 0. Остальные граничные условия и условие на 
ребре определяют функцию Л։ (/•). Функции суть ветвя аналити
ческой функции, однозначной на римановой поверхности, составленной 
из двух листов, склеенных вдоль купюр (л։ (Ц,'-*), имеющих полу-
бесконечные разрезы, соответственно, (р1г • ), (—со, р1}) и {р._, -֊՛), 
( где— корни уравнения

(а-г </) <ц2 — А' 2 ' ? 2 л--------------------- и- «л£ О

причем подразумеваются те вет՜ и этих рункций, которые действитель
ны и положительны при ■՛ <^р • то есть положительно .мнимы
на верхнем берегу левого разреза и на нижнем берегу правого разреза. 
Контур интегрирования в (8) показан на фиг. 1.

Далее, так как (• (с .. ди <?и 
d)-^+aw то при у - 0 имеем

Л։(>) Л .(Х)е' *<Ул; у = ^ Л. (>)£(/•) е ' <!'■ (9)
- » ՛ - ж

лгх п,.ч о/.ч .3?)
А (л) =' ~трг՜ в(,) = —

/? (X) — j[cr — (с d)՝] i2—а ՛>“} ֊ n"‘2Pj функция Рэлея.

11римененис обратного преобразования Фурье к соотношениям 
(9) дает

dx У (л) 4֊ 2'0 )

й(-) Л,(л) = ֊ С («)у_ое-՝"’</х= V (;.) + V- (л) (10)
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II П-.

С ^Ь-0е с/х' ) ( (г'\֊ое 1

—ж О

причем искомые функции 12“ , п |/ (а) аналитичны соответственно в 
нижней и верхней полуплоскости комплексного переменного

Согласно граничным условиям (2) имеем

Л?.»«* I
2< ; 1/ (/) = 0 (11)

Подставляя (10) в (9) и исключая
функциональному уравнению Винера-Копфа:

/)։(Н, приходим к следующему

(12)

Легко проверить, что

(13)

где
(е 4- <У - о) (с и а 3(1) 

^|аг (с #|

Подставляя (13) в (12). имеем

I <г---- (с-----, и-(, ) 2 ' ( 14)
(2 •* ՛ • у

где

Функции /՛'{/) и | /4 .՛■" представим и виде

/•’('■) - О)/7 (О; I /<’ — /2 I р.~'•՝ I Рг~/՝ (15)

где функции /■' (’/) и Г ('/•) — аналитические и отличные от нуля соот
ветственно в полуплоскостях 1пй ՝>0и 1т/ <^(). Согласно выбору ветви 
функции | /)■ >՝ и контура, разделяющего нижнюю и верхнюю полу

плоскости '-плоскости, I л..-|-а будет аналитической функцией в верх
ней полуплоскости (разрез вдоль -у —0, — о՜р,.), а I рг— > в 
нижней полуплоскости (разрез вдоль у 0, )• самом деле,
легко показать, что для функции /’(/■) разложение в ряд Лорана 
около бесконечно удаленной точки имеет вид

га) = I
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Заметим, что Ь/7 (л) — аналитическая функция в области (/)) 
(фиг. 2) и непрерывна в замкнутой области (£)) при достаточно боль
ших R. 11рименим формулу Коши к этой функции в указанной 
области

Фиг. 2.

/•■(,.) _ 1 +Так как при | >• | — о то !ц — 0 при R — х>.

Тогда для /3 получим

Так как подынтегральное выражение в первом интеграле не имеет 
точки разветвления и особенности внутри контура Г3, то первый ин
теграл равен нулю, а подынтегральное выражение во втором интеграле



Решена- некоторых нестационарных задач для a i икс. тропи nfi гре.чы 39

принимает на обоих берегах разреза одинаковые значения, поэтому по
следним интеграл тоже равен нулю. Итак, /3 -0- Аналогичным образом 
доказывается, что /. = 0. Отметим, что р} точка разветвления для 
I — /■՝ , а р.2— для I к2 — '~. После выбора ветвей функций 

I р\— , I Р - /.՛ легко вычислить /1 — 1н Г (л) в виде

Очевидно, что функции F (>} и Л р) аналитические и отличные 
от нуля соответственно я полуплоскостях 1m / }>0 и 1m л <՜ 0. В ча
стном случае, при с - a d, выражения для Г (/) и F (/) СОНП-'.да- 
ют с результатом Мауе [61. Поде шляя (151 j (14), имеем

.а' (с d)‘ i------------------
2а

/ Г+ (Л) И+(/) = 2
('•# — /.) XV)

I Р

Р\ Р,֊~>> " 
2-f< (>•/?- а)ЛГ(л)

Р՜ (>)-

(17)

Х(>)f И - '•

I /л —J I р— '■
Для того, чтобы применить стандартную процедуру Винера-Хон ра 

к уравнению (17), необходимо преобразовать второе слагаемое в пер
вой части, так как это слагаемое представляет расходящуюся волну 
на бесконечности при 1т/ 0. Для этого надо перевести этот член
в левую часть равенства (17).

Функция Г (.՛.) имеет нуль при >• /д- и точки разветвления при
I. — рг и л — р.. в показателе экспоненты, причем показатель экспоненты, 

1 . . , в указанных окрестностях имеет соответственно порядок —1п(р։ '1

и ֊}- 1п(р; — л). Поэтому в точке / = р., функция Р Да)Г՛ р., — '■ регуляр

на. Последнее следует из поведения интеграла типа Коши на концах 
контура интегрирования [7]. Преобразуем второе, слагаемое в правой 
части уравнения (17).
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Окончательно имеем уравнение Винера-Хопфа

,■ а—(с՜։ Р: (м /՛ о) +71՛ (>)= Г(Х)'Л7'1-/'<'■>
/а (л։Ч — л (/.)

А« о»
, . «Ад./ х

/Г(') --------- 4-?(=,/-); ?(?,.). Г ?(т)е <
Л№ л V ('« ')(-—'■)

₽|

Р\ Г^,[а| Г-7^7Г ֊ 3...Ие ЛЧ')|
2<.% ՛ (О (3_, - \)7ф) ’ •' 1 А> р‘}

2АЛ(֊) ՛ ' (/,=' ՛ ’

Гак как точки р։, /г>, ՛ и не принадлежат к нижней полуплоскости 
плоскости /.. то правая часть уравнения (18) представляет собой функ
цию аналитическую в нижней полуплоскости, в левая часть того же 
уравнения —функцию, аналитическую в верхней полуплоскости. 11о прин
ципу непрерывного продолжения можно утверждать, что левая и пра
вая части этого уравнения являются аналитическими продолжениями 
одна другой. Остается выяснить поведение определенной таким обра
зом функции, аналитической но всей плоскости л, в бесконечно удален
ной точке. Используя теорему абелева типа [8] и условие на ребре, 
нетрудно показать, что аналитическая функция стремится к нулю на 
бесконечности. Тогда в силу теоремы Лиувилля опа тождественно 
равна нулю во всей плоскости ՝>■.

1 аким образом, получим

о _____ । /-) (19)
Г Р1-к I Р\~к

I7 (л) — ЪсиЦ (г) Ца- - (с — (/)*'] | (л)}՜1 (20)

Подставляя (20) в (10). получим

АЮ-Л)«1" + ®"('•)«'Ля/+ а^։>(>•>?(?. /41 (21)

Подставляя (21) и (9) в (8). имеем 
2 2

М = <"՝ехр (/£;"> (И) 2- 3 («!/»՛ (/)֊г:?7') I <//
л-։ и -** г* —

Ь^1 ехр ((>.)) + ֊ ?(^Я10) г! ?з"") (22)
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/։(«> = ( — Ц՞' 1 ^3-т . Лт) — С . (Л) -,,
2^б'(А.) ’ |р_л6’(Л)

Л(т) __ 1՜ 11՞’ (Л/? (•'л։ А'Д֊ ,„

3 -

а;г) = _ Л^ в(„). д = R (;.) (₽1 _ (у 
с^т

?(։П| = ).(х ; /) 4- .։/?«; ^ — ՝! Ц1 ■ !.х . У?,т; »г.1 ■[ ,х ( ?Д„

Таким образом, найдено решение поставленной задачи, периоди
ческое во времени. Обратное преобразование во /, соответствующее 
решению нестационарной задачи, имеет вид

9 > Г •
1 * • 1 г —и •«---- 1 е*‘ис1з’, V =------  I е‘иЛ, 5 = 7<о (22՜)

2"7 Л 2-7 Л
с — 1®* 1—гое-

При применении обратного преобразования Лапласа по /, введем 
вместо л переменную ?, > ~ 1ч, х — ; /*., где з 0 и мало.

Существенными при вычислении интегралов (22), (22*) оказыва
ются окрестности точек : - :|;п), для которых

Лт) С« = 1֊№ =֊- О (23)

(п = 1, 2, 3; т = 1, 2)

причем сопряженные значения ;‘Г' также удовлетворяют (23). Для оп
ределенности вычислим один из шести интегралов, содержащих ука
занные экспоненты.

’>:? .л -И1 >(5)
\ | 7«'|։)(>)е <// (24)

о—«х -«։

Тогда, так как , можно показать, что при о 0 полуоси
- -г

'л<С.0 соответствует контур по ; в верхней полуплоскости, а полуоси 
/^>0 —контур : в нижней полуплоскости. В силу малости = можно 
условно эти контуры проводить по действительной оси с обходом 
особых точек в верхи й и соответственно нижней полуплоскости. Тогда

, ’* Г
/1</$5£П4>^ ш,1։(;)с сП 

се — в
где в силу однородности произведено сокращение на и>, причем во 
множителе при экспоненте в подынтегральной функции всюду положено 
о ֊ 1} Что дает новые формулы для /;!| (;)•
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Пусть ш>0. Заменим контур интегрирования ՝ ; <
на контур Г։, проходящий через указанные точки и’1, "?/' в направлении 
1т/р>(;) 0. Для этого нужно найти области постоянного знака
1т/}п(?). В начале для простоты рассмотрим /}“(;) для изотропной 
среды, для которой с—а —с!, к, ֊ р.> к2 р2. Обозначая /р (г) — В, 
где величина Н вещественна, : 1 — можно убедиться, что в плоско
сти (1, ?/) линии = 5 состоят из двух ветвей гиперболы

г- = а (х֊ у՝), xt = х /

а также из отрезков действительной оси | С | Пусть х > 0, £>0. 
lu՜

Тогда, предполагая, что па положительной мнимой полуоси | а 1 
можно показать, что ïm/[1 ' (’:) <^ 0 в областях (фиг. 3), где проходят

дуги окружности Cj и с2. Тогда интегрирование по ; от до — за

меняется на интегрирование по верхней половине контура Г3, а инте- 
- -V.грирование по ; от ----  до со — на интегрирование по нижней поло*

G
вине Гх. Это возможно сделать, так к л к на с, и с.: 1шДп(:)<^0 и можно 
показать, что интегралы по cL и с2 стремятся к нулю при неограничен
ном увеличении радиуса окружностей с3 и с.,.

Тогда при ՛՛՛ > 0 можно заменить интегрирование по действитель
ной осн : на интегрирование по Г։.

При < 0 вместо с։, с2 берутся их дополнения до верхней и со
ответственно нижней полуокружностей, на которых 1։п/՛1(;) 2> 0.

Тогда интегрирование но действительной оси : заменятся на 
интегрирование но I ։, в обратном предыдущему направлении. Весь 
внутренний интеграл в (24) поменяет знак на обратный, а решение бу
дет таким же, как при ч>2>0. При к <^0 точки ïi՝', лежат на ле
вых ветвях гиперболы (фиг. 3), контуры с? заменяются на симме
тричные относительно оси 1, и решение нс изменяется.

Итак, при любом « из (24) получим

1 Д* - ֊*»/'№
‘/sp“!’4i)e d- (25)

-։* Г|

Для анизотропной задачи, учитывая, что выбранному значению 
?։(Э соответствует по уравнению <.’>(։)- 0 одно значение ;[1>, а 

также И' , вместо указанных гипербол (фиг. 3) выбираем ветви кри
вой 1։п/}։,(:) — 0, причем при х 0 правая ветвь Г։ проходит через 
;Н) ГП) х-ч•1 , и . Отметим, что полюсы и точки разветвления подынтегральной 
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Функции находятся на действительной оси причем отсутствие нулей 
Я(;) вне действительной оси показано в [5]. Окончательно получим, 
вычисляя интеграл по 5,

Фиг. 3.

Р />(1)=/р'1 (?)։(/"’(Ш*

Г,

Полагая вблизи точек Ц1?, (;) = •*11)) и вычисляя инте
грал от дельта-функции в точках :Р', и1', пблучим

н) Г5,։Ч
(26)

/։ (’1 )

Для изотропной упругой среды

При I — -у=<3/ —----- решение Л*' равно нулю. Точно также в
V а > а

(25) для анизотропной среды /*!: 0 при (у), где I— ,*/) 
есть уравнение волны, образованной в точке х 0, у 0 в момент 

/=֊7=, уравнение которой находится как огибающая по уравнений
К а
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плоских воли 0 и имеет вид /}։; (=) = О, № ('■) -- 0. Областью
аналитичности решения является область, указанная па фиг. 2, ко без 
разрезов Г3 и 1\. поскольку точки > ,։, > „ не являются точками развет
вления для решения задачи. Итак, для анизотропной среды из (22), 
(25) и аналогичных формул для остальных интегралов /"' решение 
уравнений (1) при граничных условиях (2), где для нестационарной 
задачи вместо ехр(—/՛•<) стоит (/), примет вид

с,;-'= до»,, 1, 2, з; т 1, 2),
С-.

причем каждое из слагаемых равно пулю в области вис соответствую
щей волны /;/°(:) =Д"" (0 0, п 1, 2, 3; т 1, 2. На осн х эти 
в ыра жения у проща ются 

« — 2 Re i | A da

v = 2 Re /

где

E., = 2 b՝nm\ 
m J

{n= 1, 2)

В частности, в точке у/ - 0, х — 0 получится

что совпадает в изотропной задаче с результатом !1•. Для граничного 
условия (2), где вместо ехр(— fvuf) стоит произвольная функция у (0< 
решение получается из предыдущего в виде
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и —

(*• у)

(х, у. —

где { - Т1̂  есть уравнение волны Д"" (0 = Дт) (՝) О, причем инте
гралы равны нулю при I Т‘"՝\ (Для медленных волн / — состоит 
из точечной волны и касательных к пей из точек быстрой волны).

Для нагрузки, заданной на отрицательной оси г в виде произволь
ной функции р (х, /), решение имеет вид

3 3 /? п
и = V 2 I </х' | /!.՛" (х — X — I, у, /') > (л-', ! — 1') <И'

ГП -I п ~1,) „

2. В этом пункте рассматривается общий и вместе с тем простой 
подход к получению решений движения однородной среды при наличии 
сосредоточенных импульсов. Решения находятся методом интеграль
ных преобразований Фурье и Лапласа, а затем приводятся к форме 
записи через аналитические функции, введенные В. И. Смирновым и 
С. Л. Соболевым [3]. Указанным методом в плоской задаче опреде
лены фундаментальные решения для уравнений однородного анизотроп
ного тела. Рассматривается задача определения вектора смещения 
(и, у) в плоской задаче для однородного анизотропного упругого тела, 
удовлетворяющего нулевым начальным условиям и уравнениям

д'и д'2 и , д2и о-у Хо . ., , . ՝
— -а - + <*֊ 4-е-— —*> (*)''(«/)''I/)
д(- дх- (>у дхОу '> ^2^

д-у о՝ц д2у , д2и
01՝ Му Ох- ду г*

где ?>(х) есть дельта-функция Дирака.
Вводя преобразование по Лапласу и , V от ц, г» по ։ и записывая

не"՛1՝ о — ^т՛՜1 7></я1с7? (28)

— л

мз (27) можно получить после применения обратного к (28) преобра
зования Фурье, уравнения, решения которых имеют вид

= X.. (х3֊г «/’”՛ </’() —

4"7[7?^ — (х2 аъ 4- </£2) — Хос7^ (29)

Э = (<г 4- -֊ </!?) ($-’ 4- <//֊ : аУ) с՜^՝; х — Л»

Подставляя (29) в (28), вычисляя вычет в интегралах по 3 относитель
но полюсов
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?«“՛.«“]/ - ' 2ad 1л ■ 4- (-1У! I , ’i ֊

А = + у _ /1_ _ аЛ / 1. _ ае\
\ 2а d / \ а : \ d

можно получить

։ “ Hlu=-!- V( J)’ [Xo(aK+rf։S-l)_ +
J PJ 3

(30)
2 0C

V =-i- 2 (- D" f [ Г, (d?„ + a«= - 1) - %ocaM
8-^ad J pa I A

— X

Контур интегрирования в (30) заменим через контуры Г։, Г2, которые 
проходят через точки a։, а։, и а2, 7; соответственно, причем <хп находятся 
из уравнений

t -ЯаХ—^п («п)</ = 0 (л =1,2) (31)

На контурах Гр Г... левые части уравнений (31) вещественны, 
что позволяет получить обратное преобразование Лапласа по t в прос
том виде.

Переходя к оригиналам в (30), получим
; 2 О

и = V (-1Г г« - « - у?„) [Я, (<,£ + rf«’ ֊ 1) - yqc^„]
Гл

(32)
■ $ р н*

V = —— V(-l)’1 г« ֊ *х — ]А.)[Уп(45; — 1) ֊ Хос<$п] —7=֊
8-’>adr^ .) к» Г •*

Аналогично (25) получим

1 „
с՛^ (х + у?.)?И * ’=«. (33)

1 „ , . < . .... > У^-г ֊ 1) ֊ Х^„ |
1 4я?а</ С Д (* + в?-.)М А 1“=։»

Записав уравнения (27) в интегральной форме, можно показать, 
что решения (За) удовлетворяют условиям задачи.
Иным путем фундаментальные решения для плоской задачи анизотроп
ной теории упру!ости в другом виде получены в |9|.

Автор благодарит А. Г. Багдоепа за постановку задачи и посто
янное внимание к работе.
Ереванский армянский педагогический

институт нм. X. Абоияна Поступила 14V 1973
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Ա. Ն ՄԱՐՏԻՐՈՍ ՅԱՆ

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՀԱՄԱՐ ՄԻ ԲԱՆԻ ՈՉ ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ 
ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ 1.Ո ԻԾՈԻՍ՚Ր

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

IIւ սումնiit։ւիրվոt it է աոաճդական անիդաորոպ միջավայրի շարմման հարթ 
խնզիրր բացասական իրական առանցբի երկան բով մեղրի ե կենտրոնացած ու - 
•էերի աէէկայուք!յան դեպրում, որոնբ կիբաոված են մեղրի երկու եզրերի ինչ 
որ կետերում ։

1'զոտրոպ միջավայրի համար այս խնդիրն nt ո ո ւ մն ա ս ի րվա A I, Վ . Դ. Աու֊ 
[իևի l/ոդմիցւ ներկա աշխտտանրում լուծվում Լ ՛Լիներ ֊Հոպ!իի մեթոդով նշված 
իւնէքիրր անիզոտրոպ միջավայրի համար ե պարբերական ըստ մամանակի եզ
րային պայմաննեիր դեպբում; Կատարված Լ նաև Լապլասի հակաոակ ձևտ- 
վւոիէէէլթյո՚ւն ըստ մամանակի, որը ք!ույլ Լ տալիս դտնևլ ոչ ււտացիոնար խնդրի 
լուծումը անմիջապես ամբողջ ’աբքհււթյան համար 'Լ. Ամիրնովի֊ Ս. Լ. Utt- 
բոլևի տեսրովէ

ON SOLUTION OE SOME NON-STATION AR Y PROBLEMS 
FOR ANISOTROPIC MEDIUM

A. N. MARTIROSIAN

S и in tn a г у

A plane problem on motion of anisotropic elastic medium in the 
presence of a crack along the negative real axis and a concentrated 
force, applied at some point on both borders of the crack, is considered. 
For isotropic medium the similar problem was analysed by V. D. Kuliev. 
In the present paper this problem is solved by the Vinner-Hopf method 
under boundary conditions periodic with time for anisotropic medium. In 
addition, an inverse transform with time is performed, permitting to 
find a solution to a non-stationary problem within the whole plane in 
the form suggested by Smirnov and Sobolev. A fundamental solution 
for anisotropic medium is found as well.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Տքանիկա \\\ |]1_ :՛, Механика

Г. И. АВАНЕСОВА

О ДИНАМИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ ПРИ ДЕЙСТВИИ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ

ЛОКАЛЬНОЙ НАГРУЗКИ

В работе исследуются параметрические колебания замкнутой кру
говой изотропной цилиндрической оболочки при действии локальной 
осесимметричной нагрузки, вызывающей моментное начальное напря
женное состояние.

В работах [1—3] показана необходимость учета неоднородности 
докритического состояния оболочек при исследовании областей устой
чивости параметрических колебаний оболочек.

1. Исходные уравнения, связывающие нормальный прогиб И՜՜' и 
силовую функцию Ф, взяты в виде [1, 3]

1 1 ()֊ 1Г 1I ^4։ф + 7®+Т£(й^=0 <1Л)'
Г ^+даг֊-1^-цг:Ф) = ,

дг 01 R Ох”

где обозначения общепринятые [1].
Начальное осесимметричное моментное состояние описывается 

системой уравнения

^^14. А^ = 0 (1,2).
£Л Ох1 R 0х։

,л^4_2гол^ ,
Ժ/2 1 ծւ дх* R Ох2

Обозначив вариации функций XV и Ф через 11'\ и Фх и принимая 
,^ = 4 Ф — 4՜ Фр приходим к следующим уравнениям устой
чивости [3]:

£Л R Ох- <)х‘ Оу"

м + 2,,л Ջ+ />д։1Г1
Ժէճ д/ R Ох2

^Фр_ Ժ2Ա7ւ _ д՜ ժ՜Փւ _ 0 
дх՜ дуг ох- ду-

4 Известия АН Армянской С.СР. Механика; I

(1.3)
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Последние следует рассматривать при однородных граничных услови
ях, соответствующих типу закрепления торнов оболочки.

При отсутствии продольных усилий систему (1.2) можно перепи
сать н виде

оС‘ д1 ?/։ <>х*
(1.4)

Решение ՛ ия (1;4) представляется в виде
Н7о “ ?1 (•*) со։ 5/ — р. (х) 51п 1/ (1.5)

то есть учитываются только члены, не затухающие во времени. Зна
чения коэффициентов ?/(х) всегда могут быть найдены из (1.4) в за
висимости от нагрузки,

Найденное решение с, <х) представляется н виде ряда по ко
синусам [3—4]

• Дл) =2 *4*со5*ах; /.* —
*»« I

Решение системы (1.3) ищется в виде (3—4|

ое
И?, У а„(ф!п /тх

м=1

х
Ф։ - С$5ОД? У 1„х = —

т-1 R

(1.7)

Подставляя (1.6) и (1.7) в систему (1.3), исключая и прене
брегая нелинейными членами, получим для любого ш следующее урав
нение [3]:

£^+ 2е£—+(2։-51։о։0, . 0 (1.8)

(11՜ (1(

где п число волк в окружном направлении

А = (а„ а։, а,......

1 0 0 .... । 1-։ 0 0

Е 0
0

1
0

0 ... 0
֊ ; - »

............... 1 . • ’ ’

'°а
0

0
<։|а

• • • • • • •

(1.9)

25$ - л!-1 5։ 1 - 5/и - 51.,
.4’ | ֊ 5;'., 25,1֊ 51 ։ ֊ 51 2

5$_։ ։ 5։-։ ֊5;.з 251 - ».)
(1.Ю)
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(1.11)

(1.12)

( j — т р; т -гр; р т) см 14]

2. Рассмотрим случай г 0, тогда уравнение (1.8) примет вид

Е-^4- + (в* +5։со։ООЛ = 0 (2.1)
dl~

Решение уравнения (1.3) для нечетных областей динамической неустой
чивости ищется в виде установившегося колебания с периодом 27’, [1].

ОО
Л(<)= s

к-1. 3,...

~՜ - kbt у l&t
Лк МП ----- — Ь К COS —7— (2.2)

где at и Ьк — некоторые векторы, не зависящие от времени. При 
подстановке (2.2) в уравнение (2.1) и приравнивании коэффициентов

. Mt kfJt х
при одинаковых sin и cos——, приходим к следующей системе мат* 

2 2
ричных уравнений:

(q։---- L$ = 0 (2.3)
\ 2 4 2 2 ’

-r-֊2֊5։ (a.֊, -f* ct‘2 ) = 0 6 = 3, 5, 7,...

+ J. s — )бх + J-s б=о
к 2 ’ 4 ) 1 2 1 ’

+±S^6t_2+ -Ьк^ ) = 0 6-3,5. 7,...

Условием существования нетривиальных решений системы линейных 
однородных уравнений является равенство нулю определителя, состав
ленного из коэффициентов этой системы. Уравнение критических час-
тот для нечетных к в матричной форме имеет вид

2=±-֊Л-
1-^Е 
4

i5՛
0

~5։
2 1

9
2:! —

4

1 
i՜5՜1 • • •

= 0 (2.4)

0 2 51
02 '^-Е

4
• • •
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Аналогично определяются четные области неустойчивости, ограничен
ные пероидическим решением с периодом Т. В этом случае решение 
системы (2.1) представляется в виде

/Ш) ֊ -i֊A0 У (a<-sin^~ 4- bk cos 1 (2.5)

2 х=и. .. • 2 2 7

Уравнения критических частот 8 этом случае имеют вид

2՛- — &Е

-1- у
2

0

-4б2£

J-5։
2

0

I5*

02 16С2£

-0 (2.6)

2- 5х 0 0

1
2

$1 2- - 62£ 0

0 н 2« - 4ггЕ

1

~ 
. O

J
1 = 0 (2.7)

0 0 — 5, 
2

2*-16û’£

Все полученные определители относятся к классу нормальных опре
делителей, что легко может быть доказано аналогично [1].

Приближенное выражение для границ главных областей неустой
чивости получается при приравнивании нулю определителя верхнего 
квазиэлемента матрицы

-֊■VE -, О 
4

(2-8)

или в развернутом виде

,2 1 Ô2 ֊-(^J 5 !> ֊ -֊- (*! 5>)

֊(-?։ •S}) ч֊4-с։±4^֊55>4 2

--=0 (2.9)

Раскрыв определитель, получаем уравнение, решение которого дает 
выражение для границ двух главных областей неустойчивости.

Значения критических G могут быть получены из уравнения (2.9) 
при применении метода последовательных приближений, так как вхо
дит и в выражение 5.
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Аналогичный подход к решению задачи сохраняется при опреде
лении четных областей неустойчивости.

Далее рассматривается задача определения критических частот 
в случае г«£0 (уравнение (1.8)).

Для определения границ нечетных областей динамической не
устойчивости получается следующее уравнение п матричной форме:

(2.Ю)

9

4
■а՜51 1 5.

2
±5 
2

3:А*&

ь

4 2 ’
— 5. <£&
2 *

1 -и

1* £

। с •• . с»
■Ч

б ! X
л;

0

3:£б

1

։о
 | •

-*

?5' '2-
4

а для четных областей уравнение

2’-4б’£

»

7 51 0

1

— 41£0

-1 л.
2 '

0 х=0(2.11)

2=—«»£

$

±5. 
2 '

-2з£9

л

-2-5 
2 '

?лЕЬ 1
2 1

1

25 7֊՝՝.

4'֊ЕГ) —- 5, 
2 *

0

1

2-֊40»£

Ти к же. как и в случае : = 0, определены приближенные значения
критических частот параметрического резонанса.

Уравнение критических частот для нечетных областей в матрич
ной форме имеет вил

1 6’ 1+ — Е Д-5,
2 4 2

иля к развернутой форме

(2.12)
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, о2
'°1 4

_£1

2

2

_£ 
2

о 
।

>о
|>

л
֊1
- 

।

£ 4=

2 2

2

зО

еО

с
2

- +^։

С.,

2

0 (2.13)

а.

2

с

4

и>

°“
1 

« 
1՜ _

4 ' 2

с. ,
2

где
А, = Ц֊^.։
Д = 25'

С< = 5'_

— 5;. 2
_ с < (2.14)

то же для четных областей

2г б2£ — 5..
2 ”

2г Еб

5Ц О 2 £’ •ь; = 0 (2-15)

2а£0 ~ •$!2 ’
02 _ бг£

3. В качестве примера рассматривается круговая цилиндрическая 
оболочка с шарнирным опиранием у торцов.

Граничные условия для докритического состояния имеют вид:

а2117
Ц70- = 0 при л֊ = 0 и х = / (3.1)

()хг

Функции ?;(х) и осесимметричная локальная нагрузка </ - </псо5^ пред
ставляются в виде рядов

оэ
?/(х) У' (1/г.МП',Л՛ 

г-4

со

д0 — У а'՝ $1п'.гх
,-1

где
а^,г

а1Г ■ —------
рЛ

+(4֊^)] 4-4^

(3.2)

(3 3)

(3.4)
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(3.5)

Ниже приведены коэффициенты разложения <? в ряд но синусам для 
различных случаев осесимметричных нагрузок:

а) кольцевая обжимающая нагрузка

б) нормальная к поверхности нагрузкй, распределенная по части 
длины ’оболочки

а', — —— (cos / , а — cos/г 6) (3.7)гт.

Коэффициенты разложения функций ?/(л-) (1.6) и ряд по косинусам 
имеют вид

1 °° аЬ-Ч-'. —y^L2!_(l ( 1)') (3.81
ГТ.

^ = —У.1Г* 4- 1-(-1Г* \
^■՝ г-1 т. г 4- k г — к ' г ф к

Ниже приведен числовой пример. Рассмотрена круговая оболочка, име
ющая следующие параметры: (R - 1; 0.3: Л? к 100. Наименьшее зна
чение парциальной частоты достигается при р 1. п 7 и равняется
К. б
0.06. Приведенные в табл. 1, 2 и 3 значения б вычислены при

п = 7. В табл. 1 приведены значения критических 9 при кольцевой 
обжимающей нагрузке, в табл. 2 — при нормальной к поверхности на
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грузке, распределенной по всей длине оболочки, в табл. 3 - при 

мальвой нагрузке, распределенной от х ֊ 0 до х —

Таблица 1՛

/7?

г=0
1-10՜4 ЗЮ՜*

1
0, 0.470. 6, 0.485 0.456. '/։ 0.500

_ _ _
•;3 1.082,0, 1.213 '>3 1.001. »։, 1.224

0.3
9,-1.022. «19 1.645 6, 0.972. 03 1.983

03 3.330. 0, 3.363 % 3.030. 0, 3.371

Таблица 2
г 0

ИР 1.5-10՜* 3-10 5

7, 0.391. 7, 0.547 6, 0.283, 73 0.593

% 1.020. 0՝, 1.108 1/, 1.012. 5, 1.224

и։ 0.785. '~2 0.976 7։ 0.648, *6-0.909
0.3

7, 3.007. 7, 3.032 '/3 2.847. 0,-2.9мб

Тбб.‘.ици 3

«б.'£
R R

= 0 а-0 А ֊ 1/3
1.5-10 “5 3-10՜5

7, 0.3625. 9,^0.584 й 0.216. '7։ 0.685
1

73 0.982. 74=1.1О9 £ 0.986, 7,= 0.991

7, 1.568. 72 1.573 '7, 1.532, '7- 1.545
0.3

'7 3.330. 7, 3.351 73 3.025, <7^3.361

Первые две величины О определяют область главного параметри
ческого резонанса. Последив-֊ — побочную область резонансных ко
лебаний.

Таблица 4
1

'Р из ур-ия (2.9) ог ։<՛_> раб. [4]

9-0.6-10 5
7֊ 0.15. "4 0,311 <4 0.17, 0.33

;4-։.О4, V 1.18 7֊ 0.91. “^-1.10

В табл. 4 приведено сравнение результатов для оболочки, нагру
женной нормальной нагрузкой, распределенной по всей длине оболоч- 
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хи, полученных при данной постановке задачи и в предположении без- 
моментного докритического состояния [ 3]:

Как видно из табл. 4, приведенные решения несколько отличают
ся (4-7%).

Вычисления, приведенные в данной работе, осуществлены в Вы
числительном центре Института физики АН Арм. ССР.

Ереванский политехнический
институт им. К. Маркса Поступило 13 111 1474

Դ. I՛. ԱՎ1ԼՆ1ւ11||Վ11.

ԱՌԱՆՑՔԱ11ՒՄԵՏ1'Ւհ ՏԵՂԱԿԱՆ ՍԵՌԻ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ 
Դ1.ԱՆԱՅՒՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ո փ ո I մ

Դիտարկվում են փակ շրջանային ղյանա էին թաղանթի սյ ա րամ /< in ր tit կ ան 
տաւււանու մներր' նրա վր։" աոանցրաոիմետրիկ տեղական րեոի աղղեց ոtթչան 
ղեպրում։

թաղանթի մ ինշկրիւոիկսէկան վիհս/կր րնղունված Լ մոմենտային հ աոանչյ- 
րաոիմետրիկէ Լայնական իներցիոն ումերր Հաշվի աււնեչոէ և մինշկրիսւի կա • 
կան վիճակր Աք Աւրամե տրերր ֆարշեի շարրի վերածելու դեպրում իւնղիրր րե- 
րամ Լ Հայտնի մատրիցային հավասարման։

ON DYNAMIC STABILITY OF A CYLINDRICAL SHELL UNDER 
AXISYMMETRIC LOCAL LOAD

G. I. AVANESOVA

S u m in a г у

Parametric oscillations of a closed circular cylindrical shell under 
axisymmetric local loads are examined.

Precritical condition of the shell is assumed to be instantaneous 
and axisymmetric. Taking into account transverse forces and expanding 
the parameters of precritical condition into the Fourier series, the prob
lem is reduced to a familiar matrix equation.
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Е. Г. ГОЛОСКОКОВ, В. П. ОЛЬШАНСКИЙ

О КОЛЕБАНИЯХ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ, 
ВЫЗЫВАЕМЫХ СИСТЕМОЙ ДВИЖУЩИХСЯ СИЛ

Рассматриваются установившиеся колебания тонкой плиты, вызван
ные вращательным движением на ее поверхности нагрузки, состоящей 
из четного числа равных регулярно расположенных по окружности 
сил. В первом приближении исследуемая система может служить тео
ретической моделью для определения воздействия на прямоугольную 
пластину со стороны упорного шарикоподшипника.

Пусть поперечные колебания плиты описываются обычным диф
ференциальным уравнением без учета сдвига и инерции поворота [1]

DV2 у, 0 (1)

Здесь 2 =------ 1----- , D изгибная жесткость, о масса, отне-
дх2 с/у2

сенная к единице плошади, q — внешняя нагрузка.
Поместив начало системы координат хоу в угол пластины с раз

мерами в плане /х, /2, разложим поперечный прогиб в ряд
ОО

Г = У У А„ (0 sin ^-sin —(2) 
‘1 -

удовлетворяющий условиям свободного опирания кромок.
11остроим аналогичный ряд для внешней нагрузки

ОО
<7 = (Osin ЛА (3)

m,n=l 1 -

которая задана выражением
2Л- ,

q — Q V о (х — X,-) 3 (у — у,) (4)
i I

Здесь Q—сила, приложенная в точке с координатами х, — х,- (/), 
у, yi(t)', — количество сил, движущихся по окружности радиуса
г с центром в точке (а, 6); 3 — функция Дирака.

Из выражений (3) и (4) для коэффициентов разложения имеем
4Q/ 2k

Втп (Z) = ~ ~ ( sina a sin р b У cos a ;z cos ф-
Z1 л=1

2k \
+ cos я a cosP 6У sina;։-sinp 7],- ) (5)
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При этом введены следующие обозначения:

Переходя к полярной системе координат, положение точки (xt,yi) 
на окружности радиуса г определим углом ?,■ по формулам

— reos?/ '/], = г sin?/ (i — 1, 2,..,

Тогда для произведения косинусов и синусов получим

cosa $/ cos3 rti = ֊[cos (rA* sin ֊t֊ cos (r R sin 02)]

sina sin = ֊[cos (r R sinOJ — cos (r 7?sin 62)] (6)

R = (a2 -I- P)1/2; 01։2=7±?z, 7=arctg—

Пользуясь известным разложением [2]
ОО

cos (z sin G) = /0(z)4- 22 Jij (z) cos2y'G 
J=i

выражение (6) преобразуем к виду
ОО

cosa ;, cos 9 rtl = (rR) Н-2У JijirR) cos 2y 7 cos 2/ ?/
/-1

00

sina ;, sinp 7/ — 22 J?j (rR)sin 2y 7sin2y?/ 
j 1

где /, — функция Бесселя первого рода порядка v — 0, 2, 4,...
Подставив соотношения (7) в (5), имеем

(7)

4Q Г 2k

ОО 2k
+ 2 'i2j 2 Sin 2у ?/

у=1

Здесь

/л/ — 2J՝2j (rR) cos 2у 7 sin aa sin 96 

i-2j = 2J2j (rR) sin 2y 7 cos aacos36

При помощи формул [2]
2Л-1

cos (u T՜ iv) = cos
i-0

,2^ — 1 \и 4֊ ----------v Isin kv cosec —
2 / 2
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,26 — 1 \ . , vи ------------ v sin ku cosec —
2 / 2

для регулярного расположения сил Q

T(+i= + = -Р f = 0.1,2...,2£֊l,
К

после раскрытия неопределенности находим
2* (27с CGS 2sk у! пои / — sk
Vcos2j> = ‘ J (9)
j=i 10 при / =-'= sk

s -֊■ 1, 2, 3...
[26 sin 2 s 6 Oj при j = sk 

> sin 2/ ?t- = {
/=1 lO при j = sk

i 1ри постоянной скорости вращения (sp ֊- о,7) согласно (8) и (9) 
имеем .

40-26 I . 00 1Bmn(t) = ~֊֊ \ J0(rR) 4- V2H,- cos27W р V /V,-sin2/ZM 1 (10)
'i 4 1 fci Pi I

где
Mi — 2/2,^ (rR) cos 2/6՜; sin?, asinp b
Ni (rR) iinUkt cos^-a eat? b (11)

Подставив ряды (2), (3) в уравнение (1), приходим к системе 
дифференциальных уравнений

-р -т„ ^тп — р Втп (t)
D ...........

Здесь 12m/1 = (а^ р З2)2 — квадраты собственных частот колебаний
Г'

плиты.
О раничиваясь рассмотрением установившегося режима колебаний, 

решение лпл-го уравнения с учетом разложения (10) ищем в виде

Для определения коэффициентов получаем равенства
r,o 4Q-26 J0(rR) тп —

//2 О(а2 + ру
С(О _ 4Q-2/<________ Mi

тп 9L — (2/Ъо)2
(i) = 4Q-26____Ni____

SL ֊ (2гЪо)2
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Таким образом, в установившемся режиме пластина, получив стати
ческую осадку, равную

ОО

х 510,8 у
т, п=1

будет совершать колебания с частотами 27/<(|). Осадка пластины про
порциональна произведению Р — 27<С?> следовательно, она зависит от 
суммарного внешнего усилия, передаваемого на пластинку.

Проанализируем теперь амплитуды возбуждения колебаний (11). 
В силу того, что максимальные значения функций Бесселя /.(а) убы
вают с ростом V, приходим к выводу, что увеличение количества сил 
21: уменьшает амплитуды возбуждения. Таким образом, увеличение 
количества сил <2, без изменения статической осадки плиты, приводит 
к снижению уровня возможных вибраций.

Из выражений (12) следуют условия резонансов в рассматривае
мой системе

, — (2/Ь>)1 2 = 0 или <о = —У > г — Ь 2’ $

1
4---- У, М ( 51031, / ф 5Ш22,- /)

2 ։֊1
81,- = 2гкы — А, £2,- = 2/'£ы 4- А-

Эти формулы показывают, что при заданной скорости вращения 
группы, состоящей из 2к сил, резонанс невозможен на собственных 
частотах пластины, удовлетворяющих условию

2,чя<а*, где 2*=2Ь)г

Для больших значений / и к имеется возможность наступления 
резонансов, соответствующих малым скоростям вращения <о. Однако, 
при этом, как показано выше, амплитуды полигармонического воз
буждения убывают и оказываются недостаточными для того, чтобы 
вызвать заметные колебания в системах, где существуют значитель
ные силы рассеяния энергии.

Выше предпол ггалось, что величины движущиеся сил являются 
постоянными во времени. Не представляет затруднений определить 
амплитуды внешнего возбуждения и при наличии гармонической со
ставляющей, то есть*при <2 = Р 4՜ С СО5/7. Для коэффициентов разло
жения внешней нагрузки в этом случае получим

(֊')=֊ ~
Г2

4(7-2£

где

ОО со

}0(гР) 4՜ У М{ со52/4-с>^ ф- V 7'7]з’ш27^^>1
/ = 1 1 = 1

1 00/0 (гР) СОЗ / / 4--------У (сое:;,- / 4՜ СО5֊2, /) -
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В отличие от рассмотренного ранее случая в системе теперь воз
можно появление дополнительных резонансов на частотах л= Qmn и 
2 ikw ± л — “m/i • Последние являются комбинационными резонансами, 
обусловленными пульсацией сил и изменением координат их точек 
приложения. Об опасности этих резонансов позволит судить только 
учет реальных сил рассеяния энергии, что не вызывает принципиаль
ных затруднений в рамках линейной постановки задачи.

В заключение отметим, что полученные результаты можно легко 
распространить на случай нескольких групп сил, движущихся по кон
центрическим окружностям.
Харьковский ордена Ленина
политехнический институт Поступила 10 VII 1973

1։. Դ. Դ1ԱՈ11ԿՈԿՈՎ. Վ. Պ. 01.ՇԱՆՍԿԻ

ՇԱՐԺՎՈՂ ՈԻԺԵՐՒ ՍԻՍՏԵՄՈՎ ՀԱՐՈՒՑՎԱԾ ՈՒՂՂՍ.Ն»ւՑՈՒՆԱԱԵՎ 
ԹԻԹԵՂԻ Տ՛ԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ n փ n ւ մ

Դիտարկվում են ուղղանկյունաձև թիթեղի տատանումները շրջան ա գծ ով 
շարժվող ուժերի սիստեմի ազդեցության տակ:

Թիթեղի վիճակագրական գիրրի որոշման համար, որի նկատմամբ կա֊ 
տարվում են տատանումները, ստացվել է բան աձև: Որոշվել են պտտման կրի
տիկական արագությունները, որոնց դեպքում հնարավոր է ռեզոնանս: Բերվում 
են նաև պոլիհարմոնիկ գրգռման ա մ и/ լի տ ո ւ գ ան ե ր ի որոշման համար բանա
ձևեր:

ON VIBRATION OF A RECTANGULAR PLATE, EXCITED BY 
A SYSTEM OF MOVING FORCES

E. G. GOLOSKOKOV, V. P. OLSHANSKY

S и m nj. a г у

Stationary vibration of a rectangular freely supported plate, excited 
by a system of circular moving loads is investigated. Statical transverse 
displacement of the plate is determined. Formulas for resonance angular 
velocities of the rotating system as well as for the amplitude of po- 
lygarmonic excitation are given.
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В. И. ПЕТРОВ. Л. В. БИЛЬЧЕНКО. Р. А. КОТИКЯН

О КОЭФФИЦИЕНТЕ ПОПЕРЕЧНОЙ ДЕФОРМАЦИИ 
ПОЛЗУЧЕСТИ БЕ ГОНА

Пр՛.։ исследовании влияния ползучести па нанряженио-д-.-фирми- 
ровапное состояние элементов конструкции, работающих в условиях 
хчогоосного воздействия нагрузок, вопросы определения коэффициен
тов поперечных деформаций бетона v։ (-) и v, (/, за имают перво
степенное значение. Наряду с основными физическими характеристи
ками бетона Л'(՜.) и С (i, ") эти коэффициенты входят в уравнения 
теории упруго-ползучего тела в общем случае трехмерного напряжен- 
ного состояния. В предположении одинаковой ползучести бетона при 
растяжении и сжатии указанные характеристики связаны [lj между 
собой зависимость:■> '■■՝(/, — 20՛ (f, ”)[1 * 7г(0 "•)] без каких-либо ог
рани it-ни.й величины коэффициента поперс ной деформации ползучести 
М'- ')•

На современном этапе разяити ։ теории ползучести бетон-, реше
ния ее основных задач в основном получены при условии равенства 
во времени коэффициентов >. (') ” vs ('• •)

*i (-) == 7„ (!, ֊) — V 1= const (1)

Проведенные к настоящему времени исследования показывают, 
что принятая в теории упруго-ползучего тела предпосылка (1) экспери
ментально не подтверждается. Так, к опытах одних авторов [5, 6] коэф
фициент ') был равен нулю, других [10] находился в пределах 
О'С >.(/,“) = V, (-), а в некоторых {2, 3, 7, 8, 9]-был больше ՝л (-). В 
настоящих исслгдонанихх дл.ч более точного определения значений 
коэффициента -л.(/, г) авторы стремились к выполнению двух основных 
условий: разработке способов измерения таких малых величия, ка
кими являются поперечные деформации ползучести, ,т также устра
нен։^ влияния концевого эффекта на их развитие. Общепринятая ме
тодика исследования ползучести бетона па линейных элементах (приз
мах) не устраняет этих недостатков, так как никакие прокладки не 
могут полностью исключить влияние трения между бетоном и нагру
жающими поверхностями, а точность измерительных приборок, уста
навливаемых на малой базе в поперечном направлении образца, зача
стую оказывается соизмеримой с величинами поперечных деформа
ций ползучести.

В работе [41 была разработана методика проведения длительных 
испытаний на плоских образцах, позволяющая в значительной степени
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устранить перечисленные выше недостатки. Эта методика и была при
нята при проведении описываемых ниже опытов.

Исследовались деформации ползучести неизолированного бетона, 
повергнутого одноосному и двухосному Сжатию, а также особенности 
развития коэффициентов >։ (') и ՝>.((', -) в зависимости от величии 
сжимающих напряжений. В качестве экспериментальных образцов были 
применены плиты с размерами 220X 22ОХ 30 .ил։, изготовленные нз 
тяжелого бетона марки 300 состава 1:1, 7:3.4 (нанесу) ВЦ ■ 0.49 на 
мелком гранитном щебне. Продольные и поперечные деформации из
мерялись индикаторами часового тина с ценой деления 0.001 мм, уста
новленными на базе 100 мм попарно во взаимно перпендикулярных на
правлениях одновременно с двух сторон. Крепление индикаторов осу
ществлялось при помощи винтов к металлическим закладным деталям, 
заложенным в образцы при их бетонировании.

Нагружение образцов осуществлялось по торцам при помощи 
двух нар резиновых камер, заполненных жидкостью под давлением, 
создаваемым и поддерживаемым в течение всего эксперимента рычажно*  
гидравлической установкой. ' 1ри отключении одной нары камер осу
ществлялось одноосное нагружение.

Давление жидкости на все стороны было одинаковым, торцы 
резиновых камер упирались в жесткую металлическую обойму. Тол
щина стенок резиновой камеры была 2 - 3 лгл։, поэтому в зазоре между 
металлической рамкой и плиткой резина не выдвигалась. Что касается 
касательных усилий, которые могут появляться у пластин за счет 
того, что коэффициент Пуассона резины больше, чем бетона, то ими 
можно пренебречь, так как при выбранной методике эксперимента не 
вызываются большие деформации резины. Таким образом, усилия, 
действующие на торцы резиновых камер не могли передаваться на 
бетонные пластины (фиг. 1).

Для определения усадочных деформаций параллельно были по
ставлены нена։ ружейные образцы-близнецы. Возраст бетона к моменту 
нагружения составлял 7 и 8 суток.

Результаты измерений коэффициента поперечной деформации •*(-.),  
определенного как отношение полных поперечных деформаций к про
дольным в процессе нагружения плит, приведены на фиг. 2. При опре
делении •'(:) из продольных и поперечных деформаций не были ис
ключены деформации ползучести, появляющиеся к процессе нагруже
ния образцов. Представленные на графиках значения •'(;) не равны 
значениям коэффициента поперечных упругих деформаций •',(")> а не
сколько меньше его. так как в направлении, действия нагрузки дефор
мации ползучести всегда больше, чем в поперечном. Тем не менее на 
основании полученных данных можно сделать вывод, что при нагруз
ках з (0.15 0.5)л\п., соответствующих границе трещинообразования 
А’”. коэффициент 4՜) изменяется незначительно (от 0.15 до 0.2) и 
может быть принят постоянным, не зависящим от уровня сжимающих
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напряжений и рапным своему сред юм.у значению у(-) 0.175. Поэтому
при :• 7?® за величину .'.пне:: .. >։С ) в иссле дуемом диапазоне 

возрастов бетона к моменту : гр.-Ж-сния -лож- при:;. :ь значение >(т) 
и считать его постоянным и нс за» неодим от ~

(2)>1 (т) — (т) - ’/ - СОП$Е

Фиг. 1.

При напряжениях -^>(0.45՜ 0.5)7?,,Р значения коэффициента у(՜) начи
нают резко возрастать, что свидетельствует о появлении необратимых 
микротрещин, и при напряжениях з - 0.88 /?пр достигают величины 
5:0.45.

На фиг. 3 представлены результаты измерений продольных и по
перечных (в плоскости образца) деформаций одноосно нагруженных 
плит. К сожалению, из-за незначительной толщины (ЗОлси) не удалось 
проследить развитие поперечных деформаций ползучести плиты и оп
ределить степень влияния анизотропии бетона (плиты бетонирова
лись в горизонтальном положении) на характер изменения коэффи
циента у8(/, -).

Из графиков видно, что поперечные деформации ползучести наи
более интенсивно нарастали п течение первых 20 30 суток с момента 
нагружения, в дальнейшем их рост замедлялся и наблюдалась тенден
ция к стабилизации. В направлении действия нагрузки активный рост 
деформаций ползучести наблюдался значительно дольше (примерно 
50—55 суток), что и предопре ;.!.\илэ характер изменения коэффициента 

во времени (фиг. 4).
5 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 1
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Коэффициент поперечной деформации ползучести V, (С "). определенный 
как отношение поперечных деформаций ползучести к продольным, 
достиг своего максимального значения в первые сутки после нагруже
ния, а затем постепенно уменьшался до величины, примерно равной 
значению коэффициента ։':(՜), что объясняется большей скоростью за
тухания поперечных деформаций ползучести по сравнению с продоль
ными. 11ри I т^>90 суток значения коэффициента *4(/.-) оставались 
практически неизменными и постоянными во времени. При этом боль
шему значению относительных сжимающих напряжений соответство
вала и большая величина коэффициента т). Аналогичный характер

Фиг, 2. Изменение коэффициента поперечной деформации •.(:) при кратковременных 
испытаниях плит.

изменения коэффициента во времени был отмечен и другими
исследователями [2, 3, 7]. Так в опытах С. В. Александровского (2], 
О. Я. Берга и А. И. Рожкова '3] и А. В. Яшина [7] с призмами на
чальный период резкого увеличения коэффициента *$(/»')  составил от 
2֊ 4 до 15 20 сут. соответственно. С увеличением значений относи
тельных сжимающих напряжений величина этого периода уменьшалась 
и при приближалась к одним суткам. В опытах авторов полу
чено одно существенное отличие в очертаниях кривых в начальный 
после нагружения период. Коэффициент поперечной деформации ползу
чести резко возрос в; первые сутки после нагружения (фиг. 4). При
чина такого различия, по нашему мнению, заключается в отсутствии 
сдерживающего влияния сил трения на контакте бетона с нагружающими 
поверхностями на развитие поперечных деформаций ползучести.
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Фиг. 3. Опытные кривые деформация ползучести плит. Условные обозн .•.ч<чп։я: I! 1 
(UA\p): П2(:։ 0ЛЛ!1р, :У 0.2 А’пр): ПЗ< = Л — 0.4 А\,р. 0.0):

П4(сх % = 0.2 /?пр); П5;(=х 0.2Л„р, оу = 0.0); 116 = Зу 0.3 /?пр); П8 (:л
= 0.3/?„р.ау 0.00).

-----крайне, построенные с не пользованием принципа наложения.

Фиг. 4. Развитие во временя коэффициентов поперечной дсформацин ползу чести бе
тона ՛/. IG т) (пунктиром «оказаны кривые по записимогги (5)).
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Уменьшение периода начального роста коэффициента поперечной 
ползучести •/.(/, -.) в работах [2, 3, 7J при напряжениях, близких к 
границе трещинообразования, объясняется появлением обратимых мик- 
ротрещип*  г. разрывов в плоскостях, параллельных плоскости действия 
нагрузки, что приводит к интенсивному развитию поперечных деь’юр- 
маций ползучести.

На фиг. 5 нанесены точки, соответствующие максимальным зна
чениям коэффициента поперечной ползучести т) для пеизолирован- 
ного бетона естественного твердения, полученные в опытах авторов 
и других исследователей. Несмотря на значительные различия в сос
тавах бетонов, их прочности, возраста к моменту загружения, распо
ложение точек на графиках достаточно закономерно. Из графика видно, 
что существует четкая нелинейная связь между максимальными зна
чениями коэффициента поперечной ползучести и напряжениями сжатия,

Фиг. 5. Изменение максимальных значений коэффициента v,"’“* (s). Условные обозяа. 
чвиия: о —опыты авторов, -опыты О. И. Берга и А. И. Рожкова, опыты 
Гопалакришнана »К. С.. -}---- опыты Хапанга Д. Я , I -кривая но зависимости (3).

а естественный разброс опытных данных относительно их средней 
величины не выходит за допустимые пределы. Рост коэффициента по
перечной ползучести в начальный после нагружения перво 1 тем зна
чительнее, чем больше величина приложенного к образцу напряжения. 
Это характеризуется появлением обратимых микротрещин и сдвигов 
в плоскостях, параллельных плоскости действия нагрузки, и опреде
ляется интенсивным развитием поперечных деформаций ползучести. 
Отсюда, для заданных уровней напряжений одноосного сжатия 
(ч А^) оказалось возможным максимальные значения коэффициента

•) определять по предлагаемой авторами зависимости 

где \ (“) =>(՜) - — 1/6 ֊const, з — напряжение, приложенное к об
разцу в момент времени ՛.

Под обратимыми »икротрощиками понимаются трещины, появляющиеся и рдя
ном uoipacro под нагрузкой, который в процессе твердения б-.то гл залочиваются или 
исчезают совсем.
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Кривая, построенная по зависимости (3), удовлетворительно со
гласуется с опытными данными.

Последующее уменьшение коэффициента >2(/,'.) во времени от 
своего максимального значения ■»?•”( = ) до величины, примерно равной 
՛'։(՛.), происходило наиболее интенсивно г. первые 40—50 супг и через 
90—100 сут выдержки под нагрузкой наступала его стабилизация. Это 
явление связано с процессами непрерывного уплотнения структуры 
бетона в области линейной ползучести [3j, самоизлечиванием микро
трещин, увеличением модуля деформаций бетона и характеризуется 
уменьшением его объема. Поэтому изменение коэффициента 4.(6՜) 
во времени предлагается определять по убывающей экспоненциальной 
зависимости.

\ -) ъ(~) г (4)

где *[  — параметр, хлр дстеризующн.! скорость изменения коэффициента 
ч.(1. но времени. )՛՜֊.а‘ч а опытов аг.т.,р_ и других исследователей 
[3, 8, 9] показала, что и области лине (ной ползучести параметр •; 
Практически не зависит от уровня напряженного состояния, возраста 
бетона к м< мскту нагружения, а к..:с о> его состава и может быть 
принят рапным своей средней величине = 0.027.

•) = *10) ~ 1.1 --- ---------t ”■ ?> (5)
пр 1 -1.1 —

А пр

Построенные по зависимости (5) кривые удовлетворительно согласу
ются с опытными данными (фиг. 1.)

В опытах* авторов деформации ползучести (в ՛ фиг. 3 пунктир
ные лини), полученные путем наложении поперечных деформаций пол
зучести Одьоосно обжатых плит ;:а деформации ползучести двухосно на
груженных элементов, оказались па 12—16° меньше опытных значений 
деформаций ползучести одноосно сж. ты>: плит. Тако. пазл, чке ь хо
дится в пределах допустимого разброса опытн».՛•: данных для бетон
ных элементов. Кроме этого, при наложения поперечных деформаций 
ползучести одноосно сжат .х плит, полученных с использованием ра
венства (1). на деформации ползучести двухосно сжатых элементов 
различие между опытными значениями деформации ползучести одно
осно обж гых плит в начальный после нагружения период (60 70суток) 
составит около 25 -30°, |л что также не выходит за пределы допусти
мого разброса опытных данных. Это подтверждает возможность при
менения принципа наложения при двухосном сжатии длительно дей
ствующей нагрузкой.

Таким образом, применение равенства (1) при решении задачи 
плоского напряженного состояния с использованием реологических

Подставив в формулу (4՝ выражение для •<■՛(-), получим 
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уравнений теории упруго-ползучего тела не внесет больших погрет- 
костей по сравнению с экспериментальными данными.

Проведенные авторами исследования позволили сделать следу
ющие основные выводы:

1. Экспериментально установлено увеличение коэффициента ') 
в начальный после нагружения период в зависимости от уровней на
пряжений одноосного сжатия. Предложена аналитическая зависимость 
для определения коэффициента '  (/.")•*

2. Доказана возможность применения принципа наложения воздей
ствий для деформаций ползучести бетона при двухосном сжатии.

3. Доказана правомерность применения условия (1) при решении 
задачи плоского напряженного состояния с использованием реологичес
ких уравнений теории упруго-ползучего тела.

Институт механики АН
Армянской ССР Поступила 28 I 1974
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!Լ րխասւանքո։մ քերվում են բետոնի սողքի րսյնական ղեֆորմ արիաների 
ղործակոի էքսպերիմենտալ Հետաղստոէթ լան արղյունբներր։ Ստարված է, որ 
՝*..(/,  է) ղււրծակի րր բեոնավ որմ ան ռկղրում մեծանամ / It ապա փոքրանա֊
/ով Հավասարվում է '1 (’)-/• արմերին- v2 (/, ՜) 4,։!,^լ“^ՅՒ որոշման հա
մար առաջարկված ( տնայի տի կ արտահ այտ ու թ յան կախված ղործոդ քարում֊ 
Ներիր։

Երկաոտնրր սեղմման դեպր/ա) բետոնի սողքի ղե՚վարմարիաների >ամար 
տպտրարմում է վհրադրմ ան սկզբունքի կիրառելիությանը։

ON THE COEFFICIENT OF TRANSVERSE DEFORMATION 
OF CONCRETE CREEP

V. I. PETROV. A. V. BELCHENKO. R. A. KOTIKIAN

S u m m а г у

The results of experimental studies on the coefficient ol transverse 
deformation in concrete creep, v? (f, -), are examined showing its increase 
at the period initial after loading with a subsequent decrease to the 
value of ■’xt՜). An analytical dependence is suggested for the definition 
vf v2 (/,'•■) as a function of the level of operating stresses. 'I he principle 
of superposition of effects is proved to be valid for concrete creep 
deformation under two-axial compression.
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Л. /. ЛИВШИЦ

КОНЦЕНТРАЦИЯ НАПРЯЖЕНИЕ. ОКОЛО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ОТВЕРГ ГИЙ В ПЛАСТИНАХ

Концентрация напряжении около эллиптических отверстий в 
пластинах конечных размеров илу I и . щ՛?՛.твеяно меньше, чем кон
центрация напряжении около круге.д: . < г. /тнй. Решения для глип
тических отверстий в 'еско- .. • ։ыло олучепо ещ. Коло
совым [1] !. Иг.и >.Ч1М а г;:с,;-ри." и •.••но (методами •՛’-отоуируго- 
сти) Кок., ром .՛. флйлоком [3], Дурсллм Муреллн [4]. Дурелли^ 
Паркс и Фе::. [51 »кеперн • ■ ьйо ■•■•:■• ?делили напряжения окол. >л- 
ляптического отгсрсти в -лутае ;.его напряженного состоя
ния. До "А՛- -- (о полный брзрр И ли решений но рассматриваемся 
му вопросу приведен :: известной мо.чо: рл 'р-п: • . Н. Савина [61.

Рассмотрим з. д.гл՛ и р-ленр» деле։: .. иапрчж.”՜՛՛.։ в. прямоугольно^ 
области с эллиптически.՛.՛. отг/ р՛֊ п;< .՛ (; ՛ 1՝

Естественно при решении длиной зада ш перейти к эллиптическим 
координатам

X ։՝ сЬтССМТ, д/ -- С :.Ь:МП'' (1)

Дифференциальное уравнение длч функпии напряжения ’1՝ 3 эллип
тических координатах имеет гид

А Г>г֊2 — /։1п2։~ Д>;՛ .<.. •, — ЛЧ-) ֊ 14' 0 (2)
С" С \ (?: (Л4 ' с

где
л = с ( ՝Г :

А ₽
С?-- о-<*

При этом напряжения определяются по формулам

„ с*3'!'* . и . ^‘Г ։ . о1Гд-5, = ---------8П ; сп ;------ . 5 п ‘4 соз г
о’г- д\ д?,

R'՝^ =R - ֊• ֊ sin .՛, cos 7, —— sh; cli; ----- (3)

Da D €'5‘r • ՛ 1 - k- ‘7‘1՞R՜՜^ — — R ------ H sjh 4 cos /. — sh; chz —
с/х» 4 dz dq

В качестве аппроксимирующих использовались г?.ва вида функций, 
удовлетворяющих (2); гармонические полиномы [7]
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оо оо „
՝г= У = V ап У( -1)'՜ 2'՜ V'՜ (4)

л-О П—О /—О
и гиперболо-тригонометрические функции

со
• «V 60/, 2 [сЬ„г: (пдаСО5«т>; - С2„,51П7„’.)

Л7—1

• СОЗ««; (СисЬг-Т, 4-Счп1}17/|1 /) I. хИгт;(с$тСО5»т .

- Сбт3 1П 5-,Л < ) -Г .51П Хж : ( С С11 » т Ц СЛл. 5 П 7-л, 7,) ] (5)

Тах как ниже рассмотрен я симметричные относительно осе:։ ; и < слу
чаи нагружения, то в (4) и (5) удерживались симметричные члены.

Функции (5) применялись Кокером и Файловом ]3], ? также Джон
сом и Ходосом |8], получившими с и.< пс лощыо численные результаты.

Заметим, что гармони՛: кие полиномы (4) записын-ются в форме, 
предложенной В. А. Бондаренко [7].

При этом

(° । _֊. --- ----
6’(и ֊6)!

I I п ИI — — целая часть числа — 
12՜ 2

г/э-’.з пН\.Ох

■֊Н2п-\. = -пН^,л
аУ

\н/\^х=
3 П4- 1

Ь”՛^֊ „->•■՛՛
/՝ — 21—1 °РИ п четком

2 [ 1.1 при п нечетном

Нижние индексы при Н показывают четность или нечетность по 
переменным : и >„ верхние степень полинома и порядок лапласиана. 
Связь напряжений ~ч и -.Х1/ с =:, з и - г определяется следующим 
образом (фиг. 1):
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И 2 сЫ 5։п т, 
сой а = ■ _ _________

1' сЬ.2: — сох2г։
(6)

Рассмотрим наиболее часто встречающиеся в практике симме
тричные задачи. При этом возможно ограничиться рассмотрением од
ного квадрата. Сформулируем граничные условия (фиг. 1). На кромке 
отверстия

? — - . = О при : ;0
на наружном контуре пластины

°1 1 1 п 1
0 1' 2 2

=о ।при ?/=

(7)

(8)

(9)

Для получения приближенных решений использовался метод пере
определенной граничной коллокации, причем граничные условия удов
летворялись в заданных точках как на внутреннем, так и па наружном 
контуре пластины.

11рограмма вычислений предусматривала использование двух типов 
аппроксимирующих функций. Так как вычисления производились на 
ЭВМ „Минск-22“, то число значащих цифр не превышало 7, что, во
обще говоря, может оказаться недостаточным при решении плохо об
условленных систем линейных алгебраических уравнений относитель
но коэффициентов аппроксимирующего ряда Таким образом, для по
лучения устойчивого решения особенно важными становятся соответ
ствующие свойства системы координатных функций. Количество то
чек коллокации доходило до 50. а число членов аппроксимирующего 
ряда до 21 (в каждой точке выполнялось одно условие).

11екоторые полученные результаты в сравнении их с известными 
экспериментальными данными показаны на фиг. 2 9. ] [риводятся в 
основном решения, для которых оказалось возможно найти соответ
ствующие экспериментальные данные, а также типичные картины рас
пределения напряжении, :1г. фиг. 10 показав характер сходимости ре- 
сисний. Как видно из фиг. 10. значение для п ֊■ 21 (в пределах 
5".о), начиная с т. - 30. для п 15 с т - 35, а для п 10, очевидно, 
т >50. При этом характер стабилизации уровня напряжений различен, 
что видно из фиг. 10.

Следует отметить, что все приведенные результаты получены с 
помощью функций (4). Попытка повторить результаты Джонс-:։ и 
Хозоса [8], применяя используемые ими аппроксимирующие функции 
(5), окончилась неудачно. Получаемые при этом системы уравнений 
оказывались плохо обусловленными и большие вычислительные погреш
ности не дали возможности получить разумные результаты (фиг. 5).

Вероятно, авторы [8] использовали ЭВМ с большим количеством 
значащих цифр. Однако в полученных ими результатах имеются серь-
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Фиг. I. Фиг. 2.

?,К '•'•1 Д1.ЧИЖ М4х[км։»։нм։ ЧЛП«Я»Ги"Н (ճյ 0 ’•՛•*< М 
------- >а:чн о- исп։л.м»>1 [J]

Фиг. 3.
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Тмж.п ■ . • и՛. •• t I -X-,՛ ■ ь-ri
r₽çm» ••м- :• r:.w R է՜ Հ, " 0.5', {»О
• — • .J------------ - ?к ■' S ШПЯПСИМДЦИЬЙ 13)

рл л г լ Д՝—гм« (д.)

Фиг. 5.
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Фиг. 6.

'»:ичпм ;«;.р.‘дгл։>*€ н*пряжии«к ьщюимй линии (^.3)

Фиг. 7.
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Г*(Ш«м^ •- ,\»л См՛«** :хрГОСиг''Э гк;՛. ч»Лина№-«, լ-ւ, ••-£«. • •и

>* — Ча-<ф Т(мк Л . >ւ»»ո-- -Ա’ք • и.«

Фиг. 10.

езные расхождения с нашими результатами и известными экспери
ментальными решениями, объясняемые, как видно, вычислительными 
погрешностями.

Харьковсхпн научно-исследовательский
институт завода „Элсктротяжмаш** Поступила 10 XI 1973

Ա. I.. 1.ԻՎՇԻՅ

ԹԻԹԵՂՆԵՐՈՒՄ ԷԷԻՊՏԱԿԱՆ ԱՆՑՔԵՐԻ ԾՈԻՐՋՕ 1.ԱՐՈԻՄՆԵՐԻ ԿՈՆՑԵՆՏՐԱՑԻԱՆ
Ա մ փ II փ п I մ

Դիտարկվում Լ Լլիս/տսւկան տնւյրով ուղդանկ յունաձե ք1 իթ ե ղնե րու մ լա
րումների որոշման վերաբերյալ քոն>[քէրրւ

հնղիրը Լուծվում Լ նախապես որոշված կոԼոկարիայ/ւ մեթոդով։ 1հսո։մ- 
նասիրւքում են երկու տեսակի մոտա/<I/էււյ ֆունկցիաներ։ //տարվեք են թվային 
աքւէքյունրներ։ Գտնված (ՈէծոսՏներր համեմատվում են ուրիշ հեղինակների մի 
րանի փորձնական արդյունրների հետ։ թվային հանւոո/արհով ու սու մնասիր- 
վում են սոէէոցված լուծումների դուդամիտության արաղավ)յունր ե րնույթր:
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STRESS CONCENTRATIONS NEAR ELLIPTICAL HOLES 
IN PLATES

A. L. LIVSHITS

S u in in a г у

Determination of stresses in rectangular plates is considered by 
means of the collocation method. The results obtained are compared 
with experimental ones.
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