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К УРАВНЕНИЯМ МАГИИТОУПРУГОСТИ ТОКОНЕСУЩИХ
П.Т АСТИН

На основе гипотез магнитоупругостн, предложенных в работах [1. 2|. 
выводятся уравнения магпитоуиругих колебаний тонких токонесущих 
пластин, помещенных в магнитное поле. Полученные уравнения рас­
сматриваются для частного случая — задачи колебаний бесконечной 
пластинки, несущей равномерно распределенный электрический ток.

I. Пластинка постоянной толщины 2/1 служит проводником стацио­
нарного электрического тока в направлении, параллельном срединной 
плоскости. Кроме магнитного поля, обусловленного заданным электри­
ческим током в пластинке, предполагается также наличие внешнего маг­
нитного поля, которое до тех пор. пока пластинка находится в покое, не 
создает электрического тока.

Магнитная и диэлектрическая проницаемости среды, окружающей 
пластинку, равны единице. Упругие и электромагнитные свойства мате­
риала пластинки характеризуются модулем упругости Е, коэффициен­
том Пуассона V. плотностью р, электропроводностью о. магнитной про­
ницаемостью ц, диэлектрической проницаемостью е.

Прямоугольная система координат (х. у, г) выбрана так, что коорди­
натная плоскость (х. у) совпадает со срединной плоскостью пластинки.

Вектор напряженности электрического поля Ео 1£'>г. . 0|
обусловленный током в пластинке, должен удовлетворять уравнениям

го1Ев = 0. ШуЕо = О (1.1)

Отсюда следует, что Ео внутри пластинки не зависит от координаты г, а 
вне пластинки равняется нулю.

Предполагается, что задача магнитостатики для невозбужденного 
состояния пластинки решена. Задача магнитостатики требует решения 
уравнении

го1Н0—Ео. ШуВо = 0 (1.2)
с

при условиях на поверхностях, ограничивающих пластинку

|В.71-В((.°|-л =и. |Н{°֊ И//1! п = 0 (1.3)

Здесь и в дальнейшем индекс (։> показывает принадлежность к внутрен­
ней области, ограниченной поверхностями пластинки, индекс (е) к 
внешней области. п нормаль к соответствующей поверхности пластин-
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ки, Во !Лох. Лоу, So.-1 — нектор магнитной индукции, И/.1’’ - в'/’, 
инГ = в1°.

Уравнения электродинамики для движущейся среды принимаются в 
виде (Зд

во внутренней области (|zj^A)

rot Н<0 = Еш4-~ 4^- :< В<1) 4- —
с с д( с dt

(1.4)
rot Е<0 = - -L45L. div В(о = 0, div D(i) = 4то 

с at

во внешней области

ГО1 нм = —. rot Е*'՜’= — — • div В*” = О, djvDw> = 0с dt с dt
(1.5)

где Е и D—соответственно векторы напряженности и индукции элек­
трического поля, и /г.։, и . //.- — вектор перемещения частиц пластин­
ки, с скорость света в вакууме, ?։. плотность электрических заря­
дов з пластинке.

Связи между векторами В и Н, Е н D в системе координат, связан­
ной с движущейся поверхностью раздела двух сред, принимаются в виде

В;°=рНУ'\ В(.г)-Н1с), Dj° = ։£?’’. ֊ Е1/’ (1.6)

Векторы, характеризующие рассматриваемое электромагнитное 
поле в подвижной системе координат, отмеченные индексом (*), выра­
жаются через соответствующие векторы неподвижной системы коорди­
нат (а՜, у. с) по формулам [1]

В. = B--v„XE. H։ = H֊֊v,XD 
С . с

(1.7)
Е, = Е - —v„xB, D* = D +-v„ X И 

с с

где — вскгор скорости перемещения поверхности раздела в направ­
лении нормали, л вектор нормали к поверхности раздела в неподвиж­
ной системе координат.

Рассматриваемая здесь задача колебаний токонесущей пластинки 
будет полностью поставлена, если к уравнениям (1.3) и (1.4) присоеди­
нить уравнения движения пластинки с учетом сил и моментов электро­
магнитного происхождения и соответствующих граничных условий на 
поверхности раздела двух сред (пластинки в вакуума). Силы и момен­
ты электромагнитного. происхождения определяются из формул
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777 ")'в + ’-Е|‘"
—/։

1 й>|1
с д!

/В ХВ-Н',Е гдг

(1.8>

В настоящей работе рассматриваются задачи магнитоупругих коле­
баний при малых возмущениях. Принимая для компонент возмущенного 
эл ектрома гн пт 11 о го п ол я 

Н = Н04 11, Е Е0Ъё (1.9)

и учитывая, что компоненты векторов И и е индуцированного электро­
магнитного поля и компоненты вектора и малы, уравнения (1.4) и (1.5) 
линеаризуются. Используя при этом связи (1.6) я линеаризованные 
соотношения (1.7), получим уравнения электродинамики в следующем 
виде:

для внутренней области (здесь в в дальнейшем индекс (I) опус­
кается)

Г?ЛУ 4-д 
ду дг с с \ д( д! / +

1 дех ер- <|10>д1-с и! &

дЬг _ дЬг 4-д 
дг дх с с \ д1 д/ / 4-

+ ±^.+Д!֊~| (1.11)
с (И г։ ’ дР

д/1у д/1х 4-5 1 /,. ди г диР\ £ де? ..
дх ду С с \ дг <9/ с д1 \ *•

дег иву I1 д/1л 511 _ 1. р. дги: (1 131
ду дг с д1 с- ■ дГ1

дех де: Р (/Лу - ։и՜1 д2иг /1 141
дг дх с д։ С' д!2 \1•1 */

де у дех = р д/1г (1.15)
/х ду с д(

дкх Му д/1; гр - 1 / д2иг \. о (। 1 ду
дх ду дг рс V у дхд/ дуд( ) 0
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der -àe.y . der , ։•• — 1 d'-u. d֊u2 \ 4r
— -,   + 4- —-------- /7o v -—- ֊ //ov —— = —
dx dy dz p-c \ dydt. dxdt / ;

(147)

для внешней области

гоН11) = « го<ео >= —• (НуЬ^ = 0, (ПсеО
(1.18)

Члены -с коэффициентами е и ер—1 в уравнениях (1-Ю) -(1.12) 
обусловлены токами смещения. Для проводников, обладающих хорошей 
.проводимостью, токами смешения можно пренебречь ио сравнению с го­
нами проводимости, что в дальнейшем и делается.

2 Гипотезы магн-ито) пру гости, предложенные в работах [I, 2], ана­
литически записываются следующим образом:

dwUy — z — •

ех ?(х. у, /). *у = }{х, у, /),

Hz = и> (л\ у. t)

(2.1)
А_. = /(А-. у, О

Интегрируя уравнения (1.10) я (1.11) ноги используя соотношения 
(2.1), компоненты индуцированного магнитного поля Лх и Ау определим 
посредством их граничных значений при г-±11 и функций ?, ՛?, [, &

4-а , \ , 4 га / d-и» d'-'w \ 
с ՛) с- \ х dt а dxdt./

(2.2)

‘Здесь А,. АЛ и Av, Av — значения компонент А,.֊ и Ау при z— h 
соответственно, 

£ Л г h
а= \^BQtzdz—— \^Ii()zzdz, at= ^Baidz—\ Botdz (i = x,y,z)

-h -h -к -Л
В выражениях (2.2), как было оговорено выше, токи смешения не 

учтены. Однако, из уравнении (1.10) и (1.11) легко заметить, что при 
определении А։. и Av учет токов смешения не представляет трудности.

Аналогичным образом из уравнения (1.12) определяется компонен­
та электрического поля е:. При этом пренебрежение токами смещения 
■сущестценно .облегчает нахождение ег

(2-3)
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При необходимости учета токов смещения приведенным в настоя­
щей работе способ получения уравнении магпитоупругости можно при­
менить в следующих случаях:

а) при решении задач с периодическими колебаниями. Искомые ве­
личины в этих задачах представляются в виде q (х, у. z) exp (fort) и ком­
понента е- определяется из уравнения ( 1.12);

б) при решении задач магпитоупругости, для которых выполняются 
условия отсутствия электрических зарядов [4]. Тогда компоненту ег 
следует определять из уравнения (1.17) при 0 после соответствую* 
того интегрирования по г.

Используя соотношения (2.1) и интегрируя уравнения (1.15), (1.10) 
и (1 II) по z в пределах от h до Л, получим следующие уравнения, 
определяющие неизвестные функции ср, ф. f:

dp P Of
dx <^.V c dt

ôf 4no 4-o / dzw dw \ A, A.------- Z 4- 
C ■ 2lK։ V- dydt ’ dt / 2A (2.4)

àf 4-3 . 4zc / ozw ow \ Ar - A7
dx + c ■? + 2he2 \C Oxdt dt ./ 2Л

где
h h

b, := \BQidz, Ci zBoj dz (I = X, y, z).
-fl -h

Соответствующее интегрирование остальных уравнений из (1.10)— 
— (I 16) после некоторых преобразований приводит к дополнительным 
условиям, налагаемым на граничные значения искомых величин при 
г=±/:

д_ I ( h* 4՜ \ =
Оу I ах \ 2 ' " оу \ 2 /

_ I՜* д / А.,‘ AJ \ _ I d / ôg* dziv dgz \ 
с ‘l dt \ 2 / 2k оу \ Оу Oxdt ох dyot /

•litap / d^w à3w \ sp— ! „ d՝w
2hc* \ dl2 ' dxdP/ c °' àt-

(2-5)
о o / k. -b a; \ о / a; -i- аг \

dx dx \ 2 / dy 2 / ~

„ d / Av -k: \ 1 d d2w O։w \
c- dt \ w 2 / '2h Ox \ dy dxdt dx dyôt /

4кзр / d՝w d*u) \ sp— 1 d-w
2hc‘ \ 5 dt2 "■՛ uydt2) c <U dt-
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О / да՝ д֊О) \ I ер— I д*Я с № \ .л -ч 
ду \ д( ауо! /I 14՝ \ дхд( ду(Я /

«где
Л 

г*ВыИг (/ = х, у, £) 
-л

К уравнениям (2.4) необходимо присоединить линейное уравнение 
движения пластинки с учетом сил и моментов электромагнитного про­
исхождения (I]

од’» + Д/% + ± /%+ 2?А_ R.. + (2.6,
дх / ду \ ду / дВ дх ду

Здесь 7’ох и Т9у — усилия в направлениях л* и у. определяемые из ре­
шения соответствующей задачи упругости при наличии статических 
объемных .сил электромагнитного происхождения з направлениях .V и у

с
С ВОу ------- -Ьг Еах

с

Сила R; и моменты /пг, т}. определяются согласно формулам (1.8) 
•следующим образом (формулы (1.8) предварительно линеаризуются 
и преобразуются с учетом (2.1) —(2.3)

Кг — - (^Ох 4՜ у) — Ьх 'Р) 4՜ 
с I

<>гг՛(/?ХГ | бу у) — ֊1֊ С.Г.- 
д(

д’-ш 
дхо։

д’^ь՝ 
дуд{

1 / <>~И> \ ֊11—1/ б'ТС’ <7՝ СС’
С2!1с \,ду ох^ ах дуа! / 2/?~ \ ‘ ՛' дуа։ (՝' ах а։
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/ . <?ут<^Р , _1_1
г \ дх ду / с (И с I

д՝™ 
дхд1

1>‘ ֊ 4՜ *< с.

( 2Ае £мч. | е~ -|- £: с
~ 4~ I 2 4«

д91£' 
дуд/

(2.7>

Г д9и> &ё- д2™ \ гр 1 / (У^и՝ д2^ \|
2/гс\ду дхд/ дх дуд// г 21г-с \ ' дуд/ Су дхд//I

где

В четырех уравнениях (2.4) и (2.6) относительно искомых функций 
Ф. ф, /. (о содержатся также неизвестные значения тангенциальных ком­
понент индуцированного магнитного поля и нормально»'։ компоненты ян- 
дуцнровзиного электрического поля (согласно (2-7) ) при г—±.11. По­
этому уравнения (2.4) и (2.6), вообще, следует решать совместно с урав­
нениями электродинамики (1.18) для внешней области при общих гра­
ничных условиях на поверхностях, ограничивающих пластинку. Схема 
вывода указанных граничных условий на основе гипотез (2.1) для ли­
нейных задач магннтоупругости имеется в работе. [2]. В рассматриваемом 
случае граничные условия на поверхности г— ±Л запишутся следующим 
образом.

, ин . Н — 1 и^дЮ г ГЛх = -------ВьУ —---------- —
Р дх с д!

и, = А(;> 4- *=Д в£» + - Е,х
Р ду с (И

!,г=1 л*'1 + дй — + ՛— в;;' — (2.8)
Р р дх р ду

I1 ~ 1= еЛ Г------ />0у — ’ — Су----------Пих
%՝ д( с д(
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3. Пусть бесконечная пластинка служит проводником равномерно 
распределенного тока в направлении осн х. Электрическое поле в пла­
стинке дается вектором Е^/Го.г. 0, 0), £о.г = const.

Решая задачу магнитостатики—уравнения (1.2) при граничных 
условиях (1.3),—найдем

4--з 
------- Еох А

е
При ->Л

Но = Но|О, //оу. 01, //.ъ- = 1 4t
 

о N При |г|<А (3.1)

— &.<л при z<^ — А
с

Используя (2.7) и (3.1), уравнения (2.4) и (2.6), определяющие 
искомые функции ср, 4՛ f. w. приведем к следующему виду: 

г>Ф ду u df of 4па _ А,'՜ — Av of , Az — А,7
Ох ~ду ~ cdt՝ Ъу ~ 2А дх с '

ЛД’го 4֊ 2рй — 
dt-

2Л3з /4« с Vdw
(----^Ох ) ”17՜ ~Зс- \ с J dt

rj Г/4««'\?А4 . d’w sA£Ox 0 (ег 4 ег \
(3.2)

Зс 1 (4-o)7/2

В частном случае, когда колебания не зависят от координаты х. по­
лучаем 0, а вместо (3.2) — следующие уравнения:

д-у_ _ р Of df _ 4՜^ А.' — А у
dy ~ с dt dy с ՛ ~ 2А

... d'w ... , dhv 2№з /4т.з \2 dwD------  ------ - — - — £vx )----
оу՝ dt- Зс~ \ г J dt

(3.3)

Из (3.3) видно, что в этом случае уравнение движения пластинки 
'отделяется от уравнений для индуцированного электромагнитного поля. 
Представляя решение уравнения (вижения пластинки в виде

w те»ос-х [>/("»/ Ах)
получим характеристическое уравнение, определяющее частоту колеба­
ний

4- 2₽2 4-1=0 (3.4)
Здесь *
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Решение уравнения (3.4) показывает, что при 0<1 возмущения за­
тухают по экспоненциальному закону с коэффициентом затухания и 
частотой (I—р2) ’, а три 1 возмущения затухают без колебаний с 
коэффициентом з?|ухяния 04-(р2 I)".

В рассмотрен: >м частном случае условие отсутствия электрическо­
го заряда, приведенное в работе }4|. выполняется. Следовательно, как 
было указано выше, легко можно учитывать токи смещения, определяя 
компоненту с- из уравнения (1.17) интегрированием пог. Повторяя 
далее процедур}, приведенную в пункте 2. можно показать, что первое, 
и третье уравнения из (3.2) остаются без изменений, а вместо второго- 
уравнения получим

е </? Л! -А; ■ - и՜ ■ *• —“ ~ ———— —_ -
ду с с д/ 2/г

Таким образом, в этом случае с точностью гипотез магннтоупру- 
гости токи смещения не влияют на характер упругих колебаний плас­
тинки.

Институт механики
АН Армянской ССР Поступила 6 VII 1973

Մ. Վ. |։Ւ.ԼՈԻՈ1ւԿՅԱՆ

ՀՈՍԱՆՔԱՏԱՐ 11Ա1.ԵՐԻ Մ ԱԳՆԻՍ ԱԱՌԱԱԴԱհ ԱՆՈՒՇՑԱՆ 
Հ11.ՎԱ11Ա1'11Ի1րՆհՐհ ՎՍՐԱՐեՐՅԱԼ

Ա մ փ ո փ ո է մ

[/, 2J աշխատանքներում առաջարկված մ ա դն ի սա ա /ւաձդա կանու ff յան 
վարկածն երի հիման վրա ստ ա ցված են մ ա դն ի ս ա կան դաշտում սւ եղադրվ ած 
հոււանքատսէր սալերի մադնիսսւաււաձդականութ յան հ ա վա ս ա րոլմն եր ր t Են֊ 
թադրված Լ, որ էլեկտրական հոսանրր դուդահեւէ է սալի միջին հարթուflյանր:

Ս տարված հավասարՈէմներր ուսումնասիրված են մ տոնավոր դեպքի հա­
մար; Դիտարկված են անվերջ սա1.ի տաւոանումներր, որին հաղորդվոէ մ / 
հավասարաչափ քաչխվսւծ էլեկտրական հոսանք, Գտնված են տատանումնե­
րի հաճախականու[}յունր և մարման օրենրր' կախված հոսանքի իւտntթյունիր

ON MAGNETOELASTIC EQUATIONS FOR 
CURRENT-CARRYING PLATES

M. V. BELUBEKJAN

S u m m a r y

On the basis of*magnctoclasticlty hypothesis the equations for mag- 
netoclastk oscillations of plates arc deduced. The plates carry electrical 
current and are placed In a magnetic field.
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The frequency of oscillations and the law of damping dependent 
on electrical current density are defined for a special case.
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А Г. БА Г ДОЕВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИИ МАГИИТОТЕРМОУПРУТОСТИ

В работе рассматривается общий и вместе с тем простой подход к 
получению решений уравнений движения однородной среды при нали­
чии сосредоточенных импульсов. Решения находятся методом интеграль­
ных преобразований Фурье и Лапласа, а затем приводятся к форме за­
писи через аналитические функции, введенной В. И. Смирновым и С. Л. 
Соболевым [I]. Указанным методом в плоской задаче определены фун­
даментальные решения для уравнений однородного изотропного упруго­
го тела, магнитоупругости, однородного анизотропного упругого тела, 
гермоупругоств.

I. Рассматривается задача определения вектора смещения (и, и) в 
плоской задаче для однородного изотропного упругого тела, удовлетво­
ряющего нулевым начальным условиям и уравнениям

где объемные силы берутся в виде X = ЛУ* (х)Ъ(у) Ъ (^), 
У = Ко'>(л-)о(у)б(/), 6(л) есть дельта-функция.

Вводя преобразование но Лапласу и, V от и, V по / и запи­
сывая

'ее «
а = У с1т. г/В, у = гие1^,с ^уУ с1л(1^ (1.2)

— А* — *

из (1.1) после применения обратного к (1.2) преобразования Фурье 
можно получить уравнения, решение которых имеет вид

би (.9= - ------а з (а- - Я
4-2р 4г.‘-’у

(ЕЗ)
£>? = ֊֊’-(։’-О»? ь2?) А»_;в՜(<г-*=)

4-2р
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где

1) = |<о2 - (? 1֊ Р) а-\ р - (? 4֊ ?•) Ь՝ , а2 = ■—

, ,, ’ I/?-=֊-, $ = Ко

Полагая для определенности //>0, можно видеть, что волны, опре­
деляемые уравнением /֊ ецх ₽(ао)//=О лишь при р>0 будут приходя­
щими в точку (л՜. </) из точки 0, поэтому согласно принципу излучения

уравнения I) О в виде = и>нужно выбрать корни

для <•> можно добиться.

Введением малой мнимой части 

чтобы указанные корни находились пне дей­
ствительной оси плоскост 8, и тогда ио теореме о вычетах

4я2р« 2-г\о§£гпю ''------—— .<
J • 2л?1 

------------------------------ =--------------------- ат. 
- (а2 4- Ь-

2~1\ч §£П "«

] /¥0(х24֊«гЙ4֊^2) Г0^г(а3-д֊)
-------- =------------------- ------- =----- =--------------------- ат (1.4) 2/,2рг

Аналогичное выражение получается тля с. Для точек //<0 знаки рь (к 
меняются, однако решение получится снова в прежнем виде. При приме­
нении обратного преобразования по / существенными оказываются 
окрестности точек а=а* (Л?= 1.2), для которых

7'(а) = I тх — \ (а) у. Г(?<) - О (1.5)

причем комплексно сопряженные значения 7. = а* также удовлетворяют
(1.5). Далее контур интегрирования — со заменяется на кон­
туры Г. Г։ (причем в § 2 полюсы нодинтегрэльных функций не дадут
дополнительных слагаемых в решении).

Пусть м»>0. Заменим контур интегрирования —со<а<^оо на
контуры Г. Г։, проходящие через указанные точки ?./. в направлении 
|т7'(а) = 0. Для этого нужно найти области постоянного знака 
1։п 7’(а). Обозначая Т (т) В, где величина В вещественна, обозначая 
а = с4-/тп м.цжно убедиться, что в плоскости т, липин 7՜(а) = И со­
стоят из двух ветвей гиперболы

у"/«; (Л*2 4- у:)
62
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где ап = а или ап => Ь соответственно, а также из отрезков действи­

тельной оси |Л|< — • 
а„

Пусть .г>0. у>0. Тогда, предполагая, что на положительной 

мнимой полуоси 0-=1/ -.т — а2 положительны, можно показать, “ I
что 1шГ(«)<0 в областях (фиг. 1). где проходят дуги окружностей

С. и С\. Интегрирование по я от — до ---------------- заменяется ин­
ая | л= -г у*

тегрированнем по верхней половине контура Г. а интегрирование по 

а от —~-------до — интегрированием по нижней половине Г.
ая | л*1 — №

Это возможно сделать, так как на С, и С2 е ■{стремится к нулю 
в силу условия 1тТ(а)<0 при неограниченном увеличении радиуса 
окружностей С1,2. Тогда при можно заменить интегрирование по 
действительной оси ?. интегрированием по Г (фиг. I). Аналогичные 
рассуждения применимы к контуру Гг При вместо С\, 1 берутся 
их дополнения до верхней и соответственно нижней полуокружно­
стей. на которых 1т 7'(в)>(). Тогда интегрирование по действитель­
ной оси 2 заменится интегрированием ио Г в обратном предыдущему 
направлении. Весь интеграл в (1.4) поменяет знак на обратный, а ре­
шение будет таким же, как при ••»^>0. При л<0 точки я։. а2 лежат 
на левых ветвях гиперболы (фиг. 1). контуры С։, С2 заменяются на 
симметричные им относительно оси ; контуры, и решение не изме­
няется.
Итак, при любом ы

Г 1 А'о(-1 а֊Ц ֊ ьч֊) ֊КЙ. (аа - Й
4֊-> = 2г/ еМ«х 5.У)----- !---------^2------------ П— _*------|-

I -2мз

.) -2М= 1-(ай4-^)а-
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Переходя к оригиналам в (1.4), получим

, Г г (г ы з,у) Л՜» (֊ 1 + - ГА (д' ֊ <0
4-> 1 м՛2 1 -(’= 1 /М

/ 1՝ г(<-«л -М ^<1 ( 1 + аг'Я + р!-) - У„*?. (а1 - 1>֊)
4я*р 1 ?։*։ ' “

где

При вычислении интегралов по Г, Г։ существенны лишь точки з, 
в которых аргументы о-функции обращаются в пуль. Таких значений 
для 1՜ и Г։ будет по два: значение •>. а։ и сопряженное ему для 
контура Г и соответственные значения а = я։ и я = для контура Г։т 
определяемые из уравнений (1.5) или

г2а1 = а- + /у уГ-гЧа2, = /д- /у | Г‘-г2;Ь\ г2 = л֊2 - у2 (1.7)

Контур Г проходит через точки аь а։ в прямом и обратном направ­
лениях соответственно фиг. 1. Вычисляя интегралы (1.6) от о-функпии 
вещественного аргумента, можно убедиться, что решение запишется 
в виде

. о 7( *• А։17- — ) 07։։,։) Ц Ао;^։ 1 072?з)
2ъ>и = Ре------ 5—!--------------- К Ре------- 5֊т------- - ------3։х —а։у х2у

Здесь объединены попарно интегралы по окрестностям а։, и 
а2, 72 соответственно, причем выражение для и получено аналогичным 
путем. Из (1.7), (1.8) получится

1 'М + }Р1?։ , 1 Л’0^-У>г>..
и — к с-----  . - 1 -----Ре-----=^=—

2«> |/Л^г2/л2 2^ | Г-г-’Ь"
(1.9)

1 .. ой| - 1 о ) о’?
Ке -г т— Рс-—гтт՜

Решение (1.8) совпадаете фундаментальным рслтением уравнений 
теории упругости, данным в |1].

При проведении выкладок с интегралами по х должны были быть
1 проведены разрезы в плоскости а от у — до ± для первых ише- 
а *

тралов и от +— до ± го для вторых интегралов (1.4). 
Ь
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t—■   . Ж- ь. х. —д.  , ■ — ■■ _ ■ — .  ՛ ■ ■ ■ ■ ' ----'—■ ■■= ----- 7— 

В окончательном же решении (1.8) следует разрезать плоскости 
1^,1 1 1®։» х. по отрезкам------ <՜ 3։<Ç — •------- < з. < — соответственно, при-
fl a b ' b

чем верхние берега отрезкой соответствуют верхним (у >0) частям 
фронтон волн, нижние берега — нижним полуокружностям воли.

Приведенный здесь метол гораздо проще метода II). Отделяя ден- 
ствнтелы1\։о часть в (1.9). можно получить решение в виде [2].

2. Получим фундаментальные решения для задачи магнигоупру- 
гостн.

Уравнения имеют вид

д*11 !՝ ։ / • а։» / Ои \ .
—J = b ç’« 4- (а* — Ь։)-----(-----  4 — ) 4*dt* * ՝ ох \ ох оу /

+ï'i -----"i/L V:T, + Л» « (л) г (у) ■. (Г)
4-р 4«> Р

(2.1 у

— = b\֊v 4-(fl։ — ь-)---- (— 4- — ֊
Ш* оу \ ох Оу /

— Щ֊~ — т^~ г-՛ + ~ ь (х) г (у) г (о
4 4 -j» t»

где ç3 —------ 1------ . </7r. НА есть однородное начальное магнитное
дх* оу2

поле. Начальные условия нулевые.
Решение для преобразования Лапласа no t от компонентов смеше­

ний (и, г՛) ищется в виде преобразования Фурье (1.2).
Без ограничения общности можно считать Я. =0, и тогда после 

разрешения (2.1) относительно и, v получится

Du = .¥„ |s» H- a~ÿ + b-? - a? (? У) - У, (à-՜ />=) ï?

= y,(։’ + «’։> . *=ÿ) - ,V„ (a* - b=) ; ?. <!' = (2.2)

где
Tj = (x։ 4- «:3a) 4 -t- flî?) - p Л (3) o>= 4- (a2 4֊ o\) b- (2.3)

Здесь .v = — A՛», причем можно, как и прежде, обозначить з= —» 
L j ?
? = — н значение А (з) примет вил

Д (з) = (а2 4- Ь:) и- з: -• 2а:Ь:л: — с: — bz — а՝ (2.4)

Уравнение поверхности (кривой) нормалей ? = 3։ ..(з) к м։ннигоупру- 
гим волнам получите^из дисперсионного соотношения D =0. причем 
из (2.3) можно получить

H.ikci'ihm ÀII Армянской ССР. Механик.». Nb 2
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2(^-Ьар^,.= -Д(а)֊

+ КЛ*(а)-4(а։+<1рд5(- 1 ТаФГС '1“Р  ̂Та^Т (2.5) 

где верхний знак соответствует быстрым, а нижний — медленным 
волнам. Как и в § 1. можно вычислить вычет в интегралах по 3 отно­
сительно полюсов р։ 2 соответственно и тогда получится, например, 
для и значение

2 • -։- v- z sen w ( д.>(ал- 8 у)
и = — г л

я=1 л— ЭС

Л'о(-1 + *2Wn

где О = —г находится из (2.3) после перехода к переменным я. ₽•

Далее, как и в § 1, интегрирование по а в (2.6) заменяется 
интегрированием по контурам Г. Г! (в первом и во втором интеграле), 
проходящим в направлениях 1гпГл(«) = 0 через точки а = а։, н 
а = а5, а2 соответственно, которые определяются из уравнений

Г(ал) = Г-аяЛ-Ря(аЛ)у. Г(ал) ֊ 0, п = 1, 2 (2.7)

причем 3, 2 (а) находятся из (2.5). Соображения по замене интегриро­
вания по действительной оси а интегрированием по контурам Г, Г] 
остаются прежними, только кривые Г, Г։ уже нс будут гиперболами
и кроме того надо выяснить. не имеется ли вклада в решение от
возможных полюсов или точек ветвления подинтегральных 
Можно показать, что в (2.6) полюсы отсутствуют, а точками

фу и кций.
ветвления

будут корни а՛՜1՜՛ = ±— - а(2> = ±------ 1 внешнего радикала для
а | £а4-а?

3։ „(а). а также корни ч — внутреннего радикала в (2.5), определяе 
мые п виде

2 az -Ь Ьг 4- а- ± I (a2 -i //- Н- а})3 (а3 — bz ф- a֊)z 
1{=г d^{d- — b2)

Отсюда видно, что все точки ветвления находятся на действительной
осп а, причем можно провести разрез плоскости а по ос действитель
ной оси от ±а0 до ч֊«., где а0 —tnlnja,, а1՜՛՛ и выбрать соответ
ствующие ветви функций 3։ Д։). При этом, как и в § как видно
из (25). на бесконечности получится 1п> ('.) >0 на верхнем берегу
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левого разреза и нижнем берегу правого разреза, поскольку 3։ 2(а) ^ 
. при больших |«|. Контур интегрирования по а, как и в§ 1, 

выбирается так, что он обходит особые точки на отрицательной дей­
ствительной полуоси в верхней полуплоскости, а на положительной 
полуфси — в нижней полуплоскости. Как и н § 1, можно показать, что 
согласно (2.5) 4/«/<։. .՛ для больших а, причем при »>>0, у>0
верхний знак выбирается на верхнем берегу левого разреза и нижнем 
берегу правого разреза, причем на контурах С։ и С2 (фиг. 1) полу­
чится 1п1 Т (а, 2) <Л). Контур интегрирования по а, как и в § 1. выби­
рается так, что он обходит особые точки на отрицательной действи­
тельной полуоси в верхней полуплоскости, а на положительной полу­
оси - в нижней полуплоскости. При и)<0 или у<0, как и в § I, 
можно показать, что получится снова решение (2.8). Согласно условию 
!ш Г(а։ .,)<0 на контурах С։, С2, можно заменить интегралы в (2.6) 
ио действительной осн а интегралами по контурам I՜, Г։. Тогда после 
обратного преобразования по Лапласу получится

« = -֊- — ** - &у) х
4-ь Д

Хо(֊1 4- 0^4֊ ; а^)֊Г0(^֊д=)гЗ։ ,
х ^КТ) (1г ъ

Л’о(֊1 4-й?^4-/А54-а;а2-а?^)- )’0(а2 Ь֊) а,32
------------------------------- щГМ-------------------------------- (2-8>

После вычисления интегралов по Г, Г), на которых аргументы дель- 
за-функцин вещественны, получится окончательное решение в виде

„ I = А'. I 1 + ь^„ а- («։ - 8;) г. («: ֊ - ь՝-)
2-!- £ С («„. ?„)

I * Г,(֊1 + А'„(а;~ _ ре _— \ ----------------------------
О(7Я. ?л)

причем ?|>2(а։,а) дается (2.5) и а։,2 находятся нз соотношений (2.7). 
Слагаемые в и, и. соответствующие а։ и «2, равны нулю вне соответ­
ствующих фронтов волн. Следует отметить, что некоторым частям физи­
ческой плоскости может соответствовать по паре значений ц2 и ни одно­
го значения а։ [3]. или наоборот, поэтому в решении (2.9) подразумевает­
ся сумма слагаемых по всем тем корням уравнений (2.7). которые су­
ществуют в рассматриваемой области. Указанным методом также полу­
чается решение задачи Ламба в магнитол пру гости. Таким образом, по­
лучено точное решение (2.9) уравнении (2.1).
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3 Определяются решения уравнений термоупругости при наличии 
.точечных импульсов. .Чиненные уравнения термоупругости можно при- 
•вести к виду |4]

где 0=7՞—Го, Т— температура, 7, х, >}, "0 —постоянные.
Решение для преобразования Лапласа по г от и. V ищется в 

виде (1.2).
Из (3.1) после обратного преобразования по а, 3 получится

£>а ֊^֊ (з- 4- - а*ё - — ^֊֊) -
4'2р \ р р /

4л2р ( ’ р р |
(ЗЖ

($֊ - а֊7- 4֊ ֊ ~~)
4~*р \ ? р /

-А-(ар (а’ -Ь-) ;л!
4к֊р I Р Р I

где 

з։ 4՜ ?" ՝*»р = -----Ь — • 5 = ао
1 4֊ V *

/9- {^(а* '• 4 1Г($(^-1.33)11 (3։3)

Простые формулы получаются лишь для однородной по <» задачи, 
то есть для больших или малых значений ։*»-0. При V* получится

/9 ֊ (? 4֊ а֊ г т( (з>4)
■ ^м>г_(^+р2)

а г <
В переменных г — • и = — дисперсионно^ уравнение /9 = 0 

решения Р, 2։3,
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т

2й։(?’ + 0?,2) = «'•' ֊ ! ֊ + | ('А «,՛.• _|. | _и 2оЦV _ 4д<.10
I' I \ X ? / *

(3.5)
*’ + .35 = А

3 Ь-

Вычисляя, как ив § 1. вычет в интегралах (1.2) относительна 
полюсов 3, за, переходя к контуру Г (фиг. 1), после обратного пре­
образования Лапласа по ( можно получит։., как в выше, значения 
перемещений

Ке_С V .-УА„)-Г0^(^ И* - А„) _
2՜!* Г. ^Д«\|_1 + (?* + Е)Л‘|

\ Г7։7 '

I Х9( ВД։(й2 ^֊А3). [{е-------------------------- ------------- ---------------------- ---------------------

с
_ / * Го(-14֊^я ^4-<Ч֊Х^я^-^ + Ля)
Ке -— V ---------------------- -- —------- -----------------------------------

2^.-1 (?лх-я„у)(а‘ -Ь л,. ;֊1֊(*:+?֊)*’) 
X IV- /

I г0( 1 -адм«1- ^-ь-ч)
2*р (?^-^у)(֊^+ла1-л3)

х I х । *
где \д = •[— (я՜^ г 3;); • Решение (3.6) можно было бы сиро-

р I х

стнть и далее, используя (3.5).
Для вк0<^1 из (3.4) получится

= »’ га։(«г-; ?')Ч — (- + 32) (3.7)
֊ог-Н»г-|- Р)Ь- ?

В (3.2) можно произвести упрощение, причем

(3.8)

Тогда из (3.2), (3.3) следует, что решение для термоупругой среды в 
диапазоне низких частот приводится к решению для упругой среды § 1,

п X.в котором следует заменить аг па

Таким образом, найдены фундаментальные решения для однород­
ной термоупругой среды в форме В. II. Смирнова—С. .'I. Соболева для 

։ и «>т0<^ 1, то есть вблизи быстрой и медленной тепловых колн 
в вблизи быстрой и медленной термоупругих волн.
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4. Рассмотрим задач) определения решения уравнений анизотр՛ 
нон упругой среды в плоской задаче 

dtl
(fu 

— а —
дх*

.(fu 
d^՜1-c— ■- —«(x)*(y)8(0 

dxay p

<fv 
at'

(fll— c-------
0X0X'

dtl 
dx:

+ a°^֊ 
(// p

(4.1)

где и. V удовлетворяют нулевым начальным условиям. Решение и а ходит­
ся тем же путем, что и в предыдущих параграфах работы.

Дисперсионное уравнение для (4.1) имеет решение

֊ >4՜ (12)

где

L=a' d' с*. 4 = 112-1^1------Г-/—-а։У-!-- «Л
I 2da f ka J\d /

Здесь на коэффициенты а, с1. с накладывается условие г<^а (I, в 
силу которого точки разветвления за. ял. а1։ з4 для 5(»), определяе­
мые из уравнения Л 0, — комплексные попарно сопряженные вели­
чины. Соединяя ։а. з. н а4. з4 попарно разрезами, можно выбрать 
ветви функций (4.2) на берегах разрезов определенным образом, 
причем при переходе с одного берега разреза на гругой 3։ меняется 
на и наоборот. Учитывая это обстоятельство, можно показать, что 
интегралы, дающие значения и. V, взятые по обоим берегам разре­
зов, сокращаются и. как и прежде, можно заменять интегрирование 
по а от —до со интегрированием по контурам Г. Г։ (фиг. 1).

Окончательное решение примет вид

„ = Re ,■ v ( 1 )*-'
2«р 7 J Д(ад)(х •

(4.3)

2-р 71 \ | ?։y)2d?

где ВА - ?(\). причем at определяются соотношениями (2.7), (4.2). 
Другим, менее прямым путем, фундаментальные решения для анизо­
тропной упругой плоскости получены в [З]. npiPii м сравнение с (4.3) 
показало лишь на совпадение членов с наибольшими степенями пе­
ременных4'^, Зг Указанные методы можно, очевидно, применить к 
пространственной задаче, а также к Ск .Ле ебшпм задачам о прило­
женных импульсах.
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Ա. Դ. 1»ԱԴԴՈ1>Վ

ՋԵՐՄԱՄԱԴՆԻՍԱԱՌԱՋԴԱհԱՆՈՒԹՅԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ 
ՖՈՒՆԴԱՄԵՆՏԱԼ ԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐԻ ՈՐՈՇՈՒՄԸ

Ա մ փ ս ։|ւ ում

Աշիւատանբու մ դիտարկվում է կենտրոնացված ադդեցութ յռւնների առկա­
յության դեպքում ջերմամադնիսաս։ոաձդական համասեռ միջավայրի հավա­
սարումների լուծման Լֆեկտիվ կառուցման բավական րնդհանուբ եղանակ։

Լուծումը որոշվում կ Ֆարշեի մեթոդով և այնուհետև բերվում Լ Սմիրնով- 
Սորոլեի անալիտիկ 'ֆունկցիաներով արտահայտված տեսքի։

DETERMINATION OF FUNDAMENTAL SOLUTIONS 
FOR EQUATIONS OF MAGNETOTHERMOELASTICITY

A. G. BAGDOEV

Summer у

A rather general method to determine solutions for equations of a 
homogeneous medium motion in the presence of point impulses is consi­
dered. The solutions are found by the method of Integral transforms and 
then reduced to the Smirnov-Sobolev solution.
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Д. В. ГРИ.ШЦКИП. В. к. ОПАНАСОВИЧ

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ 
ПЛОСКОСТИ СО ЩЕЛЬЮ ПРИ СЖАТИИ

Задача о сжатии однородной изотропной плоскости с прямолиней­
ной щелью с учетом ее ширины и соприкасания берегов при заданном 
однородном напряженном состоянии па бесконечности была впервые по­
ставлена и изучена В. И. Моссаковским и И. А. Загубвженко [1, 2].

Случай произвольного напряженного состояния на бесконечности 
при постоянной ширине щели рассматривался в публикациях [3, 4].

В настоятся работе решена задача о распределении упругих на­
пряжении в кусочно-однородной изотропной пластинке со щелью пере­
менной ширины на прямой линии раздела материалов при условии, что 
берега щели после деформирования пластинки заданным внешним на­
пряженным состоянием приходя! в гладкий контакт. Определены все 
основные характера гики задачи, необходимые тля определения напря­
женно-деформированного состояния в кусочно-однородной плоскости.

1 Рассмотрим плоскость, состоящую из твух спаянных между со­
бой изотропных полуплоскостей. Предположим, что линия раздела ма­
териалов ослаблена прямолинейной щелью переменной ширины h, соиз­
меримой с упругими смещениями. Поместим начало декартовой систе­
мы координат хОу в центре щели, длиной 2«. с осью Ох. направленной 
вдоль щели. Все характеристики, относящиеся к верхней полуплоскости 
(//>0) будем снабжать индексом «I», к нижней — индексом «2».

Пусть на бесконечности плоскость сжимается равномерно распреде­
ленными напряжениями интенсивности г/, перпендикулярными линии 
расположения щели, н растягивается равномерно распределенными на­
пряжениями р , параллельными линии щели. Кроме того, в точках 

a.v а։Г ..., а^п действуют сосредоточенные силы Р\, Р\. ..., P'jn. а 

в точках btu Ьц՝ , bJtn сосредоточенные моменты Л«Л1 ......,

Предположим, что деформированный контур щели состоят из трех 
участков: двух свободных но краям и одного среднего участка контакта. 
Силы трепня между берегами щели нс учитываются (фиг. I).

Требуется определить напряженное состояние кусочно-однородной 
плоское։ii, ^частности, компоненты тензора напряжений вдоль линия 
раздела материалов и длину участка контакту.

Обозначим линию спая через свободные края щели через L. а 
л.1ип\ участка контакта (щ. аа) через L.

Имеем следующие условия на линии раздела материалов



Распределение напряжений и плоскости со щелью при сжатии 25

. v . v . v / ди . . dv \+ / ди , . dv\- .. ,.О, -(.\։) =(Г։.-(ЛУ) . /_- + (__) ֊( — 4-/—) (1.1)
\ дх ах / \ дх ох /

на L"
У'у' = )'у = A'v = Л\Г = 0 на// (1.2)

г; - уу, xt - лу = 0
(У) '-(У) '=֊AM+/;U)=/'W на/, (1.3)
\ vA / \ С/А /

Индексам плюс и минус обозначены граничные значения функций 
на дейсгнительной оси сверху. то есть из S|. и снизу, го есть из S2, cooi 
вегственпо. fi(.v) a fa(JC) —уравнения верхнего и соответственно нижне­
го берега тели в иелефор.мированпом состоянии.

Введем функции напряжений ФДс) и ’Р/(г) для полуплоскостей 
5/ (/ 1.2). Распространив определение функции Ф։(г) па область 
5_. а функции Фуг) на область известным образом [5]

Ф, (з)- Ф, (с) гФДг)֊ Ч'Лг) (1.4)

полечим формулы для определения напряженно-деформированного
состояния каждой полуплоскости через одну функцию Ф; (г) (./՛ —1.2) 
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л\-ь Ку = 2[Ф/и) - ФГй)]

Г, - IX, = Ф. (г) — Ф/(7) • (г - 7) -ьДТ) (1.5) 

л _ *
(м + к») = «/!>,(?) - Ф: (г) (г - Г) Ф)(;) ( /= 1, 2)

С/А

По условию задачи напряженное состояние на бесконечности задало 
в виде

Куш>= —</, Ху“1 «О для 5։ и 5,
(1.6)’

Лн-1=|А для 5, 
1р։ для 5,

Функции напряжений Ф/(?) и ‘Г,(г) в окрестности точек д/։, 
«/5.........«/>»,• Ь/г Ьг։.........ИМСЮТ ВИЛ

’ / />
ф/(-') = ֊ 2 777՜ ■ ф<.,(г) 

*-1 /*
(1.7)

"/ I х р а Р "’/ ..1|Г, (?)» 2 —' - - , “ ֊ '■ У —И; - + 'Г.,, (г)
Г11 г-°,» (*-«,»)’1 »“<г֊г,м»-

где Фо, (г) и Ч\(?) — голоморфные функции в окрестности этих 
точек, а

М1 + 9՛ ' Л1,‘=2&՜ (11

Здесь и - компоненты вектора сосредоточене։ой силы

Исходя из соотношении (1.5) и удовлетворив-условиям (1.1), учи­
тывая при этом (1.6). (1.7) в (1.4), будем иметь

ф (г) = I -4'՜1 |вю։(г>-гФ,(г)| В 5, 

1.4,֊'|А.^(г)-Ф0(.-)| в X.
(1.9)

ф։(г) = 1 лГ1М««(г)֊'М*)1 в 5։

I ЛГ։ [в,19 (?) + Ф<,(Л| в

В предыдущих формулах введены обозначения

Ф„(г) = Г4"' Ф‘(г) “ Я(-1 “ Х* (1.10)
1Л№Ф,(?) Я«Ф|(?) в \

0(<) = Н + 0х(?) (1.11)

8(г) р.. -Л. 1
‘ ^,1֊ г «„ г-н,, й<г֊М^

(1.12)
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К = ֊(А-т-^г-г 2у) 
4

(1.13)

Ло/=С>8’֊< в,„ = - с, С, = ---- 1
I -я

(М4)
& = , л; «= иу 4->7 Г/, # = д։д;։

Кроме того, между напряжениями на бесконечности пластинки и се 
упругими константами «наполняется соотношение

։ч 0 4- р- ֊ :ч (I • *։» а = R (р. н) 4- р»*3 ֊ ил 1 ч 

являющееся условием разрешимости задачи.
Функцию Фо(х) можно представить в виде

Ф0(г) = А'։-г ^Д-Ф^)

(1.15)

(1.16)

где Ф(-') — кусочно-г*«диморфная функция, стремящаяся к нулю при 
• — А՜. а

'Ч-’) 2 2'[т—г ֊^~
/■=։ а=| ֊ - ац

К* 
(’-"йг

т, п• V 11/р (1.17)

*т =

—-1 ЛглРх — В>лр, — (ЗВщ Ло1) ц\ в 5, 
4

(1.18)

— | Авр» В \рх — (З^о! - Л«) </) в 5՝2 
4

В формулах (1 1") заедены обозначения

. /.» == ХуЙо/ Р,*, Вц = — /Л>/ (а— а/л) Р/д

(* 1,2, ....л/)

П^ = 7Я0/ЛТ/р (р = I, 2,.... тр, ) 1,2)
(1.19)

Удовлетворив условиям (1.2) и (1.3), получим граничную задачу
сопряжения для определения функции Фп(г)

Фо (л) ^Ф7(л)=0 (х^/. )

Фо (х)-Фо(х) = ^<н(х) (х<Л) (1.20)

Фо (х) — Фо (х) = /<•. (х) (х £ /.)
ГДе

։.(х) = —1№(< ю'/и։ (1.21)

Частное решение однородной задачи сопряжения (1.20) есть 
функция
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/?(з)= -֊ х(^2= /’<г) оЛ

I г' —а- 
где

Р(*) ° ■?(г) 1п|гI ֊ [ у-’ -(г) I (Г- М (*֊’։> | 

которая будет ограниченной а точках <։։ и <։г.
Как пндио из (1.16). функция Фо(*) ограничена на бесконечности и 

имеет полюсы и некоторых точках. и. кроме того, из физических сообра­
жений она должна быть ограниченной в точках а«, а-. Учитывая это, ре­
шение задачи (1.20) будем искать в виде

Фо(’) (?,(«) ?еи)!₽(‘) (1.23)

где тД?) —рациональная функция, имеющая полюсы в точках , 
и ........... а/П/. дд, Ь,:..........Ь^, причем разложение функции ^(’)^(-)

в окрестности этих точек имеет вид (1.17), а -։ (с) кусочно-голо­
морфная функция, удовлетворяющая следующим условиям:

IЬ ( V) -?։(-<)! 4- |?։ (л) ?1 (*)I ’ = ...։ (л) 4- 2*>а (X) (л* £ 1.} 
(1.24)

1?1 (*) + Г1 СО Г - 1п(*) 4֊ п (л)]՜ = “*г(х) (а(;^)
где

»։(х)=7։(х)-?ом, '

7 R (х)/? (х)

(/-1.2)

Решая задачи (1.24) и принимая зо внимание соотношение (1.23). 
получим значение для функции Фо(2)

2Ф։(г) = „ (г) | ± Г ՝> _ Д_ 11ДО <1ЫС
|2-//֊г <(г)2֊<;!

+ ?,(?)-2С, -Ь |2/(О։ + О,г) ъ(‘>-?<(г)|] (I 25) 

где

/?(.-)------ 1Ш==[Ди)|” (1.26)
| & Л*

;■ (г) + с I -4у(г) _ .
РГ’ г(Л-<- 1 -</и(г) | г 9,

*

^=1/«р. 8 = 1п1М
Г 0—3, I о-Нз 2к
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Е}»е____  .f-Jltr

(*֊«;/

Ejke__________Ь ftf

(‘֊ V (z-bjtf

( 2 ni mj
?»И = -27 Im J V (Г,-« 4֊ I» I У HJtli

I/-I Л=4 »-1
(1.27)

ГЛ| == QfkFl (ajk), rM2 = LjkFx (aik) — FJk F։(a.J

Гjk} — Г4֊ r^i, Ejic> — FJ* Fx (djk)

A;*i = (Г/1-j—l>i) >(<7/Л) — E/t- / (<?M)

A/*? = E,^ (k 1,2,..., n.) (1.28)

Нгл - ֊ П/* F2 {blk). Нщ = n.-4 F} (дЛ)

= -//,41 Ъ(ЬЛ -/7,«/ (Z<„). 7?r2 = ֊H^ibji,)

(k= 1,2, .... m:. 1, 2)

F, (*) = [/?(*)!-'. Л(г) = -^֊4|֊г- (1.29)

Неизвестные коэффициенты Co, D}. входящие з выражение 
функции ։D0(z), найдем из однозначности смешений и условия на беско­
нечности (1.16) с учетом (1.15). Опуская выкладки, запишем оконча­
тельный результат

Со ~ Е., cos v, Dx = sin ՝*
(1-30)

Do = Ну sin •• — (77, т ?kzД„) cos v — f2

{Ну - /^A-j'cos v 4- {Hz -h sin v + Bx 4- £։ 0 (1.31).
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Здесь

С-=(0^. л, = — 
4г/ .) 1-£

I.

а?, = /_11՜!» ~ 1 <г~2г У 
\ 1 а |-ях г| « ф«4 /

*2=1 (а • я, )(</ •-я,)՜-Ь I (« ֊։,)(« а,.)

^ = 21 22։ * = ?1пА’։
4«

2 т/
Ь\ -г 1Е.2 У У( ( Г/4| — I /{..՝) -֊- у //;/•;

/==։ ьи
(1.32)

4 2 "/

А = № (1 у1уз) А2 ‘ 

Соотношение (1_31> совместно с условием

Г1П1 [Фо (01^ =

3 £ I
(1.33)

служат для определения длины участка контакта между берегами щели.
Имея выражение для функции Ф<>(2) и зная длину участка контак­

та, задачу можно считать в принципе решенной.
Компоненты тензора напряжений вдоль действительной оси опре­

деляются следующими формулами:

П՝ = у- =- ЛГ1 Ве [Ф,; (х) - ^ф; <х)|

Л’7 = х; = -АГ11П1 [Ф,Г (Л-) -£ф- (X)]
(1.34)

« = АГ՛ Ве (ЗФ„ (X) + кФ.? (-V) + 4Йив, (х)] р, +
1֊^

= - Дг* 1?е [Ф,г (л) - 3£фо- (X) Ч 4.^Л0։ 6։ (х)| Р- ֊ ՛■-— Ч
I -5

При этом существует следующая зависимость:

Л՜; -г Л-- 2Г; =Р, р, 2<1 Т 4'Л.(Л) * (֊ <х< + -. | (1.3.5) 

где
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Соотношение (1.35) сохраняет силу независимо от ширины щели и 
I длины участка контакта.

2; Рассмотрим важный слхчаи рассмотренной задачи. Предположим, 
но пластинка, ослабленная трещиной постоянной ширины, находятся 
иод действием сосредоточенной силы—)’, с точкой приложения в 
верхней полуплоскости и сосредоточенной силы К3 с точкой приложения 

/Л " в нижней полуплоскости.
Согласно условию задачи имеем

■'„ = <( -1ГЧ-. Рд= 9-Г.1 *4-■/'>-’ /'(.*) = О (/ = 1.2) (2.1)

Из физических соображений следует, что в данном случае длина 
участка контакта будет симметричной относительно оси ординат, то есть

= --а, а2 = а (2.2)

Условие (1.31) при этом автоматически выполняется.
Если учесть (2.1) и (2.2). то формула (1.25) примет вид

Фс(г)= (2.3).
| г2—а2 |

1г՜- д2 Т- \'3

1 г2 — 7г аЬ0 /
(2.4)

/( 1)7,Ли (*'

+ *֊• (г2 .

(2.5)

гз(-) 'У
Л->

.4,'12 (г՜ — Ё;'/(-1)'^.4Г,1 

г՝ Ь}

рв = (֊\у (2-6)

^-•2(֊1)Л1Л^^ :П^

Лс = ( 1)/'!Г/^-1П^р/((֊ ПМГА-хр

Д/։-. = -2/Т^у (/=1.2)

В соотношениях ^2.6) введены обозначения
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ГЬ<=ё ?, = arctg ֊—- 
«*о

,л 2^д/г0|2^ | (-ir՜11^) 
'}~ " (P.fi

} J

(/= 1. 2)

Неизвестный параметр а определим из формулы (1.33), которая зля 
нашего случая принимает вид

2n։nJier' , i’ th .7 [о. (//) sin (2рп) a£0?e (w)th it cos (2$u)]du ?(
(g — 1) it ° J I (r sh2 и 4- -as

0

Выражение для функций фг>(«) и <pe(w). вошедшие в (2.8), получи: 
из (2.5) с помощью замены

z = а"к- th- и 72

Имея функцию Фо (г), можно определить компоненты напряженной 
состояния на участке спая и вдоль щели по формулам

|х|>Ц

к; = }’7 = л, ?Дх) tx (х) cos [Здг (Л-)] - ?. (л-) Л (х) sin |?72(х)]}

А'у = А'7 = .43 sign х ?5(x)/7(x)cos|(h։(*)H ?в(хр։(х) sin (ft.(x)]’

Л-; _ г; + ЛД (л), л; = - ЛА <*>
l-g 1— g

7 <|х|<^

у; = Г7 = х; = Х7=-.о

А’.г = 4АЯ (х) /3 (х) sin [?73 (х)| - с, (х) /я (х) cos (л*)} + ДД(х)

А7 = А': -|- 402(х)

|х1<а

КС = У; = 2.4, {?в (х) (л) ch [23f։ (x)J ф. (х)/я (х) sh (2fc։ (х)]’ (2.

А* у ~ А у =0

Лг *уе4в ;3|<Мх) t,(x) — фл(х)^(х)|е՜2 ;,U)- р?.,(х)^ (х)

4-?5(л’)^(а-)]^в(г>^+ .4Д(х)

А'; =2Н - л, 45Ях)
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В Предыдущих формулах введены обозначения

| 7- — л2
7, (х) = arctg -------- -------

. . ,| л՜'* — a1— ait*
7 ДМ = ln֊^=:------- т

ух՝ —a- -ak^

/ % . Й^о I xs — т Ъ(л-) = 1п —°—-֊==- 
аА’о — | л- г

л՜“ а’
X’ а՝

й=/֊Н

Л-= J1 
az֊x- 

(2.10)

t>(x} = -r==-
y а- — x- | x- — a՝

«,(.։) = у ■ Yib՛
£,2Д1 ■ •',)

1-z. ։ 2(х--6р

**+$. ' (Z-+ /,;)=

Л, = (1֊֊я)АГ։. Д^4В02ДГ։, Д5 = 4^Во։АГ։, Ав — ег։’АГ։.

Положив в (2.3)֊ (2.8) а=0. получим уравнение для определения 
соотношения между сжимающими силами, при котором начинает за­
рождаться контакт

_ Г [?. (и) $1П (23//) а?< (//) 111 и с<ж (2»| (1и

Я — 1 и ей и
о

и выражение для функции напряжений 

1 / 2 4- пФо (2) = (2) ֊ /?3 (2) | Л — ( ) (2.։2)
1 2- а- \ 2 — и /

Рассмотрим частные случаи:
1) математическая щель, то есть /1 = 0. а=а. В этом случае функция на­
пряжений Фа(г) определится формулой

Фо (г) = (г) - Л5(г)„ (2.13)
|/г- - а-

выражения для функций фс(г) и <рь(г) остаются без изменений, только 
входящие в них коэффициенты имеют более простой зил

^2=2(-1)У

[/2/>2 \
Tlgi՜ 'Ydi՜^') ,,igi '] <2-14’

А/12 =

3 Ihixi-.i'if АН Армянской ССР. Механика. X- 2
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Формулы для компонент напряжений в этом случае примут вид 

[л'|>а

г; = Г7 = .4։։,(Х). Л'у ■֊ А7 - .4481§пх<?։(х)Л (х)

ат -(3 + х|Л>-'#.(*)+.4Д:(А А'.;= (1 ֊3^.4, Ч։(л-)֊л։од

1-'1<« 1
у> - 6՜ = ЛйМ-И + йАГ'йМГ.М, Ху=л,=о (2.1о)

А'.г = АГ11(3 + Я)?, (х) ֊ (й — 3) ®,(X) /. (х) ] + .4,6. (х)

х; = - л г11 (I ֊ Зй)»«(х) + (Зй - 1) Т։ (х) /, (х)] - АА (х)

2) Однородная плоскость. Предположим, что = У.> - У м
В этом случае функция Ф0(г) определяется формулой

(2.16)

а уравнения идя определения параметра контакта и критической н. 
грузки примут вид

1 >5 1 I.՝ 4՜ Н

Г и II—символы эллиптических интегралов первого д третьего родч.
На основании (2.9), распределение напряжений вдоль действитель­

ной оси определяется по формулам
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} у — У у ֊

2.4, %е(х)/։(х)

О

2Л~Ч<*)МХ)

И>* 
«<и<« 
1*10

(2.20)

л՜, -А'у =р. Л’.; -A'v = Fv Н-2МХ) < - ->•՝<Л-<--а-)

где

е։ (л., = . >" Д_'_ +
г (1 J- •/.) л- Ь- (л- ч- ь-у .

В случае математической щели формулы (2.20) примут вид:

ЬУ 1 -•/.4Ь-
-(14֊/) *24֊£- (х24֊^՜)2

(I.

(2.21)

.Анализируя выражения для компонент напряжений па линии спаи 
'Х2.9) и (2.15) видим, что в случае физической щели они имеют колеба­

тельный характер в неограниченно возрастают при подходе к концам 
Шел и, н то время как для математической щели колебательного харак­

тера напряжений не наблюдается, напряжение Ку ограничено на кон­

цах щели, а А'у - неограниченно. Таким образом, наличие физической 
ицели на линии раздела материалов влияет на характер распределения 

напряжений вдоль линии спая.
Математическая щель в однородной плоскости в условиях сжатия 

нс оказывает влияния на распределение напряжений.
Численный анализ рассмотренной во втором параграфе задачи при 

■условии, что b] = b2-—b и yt = y2 У был проведен на ЭВМ «Минск-22 
Результаты вычислений приводятся на фиг. 2 4. Пунктирные лини՛։ 

.соответствуют значениям параметров П| = Ц2 и и, — хг=2; точечные ли- 
ВИНН — значениях։ |i։-2j։2. и, = 2. х2 1.9; сплошные линии построены при 

Ьначениях параметров: х։ = 3, •/, = 2, =0. Па фиг. 2 дается завися-
Н

п..Л у. b _
Емость величины от отношения — при разных значениях -• Гра- 

Y а а

фикн на фиг. 3—4 построены при значении отношения — = 1. Рас- 
а

прелсление контактных напряжений Уу в зависимости от безразмерного 
X

параметра — при условии, что отношение длины площадки контакта 
а

к длине щели равно 0.4, приводится на фиг. 3. На фиг. 4 дается 
распределение тех же напряжений для математической щели. Вычис­
ления показали, что в этом случае напряжение У\ при подходе к 
концам щели с внутренней стороны является неограниченно положи­
тельным. причем точка, где Kv меняет знак, лежит и малой окрест­
ности конца щелк.
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Для.математической щели з однородной плоскости напряжение Ху-
является ограниченным и знака нс меняет.

Львовский государственный 
университет Поступила 2» I 1972
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Դ. Վ. Դ1'1Վ1«ՏԿԻ. Վ. »1. 0ՊԱՆԱԱՈՎԻ2

ՃԵՂՔՈՎ ԿՏՈՐ ԱԴ ԿՏՈՐ 2ԱՄԱՍԵՌ ՀԱՐԳՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐՈՒՄ 
ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՐԱՇԽՈՒՄէ? 11ԽՊ.1ՈՈ. ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա մ փ ո ւ|ւ ո t մ

ղիտւռրկվում Լ մեղրով կտոր աո կտոր համասեռ իղոտր/tuj 

uuj/fi ւ/ւոաձղակէսն հա վ ա սա րա կշոո ւթ յան որոշման խնդիրը, երբ փոէիոխական 
րս/նաթյուն ունեցող մեղրը ղտնվում Լ նյութեր]/ րամ անման ուղիղ ղծի վրա այն 
“է՛" /մանով. որ մեղրի ափերը տրված կենտրոնացած ղործոնների ե համասեռ 
յսւրվ/սծ վիճակի ազդեցության տակ անվերջս: թ Jn/ն nt մ բերվում են ողորկ կոն­
տակտի/

Գտնված են լարումների ֆունկցիաները ե ճեղրի ս/վ/եըի միջև կռնաս/կ- 
տի Հատվածի երկարության որոշման համար ////// յմ անները:

STRESS DISTRIBUTION IN A PIECE-HOMOGENEOUS 
PLATE WITH A CRACK UPON COMPRESSION

I). V. GRII.ITSKY. V. K. OPANASOVICH

Sиmтагу

The problem on clastic equilibrium for a piece-homogeneous Iso­
tropic plate with a variable breadth crack along the straight line of di­
vision is considered. The edges of the crack are assumed to keep in 
smooth touch with each other under the action of specified concentrated 
factors and homogeneous strees state. The stress junctions and conditions 
to determine the contact line length arc obtained.
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At Р. ГАЛАДЖЕВА. В. X. СИРУНЯН. Б. И. СМЕТАНИН

О РАСКЛИНИВАНИИ УПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ

Рассматривается задача о расклинивании упругой полуплоскости 
узким жестким клипом с углом при вершине.2а. В окрестности вершины 
врезающегося клина образуется грещииа, ориентированная по его 
биссектрисе. Клин вдавливается в полуплоскость силой Р. Трение па гра­
нях клина предполагается отсутствующим.

За (ача сведена к интегральному уравнению первого рода с сингу­
лярным ядром сложной структуры. Найдено асимптотическое решение 
этого уравнения «методом больших л» (1]. Определены значения пара­
метров клина, при которых должно происходить расклинивание полу- 
плоскости. Расклинивание полуплоскости клином постоянной толщины 
изучено ранее в работе [2J.

1 Будем предполагать, что в силу узости клина граничные условия 
задачи возможно свести на его ось. Тогда, разыскивая решение уравне­
ний Ламе в цилиндрической системе координат в форме интегралов 
Медлина, сведем задачу к следующему интегральному уравнению перво­
го рода:

1՛ c+t- а C±i-
‘ ՝— d\> I /. (—is) (-) ds-= — ( -Д1-- d[> L ( is)(-\ds-\-D^

l)0 const)

L(-is) = -SiZ^-sln*—) (slnxs)՜1 (1.2)

Здесь у(г) функция, описывающая форму трещины, / (г) функ­
ция. описывающая форму клина, а и b — координаты начала и конца 
трещины (фиг. I). Необходимо найти решение уравнения (1.1). (1.2), 
удовлетворяющее очевидным условиям

1 («)=/(«)- Ж.= 0 (13)

Величины а и b определим затем из условий [4)

(г)| =0 
r — tl

(1.4)
lini 7' (г) \Ь -г—----- —> (А —— \
г-ь гЛ % ՛• 1 — у/

где А'֊ модуль сцепления материала полу плоскости, (/ и v — упругие 
.постоянные полу плоскости.
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Отметим, что контактные давления ц(г) .между поверхностями кли­
па и полуплоскости могут быть найдены после определения функции 
; (г) пн формуле1

1 Рассматривается случай плоской деформации.

Ь с Н *
д(г) = — А - I АА^Л А (-/$) (1з

2’ йг .] р J \ г /
о <--/<•

(1.5) 
р(г)==/(г) (0<г<а), т/(г)=т(г) (й.<Г<Л);

Связь между глубиной погружения клина Н и величиной вдавли­
вающей силы Р может быть затем определена из условия статики

«
Р— 2а (<г(г) (1г (1,6)

о

Введем новую неизвестную функцию

Чг) - 7(г)֊֊/(г) (а<г<//). о(г) = 7(г) (Н^г-^Ь) (1.7)

Затем, полагая св0. 5 ш и учитывая, что 
*
1/.(//)51п('«1п-^)</н = --------^2--------  /(г) а (//-г) (1.8)

\ г/ (?— г) (к -р г)3
о

приведем интегральное уравнение (1.1) к виду



40 М Р Галаджевз, В X Снруннн, Б И. Сметанин

л
j — - g(r) (a-^r<b)

а

Q(0 = ^/, (ц.) sin (ut) du (/ = In 

V

?(r)=֊A(//_r)1n|^-|+7^r + D

(A = Ha), I) const

Решение уравнения (1.9) должно удовлетворять условиям

о (а) — ',(Ь) = О

Введем новые переменные и обозначения

14՜ лг 1 - ? 2
г — а ехр —— • г, = а ехр---------> '■ =----- ——л 1 / 1пШ

(1.91

(МО)

(1.10

(1.12)

(1.13

о ехр

Тогда уравнение (1.9) можно записать в форме 

1

(1*10) (>•»>
—1

Выделяя сингулярную часть ядра Q(/). перепишем уравнение (1.14) 
-следующим образом:

I
fA—Л = ■> <*> o-Ri

— I 
I

6(,V) р(Х) — — !'>(;) ^(----- (1.16)
A J \ /■ /

֊ I
•• 

/?(0= [/.(z/) — 1] sin (ut)dti

Нетрудно показать, что функция /'(1) при О |А ’> >0 
.непрерывна со всеми производными.

Ограниченное решение уравнения (1.15) имеет вид

(|л-|)<1)՞ (1.17)
-- .! (/ Л-) I I Г-
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при дополнительных условиях

(Ж=0

-։

(1.18)՝

Соотношение (1.17) представляет собой с учетом (1.16) интеграль­
ное уравнение второго рода относительно <|>(х). Условия (1.18) могут 
быть удовлетворены путем выбора двух произвольных постоянных: Р в 
i1.ll) и Ф.

Раскладывая функцию р (л) в ряд по степеням /.' у, получим

Р (•<) Л У [ ДА. (.v — л'о) Bk (л- - х0) 1 п >.] л * 
*=0

В Л0=1 + О/Л. А, = (х л-„) + In 1^1)

(1.19)՛

д8=Дх~х<,)՜ in |х՜՜ 1̂ , х։=>.1п—-12 2 ° а

вч = 0, Н,=х~х1. И2 - 0.5 (л՜ — х„\- и т. д.

Легко убедиться, что разложение (1.19) равномерно сходится по 
1. 1], если

>.>•/ = (!,10)՜’snp[(l— х0), (1 !-л-0)| (Г.2О).

Регулярную часть ядра Л (О при больших / (малых /) разложим’ 
в ряд по степеням t

/-'(/)= 2 antin" 
п 0

Ö« =
֊֊—^— I [/- (и) - И а2я11 
(2л-|- 1)1 ,Г J

Ü

(.1.21))

(// = 0. 1,...)

Можно, показать, что разложение (1.21) равномерно сходится при 
р| ՝>■։։ и, следовательно, равномерно сходится по л՜ £ | 1.1] и 
И[ 1» 1), если

(Г.22)-

Вычислением установлено

Я°՜ 12
186

"1 =
239

— — ---------2 Г2О96
(1.23)1
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На основании (1.19) и (1.21) можно заключить, что асимптотическое 
при больших Л решение интегрального уравнения (1.17) следует искать 
в виде

?(х) = л ' (In /.)'fy(x)
։ -О J - О

(1.24|

причем разложение (1.24) будет иметь смысл, ио крайней мере, при

).>sup(x, 2՜ ’) (1.25)

Подставляя (1.16), (1.19), (1.21), (1.24) в уравнение (1.17) и при­
равнивая члены правой и левой частей при одинаковых степенях Г։| 

и In)., последовательно найдем

?оо(*) = О

Фю (*) = - -Л {у “ 21п 2 4֊ s$n (л - А'о) “ arcsin х |

7 (г) = НЕ (г) 4-— 1п — (։п Г 1-2^ 4-Л 1----- —\ (л<г<//)
2 н \ н / \ н) ' ]

(1.27)
7(г) = Л£-(г) (/7<г<&)

______  (1.26) 
?г0(х) =_______________ {(41п2-1)х0-2х1п2 +

(х - х0)2 
/1—х®

sgn (х — л0) arcsin х ?Л(Х) =0

?„ (Л) = Нг. -՛ V 1 -х=, (х) „ А (2п)-՛ | 1 -х» (Л- 2х„)

9Х2(л-) = (), <?<и(х) = 0, ©82(х) = 0 и т. д.

Подставляя выражения (1.26) в (1.24) и возвращаясь затем к ста­
рым обозначениям и переменным в соответствии с (1.13), получим с уче­
том (1.7) следующее выражение тля функции 7 (/'): 7

Практически формулу (1.27) можно использовать при 4.
2. Подставим в соотношения (1.4) 7 (г) в виде (1.27) и введем 

обозначения *
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Разлагая затем полученные выражения в ряды по малым парамет­
рам и и г 1! удерживая лишь члены порядка и2, рт и т2, найдем

РЛ1 (-.) {- В։ (т) = 0, рЛ, (-) + Н2 (--) = -М

'М5) = ТТ֊г[-2 1՜ 0.5՜ (1п I т | — 1.579)|. М)=ЧН)
г Н

(2.2)’
(-) ֊ -Лг- 1֊ (1.579 - 1п -) 4- 0.25? (1.079 - 1п ֊)]

/<(:)= ~1=֊|т(0.421 -Нп') - 0.25? (2.079 - 1пт)] 
V -՛

Из первого соотношения (2.2) определим

Р֊-֊Н-)- (2.3)՛

а второе соотношение (2.2) представим в форме

у(т) =с -М. у (.) = /у2(т) - Д8(-) (т) ЛГ1 (т) (2.4)/

Графики функций и(т) и у(т) даны на фиг. 2. Задавая значение 
.И. получим искомое ", как точку пересечения кривых У - У Ь) и 
у = —М. Затем на графике р = р(х) отыщем искомое р. Таким об­
разом, при заданных // и л определяются величины а и Ь.

Как показали численные расчеты, решение системы (2.2), удовлетво­
ряющее очевидному условию р<т, возможно при т>0.47. При этом 
(фиг. 21 ш

* "՝՝՝'..
Л-Т =—^=-<1.46 (2.5)՛

оЛ\/Н
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Неравенство (2.5) при заданных постоянных 
плоскости V, в и X определяет значения параметров 

материала полу՛ 
Ա и Н клина, при

которых должно происходить расклинивание полуплоскости.
В качестве примера рассмотрим расклинивание оргстекла клиной 

с параметрами ? 1 и // — 0.85 сиг. Следуя [3], положим1

1 Проведенные нахи эксперименты для пластин и։ оргстекла дали значение для мо­
дуля сцепления К, близкое приведенному.

£=-2.45-105 нем 2. ч = 0,25, К = 1500 нем՜
Из системы (2.2) найдем: х,=0.52 см, />=0.86 см.
Авторы благодарят В. М. Александрова за постановку задачи к цен­

ные советы при обсуждении настоящей работы.

НИН .механики и прикладной математики 
‘Северо-Кавказского научного центра высшей шкилы Поступила 20 X 1972

Մ. Ռ. Դ1ԼԼԱՋԵՎԱ, Վ. Ն. ՍԻՐՈԻՆՅԱՆ. Ր. I». ՍՄԵծէԼՆԻՆ

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ԿԻՍԱ2ԱՐԹՈԻԹՅԱՆ ՍեՊԱՎՈՐՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում Ւ, նեղ, կռշւո, ողորկ եռանկյունաձև սեպով աոաձգական 
կիսահարթ ութ յան ս ե պավո րմ ան խնդիրը։ Սեպի գագաթի շրջակայքում առա­
ջանամ Լ ճաք։ Խնդիրը բերվում Լ աոաջին սեոի ինտեգրալ հավասարումից 
ճաքի տեսքը ընաթ ագր։։ղ ֆւււնկըիայի որոշմանը։

Վերլուծված Է այգ հ ա վա սա ր մ ան ճշգրիտ րււծւււմր, ըստ ինչ որ ընութէս- 
'Աէ"րԼ պարամետրի նկատմամբ լոգարիթ մա ֊ ասաիճս/նա էին շարքի։

Սաս։արվս։ծ Լ խնդրի թվային Հ/. աա դոտ ու մր։

•ON THE WEDGING OF՛ AN ELASTIC SF.MI-PLANE

M. R. HALADGEVA. V. Kb. SIROUNIAN. B. I. SMETANIN

S u m m a r y

The problem on wedging an elastic semi-plane by a narrow tight 
smooth triangular wedge Is considered. In the neighbourhood of the 
apex a crack is formed. The problem is reduced to the definition of a 
function, characterizing the shape of the crack, from the first order In­
tegral eguation. An expansion of the precise solution of this equation 
into a logarithmic-power series according to a certain characteristic para­
meter is obtained.

A numerical analysis of the problem is presented.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈհՒՅՈհՆՆԷՈ’ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ А КА ДЕМИИ НАУК АРМ Я Н СКОИ ССР

Մեխանիկա XXVII. № 2, 1974 Механика

Р Е. ГЕНЗЕН

КОНСТРУКТИВНО ПО.1УБЕЗМОМЕНТНЫЕ ПЛАСТИНЫ 
И ОБОЛОЧКИ ЗАДАЧА ИЗГИБА ПЛАСТИН

I. В теория оболочек понятие о полубезмоменг том напряженном 
состоянии связывается с медленным изменением основного напряженно­
го состояния и быстрым затуханием состояния типа краевою эффек­
та |1). Поскольку краевой эффект характерен только для оболочек, не­
возможен в предельный переход от известных соотношений для пол у без- 
моментных оболочек к соответствующим соотношениям для пластин. Из 
этого, однако, нс следует невозможность существования полубезмоменг- 
иых напряженных состояний оболочек и пластин, сэязанных с какими- 
либо иными эффектами. В последнем нтрудно убедите я аз следующего 
опыта. Нагрузим прямоугольную пластинку равномерно распределенной 
растягивающей силон в направлении одной из координатных осой и изги­
бающими моментами, продольным и поперечным. Предположим, что .ма­
териал пластины обладает пределом текучести и последний достигнут 
под действием только растягивающей силы. Тогда ■ каждом сечении, 
перпендикулярном направлению силы, образуются пластические шарни­
ры. и при последующем приложении изгибающих момен тов пластина бу­
дет работать как полу без моментная.

Можно сделать и следующий шаг, сконструировав близкую к полу- 
безмоментной упругую пластину в виде набора продольных балок или 
полос, соединенных в срединном плоскости продольными шарнирами. 
Сравнение прогибов прямоугольной шарнирно опертой пластины с од­
ним. двумя л т. д. продольными шарнирами под действием равномерной 
поперечной нагрузки показывает существенное понижение жесткости 
при постановке двух первых шарниров; значение прогиба асимптотиче­
ски приближается к некоторому пределу, практически нензменяюшему- 
ся при числе шарниров, большем трех Этот результат наводит на мысль 
о возможности «распределения» ослабления, вызванного постановкой 
достаточно большого количества шарниров, подобно тому, как распреде­
ляют жесткость при расчете подкрепленных пластин и оболочек. Отсюда 
следует также, что требование малости отношения ширины к длине 
сопрягаемых элементов, при котором имеет место полубсзмомоитное 
состояние, нс является чрезмерно жестким. Эго предопределяет и рас­
пространенность полубсзмоменгного напряженного состояния в ряде 
специальных конструкций Укажем, прежде всего, и широко применяе­
мые в качестве капитальных и временных сооружений пластины и обо­
лочки в виде набора балок, соединенных .между собой посредством спе­
циальных замков в шпунт; различного типа настилы и покрытия с пна- 
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логичным соединением элементов и г. п. Для анализа работы таких кон­
струкции были получены ,3] соотношения иля полубезмоментных пластин 
ноболочек как систем с распределенными шарнирами.

Класс конструктивно полубезмоментных систем удается яри опре­
деленных ограничениях расширить за счет включения сильно ортотроп­
ных систем. Можно, например, показать, что напряженное состояние 
пластины с малым отношением поперечной н продольной изгибных 
жесткостей при слабой изменяемости напряженного состояния в попе­
речном направления близко к полубезмоментному. В рассмотренных 
случаях полуб.езмо.ментность связана с конструктивными особенностями 
систем, которые по этой причине предлагается называть конструктивно- 
полубезмомент.чыми.

В даинои работе рассматриваются задачи изгиба конструктивно ио­
лу безмомепгкых пластин. Необходимые исходные соотношения [3] по­
лучены из соотношений изгиба жестких ортотропных пластин путем их 
разложения в ряд :ю малому параметру, характеризующему отношение 
главных изгибных жесткостей. Идея введения малого параметра такого 
рода предложена в работе |5]. где исследовались напряженные состояния 
подкрепленных обол о ч е к.

В настоящей работе обращено внимание на самостоятельное значе­
ние полубезмомеягных соотношений не столько в связи с математиче­
скими упрощениями, делающими их применение целесообразными, 
сколько на необходимость их использования в тех случаях, когда полу- 
безмоменгная система является более подходящей механической мо­
делью реальной конструкции, чем обычная пластина и оболочка |2, 3].

2. Обычное уравнение изгиба жестких ортотропных пластин пред­
ставим в зиле

к՛. хл.ГГ 4- »W. хгу у -Г уууу = 7* (А\ У) (О
I где՛

а = 2/J3//J։. v = D2/Dx, q* = q/Dx

l)x = £^[12(1 ֊ £>•.•- ^.AJ| 12(1 ֊№)Г‘

D3 ֊ Oj?« 4 2/Л = 4- 2/>*. = GAV12

Рассмотрим случай сильной ортотропии, в частности при £,)>£,. 
Тогда •* = £■ £,- малый параметр. Из соотношения £։u2 £2|»։ сле- 

| г?.ует - •< Решения уравнения (1) представим в виде разложения 
I в ряд по малому параметру

И’ = и о 4՜ У ՝*‘ (2)
/—1

иПодстааив (2) в (1). сгруппируем коэффициенты при одинаковых сте­
пенях v. Приравняв последние нулю, получим
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Д-к»/« .4/^-։, а֊-- 1. 2, 3...)

^֊ 4 2?-^- 
дх1 г дх^ду- -------- 2р,----------

<)у’ дх-ду

13)
21)3

Введение ряда (2) в выражение для внутренних усилий даст

Л/д - /К’о, д-д- -Г У 7' (&>/. Л-Л 4՜ 'Ч«’* ֊ 1. уу)

/7= 2/ЛУ^. уЛ- 
=о

(4)

‘^■о. .ГЛХ ~ гуу 4՜ Х՝՝։''(К!/ ла у ! /‘С’/, ла у)

<л = ֊/л Лгу Т

<?, =

- д-.

I ։

ууу 4՜ Р1ЭД Т 1ХУ

Составим теперь систему граничных условий. Для общности примем
несимметричные условия 
пластинки, а именно:

упруго-податливого закрепления всех краев

при Л' — О Л/д = с*«՛. г

л* = а Л/

у ֊0
(5)

= фо. Л/.,=у = Ь

<7; = фу.

Здесь (й 1, 2........8)— коэффициенты жесткости упру того за-
крепления; — <7։ 4- /У. у. О* 4֊ /7, г приведенные поперечные 
силы, объединяющие (^1։ р2 соответственно и дополнительные попе­
речные силы /7 у и Н. х, эквивалентные действии» крутящих моментов.

Вводя (4) в (5) и приравнивая в полученных выражениях коэффи­
циенты при \՛ в одинаковых степенях, получим следующую систему гра­
ничных условий: 
при х=0

(№'0),.։ ֊ с։да0 = О, ♦€го, х.г 4՜ г = О

(Лгл’/)։ ,г — С|К’,- = — р։и’,_|, х>у гд-

о
.V -

их1
4-2?

ду-

(б>
։ — —Ъ УУ
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при №‘Й 
♦

(■'Чк* + = 0. К'О. хл ֊ С4«’о. . = О
(')

То);* т = —14^֊։. А-уу. *’/. .гг — <-4«’ь Д = №-». > у 

лгиу=О

I 2^<о. ДХу — С5к՝о - О, 

г.гу — —(5и՛/ ։), ч.,

е5 7------- ]1,----
Оу8 дх-

при у ֊= ь

|^И 2М- х гу 4֊ и'0

23а'|. мУ-Ь г.гс. ֊ ( Л\г/-1) >։

гвда0, у = О

у = -5т0/_՛
(8)

^$‘*•'0. у - (|

съи՝,, у =
(9)

■Всоотношениях (6) -(9) с*- с[;Г\ .(/г = 1, 2....... 8). / = 1. 2. 3... После-
дозательное рассмотрение уравнений (3) при условиях (6) —(9) прян- 
нппннльно-позволяет получить результаты с заданной точностью. Одна- 

ро Практически можно рассчитывать лишь на получение двух первых 
1рнбл:;жени'|, так что принятая форма решения (2) целесообразна при 
ЙбтО. В последнем случае уравнение изгиба пластины совпадает с 
^"лученным ранее [2] уравнением для пластин, с часто расположенными

Мильными шарнирами и имеет вид

/. К'о д ■ (10)

Имес будем рассматривать этот предельный случай как представ­
ший самостоятельный интерес. Выражения для внутренних усилий 
Йпчпых условий получим из (1), (6) (9), удерживая нулевые при- 
Кения (։=0).
риутренннс усилия раины

Л1, = — Цх'о, ,гх. М, = О, Н =֊- — 2/Л'»о. ху
К՝՜-/ (11)

— —-^1 («^й. Х.тг ~Г ?^'о. хуу )• Р։ — —2/-?лК'|). X I у

՛ :։:՛ : ՛ ’■ 0. Поэтому рассматриваемые пластины при %՝ = '’ мож
Шншь полубезмоментными. Уравнения равновесия

Р1.Х + <?2. у = -Я, Л/1. г - //. у = Н,х=^.

1пост!1, третье отражает основную особенность их работы: взаимо- 
Йе продольных элементов осуществляется путем передачи уси- 
Р.-. которые уравновешиваются за счет кручения элементов. Тра­
ке условия
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при л* = О (Лга’о). ж — с։а’о = 0. а՛«. хх 4- с2ЗДо. х = О
(’.2) 

л- - а (А ^'о) х -г С^9 = О, т*о, хх — г,|К։о. х = О

У = О 2^0. жжу — С$и-О - о
(13) 

у = Ь 23г*0. хлу 4֊ = 0

Следовательно, необходимо удовлетворить шести граничным усло­
виям. а не восьми, как для обычной пластины. Последнее связано с ра­
венством нулю Л!^ всюду, в гом числе и на краях у=0, Ь. следствием че­
го и явилось понижение порядка производных оператора к по коорди­
нате у.

3. Рассмотрим решение задач изгиба. Заметим, что соответствую­
щее (10) однородное уравнение

Т’К’, хххх 4՜ ‘К-’. х.гуу = ^_ = 0.25/?։/^л- (1-'Н

допускает разделение переменных по методу Фурье. Благодаря этому 
удастся построить функцию влияния, удовлетворяющую произвольным 
однородным граничным условиям (12), (13), а следовательно, в общем 
виде решить задачу изгиба при произвольной поперечной нагрузке.

Фиг 1.

Рассмотрим прямоугольную пластину, иолубезмоменгную в направ­
лении у. при действии полосовой нагрузки у только вдоль х (фиг. 1а). 
Штрих-пунктирные линии ла рисунке условно показывают либо на­
правление продольных шарниров, связывающих отдельные полосы в 
пластинчатую систему, либо направление сильно развитых ребер жестко­
сти, так что О. [).. I —

При заданной нагрузке прогиб должен удовлетворять уравнению 
(14) и условиям (12). (13). Решение (14) запишем в виде

т* = А'(л-) Г (у) (15)

Вводя (15) в (14) а разделяя переменные, получим
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^ + ^' = 0 (16)

У -^֊У = 0 (17)

Здесь штрихами обозначены производные по х. точками — по у. 
А'=соп51 - собственные значения уравнения (16).

Заметим, что (16) имеет вид уравнения устойчивости стержней. Сле­
довательно. собственные функции (16). представляющие собой в данном 
случае формы продольного прогиба, совпадают с формами потери устой­
чивости балок.

Решение уравнения (16)

Л(х) = ,¥(<>)+ЛХ'(О) + ' ~1051;х А'"(0)+ А""(0) (18)
к2 /?3

I — едз ка ка — $1п каа12 = ас. — —----------с\---------- ---------

Вычислив производные Х(х) до третьего порядка включительно и 
объединив их с (18), получим матричное уравнение

А:(л) = [/;(л)]Л:(,0) (19)

Здесь Л'= {Д', Л", Л’7, Л""} —вектор с соста в л я ю щи м и, ра в н ы м и

Х(х) и трем ее производным; X (0) — {Л'(0), Г(0). Д'" (О), X"1 (0); -
вектор начальных параметров;

"1 1 соь кх кх - 8Н1 кх ֊>«А
к2 к3

о 1
51 п кх 1 со§кх

!/!(*)] к к2

СО5 кх 81 п кх
0 0

к

X) 0 - &81П кх соз кх

Подставив (15) в условие (12) 
для функции Д'(.с):

и разделяя переменные, получим условия

при .г =- О

х — а

Д""(0) ^.¥(0)4֊ ^Д”(0) = 0.

X'" (а) -г с3Л' («) - &Х' (0) = О,

.¥"(()) +с, Л" (О) = 0
(20)

Л’"(^)֊^Г(^)=и

Подчиняя решение (19) условиям (20). в результате ряда преобразова­
ний составим уравнение для нахождения собственных значений

|а*«| = 0, (А\ и = 1,2) (21 )■
где

‘ «11 = <’1 *з+<№
ка — $1п ка
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fl,։ = c։ 1 — cos ka 
k-

c։ sin ka 
c\ k

я - COS kil - — COS ka — c. Ar Sin ka

С учетом (20) решение (13) получает вид

Л- = V О„ .V.
*~1

(22)

Здесь

A'm 1 I (<‘։ 4 d.... А<) А*;4(А’п х sin k„ х) — dm |х - A։,.,‘ c։ (I - cos k„ x)|.

dm aua^. D« —произвольная постоянная.

Далее определяем функцию v(t/) из уравнения (17); введя ее и (22) 
о (15), <а пишем

«՛ = ЗЛ'.(.4.е’’У + в„г_։*Л), ։„ = •(*„ (23)

При действии на длине м вдоль х нагрузки q с координатами центра 
с, ։| упругая поверхность описывается двумя выражениями вида (23)

®< = 3 -V. (А е"''' В^։ е *). (I 1,2)
«r-J

(24)
О < У1 < Ъ. Т1 < Уз < k

Для определения четырех произвольных постоянных имеем два не­
использованных условия (13) и два условия сопряжения:

при у = т։ то։ = w.. Q*j Q։K = (j (x) (25)

Согласно втором} условию (25) разность между величинами при­
веденных поперечных сил на первом и втором участках при // = t) 
равна заданной полосовой нагрузке.

Подстановка (24) в первое условие (13) лает

y^Fm(x)im< 4*1 ^t) -с. У .Vm(.v) (Д„։-}֊/<,н) =(» (26)
«г— I л։г--1

где

Fm (X) (С, -Г k\ dm) k„' Sin k^ X 4֊ d('-COS km X

Далее функции Frt (x) и A\ (x) раскладываются в ряд Фурье по 
sln/nx/a (*=1,2,3....). После преобразований (2b) приводится к 
‘бесконечной системе алгебраических уравнений
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[&Ля| ~ IM#*« = В (֊<*)
где

О.т; = Г1-. ('• "О - <^2 (Л "О* f,l'H = V1 (Л ГП) + С^.' ('- т)

.. kmdmC., |1 ՛( i) COSAmflJ ( 1) (t’։ -f* dm km) Slfl km cl
’։ (z. m) =  ------ ------ :----- ----------------------- -Г----------- ---------- —-yr-------

(Z-)2

( 0՛ /;_cos X^jz_֊ /4֊|( _1)' /> in a"ЧНЙ ...................

/,= ։ d,„c к,;;. i,^cxk .: . f^ dmc.jrm։
kflt

~ ^n* ^c։» ^>n\ l^A։՛ ^21» ^a։»*՛՛

Удовлетворяя второму условию (13), получаем

ЬЛД*2НМ^2 = о <28>

где । •:«։ ко.
‘•k ь 

Ci,„ |-;«։ (Л ш) +r,a2(Z, w)lе' ՛՛՛՛ 

— ՝<к h 
d,,„ Н*ч(/, w)- с;а2(Л /й)|е

После подстановки (24) в первое условие (25) имеем 

т
(Л«1- Д,л2)/ ‘ /?ОТ2-=0 (29)

Наконец, используем второе условие (25), которое запишем с учетом (II) 

4/Л (Wj. xvy — r.ry) = q (а-)

Вводя сюда (24) и раскладывая в ряд

•» • • 
с/ (х) = 4<7О-՜1 Y Г 1 sin i“-/a sin l— sin 

" 2a a

после преобразований получаем

(30)

ДД/n -— >4 ։j • -4jr., •4,n ^jn, I f

5 Известия ЛИ Урмянскон ССР, Механика, № 2
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?S. ?з.— 1. ?։='T7Stn“Sift?&

ЛЯ = 4^-֊«ЛЛ m')e‘

Таким образом, решение задачи для случая полосовой нагрузки имеет 
вид рядов (24), коэффициенты которых определяются из системы урав­
нений (27) —(30). В случае сосредоточенной силы решение сохраняет 
свой влд при <амене выражения для qt ня следующее:

Р . иа. — — sin — . Р — ап 
1 2 а а

Приведенное решение весьма громоздко, но легко программируется для 
расчетов на ЭВМ При лом удается единым алгоритмом охватить мио- 
пи- частные шдачн. что стало доступным благодаря разделению пере­
менных в уравнении (14)

I 1ля сравнительного анализа работы нолубетмоментных пластин 
рассмотрим две частные за uphi.

В случае шарпнржЯи опирания граничные условия

w(0, у) = w(a, у) = те/" (О, у) = а/" (а, у) —■ 0

w (х, (.)) — w (л*, Ь) = 0

Полосовой нагрузке (фиг. 16) соответствует решение (24), в котором

Хят = sin/rwx, ktn = rn-<a (///==1.2,3....)

Выражения типа (24) для дрогибов

® V, а V.
= У (е w -с )sin^x 

m-t
(31)

««=։
Здесь

A’r?i и
q sin km 5 sin —_ e“2’«’J

= ֊2DKm^ ?{k՛’" = e-^" e_e֊^‘

0<У։<^

Введем в /<■„։ замены и - //:, q т/(?» а) йц (вместо нагрузки </. 
распределенной на единичной ширине, введена нагрузка на ширине 
г//,) и перейдем к пределу. Тогда получим функции влияния как про­
гиб от нагрузки а (;, •<) вида (31) с коэффициентом
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В ml — I l/>A<i3 (km. 7j] q(l, rt) Sin krtzd-d-q

Интегрированием в пределах размещения нагрузки можно получить 
решение при произвольном ее распределении.

При постоянной вдоль у треугольной нагрузке дЦ, i|)=^s/a по­
лучаем

ю = '( 1 V'i Is11 *■"У ’",У 2е ՝т" - 2/>)> +
2D*--’r --1WU-е т )

-г —1)(е 24>)| sin А,, х (32)

Прогиб в центре квадратной пластинки л՜ - у а 12 с изотропным 
материалом полос |2/А։ ~ Ei (1 — р) 1 и а = 0.3] при использовании 
лишь двух членов ряда (32) (т — 1.3) равен

то = (Ely ՝qa< (0.0031 Ю 0.000026 4------) = (£/)“* 0.0031 (33)

Соответствующие формулы для обычной пластинки и балки имеют 
&лд (4]

то = 0.00203^‘ZT1, то = О.ООбоЬ/л4 (А7)՜1 (34)

Из сравнения (33) к (31) .видны эффекты понижения жесткости иолубез- 
моментной пластины ио сравнению с обычной я существенного увеличе­
ния жесткости при объединении отдельных полос в пластинчатую систе­
му по полубезмоментной схеме. Последний ослабляется п.ри увеличении 
b/а н, как показывают расчеты, при £/а^2.5 -3 (для обычной пластины 
5/д= 4,0) результаты для отдельной полосы и нолубезмоментной пла­
стины практически совпадают.

Для пластины с одним защемленным, свободным противоположным 
и свободно опертыми двумя другими краями (фиг. 1в) граничные усло­
вия имеют вид

то. ж.г (0, у) ~ то (а, у) то, д (а, у) = 0

7>։то. д.։х (0, у) 4- 4Г)кw, хуу (0, у) - 0, то (л, 0) = то (х, Ь)

Прогиб определяется выражениями

sin k,„ х \
sin а /

то3 = V Е,п.. (sh у2 th b ch aB y2) (I — gln^"L£\
X sin^rt/

q Sin k,n : sin —— sin Rrfl a
= ________ _____________ ?_________________

m -Dk k ՝m(tn (s (аж, vf) ch т.,п ■/< t (itn. rj J

— 2 (t.t; ,
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Տ (зя, »4)в 1“ <էհ а„ Հէհ Ь

է (։«. ձ) = քհ з« Հ էհ ХЖ Ь տհ 7.т ձ

Я/Ո — է^րո • 0 ■<- V, < ձ. т. У- С ք>

В частности, для нагрузки //(։, Օ = #ւ определяем

и> = Нх/ц* տէո т~12 
/-•/Л 3?ւ т*

т« Ьտհ зж у 11։ о

. зж V 2տհ- —— — տհ։ А’« х }

Прогиб, например, середины свободного края, определенный по послед­
ней формуле. составляет 0.011б^«,(£/)

В заключение отметим, что полубечмоменгная пластина представ­
ляет собой подходящую механическую мотель комбнииронанпых систем 
из нежестко соединенных полос или балок, а также пластин с сильной 
ортотропией. Соотношения для пол убез моментных пластин допускаю! 
их точное решение ври произвольных нагрузках и произвольных одно­
родных граничных условиях. Эти соотношения легко обобщаются на слу­
чай оболочек 12] для расчета подпорных стенок волнового очертания, 
больверкоя л других оболочечных конструкций в виде набора отдельных 
полос, соединенных з шпунт.

Казанский инженерно-строительный 
институт Поступила 16 XII 1971

Ռ. ь. ՀհՅԶԱՆ

ԿՈՆՍՏՐՈՒԿՏԻՎ ԿԻՍԱԱՆՄՈՄԵՆՏ ՍԱԼԵՐ Ե՛Լ ^ԱՂԱՆՐ-ՆԵՐ:
սալեր։* ծռման անդերր.

Ամփոփում

Միջին մակերևույթի վրա Հոցակապերով միացված բավական մեծ թվով 
շերտերի, ե ծ ս/նն երի կամ Ծղուկների ՛ավարված տեսրով կոմբինացված ոիււ- 
ա ե մն երի Հաշվման համար աոայարկվեյ Լ կ ոն ոտ ր ու կւոի վ կ ի ոա տն մ ո մ են ա »/«/ 
յերի և թաղանթների մեխանիկական մողեյւ Լուծվել Լ կոնսարու կաիվ կիոա֊ 
անմոմենտ սալի ոկվածրների աղղեցություն ֆունկցիայի մասին խնղիրր կա­
մայական, Համաոեո եղրա յին պայմանների ղեւղրոէմւ երկու մա ոնտկի իւրն- 
ղիրներու մ և թվային հաշվոէմներում ղույց Լ տրված կոշտյսթյան կապես մ' ֊ 
ծացման Լֆեկտր, երբ աոանձին յերտերր միաւլված են սարււյին սիստեմով 
կիսաանմոմևնտ սխեմայով:
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CONSTRUCTIONALLY SEMIMOMENTLESS PLATES AND SHELLS. 
THE PROBLEM IN PLATE BENDING

R. E. HEIZEN

S u m in ary

A mechanical model of constructionally semlmomentless plates and 
shells Is suggested for calculating combined systems having a number 
of strips, beams or rings connected at the median surface. The problem 
in bending effect for a constructionally semlmomentless plate under ar­
bitrary uniform boundary conditions Is solved. The effect of essential 
increase in rigidity due to connection of separate strips into a plate 
system according to the semlmomentless scheme Is shown In two parti­
cular calculations.
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Л, Е. АЛОЯН

К ТЕОРИИ МЕЗОМЕТЕОРО.1О1ИЧЕСКОГО 
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

• • 1 • • ։■• I.
Б\дем называть мезометеоролог ическнм пограничным -слоем, турбу­

лентный пограничный слои атмосферы, характерные горизонтальные 
размеры которого имеют порядок 100 к.и. В работах (1, 3, 4], посвящен­
ных теории мезометеорологического пограничного слоя, предполагалось, 
что фоновая вертикальная скорость тождественно равна нулю. Как по­
казали расчеты, такое предположение не всегда оправдывается. Поэто­
му в настоящей работе предпринята попытка сформулировать и решить 
ту же задачу без этого предположения с тем, чтобы фоновая скорость 
определялась в процессе решения.

1. Постановка задачи. Итак, рассмотрим, следуя (1], нестационар­
ную задачу о мезометеорологическом пограничном слое, который разви­
вается при движении воздушной массы над термически и орографиче­
ски неоднородной .подстилающей поверхностью. Предположим, что 
свойство фонового потока также, как и неоднородности подстилающей 
поверхности, не зависят от одной из горизонтальных координат (пусть 
згой координатой будет у). Тогда можно предположить, что и в инте­
ресующем нас процессе все величины не зависят ог у. и ограничимся 
рассмотрением двумерной задачи. Система уравнений в этом случае име­
ет вил

ди' . ди ди дт.՛ , . , , .. п, . ~ . У и у ы—------------ + 1у ■]- >Лг4 | ես 
ծէ--------- дх--------дг дх

до՛ , до , до / / , Հ / ------ 1֊ и------ у м — = 1и 4֊ ձօ 
д( дх дг

—֊ Ն и — | а՛» — 4- 4՜ М/') = — нг//' г ձ«'
ծէ дх дг

(1)

(2)

(3)

(4) 
дг

. <№՛ п /л д д . д3 \ ,1.Ь — о. (д = —V—-4-р— (о)
дг \ дг дх дх- /

*
Здесь приняты следующие обозначения: г время, х криволиней­

ная координата отсчитываемая вдоль поверхности Земли; и—состав­
ляющая вектора скорости ветра в направлении х. Наклоны рельефа 
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предполагается малыми. Поэтому практически д' можно считать горизон­
тальной координатой. Но той же причине в качестве й можно принимать 
горизонтальную составляющую вектора скорости. При этом w' будет 
связано с вертикальной скоростью в декартовой системе координат 
соотношением

wf == w't — и'ьх (6}

где ft(x) — функция, описывающая рельеф. 6 - (х) тангенс угла накло­
на рельефа к горизонту Величина it՝ представляет собою составляющую 
вектора скорости ветра, нормальную к координатным линиям 2=const. 
Остальные обозначения: г- горизонтальная составляющая вектора ско­
рости вдоль оси у; л величина, пропорциональная отклонению давле­
ния воздуха от статического; 0 — потенциальная температура; 
5=у,— у —con>t параметр Стратификации; Z параметр конвекции; 
/«•const — параметр Корполнуса; v вертикальный коэффициент тур­
булентности, предполагаемый заданной функцией высоты; ji=const—

ОМ
горизонтальный коэффициент турбулентности: н, _ -֊----- горизонталь­

ный градиент фоновой потенциальной температуры.
При выводе (I) (5) вес метсоэлементы были представлены в виде

и — U — и', v = V’ + v', w — U7 4՜ w'
(7)

О = Н .ф №. п = П + У

где большими буквами ообзначемы фоновые значения метеоэлементов» 
предполагаемые известными (кроме №. которое предполагается незави­
сящим от высоты и подлежит определению), а буквами со штрихом— •от­
клонения от фоновых значений. В данной работе мы полагали, что

£/=£/(/), V’ 1/(Г), Н==8(х,/)4֊& (Я)

Переходим теперь к постановке начальных и краевых условий. Так­
же, как в [I]. запишем

(9)

(10)

(И)

(12)

грани­
ца области счета по вертикали.•

//' = = 0' = О при Г = 0

И = v — !&} — 0. № -- / (Д', О при z = 0

где/(х, /) заданная функция.

Ц՛ = Т' = И)' — 11' -- г/ = 0 при Z = fl ֊֊ const

ди dv' (Я)' f)
дх дх дх

при д- — 0; L

где x=0; L — границы области счета по горизонтали, 1г — const —
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‘Так же. как и в (I]. прежде чем переходить к решению задачи, не­
сколько преобразуем уравнения. Интегрируя (4) и (5) логе учетом (11), 
получим

а

то' = I ид: (13)
лс 3

Л
е' = ->.^|'</г (14)

А

Отсюда. вследствие (10)
Л

Ц” = к*. »---- — 1и’д: (15)
дх 3 

и
Используя (8). ИЗ) и (14). перепишем уравнения (И (3) в виде

Л
ди он ди о . . , , . „ ... т /|Г.—• и — г ю—- = /.----- । •> д: — IV И /л,«) т ±и (16)
д։ дх д: дх 3

3

------ Ь и------ 1- то— ——1и -г Л-о (17) 
дг дх д:

— +«— к՛—=-5 — С«'<*г-(54. нх)и'+А«' (՝8) 
д։ ах о: дх \

2. Метод решения. Для решения задачи воспользуемся тем же ме­
тодом» что и в |2]. Введем в области И = {\х[ = I., 0<г<й) сеточ­
ную область ;(л-., г*)| с шагами дх։ к Лг> соответственно, и ап­
проксимируем систему (1)—(5) следующим образом:

д'?
О'/

֊(А? ^-л5)?х=/՛’ (19)

где
Л 0 -Ш, Л, /Е —лЛ1Д4

л(*= 0 л, 0 Л? = -1Е Л, 0

5£)1х 0 л։ 5Л,Л. 0 л...
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֊ ■ । - ՛ - -г - -—■ ■■ - ■ ■ - - ~ ------------- г ■■---■■:

(М. ,. л'Л + 1 Л 111 ' ,. »Ъ ֊1.» 
2^

Р / г- : ‘ ■■ ь Л.» У<-1. »
△1 \ Лл'д. ।

<му.= » -4? <*-и՛2....*>• *< *=՝^. *>

Их С11а" Чг!. £>1ж - Шаек — ֊
I Ох)

—диагональные матрицы.
Е — тождественная матрица; /•’ (Л1։ Г2, Е3) вектор, учитываю­

щий неоднородности краевых условий и фоновые значения метеоэле­
ментов.

? = («. и, ։>'), -=
дх, 4- ЬХ{. I 

2
</а- = 4г» 4- Д^л-и

2

III 4- «Л-1

Конечно-разностные аппроксимации получены с помощью ни гетро-интер­
поляционного метода («Метода баланса») [о], [6].

Решение задачи (19) найдем с помощью метола переменных на­
правлений (6)

^1/2
(20)

■11? + Л{ о/ ■■’ = Г՝ '՛
ДГ/2

Конечно-разностные уравнения (19) и (20) решаются с помощью мат­
ричной прогонки. Для определения го' используется уравнение (13).

3. Примеры расчета. С помощью описанной выше модели было рас­
считано несколько примеров мезометеорологических процессов Не оста­
навливаясь на интерпретации всех проведенных расчетов, приведем лишь 
результаты только для Н7. гак как основной целью данной работы был 
расчет этого элемента.

Численные эксперименты проводились при следующих значениях 
параметров:
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50 м при г < 300 м

Дг = 60 м при 300 < г < 660 ч
75 м при 660<г -< 1100 и

100 м при 1100<г< 2310 .и

10՜4 сек Ч = 0, Н = К'1 м2;Сек, М - 10 мин

X- 3.5-К ‘ м сек2 град. 5 = 3- Ю՜3 град/м

Число расчетных узлов по вертикали разно 30. по горизонтали—58. 
Остальные входные параметры задаются в каждом примере в отдель­
ности.

Пример I. ('. ганионарная задача о бризе над теплым островом на 
фоне внешнего потока. Рассчитывалось два варианта. В первом пола­
гали, что внешний поток направлен перпендикулярно к тепловому источ­
нику (0 = 0, Г= 10 лс/гек), а во втором — вдоль теплового источника 
((/=10 м/сек, 1/=0). Для остальных параметров были приняты следую­
щие значения:

/(*) =
О . если

10 , если
0е, если

96 км
96 <л <132 км

132 < л-<232 км

Да՛ 4 км
гх = о

Полученные в результате решения зависимости 1Г (д) для первого 
варианта (сплошная линия) и для второго варианта (пунктир) даны на 
фиг. 1.

Фиг. 1. Профиль фононой вертикальной скорости V.": (стационарная задача). 
1 -внешний лоток направлен перпендикулярно к генловому источнику, ■_> внеш­

ний ноток направлен вдоль теплового источника.

Остальные примеры посвящены нестационарным задачам. В этих 
примерах мы. приняли

/(х, /) = /(Х)СО5<оГ *

где ՛՛ угловая скорость вращения Земли.



К теории мезометеорологичсского пограничного слоя 75

Пример 2. Нестационарная задача о бризе, развивающемся над 
островом, при отсутствии фонового ветра.

Полагалось:
С = V = = 0, оЛ. = 0, Да* 10 км

0е
10’
0е

при 
при 
при

0 < л- < 280 км
280 <310 км

л- >310 км

На фиг. 2 приведены рассчитанные графики Д"(л-) для четырех моментов 
времени.

фиг. 2. Зависимость 1Г(с) и примере 2 дли четырех моментов времени. 
/ — / 3 час., 2—1 Ь час., 3—! 9 чае.. ■) — I 12 час.

Пример 3. Нестационарная задача о бризе над островом на фоне 
внешнего потока. Входные параметры имели следующие значения:

и — 3 м)сек, Нд. = V = 0. Ла- .= 10 км

Так как функция \{х) симметрична относительно середины острова, при­
ведем значение ее лишь для одной половины области счета (табл. 1).

Пример 4. Нестационарная задача о ветре, возникающем над тер­
мически неоднородной и надивленной поверхностью, при отсутствия 
внешнего потока. Входные параметры задачи принимали следующие
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значения: 6г=1' = 0. Ах=4 о. Значения функции /(л՜) и ол приведены 
в табл. 2.

Фи։. 3. Зависимое! !. 1Г (л) и примере 3 во времени ори наличии внешнего 
потока: ! - : 3 час, 2—г б час, 3 - /=9 час, 4 -У = 12 час.

Значения функций /(.г) и ол

Таблица 2

X в км 0-28 40 5’2 61 76 88 100 112 124 136 148 160 172 18-1 200

4х'։°3 0 3 4 4 4 4 4 4 6 б 7 7 7 7 7

7(а).1О 0 8 17 20 20 20 29 38 41 41 ' 41 11 41 к 41

Фиг. 4. Зависимость И7 (х) п примере -I по времени над 
чическ:: неоднородно՛։ лпдетнлакнцей поверхностью. / г

У - / - 4.5 час. 1 — г - С) час.

искривленной и тер-
1.5 час. 2—1֊ 3 час.

Ви всех примерах счет был устойчивым. Здесь мы не придаем осо­
бого физического смысла полеченным результатам, так как принятое 
нами предположение о том. что IV՜ до Зависит от высоты. слишком огруб- 

задач). Мы рассматриваем эти результаты как противоположный 
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предельный случай по сравнению с результатами задачи, изложенной 
(1] По-впдимому. истинное решение находится где-то меж ту решения­

ми рассматриваемой в՜ [I] задачи и решением, полученным в данной 
работе.

Автор благодарен юц. В. В Пененко за помощь в работе.
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ՄԱՆՈ1||ՐՏԻ ՊԼԱՆԵՏՍ.Ր ՍԱՀՄԱՆԱՅԻՆ ՇԵՐՏՈՒՄ
1ր|յ9.ՈՄհՏ1ւ||Ր(11.ՈԴ1՚1Ս|11.Ն ՊՐՈՑԵՍՆԵՐԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ս. մ փ ո փ n i մ

Դիտարկվում Լ երկ չափ ոչ ստացիոնար քռնղիր մթնոլորտի սահմանային 
շերտում մ եղոմետեորոքողիսւկան պրոցեսների մասին, րնղ սրում րնղոէն- 
ւքում կ, որ ծածկույթր ջերմաստիճանի և օրողրաֆիայի տեսա կետից անհա- 
մւսսեո. Լւ Հողվածում փորձ Լ արվում, օղտաղլւրծել թվային մեթողներր |/| 
այն ղեպրի համար, երբ վանքէ ուղղահայաց արաղությունր նու[նպե ս որոնելի 
ֆունկցիա Լ։ Արղյորնրներր ցււէյց են տալիս, որ նշված արաղութ յոէններր կա­
րող են կական {ինե/ մթնոլորտի սահմանային շերտի ։/յրոց եսն հրի համար։

ON THE THEORY OF MESOMETEOROLOGICAI. PROCESSES 
IN THE PLANETARY BOUNDARY LAYER

OF THE ATMOSPHERE

A. E. ALOYAN

S u in тагу

A non-staiionary two-dimensional problem on the mesometeorolo- 
glcal boundary layer over a thermally and Geographically non-homoge­
neous underlying surface is considered. An attempt is made to use nu­
merical methods (1) for the case where the background vertical velocity 
is the function sought. Some results of calculation are presented.
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