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Аналог формулы Кристоффеля для ортогональных 
многочленов на единичной окружности

(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М Джрбашячом 15Д I 197")

Пусть 
единичной 
т. е.

1?>(г)1>-о система ортоиормнрованных многочленов на
окружности относительно обложения Ժ-յ(/), (—

з»(г)»т(г)т/з(/) = о*,„։, г = е'1.

—<
Рассмотрим новое обложение

бЬ'(/) «=(}(/ 
где 

п 
(}(()=а0 2£ (а»соБ М Ь>5\пк1} 

Ь 1

неотрицательный тригонометрический многочлен. Пусть ?»(■?>!*., 
система ортоиормнрованных многочленов на единичной окружности 
относительно этого нового обложения.

Цель нашей заметки установить связь между многочленами 
I ?*(■?)!/_(, и (ф*(*)|>_0. Полученная в заметке формула (5) отличается 
от ранее полученной формулы Б. . I. Голннского ('), который выра
зил многочлены где -։'(?) ’). через полиномиальные
ядра Л'п(2,;| = ^ <р(.г)?Д'.). Формула (5) является аналогом из
вестной формулы Кристоффеля (’), выражающей многочлены 7*(д • 
ортогональные не отрезке (ч, Ь) вещественной прямой относительно 
обложения р(л')г/։(х) через многочлены ортогональные на (и, />) от
носительно обложения Здесь р(д)—многочлен от д՜.

В 1959 году В. Б. Уваров (։) обобщил последний результат на 
случай, когда обложение умножается на рациональную функцию отд.

I. Пусть 
- 1^4,*

А <• :•

I чплнпиь ш*414л

’*»»»



Q(l) = ч0 4- 2 v (a> cos kt 4֊ bk sin kt)
1

— неотрицательный тригонометрический многочлен Как известно, в 
этом случае допускает представление

Q(?) = |a fl(z-ay)|«, z=e",
>->

где а и а/ (/=!, 2, . . я) некоторые числа. Чтобы укоротить за
писи, допустим, что в данном обложении абсолютно непрерывна 
относительно меры Лебега, т. е.

d°(t)=f(t)dt, f(Г)>0.

Сначала рассмотрим простой случай, когда

р(О = |г֊а|» и dУ(t) = \ei'-a^(t)dt,

Обозначим через кя оператор проектирования в пространстве 
г) на подпространство многочленов степени не выше п, т. е.

Пусть

7'я = ^|е''-з|7(П^.

ТП--  

тп = *я\е" - «]%.

Нетрудно проверить, что
Л

Тп=Тп. Тп—А Л*

где

Лл='( • . ^пг~7(О + »( ՛ . еп)*п**У (Л,

= k=0, +1, +2, . . а ( • , • ) —скалярное произведение в
пространстве £։( — г, г).

Рассмотрим уравнения:

TnHn(z) = zn и 1 nH'n(z) = zn.

Как известно (•),

Hn(z) = d(n)4fK(z) и Hn(z) = d'(n)'fn(z),
где

!</(«))« = Het 
det?’, ,

II
del Т 'ld’(«)|։

Решим теперь уравнение:

TnH^) = z\ (I)
11олагаи
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• • • А„г". имеем:

=«Локяг՜ 7 + ’Лл-лгЛ 17-

Поэтому уравнение (И может быть записано и виде:

ТпТпНя(г) = гп *Ь^яг-'/+ьКпт.пгя '/ 
ням

ТпНп(г)=Т^гя »М;1^7+’ЛпГ/г(1г'' '/. 

Пусть
Л 

?л(2) = ^ ?*-/г Н
4-0

уДз) = г'’?я(г֊’).

После некоторых расчетов, можно убедиться в том, что 

т;'^-'/ = |.-»;„(01|-|֊г; ,(0)-»,-„(г)|.

н, стало быть, что

7;/7я(г) = ^(л)?п(г) ֊ аЛ0У?Л»<°\՜ ^»(г) 
*Р« ■ Д°)

• Та '-^1
<рГ!

Так как

|е/|—а|։ = ^-’(г —а)(1 — за), г = е",

то
7„ Нп(г) = з֊։(з - а) (I - зТ)//я(з) + айог֊’ + Тйяз-*

Подставляя это значение в (2) получаем уравнение

/7,(г) ֊=----------------- =
(з-а)(1-га)

։Рл.|(с) —, ?л4 1(з) |

<*(л)?г,(г)-‘*1|о<.. >оу~ ~з/>л л֊— ।
1л + 1՝ ' Тщ.| »

(3)

Для определения Ло и Л„ потребуем, чтобы выражение в фигур
ных скобках имело нули в точках а и 1/а. Это приводит к равенствам-

Решая полученную систему, подставляя значения Л„ и Л„ в (3) 

н обозначая а*=1/а, находим
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- 2|вр«ря(г)Т|.+ 1(<։)?; 1(»*)-а?; + 1(-)?п(։)'?п .1(«*)+«?;.и(*0’Ма* )?<.+•(•) -

где

Или в компактном виде:

б/(Л)

Л(г—а) (1—га)

г'Рл(г) а<Ыа) 
2?л 1(г) а<рл + 1(а)
<+Дг)

а*։Рл(<։*)

’?л+1(«*)

Ио так как <рл(с) отличается от Н'п(г) постоянным множителем, то

Если а = а*, то

гЧп(?) 0<Ы։) а*<ря(а*)

2Чп 1(г) ։?/>+•(։) а*<ря + |(а*)

?;+1(2) <?;,•(») <м<а#)
(4)

*«(*) еп
(*-*)*

*Ря(г) аТл(а) |‘<?л(2)Е.. 

^-+1(2) а?л-н(а) |г?п + 1(г)|,_, 

<.■(*) <+.(«) К+1(2)Е .
(4')

В обеих формулах сп — нормировочная постоянная.
2°. Перейдем к рассмотрению общего случая
Пусть 4/а'(/) = Предположим, что з'(/) имеет беско

нечное множество точек роста. Напишем (](!) в удобной для нас форме

Л л _
<?( О = |а|։ П 1г—а/|։ = |«Гг՜'1 П (г—а/)( 1 -га/). 

/-։ /-։

Не умаляя общности можно предполагать, что 
сначала предположим, что а/։ если Л и

|а| = 1. Кроме того,

I’/1¥=1, (У. Л = 1, 2.......... л).

Тогда, если |<р*(г)|*_0 ортонормированная система многочленов 
относительно обложения а !?*(г)|Т о относительно то Л Л \г
для ^(г) справедлива следующая формула:

= -п— --------- X
П (г—«>)(г-ар
/-։
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гл<?*(г) (’։)

271։ (

«!>*(«;)

а*|"у.+ 1(։;)
••• ’>(«.)

••• а> + |(3л)

г”?*+я(г) »??*+«(’,)

гл-Ч’+1(г)аГ-’'р;+։(а։)
«;•?»+-«) 77.

...

а>+4’л)
вГЧ\1<ал)

х 2я՜«ГV**А)
а?л; .(о 

а?^;+2(а? (5)

л>"«) 
а>»+»(։;)

г?;+я_1(«) в»<+л_։(«1) »У*чл-|(а;) ••• “я^+л-,(«л) 3Х+я-։(’л‘) 

т;+л(г) ^+„(«1) ч>;+л(»;) ... »;+я(«я) т;+я(«,‘)

где с» — нормировочная постоянная.
Приведенное выражение для 9>(г) подсказано формулой 

(4). Докажем справедливость формулы (5).
В самом деле из (5) следует, что

С ( п п
<Р»(2)=----------- *------ —| г"2 н/?*+/ (2)+ 1

П (2-а/)(1—) '"° У՜1
*/ г"";?*+; (2>

Поэтому, если /»=0, 1 и г=е“, то

9й(г) хР (Ь1 (/)=
Л «* — л

/-։ *_< /->

R
*/ 1 ?;+/(?)2>+',Ао =

—<

=2>/ I 9*+/(г)г*-^</а(/)=0-

Остается доказать, что 9>(г) многочлен точно степени к. Для этого 
достаточно убедиться, что коэффициент при г"9я+*(г) не обращает
ся в нуль. Допустим противное. Тогда существуют постоянные 
С/,(/=0,1,...,л—1) и (/=1,2.....л), не все равные нулю, такие, что
выражение

Р(х}=г^ V С։ т*+у(г)+-^1 2"-' ?;+/ (г) 
Го <-•

обращается в нуль в точках з։.а։,...,։л и ЗрЯ՛,Следовательно.
Л

Р(г)=Г1(г— л, ) (г—։’)С(г). где О(?)-многочлен степени не выше 
у-։

Л-1.
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Нетрудно проверить, что

<р
I Р(г)х-»и(г)Л(Г)=0, ?=е" ,
— Г

где ц(г)—любой многочлен степени не выше Аг—1. В частности
г
1՜ г "Р(?) О (г)Л(О=О, г=е", 

— г

или

|0-(г)рг/5'(/)=0,

Отсюда 6(г)=0 в точках роста функции з'(/). Но мы предпола
гаем, что з'(/) имеет бесконечное множество точек роста, поэтому 
6(0=0, что невозможно.

Если какие-либо значения «/=։/♦, то в определителе (5) на месте 
(2< 1)-го столбца надо писать производные 1-го столбца в точке я,.

Если а։=а/ и в/ зД то на месте 2/ н (2/+1)—нх столб
цов надо писать производные 1-го столбца соответственно в точках 
а* и зД

II наконец, если средн я/ (/=1,2.........я) есть точки, совпадаю
щие и лежащие на одиничной окружности, го в определителе (5) 
будут участвовать производные высших порядков первого столбца в 
соответствующих точках.

Отметим еще, что нз формулы (5) можно получлть ортогональ
ные многочлены относительно веса, являющегося положительным 
тригонометрическим многочленом, если положить в нем <?»(г)=гь.

Выражаю искренную благодарность В. М. Адамяну за постоян
ное внимание к работе.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

I. •(. 1П4>1131։1.зиЪ 

4‘г|1>|1ПП^>Еф ршГ|Ц1Л1ф М1 Г1Ц||||<||> ||||1и1||)Г ^Г£111Г|Ц|<|<1|1 
1|гш 1>Г |>|1<|пГ>Ш| |‘и1<|>Ги1Г|(]ииГ Г11г|1 Г|Ш(Ги1Г

г)/чл шр1р[пц] / л1։и։1л^1и/ /иЪ^/рр. шри։ ш 'ш ]ш !•( Л^ии/пр

4?՞/* Ш'!՛ р ир^иц <Лл Ш [ р Ц НпГЫл р р ,
П «у ՝

и(О=«о 2 (аАсо։Л/ 51пМ)Ы)
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գրական եռանկյունաչափական բաղւքանգամ Լ նույն չրքանագծի վրա (ե(է) 
կչոի նկատմամբ օրթոգոնաչ բազմանգամներով/ Հոգվաձում ա պ աց ո <ց վ ա ժ
(5) րանաձևր հանդիսանում է Քրիստոֆնյի հայտնի 
1ք,,ծո,մ ( վերևում նշված խնդիրք

բանաձևի անալոգր և

Л И Т Е Р А Т У Р А ֊ Դ Ր II Կ Ա Ն Ո I' Р 9 Ո Ւ Ն
1 6. Л. Го.шнский. «Известия Вузов», Математика. № I (2) (1953) 1 Г Сеге. 

Ортогональные многочлены. М„ 1962. ' В Б Учароч. ДАН СССР, т 126, К» 1 (1959) 
• У. Гренандср, Г. Сеге. Теплнцевы формы и их приложения, ИЛ, 1961.
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССРԼճ\11 1978

УДК 517 55

МАТЕМАТИКА

А. И. Петросян

О равномерном приближении голоморфных функции в 
некоторых областях пространства Сп

IПредставлено академиком АН Армянской ССР М М. Джрбашяном 20/У1 1978)

Пусть £)—ограниченная область голоморфности в пространстве 
С”. задаваемая следующим образом:

Л=(г:^)<0, |х(г)|<1!. (1)

Здесь /(г)—функция, голоморфная в некоторой окрестности - за
мыкания области ?(?)—вещественнозначная, дважды непрерывно 
дифференцируемая функция, строго плюрисубгармоническая в т. е. 
квадратичная форма

л —
V ----- ։-=- ТИ. Шь
Я- 1 ^к

положительно определена при всех г 12. Область I) предполагается 
невырожденной. Это означает, что

"гас1р(г) 0 на грани т։=1г£/9: р(г)=О;,

йгж1 /(г) 0 на грани ն |շ^Ո:|/.(2)|=1),

гап#
дгас1р(г), £гаЦ р(г> 

/(*). £габ /(г) =2 на остове

Область I) является, так сказать, областью .типа полушара'.
Через СА (/2) обозначается банахово пространство функций /, 

голоморфных в И и непрерывных на /), с равномерной нормой
11/11’ |1/11»=5иу|/(2)|.

Настоящая работа посвящена доказательству следующего резуль
тата

I со рем а. Для всякой функции /£Сд(/)) и числа е сущест
вует функция /, голоморфная я некоторой окрестности /), такая, 
что

II/֊ /41 •-
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Доказательство основано на известной схеме сведения задачи 
равномерного приближении к решению ^-уравнения с равномерной 
оценкой (см., например, (’)). Формулы для решения {/-уравнения с 
оценкой в случае областей рассматриваемого типа даны в работе (*).

Следующая лемма утверждает возможность локального прибли
жения функций из Сд(£>).

Лемма. Существует конечная система шаров Вк (4 = 1,2,...
р

...,р), покрывающая границу дО области О (дО^УВ/.). таких,
*-1

что сужение всякой функции /^Сд(О) на множество В^й 
равномерно приближается функциями, голоморфными в окрест
ности Вь{\Ь.

Доказательство. Пусть /^Сл(О). В силу вещественной невы
рожденности области I) для каждой точки ’,£дО существуют шар В, 

с центром в ч и единичный вектор такие, что при всех достаточно 
малых '<>0 функция /(?-} '>-.) голоморфна в окрестности множества 
В-.С\О. Поскольку / равномерно непрерывна на I), для произвольного 
е>0 существует о0>0 такое, что

1(/(г+^:)֊/(г)|<г

при всех о<% и г£В-,(]й. Зятем из покрытия |5;| компакта дИ выби
раем конечное семейство В։........Вр.

Доказательство теоремы. Построим систему бесконечно 
дифференцируемых, неотрицательных, финитных функций й*(г). 
(4=0, 1,..., р), удовлетворяющих условиям

а) . Бирр ^оС^, 5нрр gtc.Sk, (4=1....Р):
р -

б) . 2 кг*(֊)=1 о некоторой окрестности множества /).
4-0

Для I >0 построим области

О’=|?:р(2)<8, |х(г)1<1+։1-
I Согласно лемме, существуют окрестности Г‘ множеств и 
(функции Д, голоморфные в VI такие, что

II/;-Ж* п^<։< *=։.2.....р- (2)
[Обозначим, далее. = /•=/. Неравенство (2) справедливо тогда
и при А О. Число ։^>0 будем предполагать настолько хилым, чтобы

I р _
/> г: и V* и чтобы условие б), выполнялось на /Р .

4-.fi
Рассмотрим следующие функции

Л?»(г)
!/!(*)—/;(*)!
О.
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А;(^=1Л;дг). (3)
1 Г-о

Из того, что носитель функции £*(г) принатлежит множеству ВьГ\Г1։ 
(условие а), причем Д*л£> е^пЬ* .следует, что функции Л(\ и й; 

бесконечно дифференцируемы на Цл^)' н, с учетом (2), для всех 

удовлетворяют следующим опенкам
|Л;>(г)|^|Г'(г)-/Дг)|^|/;(л) -/(*)|+|/(г)-/;(г)<2։, (4)

|Л;(г)|С±|А;й(г)|<2ре. (5)
Л-0

Далее, при г^Нл^л^՛

Г Р
Л;(г)—А‘(г) V |/;(г)֊/;(г)|?*(г)֊2|/)(г)֊/;(2)1г*(г)= 

А-0 Л-0

=£ И‘(И֊/;(г)кА(2)=/;(г)֊/}(/). 

Л-0
т. е- * I

ед-/;(г)=л;(?)—/;(г). (/=о, 1.....р).

Это означает, что на Д' глобально определена функция

Л՛ (г) =Л;(г)-/;(?), У;д7> , (6)

причем 11՝ ՛-'С (й‘ ). Используя неравенства (2) и (5), для д£) 
имеем

|А' (г)֊/(г)|^|Л;(г)14-|/;(г)֊/(г)|<(2^ 4֊ 1)е.
Следовательно

||А’ -/|Ь<(2р+1)’- (7)■
Далее, используя (6) и (3), с учетом, что функция /• голоморфна в 
V՜;, имеем при Р^дЛ)'

РЛ* (г)|=И:(г)1 I S’ Si l/U2)-/;(2W<2)l֊ («)
*֊ и л-и

Здесь

dh (г) = oh՝ (z)

\oh՛ (.-)| у d/,,Sz}

Обозначив ','0=7o(/J) max ||^*||, из (8) и (4) имеем 0<Л<^

|| ()h՝ ||р. 2-(u s. (9)
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Равенство (7) означает, что бесконечно дифференцируемая на О' 
функция Л* приближает / с точностью (2р-|- 1)-. Теорема будет дока
зана, если нам удастся подобрать малую по модули, функции, 
и так, чтобы разность Л1—и была бы голоморфной в О', т. е. чтобы 
^(А։—и)=0. Неравенство (9) означает, что /7й' мало. Таким образом, 
задача сводится к решению с оценкой ^-уравнения

<7«֊оЛ' (Ю)

в области О'. Правая часть в (10) — это гладкая О— замкнутая форма 
типа (0, 1); // - искомая функция. В работе (։) дана формула реше
ния уравнения (10), удовлетворяющая равномерной оценке

||//||о։ 7(О’)|Й-||о՛. (И)
Анализ доказательства оценки (II) показывает, что константы ;(/?) 

ограничены, т.е. •է(Թ) Г .(О).

Из (II). (9) и (12) получаем

1|м||о‘ ^2ые-

Из (10) следует, что функция

(12)

(13)

Г(г) А' (г)—//(г)

голоморфна в области Թ . Наконец, из (7) и (13) получается оценка

||/-/Ъ ЦЛ։ -/|1о+11«Ц/><(2/,л 1)Н 2тоТ -

где постоянная -,։ зависит только от области />. 
Теорема доказана.

Ереванский государственный университет

И Ի. ՊԵՏՐաԱՆ(^տարածության մեք որոշ տիրույթներում հոլոմորֆ ֆոմ։կւ||ս11^*՛րի մււսււււր 1|մա!• մաււին
օ ն // չափանի կոմսքչեքո տարածռի/յան մեջ հո/ոմորֆո, - 

թքան աիրա քքէ Լէ էէրր որոշվսէմ է հետևքաք ււքար! Օքււք£»=խ:?(2)<0, |/.(2)|<1|.
որտեղ /(2)-ր հպոմորֆ ֆռնկցիա ( Օ տիրաժի փակման որեէ ^ջակռչ-
քում, ի“կ Շ(») ր իքիստ սքչջո։րիսարհարմոնիկ 4< Շձ(Օ) "‘I նտւնսւկենք
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[)-ում հոլոմորֆ ե [)-ի *[(էա անրնդհաւո ֆունէ!9Ւ աների տարածրո խ յանր։ 
Հոդվածում ապացուցվում էէ որ կամայական 1 ֆունկցիա, որր պատկանում Լ 
С \(Լ))*ին, 1)՝ի '/ք'« հավասարաչափ մոտարկվում Լ ֆունկցիաներով, Որոնք

հոլոմորֆ են Օ֊ի շրջակայքում։ րա համար նախ լեմաքէււմ ասյաէյո։ у-
ք է ք'ի 1ո'1ա1 մոտարկման հնւո ր սւվո րա խ րոնր, իոկ հետո աքււէարյործ վա մ 
քն փասսւր, որ ք)-ոէմ () հավաս արտ մ ր ունի լուծումէ որր րավարարտ մ 
սվասա րա չ ափ ւլն ա հ ա տ ա կ ան ին ։

ЛИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿ ԱՆՈԻԹՏՈԻՆ

> յ. £ւ>ծ. Ма։Ь.
67. № 1 (1978).

Апп,. V. 184. №|, (1969). 3 Л. И. Петросян. ДАН Арм. ССР, т.
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УДК 517.512.7

МАТЕМАТИКА

М. Ж. Григорян

Представление функции классов £-р|0,1|,1 р<2 
ортогональными рядами

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А А Талалнпом 26/У1 1976)

I. В работе (*) доказана следующая
Теорема А. (А. А. Талалян). Если |?„(х)) — полная в

Л,(0.1| ортонормировании я система, то для любой /(д-)£Л.|0,11. 
0<р<Ч и любого натурального А/, существует ряд

2 ся?я(-*). (1)
л > Л

который сходится к ^х) в метрике £.|0,1], т. с.

п
Нт ||/(х) —V || д =0. (2)

л -.V

Очевидно, эта теорема при р^2 не верна ни для одной ортонорм и- 
рованной системы, а при К/?<2 не верна для систем, состоящих из 
ограниченных функции. Тем не менее оказывается, что во втором 
случае, когда 1С/><2. существуют ортонормированные системы 
|/*(х)|’_|։ для которых имеет место аналог теоремы А одновремен, 
но для всех указанных р. Это утверждение получается как следствие 
сформулированной ниже более общей теоремы 1.

Сначала введем некоторые определения и обозначения, через

ю.(х) с., о»

мы будем обозначать все алгебраические полиномы с рациональными 
коэффициентами.

Пересечение классов I /><С2 будем обозначать через
1 Н. т. е.

н=[\ IJO.1I.
I ь/»< 2

Определение 1. Пусть последовательность почти
везде конечных измеримых функций, определенных на отрезке |0,1|. 
Ряд
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1 Л(') I •>
называется универсальным, относительно частичных рядов в классе 
2.р[0,1| соответственно в классе А/, если для любой функ
ции /(.<)(/.г|0,11 (соответственно /(х)£А/), из ряда (5) можно вы
делить частичный ряд ■

- /Я»(-П ("։<«։< • * ’ < ՛ • • ). («)
который сходится к /(х) и метрике /./( I р<2 (соответственно в 
метрике всех пространств Ьл( 1</><^2).

Определение 2. Ряд (5) называется универсальным в классе 
I р \^р<^2 (соответственно в /У), если для любой функции /(х)^/.;, 
(соответственно /(х)(/У), существует последовательность возраста
ющих натуральных чисел |л*|, такая, что подпоследовательность час- 

л*
тичны.х сумм /у(х) сходится А՛ /(х) в метрике Ьр, 1^р<2

л՜՛
(соответственно в метрике всех пространств/.^(1 ^/?<^2).

Определение 3. Система функций |/*(х))4“։, определенных 
па [О, 11, называется системой представления в Ьр\ 1^р<^2 соответ
ственно в классе //, если для любой функции /(х)£!.р (соот. /(х)£Н) 
существует ряд

2 а»/*(х), (7)
который сходится к/(х) в метрике /.р, (соответственно в
метрике всех пространств 1р. (I /,<2).

Имеет место
Теорема 1. Существуют ортонорчированная на (0.11 сие- 

тема |/*(х)[’֊1 и последовательность такие, что ряд

V ак/^х)
М- I

(«)

обладает следующим свойством: 
для любого натурального X ряд

1 «*/* (х) (9)*>Л’ .
является универсальным относительно частичных рядов как в 
любом фиксированном 1.р 1<р<2, так и в Н.

Из теоремы I непосредственно следует
Теорема 2. Существует ортогональный ряд

1 я*?*(х), (Ю)
у которого не все коэффициенты а к, /г —I, 2. . . равны нулю и 
который сходится к нулю одновременно во всех метриках 1.р, 
1^/’<2, т. е.

л
V а*?>(х)II гп

П -► от
— (I

для всех р,\ р 2. 
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II. IIри доказательстве теоремы 1 применяются две леммы.
Лемма 1. Существует полная ортонор мированная в /.„[о, 1| 

система ։. обладающая следующим свойством:
(Л). Для любого натурального X и действительных чисел а 

ш С» • *' 1 5 ՛ - 1
. где V |П/||7 о, функция V / $АЯ всех

л-1 л-1 ’

Доказательство. Обозначим

4*=[гП; т| *=1'2՜ • ■ <121
.’1егко видеть, что на каждом интервале А* можно определить функ
цию т(*(х); 7}*(л֊) = 0 при х£Д*. Такую, что

а) II тл К т.<-֊֊, 
R

б| для всех ?>2. (13)

11 сложим

?»(х) = (?*(л) гДх). (14)

Очевидно, система |?*(х)|*_( линейно независимо замкнута в Л|0,1 ] 
| и обладает свойством (В). Поэтому система 1А(х) полученная 

ортогонализацией методом Шми тта системы ?*(х)|^, удовлетворяет 
требованиям леммы 1.

Лемма *2. Для того, чтобы полная ортонормированная в 
/-։[0,1], система |/*(-<)1Г-1 оставалась замкнутой в 1.р,\^р<2_ 
после удаления из нее любого конечного числа функций, необходи
мо и достаточно, чтобы выполнялось условие (В) при ч = р (где 
\/р \/р'=\< при Д>1 и /-. пространство ограниченных функций)

Доказательство. Необходимость.
Если система I/*(А')1Г֊.\ч։ замкнута в £/( то опа пол

на относительно /./>, где \/р ) 1/р =1. Тогда из предположения

V л*/*(х)€ Ьр- С1՜’)
А-1

и из того, что
1

| <»*/*(•՝■) )л(лг)б/х=0: «>‘у (Н>1

и
следует

V «,/,(х)=0
*-1

и, следовательно
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<։։=0; 4=1. 2 ... М (18)

Достаточность. Пусть система 1/»(•*) ^ л+1 не замкнута в /-,,, 
тогда существует функция е(х) О, для которой

I 
р(х)/*(х)^х=0; (19)

и

Так как система ,/»(х))' 1 полна в £։, то из (19) следует, что

£(*) = £ (20)
Ч- 1

где

Г Ы*о- » I
Полученное противоречие доказывает лемму 2.

111. Доказательство теоремы 1.
Пусть ։/*(*))*_, полная в Аг ортонормированная система обла

дает свойством (В) для всех <?>2, такая система существует соглас
но леммы 1. Возьмем последовательность (/>*1, где

1<А<Л<՛ • • </>*... Итр* =2 (21)Л »х

Определим линейные комбинации
/Ид. 

Л*(х)=У <7//(л) (22)

следующим образом:
положим т0 = М 1,V 2 ,

'"1 
Л։(х)=У <7//(х)=0. (23)

Далее, предположим, что полином Л*(л) = V С///(<) уже оп- 

ределен.
Согласно лемме 2 найдем полином

Л»+1(^) = 1 <7//(-И. (24)

который удовлетворяет условию

||(Л+1(Л) Л*+.(Х)Ц
'4+1

(25)

Таким образом, определенные нами полиномы А*(л՜); 4=1, 2 . , . 
удовлетворяют условию (25) для любого 4.-1. Покажем, что ряд
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1 Н-0 «*/•(*),
где

(26)

/*(-*) =
/•ц(х)

II Л* II/.
II «»= II л* II (271

удовлетворяет требованиям теоремы 1.
Пусть

Возьмем полином СА,(х) такой, что

Н/(л')֊С2п1(л-)||/р,<1: (28)

Тогда из (25) и (28) следует, что

||/(д-) -ЛЛ.(л) ||/р <2. (29)

Предположим (сперь, что уже определены 
• ■ • <С«», для которых

натуральные числа

(•30)

«։>М

Возьмем полипом <?/ц.+| такой, что

(31)

Из (25) и (31) следует, что

(32)

Легко видеть, что ряд

V Л„,(л) (33)
I 

сходится к /(х) одновременно во всех метриках Ср: 1 р ՝-’• В са
мом деле, пусть £^>0; 1^Р 2- Возьмем Ло настолько большим, 
чтобы

1/4<е/2; р<р/{ при Л>*о- <34)

Из (32) и (34) получаем:

/(-*)
л-։

/(Л՜) (35)

Аналогично можно доказать, что ряд (2(>) является универсальным 
относительно частичных рядов в классе 1-р‘,

Замечание 1. Легко видеть, что любой ряд Д, «.(»»/ •»*»(А ՝ 

(где *(Л) — перестановка натуральных чисел) также удовлетвори<। 
требованиям теоремы I.

'тап-'.г’ак члгяогпцлчич >
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Замечание 2. Нетрудно видеть, что построенная нами орто- 
нормнрованная система |/*(^)17_։ содержит бесконечное множество 
базисов пространства 1.р для любого р\

Замечание 3. Легко видеть, что как система так
и ее любая подсистема вида 1/»(х)1“_л. является системой представ
ления как в классе 1.р: 1^р<2, так и в классе Н.

Применяя метод доказательства теоремы 1 легко установить 
также следующую теорему.

Теорема 3. Пусть ; —полная в 1.2 ортонормнро-
ванная система, обладающая свойством (В) для всех р">2. Тогда 
существует ряд

է > X
(36)

(где Д'—любое натуральное число), который универсален как в 
любом фиксированном Ср, \^р<^2 так и в Н.

В заключение выражаю благодарность чл.-корр. АН Армянской 
ССР А. А. Талаляну за постановку задач и внимание к работе.

Ьреванскш! государственный университет

1Г. ձ. ԴՐԻԳՈՐՅԱՆ
£р. 1 [) <Հ2 ղասերի ֆունկցիաների ներկա յազումը որբոզոնա| շարքերով

Կառուցված է օրթ ոդոնւպ շարք), որր յո։ր արանչյո։ ր տեղափոխությունից և 
կամ ա յա կան վերջավո ր թվով անդամն եր դուրս ր10^1ՈւՏ Հետո մնում Լ ունի
վերսալ, ենթաշարրերի նկատմամբ, բոլոր ԼՀ2 ղասերում միաժամա- 
ն ա կ է

Այստեղից Հետևում Լ օրթոնորմաչ սիստեմի դոյո։թ յունր , որր յուրաքանչյուր 
տեղափոխությունից և կամա յա կան վերջավոր թվով ան դամն եր դուրս դցեյուց 
հետո մնում է ներկայացման սիստեմ բոլոր Լ?, 1 տՂ թՎ2 դասերում միաժա
մանակ։ ք՛երվում է նաև օրթոնորմ այ սիստեմի օրինակ, որր կամայական տե

ղափոխության դե պրո։մ պարունս։ կում է անվեր; թվով, Լր, \^թ<2 դասի, 
րադիսներ։

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 А А. Тамлнн, Представление функции классов Лр»0<р<1 ортогональными 

рядами Ada Mathematics Acadcrnlac Sclentlarum llungarlcac Tomus 21(1— 2), pp. 
1—9 (1970), 3 С. Кммаж, Г. LU mt йнгауз. Теория ортогональных рядов, М., 1958.
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
;цзтаъ uuz %bsnbi»aпьъъьрь тн1гмщ. аьиптъьр 
LXVII 1978 ------------~ -

УДК 517.948.32

МАТЕМАТИКА

С. Г. Рубанопнч

О сингулярных ни।сгральных уравнениях с ра зрывнымн 
коэффициентами

(Представлено чл.-корр. АП Арчинской ССР Р. А Александрином 4/VII 19*8)

Пусть 2+ конечная односвязная область в комплексной плос
кости, ограниченная гладким контуром /, а 7.՜ область, дополняю
щая 7. + (Л до полной плоскости. Положительным направлением на I 
будем считать направление, оставляющее /+ слева. Рассмотрим сис
тему сингулярных интегральных уравнений:

Lu(t0) ֊ /Ч/О)п(/0) В(10) Г u(t)dt
*1 J t-l0

^СМ/)1пЛ_М(Л

/

Я(/,/0)«(/)Л = Г(/о), (I)

где /0£/, /£/; »(/) - (м։(7) ... чп(1)) искомая вектор-функция на /; 
/(О = (/,(/)... /п(0) заданная вектор-функция на /; 4(/), 8(0, а(О, 

Ь(О, Н((, 1а) пхп - матрицы-функции, причем имеет особен

ность при / = /0 не выше логарифмического порядка. В (I) под /« 
р —-£-^ соответственно под 1п 1 ПРИ заданном подра

зумевается ветвь, непрерывная в точках (£7 ՝ 1Л(1£7~иI) при / ~/0 и 
обращающаяся в нуль при 1=0(1—со). Можно всегда предполагать, 
что 0£7*\ Введем обозначения

Д 8 = Р(1). Л B = Q(f), a-=p(t), * у =<?(/). 
ds ds

։*Ле — есть производная от точки контура по его длине. J равнение 

(О называется уравнением нормального типа, если ‘let Р(() ^0, 
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detQ(/) 0 всюду на /. Уравнения нормального типа полностью изу
чены. Мы рассмотрим случаи, когда /J(Z). Q(t). p(t) и q(t) имеют 
разрывы первого рода в точках t контура /, п па интервалах 
/,...,/.v между точками разрыва бесконечно дифференцируемы. 
Причем матрицы-функции Р(/) и Q(/) на каждом интервале 1т со
храняют постоянные ранги г(т> и г1™1 соответственно, (г'м։ и мо
гут и не быть равными и), т = \,..., N. Уравнение (1) назовем нетеровым 
н классе функций Н если однородное уравнение /д/=0 имеет конеч
ное число (£,) линейно независимых решений и(;Н, а неоднородное с 
правой частью /, имеющей в точках /։, разрывы первого рода 

и такой, что — £/7 на каждом интервале 1т, разрешимо в классе 
dt

Н тогда и только тогда, когда

)(/('). г7(/))<//=0, ........I ’ (2)

(/(/), ®;(/)) (3)

где т՛,....... г՛*,, то.......... .... некоторые л- мерные вектор-функцни.
Причем эти условия линейно независимы, т. е. никакая нетривиаль
ная линейная комбинация выражений (2), (3) не обращается в нуль 
при всех указанных вектор-фуикциях /. Индексом уравнения (1) на
зовем число: 1пй I /г3. При исследовании нетеровости урав
нения (1) важную роль играют скалярные функции р0(С) и <?0(/), 
определяемые из равенств (при |Е|-»оо):

<1еЦ;Р /’)=Ро(0։г/,4-о(5г/’): =?п(Г)Го+о($го) (4)
где числа гр и гу на каждом интервале 1т совпадают с /'£"՝ и 
соответственно, т = I, ..ДГ.

1. Случай гладких коэффициентов, (т. е. ^ = 0, а Р(/) и (?(/) 
сохраняют на / постоянные ранги гр и гд соответственно). Этот слу
чай рассмотрен в ('). Нами получен эквивалентный результат, только 
проще поддающийся проверке и вычислению:

Теорема I. Уравнение (1) с гладкими коэффициентами яв
ляется нетеровым в к /ассе Ге.льдера с показателем о^>О тогда 
и только тогда, когда р0(() и у0(/) не обращаются в нуль на кон
туре I. Причем

md Л = ֊ larg9o(0|z- 11arKp0(t)]/, (5)

а в условиях разрешимости уравнения (1) отсутствуют условия 
виоа (3). :

Замечание. В теореме 1 класс Гельдера можно заменить на 
любой разумный класс, в котором сингулярный интеграл непрерывен.

2. Случай разрывных коэффициентов. (Впервые изучался в (2)).
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Вннду трудностей исследования поведения решении в окрестности 
точек разрыва, будем искать решения уравнения (I) не я классе 

Гельдера, а в Соболевском пространстве Н„ - —. норма 

II « II» в котором определяется следующим образом. Пусть -£/ фик
сированная точка. Обозначим через $(/) длину дуги (-, на ко
торой направление от - к / совпадает с положительным направле- 

*
нием на I. Положим и(?) = (<?*'"> Тогда || и [| ֊ = (|?н(;)|ч/:.

■ — X

Очевидно, /70 —/г(/). Как известно, если выполнены условия нор
мальности, то для исследования решений уравнения (1), изучается 
жорданона форма матриц 0)Р((т 0)) Р-'(1ю-0)СЩт-0).
т = П, (л). В нашем случае, вместо этих матриц изучаются 
матрицы-функции

Лт(В) = (5р(/т+0)+</(/« 0)) '(֊Р(1т 0) р(/я 0))

(;Р(/гп-0иМ/т-0))-’(;^(/т֊0) ?(/я-01), т = I. .. . Л' (6)

Рт(5) = (^(Ъп-0) I р(^-0))֊|('0(/т -0) ?(/„-()))
Х(Ю«т 0) . ч(1т 0))֊'(֊Р(/т 0) р(1т 0)), т = 1......... V (7)

Вместо приведения к жордановой форме, /?„,(:) и р„(։) приводятся к 
виду:

Л'-'(Е)/?я1С-)А^) = <11ае|(Л1т/ !-О(5֊։))г '|;_0+О(֊-’) (8)

/“1(=)Рт(П/^)=Ла?|(|‘т/ ; СХ:՜3). <*>

где А’^(с) и /т(;) есть п п - матрицы-функции, имеющие при |:|-*оо 
вид

Хм(е)«/Л֊1-0(5-’) (10;

с невырожденными п X п- матрицами ( постоянными) кт и /т 
б1а£ | ... | означает квадратную блочно-диагональную матрицу, у ко
торой на диагонали стоят блоки, указанные в фигурных скобках;

и Л1т,у невырожденные матрицы (постоянные) размером п„) 
Хпт; и ՝>т1Х՝>п1- соответственно, приведенные к жордановой форме. 
Случай, когда лту=0 или *т7=0 не исключается, н этом случае 
будем считать, что соответствующий блок отсутствует. Однако, если 
постоянную матрицу всегда можно привести к жордановой форме, 
то матрица-функция к виду (8), (9) приводится не всегда. Л именно, 
имеет место следующее утверждение

.'I е м м а 1. Пусть задана п X а-матрица-функция /?(;) = 
Г

= V руС/и 0(^4, где р|։ ..рг некоторые постоянные матрицы. 
/-о

Тогда существует п ц~ матрица-функция Л(:) = Л с не
вырожденной матрицей к, такая что

)/<(■)--(/ 0(5 ,))лак'|/п;/-/|;_о
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где Т п \П матрица с линейно независимыми первыми П—п. 
столбцами: /п) единичная njXnj — матрица; п0....... пг неотрица-
тельные целые числа, однозначно определяемые по /?(:). Для 
того, чтобы также существовала п\ и — матрица /(;) = / 0(;՜’) 
<՝ невырожденной матрицей у, такая, что

Z-’(:)/?(=)z(O = dlap{(A1/-LO(;-։))^֊>};„o4O(E ’)
где Л1/ невырожденная nfxnj — матрица, J=0, ... г, необходимо

/՛ 
и достаточно, чтобы главные миноры матрицы Т порядков v „

Го ' 
р — О, 1, .... г были невырожденны.

Заметим, что после умножения ня :* матрицы (6), (7) приобре
тают вил. рассмотренный в лемме 1 с г = 4. Поэтому эта лемма пол
ностью решает вопрос о приведении к виду (8) и (9). а алгоритм 
приведения строится при доказательстве леммы. Нами также выясне
на снизь между представлениями (8) и (9):

.1 е м м а 2. Имеют место равенства nrnj=՝>mjl т=\,..., N, 
/ = (1, .... 4. Собственные числа матриц Л1ту и пт1 совпадают, при
чем совпадают и кратности этих собственных чисел.

Нами рассмотрено уравнение (1), для которого имеют место 
представления (8) и (9) и при каждом т=1, .... И матрицы 
II O)|Q(rm 0)|| и || P(^-0)|Q(/m—0) || имеют ранг п. Для эко
номии места мы сформулируем соответствующие результаты лишь в 
случае, когда коэффициенты уравнения (I) в окрестности точек раз
рыва кусочно постоянны. Но в конце вкратце укажем, какие изме
нения будут в общем случае.

Теорема 2. Пусть скалярные функции p0(t) и </„(/), опреде
ляемые из равенств (4), не обращаются в нуль на контуре I. к 
каждое собственное число ). матрацы Мтр m = l,...,N, /== 
— (>,...4, удовлетворяет неравенствам

arg а =/= 2x։֊։.g-.i - (ц)

гое ц — 0, 1, 2, . .. при j = 1, 3, и g = 0, 2. 4, ... при j = 0, 2,
4. Тогда уравнение (1) нетерово в ---- — . I

2 2
Замечание. При /=1, 2, 3 можно ослабить условия теоремы! 

2. а именно, потребовать либо выполнения неравенств (II). либо вы-1 
полпенни некоторых простых условий от матриц ;ш п определяс | 
мых из равенств: t I

<=Р(/я,֊0) p(tm 0)) 0)) = Тя1; 0(5֊՛) (|2||

Гогла условия теоремы 2 становятся также необходимыми, а фо|’ | 
мула индекса, которую мы получим ниже, не изменится. I

Геперь введем числа х^, т — 1....... N определяющие вклад раз-1
рывов в индекс уравнения (1). Зафиксируем т и произведем слс-| 
дующие построения. I

I) Определим формальные элементы где / комплексно’'] 
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число у и к неотрицательные целые числа. Обозначим через Г ли
нейное пространство конечных формальных сумм всевозможных та
ких элементов с комплексными коэффициентами. Пусть Лт1, .. .. 
нее жордановы клетки с учетом их кратности матрицы <Лаи{А1ч/}' 
с собственными числами )............ )т> соответственно. Обозначим через
Рли размер клетки Л^,,. 5=1...., б. Каждой клетке Лтз противопос
тавим два множества р„г —мерных формальных векторов вида

/^4*1 \ /^4>1 \
| | / ,у4>։ 1

: н г*= :

с компонентами из Р следующим образом.
Пусть лежит в Мт). Тогда если у=1 и 1те--’"/т5>0 или 

у =2 и не есть полэжигельноз число, то полагаем
Рги I

«,.* = 2
>-0

•1 Р/л$*

где числовые коэффициенты. Если же / = 3 и Imе~2:аЪ.п5>0. то 
полагаем

V X*' /<Хтт.« k = | 
ГГО

•• 9 ms-

В остальных случаях Щ или 1'$ полагаются равными пулю. 
/и' \

2) Для формальных п — мерных векторов С — I * I и 
\£Д/

/^1\
= I ’ I равенство Чт^-^ггЛ/ = 0> гле матрицы и 2т опреде- 

у
ляются из (12)» представляет систему уравнений относительно коэф
фициентов Число есть размерность пространства нулей ^т<>ц 
систе мы.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2.

lnd£ =V

—п— nmi
2

(13)

arg)mA. выбирается в интервале L’-'i—^<^arg/<^2nz cQ onpt 
деляется в начале статьи: пт1 размер матрицы М/п в (S). /и<.п' 
kt условий вида (3) удовлетворяет оценке:
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(4//-Г<>'">-г։«|-2мт։). 
րո * 1

(14)

Замечание 1. Если коэффициенты уравнения (1) не кусочно 
постоянны R окрестности точек разрыва, то к условиям нетеровости 
добавится условие на производные слева и справа в точках разрыва, 
а член, зависящий от этих производных добавится к формуле 
индекса. I

Замечание 2. Если условия нормальности не нарушены, то 
нетрудно проверить, что правая часть в (14) обращается в нуль, а (13) 
обращается при я — 0 в известную формулу индекса в пространстве 
/г. , 11

Замечание 3. В случае, если в точках ........коэффи-
.V

пиенты фактически не терпят разрывов, то Л։=У (2м—г^՞’). 
л-1

Этому же числу равна правая часть в (14) и ня столько же отли
чаются формулы (5) и (13). В этом случае условия (3) являются 
условиями на скачки нектор-функинн / в точках /։, ..., /у.

1 репинский политехнический институт

II. Դ. ՌՈՒՐ1ԷՆՈՎԻ2 

1<«պլ|որլ <]ործսյ1||ւցներու| սիէպուլյար |ւն։ոԼ<|րսւ। հսււ|ւսսսւրումնԼր|ւ ւքասէւս

Հոդվածում դիտարկվում է կոմպչերս հար(ժ ու թ լան ողորկ / կոնտուրի 
,/ր.ս (]) հավասարՈԼ մր! 1Ւործակիցքեր հանդիսանում են Ո X
— մատրից֊ֆունկցիաներր, Ա = ....... //„(/)) որոնելի վեկտոր֊ֆունկ-
դի ան Լ , իս1/ ք =(Հ։(/)։ ..,/„(/)) <•«/անի վե/րոոր- ֆ ա սՀն է, II.լս Հա»
'/ ա ո ա րմ ան համար մւո ։րյա ւ! է ն լո ո> ե ր ու ի/ լան Կասկադոդու խլունր ո/լն դեսր 
րոէմ, երբ նորմաչու ի/լան ս/արքաններր (1е1(Д(/) Л(/))/ О, с!е( А(1) -

խախտվում են, իսկ դործ ակիրյնե րը անեն /р է у խդման 
կետեր։ 1Լշխ աւոանրո։ մ ւււոացված են (1) հավասարման ն չոաերա քժլ ան որոր 
•I աններր Հաշված Լ նրա ինդերոր ք րանաձե (13)^/

Л II I Е I» Л 1 У Р А — Դ Р II Կ 1Լ Ն II !• Н 3 II |. Ն

1 //. Е. Товмйсян, Дифференциальные уравнения, т .1, выл I (1967) 5 С. Г. 
ноиич. «Известия АН Арм. ССР», т. 7. №.\? 2, 3 (1972) ’ //. //. Некуа, Системы еннгу 
лирник интегральных уравнении, нтд. «Наука». М. 1970.
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МАТЕМАТИК/!

С. М. Гюлумян, К. М. Мосесян

О критических по числу вершинного к- разбиения графах 

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н Мергсляном 30/УП 1978)

Всюду под словом „граф” будем понимать конечный неориенти
рованный граф, без петель и кратных ребер. Все понятия и обозна
чения не определяемые здесь, можно найти в (։).

В настоящей работе обобщаются теорема Дирака (։) и резуль
таты работ (з ։) ня случай покрытия вершин графа Л- вырожден
ными подграфами (*).

Граф О = (1/, А') называется вырожденным, если минималь
ная степень любого его подграфа меньше к. Числом а*(0), 4 1,
вершинного к-разбиения графа О называется наименьшее число 
к- вырожденных подграфов, покрывающих 1^(67). В частности, 
։։(О) — хроматическое число, 3,(0) — число вершинной древесности 
графа О.

Граф О назовем (*, к)- критическим, если О — не содержит 
изолированных вершин. а*(О) = ՛՛ и дли любого ребра х£А(0) имеет 
место а*(О—х)<»—1,

Теорема 1. Для существования (», к)- критического (■< ?• 1 
при к — 1, м>3 при к ՝ 2) р-вершинного графи необходимо и 
достаточно, чтобы имело место р1^к(>—1)֊: 1 и р^к(>—1)4-2.

Необходимость. Пусть 0 = (1/, А՞) является («, Л)-кри
тическим графом. Очевидно, р(О) к('֊ 1)4-1. Покажем, что 
р(0')=М(*-1Н 2-

Предположим обратное, то есть р(И) — к(*— I) 2. Гак как и 
любом (՛<, А*)-критическом графе для всякой вершины ։՛£ I (01 сте
пень р(г) Аг(*—1), то *(»-!) (-2 = />(О) >2*(*- О х(<7) + 2. где 
*(б) связность графа О. Следовательно. *(О) А(» 1). . 1егко заме
тить, что х(О’) = к(‘ 1), то есть существует разрез ) = |у։, У?- .
уАг(» 1)|СУ(О) такой, что всякая вершина из множества |п։, с. 
~ 1(0՝) У смежна со всеми Bepiiiiiiia.Mii из ) . Значит подграф ) 
графа О, порожденный множеством вершин К, не является полным 
•։, следовательно, существует У։сГ такое, что >։ является (* Н- 
• вершинным ^-вырожденным. С другой стороны, р( 1(0') ), )-
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= 2) ; 1 и так как («։ гг)(:А'(6), то яД 1'(О՝)4-Г, ) = »- ֊2.
Следовательно. ։*((/) = *֊ I. что противоречит условию (*, Л)*крц. 
тнчпости графа О. *

Достаточность. Пусть /) = £(>—-{-2/, где 1—0, 1. 2,...
Докажем, что р- вершинный граф

где А/ — / -вершинный полный граф, Ст — т-вершинный простой 
цикл, является искомым.

Так как яДО) для любого графа О, то аДИ'՛*'՝
I Л .1

՛. Остается показать, что \Г’*С‘-ч-1 2--1+3—л)<*— 1 для любого ре

1. <Х(А').2. лех(к*(._1)-з),
3. аЩК1). ЮЖ-н-։).

В случае 1, очевидно а*(А'' 4-А*«з- л) = 1, а для оставшейся не
покрытой части Л*(.-2> рассматриваемого графа, ։л(А'»,,-2|) = ’' « 
Поэтому л)^>— 1.

Пусть к = '3. В случае 2 имеем я,(А'/—г>)= I, в,((А\,_2)4֊/<1)-а) 
= < 2, где \'( А',) = [-в| с: У(К1). Значит, ։4(С3-’ ' — х у— 1. Если же 
имеет место случай 3, то в качестве -и выбираем ту вершину из А*, 
которая смежна ребру л, и рассуждаем аналогичным образом.
282 I

бра л£А'( 1Г*1’
При к 3, включим х в А*(,-2?+։ и граф

и՜՛*1՝ О-2.2/+3 представим в виде соединения А\(,_?)+|-|-Ю *-3-’'+\ Тогда 
ук( №*<՝ *)-?.2'+з_.г)<а^Л^,-2>( 1-л)-ЬаА( Ш*֊’՛•։•'+’) = *-!.

При к 3, х£’Л’(/Скг.1)_'?) включим х в Ц7*-гл'*з н Граф 
№'*<՛ 1>-2дмз представим в виде соединения А'*(,_2)4- П7‘ 2-2,+3. Легко 
заметить, что а*( А*(,_2>) = >—2. аА( и/*՜2-2'43—л) = 1. Следовательно, 
вновь и;'*'՝-1)-г,2/чз—1.

Очевидно, де'*Г’-и-2.2»+։ является (V, /г)- критическим и при 
£ = 1, 2.

Пусть теперь р = к(ч—1)4-4-|-2/, где 1=0, 1, 2........ Докажем,
что искомым графом будет р- вершинный граф

= К‘■{֊ К^-з,
где

А'(А') =

У(А/) = |т>։, -г՛,.......... ф2/+7|,
3 2Г+7
и <(г/1'0/)и(^/))и(^1)и(^2/+7 и
։-2 1-6

2»+6
и и (^(+1) 

1-6

Аналогично предыдущему случаю, легко подсчитать, что »•
Пусть к 3 и л = (аЬ) — произвольное ребро графа О*’՛'. Покажем, 
что а^(0*-’’г—л)^>—1. Возможны следующие случаи:



Пусть k - 4. В случае включим х и Л;„_2, , и
граф (ik ■' представим в виде соединения (К1 | А'». |-А\._2) ,. Легко 
заметить, что а*( G*’'—х) ’*(А'- -^_,)4-ал(Л'»(,_22+1_л-) = ,-i. На
конец, пусть <։ з V (Аг), А£У(/Сц,_1)_3). Тогда вершины а и b вклю
чим в К»(»-2)+1 и граф G*’-' представим в виде соединения К„ь р 
+ ((А— °)4*A։) ■|’Л»-։, где V(А։)^1 (Ati.-a, ։)иИ(/С^—a). lie трудно 
проверить, что при этом оа(АС*։,_։։+։—(а6)) = >—2։ аЛ(((Л''֊ац-Л'։)-|֊ 
-|֊Л'»_4)=1. Следовательно, G*’-' является (*, Л)-критическим гра
фом при k >3.

(•*, I)-критичность графа О1’-' очевидна. Рассмотрим случаи 
А =2, которому посвящена работа («՛). Покажем (3, 2)-критич
ность графа Л'/4-А'։. Пусть — |т>|, х = (V г՛,) (соответственно 
х = (у и4)). Очевидно, подграфы графа А'Ц Л', х. порожденный вер
шинами у, Т’։, у». (соответственно вершинами у, г։, гь, г։) и по
рожденный остальными вершинами графа К'+К\ — х, являются 
2-вырожденными. Если же х^Х^К1 ЬА'։)\|(^ г»,), ("и гД. то легко 
заметить, что ։։(А/4- /<։— х) = 2. Так как ։։(А7 -}- Л,) = 5 и

’,(АЧ А։)
«ДАЧА',) I = 3

2
то (3, 2)- критичность графа К' А։

доказана. Пользуясь этим свойством графа и представлением
С2՝-'= (Л' + АД + Азе-։), легко убедиться в (*, 2)-критичности гра-
фа G-'-’7.

Все случаи исчерпаны, теорема доказана.
Очевидно. (3, 1)-критические графы—суть простые циклы 

нечетной длины, а К, — единственный (2. 1)-критический граф. 
На вопрос существования (2, А)-критических графов отвечает сле
дующая

Теорема 2. Для существования (2, А)- критического р- 
вершинного графа необходимо и достаточно, чтобы и.нело мес
то р".՝ А 4- 1.

Действительно, достаточно рассмотреть граф А*_2 ֊г-СР-* .՛.

Вычислительный центр
Академии наук Армянском ССР к 

Ереванского государственного университета
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Գրաֆր կո չվում է է - այլասերված , եթե Նրա ցանկացած ենթաղրաֆի 
էքինիմաք աստքէճանր փորր Լ ի- իցէ *հրավ»ի ւ/ա ղաթ ա քէն է — էՈրոհման թիվ Յյէ(Օ, 4^1, կոչվում է ղաղաթնե րի I ((յ | րաղմա թ քունր ծածկող է - արա* 

ս Կ’։1ած ենթ աղրաֆների նվաղաղու լն թիվրէ (/ է1էէաֆԸ կանվանենք ( 
- կրիտիկական, եթե 0»Ն չի ւղարանակ/ււ մ մեկուսացված ղաղաթներ, 

2է ((]) = V ե ցանկացած .Հ*է.\((/) կ*ղի համար տեղի անի Հ/ք ((1 — X) 7—Լ
Թեորեմ 1. Որպեսզի գոյություն ունենա (հ £)-կրիտիկական (։/^4 երր է = |, ՝<>3, երր /?^2) բ - գագաթանի գրաֆ, անհրաժեշտ 1. 1ւ րավա* րար, որս|եսզի տեղի ունենա —1)-ի1 և —1)-է2'
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О группах полулигейных преобразований

(Представлено чл.корр АН Армянской ССР Р А. Александрии эм 6/Х 1978)

Полулинейные преобразования впервые рассматривались в рабо
тах Сегре для линейных пространств.

В дальнейшем, с одной стороны изучались группы (и полугруппы) 
полулинейных преобразовании линейных пространств, модулей и близ
ких к ним алгебр, а с другой-категории полулинейных соответствий 
(вычисляются радикалы, многообразия и бимногообразия в таких ка
тегориях).

В работе (') рассматриваются некоторые вопросы общей теории 
полулинейных соответствий в рамках универсальных алгебр. Заметим 
еще следующий факт. Как отмечает А. II. Мальцев I ) детальная рае 
работка теории языка второй ступени представляется одной из цен
тральных задач алгебры и логики. А при исследовании выполнимости 
формул второй ступени, как правило, возникают алгебры (или модели) 
с разными системами операций (предикатов). Иначе говоря, формулы 
второй ступени порождают многообразия, или аксиоматизируемые клас
сы алгебр (моделей) с разными системами операций (предикатов!. 
Здесь возникают морфизмы—как пары согласованных отображении 
(полулинейные соответствия универсальных алгебр и моделей).

Известно, что группа полулинейных преобразовании линейного 
пространства расщепляема. Это замечание Бэра остается в силе для 
любых свободных (в категории полулинейных соответствии) алгебр, 
з также и для их производных алгебр. Более того, этот факт справед
лив для любых универсальных алгебр, обладающих (в категории поли
линейных соответствий) базой в смысле Марчевского (а также и для 
их производных алгебр). Иначе говоря, группа АнЬИ полулинейных 
преобразовании обладает полупрямым разложением:

Аи(/И=АиО°М1Х^
где А|Ц°Л/— группа линейных преобразований (т. е. группа <юычных 
автоморфизмов!). Однако вопрос о прямом разложении

АиШ—Аи1(0,/М X//

остается еще не исследованным.
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Полулинейное преобразование модуля ); /?( . • )^>

определяется как пара (7, •>) отображений ?ГА։Нр. \<й/? с условием 
в» 

?(։ • х )=|(«) • Т(х) 
для любых х£Р, ’£/?.

Множество всех полулинейных преобразований модуля Л1 обра- 

зует группу АиЪ'И. Полулинейные преобразования вида(?, в), где 

е-тождественное отображение, образуют группу Аи1(0>М. Это есть 
группа линейных преобразований модуля М и

Ло1‘О)Л1<|Аи1Л1.

Если свободный модуль .И определен над кольцом /? со свойством

Аи։/? (г), то ЛШЛ! -АиРУИ и справедливо равенство 

Ап1Л1 — Аи111,Л1 X ЛШ/?.

Для одного класса циклических модулей сформулируем следу
ющий результат.

Предложение. Если аддитивная часть модуля .И есть цикли
ческая группа и каждый ее ненулевой элемент обладает нулевым 
аннулятором, то Аи1Л4=Аи1(<мЛ1.

До каз а тел ьст во. Пусть Л4=<р ( ); R ( ;) >, Апп (лс) ==0 

для любого х Он образующий элемент. Если (?,•>)€Ли։Л/. 
то для любых ненулевых у€Р и г£/? имеем

у=та, 
га=па, 
уа=1а, 

^(гу)—^\г(та)\=^[т{га)\=^(тпи)=тп^а=п։п1а—т1па=т1га^=гп11а1 

где т,п,1££. Одновременно: ■ ОК
* * ««в

= ,^/’<р(/па)=фг(/п<р« )=фг/л/а, 
и потому 

пп1а=-^гт1а, 

(г—Ьг)/п1а=0. 

Если циклическая группа ф( ) бесконечна, то т1а ^0 и, следо-

вательно, г—';г. Если же циклическая группа <?( )—конечного по
рядка |р|=л, то нетрудно заметить, что НОД ($,/)=!. Следовательно 

«*•
и здесь т1а >0, поскольку Таким образом •{/=£.

Следствие 1. Если аддитивная часть модуля Л1 есть беско
нечная циклическая группа и некоторый ее элемент обладает нуле
вым аннулятором, то АиЬИ=Аи1(0)ЛТ.

Следствие 2. Если аддитивная часть модуля М есть цикли
ческая 1 руппа простого порядка и некоторый ее элемент обладает 
нулевым аннулятором, то Ли17И=Аи1(0/Л1. 
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Будем говорить, что группа Ли1'ЧИ обладает нормальным до
полнением, если она обладает дополнением в решетке всех нормаль
ных подгрупп группы А>ЛЛ1. Иначе говоря, группа //является нор
мальным дополнением группы Ан1(0։Л1, если и только если

/7։21АиШ, Ли։.И=// • Ли1‘0|Л1, /У; 1Аи1(и’М=(е)

Каждое нормальное дополнение группы АиРФЧ, для свободного 
модуля М (определенного над кольцом /?), изоморфно группе Ли։/?.

Л е м м а. Для линейною пространства М, определенною 
над телом р, группа АиСЧМ не обладает нетривиа и,ны и нор
мальным дополнением.

Если /У—нормальное дополнение группы АпГ^’Л! и (?,|)^//, то 
для любого линейного преобразования вида

?* (Х)=>.х, Х^/7 

справедливо равенство

Откуда и вытекает равенство М— ). для любого 1£р.

Для каждого автоморфизма ^Аи|Г определим морфизм ?г£Аи«3 
по правилу:

?*(*)—Мч^хФ- Ф(’л)вя.

где лс = $։е։ ; и совокупность |е4|<е/—база.
Теорема. Пусть пространство М определено над полем и 

группа ее линейных преобразований совпадает с группой всех подо
бий. Если

АиЬИ—АиГи’Л1 X О
для некоторой нетривиальной группы О. то существует нетри
виальная группа Н такая, что

АиР°>ЛГ=Аи1<°>ЛТХ//.

Доказательство. По предположению существуют нормаль
ные подгруппы Аи1‘»’Л1 ПАиБМ н О . I АхИЛГ такие, что Аи(<°>Л1 = 
=*Аи1*«»Л/,<7^0, ОГ|Айй53Л/=(*), Аи(/И=О ■ Аи1<“’Л/.

Можно предполагать, что:

Аи1,0’Л!=(ф1>.....?х< .....  (?։• *։)..... (?/ • ՝>))..... !-

п=(^,։........ .................(?Ч-ИП)..........
Сперва покажем, что каждое линейное преобразование - . Лл0. 
обладает представлением

?х=т>( где ?*( £ .ЛЦГ^’Л/. (Т

Разберем все четыре возможные случая:
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I- ?х=фм • Ф<и).
-֊

2- ®х=(?/. Ф>) • ?“*'’՛

з. ®Х=(Т/, фу) • 
. 1 и*։.4. фк = , ср »

Первис два случая с очевидностью отпадают. Покажем, что тре
тий случай также не реален. Если

?*=(?) .ф/ )-(?<п.ФО1).

т<> /'>=«։ ;у-| и ( |?<о ]->։ фу) Поскольку (т/,Ф/)£ЛиР'Л!, го

(?\ м(®/.Ф/)(М-1.б) =

= (?'®/(?х)՜1. Ф/)—(т’т/’р1՜1 ,Ф;)= (Ф/Фх **Л ф/КА։й<°'/И

и следовательно, АпРв,ЛГ.

Аналогичным путем, исходя из условий (|<р։։)|՜՛,Ф/)£О, |Аи1Л1, 
- I ~ —

получаем ?‘՜ Ъ£(/■
Таким образом,

ОпЛи1|"*Л1 
и потому ■՛ 9

'>/ , ==е.

). ~1 фу). — |

Ф/ = х,

т. е. ф/= е. Противоречие!

Теперь мы заключаем: 
։ 1 1**’ ?'=?Х' • <?Л , 

где
?Л» £ Аи։П9Л1, фхЬ>

Далее устанавливается, что нее элементы группы Аи1'"։Л1 явля
ются на самом деле линейными преобразованиями, т. е. если

(?/ . Ф) ) € Ли1'и’Л1, то фу =г.

Для > У=0, если ^Аи1։°ЬИ, то 

?х?) = ?/

2ВД



Ы'') ?’(?/•<).

?у д-։

Ъ ’ => •
Если же •<?’££// то

(?/1 'Ъ ) ?' (?> '?/ ”')=Ь ?’?/

С другой стороны, существует линейное преобразование т(7 о, 
такое, что

?/ =?,- • т՝.

Следовательно, если ?>•£(/. то

—։ -։ —1 -
?՛•?'(?’•)-’?г =ч>г ?' ?- =ч'! ՛£ а.

♦/ Ъ ъ

Одновременно, из соотношения (<?/, Ф/ ) £ АЩ(0’ М следует

Т • (Т/ .՛>?)■ Т' ՛= (?'¥՜ Т’'?х ’•'?/)€ Ач»։'^Н,

= ф’Г/ г՜’։ £Ан110,Л/.

Из ранее доказанного факта 4'/ вытекает *' и по
тому

о1+/ <к-։)—!>■ ) .

Таким образом:
?^Лх֊‘><ЕОПА^'И 

и потому

В общем случае, поскольку ф1 =? ' -4՛ • имеем:

().)=">, (>., • ),<*)) =ф/ (Х։ ) • 'Ь
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Иначе говоря, все элементы группы АнО^А! являются линейны
ми преобразованиями.

С другой стороны из предыдущей леммы следует, что линей
ная часть Н группы (7 нс является одноэлементной.

Следствие. Если то для любого автоморфизма

Аи1Г справедливо равенство |(Х)=яХ.

Ереванский государственный 
уннверснстет

Вт. 1Г. (гнчиьияиъ
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МАТЕМАТИКА

I. А Ьарссгян

О дефектах и росте мероморфных функций конечного нижнего порядка 

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Н У Аракеляном 20/Х 1978)

1. В 1939 г. Тейхмюллер обнаружил (’), что для некоторых 
классов мероморфных функций, помимо соотношения дефектов

։/»
У'-(«)^2‘) выполняется также соотношение ^|5(а) по- Хейман по
ни (а)
казал (։), что для мероморфной в |г|<^оо функции конечного нижнего 

1/3-։
порядка ряд V'< (<т) может расходиться, если е'Х). Усиливая резуль- 

-<о
тати ряда работ (обзор их см. в (’)), Вейцман доказал (‘). что гля 
мероморфной в |“|</х. функции конечного нижнего порядка ряд 
^о|/3(а) сходится. Поскольку показатель-1- не может быть уменьшен, 
<и> о
результат Вейцмана имеет окончательный характер.

В ряде работ В. П. Петренко изучает распределение величин

3(</)=ф(Ц,и')

?(°о)=

, шах 1п .—ր-Հ------ :Нт 1.-1֊, |ы'(с)—<ւ|
*-« Г(г)

тах 1п |гс՛ (֊)|
Нт о)-г__________

7(г)

Для мероморфных в |’|<С функций «*(7). Величины 3(а) характери
зуют минимальное отклонение к'(г) от а, в то время как 8(<г)

О

I
|к>(ге)*»-а

Л Г)

характеризуют среднее отклоне- 

ине »(г) от ц.

’ Мы пользуемся стандартными и теории распределения значений обоаначення- 
411 (’)•
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В частности В. П. Петренко получил (։) следующий результат, 
который мы приводим здесь в удобном для нас компактном виде: 
Для мероморфной н |г|< функции нижнего порядка ) и

справедлива оценка

1/2+« |

₽(Ч)

Он также показал, что ряд V может расходиться, если е>0. 
(□>

Вопрос о сходимости ряда ^8|2(а) до сих пор оставался откры- 
։а)

ТЫМ.
Пользуясь методами доказательства теорем, анонсированных в 

(‘) и теорией поверхностей наложения .1. ,\льфорса, нами получен 
результат, из которого следует сходимость ряда и одновре-

менно ряда о,/։(а). 
(Л)

Теорема 1. Пусть ®(г) мероморфная Л|г|<^ функция 
конечного нижнего порядка >;а( £С,(/=1,2...(/)— конечный набор 
попарно различных комплексных значений, р(<ь 1,2...^); 2л-
—минимальное расстояние между точками аг,А — тот из ин
тервалов <?2 « котором |и'(/-е^ )—а) |<^т1п(р, 1) и в котором

шах 1п+ 1достигается ы-, ։——------1 |а'(2)֊ч.
такая постоянная К. зависящая только от ). (/С<7х> при /.<<»). 
что неравенство

; |/, 1 = ®'-. Тогда существует

ч

1-1

щах 1п -----------------------
1*1-'______ |а'(г)֊д< I

1Л |
Т (г) (1)

выполняется на некотором неограниченном множестве значений г 
Из (1) и неравенства Кошн-Буняковского вытекает

Следствие 1. Для мероморфной в |г|<^--и функции конечного
нижнего порядка выполняется

V Й"-(о) ао.

Пусть т, (г,а)=-2—>"4 где /1 = (г: |г| —г, (г) •

՝ Б
— г5гп1п (р,I) | Л |—.мера Л очевидно т(г,а)=т, (г, а) -ф О (I1
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и т(г'а‘ тг (г’а>
|Х|» ^|Л||Л|

тах 1п --------------
*1՜' |ш(г)-а< |

Теперь из (I) и (2) и неравенства Гёльдера вытекает
Следствие I (Вейцман). Для мероморфной 6 |г|<^ес. функции ко
нечного нижнего порядка выполняется

2£4|/3(а) <оо.
1<»

И. В сборнике нерешенных задач Хеймана (') приводится сле
дующий вопрос Винклера: Пусть »(г) целая функция (достаточно 
большого порядка) с п. 2 разными асимптотическими значениями 
а*,(Л = 1,2... я), Г*—асимптотическая линия, на которой гр(г) -а», л 
(г.а*,Г*)—количество а*—точек, лежащих на Г* и в |г|^г.
I) Можно ли найти такую функцию, что Л* Пт—1—* '* ' 1

'~х п(г, а» ) 
для А=1,2...л 2) Можно ли взять Л*=1, Л=»1,2...л.

Вопрос 1 и 2 можно образно перефразировать так; может ли 
на Г> лежать .достаточно много՜ и*—точек и может ли на Г» лежать 
.подавляющее большинство* л*—точек для А=1,2...л.

Как сообщил мне А. А. Гольдберг, ответ на первый вопрос по
ложителен. Следствие 2 из нашей теоремы 2 дает ответ на второй 
вопрос.

Теорема 2. Пусть З'(г) — мероморфная |г|<ос функция, /.* 
(£=1,2. ..п) — неограниченные односвязные области, такие, что 
и-(2)-^ац при |г|—-V и , п(г,а^Е^)- количество а^—точек в 
^ГН|г1^г)- Тогда

п Н|Т1 щг.а» ,1л I 
л(/\а* )

Если дополнительно предположить, что функция в'(г) — целая, то

* 11т л(г,а>,£д)^ ; 
п(г,аь)

Следствие 2. Для мероморфной А|г|<^оа функции к>(г) выполняет
ся

2 ь^2.
. *-1

Для целой функции ву(г) выполняется

>- I

Последнее неравенство и содержит ответ на второй вопрос Винклера,
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показывая, что для целой функции существует не более, Чем о.
значение, для которого й* = 1. •4'

Институт математики Академии 

наук Армянской ССР

Դ. II ՈԱՐՍԵՂՅԱՆ
Վերջավոր ստորին կարց ունեցող ւէերոմորֆ 

ղեֆեկտների ե անի մասին
ֆունկցիաների

Հ ալտն ի է (•/,, Պետրենկո (*’) ), որ 
մերոմորֆ |z|<^OO — ում uV(z) ֆունկցիա լի

и,*!*'(* nutHftftlf f{»ipn шЪл/лдгц

(Л) 3IZ2(U)

In lz*i* —-
?(«)

max In---------------
f 0/ ւ 11 |w(z — Ք)1որտե դ -( a )= 11 m---- ----------------------

'•♦X f(z)

ff լա и կոցմից ( *) ամեն մի S — ի (0</<ււ Հ ?ևրեւ ար
դասից ֆունկցիայի օրինակ՝ ո [՛ի համար * ((7 ) տարում ետ Լ:

ի 4ուց ՚սմ/lutfii (Jրոն ^"‘PUC մինչե հիմա punj

խտտանքում բերվում Լ մի արդյունք՛ "р{п/ բխում Լ ոչ

c‘“rrt’ 
մ անի

ւրո ցումիտւո ի/րոնր Lv'(z) ֆունկցիայի
արդլքքնքր ---  Vo**(d): երկրորդ

էր: հերկո/ աչ 

միայն V1I;(<2 

այլ նաե Վ^/ք 
սա մ բերվում |

'իինկլերի մ ի հարցադրման պատասխանր Լայդ հարցադրա մQ բերված Լ III՝ 

Հելմանի չլուծված (ոնցիրների ցուցակում (') k

Л И T F. P Л T У P A - p II ‘I II II II !• H 3 II b L

1 O. f tit/1 mil Her, .Deutsche Math.” 4, 163—190 (1939). 3 У» Хайман, Меромор^ 
nue функции, ни. Мир (1966). 3 Л /1. Гольдберг, .Математический анализ*, т I 
(1973) 4 I. W'fitzman. Ada mathematlka, |28, I -2,41 -53 (1972). 5 li. //. Htnipt^ 
АЪнестня ДИ СССР*, серия матсм.» г. 33. № 2 (1969) • Г. /1. Ьар^г^н. ДАН Cd 
т. 238. М I (1978) 1 И’. К /layman, New problems, 1 am bridge University Ph*' 
155—180. 1974.
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ЬХУН 7978 - --------է

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

М. И. Лазарев, П. И. Перлин

О решении задач пространственной теории упругости 
для кусочно-однородной среды

(Представлено чл.-керр ЛИ Армянской ССР О М. Сапонлжяном 22,'V 1978)

Метод потенциалов для первой внутренней (Г) и второй внут
ренней (II*) и внешней (11՜) задач теории упругости приводит к син
гулярным интегральным уравнениям (’), при этом спектральные свой
ства уравнений позволяют находить решение методом последователь
ных приближений.

В настоящей работе исследуются уравнения для задачи II в 
случае кусочно-однородной среды при совпадении коэффициентов 
Пуассона и доказывается сходимость метода последовательных приб
лижений. Для численной реализации метода можно применять с ес
тественными изменениями регулярные представления, предложенные 
в (’).

I. Пусть поверхность 5, ограничивает тело, внутри которого 
имеется включение из другого материала, ограниченного поверх
ностью S։ (S։ и -S՝2 — ляпуновские поверхности).

Константы Ляме для D2 (0Dt = S։) суть р։ и для D^oDf - 
= W4 И։.

Равенство коэффициентов Пуассона дает

'1А|=Р։/Н։вЛ- (1)
Пусть оператор 7/ t оператор напряжений» определенны и равен

ством

^•^(х) = 2р( — + Mdiv/Z + • rotz/J (2)
dn

здесь н —век гор смешений упругости среды. Из (1), (2), очевидно, 
имеем

Лх ~
Ставится задача: найти вектор смешении м при условии, что ни 

поверхности S։ заданы усилия
|Г։Л«(А-)Р = /(*); *€$».

п на поверхности Sa условия сцепления
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11' (-<)— и (х) = г(х)

|7'.ди(х)| - |Г1Л-«(л')|-=4-|7'|.к«Г ֊ |Г։хм| ===£(*); л£$։ 
R

Индексы , — здесь означают, что предельное значение выра
жений берется соответственно изнутри и извне поверхности. Очевид
но, один раз решай задачу I (II՜*՜), мы можем прийти к условиям, 
в которых г(х) = О (£■(.<) =0). Для дальнейших целей нам удобно 
рассматривать задачу при г(х) 0. В силу сказанного, это не является 
принципиальным ограничением.

2. Будем искать решение в виде потенциала простого слоя

П(д-) = Г(х—у)5,(у)4/у$ 1

5|

| Г(л- -у)?։(у)«/у5

— плотность потенциала, распределенная на поверхности 5/ (/=1,2).
Г(х—у) — тензор Кельвина -Сомильяны (։). В силу того, что 

Г(х у) зависит только от коэффициента Пуассона и(х) представ
ляет решение в обеих средах.

Рассмотрим условие на 5г. Первое условие выполняется авто
матически в силу непрерывности потенциала простого слоя на по
верхности 5;. Второе условие дает (нормаль здесь и далее подразу
мевается направленной вне О,).

7'1ХГ(д- у)?։(у)</у$

/г Л гГ(х- у)?։( у к/х = Ля(х)

или । * 7
Г։ЛГ(Х У)?а(у)^ 1 ЛхГ(А՜ )’)?,(у)<л = ֊е(л

Для главной контактной задачи (поверхность 5Х отсутствует тело за
полняет все пространство). Это уравнение получено и исследовано в 
О- При этом интеграл по 5В отсутствует. Объединяя это уравнение 
с уравнением, полученным из условия на поверхности имеем сис
тему I

<н(*> 71хГ(х у)?։(у)<7у$ 1 /пГ|х- )')»,(у)(/у։-/(л), д£5, 
41 ' •

(3)
?а(х) ։ Г 7, Г1 (х-у)?։(у)с/$ « ( 7'։жГ(х—у)«1(у)</у.ч —— |»(л ); л(Д։

V . ) 1'
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Введем следующие обозначения:

Л//? = ] ЛлП*֊УЖУ)Л, |7'։уГ(х֊у)|Ч(у)</у$, х^1

5>

//(—гильбертово пространство функций, определенных

К /

па 5,;
Н=Нху //։ — произведение пространств.
Пусть л&Нг, <? = (?,;?,); £=(£։;£г), тогда

(«Р/. £/)«,= 1?.^$; (։, £)«=(?1։ £,)н, (?,. е2)н,

В(А) — область значения оператора Я;
Л'(А) -подпространство нулей оператора Я;
Х(Л) —спектральное множество Я;
>4 Я ) —спектральный радиус Я.

Уравнения (3) в операторном виде запишутся

« Т^ = Р. (3‘)
При ։=1 уравнение (3։) совпадает с уравнением задачи II для 

двусвязного тела, ограниченного поверхностями 5։ и 5։.
3. Займемся исследованием полученных уравнений. Нам потре

буется еще уравнение, сопряженное (З1)

(41

где

Г
9

аЛ ,, 
»Л';.

3.1. Покажем, что уравнение (З1) нормально разрешимо и его 
индекс равен нулю.

Для этого подействуем на оператор / /• оператором

В =
О
(/ ’Ап)՜1

Это преобразование эквивалентно. Действительно, поскольку р(Агг) 
==• 1 норму ц и, всегда .можно выбрать такой, что для любого - ՝•> 
будет I || Л'„ || . ^ 1 ‘ г. при этом || || * эквивалентна исходной нор
ме С).

Кроме того, очевидно, при любом к 0 |։|<1. Гакнм образом, 
"рн любом Ь существует эквивалентная исходной норме норма, г.։- 
КПЯ, что
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« и л» II .<1
и оператор В дает эквивалентное преобразование. Итак,

А(/ /□)? — р։ АцС։ ։Л|.(/-4-яЛ..։) 'А։։<р։.

Оператор Л’։.(/ *Кп)-'К:1 вполне непрерывен. Поскольку таковым 
является А։։.

Нормальная разрешимость уравнения с оператором В(/ Г.) сле
дует из нормальной разрешимости уравнения с оператором / Кп (’). 
Кроме того, поскольку индекс / А'и равен нулю, также заключаем, 
что индекс оператора В(/4֊ Г„) равен нулю.

Поскольку оператор В задает эквивалентное преобразование, 
этими свойствами обладает исходное уравнение.

3.2. Определим теперь собственные функции Т*.
Пусть Ч"(х) = а , [йХх], а *,(.?) = ’Г(л) при х$3г, подстановкой 

в (4), пользуясь свойствами потенциала двойного слоя (’), с учетом 
выбранного направления нормали, убеждаемся, что вектор ’Г,(л) = 

/ 2 \= ( ------ - к? ] является собственной функцией оператора Т'л.

Покажем, что шесть функций Ч'Дх), определяемые векторными 
константами а, Ь, образуют полный набор собственных функций опе
ратора Т‘, соответствующих собственному числу — 1.

Покажем предварительно, что || Г» || ^ || Г|| . Действительно, 
для любого р={Р\-1 Р3)£Н имеем (|а|< 1 )

II 1'^ || „= и кпг, ; К„Р2 II „,4- II 4- К„Р, II - |г|^ || ТР II „.
В уравнении

произведем замену (?։; ?։4֊ ֊Ц (/4֊ «А'а)֊։£
\ Л 1

Система (5) перейдет при этом в систему

?. а;1?։ л'1։?։=/1 = /--Цл'1։(/4-ял'։։)
л 4 1

'г А'и?а Л'։1?։ = 0;

При этом

^/։• ?1)н,—(/» ~ ”('?!•
А I

А։։(/ »Л։։) 1ё)н, —
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Здесь использовались следующие равенства

Л 2 >3; Л 2»՛^ — *!|а

II сходимость по норме ряда V Для пояснения знака во зто-
и

ром равенстве напомним, что нормаль на поверхности направлена 
внутрь тела О։.

Очевидно, что из разрешимости (6) следует разрешимость (5). 
Покажем теперь, что условие (/„ 1>,) =0 достаточно для разреши
мости (6). Отсюда, очевидно, будет следовать, что условия

(А՝, ’Пн = (/, ’?») . ֊֊Ь) = </>Мн %)н. = 0 (X)
\* + 1 1 » /и,

достаточны для разрешимости (5) и в силу нормальной разрешимос
ти уравнения получим наше утверждение.

Отметим еще, что последнее равенство в (6) означает равенств» 
пулю главного вектора и главного момента, приложенных к телу £\, 
и как показано в (1), является достаточным условием разрешимости 
поставленное։ задачи теории упругости.

Рассмотрим пространство Н = |? : (?։.'}'։)я|=(?։, ?։)я. 0|. Очевид- 
"о, Л) = ^(/ 77) = |е:(?1Л։) ֊^-(?։, Ф,) = 0 ). Лег-

I 1 » I

ко проверить, что ТЛ^Н при всех а€(0, 11.

Будем рассматривать сужение оператора /'. на Н и обозначим

это сужение 7\.

Покажем, что —1, Если —1^(7’), то /I
и одновременно <р^Л(/ Г) и в силу простоты полюса резольвенты 
оператора (отсутствие присоединенных собственных функций см. (*)) 
Ф =0.

Пусть 1^У(7՜). Легко проверить, что собственными функциями 
уравнения —■!» 7՝*ь=0 являются (0; ՛<*,/) (/=1, 2, . . . 6) и только 
они. Действительно, подстановкой убеждаемся, что эти функции 
являются собственными.

Кроме того, в силу теоремы единственности собственными функ
циями для задачи I могут быть только векторы жесткого смещения, 
т. е. всего 6 линейно независимых векторов.

Далее имеем» очевидно, /4֊7 *)= !?: (?г ?>/) ==^ - 1°г-

ла, если ’.(:П и ?£Л’( / Г), то в силу простоты полюса / !,» <•. 

Итак 1^(Г).
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Известно, что Ч- Кроме того, X (Л Дискретен. От

сюда теперь следует р(Г)<1. И, следовательно, существует норма, 

эквивалентная исходной, г։ которой || 7 ||♦=?<C^•

Имеем теперь при Р£Н и при любом целом //>0

н

О II Тп II ♦ И II * * (\дп II Л II ».

Здесь с։—константа, входящая в условие, выражающее эквивалент- 

ность норм. Из последнего неравенства следует, что при любом Р^Н 
решение существует и представляется рядом

V 7’՞/'. 
Лшш* 
П □

Итак, условие (/։, !<|)=0 достаточно для разрешимости (8), и, 
следовательно, (5), а значит в силу нормальной разрешимости (5) 
наше утверждение доказано.

Попутно мы показали сходимость метода последовательных приб
лижений для уравнения (3).

4. Все изложенное с очевидными модификациями может быть 
применено к задаче 1 для кусочно-однородной среды с совпадаю
щими коэффициентами Пуассона.

5. Если в постановке задачи принять Тх=Т„=й!(1п, Г(х—у) = 
= 1/(х—у); и, ?,/—скалярные функции, придем к задаче Неймана 
для оператора Лапласа, для составной области с заданным скачком 
градиента на границе. Результаты справедливы и в этом случае.

НИИ СП им И. В Склифосовского

1Г. I». 1ВД1Ш)Ч. К <1ЫЧН

ЧшпГ ШП 1|И1ПГ КнлГшиЪп 4||^Ш'| III |г|| ШПШ0(|ш1|шГп11 р |ш{| шЬиН! р |шГ| 

III ш гшд |цГ|||г|| |П|д|Ги|С| |£ши||(1

ПИ! ПиТЪШ О/1 П ! 1^ / III П Ш&1/Ш I/11/Ъ III рмЪ III /• и ПIР Ц1ШрШ-

, прпЪр и иии у ки

II/II шЬЪ у/ни 1/1 Ц! ги/1и11 цп/1бш1/уп1[, 1/шп/! 1/01 пр

ЛшиЬп 1^/1^101! ш յp|t ^илПи/п
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Աքացու չավում Լ ստացված Հա»/ տսարոլմների լտ ծելիութ յունր ե Հավասա
րումների ինդեքսի դրո լինելու փաստրւ Համալուծ հավասարումների սիստեմի 
համար գտնված են ■սեփական ֆուն կցիաներր ե ա պա ց nt ցվ ա ծ / Նեյմանի շաթ
րի զուգամետությունը է երբ հավասարմ տն աջ մասր բավարարվում / լուծելիու- 
թւան ա(ն պայմաններին, որոնք պահանջում են Ֆրեդհո[մի տեսութ յան հիման 
վրաւ

Л И Т Е Р Л Т У Р А — И 11 Ч II. Ъ Л Ь Р 3 0 1' Ъ

1 В. Д. Купрадзе и др., Трехмерные задачи математической теории упругости и 
терг’оупругос.н. «Няукэв. М, стр 660. 1976 2 П И. Перлин, ПММ. т. 40. вып 2 (1976). 
’ С. Г. Крейн, Линейное уравнение в банаховом пространстве. «Наука», стр 103. ,М . 
1971 4 ЛГ Д. Красносельский и др.. Приближение решения операторных уравнении, 
стр. 453, «Наука». М., 1969.
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Информационные критерий оценки эффективности 
астрофизических наблюдении

(Представлено академиком В. А. Амбарцумяном 28/У11 1978)

В настоящее время астрофизические наблюдения выполняются при 
помощи сложного комплекса оптических приборов, приемной аппарату
ры и вычислительных средств, образующих систему, по которой прохо
дит информация об исследуемом объекте. Информативность астрофи
зических наблюдений, эффективность использования оборудования и 
времени наблюдателей зависят как от выбора и согласования парамет
ров и режимов работы составляющих звеньев системы, так и от мето
дики наблюдений и обработки данных. Под информативностью здесь 
подразумевается получение в результате наблюдений максимально воз
можного объема сведений об исследуемом объекте или явлении.

В данной работе не рассматриваются вопросы оценки содержания 
полученных при наблюдениях данных, ценность которых в большой 
степени определяется постановкой наблюдательной задачи, априорны
ми сведениями, состоянием теории и другими факторами.

Для правильного выбора и согласования параметров надо рассмат
ривать наблюдательную систему как единое целое, учитывая преобра
зования и искажения, вносимые всеми последовательными звеньями 
информационного тракта Большое значение при этом приобретают кри
терии, по которым оцениваются, сравниваются и выбираются различ
ные звенья системы. Обычно для оценки телескопов, оптического ин
струмента, приемной аппаратуры используются т. и. <паспортные* дан
ные. относящиеся к непосредственно измеряемым величинам такие как 
светосила, разрешающая способность, чувствительность, коэффициент 
усиления и др., не дающие сами по себе представления о влиянии дан
ного прибора на информативность системы в целом, и поэтому не всег
да удобные для сравнения и выбора вариантов, особенно в тех случа
ях, когда наблюдательная задача может быть решена с помощью р.п 
личных приборов, отличающихся по принципу действия, т. е. по раз
мерности параметров, определяющих их качество. В таких случаях зат
руднительно судить об эффективном согласовании параметров после
довательных звеньев системы, тем более, что нередко улучшение одно
го параметра достигается иеной ухудшения другого. 
302



Это приводит к необходимости определения обобщенных критери
ев. применимых ко всем звеньям системы и отражающих взанмозависи 
мость отдельных инструментальных и аппаратурных параметров. К 
числу обобщенных характеристик, предложенных для оценки астроно
мических приемников, относятся эквивалентный квантовый выход (’), 
скорость получения информации (2) и др. Эти величины все же не 
могут служить достаточно полными характеристиками информационной 
способности, так как в них не отражены такие важные факторы, как 
динамический диапазон, спектральная чувствительность и т. д. Крите
рием. позволяющим учитывать параметры различных звеньев системы, 
является проницающая способность, или предельно обнаружимая 
звездная величина (34). Однако с помощью этого критерия можно 
оценивать только пороговые свойства системы, но нс способность пере 
давать полную информацию об объекте.

Единый подход ко всем звеньям системы и наиболее полный учет 
влияния различных параметров па работу всей системы становятся 
возможными при обращении к методам теории информации ($). Раз
витие аппарата теории информации применительно к оценке оптическо
го изображения, оптических систем и приемников (я՜8) позволило 
вплотную подойти к использованию этих методов для оценки эффектив
ности астрономических наблюдении.

В настоящей работе в общем виде рассматривается передача 
оптической информации при астрономических наблюдениях, определя
ются обобщенные информационные характеристики системы и устанав
ливаются выражения, связывающие эти характеристики с рабочими 
параметрами звеньев н условиями наблюдений.

Передача оптической информации в астрономической наблюда
тельной системе. В общем виде структура информационного тракта при 
астрономических наблюдениях может быть представлена следующим 
образом:

Все интересующие нас сведения о наблюдаемом объекте, содержа
щиеся в приходящем от него световом потоке, сводятся, в сущности, 
к распределению излучении по сферическим координатам а, 3 (в фо
кальной плоскости телескопа преобразующимся в линейные координаты

У), времени I, длине волны >֊, позиционному углу электрического 
вектора 0, фазе э:1Г Ф(»,?,/,>• Д<р). Диапазоны изменения этих аргумен
тов определяются условиями наблюдений, возможностями цистру мен
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тов и аппаратуры, поставленной задачей, и г. л. Точность измерения 
Ла, ЛЭ и др. в идеальном случае должна ограничиваться принципом 1 
неопределенности. Шестимерное пространство сигналов, таким обра
зом. может быть разбито на п=п, • п9 ■ п։ ■ пп • пк • «т- элементарных

®т1п .. ртах Рп11пячеек, где лв =------ --------- , п-^------ —------ и т. д.
△а Др

Уровень энергии сигнала в отдельной элементарной ячейке мо
жет быть определен с конечной точностью, позволяющей с заданной 
вероятностью отнести ее к какому-либо интервалу ^\Х/1 значений 
энергии. Это обусловлено стохастической природой излучения. Опре
делив величины интервалов Л У/ на всем измеряемом диапазоне 
и"т« и’ппп- мы найдем число т различимых градаций энергии сиг
нала в каждой ячейке.

Таким образом, каждая из л элементарных ячеек может находить
ся в одном из (ш + 1) состояний (с учетом нулевого уровня), и всего 
можно различить (ш 1)" возможных состоянии наблюдаемого объек
та. При оценке информационных свойств системы будем исходить из 
максимальной неопределенности получаемого сообщения. Тогда все 
состояния равновероятны и количество информации об объекте, кото
рую могла бы зарегистрировать идеальная наблюдательная система, 
равно

/У=л1од,(/п-|֊1), бит. (I)

В реальных системах при прохождении сигнала через последова
тельные звенья тракта происходят существенные потери информации. 
Во-первых, уменьшается число п элементарных объемов из-за ограни
ченного разрешения в пространстве, по спектру, во времени и т. д 
Уменьшается также число т различимых градаций энергии как из-за 
поглощения и рассеяния, так и из-за конечного динамического диапа
зона, ограничиваемого снизу шумами, а сверху насыщением в оконеч
ных звеньях.

К принципиальному ограничению количества передаваемой инфор
мации в реальных системах приводит сокращение числа независимых 
аргументов. Оконечные звенья тракта, непосредственно от которых 
мы получаем информацию, воспринимают и представляют ее в виде 
распределения интенсивности У7 по пространственным координатам 
х, у или времени Л Поэтому за телескопом в структурной схеме 
следует оптический прибор-анализатор (спектрограф, поляриметр, 
интерферометр и пр.), преобразующий функции по >, О или о в 
функции по х, у или /. Па этой стадии происходит отбор информации 
по определенным аргументам исходя из задачи наблюдений. Пр» 
этом, разумеется теряется, информация по всем остальным аргументам, 
в том числе по аргументам, служащим .посредниками*, т. е. по х, )՛ 
или /. Шестимерное пространство сигналов сводится к одно—, двух 
или трехмерному Ф(х,у,/).
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Результирующее количество информации на выходе системы

Нр=пр\о^(тр 1), бит, (2)

где пр и /и/։ зависят от условий наблюдения, структуры системы и 
параметров ее звеньев.

Максимальное количество информации, передаваемое системой, 
(информационная емкость), количество информации, приходящееся на 
единичную площадку, (удельная информационная емкость) и количест
во информации, передаваемое за единицу времени, (информационная 
пропускная способность) являются .характеристиками, обобщающими 
влияние отдельных звеньев системы на ее информационные свойства 
При сравнении различных систем важным критерием является величи
на информационной чувствительности (или информационного квантово 
го выхода), определяющая количество информации на выходе, прихо
дящееся на единицу энергии излучения на входе (или на один приходя
щий квант) (’•*).

Связь обобщенных информационных характеристик с параметра
ми звеньев системы. Носителями информации на входе системы явля
ются кванты излучения, а на выходе—т. и. «сигнальные события 
(электрические импульсы, почерневшие зерна фотоэмульсии, деления 
шкалы измерительного устройства, вспышки на экране ЭЛТ и т. д). 
характер которых зависит от характера преобразований, выполняемых 
оконечными звеньями системы.

Пусть наблюдаемый объект излучает в каждой элементарной 
ячейке пространства сигналов в среднем А'о квантов. Число сигналь
ных событий на выходе линейной системы будет равно Лгс = САг0. В 
коэффициент С войдут такие факторы, как экстинкция и рассеяние в 
атмосфере и и оптике, световая эффективность оптики, квантовый 
выход, чувствительность и коэффициент усиления приемника и т. д. 
Кроме сигнальных, на выходе появляются также шумовые события 
•Ч։|, вызванные фоном излучения ночного неба, собственными шума
ми приемной аппаратуры и др.

Если приход сигнальных и шумовых событий описывается рас
пределением Пуассона, то для числа т различимых градации с։п на
ла будем иметь (։о)

Т*։-|-8(^ Л'ш) Н.У.;1
"1 2Л (3)

где Л—коэффициент достомерности, характеризующий точность 
измерений.

Число п элементарных ячеек можно найти с помощью теоремы 
0 Дискретном представлении через параметры, характеризующие раз
решающую способность звеньев. Рассмотрим, например, определение 
числа п для телескопа. Согласно критерию Рэлея (4) при шамс Iр» 
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изображения звезды .«.« получим величины наименьшего разре
шаемого расстояния а=£/2, .w.։r и разрешающей способности /?֊֊1'з од 
ч.ч՜’. В соответствии с теоремой о дискретном представлении (5։|| 
сигнал полностью описывается значениями интенсивности в точках, 
отстоящих друг от друга на расстоянии 1/2Z?. мм; число отсчетов щ 
единицу длины (т.е. число элементарных ячеек) п=4/£,

Полученные значения т н л можно подставить в выражение (2) 
для количества информации. При этом, однако, предполагается, что 
передаточная функция постоянна во всем диапазоне передаваемых 
пространственных частот вплоть до предельной частоты, определяемой 
разрешающей способностью.

В реальных системах каждое звено является фильтром простран
ственных (и временных) частот с нендеальной передаточной функцией 
С возрастанием частоты сигнала уменьшаются контраст и отношена 
сигнала к шуму на выходе, и, соответственно, число градаций. Выход
ной сигнал получается как свертка входного сигнала с аппаратной 
функцией звена; произведение Фурье-преобразования входного сигнала 
на частотно-контрастную характеристику (ЧКХ) дает Фурье-преобра- 
зование (спектр) выходного сигнала (4>։։).

Выражение для количества информации в двумерном изображении 
имеет вид (*’):

S(u, 7՛) 7 г(м, V).. ,
1------------------------ d adv, бит • мм *, (4)

Q(u. v)

mix ՝ тл

где «=.с-1; v-.y՜1—пространственные частоты, .и.и՜՜1; S(.7,u); Q(u, vl 
— спектральные плотности входного сигнала и шумов соответственно; 
T(u,v) -ЧКХ. Если входное сообщение и шумы характеризуются 
максимальной неопределенностью, то S(u,v) const и Q(u,v) =const 
Тогда для осесимметричных систем

max

н |Н /n(0)r®(v)|vdv,6HT • мм՜2, (5)
и

где г>։, мм 1 и /л(0) — число градаций при нулевой простран
ственной частоте, определяемое по формуле (3). (

На основе предложенной методики авторами выведены расчетны* 
выражения для оценки информационных свойств астрономически։ 
наблюдательных систем.

Авторы выражают благодарность академику В. А. Амбарцумян) 
за обсуждение настоящей работы и ценные замечания.

Институт радиофизики и злектроннки
Академии наук Армянской ССР
Бюраканская астрофизическая обсерватория
Академии наук Армянской ССР
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P. : ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ. Վ. II. 011ԿԱՆՅԱՆ

Աստղա<|խւււս1||սն i||iinnidUr|i տԼղԼկատվությււէ&|| <|БшБш<пЬ|П' 
ի ЬфигմԱ1<յ|1 ոն չափանի »Г»|,гр

Աստղադիտական դիտումների ժամանակ օպտիկական աղղանշանր ան /֊ 
նոլմ Լ տարրեր սարրերի միջով, որոնց համատեղ կիրաոմամր Լ միայն 
հնարավոր ստանայ անհրաժեշտ տ եղեկութ լունր դիտվող մարմնի մասին։ 
Ուստի աստղադիտական դիտումների ժամանակ անհրաժեշտ Լ սաբրերն իրար 
այնպես հարմարեցնել, որ ‘ւնարավոր յ քւՆ ի ստանայ լավա ղու յն ղիտողա կան 
արդյունրներւ 1/ակայն միշտ չէ, որ հնարավոր Լ տլդ 1Անդիրր պատշաճ ձևով 
լուծել, ջանի որ տարբեր սաբրերի հ ա տ կ ութ յՈւննե րր բնութ աղբող պարամետ
րերի չափողականոլթյուններր հաճախ տարրեր են լինում ու հնարավոր ժ 

նրանր անմիջականորեն իրար *ետ համեմատելէ
Տարրեր սարրերի իրար հարմարեցման խ^դիրր լուծելու համար Ներկա 

տ ՝ խ ա տ ո ւ թ յ ո էն ո ւ մ առաջարկվում Լ մի մոտեցում, որր հնարավորության է 
տալիս, կիրաոելով ինֆորմացիայի տեսության ւսպարատր, երկնիւ թվա
նշաններով (բիտերով) գնահատել ասեն մի սարրի, ինչպես Նաև բոլոր սար- 
բերի կողմից համատեղ բաց թողնված տեղեկութ յան րանակրւ Այղպիսով 
հնարավորություն է ստեղծվում համատեղ կիրառվող տարրեր սարրերր իրար 
այնպես հարմարեցնել, որ ուսումնասիրվող երկնային մարմ իններից ստաց- 
վի առավելացա յն հնարավոր տ եղեկությունրւ
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ЭНТОМОЛО1 ИЯ

С. М. Яблоков-Хнзорян

Новый вид жесткокрылых-скрытнохоботннков из Армении 
(Со1еор1ега, СигсиПоп!с1ае)

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Э. А, Давтяном 8/У1 1978)

СетНоггЬупсЬиз рпош |аЫоко11-К1шгог1ап $р. поу.
Армянская ССР: Ленинакан, селекционная станция, 10/1Х 1962, 
X. Арутюнян, голотип. Джрвсж, 30/1Х 1951, в ущелье под кустиком 
ЕсЫигп, паратнп. Голотип в коллекциях Института зоологии АН 
Армянской ССР.

Тело и ноги черные. Тело покрыто густыми чешуйками, сверх) 
желто-бурыми с резким рисунком из белых пли желтоватых чешуек, 
снизу белыми. Усики темные со светлым жгутиком. Белый рисунок 
образует продольную полосу на лбу, расширенную кпереди, сложный 
рисунок на переднеспинке, состоящий из 3 полос, 2 дуг, соединенных у 
середины, и белой основной каймы, с боков имеются еще нечеткие ко
сые полосы, отходящие от середины роковых продольных полос и на
правленные косо назад. На надкрыльях чешуйки образуют крестооб
разное прищнтковое пятно с узкими косыми перекладинами, по изогну
той полосе за плечевым бугорком, от основания которого отходит корог 
кая продольная полоса и многочисленные полосы различной длины в 
задней половине надкрылий, в том числе пара коротких пришовных. 
3 пары длинных на следующих промежутках, местами прерванных, н 
по 5 коротких, совместно вырисовывающих дугу. На 3-ем промежутке 
полоса, загибаясь у вершины, продолжена вдоль вершинного выступа 
заднего края надкрылья. Длина (без хоботка) 4,5 мм. Рис. 1.

Глаза округленно треугольные (рис. I), при осмотре сверху выгля
дят плоскими. Лоб между глазами со щеткой торчащих чешуек. Голо- 
вотрубка слабо изогнута, такой же длины, как персдиеспинка, ее бо 
роздки соединены на ее вентральной стороне. Усики тонкие, их рукоять 
слабо н постепенно расширена к вершине, 1-й членик их жгутика УД 
линейный, вдвое шире и едва длиннее 2-го, вдвое длиннее удлиненных 
3-го и 4-го, следующие 3 членика едва длиннее ширины, булава по 
длине равна членикам жгутика 3—7, вместе взятым. Псрсднсспинка с 
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сильно приподнятым воротничком, с глубоко вырезанным сбоку перед
ним краем, за воротничком сужена, затем расширена, с закругленным 
боковым краем, без бугорка или ребрышка, боковой кант закруглен и 
зернистый, диск очень густо крупно точечный, промежутки между том-

Рис. 1. Сеи(ЬопЬупс1)ив ^пош։ КИпт. $р, поу. 
паратнп, габитус, голова сбоку и коготки .

ками сведены к узким килям Надкрылья с четким плечевым бугорком, с 
широкими бороздками, промежутки которых плоские, втрое шире бо
роздок, с гонкими темными и широкими ланцетовидными светлыми 
чешуйками, темные расположены в 3 ряда, светлые—в 2 3- Бороздки 
с рядом темных тонких, малозаметных чешуек, выглядят голыми. На 
7-м, 8-м и 9-м промежутка х имею гея зубчики, более крупные и густые 
кзади н к боковому краю. К тали надкрылья спадают совсем плоско, с 
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маленьким выступом вдоль уплощенного вершинного края, перед этим 
выступом с поперечным рядом из 5 зерен. Пигидий равномерно покрыт 
белыми чешуйками Низ и ноги обычного для этого рода строения. Все 
бедра и коготки с острым зубцом. Средние и задние голени с коротки 
мн корзинками.

Этот вид—типичный представитель скрытнохоботников из рода Сев- 
torrhynchus Schonh., принадлежит к небольшой группе видов Mogulo- 
nes Reitt., насчитывающей вместе с ним 7 видов. От всех родственных 
легко отличается уже по рисунку тела, который своеобразен тем, что 
на переднеспинке соответствует нормальному рисунку этой группы, 
тогда как по рисунку надкрылий напоминает группу Hadroplontux 
Reill. Кроме этого, у всех видов группы, кроме radula Germ., на над
крыльях скат спадает более круто, зубцов меньше и они много мельче. 
У radula, наоборот, зубцов много больше и они достигают 4-го проме- 
жхтка бороздок надкрылий, переднеепннка без дугообразной перевязи, 
рисунок надкрылий тусклый и состоит из полос, крестообразный рису 
иок у щитка очень топкий, с длинной перекладиной.

Институт зоологии
Акалсивн наук Армянской ССР

II. 1Г. ЗЦ1Ч1Н։П<-1.ьаПР9ЦЪ
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(Coleoptera, Curculionidae)
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ԲՈՎԱՆԴԱԿՈՒԹՅՈՒՆ ԼՃՆ|| հԱՏՈՐԻՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱէ. Ա. ԴանիԼ|յան — րնդհատումներով սպասարկման միալար սիստեմների զրտդվա- 
Հաթյան պարբերությունների մասին • •••....Ա. Ի. ^Լտրոսյան-Օրոշ տիրույթներում 7-Հ ավւԱԱ արմ ան գնահատականով ԼՈլՀման 
մասին • ♦••••••...

1հ Դ. «.այրսւպԼտյան — երկրորդ կարգի Հիպերբոլական հավասարումների Համար Լո- 
պատինսկու պայմանի համարամեբ ձևակերպումների մասին..................

11. ԱոսւքԼլյսւն — Ռելյատիվների Հոմ ոմորֆիզմների մասնակի կիսախմ րի մինիմս^ 
երկկողմանի իդեալ . . , . ,Վ. Ն. Վարդազարյաէ-Դիրակի միաչափ պատահական մոդելային պոտենցիալներով 
սիստեմի վիճակի խտության մասինՄ. Վ. Ղսյ4Ա1րյա^— Սեպարատ մերոմորֆ ֆունկցիաների մասին .

II. Թ. \7[լրւոշձ^^— Բաշխումների բնութագրման կայունությունը և նորմալ բաշխման 
որաշ յայն իմաստով բնութագրական Հատկությունները .......Զ. Ա. ԿարԼյան-կոդմնորո չված գրաֆի տրո հ ում ր նվազագույն թվով կոդմնր րոշվաձ 
անտաոների ........... ...Մ՛. Հ. Խաչատրյան-Արտածման բարդությունր Հատույթով և աոանց Հատույթի ձևային 
համակարդերում .............Մ. Մօվսիսյան — ե/մբակերպեր, որոնք Հանդիսանում են խմբերի գումարներ

II, Խ. Դարվինյան, Կ. 17. ՄոսԼսյան— *• ան ցի կլի կ ‘ամասեո կոզմնորոշված գրաֆների 
մասին .............................................................

II. Հ. (7արտիրոսյսւն, է. Մ. Պււղոսյան— Համաձայնեցնող ինդուկտորների Համեմա

տական բնութագրերի կայունության մասին ..•••••••Ա. Դ. Դրիզորյան-Փոբր պըեդադիտիվ կատեգորիաների վրայի մոդուլների Հնդոմոր- 
իիղմների օղակներԼ. Վ. ՄիքայԼ՚յան— Քրիստոֆելի բանաձևի անայոգր միավոր շրքաՆագծի վրս* 
•րթսգոնալ բազմանդամների համար(Լ Ի. Պէտրոսյան— տարածության մեջ որոշ տիրույթներում Հոլօմորֆ ֆունկ

ցիաների մոտարկման մասին ,...•••••Մ. ժ. Դրի<յորյան-£/», I /><2 դասերի ֆունկցիաների ներկայացումր օրթոգոնալ 
սրբերով ................................ ....

II. Դ. Ռուբանովիչ-եւդվող գործակիցներով սինգոպյար ինաեգրալ .ավասարում - 
եերի մասին . .,..••••••Ս. 1ք. Դյողուժյան, Կ. ւր. Մ՚ոսԼսյան — Հստ գագաթային է -տրոհման թվի կրիտի
կական գրաֆների մասինՏոս (ր. ւրովսիսյան-Կիսագծային ձևափոխությունների խմբերի վձրարերյալ .Դ. 1Լ. (։ար։ւ1.ք|յաս— Վերջավոր ստորին կարգ ունեցող մերոմորֆ ֆունկցիաների դե 
իեկւոների և աճի մասին .......

յ
13

13

25

ՏՏ 
€9

129

193

193 
203

208

212

218

257

264

269

275

261 
295

291

•*1 1'1Սա։||ԼՆ ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱՌ. II. Մինասյան-Գնդի համար շերմ ահ ա գորդա կան ութ յան խաոր եզրային խնդրի 
յ*սին ................................. ...........................ՄեխանիկաԱ. Հ. Դալոյաէ-Յարամոդուլ նյութից պատրաստված սաէերի րնդւայնական 
նոլմների մասին ..............................................

շշշատա-
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Ա. Վ. IՂ |Ո 11« էկ յ ա ն—Գերձայնային Հ^զի հոսան քում մեմրրանի տատանումների 
խնդրի մասին • ............

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՍՒԹ5ԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅՈՒՆԱ. Վ. 11սւ£էսկյան_Աուսձդական շերտի եզրերով հաստատուն արաղությամր շարժվող 
կենտրոնացած ուժերից և յերմալին աղտուրներից ազդեցության ֆունկցիաների կաոուցումր Ա Հ. (ևսԱՈյւսն, II. Պ. Ս՞Լլք ոՇյսւն-Պարբերական զյանային ճեղքերով թուլացված 
•պտտվող պլանի ա ո ան զ րա ս իմ ե տր իկ խնղիրր .........Վ. Ս. 1էակս»ր|Ա|ք« — Դրամաձե ճարով թուլացված աոաձւէԼսկան շերտի համար մի 
աոան քք ասիմետրիկ կոնտակտային խնդրի մասին .......Մ. Ւ. |սւց։սր1.»|, Պ. I*. ՊԼր ||ւն — Կտոր աո կտոր համառես միջավայրի տւււսձղա- 
կանության տեսության տարածական խնդրի յոլծման մասին • ■ • • ■ 

11ՈՂ*Ւ ՏԵՍՈՒԹՅՈՒՆ
II. II. է|ն(||ւբարյան — Հաստատված սողքի ոչ զծւսյին տեսության ՚>արթ կոնտակտային 

մի խնդրի մասին հարակցմ ան ուժերի հ աշվաոում ով .......Լ. Ա. ՇԼկւան-Ազատ հենված աոաձզական հեծանին մարմնի 'արվածի վերտրերյայ 
կոնտակտային խնղիրր • ••••••••••■էլեկտրադինամիկա

1Լ. ՛Լ. ւ՚ուփֆյւսն—իյեկւորամադնիսական օսցիյյատորում ([.Շ-կոնտուր) Լներդւսւիո-

խանակման հիմունքների մասինՖԻ9.ԻԿԱ
*1. II. ՊIIւԱ|անյ• սն—II եփական ժամանակի րնղհանրացված ււլ ա տկ երաց ում յւ քվանտային 

էլեկտրադինամիկայում փոքր հեռավորությունների համար ...»Գ. Ա. Վարդանյան — մրջման կետերի կասլված վիճակներր րվ անսւալին բյուրեղումԱՍՏՐՈՖԻԶԻԿԱՍ. Գ. 1‘սկոէղար|ւսն —- ] քք I I տիպի դայակտիկաների վիճակագրական էոԱոէմեասիրւՈ» 
թ յան նախնական տվ լայներ ..»•■••••••Հ. Վ. Պիկիշյան— Դիֆուզ անդրաղարծման խնդիրն րստ հաճախականությունների եա֊ 
ոազայթման վերարաշխման կամ ա լական օրենքի դեսյրում .....

I*. 2. Կար աււ|Լսւյան, Վ, II. Օսկանյսւէ՚ւ — 1Լստղա ղիտւսկան դիտումների տեղեկատվու- 
վԼոէնր ղնահատեյու իմ ֆորմացիոն չափանիշներրՖԻԶԻԿԱԿԱՆ քիմիա

II. Ր. 'Լուկասյան. Կ. Ա. ԿոսւոաՕյաձ-№շՕ-AiյOэ (Տ|Օշ, ՇօՕշ. 1^շՕԷ) համա- 
կարպերի ապակիների I, յ ե կ տ ր ա հ ա ղ ո ր դ ա կ ան ո ։ թ լ ո ւԼ թ .......օրգանական քիմիա

II. Դ. Մացոյան. II. Լ. Լնֆիաք|ան. Վ. Լ. ԴանիԼ|)Ա>Շ. Լ. ճ. 11ար<]սյա£ — Բինար սիս
տեմի ււաղիկալ ս ո պոյիմ երմ ան և տեյոմ երմ ան պրոցեսի Ուսումնասիրության շղթւսյի փո
խանցումով սոնոմերին վինիլացետւստհե րսա րյորրութ աղիեն օրինակի վրա . .ԳԵՈՖԻԶԻԿԱԿ. Պ II.ման, Ա. 1Լ. Մամրւււ(|յան, ’Լ, 1Լ. Ա։ <||ւ|՚սւք1 ւ| Գամմա քվանտների թւււլտցման 
I ֆեկտիվ դործակիցներր րինոմաք օրենքով րւււյխված ան • ամ տ/»ես ու թ յա մ ր ւււարակւսդւ/ 
միյավայ/ւումԳ. II. Գ|||<|Ո ր յան — երկւսթա 'ան քերի պւսյարների զնա 'ատումն րստ մւււդնիսական 
Հանույթի տվյայների .
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Տ1։’ւՏՈՆ|>ԿԱ
II. Ն. Նա^արԼբյաէ-շա^ա^աէ ՍՍՀ և Նախիքևանի ՒՍՍՀ տարածբՆերի 

օ>Ւ4 Ւորքա1ՒՆ սէ^միկականությաՆ զՆահատոլմ և „,թ բա/անոյ ,էյսյիկ
զոտու անք ատման փորձ •••••...

II. Ն. Նաոարհրյան_2ա;(,ա4աե ՍՍՀ և Նախիքեանի ՒՍՍՀ տարաէքներ/, խորբալն 
բեկվածքների տեղաբաշխման ընղհանուր օրինաչափությունները

106

232ՐՒՈԱ<Ա’ԿԱՍ. Ա. 1'աքինյան. Մ. I*. Աղամանով. Վ. Դ. Մխիթարյան- Սոնետների Ա-րղարյիքնև.
րի թաղանթային պոտենցիայի հետազոտությունր այրվածրային վնասվածքից հետո . /ճճքՓՈ11*1Ո*ԱՌ. Ա. Աա քարյան, Ռ. Դ. Պոզոսյան-Գյյոլկոկորտիկոիղներով յիմֆոցիտների րրոմոոո-
մալ ԴՆՒ-ի ղեղրաղացիան կանոնավոր կրկնվող հատվածների . . .110Ա. Ա, 'Ւալոյան, Ա. *1. Անսւոնյան. Վ. Վ. Օաեւխ 1Ւ. 2. Գալստյան — Հիպոթայամաաս
քին նոր հեքսապեպտիղի աղղեցությունր աոնետների մոտ ինսուլինի սեկրեցիայի վրա 172

II. Ա. Դավոյան, Ռ. ՍՀ IIրապիոնյան, Ռ. 0. Կարապետյան, Ֆ. Մ. Սանակյան. Ս. Ա.
11անակյան, Դ. Ա. II ւսրիբ Լ կ|Ա1ն— Գյիցինամիղացված սեֆաղեքս (_յ—1Օ-ի միջոցով ղիսոց-
ված նեյրոհոմոն .Ը-/» երկու իզոձևերի հայտնաբերման մասին . ... . 17Ճ
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