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МАТЕМАТИКА

Э. А, Даниелян

О периодах занятости одноканальных систем с прерываниями 
обслуживания

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М Джрбашяном 28/711 1977)

Г. В (։) предложен путь определения совместной функции рас
пределения (ф. р.) периода занятости (п. з.) и числа обслуженных 
за п. з. вызовов в общей одноканальной системе массового обслужи
вания СМО с ожиданием и несколькими потоками вызовов, не при
бегая к преобразованиям Лапласа. На основе результата из (’), 
который сформулируем ниже, в настоящей заметке получены анало
гичные результаты для СМО с прерыванием обслуживания.

В СМО без прерывания обслуживания, с ожиданием, г незави
симыми пуассоновскими потоками вызовов £։, ..Аг и одним при
бором, параметр потока £, / вызовов (/=1, г)—а,>0. Случайная 
длительность обслуживания /— вызова Э/ с ф. р. 5,(/) представима 
в виде суммы д/ независимых случайных величин (сл. в) ^ = Зр’-|- 
4֊ • • ■ Р1РРСЛ = (I = 1~ у = 1՜ <7^1). Длитель
ности обслуживания независимы в совокупности и не зависят от 
процесса поступления. Будем говорить, что сл. в. рш является у- 

фазой I- вызова (/ = 1, г; ] = 1, <//; 7/^1).
Пусть с момента 7 = 0, в который в системе присутствуют /«,• 

нетронутых обслуживанием /-вызовов (7=1, г; время х^О
прибор заперт для обслуживания. Обозначим через "(л; т'г'), где 

= (т1..., л։г), первый момент ^=л отсутствия вызовов в системе. 
Сл. в. к(л; т։,>) — п. з. со временем задержки л5=0, инициированный 
гп[ /-вызовами (/ = I, г; т/^0).

Пусть $(«”■>; где л(г’ = (л„ ..., пг), ^ = (</։, .... дг),
_ ։ /^г>), /^«*> = (/А։, ..., /^), есть следующее событие: 

|Пь /г- вызовов обслужено; суммарная длительность у — фаз А’-вы
зовов </ъ(Л=Г7; / = Т?*; И ПтР)(л; л<'>; /^-вероят
ность (вер.) осуществления события 5(л(,>; /(*'г1’) в п. з. "(л; /л1'՜1).

Теорема 1. Если 5)л(4-0) =0 (/ = 1, г; у’ = 1, дг,
Дт4- • • • +л/>0, то

3



rf<։«։r,»nmRi(x; л<'» /w{,)) = exp |—a • Z|/I"l')l-I"',fll֊1

“i nb H' 
П+—--------
*-1 (л*-/л*)|

Q ъ H *
П dt (I)

где У+/ П+) означает, что суммирование (произведение) берется 
Гл\*-։/

по тем к, для которых т$^>0(лл^>0); (1 — знак дифференциала, •— 

знак свертки

/ = A--L|f/i>|+ ... +|/<«r>j; ••• +4՛ 1"'('’1 = '«>+ ... +«։<;

4l
П ՛ dtltq^ — П dtl/\

2°. Рассмотрим класс СМО. описанный выше, при д։ = ...= 
= qr = \, с тем лишь отличием, что Z-вызов, поступивший во 
время обслуживания у-вызова (1 ■</</<», замещает на приборе 
/- вызов, который: а) при новом поступлении на прибор дообслу- 
живается; б) теряется; в) обслуживается заново. Классы дисциплин 
а), б), в) включают в себя дисциплины абсолютного приоритета с 
дообслуживанием, потерей и обслуживанием заново прерванного 
вызова (*). ,

Результаты, выводимые ниже, для разновидностей СМО с аб
солютным приоритетом справедливы для классов дисциплин а), б), 
в) соответственно.

3 . Абсолютный приоритет с дообслуживанием. Пусть л,/-։>= 
“(П/2....... л/г), /<'֊’> = (/,..........tr) (/=1,2); л*'֊։>=(л<''։։, <֊•>)•
Определим событие: Г(л<2'~2); t(r~u )= | обслужено л2* Л-вызовов 
за время <^/*; обслуживание Л-вызовов прерывалось ли раз (6 = 
= 2, г)| и, всюду ниже, S(n, I) = | п I-вызовов обслужено за 
время </|, ~(/П(г)) — п. з., инициированный /n(f) штук вызовами, 
-*_i — п. з. обслуживанием 1, k— 1-вызовов, инициированный од
ним 1,6—1 -вызовом; П*_1(/) = Р | k*_i < / |. Обозначим через 

Пт(И(я,։'՜”; где л'2'-1) = (л, л<2г-2’), /г0 = (/, /('՜”), вер. осу
ществления события 7(л,2'-2); ?'-*>) П S(n, t) за п. з.

__ , Л
Очевидно, при л։А=0 (6 = 2, г) вер. i/+(nnm(,) (л<2/-*>; /(г|) рас

падается на произведение той же вер. (без учета поступления 6- 
вызовов) и ехр |—л*/(о|, где /<*> = / + /»+••• -На (6 = 2, г). Поэтому 
предполагаем лг*^>0 (6 = 2, г) и, исходя из аналогичных соображе
ний, л>0.

При заданных л^-'>, л։*>0 (/= I, 2; 6 = 2, г) и целом /Л(л>0 
запишем систему уравнений.



0<л«л+/м(* 1> = /«(*»+Л|*: «л^т!п (л2*. л։{Д)); Лц^».,, (Л=2, г);
/Л(1»<Л. (2)

Теорема 2. При ла>0։ т(*-!)>«։»(* ^ 2Г7). м>0, /?,(!<>) = 
= 0 (։ = 1, г) имеем

°т(П<//(г>Пт(г)(л^-11; /<") = ехр (—а/ги| |п .

Г
и?2у|2(,м(*)|/22*֊т‘_|/'7'*>("։<*|-"'*)!)1Л*-1>4 <т»/л2*)/»|^Пт(||(0, и,/). (3) 

где Пт(1|(0, л, /) определяется из (1) при г = 1, <?։ = 1, В՝'\1) = /^(м .
Доказательство. Пусть внутри ~(т(г)) обслужено л2г г-вызовов 

за время /г. Число прерываний обслуживании п1г г-вызозов есть поступ
ление пи 1, г—1-вызовов за времяЭти п\г и /л։г_։, — л„ (из перво
начальных /Л(г)) 1, г—1-вызовов порождают /л(,_м независимых п. 
з. типа я,_։, которые переносятся в начало п. з. г.(т1г)) и служат 
промежутком накопления г-вызовов. Поскольку в начале “(л։(Г)) 
имеются /л(,) нетронутых обслуживанием г-вызовов, на основе (2) 
находим вер. п^'< У> того, что за ~(т{П) обслужено
л2, г- вызовов за время <^(г\ обслуживание г- вызовов прерыва
лось П2Г раз и суммарная длительность п. з. типа ~г֊1 меньше у 
(*(,) = У+Л-)

/7 л2л ~ т г
«МЛ’,, («о; у; ^) = ехРЬаЛо)^^-՞^1֊^——^[у+

Пг,
<г (4)

(-^^-е֊’г-^д/ Д5г(^)|'’^у|П,_|(у)Г<г-п.
«1,1 г '

Так как число 1, г— 1 - вызовов, число прерываний и суммар
ная длительность их обслуживания за п. з. типа ~г֊1 зависят только 
от длины данных п. з. типа кг_։, то с помощью (4) получаем (з» = 
= а։+ • •. 4-а»: к = 1, г. « = М

я,"и></<гоП^(л',,-|>; Г’,>) = о^ехр (—(<Ми +

Ч »-.М1
П\г\

(4)



1п2г~т г՜!

— тг!(т(,1— тг)! (п2г-тгу. П1, у |)Пт։г.։,

(Здесь ^<'-։>Пт(,_|?(л<։'-3'; Л'՜11) имеет тот же смысл, что и

Пт|Г)(П(2,-°; *(,))։ но без учета поступлений г-вызовов), откуда 

и следует (3).
4°. Абсолютный приоритет с потерей. Пусть л’/՜՜*) = 

= (л,г....... л/,), /<'-“= (/<2.......... 6,) — (г—1) - мерные вектора; л>0,
«/*>0 — целые числа; <>0, 6»>0 (/=1, 2; 4 = 2, г); л12' ՛> = 
= (л, л*։г՜", л<'-"), Г2'՜» = (Г, Цг~՝>). Определим события:
У(л(г'~”; Р^՜2’) = (обслуживания л» вызовов прерваны; суммар
ное время пребывания этих йц 4-вызовов на приборе <7։*; 
к- вызовов закончили обслуживание без прерываний и их суммар
ное время обслуживания <<։*(4 = 2, г)|. Здесь л<2г~2>— (л‘г“”, л./-п),

_ (^(г-1), /и-П). Пт(г)(Л։2,_|). /<2г_։‘) есть вер. осуществления со

бытия Цл’2'՜2’, (12г~2))Г1^('г, () за п. з. -(т(п): г/Ъ2г-о = ^П+г/,и^ 

(п+с//п^//. Здесь П^6> содержит лишь те сомножители у ко

торых Л($>0.

Очевидно, ^Д_|/1т|,)(л’2,-։). /<2'֊1») при л1*-(Л2* = 0 (4 = 2, г) 
распадается на произведение той же вер. без учета поступления 

2 т ___ I
Л-вызовов и ехр|-а*/(о1, где /(я։) = /+ V V 1и(т = 1, г), V = 0. 

/-։/-« /-։
.Аналогичное утверждение справедливо при л — 0. Поэтому предпо
лагаем Л|*т-Л2»>0 (к —2, г) и л>0.

При заданных Л|*4֊Л2»7>0 (/= 1, 2; 4 = 2, г) и целом
л»(п>0 система уравнений 

0<т1*-{֊т2*-|֊т(*_։) = /д(>)+л։»; тц^п^т^-ц-, 0-<л։2*^л2*(4 = 2, г);

л։(։><л (5)

определяет шаг за шагом от к —г до к = 2 множества (7* = 
= и>,(т »_1), л?1>, л։2») решений (/л(*_|Ь л։։>, л։2») в целых неотрица
тельных числах. Выделяем множество решений С(л։г*_։), ли*, л։2*; 
4 = 2, г) системы уравнений (5).

Теорема 3. При Л1*4֊л2*>0 (4 — 277), л>0, л։(*_։) -Л|», 5<( + 
-|-0)=0 (/ = 1, г) имеем:
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о*(,н/Л-1)Пт r (rt<i'֊l>;/<։r-i))=cxp(_or(f։|vnr \af'^nvtlhn\i^2f-m4-nv\ 
{r> ^-»l (Ли-я1|/)!(л2/֊т.?)! |

(6)
'M

«<„1 fl

*0

у + m4 ti! 
i-i nlf tm (mt/ i j—Л1/)!/Пу/л2;!

a՞1 dt П/п(1|(0, n, t).

где Пц и 6/ одновременно равны или отличны от нуля. В первом 
случае для любой монотонно возрастающей функции Д(/). 
Л(4֊0) = 0, полагаем 4/у[Д(/)]"Оя=1.
Доказательство. Обозначим (о*=а,+ • • • +а», со = О, <։ = ։,.)

г /
Cn(/)=Je 1—Д»(«)]</«; См(/)=[ е~’*-։"4/В*(и). 

о о

Каждый 6-вызов (6 = 2, г) теряется с вер. />»*= 1—j 
о

и завершает обслуживание без прерывания с вер. Ри—\— р^. В 
первом случае 6-вызов (6 = 2, г) назовем 1,6-вызовом, во втором — 
2,6-вызовом, у, 6-вызовы образуют пуассоновский поток с пара
метром а^р)ц, причем данные потоки независимы.

Рассмотрим СМО, описанную в пункте 1 , где входящими по
токами являются потоки 1,6-вызовов и 2,6-вызовов: 7։ = 2> 0։=1. 
Я'։‘>(0 ~ рг4։о*_,Си(/), <»(/) В<Ч(/)=р֊'С24О. <п=Л.
tn=y. Воспользовавшись (1) и формулой на стр. 9 работы (։), найдем вер.

н։(л։3։։ У- tw), где m(i) = (m։, т։), л|2’--= (л։, л։), /։-,=(^„/։), осу-
ОП./П ) (2)

ществления события S (п{2\ № >) за п. з. “(x; m,?J) при условии, что 
время загрузки есть сумма т независимых 2-фаз 1, ^-вызовов. Пусть 

2
/=у m + mx+/wr>0; гт^гц (i = 1, 2); Тогда

при zn4-/z։ = 0, я»։>0, /։>0 имеем т։=0 и ^’т«-’)(я|2’։ У1 /'■’) = 

■•= ехр ( -о*/։) d„ [^lCj»(rt)]"՛.
//, (л։-т,)1

При от + //։>0, у>0 имеем (5тя—символ Кронекера)

у: /l”) = exp(-aJ|Z'"+”-'"'-m'-‘ =>;՛
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1/1 4 \ ^2 /+ (։ —°л/|) — 1 
"1

<мп. 1(у)];‘+(1֊։«о)
.г-О

х 4- (1-Л.о) — (У-л' + Л) 4- 
«1

(I -м Г, 
Л.

^[П^у-х)]^^ >(•*)!;

!'\ (?Л,)\'-‘Мр,-.'С|»('')1?Р-» (п1-гт)\
(7)

ехр|_0,7|^12±^.4- + 2֊^ ■МП.-.О’))."*-X
1 т + л։ I Г-1 п> / )

X ( Гр ։ д-1С,*(/,)];' •
( 1-1 (л,-/л,)!

Вернемся к нашей системе, предположим прекращается доступ

т-1֊ 1. г-вызовов в систему и вер. е/*|2/п_1) П /(2т ’>) имеет

тот же смысл, что и вер. </+2(,_։) П (л(։,-։։; но в системе с

первыми т входящими потоками. Составим рекуррентные уравнения, 
связывающие эти вер. при т—к и т = к— 1. Пусть л/(*>—целое по
ложительное число. Принимая во внимание, что число I, /-вызовов 
(/=1, 2; /’ = 1, к— 1), обслуженных за п. з. типа к*_։ в п. з. системы 
(при »л=А), инициированном т^, 1, 6-вызовамн, и суммарная дли
тельность обслуживания этих /, /-вызовов зависит лишь от длины 
данных п. з. типа то на основе (7) находим

; <|г*՜1’ ) = ехр|-а»/,м|

I /Л(*_1) 1(Ъ) Г-1 Л/* /(*)

а՞1 »-։</+ , Пт (л^*՜3* а-1) ,<2*-3) т(*-1)՝

Очевидно, рекуррентные соотношения (8) приводят к решению 

с"'^+։։,_1)ПЯ|(г,(л<’'֊»; ^֊” ) = ехр ( - 2 а։е(<) | X

2 /Я։* + "Ч»
11+ <*>
1 1 (Л/*— тц,)\

(8)

’ ( 2 
п Пр 
/-■ I<-։

ая1/(п1)~т1) I (/>
(Л//—/Л//)!

Л/(/֊ I) -Лц-Ьлйр 

/Лм-П

(д-р

V, л/) ։ч
Л/> /(У)

м,У|!
(/л,; о-

«Го А ПвП|(0, л, / ), (9)

где 11т(|>(0, л, /) задается теоремой 1. Упрощая (9), получаем (6).
5 Абсолютный приоритет с обслуживанием заново. Пусть
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nj' 11 — (л/л ‘ ' ’• nlr) 11 t\’ ’’— (0». • • ■ tir)—(Г—1)—мерные век
тора; n^U, Л/*г*О—целые числа; / > 0, //*>0 (/=1, 2; Л=У7)՜; 
л’*-1» — (л<'֊ч, (я, л*'֊»)); ^֊»=(/«/-», (/, /<'֊»)). Определим событие: 
\V(ny-•>; /=1, 2)=(л։* « вызовов обслужено; их длительности
обслуживания прерывались л։* раз суммарная длительность промежут
ков обслуживания этих лг* «-вызовов, завершающихся прерыванием 
обслуживания, <7^; суммарная длительность промежутков обслужи
вания этих n։k «-вызовов, завершающихся уходом вызовз из системы,

(« = 2. Г)|. Пусть ГЦп(л г'-Ч; /<։'~Ч) есть вер. осуществления 
события 5(л,/)П IF(/xp ”; /*'~Ч; /‘=1,2) за п. з. ~(т(п), иницииро
ванный т{г) штук вызовами.

Если для некоторого к п^ = 0 (А = 2, г), то л։» = 0, и анало
гично предыдущим случаям предполагаем: л2*>0, л>0.

При заданных л}'-”, л2»>0, л>0 (։=1, 2; « = 2. г| и целом 
система уравнений 0<«։*4- • • • 4-/лЛи+и4-л։<* .u — m.it-nu, 

Г|*4՜ • • • 4 /'л։> + ։* = л/(и^л;

О • Г|*4՜։ • г2*4՜ • • • 4-«и • Гя1л+1* — Л|* /л(*_։։; 0 «/* Гу»
(/ = 1. «1*4-1; « = 2ГЙ (10)

определяет шаг за шагом от А=г до «=2 множества £7* =£7» (/л(»_|(; 
т<*■*+ >, г^и+ч, где /п<г'ч*+Д2=(л1|*..... л։„1։+|»), г^ы+ч (п*4-...4֊Гл|*+1»),
решений (/«(*_!), даЧ’ы+М, /■Л’ы+Ч) в целых неотрицательных числах. 

Выделяем множество решений £7(/л(»-1), т^+՝>, « = 2, г) сн.
стемы уравнений (10). Обозначим

т»|* = 0 • «1*4-1 . т2*4-• • • 4՜ «и • л^^1*; г'2л=/ло |
'(*> = '4-£ vri; («=2ГЙ7 

,■֊ ։ 7-2

4-лц>+|*;

Теорема 4. При л։»^0, л^>0, /л(*_|,^лц, /?Д4-0) = 0 
(А = 2, г; /=1,г) имеем

^dll]r.n Пт(п(Л,2'-,։

= ехр |-g • /(Г)| v
г 
п 
/-։

a'Alt'oi! О)

(г*/-л։*/)!

У

v • v'i i'i 
Г11 пtj t0)

Л!,/,!

(л։,? и л։/)!/л1у!
of։•<<//Птп։ (0, л, /). (П)

Доказательство. Обслуживание каждого «-вызова преры
вается i раз (Г>0; «=2, г) с вер. «-вызов (Л=2, г), обслужн- 
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панне которого прерывается ( раз (/=0, п^, называем I, ^-вызовом 
и называем Л-вызовом, если число прерываний его обслу
живания ^>пхь- Потоки/, Л —вызовов (/ = 0, л։>+1; Л = 2, г) независимы. 

Рассмотрим САЮ, описанную в пункте 1°, где входящими по
токами служат потоки I, ^-вызовов (/=1, л։*+2; Л = 2, г); </։=1; 
?/»3 (/=2. л։*+1); 1։ /*/'(/) =/>№(0;
^2‘(П=|Рй1о»֊>С։*(П|.'-1; В<’'(0-1П*-|(,)Ц֊։; •

• II <|РГ»'|С1Л(О*
/>"։»+։

Обозначим через Л(г<"1»+1>; у; /{21), где /■|"1*+|> = (г|...... гв|>м ),
/(2’ = (/„ следующее событие: |г,- /, Л-вызовов обслужено; сум
марная длительность /-фаз и 3-фаз обслуженных А-вызовов <^1/ и 
<у соответственно; не поступил ни один Л|»+ь Л-вызов (/ = 0. л։Л; 
7=1,2). Пусть . т’"1»+’>)(г|л։*+1։, у; /(2>), где т<"1»41։=(/и։. ...,/п«։*+։) 
есть вер. осуществления события Л(Н"1»+|>; у; /<2>) в п. з. «(х; т('||‘ч|)). 
со временем задержки х, представляющей из себя сумму т незави
симых 3-фаз 2, Л-вызова, и т; нетронутых обслуживанием /, А-вы- 
зовов. На основе теоремы 1 заключаем (^ = у-|֊/։4-/։)

«(-!»+։։/г:Я|*+и; у։ /'։’)=ехр1-а*/|Р1*-₽։»-’а "|* X 
9

"П+1 [аьРгЬр{ь'У!-'п>
П, (г/-ту)1

«։>+!
V 
/-0

/(*>

где (чтобы не загромождать запись, положили 
ш>0)

У>0. Л>0, «<*>0,

у
’^х|П»_1(х)]^у(П*_1(у-х)р1* П

1 ’ /֊։

У

— (1֊Чо)

2
X П </0|рд|С/»(//)|;д+ ^ЛрГ;С1.(г)|''-%^։Х

Т-0

X 1а»,с1*(<1֊2)1:«*-(' ։)''«/у1П* 1(у))7+я՛*^, |рг-*'С։Л(/։)|;2* +

Следовательно, используя формулу из работы (*), находим
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= аЛ |Г։*-‘֊м0;>* մ ,|п. ։(у)|; "ւ*.
л։*-И 
п 1-1

»кРгкР\У)Ч՜ т>11т + <>1» у 
(րյ—րոյ)\ || /П+Л|» է

էհէէս тл;» /»|3

Аналогично (8) и в данном случае получаем рекуррентные уравнения

в;«л/<л*-иПт<»)(лЛ*-|’;/‘‘Л -'») — ехр|, п։--------;

— Л|»

/П<*-։։ հ*>
X

ջ* м ["՛•♦’ Հ») и/* 
(Г/»֊ т/»)1

П х /-։
քԼ(է_ո(/ւ<**-Ղ

которые, разрешаясь аналогично (9), влекут за собой (И).

Вычислительный центр Академии наук 
Армянской ССР и Ереванского 

государстасннаго у ниверситета

լ 11. ԴԱՆԻԵԼ5ԱՆ(' ն ւ| 1ւ ш տ ո ւ ։1 Г» ե г ո ։| սպասարկման միւպար սիստեմների црищ^шЛпւթյան պարքերություննեի մասին
Դիտարկվում Լ սպասումով, ր ներմ տնող Պուասոնի Հոսքերով և սպա

սարկման ժամանակների րնդհանուր բաշխումներով միալար դան դվա ծալին 
սպասարկմ ան սիստեմ, որտեղ ընդունված են բացարձակ նա իյ ապա տ վ ու քէ յա մ ր 
դիսցիպլինա յի հետևյալ տարբերակները' ընդհատված պահանջը, ա) ընդհատ
ման պահին անմիջապես դուրս ( մղվում սիստեմից, ր) հաջորդ անդամ սարք 
վերադառնալիս սպասարկվում Լ այն կետից, որտեղ ընդհատվել Հր. դ) ,աջոըդ 
անդամ սարը ւ/երա դաոնալիս , սպասարկվում է որպես րն դհ անրապ ես չսպա
սարկված մի պահանջ։ Ցրդ հոսքի պահանջը կանվանենք է-պահանջ։

ա) ԳՒտր^ք = (Պւ. • • •» ուրՆ = (^ւ.........= 1 • 2)'
Սահմանենք հետե լալ պատահարները ^/՚ ՜ ^» / ;= 1. 2)= ^լյէ
պահանջների սպասարկումները ընդհատված են, ա լդ Ո հՀէ ^-պահանջների 
սարքի վթա ղտնվելու ղումարալին մ տմանա1էՐ ՎԿ/է1 Ոէև ^պաՏանջնեը 
սպասարկվել են աոանց ընդհատամիւ նրանց դումարս» լին սպասարկման 
ժամանակը </յՀ(^^-2. ր) | և Տ(Ո, /) = խ Ցպահանջները սպասարկվել են 
(0, է) միջակալքոէ մ ։ 1ՎքՈ)~ը դըտղված ու թ լան մի պաըըե րու թ լան էւ որի

կան ք/1 հ»ստ պահանջներէ 1հ»ո!նված է I (/?՚( ՚ \ \ 1» —
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Ո է} պաւոահւորի տեզի ունենալու հւու/տնականու թ րոնր էՎէէ1)-ի ^1^111^.
քու մ:

ր) Դիցո.Հ «;<֊'• = ( Ո,-..........Ո(ր ). «'-V = ( է։..........էր Լ Ո՞'֊» =-= (/։''֊•’, ոՏ'֊Օ) (/=|, 2), Սահմանենք հետելալ պատահարը' I /քր-Ս)=|Ո^ պահանջ ոպասարկվել են |(է / հ. ) միջակալքում. պահանջ* 
ների ոպասարկամր րնզհատվել Է 11^ անզամ (կ = 2, ք) [ է Գէոնված Լ

է' *0Ո*$(^։ պատահարի տեղի ունենալու հավանակտնոէ քժ լունր 
~(Ո1 ) • /» ըն(յազքո։ մ։

է) Դիցուք ........ Ոլր Ն հք-Կ=( Կ„ • • • Կր ) Ա= I. 2)'
Սահմանենք հետելալ պատահարը' Ա (Հ/'Հ“^; (*=Լ 2))՜~
պահանջ սպսւսարկված Է, նրանզ и պ էս и տ րկու մ ր րնդհատվել Է տնզամ»
ալն и պաոա րկման միջակալքների զումարալին ե րկա րու թ լան ր է որոնք
ա^ա րավու մ են րկմ ան րնդհատւո մո
ավարտվա մ են պահան^ների րլուրո մզումով 
Գս,Ն^^ է \Հ\ո<էր-1>-, էք'-'>- (։=1, 2)) ՈՏ(«, 0
լու հավանականու ք.ք րոն ր 7է^է/1}^ի րնք  ̂սււյլււուք I

ոէստևմիջք. </շ/է(^=2, Г)|/ 
պատահարի տերլի ունենա^

Л ИТЕРАТУРА-'>Г1М|иЪ111'кЗПЬЪ

1 Э. Л Даниелян. ДАН Арм ССР т 1ХУ1, № I (1978). « Б. В. Гнеденко и др.. При- 
орнтетные системы обслуживания, М., МГУ, 1973.
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МАТЕМАТИКА

А. И. Петросян

О решении с оценкой д- уравнения в некоторых областях

(Представлено академиком АП Армянской ССР М М. Джрбашяном 24/11 1978)

Пусть О — область голоморфности в л-мерном комплексном 
Л

пространстве Сл;/(') — бесконечно дифференцируемая

в й, д — замкнутая форма типа (0,1). В случае, если О—строго псев- 
довыпуклая область, в (') и (3) найдены формулы решения уравнения 

4и=/. (1)
допускающего равномерную оценку

||«Цс(О) л- ПЛкда. (2)
л

где ||«||с(О) = ^£Нг)1- ИЛ1'(/>)=

и постоянная т от / не зависит. Для невырожденного полиэдра £) 
задача решена Г. М. Хенкиным (4).

В настоящей работе дана формула решения уравнения (I) с 
оценкой (2) для областей £>, ограниченных с одной стороны анали
тической гиперповерхностью, а с другой —строго псевдовыпуклой 
гиперповерхностью:

£>=Ь:р(г)<0, |х(2)|<1|. (3)

Здесь /(г) — функция, голоморфная в некоторой окрестности - за

мыкания области 1)\ р(г) — вещественнозначная, дважды непрерывно 
дифференцируемая функция, строго плюрисубгармоническая в т.е. 
квадратичная форма

*
/Г-1 дг/дгц

положительно определена при всех Граница дО области состоит 
из двух граней

а1=(г^/9:р(г)=0| и а։=|х£0: |Х(’)|==1|-
Область !) будем предполагать невырожденной в смысле R՜՜' т. е



£radp(z) О, г£з։; grad у.(г)=#=0,

II rang grad p, gradp 
grad grad /

po, построенное no

=2 на .остове" ’։Г15։- Пусть, далее, Ф(’,г)—яд- 

функции р(г) в (’); Р(;,г) = (Р,(;,г).......
—соответствующая вектор- функция

Л
ФС.г)-Ё(’*-г*)Рл(С,г);

*- I

пусть ..... ОлС,г)), где <?*(’,,г) - коэффициенты Гофера
функции у*/см., например, (*)/, т. е.

Z(0-/.(֊) = ~•-1
При фиксированном построим поверхность /?г в простран

стве переменных (^)£С2'1 следующим образом:

г,=(1-Х) -2=£г+к-^Ь֊-. если
Г,-2|» Ф(„г)

т*=(1 -И) -г если ^о։; О <и < 1;
Ь-гр /.(-)-Х(г),

т։=(1֊а֊р) +' ֊֊֊ +р-^֊-если 4-^1.
Ь-г\։ Ф(-,г)

Пусть н(г) — гладкая на О функция. Применяя формулу Стокса к 
форме м(;)ш։(т()ди։(;), где

Л л
io,(T.)= Ё(—1)*՜՛^ wG)= л 

А«1 /** /-1
будем иметь

н(*,)ш1(т^)дшС>)=у д^(:)Лш1(т1)Лш(;),

иди
у „(;)-• (^)л<.)+р(О.' (т^^)л”<-) +

<€’1 '£’■

Отсюда, с учетом формулы Мартинелли —Бохнера для гладких 
функций
14



следует
Георема 1. Для всякой гладкой в И функции и(г) имеет 

место представление
(2-дл р /Р \ Г / Р

“,г)= ] ( ф)л“<'-»+ ] (<'-1> ф+‘
^€’1 (<А)б(*1 П’2 )х|0.1|

/(И (у՜ ?|г ( 0-М
«€" ։и>е«| xjo.ii

т^г+>^)л«с.)-р»(;)л«'(<1֊ч +)—^_)л„р. (4)

Формула (4) является многомерным аналогом формулы Коши- 
Грина для областей рассматриваемого типа (3).
Как и в одномерном случае, она позволяет выписать в явном виде 
решение д— уравнения.

Теорема 2. Функция и(г), определяемая в И формулой

( |^г) ' услх.' ((1-М^-+ 

«е^ (<.Ме»| х|о.1|

+ >4)лм:)+ (7с)л«»։ <5)
<*>/ 3 \ -֊г* /.(•)—/.(’) /

(։»6’2 XJO.1I

является решением уравнения (1), причем оно допускает оценку 
(2).

Первые два слагаемых в правой части (5) оцениваются тем же 
способом, что и в (*). Третье слагаемое У(з) имеет ядро с неинте- 
грируемой особенностью при Поэтому необходимо привести его 
к форме, более удобной для оценок. Проделаем это, для простоты, 
в случае, когда О—полушар в С։-

Г,|։<1, 1ш'п>0|.
Имеем

рС)-Р|։-1; Х(С)=^, р=(7։Л7); Р=(0,1).

С учетом, что на з։Х[0.1)



будем иметь

к:)л ш(;)-

Пусть $>0 и

Применяя формулу Стокса к форме

л:)л?=&-"(։)
в области /9ЧГ], получаем

Устремляя £ к нулю, отсюда получаем

ЛМ՜՝)

“•» У »-1^ р
Ч-г1

(6)

Все три интеграла в (6) допускают равномерную оценку (2) в силу 
их равномерной сходимости при г££).

Ереванский государственный университет

и. ь. чьзглизиъ

Пгп? 1л|эгп1 |рБЬгпи( О -Г։ш։[шишг1/шЬ

\ ЧЛ^ н/Ъ

ирмрг шЪги[1

I дн=/ Ьим^шиш (н( иАл риЛш&1лр I)

тшрил)тр

(^/*=0» ш[1ри1

^=|2: р(г)<о, |/.(г)<1|.
р(л)*С Ьр1ри Ш^цл/ шЪиЛи/куЬ!• 1и^1ип1 и/ЦП1 •
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մոնիկ է D տիրա/թի փակման որևէ շրջակա[րո, մ, իսկ /(z)-p հպոմորֆ է 
նուլն շրջակա լքում *

Կիրառումների համար կարևոր է ունենա/ <3֊հտ վ ա ս ա ր ման այնպիսի 
Ա(հ) լուծում, որր (ժուլլ է տալիս հավասարաչափ ղնտհատական, այսինքն, 
բավարարում է |խ||^թ ||/|| անհավասարս, թ րսնր, որտեղ Հ մեծաիէ րսնր 
կախված է միալն տիրույթ իցւ Ասլացու ցվու մ է, որ բանաձև ով բերված մեր 
լոէծէոմը բավարարս, մ է հավասարաչաէի ղնահատականին I

ЛИТЕРАТУРЛ-^ГИЧиЪНЬР’ЗНЬЪ

1 Grauert H.t Lieb J., Rice Univ. Slud., 56. № 2, 1970. 1 Г. Af. Хенкин. Мат 
сб., т. 82; 2, 1970. 3 Г. Л!. Хенкин, У МН, т. 26: 3, 1971. 4 Б. В. Шабат, Введение 
в комплексный анализ, ч. 2. М., 1976.
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МАТЕМАТИКА

Р I Айрапетян

Об эквивалентных формах условия Лопатинского для 
гиперболических уравнении второго порядка

|Прс.иг.>илено чл корр АН Армянской ССР Р А Александрином 5/У 1978)

Смешанные задачи для гиперболических уравнений при наруше
нии равномерного условия Лопатинского рассматривались в работах 
('-*). В работах (45| был предложен подход, позволяющий свести 
широкий класс смешанных задач для гиперболического уравнения 
второго порядка к смешанной задаче с граничным условием Дирихле. 
При этом в работе ('') условие Лопатинского было заменено требова
нием. чтобы гиперболический оператор Я был бы равен, по модулю 
граничного оператора, некоторому гиперболическому оператору й 
такому, что '/(/.О,у, 1))=0 (см. ниже).

I; настоящей работе доказывается теорема, показывающая, что 
упомянутое выше требование выполняется тогда и только тогда, 
когда выполняется условие Лопатинского. Для некоторых задач такая 
формулировка условия Лопатинского более естественна. Важным след
ствием этой теоремы является корректность с потерей гладкости 
смешанной задачи для строго гиперболического уравнения второго 
порядка при выполнении условия Лопатинского.

Пусть Д= (/, х, у,)О։ — гиперболический 
|я|<2

оператор,յ5= Ճ (7.у)О։ , где Լ>* = Ժ1*1
дх*> <7у’։ ... ду

Все коэффициенты предполагаются непрерывными функциями. 
Характеристический полином оператора А имеет вид:

Аг(1.х. у,-,с^)= V 0.0=1 (1)

где дуальные к 7.x,у, переменные. Следуя общепринятой
терминологии, будем называть оператор гиперболическим, если урав
нение

Дг(7,х,у,т, ։,т)) = 0 (2)
имеет вещественные корни относительно т при любых 7^ (0,7 ), х>0, 
у€7?"-1. ։(;/?’, и строго гиперболическим, если эти корни
18



различны при (Е.-п) /•■(). Будем говорить, что оператор Я не характе
ристический на границе Г=|(/л,У); ^(0,Г),х=0, у^«֊>|. если а О 
на Г, что же касается нсхарактернстичиости оператора Я, характе
ристический полином которого имеет вид V 6/, ,(/,у)т'-Л՛ то это 

1+/+М֊։
означает, что 60.(,о=1. В дальнейшем предполагается, что операторы 
А и В не характеристические на границе.

Рассматривается задача
Л«=/ при /€(0,Г), х>0, у^/?"֊1

при ^(0,'Г), х=0, уе/?"-1 (3)
ц=0,и(=0 при /=0, х>0, уС/?’ 1
Из гиперболичности А следует, что уравнение (2) не имеет 

вещественных корней по ? при т=т—/7, 7(;/?՛, ;>0.
Определим на множестве всех гиперболических операторов вто

рого порядка в области |0,7'| < функцию у следующим образом: 
р(/,х,у;Д) есть число корней уравнения (2) относительно « в точке 
(/,х,у) с положительной мнимой частью, при -.=з — /7,7. -О. Это 
определение корректно, так как число корней с положительной мни
мой частью не зависит от 7>0 из-за того, что полином гипер
болический.

Нетрудно убедиться, что
И(Лх, у; Д)=0(—а0.2,с(<, х,у))-|-20(ао.2О(/,х, у))0(Д|.| о(/, х, y)j, (4)

где ©—функция Хевисайда 6(0= ( ’ г 
(О, при 1<^0

В дальнейшем будем рассматривать только такие операторы Я, для 
которых |*(/,0,у; Я)=| при ^[0.Г), у^Я1՜1

Известно, что для корректной постановки смешанной задачи 
необходимо, чтобы число граничных условий было равно р(/, 0, у;Л). 
В вопросах корректности смешанных задач для гиперболических 
уравнений основную роль играет условие Лопатннского. Это условие 
формулируется следующим образом:

^(/.О.У.’.^лИО, (5)
где 7], у^/?՞՜1, -.=з—if, 7>0, Е4՜—корень уравнения (2) с поло
жительной мнимой частью.

Сформулируем две простые леммы.
Лемма I. Характеристический полином оператора .4 мочено 
представить в виде

л-։ "-։ л-1
Л։('.х, у, т, Е, T() = (t4-a<։H֊ V«/4/)h+M+ 1 М- S WW- (6) 

/-1 £-!
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+|/ —яи,о~ао։о

при этой А—строго гиперболический тогда и только тогда, когда

Лемма 2. Если Р1 и Р2 -гиперболические операторы, то

14* ,л-.у;.°։/’։)=11(/,х,у;Р1)4-р(/,х,у;Р։)

Эквивалентность трех формулировок условия Лопатинского уста
навливает следующая
Теорема. Пусть А—гиперболический оператор второго порядка, 
определенный в области |0,Г] и такой, что р(/,О,у; Д) 1; В— 
оператор первого порядка. Тогда следующие три условия эквива
лентны:
(1) Условие Лопатинского для задачи {Д./?}
(11) Существует гиперболический оператор второго порядка И, 

заданный в области (О17'|Х/?"~։ и такой, что на Г
а) А=РВуО. R—оператор первого порядка (8)
б) И(0)~О.
При этом, оператор П может быть выбран строго гиперболи
ческим, если 4—строго гиперболический оператор.

(111) На Г выполняются следующие условия на коэффициенты 
операторов А и В:

при л^>3, —— *1.0,0^ о>. 1,о-Ь ~у я1,ко 40о,։,о

при л=2, ֊- 6|,о.(,^ аи.о+

1Р1< 1 —*1,0.0 ’о) —а1( I — *1,О.О?о) — *0.0.|(&> —«о)]* +

(9)

(10)
+ 4 ;(1 — *1.0.0 ?0) (1—*1.о.о %)>0

Доказательство. Покажем, что из условия II следует ус
ловие 1. Факторизовав характеристические полиномы операторов А и 
П по «, запишем равенство (8) в следующем виде:

аодо(:-; ) (<—։_) = /?(г։л)Я(^л)+^о.։.о(Е—С։՜) (5—Су) 

так как из /?(т,5+т})=0 следует (5+—С։") (Е+—Су)=О, 
чго невозможно, так как Су Су —корни с отрицательной мнимой час
тью. Теперь докажем, что из условия 111 следует условие 11. Рас
смотрим случай л>3. ■ •՛

Воспользовавшись леммой 1 и разложением (8), запишем харак
теристический полином Г)г (Сул,5,т)) следующим образом:

^Л(/.У.'Л.г1,)=Д։(/,0,у,-,«,’1)—РССул.С1!) (*1.о.о- + Н| ^*0.0..^ ), 

где ։о<0, ?0>0. Будем искать оператор R в виде:

20



_ л—։
Я=ЧЛ У.) ( ’+аое+2>™)-

I -1
Наложив на О требования теоремы, получаем систему неравенств для 
нахождения X;

1 —> ^1.0,о>О 
₽о-КО 

Эта система совместна, если £։дор0<1- В случае л=2 единственное 
отличие доказательства заключается в том, что R выбирается нес
колько иначе:

Я=Ч(Л У) НМЛ у) —

Осталось доказать, что из условия 1 следует условие 111.
Пусть не выполняется условие 111, Покажем, что условие Лопатин- 
ского нарушается, т. е. существуют <?£/?’, *)€/?"-■, ■£>() такие, что 
Я։(ЛО.У.'Л+г|)՜ 0- Обозначим г=/?։(/,0,у,-,;+т|) и рассмотрим равенство 
Л։(ЛО.у,-М+,))=О

л—I
Л(Л0.УЛ.БП')Нм+(1—^.о.о»о)-+ V £1,<Т//]Х 

/-1
л—1 л-1

I ։ —^։до Ро)х+ ьит։/]—. 2£|7/./11/т9=0’

л-1 л—I
где 2 *!,/■»;/= X “Л/—“о 2 ^о.олЧ’ /•I р|“1

л—1 л—1
2 />1.1^1— 2 Р/7!/—?о 2 ^о.о.»7։՛ 
/ | — | Ы"*

Для доказательства теоремы остается приравнять г=0 и показать, 
что существуют т(£/?л՜1, т=а—й, 7>0, для которых выпол
няется равенство

л-1 я—1 я֊1
Ю—й|.о.о%)-Н 2 61,<7)/П(1-*1.оА)т+ 2 2 7/./’^/=°

Т-1 1-1 «./—I

Разделив в этом равенстве вещественную и мнимую части, получим 
следующую систему:

л-1 л՜1
1(1— *1,о.о<։0)з+ 2 ((։— Ко.о?о)°+ У ^./^*1“

<-1 /в։
л—I

—1£(1—А։,о.иао) (1 —^։.о.о?о)— 2 
и-։ 

л—1
7(1 — £|.о.о Ро)| (1 -*1.о.иао)՝3+ 2 ^./^Н 7(1—

л-1
|( 1 —А 1.0,0 + ^’1

/ •* I
Нетрудно убедиться, что при нарушении условии III, эта система 
имеет решение, обладающее требуемыми свойствами.



Следствие. Пусть коэффициенты операторов Д и В—дос
таточно гладкие функции. Оператор А—строго гиперболический, 
операторы Д и В—не характеристические на границе. Тогда, при 
выполнении условия Лопатинского, существует такое -[0>0, что 
при ,^,0 для любых ф^Нст((0,Т)Х п̂+ ), Г)Х/?1՜1). удов
летворяющих определенным условиям согласования, при р'՝՝3 су
ществует единственное решение и^Н>'Ц(0,Т)ХR].) и имеет место 
оценка:

~М А соп$1 (-у А +<Й“>А ) (1 1)
Относительно обозначений см. например (*).
Доказательство. Пусть А—продолжение на х>0 оператора В та
кое, что А—НЬ + О, где О—строго гиперболический оператор и 
и(/,0,у,79) 0. Можно показать, что оператор R может быть подобран 
так, чтобы ВА был также строго гиперболический оператор.

ЛЛ//ф | А,Д ]«--£/
Обозначив /.«=1՛, получаем систему:

АоА֊\^,А\и—Ь/
Ви А

Применим к обеим частям первого уравнения оператор В:

Г)Ау-\1.,А\Ру+\В,\1 ,Д||«=(ОА-)£,Д))/,
(12) 

Полученная система является слабо связанной в том смысле, что в 
главную часть первого уравнения входит только функция -у, а в 
главную часть второго уравнения только функция и. Для этой сис
темы ставится следующая смешанная задача:

« = и/ = г»=0, г»г=А.о,о(О,х,у) /(0,х,у) при <=0,х>0, у^/?՞՜1
при Г С (0,7 ), х=0, у^/?-։ (13)

Из леммы 2 следует у(/0Д)=|1(/?)-|-ц(Д)=;1. Воспользовавшись оцен
кой, полученной в работе (*), получаем следующие оценки:

7МА<СОП81 (—И"1А+<г'>А+՜!"1 р.1 )

Д|«1А+-^МА (14)г 1 <’1

Выбрав 70 достаточно большим, получим оценку (11). Существование 
решения может быть получено из системы (12) методом последо
вательных приближений.

Пример 1. Рассмотрим смешанную задачу для волнового урав
нения с числом пространственных переменных больше двух:

л-1
“хх~ У(=/ При (О.т՝), х>0, у£/?'1-1 

/-1
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Л—1
«*+««/+2 при ^(О,Г),л=0,у^/?"-1 ....

/-1 и'э)
и=0, и, = 0 при / = 0, х>о, у€/?"-։

Тогда из теоремы и следствия следует, что для задачи (15) имеет 
место корректность с потерей гладкости при а<1. Это условие сов
падает с условиями, полученными в работах (•-•).

Пример 2. Рассмотрим смешанную задачу для волнового урав
нения с двумя пространственными переменными:

«//-«л*—«уу=/ при /£(0,Г), х>о, у£/?։
“х+а«ж«у=£ при /^(0,Г), л=0, у£Х?։ (16)
й=0, «,=0 при 1=0, х>0, у£/?։

Условие корректности с потерей гладкости, полученное тля этой за
дачи, несколько отличается от предыдущего и выглядит следующим 
образом:

Это условие также совпадает с условием, полученным в работе («).
Пример 3. Пусть А—строго гиперболический оператор второго 

порядка, не характеристический на границе, и ц(/,0,у;Л) I при 
у£/?п_|. Рассмотрим смешанную задачу:

Аи=/ 
л -1

"х+ 2

ս=(Լ սէ—0

при /£((), Г). х>0. у £/?"-* 

при *=0, у£/?я-։

при /=0։ х>0, у£Яп 1
Гакая задача корректно поставлена, так как условие (111) для нее
всегда выполняется.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

1>. Դ. ՀԱՅՐ1ԼՊԵՏՅԱՆ
Ьг||гпгц 1|1иг<||| Г||п1|Լր*|4)|սւ 1|սւե Սաւ|ասաւ՝։ււ մէւերի հււււհսր Լոպաաինսկու պայմանի համարժևք ձևակերպումների մասին
Հ"Չ</ա^"<մ դիտարկվում Լ խտոր խնդիրր երկրորդ կարգի հիպերբոլական 

‘“'վարարումների համարէ Ինչպես հայտնի Լ , այդպիսի խնդիրր կոռեկտ է, 
եք/ե բավարարում Լ Լոպատինսկու պայմանին^ Սակայն // • <// հիպերբոլական 
Հավասարումների համար խաոր խնդրի կոոեկտութ յունր հարմար ( ապարոշ

մի ուրիշ պայմանի դեպրում (Տ)է Այդ պայմանր կայանում /. նրանում, 
որ օպերատորի համար տեդի Լ ունենում որոշակի վերլու ծ ու [/յուն է Որոշ (սրՆ- 
դիրների դեպրում այս պայմանր ավելի բնական Լ ւ
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..ոդվածում ապացուցվում Հ, որ այց երկու պայմաններր իրար համար, 
մեր են։ Որպես կարևոր հետևանր, ԷոպատինսկոԼ պա յմ ան ի ցեպրում ապա. 
ցուցվում / ^Ր^ՐՈՐՂ ԿաՐԴՒ **Ւպ երբպական հավասարումների համար խաոր 
խնդրի կոոեկտությունր։

ЛНТЕРЛТУРЛ-*РиМИЪПММЛЬЪ

1 Af Ykawa, Osaka J. .Math., 12,69-111 (1975). * Ж. Шазарен, “Математика" Сб. nep. 
нн. статен. IS. ^2,79-109 (1974). ’ М. Tsuji, Proc Jap. Acad., 50, № 2,138-142 (1974). 
*( К. Годунов, В. Af. Гордоенко, Труды семинара С. Л. Соболева. Дифференциаль
ные уравнения с частными производными, №2. 5-31. Новосибирск (1977). * А Айра- 
nt тян. ДАН Ары. ССР, т, 65, № 1 (1977). • Р. Сакамото, “Математика. Сб. пер. 
ин. статей, 16, Л* 1. 62-80 (1972).
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МАТЕМАТИКА

А. А. Аракелян

/Минимальные двусторонние идеалы в частичной 
полугруппе гомоморфизмов релятивов

(Представлено чл.-корр АП Армянской ССР Р А Александрином 14/\Ч 1978)

Пусть А множество элементов произвольной природы. Через 2Л 
обозначим множество всех подмножеств множества Я, (В, р), где 
В£2Л рсг.В'.В релятив (’). Положим Л = ((5, р)|5£ 2А, о—нерефлек
сивное бинарное отношение), 4(4) равным множеству всех гомомор 
физмов между релятнвами из А. Через обозначим операцию супер
позиции в 'Г(Л). Тогда очевидно, что Ч‘(4) будет частичной полу
группой относительно суперпозиции.

Определение 1. Подмножество УГ^В называется решением 
релятива (В, р), если

(а) (а, Л)Тр Для любых а, У„
(б) для любого существует такой л£УР, что (а, д)£р.
Положим Чг'(#) равным такому множеству гомоморфизмов из 

ЧГ(Л), которые удовлетворяют следующему условию: если у гомомор
физм между (В, р) и (В, о), то (а) для любого Ь£У, существует та
кой й£УР, что (а, Ь)&, (б) У. <? (У?)-

Из определения 1К'(5) следует, что ’Г'(Л) частичная полугруппа 
относительно операции суперпозиции. Через А'’(Ч "(В)) обозначим мно
жество гомоморфизмов, удовлетворяющих следующему условию: если 
| гомоморфизм из {В, р) в (В, о), то ф = Ц>Х У»и (В— )(В — Г>), 
где У?, У, соответственно решения (В. р), (С, о). Очевидно, что 
А(Ч'։(Д))Нетрудно доказать, что А (Ч (/?)) двусторонний 
идеал У'(В). Имеет место следующая теорема.

Теорема I. А'(Ч''(/?))-минимальный двусторонний ненулевой
идеал частичной полугруппы У(В).

Доказательство. Пусть ^£/^(4^(2?))—гомоморфизм 113
а (В, с) и ФсЧ '(Л) некоторый двусторонний идеал 4՜ (5), отличниц 
от /С(՝Т'(Д)). Тогда гомоморфизм <? = ?< ®։°’Р։՝՝?0о1?։о,?« ?»• гле 
гомоморфизмы соответственно из (Л, т) в (В, а), из (В, с) в (В, И. 
из (В, р) в (В, 7), из (в. А) в (В, т), из (В, *) в (В, и). из (Я, р)। н 
(В, *), из (В. т) в (В, о) будет принадлежать Ф. Отсюда ФэА (Ч ( ?). 
1еорема доказана.



Определение 2. Пара (В, р) называется топологических։ ре- 
лятивом (։), если она наделена структурой релятива и топологией, 
удовлетворяющей аксиоме: для любой нары (л՛, у) £ о существуют та
кие окрестности их и Иу точек х и у, соответственно, что их Ууср.

Пусть Д,—метрическое пространство с метрикой 0. через (2Л՛)„, 
согласно (э) обозначим множество всех замкнутых ограниченных 
подмножеств Д։. Тогда

&(В, С) = тах | 5ир6(х, С), 5ирб(/?, у)|, 
. У€С (1)

где В, С(:(2л>)т будет метрикой в (2л>)т.
Пусть далее (В, р), где В€(2Л’)Я> топологический релятив. Ре

лятив (В,р), где р—замыкание р будем называть замыканием релятива 
(В, р). Если положить 8։((х, у), (х'։ у')) = тах|0(х, л'), 0(у, у')|, то В1 
будет метрикой в ЛхЯ. т

Если пространство Д։ компактное в смысле метрики В. то сог
ласно (*) пространство (2Л|)СТ так же компактное в смысле метрики н. 
Положим
Д։= \(В, р)\В՜- (2Л1)Ш, р—нерефлексивное бинарное отношение]

Если положить

р), (С, а)) = тах |Н(в, С), А(р, 0)|, (2)

то получим метрику в Л։.
Отсюда и из («) следует, что Д։ компактное в смысле метрики н1
Маурером (։) рассматривается сходимость последовательности 

релятнвов, определенная следующим образом: последовательность 
релятивов |(Д, рл))я-1д... сходится к релятиву (Л, р), если для лю
бого а £ Д существует такое А'(а), что ^л(а)=р(а) для любого п /У(д). 
Можно показать, что из сходимости в смысле метрики Н։ не следует 
сходимость в смысле Маурера.

Определение 3. Отображение у топологического релятива 
(В, р) в топологический релятив (С, з) называется гомоморфным, ес
ли °о?0?(р) и ? непрерывное отображение.

Лемма 1. Если (В, р) топологический релятив, то р(Л') откры
то для любого ,4'с;Д.

Через ՝• (Д։) обозначим множество всех гомоморфизмов между 
релятивами ЛР

Определение 4. Подмножество Ч^сЧ^Л,) назовем равносте
пенно непрерывным, если для любого е^>0 существует такое 3(е) 
что (/(а', а")<Це) влечет в(ф(а'), ф(а*))<։ Д-™ любого ՛]>£ Чг՜.

Если для Ф1։ Ф։£Ч%Д։) положить

**(՛?!. Ф։) = 5ир6(-{/։(а), %(«)),

то согласно (■•) &* будет метрикой в Ч'(Д։). 
Если положить

(3)
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Я’(!Ч. Л) = 8чрв(р1(а)."р։(а)),

то согласно (*) 0։ будет метрикой в 4'= |р/рс-Л։ХЛ։|.
Определение 5. Будем говорить, что последовательность 

гомоморфизмов |фя|л - 1.2.... с 4 (Д։). удовлетворяющая следующим 
условиям;

(а) фл гомоморфизм из (Вп, рД в (Сл1 оя), л=1, 2..........
(б) существуют такие (В, р), (С, з), что [(/?„. ря)|„ _,...... 

|(С„, эл)|л - сходятся соответственно к (Я.р) и (С, 7) в смысле 
метрики О’ слабо сходится к отображению ф, если [фя)я , , схо
дится к ф в смысле метрики 6։.

Теорема 2. Если отображение ф является пределом слабо 
сходящейся последовательности гомоморфизмов {фя|я_, 2 СЧ’(Д։), 
Ч’(Д։) равностепенно непрерывно, то ф^4‘(Д։).

Определение 6. Булем говорить, что последовательность 
гомоморфизмов |фя)я - 1.2.... 0^(4։), удовлетворяющая следующим ус
ловиям:

(а) фл гомоморфизм из (ВП. р„) в (Сл, а„), п= I, 2, . . .
(б) существуют такие (В, р), (С, а), что | (Вп, р„) )„ _ ։.г...., 

|(СЛ, ал)|я _ |>2։... сходятся соответственно к (В, о), (С, о) в с числе 
метрики в1 сходится равномерно к отображению ф, если |фл|л _ 1.2.... 
сходится к ф в смысле метрики 0.

Теорема 3. Если отображение ф является пределом равно
мерно сходящейся последовательности гомоморфизмов |?л|я-1,г.. с 
сЧг(4։), Ч^(Д1) равностепенно непрерывно, то Ф*(ЛХ).

Теорема 4. Если пространство Д։ компактное, Ч(Д։) рав
ностепенно непрерывное, то оно компактное в смысле слабой 
сходимости ( равномерной сходимости).

Теорема 5. Если пространство Д։ компактное, то любая 
равностепенно непрерывная подполугруппа Ч'сЧ(Д։) с топологией, 
определенной согласно слабой сходимости (равномерной сходи
мости) имеет минимальный двусторонний идеал.

Доказательство. Доказательство следует из теоремы 3 
(теоремы 4) и теоремы Нумакуры (’).

ц. г. ииюьиил
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Այնուհետև սահմանվում է տ ոպոլոդիական ռելյատիվի գաղափարը և մե֊ 
տրի կան ռելյա տիվների միջև։ Ապացուցվում ( ռելյա տիվն երի տա րած nt թ յան 
կոմպակտությունրւ

Գ իտարկվում է ռելյատիվների հ ոմոմորֆիդմների հաջորդականության 
հավասարաչափ և թույլ դոլդա մ ե տութ յոլն ր և ա պա ցուցվում է հոմոմորֆիդմ- 
ների տարածության փակ լինելը' ըստ այդ դո ւդա մ ե տ ո ւթ յունն ե ր ի ։

Ապացուցվում է նաև, որ տ ոպոլոդիական ռելյատիվների հո մոմորֆիղմ֊ 
ների տարածությունը ունի մ ինիմ ս։լ երկկողմ տն ի իդեալ։
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МЕХАНИКА

А. Г. Гал они

О поперечных колебаниях пластинок, изготовленных 
из разномодульного материала

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР О. М. Сапонджяно.м 6/11 1978)

Исходя из уравнения цилиндрического изгиба пластинок, изго
товленных из разномодульного материала, после необходимых упро
щений, получено уравнение поперечных колебаний. Решены конкрет
ные примеры с различными краевыми условиями. Определены часто
ты свободных колебаний, с доведением их до числовых результатов. 
Показано, что частоты свободных колебаний зависят от степени раз- 
номодулыюсти материала и эта зависимость, в основном, выражается 
жесткостью пластинки.

В работе (’), посвященной цилиндрическому изгибу пластинок, 
изготовленных из разномодульного материала, выявлено, что нахож
дение прогибов в конечном счете сводится к решению уравнений

П^=-ЛГ±^1^(1-2>+Н֊-^֊|8֊--»}‘(1-2*+»-)1 (1)
с!х2 4 20О0й

с соответствующим знаком перед вторым членом правой части, за 
висящим от знака произведения изгибающего момента и перерезы 
вающей силы (М • (?).
Здесь

Решение ряда конкретных примеров по изгибу показывает, чти вто
рой член правой части уравнения (1) дает незначительную поправку 
(порядка одного процента) на величину максимального прогиба.
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Учитывая также, что именно этот член существенно осложняет .ход 
решения конкретных примеров им будем пренебрегать.

Исходя из сказанного выше, уравнение (1) заменим следующим

֊М-֊^֊֊-|8֊’’Ч֊2-'»-)1. (3)
(1 л։ 20 О0Л

которое даст возможность перейти к вопросу о поперечных колеба
ниях пластинок, изготовленных из разномодульного материала. Сле
дует отметить, что здесь пока нет возможности ставить вопрос о по
перечных колебаниях в общей постановке, так как даже уравнения 
поперечного изгиба пластинок в общей постановке не имеется. Поэ
тому здесь вопрос ставится в том смысле, что при колебаниях сох
раняется цилиндрическая форма изгиба пластинки.

Для получения уравнения колебаний пластинки с использова
нием упрощенного уравнения изгиба ^3). поступим аналогично рабо
те (*)• А именно, продифференцируем обе части уравнения (3) по х 
и пользуясь известными связями между силовыми факторами

</Л! о
<1х ՝ (1х

представим его в виде

п 30О ---- — а--------------
дх' ' 20бой

(4)

(5)ал։
Далее в уравнении (5) заменив д нормальной составляющей сил 
инерции, приходящейся на единицу площади пластинки

<7 = — рй----
д?

(6)

при пренебрежении влиянием тангенциальных составляющих сил 
инерции, и учитывая, что ы = ю(х, /), получим уравнение свободных 
колебаний ненагруженной пластинки

20О01 1 дх'<Л* (7)

где р—плотность материала пластинки. 
В уравнении (7) принимая

■и>(х, О = \Г(х)со5 (8)
относительно получим следующее обыкновенное дифферен
циальное уравнение

ц/п _ Р*. ц,։ у/==0
О О

где

(9)
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ЗуР
2ОСоЛ

|К -Л (10)-7+> )|.

Общее решение уравнения (9) имеет вид:

И7(х) = С։сЬ։0.т 4- С։8Ь։пх4 Сасо5 30х 4- С451п^, (Ц)
где

(12)

а С/—постоянные интегрирования.
При решении конкретных примеров необходимо иметь также 

выражения для изгибающего момента и перерезывающей силы, кото
рые в принятых обозначениях имеют вид:

֊°- 

Р
СО5 <0/ (13)

СО5 шЛ

Рассмотрим некоторые примеры.
а) Для бесконечной полосы шириной /, шарнирно опертой по 

длинным сторонам, граничные условия будут
при х = 0 и х = / 1^=0. Л1=0 (14)

Удовлетворяя граничным условиям (1 I), относительно С, получим 
систему однородных уравнений. Приравнивая нулю определитель 
этой системы, получим

5|п? = 0, ? = (д=1, 2, ...) (15)

Откуда, с учетом (12) для собственных частот свободных колебании 
рассматриваемой пластинки, колеблющейся с сохранением цилиндри
ческой формы изгиба, получим

(16)

Здесь и в дальнейшем

—о'. ? = ?•'• = <17’

б) В случае бесконечной полосы, с одной защемленной, а дру
гой—свободной сторонами, имеем следующие граничные условия:

при л=0 Л1 = 0, С=0 

при х = / № = 0, 1Г = 0
(18)
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После удовлетворения граничным условиям (18) и приравнивания 
нулю определителя получаемой системы однородных уравнений, при
ходим к следующему трансцендентному урнвнению:

2chacos₽+ f—-------^-Ash a sin? + + — =0. (19)
\ а р / аг р1

Следует отметить, что между « и ₽ существуют следующие, выте
кающие из (12), зависимости:

(20)

Частоты собственных колебаний определяются через корни уравне
ния (19) следующим образом:

Шл рл /i+^f (2D

где ?л—л-ый корень уравнения (19).
в) В случае бесконечной полосы, с одной защемленной, а дру

гой—шарнирно опертой сторонами, имеем следующие граничные усло
вия:

при л = 0, И/=0, IV" =0 (22)

при х = /, 117 = 0, М = О

Здесь определение частот собственных колебаний сводится к нахож 
дению корней следующего трансцендентного уравнения

°lg?~?lha = 0, (23)
В этом случае частоты собственных колебаний определяются по фор
муле (21), где под понимается л-ый корень уравнения (23).
г) Имеем бесконечную полосу с двумя защемленными сторонами в 
предположении, что одно из них свободно может перемещаться по 
направлению х, исключая возможность появления продольной силы 
в этом направлении.

В этом случае граничные условия будут:

при х=0 и х=/ 117=0, 117'—0, (24)
а соответствующее трансцендентное уравнение получается в виде

2cha cos ₽ 4- (— — — Ash» sin ? — 2=0. 
X « ? /

(25)

Здесь также частоты собственных колебаний определяются по фор
муле (21), где ?„■—л-ый корень уравнения (25).

В последних трех примерах корпи уравнений (19), (23), и (25) 
зависят от параметра А (17), характеризующего влияние поперечных 
сдвигов. Этот параметр кроме отношения Л*//* зависит также и от 
степени разномодульности (отношения Е+!Е~) материала. Однако за-
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висимость от последнего, как и в случае балки (’), весьма слабая, 
так как при изменении отношения Е+]Е~ в достаточно большом ин
тервале (1 + 10) параметр А изменяется в пределах (0,24 -0,26) й։//։. 
Поэтому, если дальнейшее вычисление произвести при й//=1/5, т > 
можно принимать А =0,01.
В таблице приведены значения первых пяти корней уравнений (19). 
(23) и (25), а также соответствующие нм величины

<֊'*

ш։) 
п

10° 
п лՈ

1 1.8958 3.5313 3.9628 14.5993 4.8430 21Հ090
2 4.7883 20.6796 7.1716 41.7948 8.1000 50.9832
3 8 г 1080 51.0638 10.3892 74.8518 11.4015 85.7164
4 11.3990 85.6897 13.6024 109.5949 14.6821 121.3479
5 14.6833 121.3615 16.8061 114.4271 17.9735 158.0929

Из приведенного выше нетрудно заметить, что степень разномолуль- 
ности весьма мало влияет на величину корней рассмотренных транс
цендентных уравнений. Однако частоты собственных колебаний безу
словно зависят от степени разномодульности материала и эта зависи
мость характеризуется величиной жесткости О.

Ереванский политехнический институт 
им. К Маркса

II. Հ. Դ1ԱՈ31ԼՆ

Suiruiifnqni| նյութից պատրաստված սալերի րնցլայնակաս տատանումների մասին
Ելնելով սւարամողւպ նյութից պատրաստված սւպերի զլանային ծռման 

Հավասարումներից և որոշ պարզեցումներ հաշվի առնելուց տետո, ստացված 
Լ չր եք էն ա վորվա ծ սալի ազատ տատանումներր րնոէթազրոդ i ավասարում րւ 
/իտարկված են տարրեր եզրային պայմանների զեպքեր, բերված են սեփա

կան տատանումների հաճախականության համապատասխան արտահայտու
թյուններդ որոնց արտահայտվում են համապատասխան տրտնսցենզենտ հա- 
վասարման արմատների միջոցով. Տոպց է տրված, որ նյութի տարամորյոպու- 
Բյան ազդեցռթյունր սեփական տատանռմների հաճախականով յան վրա 
հիմնականում բնորոշվում է սայի կոշտովյունր բնովադրող արտահայտռ- 
Բյան միջոցով։

Л ИТЕРАТУРА— ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Л. Г. Гаяоян. Ученые записки ЕГУ, 3 (1977) * Л. Г. Га.юян. Л, Л. Хачатрян. 
ДАН Арм. ССР, т LX1H, № 3. (1973)
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆՆՐԽ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ Г. СРԼ\\11 ' 1978 1

УДК 539.376

ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

С. А. Ешибарян

О плоской контактной задаче нелинейной установившейся 
ползучести с учетом сил сцепления

(Представлено академиком АН Армянской ССР И. X. Арутюняном 4/1П 1978)

В работе (’) впервые поставлена и исследована плоская контакт
ная задача нелинейной неустановившейся теории ползучести без учета 
сил трения и сцепления. При этом в качестве основного физического 
закона принималась предложенная в (2) степенная зависимость между 
интенсивностями напряжений и деформаций, обобщенная по теории 
ползучести для наследственно стареющих тел (’). В этой же работе (') 
сформулирован обобщенный принцип суперпозиция для перемещений, 
позволяющий решение исходной контактной задачи свести к последо
вательному решению интегрального уравнения Фредгольма первого 
рода с симметричным степенным ядром и интегрального уравнения 
Вольтерра. В работе (4) рассмотрена плоская контактная задача не
линейной установившейся теории ползучести с учетом сил трения. 
Укажем также на работу (6), где дано решение контактной задачи о 
вдавливании клиновидного штампа в нелинейно-деформируемую по 
степенному закону полуплоскость.

Отметим, что достаточно полная библиография основных работ н 
результатов по контактным задачам теории ползучести содержит
ся в (6).

В настоящей статье обсуждается плоская контактная задача нели
нейной теории установившейся ползучести при степенном законе связи 
между напряжениями и скоростями деформаций. В рамках предло
женной здесь модели, эта контактная задача описывается интеграль
ным уравнением Фредгольма первого рода с эрмитовым положительно 
определенным ядром. Указанная модель основывается на обобщен
ном принципе суперпозиции перемещений, который проводится как 
для вертикальных, так и для горизонтальных перемещений граничных 
точек. При этом, ввиду знакоперемснностн некоторых компонент пере
мещений, этот принцип проводится для их абсолютных величия. Но в 
конечном итоге это свойство истинных перемещений отражается в вы
ражениях соответствующих компонент обобщенных перемещений.

Замкнутое решение основного интегрального уравнения построено 
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тремя аналитическими методами—М. Г. Крейна (т), ортогональных 
многочленов (") и Колсона (*).

В частных случаях получается известное решение М. Садовского 
{»), а также Н. X. Арутюняна н М. М. Манукяна (*).

Предварительно несколько подробно излагается решение задачи о 
равновесии полуплоскости под действием только горизонтальной сосре
доточенной силы, приложенной на ее границе.

1. Пусть имеется полуплоскость, для материала которой между 
интенсивностями напряжений и скоростей деформаций существует сте
пенная зависимость вида:

(1.1)

где определенная физическая константа, ц— показатель ползу
чести, а о, и 6/— интенсивности напряжений и скоростей деформаций, 
выражающиеся соответственно формулами:

<’<==УТр/ )’+6-г., < 1 -2)

(։<-'» )*+(■*—8г)‘+(е*-«» )’+6Т'». (1 3)

Пусть, далее, на границе полуплоскости действует горизонталь
ная сосредоточенная сила (). Требуется определить компоненты сме
щений, исчезающие на бесконечности. Поместим начало цилиндри
ческой системы координат г,9,г в точке приложения сосредоточенной 
силы ф к полуплоскости и направим оси гДг как показано на рис. 1.

Рис. I

Согласно нелинейной теории установившейся ползучести, в сл\ 
?чае плоской деформации имеем (4):

-К 0 ж

(1.4)
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Эти уравнения выведены в предположении несжимаемости материала

(1 5)
Уравнения равновесия будут:

(1.6)

Зависимости между компонентами скорости деформаций и компо
нентами вектора скорости смешений следующие:

дг՛ V I ди
дг г г (17)

Дифференциальное уравнение неразрывности деформаций 
вид:

</? дг3 дг дг дгдИ дв

имеет

(1.8)

Граничными условиями задачи будут

«» = Олг«=ро|(г) при в=± (1.9)

где <(г)~дельта—функция Дирака. При этом заметим, что из условия 
равновесия любого элемента в виде полукруга с центром в начале 
координат, высеченного из полуплоскости, вытекает соотношение

«/2
(гаг51падв = р. (1.10)

-та

Следуя работам (’,«), будем искать точное решение в переме
щениях методом разделения переменных в следующей форме.

«=/1(ПХ1(0). ^=/«(г)/л(0), (1.11)
здесь /,(г),/։(г), Х1(®)« /»(0)—некоторые непрерывные функции, подле

жащие определению во всей полуплоскости-----— и г>0.
2 «г

С учетом предыдущих соотношений и того, что т,»=0 во всей полу
плоскости и введя следующие обозначения

сА(г)^Р(г), /л(0)=х(0) (1.12)
получим дифференциальные уравнения для определения функций 

Л(г) и /(6):г։Г(г)+</;'(г)-(1-а*)/?(г) = 0, х"(б)-|-к»х(9)=0. (1.13)

Принимая во внимание, что при г — оо перемещения должны 
исчезать, получим

u=|{D^cos^0— /։-Л՛
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Далее заметим, что из нечетности ог следует:

(1.14)

-г=0 при 0=0 (1.15)

Удовлетворяя граничным условиям, закону ползучести, уравнени
ям равновесиям пользуясь соотношениями (1.10), (1.11). (1.15), получим:

Л”’/И֊ !)/"*(И)'

где

/(Р)=4
«/2
С ( я!п <в)>* $1п 0(10,

о
(1-16)

В конечном итоге перемещения граничных точек полуплоскости 
будут даваться формулами:

).к
(У’йп —= -(«!• - -т

== |т'|о_ 2.=-

/ 7*(/72—2)(2т СОБ——
_______________ 2_ г1-т
1ф(т-1)/"(«)

(117)

В частном случае Кй=—^-Е и к2=|»=.1 получаются известные из 

теории упругости (10) формулы для компонент напряжений и переме
щений:

3.1 Л 2<?51п0 и =---- 1п —— , г>=0, аг=-----------

В случае вертикальной сосредоточенной силы (')

|м|»_ 2=|«|»
Рт СО5----

г ____________ 2
“Г՜՜ 1 |У/П(н)

(2—т)Рт 81п-у

К*(/п-1)и'"(н)
где

«/0
У(р.)—4 | (соБ'О^созОйО. 

х

(1.18)

(1.19)
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2. Пусть штамп, основание которого описывается функцией 
у=/(х), под действием вертикальной силы Р, приложенной в центре 
штампа, вдавливается в деформируемую по закону (1.1) полуплос
кость. Предполагается, что штамп сцеплен с основанием. Требуется 
определить законы распределения нормальных р(х) и тангенциальных 
<7(л) контактных напряжений. Участок контакта берется в виде от
резка а,и|. В указанной постановке рассматриваемая задача фор
мулируется в виде граничных условий для полуплоскости

■и=8—/(х), и=0 при

ау=тЛу=0 при |х|>а, (2.11
где 5 —мера погружения штампа в основание.

Используя обобщенный принцип суперпозиции перемещений, ре
шение задачи сводится к решению следующего интегрального уравне
ния Фредгольма первого рода с эрмитовым ядром:

а
Г 1-Ь5£п(Х —.$) . .. -Л

------֊—I-------  х(х)с15 = Л(х), -г .
з |х—$|л 2
—а

где

о<л<1,х(5)=р(«)-* —?(5)՛1՜н=л, *=(с1е—) (2-2)
/(н) 2/

Решение интегрального уравнения (2.2) должно удовлетворять 
соотношению 

а
Ь(5)(15=Р, 

— О 
которое вытекает из условия равновесия штампа.

3. Решение этого уравнения построим методом М. Г. Крейна. По 
этому методу единственное решение уравнения при непрерывной 
правой части Л(х) имеет вид:

гтт—ч — иМ (и) <1и .)— л

1___
ЛГ(«)<1и 3

и
К՝ (5,п)/?(5)Й5

где ё(х,и) и £’ (х,м) решения уравнений 
и
^/С(Х,$)£(5,и)(15=1 

— о
и
у/С(5,х)^,(з,«)дв—1, 

—а

и~а

йи (3.1)

(3.2)

(3.3)
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а М(и)=
и 
|£($.н)(15.

~0
Решения этих уравнений согласно (п) имеют вил:

с? •+№ «-0
£(*.«) =— (и-х) (а 4-х)7Т 

а ■-/? «-ИЗ
ё (х,м)=—- (и-х) (а + х)

а4֊/3 = — — аге $1п (1-Н'К

(3.4)

(3.5)

Решение уравнения (2.2) можно построить также методом аппа
рата ортогональных многочленов Якоби. Согласно (*), решение (2.2) 
получим в виде:

֊ сп 8Ш нА /II 
п-° Вг(1— /»)(Л)Л

(3.6)

где

Ь. ^(14-։*) (I—/»)“՛,

1 . 51п“Аа=— агс51п ------—
■к В

При этом выбирается та однозначная ветвь арксинуса, для кото
рой 0<Реа<1.

Дадим, наконец, решение уравнения (2.2) методом Копсона, 
состоящим в сведении исходного уравнения Фредгольма к двум пов
торным интегральным уравнениям Вольтерра.

Используя известные формулы обращении операторов .Абеля, 
согласно (■) решение (2.2) получим в виде:

/.(•*)=֊

За У
/V (1 Г у'-Му <1Г Г(/-ц)<а-

(х4֊д)։— с1х ] (х + а—у)*-л<Ъи (у-О1՜՛
ж+а 0

(3.7)

где

„ 5(п ~а > Г(Л) « (I— < <)-|
тгГ(а)Г( I — »4֊Л)

В случае штампа с плоским основанием /(х)— 0 находим следующие 
выражения для нормальных и тангенциальных контактных напряже
ний:
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p(x)=— (J։-A-։)a cos

?(-<) = ֊Ц • • (a։-A։) Sin 6 • ln^——Y (3.8)
j(n) D \ a-\-xJ ' '

где
/ч_ (2а)г«+’Г(>4-1+^)Г(*-|֊:-/р) 

(2a 4֊ 1)Г(2а+1)
При ц=| формулы (3.8) принимают вид:

Р(х) = ^7-Д-р- > ?(х)“° 
гг а։—х1

что совпадает с известной формулой, полученной М. Садовским (w) 
для случая отсутствия сил трения.

Автор выражает свою признательность Н. X. Арутюняну и С. М. 
Мхитаряну за постановку задачи и обсуждение работы.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

U. II. ԵՆԴ1ՓԱՐՅԱՆճսւստատէ|ած սողքի Ոշ գծային տեսության հարթ կոնտակտային մի |սնգրի մասին հարակցման ուժերի հաշւ|աոո ւմււ ւ|
Աշխատանքում քննարկվում Լ հաստատված սողքի ոչ գծային տեսության 

հարթ կոնտակտաւին {սնգիր ր հ արա կցմ ան ում երի հաշվաոումովէ Ելնելով 

տեդավւոխոէթ յունն երի վերա գրման րն ղ հ ան բա ց վա ծ սկզբունքից, ի՚նղիրր 
մաթեմատիկորեն ձևակերպվում Լ դրականորեն որոշյալ Լրմ իտ յան կորիզով 
Ֆրեղ Հոլմի աոաջին սեռի ինտեգրալ հավասարման տեսքով։ Կաոուցված է 
այղ ինտեգրալ Հավասարման միակ լուծ ում ր 4բեյնի, փբթոգռնալ բազման

գամների ե 4ոսլսունի անալիտիկ մեթո գներովւ
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ФИЗИКА

В. О. Папаняк

Обобщенное представление собственного времени для 
квантовой электродинамики на малых расстояниях

(Представлено чл -корр. АН Армянской ССР М. Л. Тер Микаеляном 6/Х11 1977)

1. В квантовой электродинамике (КЭД) особенно актуален воп
рос внутренней замкнутости теории, так как с одной стороны расчеты 
по теории возмущений (ТВ) блестяще согласуются с эксперименталь
ными результатами, а с другой стороны успехи в изучении калибро
вочных теорий показали, что КЭД естественно входит в общую схе
му единой теории слабых и электромагнитных взаимодействий. В 
связи с этим очень важно исследовать поведение КЭД на малых рас
стояниях С1՜*), в частности, вблизи точечного пробного заряда, мето
дами ренорм—группы.

Гелл-Манном и Доу (։) была введена функция Чг (г) и было 
показано, что существование нуля этой функции при некотором ко
нечном г=а, означает конечность предельного затравочного зар,тда 
КЭД и возможность замкнутой теории. Так как точная функция 
Гелл-Манна—Доу (ГМ I) в настоящее время неизвестна, то иссле
дуют ее разложение в ряд ТВ.

Для различных ренорм инвариантных зарядов (4 ’՛) функции Ч’*" 
различаются начиная с третьего члена в силу однопараметрического 
произвола ренорм —группы, хотя при больших значениях аргументов 
функция ГМЛ определяется единственным образом.

2. Исходя из представления Йеллена—.Немана (*) для пропага
тора фотона

Г 
֊—

Л Аг 
о

РчЛЛР/^3)
ЛР+*1 к

(2)

где точный пропагатор в калибровке Ландау:
Я. =(&» *» /Л’)з</(*։/^։.а)/*։֊ <3)

введем новую спектральную функцию следующим образом )
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F, ,։)=!+ j-~exp|—s(w։',)’| P4..G) (4)

о
Эта функция в частном случае ••<= 1/2 совпадает с функцией плотнос
ти наведенного заряда

Г dt 2’"г1
/=■./,( 1/^.’)=Р(отг,а)=1+2 Рчд(^։). (5)

</ I
которая связана с пропагатором известной формулой

2 Cdk
р(/иг,а)— — I —sin (6)

- J k 
о > ►

здесь 4=|*|.г=|/-|. А при значении параметра *=1 функция (4) сов
падает со спектральной функцией в представлении собственного вре
мени (*֊••)

d(xp)=x ds es.^(—m2sx)Fx(\lsnF,<i}, 
b 

где х=к։/т*.

(7)

Поправка к кулоновскому потенциалу точечного заряда порядка 
։(7։) была вычислена Юлингом (*). а порядка а*(7а) Калланом и 
Сабри (։о). Пользуясь этими результатами можно, согласно (5), 
выписать функцию Челлена—Лемана в том же приближении ТВ. 
Асимптотическому значению пропагатора фотона при Л։/т’-*оо соот
ветствуют малые расстояния от центра и $/лг’—0. В этом случае 
интеграл (4) берется в явном виде и в результате получаем (везде 
ниже 7=1):

где ' (3) = £ «-։ — 1,202056..., 1п 7=0,577215 ... — постоянная Эйле- 
л—1

ра. Таким образом, на малых расстояниях от пробного заряда в 
рамках ТВ наша спектральная функция, аналогично другим инвари
антным зарядам (։), разлагается в ряд по степеням константы связи 
и логарифма:

(Применяется система единиц, и которой h— с I и а-ел/4п -1/137; метрика 
г г 

pk=pk paku.
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(9)

В частном случае * = 1/2 разложение (8) совпадает с известным раз
ложением для наведенного заряда (։։).

3. Обычно в методе реиормгруппы (։~4) вводится новая конс
танта взаимодействия

ак =««/(/ (Ю)
где «х изменяется между значением физической постоянной тонкой 
структуры а (при Х — 0) и голым предельным зарядом «,(Ь»оо).
Соотношение инвариантности по ренормгруппе записывается в виде 

®х (1(кг1т,).а/тг,п }=2(1(к:1т,,а); (11)
здесь в левой части введена стандартная запись пропагатора, явно 
показывающая точку нормировки. Благодаря свойствам линейности и 
подобия преобразования (4) (аналогично свойствам обычного преоб
разования Лапласа —Карсона (7)) можно получить из (11) следующее 
соотношение инвариантности

ах Л (1/5/п2',1/5х/л2\ах )=аЛ Ц/зт2',л). (12)
При этом дифференциальное уравнение Ли ренормгруппы, кото

рое выводится с обычным условием, что теория имеет предел к 
асимптотике, когда массы стремятся к нулю, не изменяется

X* * =Чг(ах )• (13)

Проинтегрировав, получим уравнение ГМЛ в нашем представлении 

1п
1 Г

л։*(Л)։/* .՝ ’Т(г)'
(14)

где нижний предел есть первый член асимптотического разложения 
по степеням логарифма при зт2, ->0:

|п »,•(',)—+

+Ф),П’ +— (15)

4. Пользуясь вычисленными нами членами ряда ТВ (8), можно 
получить коэффициенты разложения функции ГМ.'1 ('), с помощью 
функционального соотношения (*):

2«г(<7(а)) = а<На)?(а)- (16)
Здесь
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функция Каллана—Сиианзкка (**), которая универсальна при вычи
слениях в рамках КЭД, т. е. одна и та же для всех ренорм-ин- 
вариантных зарядов. Можно показать, что ренорм-ннвариантныА 
заряд зС, удовлетворяет уравнению Каллана—Симанзнка:

аЛ (\lsrn'1’ ,а) -0. (18)

Разложение в ряд левой и правой частей (18) дает

'Ь=?1=—• • (19)

Таким образом разложение функций ГМ.1 для различных ре- 
норминвариантных зарядов, а также для различных значений * заря
да зЛ, , различаются начиная с третьего члена. Асимптотика различ
ных инвариантных зарядов может отличаться только постоянными 
цяо, так как к эффнциенты при логарифмах в разложении (9) уни
версальны. Этот однопараметрический произвол по ренормгруппе, 
выливающийся в произвол функции^ ГМЛ, в нашей работе характери
зуется параметром

Подставляя в (19) значения ам и а։0 из (8), (9) и из (17), получаем 
в результате

*<;>=- 2_= _0,071856 ... + -°-060923
288 3 162\ >’/ (20)

Итак как функция параметра имеет вид гиперболы с 
асимптотиками —положительной полуосью и линией —0,0718.56.. . 
и пересекает ноль при *о=0,921... .

5. Следует заметить, что мы зафиксировали два интегральных 
преобразования (5) и (7), а экстраполирующее их интегральное 
преобразование можем выбрать произвольным образом, а именно 
вместо (4) взять

<х>
/?И’:(5/Л^(о а)=1_|_ 1 ехр[—5(/лЧ)’(,>] р.,, ('.) 

*о
(21)

с фиксированием двух точек: ®(^)=1/2, ©(*2)=1

Множество всех положительно-определенных функций <р(>) запол
няет квадрант, ограниченный снизу линией и слева осью ординат 
/=0.

6. Согласно результатам работ (Л1°) для асимптотики пропага
тора фотона при А։//п։-»о©
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... '<31 101 „
•?՛։’—7֊ - 0.049991.... (22)

т. е. положительно, а т. к. и ф,, ф։^>0, то это уменьшает надежды 
на существование нуля уравнения Ч‘(г)=0. Однако, полученные в 
(•) значения ф։, для асимптотики лагранжевой функции постоянного 
поля большой интенсивности ф<;’= — 0 079785.

41 г>и для константы перенормировки ф(£’=----------- —- 1п2= — 0,238621.
288 36

отрицательны. Отрицательно значение ф, и для представления соб
ственного времени (7) пропагатора фотона

ф/-։'~ —— + — ֊ —= -0,010932... .
288 3 162

7. Итак, для введенного в настоящей работе, с помощью пре
образования (4), инвариантного заряда а/7, (0<9<сс) коэффициент 

в разложении (1) можно варьировать изменением параметра 
преобразования *. Важно то, что в определенном интервале измене
ния параметра вышеуказанный коэффициент отрицателен, и это 
намекает па существование нуля функции Гелл—Манна—Лоу при 
некотором значении переменной константы связи г. Следует отме
тить, что коэффициент ф ни при каких допустимых значениях пара
метра V не принимает отрицательных сколь угодно больших по аб
солютной величине значений, а именно он ограничен снизу значением 

—0,071856... . В то же время при *—0 коэффициент стре
мится к плюс бесконечности. Этот факт говорит о том, что есть 
некоторые ограничения на решения уравнения 'Г(д)=0, которые нам 
в настоящее время неизвестны и которые чрезвычайно трудно полу
чить оставаясь в рамках ТВ, хотя есть попытки продвинуться вперед 
с помощью анализа асимптотики диаграмм Фейнмана в бесконечном 
порядке для некоторых моделей теории поля (м). То, что изменением 
определенного параметра интегрального преобразования можно варьи
ровать значение коэффициентов разложения функции Гелл-Манна— 

Лоу, позволяет надеяться, что изменением способа обрезания можно 
подойти к доказательству существования нуля (или нулей) функции 
Гелл -Манна — Лоу. Это поможет ответить на вопросы замкнутости 
как чистой КЭД, так и других теорий квантованных полей.

Автор выражает благодарность В. И. Рнтусу за постановку за
дачи и обсуждения.

Институт физических исследовании
Академии наук Армянской ССР
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Վ. 0 ՊԱՊ1ԼՆ311Ն
11Լփակսւն duiil*uilnub|i բևւ}1ււսէւրսւր|||սւծ ս|սււո!|1»ւ mijnufp քվանտային ԼլԼ կտրա ր]ի նամիկայո ւմ փոքր fibruui|nrni բյուննԼրի հւուէսւր
Ս եփական ժամանակի ընդհանրացված պա տկերացմ ան մեջ ստացված 

են կետային [իցրի պոտենցիայի ուղղումները, հաշվված դըդոոէ մն երի տեսու
թյամբ։ Ստացված են պատկերացման մեջ ինվարիանտ քիցրին համապա* 
տա ււ իւ անող ելլ* Մ անն* Լո ու ի ֆունկցիայի վերլուծության աոաջին երեր ան
դամները, և ցույց / տրված, որ երրորդ անդամի դործակիցը կարող է յքւէ/ել 
բացասական, չնայած և սահմանափակված ներըեիցւ Այսպիսով, սեփական 
ժամ անակի պատկերացում ր կարող ( օդտակաը յինել Գ ե լլ-Մ անն - Լո ու ի ֆուն֊ 
հտՒայի ր1ՈոյՒ դոյոլթյունր ապացուցելու համար, որոնր անհրաժեշտ են րը- 
վանտային էլեկտրադինամիկայի ներըին ան հ ա կա ս ութ յան համար։

Л ИТЕРАТУРД — ԴՐԱԿԱՆՈՒՒՅՈՒՆ
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

УДК (548.0 : 53] + 530.145

ФИЗНК\

Г. А. Варданян

Связанное состояние перегибов в квантовом кристалле 

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Г. С. Саакяном 26/1 1978) 

Состояние квазичастиц в квантовом кристалле классифицируется 

по значениям квазиимпульса р н соответствующей энергией Е (։։). 
В том случае, когда речь идет о квазнчасгицах типа перегибов на 
дислокациях, расположенных в плоскости скольжения пол некоторым 
углом к кристаллографическим направлениям, согласно теории Анд
реева, зависимость энергии перегиба от одномерного квазиимпульса 
лается выражением (։).

ад = £0+2»Мсо5^у (1)

где ^—энергия локализованного перегиба в классическом пределе.
Пусть два перегиба взаимодействуют через потенциал (*) Р\Г։ц — 

модуль сдвига, и х, х'—дискретные величины. На этот процесс 
взаимодействия дискретность пространства оставляет яркий отпечаток, 
в результате возникают своеобразные особенности, которые и рассма
триваются в настоящей работе. Ниже будет показано, что в спектре 
энергии перегиба возникает локализованный уровень, который отщеп
ляется от зоны. Этот уровень под действием дополнительного возму
щения (малого притяжения) либо сдвигается по отношению границы 
эоны, либо уширяется, не смещаясь.

Взаимодействия перегибов в дискретном пространстве кристалла 
описываются уравнением Лнфшица (4,։):

ж-гТ(.с') + ^(/(х;х')Чг(х') = (2)

где

Рассматриваемый потенциал удовлетворяет условию вырожден
ности, т. е. его можно представить в виде произведения двух функ- 
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цпП, зависящих от х и х'. Влияние действия каждой из этих функций 
на 4՛ дает его значение в другой точке.

Исходя из этих рассуждений и используя разложение (3), урав
нение (2) запишем в импульсном представлении, интегрируя которое 
получим:

где

2И7

Спектр энергии определяется соответствующим граничным условием 
налагаемым на волновую функцию, что дает:

? С «р
у] е(р)-2՛

(5)

Отсюда следует, что существует отщепленный от зоны уровень 20:

(б)

С помощью уравнений Дайсона для такого уравня имеем следующую 
функцию Грива:

КЛч Ор»
1-₽О° ’

где
1 V
п р г— СО5ра—18

(?)

(«)

Выражение для позволяет найти плотность состояний в спектре 
*(г), которое связано с функцией Грина известным соотношением:

•<(։)=—— 1т$р6(е)
-л

Из выражений (7) и (8) для Дг) имеем:

Ч։)='о(£) I- -- |т —Г 1п 
кп (11

(9)

где

б°(О Ке(71(О4-ЛтОа(-). (Ю)

О, .,•= +

1֊?бп(г) ,

Как следует из выражения (9)

1—Н?еб0(е)=0. (П)

Это означает, что в некоторой точке плотность состояний увеличи
вается по отношению к уровням энергии в обычном кристалле. Сле
довательно, функция >(е) в точке е — + ՜^/ । А ՛ ^.^имеет максимум,
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|< вблизи ЭТОЙ точки

(12)

где
г _ 1ео1 

а «о
ширина этого максимума. Если е0 лежит в полосе этого спектра Е(р) 
то эту ситуацию можно трактовать как наличие а системе некоторого 
виртуального уровни, а в том случае, когда е0 лежит вне полосы 
этого спектра, в системе появляются дискретные уровни, соответ
ствующие связанным состояниям
Эти состояния, по-видимому, являются аналогами паре квазичастнц. 
которые могут свободно двигаться только в гексогональной плоскос
ти кристалла (’).

Рассмотрим влияние малого (и'<£3) возмущения на локализован
ное состояние перегиба. Разложим <Jet|I — С°(Е)t*'| определяющий 
спектр полюсов в (11)в ряд по степеням v':

det|l—G°v' |=det|l G°i)'|[l (13)

Пусть det|l—ReG°t»'|^0 ни при каких значениях Е. 

Тогда:

1 d \
—Im— -

~п de Л=1

I*
О°(е)г>'1

k

l-?G°(e)-?----- Im----- In 
т.п de

G°p'G° \
1֊(7V /oo

(14)

Мы видим, что несингулярный вклад порождается дальнодействую- 
шей частью V՛, а особенности сингулярного вклада определяются 
уравнением:

1-рКеб°(в)-₽Ке ( ^до՜-60^00) “°- (15)

Таким образом, если уравнение (II) имеет решение £0, то возмуще
ние V՛ приводит к сдвигу этого уровня или дополнительному уши
рению.

Функция распределения этих перегибов получается решением 
одномерного уравнения Фокера —Планка, аналогично работе (/).

/=-—/«------ ՝■*------ , Об)
7 Г dat+laE

где с( —коэффициент диффузии ((1՝ ЫаЧ^п), а Е=че'зетЬч„ (ч—единич
ный вектор нормали к плоскости скольжения, тензор напря
жений, Ьт-вектор Брюгерса), величина /„—определяется числом
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перегибов |/0—|е“ kr —1| 1).
кД
Ч--------
а

а

Следовательно, поток равен:

1 У, I
С ռ aJ ° To da'-laF (17)

Следует отметить, что при перемещении перегибов возникает сила 
торможения, зависящаи от скорости движения дислокаций. Величина 
и зависимость от скорости дислокаций этих сил определяют в основ
ном характер почти стационарного движения.

Объединяя члены с ап и—а„ нз (17) получаем:

Md v gnF 
Т п (^Հ)։-Ւ(^/?)։ '

В модели Пейералса (6), максимальная сила определяет те сдвиговые 
напряжения о0=Рт/а, которые нужно приложить к кристаллу, чтобы 
дислокация начала перемещаться в своей плоскости скольжения. Тогдаր:յձ*Ժ а0 

127՜ծ ’ (18)

где
ап=пЬ, (л=0,±1,- • •)

Пользуясь случаем, выражаю глубокую благодарность И. М. 
Лифшицу и А. Ф. Андрееву за полезные советы.

I ереванский государственный университет

Դ. Ա. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆ
Շրջման կետերի կապված վ|ւ6ակներր Ւվանտսւփն pjnirEqnuf

a

Դիտարկկ ած է //իա չա։ի բվան տային րյուբեղում ղիսլոկացիաների փբա 
շրջման կետերին համապատասխանող բւքա ղիմ ա սնիկների վարրրւ ձույց Լ 
արկում, որ բ յուբեղի համաչափության աոանցրի ուղղությամր առաջանում են 
I ո կայիղացւ/ած էն երղետիկ մակարղակներ, որոնր համապատասխանում են 
կա պկած ւք իճա կն երի ա ոայ ա ցմ ան ր ւ Լրաց ուցիչ ւիորր ղբղոու մր բերում Լ այր] 
մ ակարղակի կամ շեղմանր կամ յայնացմանր։ Այղպիսի րկա ղիմասնիկներքէ 
է1,,է!,1Ր կարող / շարրհ/ել միայն որոշակի ուղղությամբ, որբ բնութա ղբկ ում /, 
ղիֆուղիայի ղործակցուխ

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
։ А. Ф. Андреев, И. V. Лифшиц. ЖЭТФ. 56. 2057 (1969) а R Я. Guyer. L. !• 

Zane. Phys, let!. 24. 650 1970). 3 Д. Ф. Андреев, УФН, 118, 251 (1966). 4 И. ЛЕ 
Лифшиц, Nouvo Cimm. ъирр!. 3 716 (1956). 5 И. М Лифшиц. Г. А. Варданян, ДАН 
Ари. ССР т. LXI. № 3 (1976). • А. М. Кочевии, Основы механики кристаллической 
решетки, М. 1972. 1 А. ф. Андреев ЖЭТФ. 67. 1559 (1974).
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ГЕОФИЗИКА

Е. П. Леман, Л. А. Тамразян, В ,\ Арцыбашев

Эффективные коэффициенты ослабления гамма-квантов 
в гетерогенных средах с биноминальным законом распределения 

неоднородностей

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Г. Назаровы* 24Д' 1978>

Определение эффективных коэффициентов взаимодействия гамма- 
квантов с гетёрогенной средой является основной задачей теории за
щиты и прикладной ядерной геофизики. В частности, ее решение необ
ходимо для развития теории га мм а-методов анализа горных пород и 
руд, которые являются гетерогенными средами.

Известно, что при прохождении гамма-квантов через гетерогенную 
среду ослабление потока излучения происходит по экспоненциальном) 
закону Бэра, согласно которому

2У=.¥0 • ехр(—р,ф • рх), (1)

где .V,—поток квантов с энергией Е на поверхности среды. Л—тот же 
поток на глубине х, р—плотность среды, а р.ф—массовый эффектов 
ный коэффициент ослабления квантов в среде. Величина для ге
терогенной среды определяется не только ее вещественным составом и 
концентрацией неоднородностей в ней, но и формой, размерами, ориен
тацией и, наконец, характером распределения этих неоднородностей. 
При решении задач прикладной ядерной геофизики, связанных с про
хождением фотонов через горные породы и руды, обычно предполагают, 
что распределение неоднородностей, под которыми понимают рудные 
зерна или включения, подчиняется в гетерогенной среде закону Пуас- 
сона (։*4). Однако распределение Пуассона справедливо лишь в том 
случае, когда среднее количество рудных зерен в единице объема и< 
следуемой среды велико, а их средняя концентрация в гетерогенной 
среде мала (близка к нулю). Следовательно, распределение Пуассона 
и получаемые с его помощью решения правильно описывают взаимо
действие гамма-квантов с гетерогенными средами лишь при малых 
концентрациях сравнительно мелких рудных зерен.

Между тем распределение Пуассона является предельным случа- 
более общего, биноминального распределения, которое снободно < * 
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указанных выше ограничении. Поэтому естественно считать, что рас
пределение неоднородностей в гетерогенной среде подчиняется бино
минальному закону, используя который можно получить наиболее 
общее решение.

Применяя к решению задачи подход и схему расчета, развитые и 
работе ('). рассмотрим вопрос об ослаблении потока квантов монохро
матического гамма-излучения с энергией Е в полубесконсчной гетеро
генной среде, состоящей из однородного наполнителя И и рудных зе
рен 1. имеющих форму куба с ребром D. Будем считать поверхность 
среды плоской, падение излучения по отношению к ней нормальным, 
а ориентацию зерен в среде такой, что их грани параллельны поверх
ности раздела. Если поток квантов на поверхности среды через пло
щадку D- равен Л'о, то его ослабление в наполнителе при прохож
дении слоя х может быть учтено сомножителем ехр [—р//р(1 — 
где р—средняя плотность гетерогенной среды, q —средняя 
концентрация рудных зерен в этой среде, (I —q) — средняя
концентрация однородного наполнителя с массовым коэф
фициентом ослабления цн. Ослабление потока в рудных зернах- 
зависит от их числа и учитывается сомножителем ехр(—рлрл/СО), 
где рд — плотность рудного вещества, из которого состоят зерна, 
рл — его массовый коэффициент ослабления, К — число рудных 
зерен в гетерогенной среде, встретившихся в объеме V^D'x на 
пути х. Тогда поток квантов на глубине х равен

V= Л'о ехр |-р//р(1— ?)х| ехр(|мрлК7)).

Если считать, что распределение рудных зерен в гетерогенной 
среде подчиняется биноминальному закону, то вероятность появле
ния К рудных зерен на пути х в объеме V = Dlx равна

р _ а!^(1֊<?)°~* 
к ’

где а — максимально возможное количество рудных зерен в объеме 
И = О*х, равное

a = njq = рх/(рл£>), (2)

а п среднее число рудных зерен в объеме V — D1 х при их сред
ней концентрации q в гетерогенной среде, равное п = pqx/(pAD). Тог
да поток квантов на глубине х равен

,V= Лоехр| — Рир(1-</)а| V ехр(-|ы pAKD)Pk =
К-0

= Л/оехр[-]1//р(1—<7)л]|1—9|1-ехр(-рЛрлО)||. (3)

Для получения равенства (3) необходимо воспользоваться вы 
ряжением производящей функции биноминального распределения 
(5), которое в наших обозначениях имеет вид
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а
Р(П =

Л-О

а! ь
К1(а-КУ. 1 **= 1‘7'-Н1֊<7)|а.

где / = ехр(-|мрАП). Сравнивая формулы (1) и (3), находим выра
жение эффективного массового коэффициента ослабления фотонов в 
гетерогенной среде с кубическими рудными зернами

|ЬФ - Н„(1—<7)------- —
рлО

1п| 1 —?| I—ехр(—иардЛ))]!. (4)

Нетрудно убедиться, что при 0 = 0 выражение (4) для эффек
тивного массового коэффициента ослабления излучения в гетероген
ной среде переходит в общеизвестную формулу для среднего мас
сового коэффициента цср ослабления гомогенной среды, т. е.

11»Ф = |‘ср = р//(1— д)

т. к. ехр(— х)дг1— х, а 1п(1— х)=г—х при х~0.
Если а-*оо, ц ►О так, что ад-*п, то биноминальное распределе

ние переходит в распределение Пуассона. Это обстоятельство поз
воляет непосредственно из равенства (4), полагая у-Он ограничи
ваясь первым порядком малости, получить выражение для гете
рогенной среды с распределение*։ рудных зерен, подчиняющимся 
закону Пуассона (1):

Рэф = рн( 1 -7) + А; [ 1 “ехр(—НлРаЯ)].

Если в формуле (4) заменить р на т или а, то получим соот
ветствующие выражения эффективных коэффициентов фотопоглоще
ния или рассеяния для гетерогенной среды.

Аналогичным путем можно получить выражения р»ф для гете
рогенных сред с частицами другой геометрической фирмы. Напри
мер, для двухкомпонентной среды, состоящей из однородного на
полнителя и рудных зерен сферической формы с диаметром О 
находим

Р»Ф = 1»н(1— <?)------ --
рлО

3
2

Полученные решения легко обобщаются для многокомпонент
ной гетерогенной среды. В частности для трехкомпонентной гетеро
генной среды, состоящей из гомогенного наполнителя Н и кубичес
ких рудных зерен сортов А и .41 с размерами Ол и будем иметь

р»Ф =рн( I— <7л —<7м)------ 77-|п
рл /А

1-<7л 1

------- 1п
рмЕ>м

1 ?м| 1—е*р(—
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где 7а и 7м — концентрации зерен Л и ;И в гетерогенной среде. оА 
и рм плотности рудного вещества, из которого состоят зерна Л и 
Л1, (1А и рм — массовые коэффициенты ослабления фотонов в зернах 
Л и Л1. Нетрудно получить формулу |*»ф для гетерогенной среды, в 
которой рудная фаза представлена зернами одной формы, но различ
ных размеров. В общем случае если многокомпонентная гетероген
ная среда состоит из гомогенного наполнителя и кубических рудных 
зерен различного состава и размера, то

1‘»Ф = Нн(1- -----Լ-
а-)) ал քւյՍէյ

■ 1ո \-հւյ •

(5)

• |1-ехр(-н,У ■ Ри ■ О,.

где I — сортность частиц по составу, а / — их сортность по разме
рам.

Полученные решения отличаются от ранее известных (зв) прежде 
всего моделью гетерогенной среды, которая в данном случае нс пре
дусматривает упаковки рудных зерен и безрудного наполнителя в ре
гулярные однозернистые слон и. следовательно, является более общей 
по сравнению с ранее использованными.

Выражения, полученные для эффективных коэффициентов ослаб
ления фотонов в гетерогенных средах, могут быть использованы при 
расчетах гамма-полей, а также при решении задач теории защиты или 
прикладной ядернон геофизики, в частности, при определении интен
сивности вторичных излучений от гетерогенных сред, каковыми явля
ются, например, горные породы и руды.

Ордена Трудового Красного Знамени
Институт геофизики и инженерной
сейсмологии академии наук Армянской ССР

ъ. ч 1Ь1гиъ, и. и. нигридвиъ, ч. и. ирвьрн&ьч

'I ամմա-ք վանտների թուլացման էֆեկտիվ զռրծակից նԼ րլւ |»ինոմալ օրենքւււ| թաչխված անհամասեոությսւմք տարակազմ միջավայրում
Տարակազմ միջավայրում պա մ մ ա ֊ րվ ան ան ե ր ի քք ուչացման էֆեկտիվ

զործակիցների որոշումր հ ան/յիսանում է ռադիոակտիվ ճաոտզայթների պաշտ
պանության տեսոէթ յան /1 կիրս/ ոտկան միջուկային երկր աֆի/յիկա յի կարևորտ 
զո/յն խնդիրներից մեկրւ Մասնավորապես դրա լուծումն անհրաժեշտ է լեռ
նային ապարների ե հանրանյ Ոէ թերի զամմա մ եթո ՛քով տնայիզի տեսության 
դար պա ցման համարւ

^յդ գործակիցների հաշվման մ ամանակ րնքյունվել է, որ հանրային հա
տիկների րաշի/Ոէմր միջավայրում ենթ տրկվում է բինոմալ օրենքին լ Այնու
հետև պուրս է քերվեք յւնզհ անուր րո/նաձև րա պմ ա ր ա զ ա պրիլ մ իջավ ա յրու մ պամ- 
մա֊ րվ ւսն տների թուքս/ցւհսն էֆեկտիվ պործ տկիցներր հաշվելու համարէ
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ФИЗИОЛОГИЯ РАСТЕНИЯ

В В Казарян, С. О. Закарян

К вопросу о реакции хвои некоторых ннтродуцентов к зимним 
условиям ереванского ботанического сада

(Представлено академиком АН Армянской ССР В. О Казаряном 20/IV 1978)

Одним из ярко выраженных приспособительных реакции растений 
к зимним пониженным температурным условиям является обособлен
ность плазмы их клеток ('). Вместе с этим происходят глубокие коли
чественные изменения в составе углеводов (•«*), воды (*-s) и хлоро 
филла (’'), направленные на повышение зимостойкости растений. Это 
дает основание полагать, что пластичность древесных ннтродуцентов из 
разных географических широт в новых условиях существования долж
на выражаться в количественном изменении форм хлорофилла, угле-ч 
водов, азота и фосфора. При этом, видимо, эта реакция должна про
явиться энергично и рельефно у листьев, чем у клеток древесины или 
корней, зимостойкость которых сравнительно выше.

Для подтверждения этого предположения и выявления различия 
в указанных физиологических показателях у хвойных ннтродуцентов 
нами были исследованы представители местного, северного я южного 
происхождений произрастающих в Ереванском ботаническом саду.

В качестве объектов исследования служили из местных: Plnus 
hamata (stev.) D. Sosn., Juniperus oblonga M. B., Taxus Baccata L. 
из северных —Juniperus communis L., Plnus silvestrls L. из южных— 
Biota orlentalls Endl., Juniperus chinensis L.

В хвое вышеуказанных растений в период январь—февраль опре
деляли содержание хлорофилла и его связь с липопротеидным комплек
сом по методу Осиповой (*), водоудерживающую способность (потеря 
воды в процентах от исходного содержания ее через равные интервалы 
времени), содержание углеводов по Хаггедорн-Иенсену, разных форм 
азота (9) и фосфора (|0), содержание аммиака. Полученные данные 
были статистически обработаны.

Как видно из приведенных данных (рис. I) наибольшее содержа
ние растворимых углеводов обнаружено в хвое южных растений. У 
северных и местных видов их количество почти одинаково. Относитель
но содержания нерастворимых углеводов обнаружена такая же зако- 
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номерпость, но менее выраженная. Это явление, по всей вероятности 
можно объяснить тем, что растения южного происхождения менее при
способлены к нашим зимним условиям и, следовательно, менее зимо
стойки, в связи с чем накапливают больше растворимых углеводов в 
хвое. В литературе приводятся соответствующие данные, показываю
щие, что подготовка растений к зимовке связана с гидролизом крах- 
мала и накоплением растворимых сахаров (|л и др ), с чем и согла
суются наши данные.

Рис. 1 Содержание растворимых (Л), нерастворимых (6) и суммы (Н) 
углеводов в хвое северных (/). южных (2) н местных (5) растении

Рис. 2 Содержание общего (/1). белкового (5) азота и аммиака (Я) в хвое 
северных (/). южных (2) н местных («5) растений

Относительно содержания разных форм азота обнаружена такая 
же закономерность (рис. 2). Количество общего и белкового а юта в 
хвое южных растении несколько больше, чем северных и аборигенных 
Наименьшее количество общего азота обнаружено у местных хвойных. 
Следовательно, в хвое менее приспособленных южных раюени։։ колик 
ство азота выше.

Более заметная убыль органического азота у северных представи
телен, но всей вероятности, связана с регрессивным азотым овил: 
вследствие ослабления обменных связен между корнями и питьями 
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период зимы. Эта зависимость экспериментально установлена у листо
падных форм ("). Учитывая это обстоятельство, мы определили так
же содержание аммиака в хвое и у опытных интродуцентов (рнс. 2). 
При этом выяснилось, что его у растений местного происхождения 
меньше, чем у северных и южных. Этот показатель регрессивного азот
ного обмена растений является своего рода характеристикой приспо
собляемости растений к условиям существования.

Аммиак, образующийся в растительном организме, при дезами
нировании аминокислот обнаруживается в растениях в весьма незна
чительных количествах, более высокие его концентрации ядовиты для 
растительных тканей. Следовательно, повышенное содержание аммиака 
в хвое северных и южных растении говорит об их полной приспособ
ленности к местным условиям.

Рис 3. Содержание общего (Л), органического (5) фосфора и водоудержнвающая 
способность хвои (В) северных (/). южных (2)н местных (Л) растений

Данные о содержании фосфорорганических соединений в хвое 
опытных растений (рис. 3) показывают, что максимальное количество 
общего и органического фосфора находится в растениях южного про
исхождения. Следовательно, в данном случае обнаружена такая же 
закономерность, как н в отношении азота.

Южные, менее приспособленные к нашим условиям виды, накап
ливая большое количество органических соединений, как бы аккуму
лируют энергию для перенесения зимних неблагоприятных климатиче
ских условии.

Интересные данные получены П. И. Таргон и др. ('2) при изуче
нии водного режима и содержания фосфорных соединений у древесных 
интродуцентов. Ими выяснено наличие прямой связи между содержа
нием органического фосфора и водным режимом: листья растений, со
держащих большое количество органического фосфора, обладают 
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повышенной стойкостью к обезвоживанию. В нашем случае обнару
жена такая же закономерность: хвоя растений южного происхождения 
содержащая большее количество фосфорорганических соединений об- 
падает повышенной водоудерживаюшей способностью (рис. 3).

По данным ряда авторов (1э 14 и др.) водоудерживаюшая способ
ность тканей связана со структурированностью воды н по этому пока
зателю можно судить об устойчивости растений к неблагоприятным 
факторам среды. По нашим данным, южные растения обладают повы
шенной водцудержмвающей способностью, что дает возможность пере
носить неблагоприятные для них условия Ереванского ботанического 
сада.

При определении содержания хлорофилла и прочности его связи 
с липопротеидным комплексом листа (рис. 4) выяснилось, что в хвое 
растений южного происхождения происходит более интенсивное на
копление зеленых пигментов в период осеннего закаливания по срав
нению с северными и местными растениями.

Прочная связь хлорофилла с белком —показатель его устойчивости 
к неблагоприятным условиям.

Рис. 4. Содержание слабосвязанного (Л), прочносвязанного (5), суммы (Я) хлоро
филлов и прочность ее связи с липопротеидным комплексом (Г) в хви»- 

северных (/), южных (2} и местных (3) растении.

Таким образом, приспособительная реакция ннтродуцент<՝э выра
жается в мобилизации внутренних возможностей, в первую очередь, 
высокоэнергетических соединений для поднятия устойчивое!и к новым 
неблагоприятным условиям. С этой точки «рения южные рлпнич по 
сравнению с северными, будучи менее приспособленными к условиям 
Ереванского ботанического’ сада, проявляют большую пластичность в 
отношении подготовки к зимним неблагоприятным условиям умерен 
пых широт. Аборигенные же виды будучи приспособленными к мест- 
иым условиям не нуждаются в столь заметной физиологической пере- 

стройке.

Институт ботаники
Академии наук Армянской ССР
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Վ. Վ ՂԱՋԱՐՅԱՆ. ս. ճ. յաքարյանԵրեանի |’ււ»սսւ|’Աւնա1|»ւ։ն այր] ու ձմԼու|ա Ա|Ա1յմւսննԼր|ւ հւսնւլեսյ Օի քանի ինտրողո11|<]ւ|սւծ փշսորԼրևնԼրի ոԼա1|ւփա||ւ մասին
?/ աոային և թփային տեսակների հ արմ ա ր Ո դա կան ո ։ թ յո ւն ր միջավ ա յրի 

Նոր պայմաններին, ինչպես հայտնի էք արտահայտվում է բազմաթիվ ֆիդիո՜ 
լո ղիական դրսևորումներով, սկսած ա ծ քս ա ջրա տն ե ր ի, վերջացրած տար
բեր ձևերի բանա կական փոփ ո քսու թ յա մ բւ Ֆիղիոլո ղիական ցո։ցանիշների փո

փոխության հարմարողական րնույքքր ավելի ակնհայտ Լ դաոնում, երբ ուսում, 
նասիրվոէմ են միևնույն պայմաններում ածող տարբեր ա շքս ա րհ ա դր ա կան 
դոտիներից ինտրո ղուկցված բույսեր: Այս ուղղությամբ կատարված փորձերր 
հարավա յին, տեղական և հ յուսիսա յին ծագում ունեցող մի շարբ փշատերևնե֊ 

րի վրա ցույց են տվել, որ ավելի քիչ Հարմարված հարավային րոէյսերր կու
տակում են ավելի շատ մեծ էներգիա պարունակող միացություններ ձմոա֊ 
դիմ ացկանոէթ յան բարձրացման նպատակով։
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ЭНТОМОЛОГИЯ

С. М. Яблокоп-Хнюрян

Новый вид жука-точильщика из Таджикистана 
(Со1еор(ега, АлоЬПбае)

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Э А Давтяном 22/Х1 1977)

\yletlnus (Са1ур1егн$) 1з<1гЫка 1аЫоко1(-КЬпгог1ап зр. поу.
Таджикистан: Ванч (Бадахшан), на горном склоне г полынной по

лупустыне на высоте около 2400 м, 18/У'1 1975, голотип, 9, в коллек
циях Института зоологии АН Армянской ССР.

Тело одноцветно светло каштаново-желтое, усики черные, их пер
вый членик и ротовые органы желтые, щупики и ноги буровато-желтые, 
волосистость светлая. Длина 4 лсж. Рис. 1,а.

Лоб выпуклый, мелко густо и поверхностно точечный на блестящем 
шагренированном фоне. Наличник за маленькой верхней губой с выре
занным передним краем. Глаза цельные, мелкие, невыступающие, в 6 
раз уже лба (при обмере спереди). Челюстные и губные щупики уз
кие с косо усеченной вершиной. Усики (рис. 1,6) пильчатые, их первый 
членик с цельным продольным черным кантом, второй слегка длиннее 
ширины, к вершине вздут, третий вчетверо длиннее ширины, к вершине 
слегка зубцевидно расширен, четвертый равносторонне треугольный, 
последующие, каждый, с острым зубцом, края которого прямолинейные, 
последний узко ланцетовидный.

11ероднсспинка колоколообразная с равномерно закругленным бо
ковым кантом, со передние углы тупые с закругленной вершиной, боко
вой скат спадает косо прямолинейно, диск выпуклый, очень густо и мел
ко точечный и тонко прилегающе, очень коротко волосистый на глад
ком фоне, без более крупных точек к середине. Боковой кант без бах
ромки волосков. Щиток треугольный, голый, густоточечнын. Надкрылья 
(со щитком) в 1,6 раза длиннее общей ширины, в таком же точечности. 
как переднеспинка, очень нежно и густо поперечно штрихованные с пра
вильными цельными тонкими неточечными бороздками (от точек места
ми заметны лишь следы). Волосистость густая, очень короткая, всюду 
зачесана назад. Ноги узкие. Задние лапки в 1,3 раза короче толст, и, 
их первый членик втрое короче лапки. Коготки простые. Заднегрудь 
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с цельной продольной бороздкой без киля. Первый видимый стерпит 
брюшка с параболически закругленной передней лопастном плоским 
задним краем.

Рис. I. Xyletlnus tadzhlka Khnz.
а—габитус; б—левый усик; в—левая задняя лапка

Этот вид принадлежит к подроду Calypterus MuJsant et Godart 
рода Xyletlnus Latr., насчитывающему вместе с ним 5 палеарктиче
ских видов, в том числе 2 с Канарских островов. От 2 прочих видов 
новый вид можно отличить следующим образом:
1(2) На надкрыльях волосистость на двух первых промежутках вдоль 

шва зачесана косо, почти перпендикулярно к шву, гочечность 
рядов крупная. Надкрылья в 1,6—2 раза длиннее общей ширины. 
Третий членик усиков треугольный, вдвое длиннее ширины. Дли
на 3,3—3,8 мм. Средиземноморье..............................................

bucephalus 111.
2(1) На надкрыльях волосистость всюду зачесана назад.
3(4) Надкрылья сильно уплощенные, в 2,3 раза длиннее общей ши

рины, с цельными точечными рядами. Задний кран первого ви
димого стернита брюшка по середине выпуклый. Длина 5,8 мм. 
Монголия ............................. elongatus Logvlnovsklj

4(3) Надкрылья выпуклые, в 1,6 раза длиннее общей ширины, с тон
кими цельными поточечными бороздками. Задний край первого 
видимого стернита брюшка плоский по всей длине. Третий чле- 
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чпк усиков вчетверо длиннее ширины. Длина 4 лиг Таджики
стан ...............................................................1а(1гЬ|ка КИпг. зр. пое.

Институт зоологии
Академ пн наук Армянской ССР

Ս. ՍՀ ՅԱՈԼՈհՈՎ-ԱՆԶՈՐՅԱՆ

Փայսաւփոր|ւկ ք(|1’<փ Ьпг տեսակ Տաչ|ւ1|ստւււնխյ
(Со1еор1ега, АпоЬПйае)

Նկարագրված է ճ716է1ՈԱՏ (Շ31}’թէ€րստ) է8(հհյհ8 1<հՈ2. տբ. ոօր. նոր 
տեսակ* հավաքված I' ադախշանի 'Լան շ մոտակայքից/ Ալս տես ակրՕ81յ^էԸՈ1Տ ենքժաււեոի աոաջին նե րկա լա ցուցի չն է 19 Ս ու մ է
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