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3. X. ГРИГОРЯН

К ДИНАМИЧЕСКОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ДВУХ 
ПОЛУПЛОСКОСТЕЙ, СОЕДИНЁННЫХ МЕЖДУ СОБОЙ

УПРУГОЙ НАКЛАДКОЙ КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

Рассматривается динамическая контактная задача для двух полу
плоскостей, сцепленных между собой на конечном отрезке своих границ 
посредством упругой накладки малой толщины. Решение задачи сво
дится к решению системы интегральных уравнений, которая при по
мощи многочленов Якоби затем сводится к бесконечной системе линей
ных уравнений. Доказывается, что эта бесконечная система уравнени 
квазнвполне регулярна. Одновременно с этим для ядер интегральных 
уравнении получены простые аналитические выражения, вполне до
пустимые для практических целей и сколь угодно мало отличающиеся 
от истинного.

Рассматриваемая задача связана с важными для инженерной пракй 
тики задачами О передаче нагрузки к упругим телам.

1. Постановка задачи. Вывод разрешающего уравнения

Пусть дне полуплоскости с одинаковыми упругими постоянными 
сцеплены между собой на конечном отрезке [ а, о] своих границ уп
ругой накладкой малой толщ,ины /? и находятся в условиях плоской де
формации. Требуется определить закон распределения контактных 
напряжений вдоль отрезка соединения упругой накладки с полупло
скостями, когда к одному из концов накладки приложена сосредоточен
ная горизонтальная гармоническая сила Рз’ш ■ I (фиг. I). Для простоты 
выкладок и дальнейшем эту силу возьмем в виде Ре Очевидно, 
что нужное решение затем можно получить элементарным способом*

Вследствие малости толщины накладки, как в [1, 2], считается, 
что ее толщина в процессе деформации не изменяется. В рамках этого
предположения здесь учи тыкаются нормальные контактные напряжения. 
С другой стороны, считается, что под действием только горизонталь
ных сил накладка находится в одноосном напряженном состоянии.

Тогда, как и в работе [3], для определения амплитуды горизон
тальных перемещений м<п(х) получим граничную задачу
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Здесь ՝;л(х) амплитуда неизвестных тангенциальных контактных 
напряжений, модуль упругости материала пакладк։:, '.։ плот
ность материала накладки.

Для амплитуды жг вертикальных перемещений, <՝<• ласво сде
ланному предположению, будем иметь условие

^>(х)-0

( ледует отметить, что при этом :редполаг.лось наличие режима 
установившихся колебаний накладки, а именно:

и ' ((, х) и,} (к). ' ՛, -..Г, Г) ’•>(.<) е՜1՛"՛

Следуя методике, указанной в п..ботах [3, 41, для амплитуд го
ризонтальных и вертикальных перемещений точек границы упругой 
полуплоскости, когда на конечном отрезке [ а, а] Гранины полупло
скости одновременно действуют горизонтальные и вертикальные гар
монические силы интенсивностей амплитуд ‘ (г) и </..(х) соответ
ственно, можно получить следующее выражения:

1 1

и ' (ал) - — А. 1л- а | л- $ |) (а$1 </$ П [А’.а !х х) ]</. (ах) <7х
' ‘ I ' - *• |

(1-2) 
» Iо л

и ' (ах) —№*(.Са|х х |) д* (ах) г/х ~ \ П[/Ч.Ц‘Х ;)] (ах) г/х 
1*1- <1 ( ։Ч ։

ГДе

к < г> -4. Г-------------- 1 < ,
2г ,1 (2х-- 1)2 4г I 152 ֊ 1Ц<-' с֊)
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js(2s- 1 2|(r l)($,-sn)e'i',,rfs
(2v IP- 4sa I (7 Ills’ - r7)

1 i _ ’_L_ ՝ I _~-L
2֊.) 12s1 1) 4s> | ($> !)($* :՝ 1 2ll-d 

.i p. постоянные Ляме упрегой полуплоскости, о. плотность 
материал.« yupyioii полуплоскости, * коэффициент Пуассона.

Далее, на отрезке соединении накладки < полуплоскостями 
должно выполняться условие

и«1’ (ох) = и™ (ах), :»u (ах) o ’ (ал ). 1 v • 1• • • •

которое и сочетании с соотношениями |!.ll и (1.2) задачу определе
ния амплитуд (ох) и q, Юл՛) неизвестных тангенциальных и нормаль
ных контактных напряжений сводит к решению системы интегральных 
уравнений

I
I А'( <•’, I г $ |) - 2>’(iik V. !’>)] s is! Js

*■ i

fn[C,(x -.5)|.,s1^=CO5:^^^1 (1.31
.՝ 1 *asin2*’
-I

1 I
| /<՛* (£’ | x — s । i - (s)Js | П |fcj(x s)]i($)rfs 0
-I '

где положено

-».‘-"Л1“ . .(X) Д-J^hL, ,» 2=Н_. *;֊ u41. А-« „А-
,»Р E,h

(j'ik^X, <-*х) -х

-------------- cos|<- (x ]) | cos[I'’(.< — 1)) л s 
k ‘ sin '2k*

----------——cos[A*is l)]cos[A’(x I)] t s 
к ‘ sin 2a"

Подучить изложенным и ра-ядер, которые можноС грукч уры
боте |1| СП особом, даются формулами
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А(л՜) =------? — 1п —]— ———-------
2(1 [Ьх 2(1 1Կ

7՜—՜ Հ. <*?х •* ( ~М Ч*I - Л ) ------ ——------- (ՀՀ*)’ -
16(1-։г)- \г / 32=(1-2’И

~—---------- 1п т;—;---------------
2(1 Ն- 1<л! 2(1 -г)

1<>(1
1п к’х В\-г 3(3 I

32-(I

2е” 22:’ 18.• 11 , I
768Ա -)՛-----------<^>*(71п к’х

(<-.л Ր

(1.5)

3 4 3
)

П(^’ Л ’’ ‘*и։»+
2г10 —5:՜

1536(1
( ՀՀ*)’ Տ1£Ո Л

|(Кхр Հ
—о~ 1 մտ <լ6)ճ ••

Здесь 7; (х), д. (х\ и <-’.՛։ Ьункпии. суммируемые на пешее гненнои 
оси (— , ). а

А С 2(1 ! / 2П ժ| Г / / ւ 1 1 ,А =■-------- ------------ | --------------  | 4։(տ) —------ — Ժտ
• է

ռ с շյ ; ’ ՚ ւ ։ 2(1 ՜- Կ՝ /-/ . 1 1 !В —---------------------  --- 1 К ( հ) ք/տ--------- I А. (տ > ■ - ֊ --- (/Տ
? ՜ 2(1 2) տ

о Г ՜

ւ֊տ հ 4տ 1 (5Т—1)։$՜

(2ր Ո’ VI (7 ГП7 ՜:)
(' известная постоянная Эйлера.
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Таким образом, на основании этих формул имеем следующие пред
ставления:

К I к!,х) --------- !------- In —J------ f- R (к,х)
2(1 ->*)* *j*

П (*>) - — ——---- — signx L){k\x)
4 ( 1 ;՝ )

K* (Cx) = ֊ _,, 1 ... In -.j-r- f А'* Ду) (-~<Л֊< > (1.7)

где функции R"՜ (А'.',х) и 1){к.:х) обладают тем свойством, что
Вторые производные этих функций квадратично суммируемы на ин
тервале [֊ 1, I .

Отмстим, что в этих формулах функции А(.Цл";, А"՜ (к‘.х> и 
П(А.,х) представлены н виде суммы своих сингулярных и регуляр
ных частей.

Далее имеем

•■/() i X X, к S} J » \ II. \ 1 О\G \к"х, &*$) * м (X- — $) (1.8)
Ох

G*{k4x, 4*s) =

——sin [A i.v 1)J cos ; k'i: (s (■ 1)], x 
sin 24 '■

s

------- cos | A-Ms - 11]sin [4 • । л- 
sin ՝lk"

n)֊l, Л- S

где 14 i.v) — известная функция Хевисайда.
Последняя функция непрерывна в квадрате 1 v, я 1 а имеет 

по переменным .г и я непрерывные в том ;кг квадрате частные про
изводные.

Приняв во внимание (1.7), (1.8) и диф(| сренцируя обе частя 
системы уравнении (1.3), относительно неизвестных функций ? (х) и 
'^(х) получим следукиную систему сингулярных интегральных урав
нений:

1 ? <p(s)rfs • * ^’^\к:Дх si]
L лА£2££__л;(х>_2(1. с.֊) —!_д. -^(s)js-
•Я J s — л- J Ох

- 1 - 1

-2(1֊..») f
J Ox 
- 1

— 2(1 | G- (k*x, Z:*s)c(sji/s
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2(i-vP‘ f 2(1 It)
.) Sin2F
-1

г О -X ։
- 1 -՝: 1

Г 0£>{7.<(х л)]
2(1֊?) ֊֊—------- -Ч5)Л-0 (1x1) (1.9)

- ։

Входящие и эту систему первые интегралы следует понимать и смыс ле 
славного значения по Коши.

Таким образом, решение динамической контактной задачи для 
двух полуплоскостей, сцепленных между собой на конечной части 
своих границ упругой накладкой малой толщины, сводится к решению 
системы сингулярных интегральных уравнений (1.9).

2. Сведение системы уравнений (1.9) к бесконечной системе 
линейных алгебраических уравнений

Чтобы систему уравнений {1.9) свести к бесконечной системе 
линейных алгебраических уравнений, предварительно придадим ей удоб
ный вид. С это։) целью упомянутую систему запишем, относительно 
действительных и мнимых частей неизвестных функций, положив

- = тй 4 = 6 '<•

Toi да будем, иметь 

1 • î
— А»։(х1 2(1 î=)f |,,(х-։)51(,| г,(х
- , $ — X

1 - :
1

4-2(1 :'Ч Цб'։ (х s) >j(s) .<) T($lb/s
-1

t
4(1 s։)/*^ G’*(Fx, Fs)^^)^ -4(1 .=)'« ( -t(s)^ =

r.t -i

_ о zi _ лй\ sin [F (x - 1)] 
sin2F

- f MâdÈ.. -2(1 _ 1 |,-;(x- s» / (s)
"J s — x J- I - I
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1

- г*2(х - х) (х1 )с/х -2(1 ;: )([</, (х х) (х) с/: (х—х)'^(х)](/х = 0
- I

I 1

г-2-^(х^ -2(1 ..у I [г. (Л- х)®1(х)Ч-
х — Л- Л

I -1

1

• г։(х $) ?. (х)]</х4֊ 2(1 - *’) [с/։(х -«)'<-(«) ~
— I
I

Г <Д(х х)>։(х)рх 4(1 ։*)/.♦( в*(к*х, Рх)?г (*)</•<

= 4/.* (1 :• ) ( Ф„ ($) б/$
- 5

-р’-^+•-’։,(։)֊ 2 Н е!)
* Л $ - X

- 1
3

ч ( к£(х —$)•>։(«) грх х) (х)| с/х 4-
«.՛
-1

1

I 2(1 -2И |с/։1х - 5) ^.(х) 4֊ Л (х — х) <р։ (х))</х--О

- I

где

г։ (х) = Ке
о R <к‘х) 

(1х
\oR\ktx) мл* (ад

г։(х) ֊ 1.п —, г,-(х) ֊ Не ֊х^

г (х) — 1гп
у/?՜5 {к\х)

ах ’/։(>•) = Ие I дх в., (х) — 1т
д/) ц-.» 

с/х

Теперь умножим первое уравнение, на мнимую единицу / н сложим со 
вторым, а третье уравнение после умножения на ! сложим г четвер
тым. В результате получим уравнения

— — №Ф (х.) - />! (х, х) Ф ($) (/s - \ /л, (х, х) Ф (х) </х ;
1 *՞. 1 ' 1

4-2(1—-?)/ ■ Ф 1х) с/х- 2(1 £։)л* | Ф(х)</х4-
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Л։ (* .*։)՛։ (5) г/8 /?! (х, з) ՝։՛ 1.ч) г/.ч — /.(х) (2.1)
- 1 - !

1 • л1 .1
4 —<5^5. _ Д2Ц* (г) I /)г (х, 5) «Г (5)е/я — I ^։(х. $) ՛։ (5)4/5
.' 5 *■ ?I -I -1

л А

‘2(1 Т(5)4/5 2(1 -I2)/՝ \՝Г|>-)4/5

— \ р- (х, $) Ф (л ) </з — />։ (?г. $)Ф ($) с& ■= 0 
* V-I - ։

где

Ф (х) = ?։ ( V) /-их', ’Г (х) — ■-1 (л) < (х)

Р; (X. 8> >1 :;:)(г^(х з) -Г г։1х 5.) 2/^(Р' [к X. А■'.ч| 2/</։(л- 5>]

р_ (х. .$՝ (1 •"՝ I՛/; (.г .$) г, IX ч՝ '2/РС՝ (к'-'х, к՝ з)

р, (х. 8) ֊= (1 — г) [/\(х — 5) • г. (X §) ՝21й (л- — $)]

р.,(х. 8'1 (1 га)(г’(Х 8)— г {х - з?|

211:՜՝ / (X) = 4-------------- 51П | ■< (х !>’

Очевидно, что последняя система сингулярные интегральных 
уравнений эквивалентна системе (1Л5)-

Решения системы уравнений (2.’1 ищем в виде

*
Ф <х) — «• (х) ( а.’ ^а..Р‘ 1д-)|

о;
М (X՛ и՛ (Л*) (/’от У к <хН

՝ л -1

1
з —-—/■>'■

9

1 • 1 , 1 ֊ :2 ...? ■■ ■ 2,'"Т^ (л2)

где Р''։ (х)'л <• полиномы Яьобн, ортогональные ;ш отрезке | 1.11 
с весом тя (х) ~ (1 х) ( 1 -г -՝■') •

Подставив выражения 1-4л ՛ '1' 1x1 из |2.2‘ |. (2.1՝ и пользуясь
соотношением [4, 5



> нш .акгнрв " ъ;п՝- двух юлуплоскосгей с упру։он накладкой и

I И> "•«* (*) Е. '• (XI - — Г — К ;----- Р'П-՝!М
- У $ — х 2 СП г.-'

- 1

известным способом относительно коэффициентов 1ап՛ " ։, ,7-1 ,
' «□'.7 1, /ъ, “1 получим следующую бесконечную систему линейных 
уравнений:

1 00 1 _ 1
' У---КтпОл — У----/Спл’Ол 4՜ У- /С'ппбг. |-

П П Л 1 П Л 1 Л

ф у — К£1ЬЛ = ам'։Ц> -Г аот։£> - ~Ь^> .|. -/т

00 I 1 _ 00 ։
У -Сл„ -■ У—КХь. - У -
п-1 П п=-1 П п-1 П

- %--КХа. = М»+Ь'->£> < а»е + й„е

«о^‘ + <Л|\'? - Мп3’ “ Ь /,+ У — К'^Ьп
Л֊1 п

?Х-Ф У-К^Ьп ^ — К^Ьп У.—К^ип
п .. > Л „ ։ п

У 4- ис-^> -֊ «ДГ
п

Здесь введены следующие обозначения:

(2.3)

1' (Л1 1 -т д) Г (т т 1 »

I 1
/Сдр ■- ' 1 \ (1 — .V) Ю (5> .П',Л “ ($) — ^ Л ' — (]$ I и.՜ ‘ (л-|

-1 1

I

< Р{п^-'}(х)(Ьс ֊- (1 а - х*) Р^- (*)</*

1
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А™ (1 w~'(x}P*h 1 1 (x) P,„ 'i 'l\x\dx

-:
1 I

о ( I 1 w -- Р-- X ՛ —- ds w (x) P'n-i 1 (x) dx
2 J • J

— I — i
I I

/Cn'.1 = -i-( j | (1 ?)«ф)Л>7 " I ֊S'> —֊ -■ - ds | -tt 1՜‘ (x)

3 ՝ I

Л\Г 1՜ (x'dx 
i t

A^J, -1-1 Ц w ’(s) P,t V ՛($) ... ■ (v) p ՝• - \x((/x
2 J I,j (/5

J -I

1 > 1
j 2(1 Z:)t' | w (si ds — \ -J՝ is) p, (X| s) ds «• 1 (si P:„ t (x) dx 

- J -I -1
l I

s>'(l s) /ь (x, s) ds 2 J— a֊)/*
V I ՝ I

I 1 — s) (1 s) ds^ W 3 (XI P',n dx

-1

,•■3' -
•m

«՛ । si pj (x. s’ </s' «՛ 3 (xi P: i !xi dx

1 1
j j (I $)’(1 -s) pjx.slja՛ ,x) Pddi \x)dx

-1^1 *

. 1՝ 2(1 Sin |F (x l)j 1 p,~ - . .Z„ I  ---------------- -------------- —w (x)(x>r/X
J sin 2«
-1

Теперь произведем замену перемени! is r. (2.3), полонии.

am т1-'Х|, о« - т’ К-и т I. 2,...

где - сколь угодно малое поло:::ительнОе число, i осле некоторых 
простых ныкладок получим



Вконтактной иначе ыя тух тихплоскостей с упруюй накладкой

(й0С? О т£ 6О'£' Мп’1՜ -/т)

К»֊ г..т- у У ֊ К^У* - - К^Хп-----К^.Хп
п г, п п*

= ’.„,т-(аа <... °эС М:՛ <)

у ■ ■ _• \’/_1_ри V _1_г։-':\՜ ՝ к՛՝ "~У _2_Р'1 V՛ т 1 '.-п'Л I Лт ' .• ТХ.,։п > п ‘'пгЛп <х,члЛл
“Л П П п* п՛-л —I '

(Ьй՝£ |-й0^ а0^՛)

Очевидно, что 1;тгп) ' 0(1) при гп -* .
Оказывается, что полученная бесконечная система линейных 

уравнений (2.4) квазивполяе регулярна. Действительно, имея в виду 
асимптотическую <|юрмулу для мне гочленов Якоби [7]

РУ՛ (созО)= - !.=• А՜Г՜’) со$ ( X1} Ь — О (п՜՛ -), п
1 л

Л'(О) « ■ ‘ ■= 2 (' ■֊֊)• 0<6<с

которая имеет место также при ке(я,3)^> - 1 известным способом 
[8, 9, 4] можно показать, что суммы

при т —» имеют порядок 0{/п Отсюда вытекает, что рас
сматриваемая бесконечная система линейных уравнений квазинполне 
регулярна.

Теперь отмстим, что для определения н{|. следует в выраже
нии, полученном после подстановки (2.2) R первое уравнение системы 
(2.1), положить х 1. То да будем иметь
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«
V(£,',”a„ ֊ £?в„ ч- £!,"£, + Д։>6,) = 

л —1

-2/(1 £,% = £;,% £<.'"/>„֊ rf'b, (2.5)

2<£‘ U„ ; £!;"б,. < £%> 
« тг J

= 2/(1 а") - £j"iïo+ £?’«„ £о‘7.0 - £?’6Р 

где
I

Е,\՝ = :„Л(.Т ' ' ( - I) Г ( />,( 1, s) w (s) P՝? '(s) ds 

v J
1

E'.2> = ( p,( 1. s)(l - s) Il -4-s)4P?”(s)Vs

*■' 1
1

£!;՝’ = [p։(- 1, s)w(։) rt’ w(s)rfs 

- J
1

£!.4)= ( д,( 1, s)(l- S)՝(l + ։)’Й’' ’(։)</։ 

- I

Очевидно, что второе уравнение является сопряженным к первому 
уравнению.

После того как определены коэффициенты Л' j, 6,,;.,-:, неиз
вестные коэффициенты о,, и определятся из уравнений (2.5).

3. Случаи малого параметра .Ь

В этом случае R представлениях (1.4.1, (1.5) и (1.6) пренебрегая 
членами порядка |?^>)՛ 1п к? и имея* в виду !.՝՛). для определения у и у 
получим следующую систему сингулярных интегральных уравнений:

— Г Л—1 £՝-(■*) 4- |а։(х s) 1п г s| ֊1- ’-.-(х — s.l | i (я) ds —

''' : -1
J Î

1;, | Л* s ' (s) i/s 4 i l .՛ ■ ( —-—--— - (s) du

* i -I

2U___
sin 2A* DIsin [/<'■ < -v



О к:;н.ной -1՛ для днух ՛ >стей с 1Й ;к:ж ]5

1 •< 1
-|5։?(х) 5)1п.х-$| \ (х — $)| у (я) (/а—

-1 -1
1

— да \ х — $• | у ($) </$ — О

Здесь

«1 = ~ *• “ </, 4֊/<., </, = ! 1п|А<| - 1)
4՜ 1 — £՜

1 3 — 4г — Зз*
(1. — Ъу-А֊, А. — Яе А, 42 1т.4, а։ =-— —------------ (А’Р2

< д\\ + г‘(Гг </{•-֊ 7\(т./)1 1п 1 к]\ 1) 

/>\ — R с /А Я. 11 г֊ В

Поступив совершенно аналогично изложенному выше, для <1* и '1 
получим следующую систему сингулярных интегральных уравнений:

мФ(х) Л֊(д.
֊֊1 -I

г/.. - •
---------- -------- | <х 5) '1 ( 5 ) е/я •

*■':

,•21^1 
я1п2£*

±С’'£ЫЛ Г'/..(Х
“ „I 5 — Л- к’

с/. (/., I*—\ (х—

- !

я) Ф ($)</$ - \ /•'* (л՛ я)Ф (я) (!<■ ֊
- 1

г/, г/; Г
-)------ - —- (х — я) Ч I я) </я

К 1

яй1 [А- (х 1)]

>) \ Л*(л -я)‘Г|5)А5-|

* I

(/', </■ (՝ —
IX хГ1’(я)</я-0

где

/■՝(* —$) 1 9—и՜
</, <Г

А 1и X 5 | и- 7«д | х ь: ----9՜՜^ ~ '4՝

■■211
дх

к' 3}

2՛. ---- 2: . г/. --  СЛ
/• * (X — 5)------ (X $)1п|х- я| ---- ------(х - 5) Т

л

2(1 ° 6'(А41Х, А =
<к\‘
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Теперь, как и выше, можно получить квазивполне регулярную 
бесконечную систему линейных уравнений относительно кож]криппеп
тон разложения функций '1’ и 'Г по многочленам Якоби. Отметим, 
что вследствие простоты выражений ядер и атом случае можно по

лучить численные результаты при 0 < Л-.’ -֊ на ЭВМ.

В заключение автор сердечно благодарит И. X. Арутюняна за 
постановку задачи и постоянное внимани։ к работ»-.
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ON A DYNAMIC CONTACT PROBLEM FOR I WO .SEMI-PLANES 
CONNECTED TO EACH OTHER WITH AN ELASTIC

STRAP GF FINITE LENGTH

E. X. GEIGORLAN

S ii»in шагу

A dynamic contact problem for I o semi-p-anes connected to each 
other on a finite length of theii boundaries with -:՝■ elastic strap of 
small thickness is considered.

The solution to the problem is reduced to that of a system of 
Integral equations which is later reduced o an infi’il e sy-tt?in of linear 
equations by means of J.-coby polynomj k.

This infinite system is proved to >e yiasi-quite regular.
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Simultaneously, for the kernels of integral equations some simple 
analytical expressions are obtained quite suitable tor practical purposes 
and the least differing from the real.
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А. Г. БАГ ДОЕВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ 
В ЗАДАЧЕ ОТРАЖЕНИЯ УДАРНОЙ ВОЛНЫ ОТ
ПЛАСТИНКИ В ЛИНЕЙНОЙ И НЕЛИНЕЙНОЙ 

ПОСТАНОВКЕ

В настоящей работе рассматривается задача об отражении пло
ской слабой ударной волны от экрана в форме бесконечной трехполь
ной пластинки с прямым углом в вершине, плоскость которого па
раллельна фронту ударной волны. Определено в линеаризованной за
да՛ с избыточное давление позади отраженной от пластинки волны. 
։ 1айдеио решение нелинейных уравнений коротких волн, описываю
щих окрестность точки /:■’ касания отраженной от экрана плоской 
волны 8՜, сферической волны возникшей в момеи։ I —0 начала 
отражения в вершине угла, и цилиндрических ноля А.' и -I, произ
веденных сторонами угла.

Пуст:, избыточное давление /' позади падающей плоской волны 
равно Ру. Тогда в области пере/, пластинкой получится отраженная 
плоская волна .8', параллельная экрану, позади которой течение по
стоянно и Р' ).р. согласно линейной теории. Во.'.на .8' касается сфе
рической полны - г центр м к верппше О экрана и радиусом а՛ г. 
двух цилиндрических аолн Л՜ а П радиусом о/ и осями, направленным։-, 
по сторонам у-ла. причем / есть время от начала отражения, « ско
рость звука неиозмушеннок жидкости (перед фронтом отраженной 
волны). Для однородной жидкости я линеаризованной задаче избы
точное по о ։ ношению к Р1 давление Р - Р՛ позади отраженных 
«г։ пластинки ноли удовлетворяет волновому уравнению |1]

Пуст- гребу, тся предслигь решение задачи вблизи волн, а точнее 
вблизи точки В. фиг. 1 касания волн К, П, ֊ :: .8'. Поскольку пол
ное решение задачи о начальных и граничных условиях представляет 
.г<;-;::тел'.|-и.!с трудности. здечч. предположено, что при определении 
решения уравнения (’։ для срормулиропапной выше задачи в окре
стности точки касания волн можно заменить указанную задачу о гра
ничны- и начальных хсдовил задачей о начальных условиях, зада:.- 
г՛; 31 начальным положением отраженной от пластинки волн.-.чой кар 
тины. Формально возвращая волны ֊, К. " и > к моменту начал* 
отражения, убеждаемся, что начальным положением для - будет
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точка О, для И я 
5в волны 5 будет 
чальной волны

К будут стороны угла, а начальным положением 
экран. Таким образом, взяв экран в качестве на- 
получим из него в момент / нужную систему волн, 

фиг. 1, причем, полагая, что непосредственно позади 5в Р = Ри а в 
остальной области позади плоскости экрана Р — 0, получим, как по
казано далее из решения задачи о начальных условиях позади волны 
5, Р — Р}, то есть нужное значение, а позади волн К и И значения Р 
совпадают с известными решениями плоской задачи, что подтверж
дает законность указанной выше замены постановки задачи. Заметим, 
что метод интегрирования по экрану при определении интенсивности 
волны известен в оптике, а использование постановки задачи о на
чальных условиях при определения лучевого решения на волне приме
нялось в [1] и [3]. Указанная эквивалентность решения граничной за
дачи и решения задачи о начальных условиях при определении реше
ния в окрестности волны проверена непосредственным вычислением 
в плоской задаче [2].

Решение задачи о начальных условиях может быть, как и я |1], 
найдено по формуле Пуассона

Р=/М... |<1>, + -'м՛' (2)

д/

ОР
где Фо, Ф։—значения Р, -----  при / - О, М., Ф! поделенный на 4~а՝р

интеграл от Ф, взятый по поверхности сферы 7՜ радиуса о/ с центром 
в точке М(х, у, г), ■։ которой определяется решение.
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Предположим для простоты, что экран образует прямой угол в 
точке О, фиг. 1. и выберем оси х. — у/, х. г по сторонам угла, 
а ось х4 л направим по нормали к экрану в сторону движения пло
ской волны 5. Возвращая волну 5 к моменту / -֊ 0 начал л отражения, 
можно убедиться в том, что начальное положение волны 5, то есть 5в, 
совпадает с экраном. При определении решения в точке М, находя
щейся вблизи волны 5, а точнее, вблизи точки А, фиг. I, следует ин
тегрировать по поверхности упомянутой сферы 7'. отсекаемой началь
ной волной 5а. Проведем через точку Л/(у:>, хД луч, нормальный 
волне 5и, обозначим точку пересечения луча с 50 через 0' и прове
дем оси новой системы координат у', г՜, х3, причем оси у', 7 парал
лельны осям у, г соответственно. Тогда уравнение сферы Т примет вид 

(*а х0)՜4-֊- а:7г

причем у х. — ул, 7 ~ х, г0. Для малых хЛ и а/ — х1} а'՝- [1]

; I {;' : г?՜՛ 
^=֊“н——_

уравнение волны относительно сферы имеет вид 

/: а; ~ (*а — гр)՜

2сг/ 2а/

'Взяв более общун՛ задачу для неплоского экрана и для более общего 
вида уравнения или системы уравнений гиперболического типа и обоз
начая через <, и Аф, А', соответственно кривизны линий кривизны 
хвааисферы 7՝ и начальной волны 501 можно показать [2], что фор- 

.. , 1 7
мула для эйконала —X. представляющая время прооега вдоль луча 

с
от квазисферы до Л,, имеет вид

'7. А',)1х; //„)-՛ — -у (Аф — А- Д(х. - (4)

где с есть нормальная скорость волны в точке О.
Для общности, далее рассматриваем запись 2 в форме (41. По

скольку в момент I -- 0 начальное положение 5 совпадает с экраном, 
условия позади волны можно взять в виде

<•'„ Р.'{7} их,Н(хД. Ф, -֊- 7Ас^2)-(л-։)3(х4 (4)

: де = (х! 1 при х 0. - \ х) — О при х<0. £(х) - 5 (*).
Подставляя (4՜ в (21. получим решение в окрестности точки В 

фиг 1 в виде

р - ֊у । 1 Рг;'\7)<1х^х.. (5)
2"ц/ .

где на область интегрирования в плоскости экрана 5е наложены ус
ловия

/ 0, х, 0, х._. 0 (б
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Разумеется, можно вместо (4 ) взять я более общие начальные усло
вия [2]. Кроме того, можно показать, что (5) имеет место для про
извольной системы уравнении |2|, где перед интегралом следует по
ставить интенсивность лучевого решения

Фиг

Вводя новые переменные . ՛., причем

можно записать для области иыте- рар- .тниг ։ ';

I-՛". J \ ■ -I Д-уЛ («I
В зависимости от расположения точки V71 г/. л- . мучится различ
ный вид области иятсгри: окания.

'• «ч '• ֊- I •/’ 1 ••
Обозначая : /ли;.,.. г.՝ - ‘ 0 сети ур кнениг волны - «риг. 1,
можно показать, что в <4' при л; и. О, 7 -֊- гф„ откуда следует 
уравнение волны 5 относительно :3

-- А, -=- 7՛ '■ й <101
2v 1г

Кроме того, можно внести i елич։ !ы

II. 7; пи
?г 2с 1

и условие (8) примет ?.ид

//..>0. 2с >0. А, <0. <’,<0

Здесь Ку — 0 естг! уравнение 1идвндр;. л фиг. 1, поскольку уравне
ние его образующих (в плоскостях г; соплО относительно шреры 

- 0) вблизи линии касания поверхностей \ ч - 1ка которой г 0,
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б0—0) имеет вид /С 0. Подобным же образом П։ = 0 представляет 
уравнение цилиндрической поверхности II, касающейся сферы - вдоль 
линии 1/с 0, проходящей через точку В.

Решение в указанной области (9) согласно (5.1 имеет вид

Р ֊ ԱՀ(1 ։• - V) ժ-:ժ< (12)
•/ V 

где

Հ------------- 1
о/ | (Հ — Հ'.,)\кл — Հ-յ <1 ՚

причем интегрирование ведется по области (8Լ которой к данном 
случае будет весь круг фиг. За.
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Используя свойство дельта-функции

ЧП*)} = V '*'? “՛ ՛ ■ где А'(а, ) = 0. 
— Г («01

можно получить, что в этой области решение постоянно и но (12՝ 
имеет нид Р = А. Для волноного уравнения и плоской волны 5 имеет 
место

с = а, к.. = /с.։ -- 0, к1 к3 —— • и Р = Р}
а(

Таким образом, указанная область 01) есть область постоянного ре
шения и ограничена плоскостью отраженной волны ։\ поверхностями 
К и П.

2. к
!i |

Тогда ։/о<хО, < 0, А՜. < 0, Н։<^0, причем но (81 и (12| из фиг. Зв
следует, что Р 0. Указанная область находится вне сферы - Фш. 1.

Отсюда следует г(|^>0, 110:^0, А՜, > 0. Облает։, интегрирования
дается (8) и Фиг. Зс, причем из (12) получится

Полученное решение верно в 
поверхности Н (а так^е вне* сферы

области внутри цилиндра А и. вне 
% ֊ 0).

Отсюда следует //Л 0. А”. 0, П;՜ 0. Область интегрировании
дается (8) и Фиг. 33, причем из 02՝ получится

___ I !»•<• _
1 7

- *01 ՝><
(15)

Полученное решение верно в области внутри цилиндра 11 и вне 
цилиндра К и сферы Следует отмстить, что в (14) и (15) при г/0<; 0 
и z0<0 решение па А՜ и II соответственно обращается в нуль, тогда
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как при j/0 0 и Zfi ‘ 0, согласно соотношению aret$((—х)--г. arctg.x,
решение на К и II равно /1, что соответствует части поверхностей 
К и II, граничащей с областью <91.

5 _ у i j I  i» к L <- ]

Уо 0» **<0

Отсюда следует И1>0. Область интегрирования дается (8)
и (риг. Зе, причем из (12) получится

Отсюда П։<0. Область интегрирования дается (8), а также
фиг. 3f, причем по (12) получится

Р ֊- —
2п

с/՜',
— arc sin 
2г I

(17>л с sin

Р =
А . I II, А . / 
— arc sin • —arc sin (пп 2г 1 I -2r. vV1J

___ \
2^ /

118)1 А
2

8- 1 ,vo|<։• ՛ ■՝-[ л<о, ;,.<о

Здесь XjJ>0. II, 0. Из фиг. 3)։ и (12i
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f- а.С МП --- )-

I Щ՜֊ I |А։ y,j։*։֊:A։)

А , 2с
— 2Т»гс sin.--------------- —-------х- - --------- — (19)

Гочка М. п которой находится решение, находится вблизи участка 
Сферы гранич.лвего с постоянным течением Р 0 ш ппдинингй 
полной, решение на ֊ ранне нулю, а кблидн нее

р А ________ Г
2“ ° .Vo*J <^'| — 1 <А -

Как показывает фиг. Зе, решение (16) имеет место при

- | I "I | 70 есть ՛ -

Гбчно так же решение (17) имеет место при </01 | ” ՜’

f k _ k
zo I/ * <С | т1՛ Можно получить решение в областях,

где знаки неравенств обратные, i именно:

А
-֊arctg-----

то есть решение совпадает с 115). и

I, k 

2^
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де решение совпадает с (141. Наконец. решение (7). согласно фиг. 3^,
К

имеет место при г(1|
2с՛«

40 0, причем при

— г I ֊3 — — 2° 1 2ел //0
։___
2с'1

II %<0
получится решение з области 27' фиг.

р = ~-
А Г </:а

1

2
<« . I и։-------аг«1П| ֊

2
уа1 а.՜,

I ?.сК:

, 1 2Н1,
— аге 11^՜ -----—__ =

I А'л к
20)

Таким образом, получаются 6 различных областей решения: 
3': 4; -У; 5 8; 7 .

2: 3;

Таким >бразом. Определено линейное решение для однородной сжи
маемой жидкости (годное для произвольной педиссипатииной среды) 
в окрестности точки .6’ касания ноли, ф»н. 1.

Для определения нелинейного решения в указанной окрестности 
нначяле можно рассмотреть определение нелинейного решения в об
ластях 3 я 1 вблизи цилиндрических поли, где решение двумерное, 
причем в области 3 оно определяется переменными а и области
4 II., г(1. Нелинейное 
А.8 касания волн К и. 5, 
заменяя в нем

решение г. области 3, то есть вблизи линии 
можно найти из решения коротких коли [4],

К .7«У :֊
П г 1

2
л_+ 1 

9
ей

1 п 1
° / -9֊

?с:՜

Здесь у., 
к золнс А

проекции скорости
а плотность

Уо и

нейной

Ио го обозначены — > 
а( и! 

задаче имеет место

п -г 1 
~т՜

А-, 
}

час тип!•! на нормаль и касательную
и скорость звука в жидкости. Через

причем на линии

г;
2

касания К и Л в нелк-

;՛ (21)Уь= |
п ■| 1

2
п — 1

2

Здесь п есть показатель адиабаты.
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Решение [41 вблизи линии АВ имеет вид

\ -
(22)

где В постоянная. Условие на ударной волне в области 3 имеет вид

14] — - | 2б— н и лает вблизи линии АВ — - ] - ------т г/0, а
) 2

решение (22) имеет вид

. л г 1 % . / «4֊ 1
-г ■ т՜!

. п ՝4՜ ։/ ~7 У.
= 7« ------- .----- • —- • глу — — (23)

о . " + 1
2 -2 •

Подобно этому решение 

нейных волн Н и 5,

в области 4 вблизи линии ВС касания нели-

вблизи которой
./л֊1 . У՛

2 ” * 2

֊ |/ ֊у 7 го. имеет вид

Л • 1..
2 •

Линии Л,, фиг. 4 пересечения волн (23), (24) с точечной нелиней
ной волной - или параболической поверхностью, на которой 

п +1 и, 
• —------- :-------- - имеют вид

2 и
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(25

Эти хинин проходят соответственно через точки

, п -*֊ 1 - — (j га • 1ÿ’=| у-7 • *«֊«■ ֊ ֊.֊г

, п - 1 л ■ I - 1
— ‘ ' ""= °' ’ “ ~Г (25'

Уравнения движения однородной жидкости вблизи точки В ка
Сания волн в нелинейной задаче могу1 быть получены из
коротких волн 15, 6, 7] для трехмерной постановки в виде

УРаннений

ou, 1 uv,,

aüt 2
1 dv- п 1 vr ov, и,
2 4/z0 2 а՜ д~х af

оу, Ovlt — -- — J
Ог/о aô-y

оу, ’’У.

a'՜.

причем y,,, с0 имеют первоначальный смысл. u:B, — <lx. х — координата

по нормали к волне. Введя, как и ранее, обозначения У<- 
ai

20 *1— - —-г.» - = — и учитывая соотношения однородности 
а( (

peine пия

по t
')z>, 

<>f
—уравнения i26) можно записать в виде 
/ ü-

_Ôyx 1 r/uv
J- 2 dy.-,

//։»*- \ ni u» (h>,

<J2(l / 2 a d'

Vv,, OV, ()v-

O' Ôz., >)•:

a уравнение ударной волны для (27) — в виде

волне с учетом того,причем условия на ударной 
решение равно кулю, будут

что впереди нее
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<?’. <к
- V, ----- • V: :՛, -

('У0 '^6
<2‘Л

Ударная волна 5, о? раничипающая обл .с ь 1. ест՛, плоскость с 
уравнением

у՝ * I
"2՜ 2 ~1 (30)

В точке /> имеет место

Теперь нужно найт՝.՛ решети на ударной волне непрерывно 
переходящее в решение на цилиндрических ударных волнах идол։» 
линий Л։ и фиг. 4. Определим нелинейное решение вблизи - с по
мощью линейного решения в области 8. которое в новых обозначе
ниях имеет вил

’.а
и, = — аге яп

2֊
132)

Из (32) и (29) получится с использованием условий - 0, , 0,
0

9- ) ' о 1 ~ _ 2՜
~ :»у - г/г. аге --------------- “----------- I 2 I : +• у
7«

֊ уоагс
2

^-2 ( '3)

! 2 I/2-
-----  V: = 2О'|Ге 
՝>а -

Определяя из (32) ՝ к ни де

2- .> \ 2՜
2-0со«1'х»,— ֊ (։/' г;’) яп- п,

7« " .ч

2՜ 
2/;сг{1 я1п о,

7«

и подставляя в (33), можно получить
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2г
г՛./

2֊ 
z(. • ։/osinv.

2՜ 'а
.VoVa------------------------------rtZ՜

• ° cos г» -=^-
<34i

Далее предполагается, что (34։ верпы и для нелинейной задачи 
[4]. В уравнениях (27) меняются ролями переменные г, и полу
чаются уравнения

// 1 г, О- 1 <>-
■ — — ~ г՛. ----- • — [----

2 « ^у, 2 </։/.)

։ /^2 \ 0 <>՛■
2 '.<5*^0 г/г։ ’ <>г. "уь

(/v„ <1-.

OV, Ш/с /

. й)
<к’,

Подставляя (34) во второе и третье уравнения (35), можно получить 
решение через произвольную функцию ՛ /’(։՛,) и после подста
новки и пернос уравнение (35) получится уравнение для /’(nJ и виде

С(;., -Ч. / J) = 0

и окончательное решение примет вид (34). к которому следует при
соединить уравнение

" 1 /? 4- I • . 2zu... 2ги, . 2rr'v .
■| -------- р*-------------- s։n------— Inter —----- т ( s։n------- - <3о

'2а > ■>֊. :а -а

где С постоянная. Такие же решения получатся из линейного реше

ния в областях 7 и

ответственно.

решение (36)

п - 1
2 '■

2г 
на cos-------- и

При у.

дает -

7' с заменой sin "

п •• 1
2

,л решение (36) дает

гщ 
cos со-

' О

;1 у О И

_У
2

Таким образом, решение (36) приближенно удовлетворяет усл< - 
виям переход, к решениям (23), (24) около волн ?х՜ и ’( вдоль линий 
(25). причем в точках этих линий Л’ и /' (фиг. 4). определяемых по 
<25 . имеет место и. = \а. Вместо удовлетворения условий в точке 
.6’ можно взять условия на линии А'/՜՜, принадлежашей волне 5 и опре-

.> п 1 и — 1деляемов уравнениями j/՜ ՛ 27 _----- - — 7, ' —---------— Ыа линии
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положено и, ,а, что дает непрерывный переход к постоянному те
чению позади полны 5, в котором имеет место ,<?//, т». -
= ;нг0. Из решения (341, (36) видно, что эти условия удовлетворя
ются.

Таким образом, получено нелинейно! решение (34). (36). удовле
творяющее приближенно условиям герехода вдоль линии Е! (риг. 4 в 
постоянное течение позади волны V, условиям перехода (25) в реше
ние на цилиндрических ударных волнах и условиям (28), (2։;) на удар
ной волне 2. Точное решение можно находить, численно решая си
стему уравнения (27) при условиях (28), 1.29) на ударной волг՛- 2. 
при условиях сопряжения с решениями двумерных уравнений, опреде
ляемых вблизи ноли и II. и при условии асимптотического пере
хода в линейное решение или в решения вида (32։.

Отметим, что полученное здесь линейной решение годится также 
для описания окр-. < гности точки касания плоской, пилпндрической .. 
конической волн в задаче отражения плоской волны от вершины мно
гогранного угла.

Таким образом, можно обобщением полученных результатов на 
случай волны произвольного профиля юлучить более общие по срав
нению с |2, 4] соотношения, поскольку и указанных работах опреде
ляется решение линейно։։ системы уравнений в окрестности точки 
(линии) касания поля при наличии особенности в двух (;• не трех) 
направлениях. Ряд линейных задач по определение структуры реш՛ • 
ння в окрестности волн при дифракции от углов решен в [?1.

Институт механики \Н
Армянской ССР Поступила 1<* XII 1973
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DETERMINATION OF PARAMETERS OF FLUID MOTION IN THE 
PROBLEM ON REFLECTION Ol SHOCK WAVE FROM A PLATE 

IN LINEAR AND NON-LINEAR STATEMENT

A. C BAGL )1 V

S и m rn r V

A p.-obL-n; oi. rc'l.?rlion of a pLn- acoustic wive from a rectangle 
screen is c՝or.si tore I. 1 he di.-l ihu'ion of press.ire in the vicinity of 
junction point of the reflected plane wave, cylindiical wave end 
spherical •՛. av:- IS determined. The solution to th՛.՛ linear problem is of 
different form in different parts of t'r. above vicinity. The- nun-linear 
solution in '.he vicinity is found foi weak shock waves both in the 
\ lcinit\ of cylindrical shock wave-. in I in that of a point wave, 
approximately satisfying the shock wave conditions.
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ис}ип|Ь||||ш \\\ (. \՛ 6,197-1 Ме,хя°|1кн

л. •!. млртиртк ;п՜

РЕШЕНИЕ ::ЕСГАИИОНА։,НОЙ I ՛ АНИЧНОИ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ МАГНИТОУПРУГОЙ СРЕДЫ

В работе р осматривается решение задачи о движении магиито- 
упругой среды под действием нестационарных нагрузок.

В динамических задачах теории упругости для однородной изо
тропной среды наиболее употребительны м .паяется метод Смирнов;.- 
Соболева [1], который применен к решению ряда граничных задач 
[2,3,4,5,6,7 2 Для анизотропной упругой плоскости методом [Р ряд 
граничных задач решен в работах [8, 9]. В последнее время при реше
нии динамических задач большее распространение получил мето,, ин
тегральных преобрааояапий и сочетании г методом Випера-Хоифа 
110, 11, 12]. Следует отметить, что деформацией контура в обратном 
преобразовании Фурье можно для широкого класса задач решение, 
полученное методом интегральных преобразований, привести к эф
фективной записи решения в форме Смирнова-С оболева. Этот аппара 
применяется в настоящей работе в применении к зада ։е магнитоуиру- 
гости. Решение находится с помощью интегральных преобразовании 
с последующим применением метода Винера-Хопфа и затем ՛ неста
ционарном случае приводится к форме Смирнова-Соболева, что по 
идее близко к методу работ [13, 14].

Рассматривается задача о движении однородной изотропной маг- 
нитоупругой плоскости с разрезом, занимающим отрицательную по
луось х, на границе которого приложены произвольные нормальные 
и касательные импульсы.

Уравнения движения магнитоу пру гой среды при начально?.։ одно
родном магнитном поле Д>. перпендикулярном плоскости движения 
(с, у), имеют вид [15]

д-и ֊.. о-и * </и - . а-г
, - <г • Ь- ։а- /?-) —

Ог Ох՜ Оу- Охоу

֊֊7 (я- Ь՝\------- Ь՝ — (Г
охОу Ох" Оу

где и, V֊ компоненты вектора перемещения по осям х, у, и — а՝ - 

”■^77» р — плотность, о. Ь скорости упру։ их вол:: Для индуциро

ванного магнитного поля имеется лишь составляюшан 6 В„ {
\ Ох

+ ֊)•
3 Иянесгви Аг1 Архинской <<’1 , М՛՝-аника, V б
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Составляющие тензора магпитоупругих напряжений имеют вид

4- II

ч

~dv Г- Iи--— (о՜ /.{))—|
C/у Ох |

:1г ('֊^
ХОц ()х !

где 1у7, 11^,, составляющие тензора 
Причем в данной задаче 11,։/ — 0.

ма ксвелловских напряжен»

11усть на 
импульсы Р'\\Х 
Р''»(х I /)г-хр( 
реза. Запишем

берегах разреза имеются нормальные и 
/)ехр( /ГУ), Q< (х 4 Qexp ( i"'t) на

/’>••/!, Q''‘(x /)ехр(— А՛՛/1 на нижнем

касательцы 
верхнем 

берегу ра

Р ֊
р-‘ р-

2 2
Р' /

2

Q (/ Q Q'

2 2
О Q (/

2

Q О'

Тогда задача распадается на две задачи

тричную. причем в первой задаче заданы

.HMMCJ рнчную и 

и м пульсы Pt

֊<6 Q- Q'
-— на верхнем и Р., (}, на нижнем бррегу

рой задач։? импульсы будут - Р

нем и Qj на нижнем

5w

на верх*

ребре).

ребре).

антисимме 
Р-Р'

2

во вто*

имеют

(4)

берегу разреза. Гак как в первой задаче
՛ П,?у четная, =лу нечетная функция

ной, г>, нечетной функцией у, где и., >՛ 
симметричной задачи. Граничные условия 
вид (у = 0)

у, можно считать «։ чет- 
вектор перемещений для

симме три чной задачи

4- ։ 1 4 1

Для

'му

Р։՝-(х /)ехр( 
— Q/u- - /) exp I

V-'j 0 при

О (г- '), и։ О (г1 ’) при г 
а яги с и м м стр ич к о й за да ни

«- /) ехр(

/՛»/1 при 
при

| х- ‘- у -* 0 (условие на 
получим

/<»/) при

Qi '՛ (х — /) exp ( — /■ /) при

и -- 0 при О

и - 0{Р2), V О{Г -) при /• у՜ —*IJ (условие на
Здесь ч(г) есть дельта-функция Дирака, ■•՛ — частота, / время.
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Вначале рассмотрим вторую задачу. Полагаем

и(х, //. /) и(х,у)ехр( 7v7), ;? (х, у, t) ֊ и (х, у) схр (- /■•/) (5)

Решение задачи (1), (4). (5) будем искать в виде

где = | к՜ — /՝ . к} •• а, к - <•>./>, Д ь ) неизвестная функция, 

Функция । к՝- г- аналитична в комплексной плоскости ' с двумя 
полубесконечными разрезами вдоль действительной оси (— . к}
и (к, ՝-•), подразумевается ветвь ной функции, действительная и по
ложительная при к<^1- ՜ к, то есть положительно мнимая на верх
нем берегу левого разреза и на нижнем берегу правого разреза. Контур 
интегрирования и (6> показан на фиг. 1. Учитывая что и есть нечетная 
функция у, можем в (1) заменить одновременно у на | у и и на |п1. 
что позволяет брать решение для всех у в виде (6), причем далее 
знак модуля отброшен.

Фиг. 1.

Решение в виде (6) удовлетворяет уравнениям (Ни граничному 

условию 5,..,-II,.,, = при у 0. Остальные граничные
условия и условия на ребре определяют функцию А (>.). ! 1одставляя 
(6) г (4), имеем при у ■ 0 уравнения, которые после применения 
обратного преобразования Фурье имеют нид

Д (/) р. (Аб 2,.-) м
ЪЪ., ' 4г-./: е

и
(7)

где

dx

К1') 4/.23։^ • (к‘, '2Ру функция Рэлея, причем искомые функции

2՜ (?) и и </.) аналитичны соответственно в нижней и верхне;՛ полу
плоскости комплексного переменного >.
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Исключая из (7) приходим к следующему функциональ
ному уравнению Винера-Хопфа:

Функции Г(՛) и i k; - представим в виде

/•*(/) = F (л)Л (И. I А'? /•՛•՛= I j (9)

где функции / I ) и г (') аналитические и отличные от куля соот
ветственно в .полуплоскостях 1т/ _.и и !м ։ •у 0. Согласно выбору 
ветви функции I к, <- и контура, разделяющего нижнюю и верх

нюю полуплоскости /‘плоскости, I к, будет аналитической функ
цией в верхней полуплоскости (разрез вдоль у —0. &>'•> ),
I к}—/ я нижней полуплоскости (разрез вдоль у 0, к. /■ ).
Воспользуемся результатом цакторизации функции /՛!•՛:՛. приведенным 
в (161

1 ՛'<՝ ' I к,->
охр

ГС-) d\

НО ; ֊ •
(10)

Здесь сА,‘ корень функции Рэлея, и выбираются одновременно либо 

верхние, либо нижние знаки. Подставляя (10) и (9) в (8). получим

2^(1 ЙЪ К тЖ !ln
k'J (/А. л)А(/)

где &
f(,} - Р՝ t ц2?« (°՜1 ~2^g) /Д (/1 ?.■)

2-cq-<'?։ >2)А’('-)1 <ф֊֊'

F (О! (к., —/.)(Л, О
Л (/•( -------------------------------------

/•л 1

Для того, чтобы применить метод Винера-Xojnpa. необходимо второй 
член левой части уравнения (11) представить как сумму двух функ
ций, одна из которых аналитична в верхней полуплоскости плоскости 
/, а другая п нижней полуплоскости:
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/1(И^ж^₽(ео=/, (12)
/. /л

Допустим, что — комплексное число, тогда легко показать, что 
6(0 аналитическая функция • ъ — /- » полосе — 1т Л։ < > < 1т А-: 

и такая, что /։(- /-) \ 6,71 при -|— . причем »то неравен
ство выполняется равномерно для всех ՛ в полосе Ьп к, г : 
С Ьп А-, з. >0. : огд?. можно утверждать 110]. что при ЬпАс՜՜ 
<С - с ' < (I 1։п А,

-еперь вычислим !\ (/). Для этого применим теорему Коши в раз
резанной области -риг. 2, где разрез проведен между точками А-,.

Фиг. 2.

Отметим, что подинтегральнос выражение (13) в этой области имеет 
единственный простой полюс в точке / — /.«?. Тогда имеем

Рассмотрим предельный случай равенства (14). Когда 1т • 0. раз
рез проведен уже вдоль вещественной оси от точки Л։ до л; Счи
тая, что на верхнем берегу разреза | А։й ֊ г — — /| А- ,а на 

нижнем берегу разреза 1 к" ֊< г = / | :՛՛ к" и подставляя выраже
ние /։ (:) в (14). получим

. ,л/>х <1 / . . ‘ ‘К{
Л (0 1 ~^֊ л- — (151

г : — 1 Чг — 'А՛, 
где

;_ ^5
%(:) ՝ при А-.. <.;-С , а при

2
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[ А (А? 2:Л - 2СМ? .1I Ь7~՛ I Г К{ 
® (: I ------------------------------------------------------------------------

а А' (;) суп» Граничные значения рункции X (:) сверху на участке 
А. <՜ : . А... Из (15), (12), (11) имеем

2/г7(/1 Д)| *ГП.г-(/)^+с<.) /. (и- —-֊/го-) (16) 
\ А? ■ {'R— /)Х(>)

Так как точки к., к.., (ц нс принадлежат к нижней полуплоскости /, 
то правая часть уравнения (16) представляет собой функцию, анали
тическую в нижней полуплоскости, а левая часть того же уравнения 
функцию. аналитическую в верхней полуплоскости. П»> принципу непре
рывного продолжения можно утверждать, что левая и правая части этого 
уравнения являются аналитическими продолжениями друг друга. Оста
ется выяснить поведение определенной аким образом (рункции, анали
тической ио всей плоскости /, н бесконечно удаленной точке. Исполь
зуя теорему абелева типа [10] и условие на ребре, нетрудно показать, 
что аналитическая функция стремится к нулю на бесконечности. Тогда 
в силу теоремы Лиувилля она тождественно равна нулю во всей 
плоскости I.

Таким образом, получим

,, * и*-')Л('> • - <;)<•՛ д, {17)

) I А.֊>. ;֊/•
Л,

Из формул (17՛, (7) имеем

А ( «!%' - (18)

где 

.<,. '[/>■(*: 3/Л1 ։ а.,, _. 2/<'.чН2Х(')1
. ъ"՜ 2”рЛ27?(/) ' °՜’ 6гК(>)

2/2(.'А. жл)^(/.)| 17
а՝՝ 6-R (■/.)

Подставляя (18) н (6), получим
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[Q. (Й 2>-)
а’ 2ч.6г/?0)

,.t _

.-2) _ — 2'՜) — И I £->4- > , {։)___ /1 а< I)
֊* “ b-R\>) ’ 0,1 ~ }. "

*)-уК, 4-^m
I • 

х?՝ ij IX -у‘1т

Таким образом, получено решение второй задачи, периодическое но 
времени. Обратное преобразование ио t, соответствующее решению 
нестационарной задачи, для которой ч <4) вместо ехр ( /■՝՛() стоит
'<(/), имеет вид

Т • /• S I /V
и — (у— ( е՝ ads՝ v ֊։ е%</$ (20)

г-j/x г-/«

ГД։? S — — /֊>■■.
При применении обратного преобразования Лапласа по / введем 

вместо / переменную f •••:, s— - г'՜, где - ^> О и мало. Сущест-
- Д «0венными оказываются окрестности точек - = . для которых выра

жения в экспонентах обращаются в нуль

I--?'(:!Г) 0, (n = 1, 2, 3; т = 1, 2) (21)

причем сопряженные значения также удовлетворяют (21). Для оп
ределенности вычислим один из шести интегралов, содержащих ука
занные экспоненты

, 1 'Т р” */!”(;)
/'/ ֊— I 7а:1‘(:)е <7; (221

7— I • — гк
%

где в силу однородности произведено сокращение на •, причем в 
множителе при экспоненте в подынтегральной функции всюду поло
жено "=1, что даст новые формулы для а (:), /, 1 (;).

Пусть ■ 0.
В силу малости з, можно условно контуры по : проводить по 

действительной оси : с обходом особых точек в верхней и соответ
ственно зеижнсй полуплоскости [10].

Заменим коз-тур интегрирования оо </ ՛: <Х на контур Гз'? , 
проходящий через указанные точки ;з'?1'' в направлении 1т/г‘(3 0. 

Для этого нужно найти области постоянного знака 1т/՛ '(О- Обозна-
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чая//' (;) В, где величина /> вещественна, : - . • Лп можно убе

диться, что >1 плоскости 7,) липни /]'"(;>- а состоят из двух нет- 
Нея гиперболы

.. ■ - । • а Также из отрезков действительной оси ;.|<^а .

Пусть л‘^>0. Тогда, предполагая, что на мнимой оси 1 а ;а > 0. 
можно показать, что 1т/։'1 (<)<^0 в областях фиг. 3, где проходят дуги 

окружностей сх и с... Тогда при ՛ 0, можно заменить интегрирование 
по действительной оси на интегрирование ио П . При «и- 0 вместо с։, 
<•, берутся их дополнения до верхней и соответственно нижней полуок

ружностей, на которых 1в1/'՛ " ::1 > 0. Тогда интегрирование ио дей
ствительной оси : заменится на интегрирование во Г? в обратном 
предыдущему направлении. Весь внутренний интеграл и (22) поменяет 
знак на обратный, а решение будет таким же, как при ՛• >0. При

л- 0 точки . :։' лежат на левых ветвях гиперболы фиг. 3. Контуры 
с.. с2 заменяются симметри чными относительно начала координат, и 
решение не изменяется. Итак, при любых , х, у из (22) получим

, Г л #'։։^)
71 1/8 ՝ а'1)('|< <л 

г՛,1

(23)
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Вычисляя интеграл по $, окончательно получим

№’֊-< | о”>(;)?(/,"՛(!))</; да.

И"

Полагая вблизи точки /7 " (:) =/։'* 3 — :Г') и вычисляя ин

а^'П»") . 2_С
Г.1՞’ 2 .՝

а

теграл от дельта-функции в точках , х-*', получим

А(1) =. 2Ие 7 -- * (05\
/7’*' (<!п) ( }

При / -^г решение /7'' равно нулю. Аналогично (22) вычисляя осталь- 
а

ные интегралы и подставляя в (20). получим

м = 2 Ке/ V
2

V

о 2 Ие 7 V С1 (О
г’пГ’) 2.| л:՞՛՛■(:г'(охч

а

126)

Аналогичным образом решается первая задача, решение которой 
дается формулами

“1

՛.՛ 2
2 Ис 7 V V

»>1 - 1 п I

Л,”՛ д՞
/."“'Й”1) 2.) . '"ё,»

-- I

^с- у. у I К" (^’) 1?

՝՝ " '--17. с՛;՛■» 2/ /.։"■՛'<51"’
л 1

где %

4 /Нг ;— 2/~) /■
(/) 6-'А (>.) | л

д о (Лл’ - / ) (А՜? - 2- ՜) А 1 ■• 1 .՛ 
Ь՝К I -) | кх /

_з. 1?| - '2> -)

2^"’ , - = ‘Я&А'з1 „г.։ МГ1
^-2,.= ’

в: '7
1?! |2<2,--Л-гЯ(^-2>.»Н(^ 2'41 ՛ к.
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/.(՛; = (29)

Легко убедиться, что решение общей задачи будет записываться 
1« виде суммы полученных решений

С = м 4՜ нР 1' г’ г>։

и будет удовлетворять всем граничным условиям.
Теперь определим коэффициенты интенсивности нормальных и 

касательных напряжений Ад и Л’ц. Так как при х - ► т֊ О, у - О, 
Р/5, -г П.,,, К; I '2-х, ^гГ2-х, то из (2) можно получить

2п Ке( ՛! О

(/ I '•
приГ \

*н = 1 2~Ке( /1<£А՛) ц_

( ■ ■ ') .
при

(' с/г

где функции /, /р 1 даются фор.мулапп (1 Г: 1.15՛, (28), <291.
Первая задача при I = 0. /•*. - 0, а — а решена другим методом 

и [7', при ;?том решении совпадает с решениями (27), а при / — О, 

01 — 0, а -- и н работе [12].
Автор благодарит А. Г. Багдоева за постановку задачи и по

стоянное внимание к работе
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>11 ()пп ։ Ь<а!> ич>и11/1ч>Ь<чр Г?1/И/р>11Л р!1(1>/'>>4 1 Ч['Ч{111>
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A SOLUTION TO THE UNSTEADY BOUNDARY PROBLEM FOR 
MAGNETOELASTIC MEDIUM

A. N. MARTIROSIAN

S u in m a г у

The problem on motion of a homogeneous isotropic inagnctoelastic 
plane with a cut, to whose boundaries are applied certain arbitrary 
normal and tangential impulses, is considered. The solution is found by 
integral transformations with subsequent application of the Winner-Hopf 
technique and later, for the unsteady case, it is reduced to the Smirnov 
Sobolev form. The formulae for stress distribution throughout the medium 
as well as the coefficient of stress intensity are derived.
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А. Г. ПЕТРОСЯН

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ АСИММЕТРИЧЕСКОЙ МАГНИТНОЙ 
ГИДРОДИНАМИКИ

Изучаются основные уравнения асимметрической магнитной гид
родинамики: строятся уравнения движения сплошной электропроводя
щем жидкости с большой или бесконечной электропроводностью. При 
этом учитывается наличие в жидкости моментных напряжений, несим
метричность тензора напряжения я инерция частиц жидкости при 
вращении. Рассматривается общий случай равномерного течения в 
трубе. Приводится решение задачи плоскопараллельного установив
шегося ламинарного течения несжимаемой жидкости с постоянной вяз
костью и постоянной электропроводностью между двумя прямыми 
параллельными изолированными стенками в однородном поперечном 
магнитном поле.

ч? I. Уравнения асимметрической магнитной гидродинамики

Рассмотрим материальный изотропный электропроводящий кон
тинуум в магнитном иоде, для которого основные законы механики 
с у .етом электромагнитных сил и интегральной форм։.-имеют вид [1,2]

у [ М к’ 0, ֊ | '/М I-7 | /. </5 [ ?/</ V - \ / к
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Здесь £/!...)(?' -полиад произнчднля по времен;։, массовая 
плотность, г радиус-вектор точки континуума. Г пространствен
ный градиент, ՛<.։ с/г с// вектор скорости точки. <9 вектор, ха
рактеризующий среднюю угловую скорость ■ оаще-ния частиц, и 4 ко-
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торых состоит точка континуума, (/ вектор теплового потока, и 
внутренняя удельная энергия, /—среднее значение момента инерции 
единицы массы в точке структурного континуума [1, 3], Л приток 
энергии к единице объема со стороны электромагнитного поля. Соот
ношения (1.11 имеют место для материального континуума, если пред
положить, что в каждой точке произвольного материального объема V 
приложен вектор внешней массовой силы /, внешняя объемная сила 
воздействия электромагнитного поля с плотностью /,м, вектор внеш
него массового момента с, в каждой точке поверхности 5 объема Г 
приложен вектор силового напряжения Л, и вектор моментного напря
жения т„. Уравнение изменения’^энергии (1.1' написано в предположе
нии, что вектор моментного напряжения Ш, и вектор с производят 
работу только па перемещениях внутреннего вращени е 1.4].

Плотность электромагнитной силы равна [2]

Лм = рЛ+/> # 0-2)

где 1. — вектор напряженности электрического поля, /> вектор маг
нитной индукции, — плотность заряда, у —плотность тока.

Приток энергии за счет внешнего электромагнитного коля 
будет [2]

/=/•£ (1.3)

Воспользуемся соотношениями, связывающими диаду силовых 
напряжений т и диаду моментных напряжений ч соответственно с век
тором силовых напряжений Л, и вектором моментных напряжений 
т„ [5]

1„ п тп /! \к (1.4)

Здесь и — внешняя нормаль к поверхности
Принимая во внимание известные формулы дкадного исчисления 

[6, 7] и (1.4), из (1.11 получим

4 -Г 0.

, I I

:(- ./)•<»> - »1: гм /.„-г՛ (1.5)

Здесь операция ( ) означает, что левые множители диад пере
множаются -юкторно. а правые скалярно, операция ( : 1 показывает, 
что левые и правые множители диад перемножаются скалярно |6], 
/ —единичная пространственная диада.

Всюду в дальнейшем будем считать среду двухнарамстрическок, 
то есть считать, что все гермодинамические величины (например, тем
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пература 'Г и внутренняя энергия м) и вообще все величины, харак
теризующие среду при термодинамическом равновесии, являются 
функциями двух параметров: плотности и давления.

Отметим, что в то время, как первое и второе уравнения систе
мы (1.5) хорошо известны из классической теории магпитной гидро
динамики, последние два уравнения этой системы являются новыми. 
Эти уравнения приводятся к классическим результатам

---- -- *

&•—= г Ч- (1.6)
аг

если
•1 ֊ с = ։՛> - О

Разделим диаду силовых напряжений т на симметричную ~1{ и 
антисимметричную ““ части

" = т**

Антисимметричной частью т является [6]

М=- ֊-/ (X /) 
£

Следовательно, из (1.5) получаем, что

... (1.7)

Из (1.7) следует, что несимметричность диады напряжений т 
Обусловлена наличием моментных напряжений, массовыми моментами, 
а также внутренним вращением частиц.

] ’ри ] 0 несимметричность диады напряжении обусловлена на
личием моментных напряжений и массовыми моментами [6].

Отсюда и происходит название теории — теория асимметрической 
:идродинамики (в частности, асимметрической магнитной гидродина
мики). В классический теории »1 с 0, поэтому диада напряжений “ 
симметрична.

Таким образом., асимметрическая гидродинамика (магнитная) от
личается от обычкой классической гидродинамики (магнитной) уточ
нением напряженного состояния, которое характеризуется асимметри
ческой диадой силовых напряжений " и моментных напряжений ;л.

Представим диады у у, уы, ч в форме

«и = р1֊/ и1 -г «г', г-и =-֊-^ "^'7 ч (у1’) " ( уг’I'

Здесь индексом с обозначена сопряженная диода.
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1?(0 - — 7-0>/
•Р

(ум)1 - (у<0)''

Тя:Л ։‘о = -֊-'Л:/ (1-8)

Здесь р -равновесное давление, и рр соответственно 1/3 
следа диады ~ и »1, индексом о отмечены антисимметричные диады с 
нулевым следом, индексом <7 симметричные диады с нулевым следом.

Воспользуемся следующими линейными связями |7]:

■•э = 7.л7-г’. Р" '..-(у V —2«)

- 2/,( уи)а. «о соую

Р-" ■ - ?1 X Г 7' 2с„ (ум) . и= 2с,.՛ (V <•))■'

({ - - ху Т ֊■ X <•> (1.9)

Заметим, что при выводах были произведены замены диады 

на эквивалентный ей псевдовектор Р = " 1 ” диады (уи)" на

псевдолектор “"Г 'г* [7|.

Феноменологические коэффициенты в этих уравнениях суть тепло
проводность 7, объемная вязкость динамическая ньютоновская вяз
кость динамическая вращательная вязкость , динамические мо
ментные вязкости с., с<г с'_.

Величины ֊.у, с։., г,, положительные скаляры, харак
теризующие изотропные свойства среды [3, 7].

Из (1.9) видно, что несимметричность диады моментных напря
жений обуслонлепа как несимметричностью диады у։о, так и градиен
том температуры. Наличие у Xг” приводит к возникновению тепло
вого потока.

Используя 11.2). (1.8) и (1.9), Аз (1.5) находим, что

1՛ т֊ = -ГЛ V (xi.iV *0 2г|'. (У^)"1 4՜ 
а!

-г? Г'.. (2<’> V «')]—?/4 4-7 Р

?./֊ у<с ?•«)-2у-|^(г<’>)՜'] - 24г(уХ® 2ю> 
(II

4 2у[с„ (у<о)"] У-(3/ у Г) (1.10)

Электрические величины, фигурирующие в уравнении (1.10), как 
известно, зависят от распределения в пространстве электромагнит
ного поля, которое удовлетворяет системе уравнений Максвелла.
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Уравнения Максвелла в дифференциальной форме записываются в 
ни де (2. 8|

V // = J

v# = o (i.ii)

Здесь Н—вектор напряженности магнитного поля. Можно при
нять, что относительные диэлектрическая проницаемост։, и магнитная 
проницаемость близки к единице ;■ ц - 1 и что электрическая про
водимость жидкости J постоянна и изотропна.

Вектор магнитной индукции В определяется соотношением

fi ?fH (1.12)

где |if — магнитная постоянная.
Обычно можно полагать, что для изотропного вещества вели

чина рг является постоянной.
В качестве уравнения, связывающего плотность тока с другими 

параметрами и замыкающего вместе с (1.12) систему уравнений элек
тродинамики, воспользуемся обобщенным законом Ома (без учета 
эффекта Холла) для движущихся сред в форме [2. 8]

; = =[£ -^хд) (1.13)

Кроме того, надо иметь ч виду закон сохранения заряда

VJ = 0 (1.14)

что легко получить из уравнения Максвелла (1.11) в рассматривае
мом приближении.

В задачах магнитной гидродинамики, ббь) нб пренебрегают 
ректами, связанными с влиянием электрической илы на тече
ние |2|.

Для несжимаемой .жидкости уравн< пня движения зеиыметриче- 
скОй магнитной гидродияа -.и.к и. запишутся в сл.елун ще.м виде:

Г-'14 О

— -2>r (v^)' — X |2°> - vXt) — J а
'jt :• ՛՛ р

J — 2v, (V х 2”») + с1։? (y w) Г 2e,zv ■ (?<•»)' I 2с.,V ■ (?<-) Г (1.15) 
di

Здесь ՝>— кинематическая ньютоновская вязкость, •/, кинемати
ческая вращательная вязкость, с0, с.., с„ коэффициенты моментной 
вязкости.
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§ 2. Уравнение равномерного установившегося движения в трубе

Рассмотрим общий случай равномерного течения г трубе.
Приведем уравнения (1.11), (1.13), (1.15) к 6՛ ^размерному виду. 

В качестве характерной длины возьмем L. характерной скорости lz„ 
и угловой скорости а .’.ля индукции магнитного иол.՝։ /У,,.
Тогда для плотности алектрического тока, исходя и:» (1.11), с учетом 
(1.121, получаем характерную величину В,, и/-. Характерную челн чину 
напряженности электрического поля при отсутствии внешних источ
ников тока получим из (1.13) в виде К. %. В качестве масштаб «и вре
мени и давления примем гооп нетстнсин«» L ’ и pl

Уравнения (1.11), (1.13), (1.15) с учетом (1.12) в безразмерном 
виде запишутся так* :

OV--- 1 ( Ü • Ç ) 
(Л

2 . 1
vp -гМт'-т-г |2’« v €•] -р A/:(j 

fy К 9
//)

(2.Н

<1м ?.Eh
<т V — 2w) ; -֊-ç(V’W) V W<’»)'/ “■V (Vw)" (2.2)

<!t R, 

Г V =

Здесь

/?о Rj А’.,

0, г// 0. ?У£= ֊. v B--j
01

j ֊ /е. .£ ■ v в

R-^^. R, = -^-. Д/=— 
м kj j»<:.

е֊ = — . /г,- 
J сс CJ

<2.3)

JJ /г. = r,= -.^vtL =
с- % ’и

(2.4)

где </{ коэц-риииент магнитной вязкости (диффузии).
• г

Из уравнений (2.3) легко получить уравнение индукции

----- у (г /Л — гВ
<н R.

(2.5)

Выражение для безразмерной лоренцоной силы, ՝ учетом (2.3). 
можно записать так:

А1:и /?) =/1/։ г В) В (2.6)

Обо 1илч<1|1>111 для Си*1рп«мгрпыч нелнчпм спхрамим тс <г, •։?<✓ и дли ри, 
мерных.
' Клио, И» ЛИ Арминсхпй <’( Р. М,-»пинги, V •
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Отсюда следует, что порядок величины лоренцовой силы оценивается 
/3*’ /.

произведением Л/2-Л*,-, а это равно числу Стюарта .'V -у-Д- •
? М>

В стационарных задачах уравнение (2.3) позволяет ввести ска
лярный электрический потенциал ? равенством

/: - V?

Потенциал электрического поля ? можно получить из (2.3), 
если учесть условие сохранения заряда (1.141. Тогда

72? = г|г՛ Я] (2.7)

Будем предполагать трубу бесконечно длинной, а поток на
правленным вдоль оси трубы, так что из трех компонент скорости 
(н, р, :о) остается лишь одна к, а остальные два равны нулю.

Если учесть одномерность течения и равенство (2.6), то уравне
ния движения (2.1) и (2.21 и уравнение для потенциала (2.7) в рас
сматриваемой задаче принимают следующий вид:

Ор _ / 1 1 ■. „ 2 /<>■■՝՝. О“՝,; ,
о.г А' л՝г К- \ Оу Ос '

-гХ'Ь.. ?3--Ь. -^-и[Ь\ 1г. 
I 0֊ Оу

-р- .V Ь։ "՛ 1>. — Т «4,4..
ду ()х дг

- Л 4,— 4,, — иЬ։!>, 1
иг оу ох |

2 ] 0 / бЙОдг &уЛ 2 / <>*՝
К. \ Ог К^ду\ Оу <>г / /<, \ о

1 л'Аи. . 1 / ; (/-IV- \
2 оудг ! R,, \ дг~ (>удг )

2.(2!' ՝>. )
КГ \ Оу ' А?б Ог \ Оу //

2 / 1 1 ч О- • . , • 1 ։ г
К։ \ 2 оу: 2 0уог ог: ) К,. \ ду՜-

ОиЬ.,. Рид ֊.
02 Оу

(2.8)

>. 1 г)0՛՛^
Г 2 02-

= 0

֊)
^)=о (2.9)

дуо2 /

(2.10)

Из (2.31 получаем, что
оЬ, ОЬ;1 = д ог
Оу Ог Ох

= И,( — иЬ.
0* ՝ Оу
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-= А?т ({/- - иЬ„ । <2.11)
<)у \Ох / 

и
^Л = Ь (2.12)

Как следует из (2.3), величина к3 — равна составляющей плот
ах 

пости электрического тока по направлению оси д', то сеть

Она нс зависг.1 от движения. Следовательно, у, плотность тока, 
подводимого извне и должна быть задана. Отсюда вытекает, что 6,. и 
6. определяются из первого уравнения (2.11) и (2.12) и граничных 
условии задачи независимо от движения. Зависящий от движения 
Компонент индукции магнитного поля 6Л может быть найден из (2.11) 
после определения поля скоростей. Поле скоростей и потенциалов 
может быть найдено из (2.8), (2.9), (2.10) независимо от .магнитного 
числа Рейнольдса /?э.

£ 3. Равномерное плоскопараллельное течение 
в поперечном магнитном поле

Отыскание точных решений уравнений асимметрической магнит
ной гидродинамики наталкивается в общем случае на непреодолимые 
математические трудности. Тем не менее ь некоторых частных слу
чаях все же можно найти точные решения уравнений асимметрической 
магнитной гидродинамики.

Особенно простой класс точных решений представляют так на
зываемые слоистые течения, для которых характерно, что как ско
рости точек, так и средняя скорость вращения частиц имеют лишь 
одн у с о с т а вл я ю щ у ю.

В качестве простого примера применения изложенных выше по
ложений рассмотрим плоскопараллельное установившееся ламинарное 
течение несжимаемой жидкости с постоянной вязкостью и постоянной 
электропроводностью между двумя прямыми параллельными изолиро
ванными стенками в однородно-поперечном магнитном поле.

Пусть плоскости стенок расположены при значениях координат 
у Ь, скорость и направлена по осн х. а приложенное магнитное 
поле имеет постоянную индукцию которая направлена по оси у.

Поскольку г. плоскопараллельном установившемся движении все 
производные по z тождественно равны нулю, кроме ')-^uz const, го 
системы уравнений (2.8) и (2.9) в размерном виде запишутся так:

) ֊,.е— 2,, — - —<«,£■. /<'«> (3,1)
(' dx ФГ (1՝У 1'
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Здесь

(!у
е,< с,1 О'՜«» _ ։(

2>. <</= (3.2)

= ’"г, Дг =

Уравнение (2.10) дает

£1
Ог

= сопз! = £. (3.3)

Решение системы (3.1) и (3.2), как уже указывалось, не зависит от 
наведенного магнитного поля А*,.

Система дифференциальных уравнений (3.1) и (3.2) решается ме
тодом исключения.

Оёщ.ее решение есть

֊■-,2 -1-- (сд-;/* с>;Л"

с\к\- 2С.-.Л1'
/ к, ՛ к, 

2С,-^е 2С.Ле - С

Здесь С\, С-,. Ср С. произвольные постоянные, которые
должв.ы быть определены из граничных условий, /7., — число Гартмана:

н„ = (3.6)

Рассмагриийгтеч слумлй, когдп «р 1ч:.



Об одной задаче леияме. рнческон маг ин г поп гидродинамики 53

Мы предполагаем, что жидкость прилипает к границе при .7—7 Ь. 
тогда граничные условия для скорости и вращения частиц будут

---- - - 0, - 0 при 7 — О

а 0, ш — 0 при у = Ь (3.7)

Система уравнений (3.4) с учетом граничных условий (3.7) при
мет следующий вид:

к. ••=*;/>, к. к'։Ь, а^-У~ (3.10)
ь

Здесь п.։ =---- — /՛- ( <) ՛ —---- максимальная скорость в клас-
2 с/л

сическом течении Пуазекля. которая ДОСТИ ав-ся при у 0. .'счиепие 
3.8) переходит в клЗ£Сич&екое гечздн • I артмапа при • 0 и (3.9)

дает с" -- 0.
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Так как v, ■<., с,„ с.1 неотрицательны [1, 3. 7], то / действи
тельное число.

На фиг. 1 изображено отличие скорости от классического тече
ния Гартмана для различных значений *»,./՛' (при ' 1) при двух зна
чениях числа Гартмана (Н„ 0; /Л 50).

Ер- ЕЛЖ'ХИК ГОСуДПрсТВ։>11НЫЙ

VHHBepcim'T Поступила I II №7-1

5$

I,. 'к яьзрпиш.

ll.llbirbSf'1'ii Il'Il.'hbl'IllUill.b 1П։»1 bVM'b 11'11.1110»

II. U ։|i и ф n I il

!! 1 <։ п ■ ifli tn ։։ jt !ч( ч i il /< >/ ;w«/»ii7. ։u^‘ft ч<ч1{ tit'll >’ 11 if jin rf ftii tit if ft // ittjft iftif-

Xiuilfiu'h .'.՛n if ши in jin i if Itb i'ft. l/uitjif iltnd i>]։ l^Lljutjiinfiniinjnilt^ 'thtjitiljlt yn/iif J tub 

uttj inttni ftnttfhl, tij> i/'AJ tjinti in'll и til .’»/ nt'h I. iLljutjtin^uirittfit]inl{iijLnil> jinii ц1,щ jint if; 

C'btj H(tt(<ti '.։i>2 ■/ Il i.'h tniiitt/int՛) 11, tj nt lj hi d՛ ninljin if tt lib huiin j/th jin jun ։f‘h L ji (t. fin- 

■III! ifltb/l/t IlllAltjnjlll n^ .llllt Lilt j<Il I) lit [I IHill (1 It if.tjmijli njtttnni tn\t IjLlIjlinid ‘itjlUl 

d'llin'illll{1lil/l/l It'ilLttlllluAl 'l՝(l in in •> l/lf Hl l/ !t ju n lj П ^СП 1] tl if ihljtllljll ! ttt П1 n 111 j! III • tn 1ft
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Inupft jihrj ! til'll и ч> tjhujpp։ BbptfutA !։ Ljiljnt 1/111401 lhn >f Ll/ni иш //։/ шЛ Au/tJI n/tn- 

utL/ift tie'll Ituitutuf.n finAtinlfiub Juit/'lifiiiinl/uAt tj:u unitit! tit'll и l.ijtt 1ц ft /цЬ/царш- 

• uiljtt/ttjftj Diijiitljft ’nifif! qtrt tfur,'fin If in jnAt m fji/ in ») J at if fl'll in p iin/it/ it uih funt/jifi 

/։n tint lt/1 -

ON A PROBLEM OF ASYMMETRIC MAGNETOHYDRODYNAMICS

L. G. PETROSIAN

S и m in ary

The equations of asymmetric magnetohydrodynamics arc examined; 
the equations of continuous electrically conducting liquid of great or 
infinite electroconduclivity arc derived, the presence of coupled stresses 
in liquid, the asymmetry of stress tensor and the rotation inertia of 
liquid particles being taken into account. The general case of unim-m 
flow in the duct is discussed. The solution to the problem of one-di
mensional steady laminar flow of incompressible fluid of constant vs- 
cosit y and electroconductivity between Iwo pl me para.lt isolated 
walls in a homogeneous trans՝.՛-:sc ՛•:. / ; ii: fit-1: i- pre < it--:.
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.{. А. ВЕКОВИЩЕВА

ИЗГИБ ГОНКОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ 
ПЛАСТИНКИ, ОПЕРТОЙ ПО ВСЕМУ КОНТУРУ

Рассмотрим краевую задачу об изгибе тонкой прямоугольной 
пьезоэлектрической пластинки, опертом (шарнирно закрепленной) по 
всему контуру. В работе |1| получено, что задача сводится к реше
нию системы двух дифференциальных уравнений относительно двух 
неизвестных функций м’(х։, х;) прогиба срединной плоскости и 
Р(х1։ х2) распределения потенциала срединной поверхности

1 2 9— ч, 1^0 ---±Л2Г=0 (1)
4 и А Л

Здесь линейные операторы с частными производными

о4 Д* /Р
ц ~ в՝։ 57[ -4В։։ 7^77 -2 <в’= 2Ви)'ё^՜ +

4Я, --4-5- + й- “ГТ

//՛■՝ д* о3
“ а» Их; + (В'5 2в>11 1 В։։ 2В«) Лй *2)

г/ — д (*|, л/ - интенсивность распределенной нагрузки, действующей 
на пластинку нормально к ■•рединной плоскости в ее недеформирован- 
ном состоянии. Ь\у постоянны֊ коэффициенты, связанные с толщиной
А и ..материальными константами среды.

Краевая задача состоит в определении двух неизвестных функций 
и И, удовлетворяющих системе дифференциальных уравнении (1) и

следующим -раничит м условиям:

при х։ 0. .г, = а

а՛ ֊ У

(Л,..:-. 25,-,а. .) ^->5,1/, - 0
Л

5 .։Т4».։ ^и՝л. 4- 22>,1п,.-л - —- К 13 I = 0 13)
К
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при х = 0, х — А

тс = О

Я ^22֊ ֊ !/<;<- А99 = О

А’։_,п'п — Д. :е2, 22?, а'г,
9
“ (АД. - Я.5К) о 
п

4)

Функции с< штрихам;։ обозначают производные по аргументам, ука
зываемым нижними индексами.

Для решения задачи применим метод малого параметра, извест
ный в литературе и нашедший широкое распространение в работах 
В. С. Саркисяна |2] . Для »того перепишем систему (1 • в виде

Д|«՛] Ма[«'. и = «?. АДИ + 'Л/М«', И = о (5)

вводя новые обозначения для операторов

А՜- А.֊’ ֊2<^
(,>х\пх! ах)2*9

4А։ "*«•’ 4А, 1 2 п о4 Г
р ах'^х и ах{дх}, 4- /։р ՛* ах^

(Аэ 2АЛ1)
дх&х.

г/!И 
<1х.0х\ (6)(*-.« 2 А?

(А.։ 4- 2 АД
о’а.» и даы 

ах^ах:. - ах:\

Такое введение малого параметра в основные уравнения и гра
ничные условия содержит в себе дра физических предположения:

1) в матрице равновесных свойств коэффициенты, стоящие на глав
ной диагонали, больше, чем соответствующие недиагоналпные значения 
упругих и диэлектритических коэффициентов.

2) основные процессы и пьезокристалле больше, чем процессы взаи
модействия полей. Иными слонами, при действии на пьезокристалл за
данных деформаций возникаю цие механические усилия больше, чем уси
лия, вызываемые электрическим солем, происходящим от заданных 
деформаций. И обратно, при действии электрического поля возникаю
щая поляризация больше, чем поляризация, вызываемая деформацией, 
определяемой электрическим полем.
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Отметим. что второе предположение не говорит о слабой элек
тромеханической связи. Такое соотношение будет иметь место к любых, 
в том числе и сильных, пьезоэлектриках.

Будем искать решение системы (5) в виде рядов по степеням 
малого параметра и

ш «'о+ У п-'ш1’՜ 4՜ 2 ^.пр՞1 (7)
41 — I . 1։ — ։

Подставляя (7) в ^5) и приравнивая выражения при одинаковых сте
пенях р, получим

А1«’о)в<?о. 4 [«'■>.]=</„, 
(/и֊ 1.2,..., ) (8)

А1Ц>Ь0, ддк.нсл.

вводя обозначения для правых частей

х.) —/-/(л,, Л';)

7,„ (*։• *■•.՛> ~ ~ А «%-։ • 14-1 1
(т 1. 2.... ) (9)

О»; ( Л" 11 X п) — -■‘11 [ *1' л, I . 1' лч 1 ।

Преобразуем граничные условия. Для этого запишем их в виде: 

При х1 — О, .с, = а •а՝...., - 0, тогда

ш О, <гк = :>/А. V'։ 1՝я. (10)

где обозначены

в֊ Ч" — ^^,-в^.;) ап

& = — «’в! - «’и) (12)
£ 2 #44 X А’.1 Р *1 /

при д-2 = 0, л։ = Ь и՛и = 0, тогяа

ш — 0; «’уз՜՜ !1^м ^2 (13)

где обозначены

в, = -^֊ (Д.< V-; :■ в:> V.,) сю
р/>сз р/гол։

К , 2/?43 . 2/?г. . X
- — —— I —— И, 4------- ш22--------- ш12 1 (15)

՝ ч/1 р р /

Принимая по внимание (7) и выполняя ряд преобразований, получим 
окончательно граничные условия



Изгиб ГОНКОЙ ilj-zM МО> го.чыюй ;:|1е.нь.ЭД1р!; кчко;. .i.iaciilHKll 59

Яря X, 0, Xj == а

w„, --0 (/и = 0, 1, 2.... .՛֊)

0, (w„,)h = Д [îl’irj—1 , и PL-1 ]
(m - I. 2,... ) 116)

(^oil О, (Кл)| = В.։ |ww 1.

при Л՝ц О. X., — 6

tt’,„=0 (zn — О, 1, 2,... эс)

(и-,);, о, ....... и„.,1 |т ։ 2........ ( (17)

(Иоь-о. (К„).> = /?,!æ„, i. к.. J

сводится к решению рекуррент-Итак, решение поставленной задачи
ных систем дифференциальных уравнений (8), удовлетворяющих гра-
ничным условиям (16) и (17).

Для нахождения перного приближения (/п 0) нужно решить
две краевые задачи

I. .4,1

1-ри X, 0. х.

при х.. 0. X-,

1L лдк,

при х. = 0,

при 0.

а\,1 = q (18)

и Wf, - 0, (wj)n 0

6 — 0, («՛ i.-? 0

| = o (19)

Xj = ։r ( r0)i - 0

X. = 6 (14)2-0

Решение задачи I ищем в виде

<хг <х>
:<■<, V У sln^b (20)

'JR «•“■/! ° b

удовлетворяющем всем граничных» условиям. Для определения коэф
фициентов Дл.. разложим функцию г/(хр л\>) в двойной ряд Фурье

q (хр х»)
ОЛ X-
чп ч? . Р~х\ > 4 ilpq sin - ------
~ ~ “

. (ГХ2 sin - ------ (21)

где

. . P~xi . (Г՝хг , > X..) Sin -------- sin ---- — (/.vp/.x .
а 6

(22)

Подставляя (20) и (21) в (18) и сравнивая коэффициенты, нахо
дим Дг>(?

(23)
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To։ да для «•., (,vv xJ будем иметь

U...IX,, Л-I V V sin sin (2-1)
'• « 6

Задача !1 представляет собой однородное уравнение (уравнение 
Лапласа) с однородными граничными условиями для производных. 
Такая задача имеет решение

iZiJxP х;) 0 (25)

Приступим к построению второго приближения {т -֊ 1). Из (8) 
с учетом (6) и (24) следует

-4։[w։] = <;>[«•<>, Ио], A(K։] = &(ur0, 1/J (26)

где

а. — обозначение постоянной, введенное в (23). Из (0) с учетом 

(24) будем иметь граничные условия для функций «՛. и И,

при X; = О

»’1 — О, (UI, )51 ֊ }\ (х?), ( И։)'| /’ (х.)

при л-։ а *

•‘Ч °։ Ын /о‘хг)’ ( I, = А'2(х Л

При х2 = 0

7Г։ 0, <U-’j);,n “ ;-| (-<]), ( 1/'1 )м Ф: (Х։ )

при хс — />

w։ 0. (U’i)j2 - SjCq). (Н)2 Ф2(х,)

Обоз и ач и м 11 ре д ва р и тел ь н о

2 / 1
с

Р~х\ в .p'l ‘-•os--------= сл:;
о

4r՝xz
~г" “= h
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Тогда можно записать

”11 /• Ч
/" '։i< V X’ _i2i

% - ----«41 Л ч

/;W֊toc«l II'1, 
"1'. !' <<

F. (х?) = ЛА’С\’У c ֊. n՛ (27) 
z?։1 T7

֊֊Jx.i •>1 (Xj) W r.i:D---- w•O-.r. /• '1
..(х։) 2^։5’ус.|( |р

ви 7t ФДхД - ZjZ>v,։ \՝v , , .
Bs t- ■

Для решения этих задач применим метод сведения неодпород- 
!:՛•!> задач к однородным. Для этого с Формулируем и решим ч- тире 
вспомогательные задачи

llh ֊1 q:lwi)։ KJ (•2ft)

к ри

ПИ

при

IV а

яри

Ай у</11 «ч. N

X, - 0 H'j 0, /ibV-J

x. - a a’i — 0. (a’l)։։ ֊ / ’-vj

x? = 0 7.։ = 0. (w-jb = 0

x: b u>j 0. («4)22 0

Xj = 0 u'։ = 0. 0

Xj « «’։ 0, 1 = 0

X. 0 «*1 0, («'։1з2

A\. — A Ш; 0. 1 tnjzj = *a(-v,)

J_
9

<ZI-.

л-։ = о ։ и։>; = /-,1л-.)

х. — и ( Й31 = /•’. IX..)

ха о (7։)2 = о

лс h (Т\)2 0

(29)

130։
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I Vo А1И)-—Sib'o. И,] (3D

(I ри
A'r 0 ( K)| - 0

X; a (Pjh О

x- 0 ( V'j)j ‘1՛. (Vj)

Х; b (1/)а._Ф..(х։)

Решение задачи IHa ищ.ем л таком виде, чтобы удовлетвори гь 
ОДНОРОДНЫМ условиям

ОС
«•։ У Х„ (xj sin Ц Х; (32)

6

Предстлним примут часть уравнения (28) в виде тригонометрического 
ряда

‘ Г 1/1 К’ / \ • т?-л (33)9 *?|[а'б. К] \ gjx,) Sin , - 

где
со

VjxJ S' Ьcos P X| 
“t «

6։i [I_( iy. 

~i “ fl՜ Г

Подставляя (32) и 133՝ в (28) и сравнивая коэффициенты, получим 
для X... (х,) обыкновенное неоднородное дифференциальное уравнение

х '՝ f"; )'х„ А (7 1՛ X,. ֊ -4-՝ ’ ՝■՛'
\ О / /51։ \ Ь Оц

Общее решение уравнения (34՝ сЪетоит из суммы

X. X՝:. х:

где
__

X У M;in cos ^А՜1 
,“| «

V _ _____________ - — °:՛" ------------------------------
/ Л / ^1^)2 Л у’ / п у Я-../ п J

\ и ' \ 6 / />’։1 \ А ■

(34)

(35)

(36)

является частным решением неоднородного ди:|нреренциалы։ого уран- 
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нения (341, й Хг, общим решением соответстиующего однородного 
уравнения. Характеристическое уравнение

(. / л՜ V ,г Л (— ) = 0 (37)
Яи А ' В„՝ Л /

• \ я= п~ -может иметь четыре корня одного из типов: !) — ч. —$..5։ О,
А Ь

О вещественные разные. 2) - л (х^>01 вещественные раины«?. 
31 ч • /7 ($2>0. ( 0) комплексные. В дальнейшем будем рассма
тривать только первый тип, так как случаи 21 и 3) можно получить 
и՛.։ 1) путем Пр'-лельииго перемда или отделения исщн-стисингн։ и мни
мой частей

Д’,; = /1„ С|1Г1-х, х, В.. — 5,д, - (' сЬ - />. чЬП-%..с| (38)
п Ь Ь ՝ ' 6

I I одета илям (361 и (38) в (32), находим

;е, (л-р х..) X' ( Д„ е|| — В. *1։ ' >.д-։ С сЬ '' 5 х, -
- » ' А А А

- /Л, 51։ $.х, X՝ Л/,., со5 ) мп (36)
*7։ й ■ Ь

Для определения постоянных интегрирования представим функции 
/, (х..1 и /2(х ), заданные выражениями (27), ?. виде

<» .... ж
/։(Л*.)- X- /։_ $|Г1 ;.(г.) = х՜ /,<я я!п -^֊^֊ (40)

-Т: ь ' А

I Де

\՝ XV'
*77 г֊п'

И֊| Ж 1

4/3;,п а ,рд ( — 11

77
Удовлетворяя условиям ладами (28), :остлним систему ։етыре.ч урин- 
нений для определения четырех постоянных интегрирования

о=д. с\ л;со)

(• - /1., сЬ —֊ ч.« Л'..$Ь — 5,о С\ сЬ — 5,а -г 7Л 51։ — 5,« А7 (а)
л ' Ь Ь ՝ />

/. ("") й.44с.й) [х;<о>| (41)
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֊ 0.118 I J|։
4: h

(0.118 0.33'' re., i 1(T

('Г ( Л.՝։ h" -а - />„si sh — s.a eh ~ sn т 
'6 b Л n

7)֊<?sh ~ < a | ֊ [A, (a)]

M< ТОДИК,'. [Х'ПИ'НИИ «Д.Г 1, 30). '31 , ։ Т.1КЖС СОПТМ TCtHytoiHUX 
.»'.•I 1|>՛ .|.vl • И I՜՛ >՝.<•• НМСОКИХ приближения ЯИК.1КЦ* принципии Al-
llhl отличий си изложенной ИЫШГ • •• 1!М<Ч г.

Рл <-MOTpll.M конкретный ПрИМгр 11рЯМ<)\ I ОД!.НОЙ ЦЛ.НТ11Ш.И < p l.o 
мерами о b. вырез иной и.» кри. т. \л.» Лиц.;.։л.ил калин [3|. Исч« 
ши; система (’) имеет вид

(0.1505 ;г[У, 0.452 w!v. 0.12S ) 10«

0.339 C'W- Шп -4?.1

' (4.08 1<: >Л»8 i'rp I)
h 

г граничным»! усдоимими согласно |3» и (4)

при 
.с, 0. х, а и’ - 0

(0.1505w,. 0 0745wJ !0” > 2 0.118 Г: 10* - 0
Л

9
(0.118;г. 0.585u’?J 10՜ - — 4.08 И։ 0 131

h

при
л\ - 0. л\. = b "1՝ ~ Q

-I.OO745U-.J 0.128 :г, |-10к 2 0.585 К, • 10* - 0
Л

֊ и.24г, -и՛;,- W' - — 5.98 i ■_• - 0 |44>
h

BiXvr v i?.bi! параметр, получим системы рекуррентных дшрфере! - 
цияльных ураинепи.

0.1505 0.452(u»n)n?2 0.128(и*,.,)к-я — у..

4.08 I К. )։ 5.98 ( )и = (?.„ (45)
։ де

ч 10 |(».11«<1\ !ht> 0.339։ t)ml

(ш 1.2.... ) (4.6)

|0.l 1S( «•- i )ni -r 0.339 («% । )»2j՛
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и граничные условия при х. — 0, х, — а

«•„.-О; («-„),, —• 10'414,-,),; (14,),-------- — 10’( «•„ , )и
•л п* «

при х., — 0. л2 = Ь

0; (ю„,)й-—-10 5( 14,-,),; ( Г.Ь - — 10» («-.., )и
'Л }*

Следуя изложенной выше методике, ограничиваясь первыми тремя 
приближениями, получим решение

/>.... 'сЬ 1.76 — 
а

£мЫ.76^ ч (71., сЬО.67^- - 
а а

НыЪ 0.67
а

язп— 
а

Л1ясЬ 0.826 + Вы яЬ 0.826—А՜^ + 
а

(?*....Т) Л“Х1 I
СОЯ---------  I

о )
(47)

Если рассмотреть г. полученных рядах первые приближения, то про
гиб центра пластинки имеет значения для пластинки с размерами 
а - 1 см, Ь = 1 с.п. Л 0.1 см

«• 23.5 </01(Г 5 (см)

для пластинки с размерами а — 2 см, Ь 1 см, /։ - 0.1 см

«• — 28.15 <у0- 10 (с.п)

В заключение сделаем важное замечание об оценке величины ма
лого параметра Сравнивать операторы с помошыо сравнения их 
коэффициентов не представляется возможным, так как эти коэффи
циенты имеют разную размерность.

Характеристический определитель исходной системы (42)

0.128л1» —0.452/2 0.1505 — (0.339<■ 0.118)

'' (0.339)2 0.118) 5.98л2 -4.08 
- 0 (48)

5 Изеест-ин ,\Н Армчнекой <՝СР, М«-хяник.л, № п



66 И. А. Векова пк-во

имеет корни

Чз = /1.77; /з,4 — /0.827; м./0.615 (49)

Характеристические уравнения приближенных уравнений

0.128/1 г 0.452/- | 0.1505 — 0; 5.98/" 4-4.08 0 (50}

имеют корни

/,։ , = । /1.755; /-з, 4 = ±/0.67; <з.г. - ±/0.59 (51)

Сравнение корней (49) и (51 '< позволяет считать, что приближенная 
совокупность дифференциальных уравнений действительно мало отли
чается от исходной системы. Таким образом, подтверждается право
мерность введения малого параметра [*. Оценка малого параметра у-, 
величина которого лежит в пределах

0.0085-^11* 0.19

получается из относительной погрешности в значениях корне;։ 151) 
по сравнению с (49).

1՛ II. ■1.1.։|11'1.1'>*!>ичн.

b.v.i'iVHFft’i. ։i.j»us 21։Ъ«1.11.1Г П 1'4.9. U.i.b:J II I'bll.Ub'l. •nShP.HI.I.bhSlMUiU.li
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. .,/jLtyuipu.tyui'h puipuity t)nifiult <tL p in f lip jut [ /иЪц/ip; Spi/uitf h'ti
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fHE BENDING OE A THIN RECTANGULAR PIEZOELECTRIC 
PLATE SUPPORTED THROOGHOUT ITS BOI NDARIES

I. A VEKOV1SHCHEVA

S u in m ary

Small parameter technique solves the boundary problem of bending 
u -iiin piezoelectric alate suppor-.ed throughout its boundarie֊-.''■■umericn 
examples are presented.



И.инб гункон прямоупспион пьезоэлектрической п.т«с । ;-:нкк 67

ЛИТЕРАТУРА

1. йеконншев« И. Л- Теория изгиба тонких пьезой• сктрическнх пластин. Изв. АН 
Ары. ССР. Механика, т. XXV. №4, 1972.

2. Сар*мслм Б. С. Некоторые задачи теории упругом а и и :>гл роли- ֊го тели. Изд-ва 
Ереванского ун-та, Ереван, 1970.

3. Беляев -4. Л/, и др. Выращивание Христа-лив бифталата «алия и их оптические, 
пьезоэлектрические и упругие свойства. Кристаллография. 14. вып. 4, 1969.



ZlkjihUJilKb IIIJ2 *H‘SIII‘l*3nhUbPI՛ IIJilM>blFbUBb SbM.bhU/bbP 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК XPM ЯНСКОЙ ССР 

|П;|чи։Г|[|1|ш XXVII, № б, 1974 Механика

Р. Н. ОВАКИМЯН, ю. и. КОСАКЯН. Р. М МАРТИРОСЯН

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ 
ТОКОНЕСУЩЕЙ ПЛАСТИНКИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

К настоящему времени неуклонно растет число опубликованных 
теоретических работ в новой отрасли механики магнитоупругости 
тонких тел, развивающейся на стыке электродинамики и сильно раз
витой теории пластин и оболочек. В то же время экспериментальная 
разработка многих вопросов магнитоупругости недостаточна и это 
особенно заметно в области исследования токонесущих тонких тел । 
сильных магнитных полях.

В данной работе описывается постановка первых экспериментов 
и приводятся результаты по исследование статической устойчивости 
токонесущей пластинки в магнитном поле в случае жесткого ։>щем
ления одной из кромок пластинки (фиг. 1).

При рассмотрении в [1| колебаний и устойчивости токонесущей 
пластинки в поперечном магнитном поле, н частности, исследовав слу
чай. когда пластинка закреплена на краю №<։ и колебания не зависят 
от координаты х. Уравнение устойчивости (без учета сил тяжести) 
имеет вид

D — -~(и— ) - О
Jy;’ с dy \ dy /

где /> - х—' , нидиндрическа»- жесткость. Л'—модуль упруго-
3 1 — •/-՛

сти. V коэффициент Пуассона. «• npoino, 2/; толщина пластин
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ки, - электропроводность, с скорость света, Е.,я и Я,,х напряжен
ности электрических и магнитных полей в невозмущенном состоянии. 
Из решения этого уравнения следует выражение критического значе
ния произведения

(£.,//.,) 3.92 (1)
а‘

при котором пластинка теряет устойчивость.
В дальнейшем все выкладки ведутся в системе СИ. Практическая 

неизменность величины и направления плотности тока у — : маг

нитной индукции 13 111— относительная магнитная нроница-
1 пт ? и емость проводящей среды, !»0 — магнитная проницаемость

и՝

вакуума) при взаимной перпендикулярности у и Я позволяет считать 

объемную силу / [у, й] равномерно распределенной по всей высоте
пластинки и всегда направленной по Оу/ (противоположно силе тяжести). 
С учетом новых соотношений перепишем выражение (1) в виде

7«, (;Л)„ = 2.61 - ‘
I — V- а3

н
(2)

Целью нашего эксперимента являлось определение величины /,. , - (уВ)* 
в соответствии с (2) для проводящих пластинок из дна-и парамагнит? 
ного материала, где р 1.

Магнитное иоле в направлении оси с создастся электромагнитом 
соленоидной системы с водяным охлаждением обмотки. Конструктивно 
магнит состоит из двух одинаковых намагничивающих катушек, кото
рые по одной оси неподвижно закрепляются на ярме. Внутри катушек 
расположены сердечники с полюсными наконечниками цилиндрической 
формы 0 190 лмг. Величина зазора 10 80 ,нл։ между плоскими тор
цами полюсов получается перемещением сердечников по оси магнита.

Питание магнита осуществляется генератором постоянного тока 
С дистанционным управлением системы стабилизации и ввода гока.

На фиг. 2 приведена зависимость индукции поля от подаваемой 
в катушку силы тока при зазорах а 23 и 30 лглг Измерения прово
дились измерителем магнитной индукции ИМИ-2.

Величина плотности тока / - другой составляющей силы (2) 
ограничивается температурой нагрева токонесущей пластинки И - 10 , 
что делается для постоянства физико-механических характеристик 
материала пластинки. Для определения у решается дифференциальное 
уравнение геплопроводности с объемным источником джоулева тепла 
? = Р 7

(К 1 л ' -4-</=0 (3)
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при Iраничных условиях

> — • '->т М, а при г = 0 —- = 0 и I — /гал։ (4)
о'с|-_гл </г

Здесь / коэффициент теплопроводности, л — коэффициент тенлопе- 
р /дачи при свободной конвекции.

Решая уравнение (3) совместно с условиями (4), получим при
2-.Ъ ± Ь и г-0 соответственно

Д.< /։—. й(»„ 1 (5)
за„, \ 2/ /

Отметим, что во втором выражении (5) при толщине пластинки 
'2Л 10՜ .и величиной Ла,..,:?/ ~ 10 можно пренебречь по сравнению
с единицею. Таким образом, температура нагрева постоянна по толщи
не пластинки п рапна Д*. Так как было принято, что Д/^10 , а при 
свободной конвекцш з,п 5 к/п лг'е/щд. то нс (5) плотность тока 
должна удовлетворять условию

(б)

При постановке эксперимсн учитывалась создаваемая в зазоре 
электромагнита однородность магнитного поля -֊ Ю н радиусе 
К \ 3.5 елг относительно оси ышкита. Исходя из этою, наибольший из 
трех размеров пластинки должен быть меньше 7 см.
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Получение равномерно распределенной плотности постоянного 
тока, протекающего от одной кромки пластинки к противоположной, 
с определенной точностью осуществляется путем припаивания медных 
прополок 09.13 дм; к обоим кромкам с шагом (2.5 4) ,и.п по ясен вы
соте пластинки. Исходя из специфики жсперимента, такой способ при
паивания позволяет свободно изгибаться пластинке относительно за- 
щемл'лноя кромки. Жесткость пластинки практически не меняется, < 
непэ эле к . рического тока получается безразрывной.

Электрический ток для тонких пластинок, последовательно вклю
ченных в цепь, подается от стабилизатора постоянного тока с плавно:՜ 
регулировкой его величины от 0 до 20а при коэффициенте стабиль
ное.։! 10 ". Для более толстых пластинок применяется другой источ
ник силой тока до бОп с кратковременной стабильностью 10 .

Испытываемая пластинка с припаянными проволоками вставляется 
на глубину 5 мм в зазор прижимного устройства, состоящего в основ
ном из двух наложенных друг на друга текстолитовых пластин, и за
тем. затягивается двумя винтами (фиг. 3), Прижимное устройство сов
местно с алюминиевым листом подвесной опоры составляет специаль
ное приспособление, с помощью которого проводится фиксация плас
тинки в плоскости симметрии магнита перпендикулярно магнитным 
силовым линиям. Толщина текстолитовых пластин 8 лги. алюминиевогс- 
\иста 5.М.И. Детали винтового соединения изготовлены из бронзы.

ТОКОНЕСУЩАЯ 
---------- ПЛАСТИНКА

Фиг. 3.

Эксперименты проводились на пластинках из алюминия А5, 
бериллиевой бронзы БрБ2 и латуни Л70. В табл. 1 даны их геомет
рические размеры, а также некоторые физико-механические свойства 
материалов, взятые из [2]. Приведены также значения максимальной 
плотности тока, вычисленные по (6), силы тока и В при 



72 Р II Овакимян, Ю. И. Косзкян. Р М Мартиросян

В 1.5 тл, то есть реальной величины индукции поля используемого 
электромагнита. Кроме того, даны значения вычисленные по пра
вой части формулы (2).

Как видно из табл. 1, отношение т.'Лр ~ Ю что позволяет не 
учитывать собственный вес пластинки.
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Алюминий 2.63 0.16 ь.О 0.73 0.34 228 0.363 4.7 49 7.0 6.4

Бронза берилл. 8.2 0.1 7.0 1.33 0.35 83.5 0.143 3.7 28 5.5 2.88
Латунь 8.62 0.07 •1.5 1.1 0.35 121 0.145 4.5 16 6.7 4 4

Ширина пластинок Ь 5 с.ч.

Экспериментальные значения ՝.<■>) II.,, полученные при раз
личных значениях силы гока (плотности тока) и магнитной индукции 
/7 — н Н..х, приведены н габл. 2.

Гойл.чуо 2
А.\»о.м и и ИЙ

<зазор 30 .«.и)
Броню б К р и Л л И е I: и ։ I 

(зазор 23 .«.«)
Латунь 

(зазор ‘23 Л1.М.1

/ы
Н | тл| 
(и,։ 11 Iе н .«•’

I I 
34 36 ।

1.4 1.34
4.58/1.641

40 44 12 14 16 18 20 8 10 12 13
1.185 1.054 1.35 1.18 1.04 0.92 0.82 1.35 1.18 1.040.92

4.46 2.16 2.20.2.22 2.21 2.1“ 3.08 3.37)3.56,3.42
1 1

Сравнивая полученные результаты с теоретическими значениями 
у,р (табл. 1), можно заметить, что во всех случаях соответствующие 
экспериментальные величины /,р деньте теоретических.

Конечно, здесь следует учесть ошибки измерения, связанные с 
точностью установки пластинки перпендикулярно магнитным силовым 
линиям, мальчайшие неровности поверхности пластинки, диа- и па
рамагнитные свойства образцов, особенно заметные в сильных магнит
ных полях. Помимо этого не принимались во внимание незначительные 
силы натяжения токонесущих проволок.

Несмотря на это, по-видимому, полученные результаты позволя
ют принять теоретические значения /,:р (2) за верхний предел при 
определении устойчивости токонесущей пластинки в поперечном маг
нитном поле.

Институт механики
Институт радиофизики и электроники

АН Армянской ССР Поступила 6 V 1974
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EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF A CURRENT-CARRING 
PLATE STABILITY IN THE PRESENCE OF A MAGNETIC FIELD

R. X. OVAKIMIAX. Y. I. KOSAKIAX’. R. M. MARTIROSIAN

S u in ni a г y

The experiments arc described and the primary results of experi
mental determination of magnitude of critical force are presented.
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ВЫНОСЛИВОСТЬ И ДЕ'ЮРМАТИЫюсть 
ОРИЕНТИРОВАННОГО СТЕКЛОПЛАСТИКА ПРИ 

ВЫСОКОЙ ЧАСТОТЕ НАГРУЖЕНИЯ

В ui । i.:t.испытания конструкционных материалов па вынос ли- 
। и. •»; . • м-инм.м « н ружепи: различают дв<» основных режима
нагружен։.я P-cons и А — const, В первом случае в процессе на
гружения поддержи, в лете я постоянным амплитудное значение нагруз
ки. приходящейся пл образец, и может изменяться деформация, во 
вторс м сохраняется неизменной деформационная характеристика 
цикла ՛ 1. •ремещеиие) но времени может изменяться величина 
прилагаемо;՛ нагрузки [lj В обоих .-iiix случаях процесс нагружения 
происходит <: юстоянной во времени частотой изменения /’ или Л. 
Строго сопост в.’.мы данные, очевидно, могут быть получены лини 
при соблюл» - ei՛ идентичности условна эксперимента и одинаковости 
режим:» цик ՛ некого нагружения.

В настоящей работе исследовались усталостные свойства ориен- 
гиров,итого стеклопластика при высокой частоте нагружения и режи
ме при котором в процессе деформирования соблюдается условие 
/•* const, но ՛ .етот; г гружения п, определяемая частотой собствен
ных колебаний образца, может несколько изменяться по мере изме
нения жесткости образца. Такой режим нагружения к дальнейшем для 
краткости иног.г! условно будем называть резонансным.

£ 1. Методика »исследования

Опыты проводились г: испытательной машине PI - 6 произ
водства ’’ IP. работа! П1В-Й по резонансному принципу и предназначен
ной для испытании конструкционных материалов на выносливость при 
ос.пой дс рорм и_г.:11 г любым ч0Э'.|| рпциентом асимметрии цикла г.

На Фиг. 1 ПбК .З’.;п o';i;i;'ü НМД ИСЙЫ1 ՛ it»-a;>i:oi. у г ; КОНКИ.
Образец з .ЧП-, лился а стандартных захватах машины, что обес- 

печивало н::деж;!'.՛ крепление его ия все время эксперименга.
Koijtj ол: гтгрузки н асимметрии цикла производился ■ 1' пока- 

З.П1НЯМ пластинч.'то» о элемента силоизмернтеля машины.
Нез .вис՜» мо tn : того параллельный контроль /' и л также 

измерение inxi.v- .ыюй /.՛. фтрмапип oevuu с: нля лвсь по методике 
[2 -Il с то;՛ разниц и, ;то здесь использовалось трехканальное уни
версальное .'.зм рнтелыв. устройство (тензостанцпя) типа L.\i-I31.

В процессе опыта измерялись частота нагружения, продольная 
деформации :՛. ч г мнгратура разогрева на поверхности образца.
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Частота нагружения it определялась но измерительному прибору 
машины. Погрешность изме[ енкя нс превосходила ! 2° 0.

ФнГ. 1, Общий ЛИД НСНЫТЛТеЛЬНОА >4-1 лионки.

Испытаниям од:-։< ргалея слоистый пластик тика (’ВАМ на 
»нокси-среиолъяом свя.:у։ош,ем с о։п oi ональне равнопрочно.i укладкой 
Стекловолокон (С ВАМ 1:1).

Длк исследования влиянии* анизотропии механических свойств 
образцы вырезал՛ сь в ппправл՛ шп волокон в композите (? 0 ) и н
диагональном по отношению к ним направлении (ь - 45 ).

Форма и размеры образцов тс же, что и н работах [5, 6].
Образцы толщиной 5 .им вырезались вдоль направления волокон 

и испытывались на су • ьсирующее растяжение (г 0). а голщиной 
10 лг.и в .-.narn-i-i льном направлении и । гамм-, гр: п:ый никл нагру
жения (г ~ 11.

Частота нагружения п(1 » испытания - стеклопластиков ф 0 , г—0 
и у 45 ■ г 1 рда»я ՛■ ՛՛■ твеино 30.00 и 3300 ^икл/мия.
Раз рос к значениях и, при '.ерс.чод֊. от од։-: .-гг. образца к другому 
в каждой серии испытания не превышал 1 '
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Образцы толщиной 5 мм. имеющие ориентацию ? = 0 , были 
подвергнуты предварительной термической обработке по режиму, опи
санному в |6]. Вопросы, касающиеся влияния предварительной термо
обработки образцов па изменение циклической прочности и деформа- 
тивности испытуемых стеклопластиков при растяжении, были рас
смотрены ранее [6].

На каждое значенш циклической напряжения испытывалось по 
5 образцов.

Усталостные диаграммы построены по корреляционным урав
нениям. вычисленным ио статистическому методу малого числа изме
рений [7]. Точки на приведенных кривых соответствуют средним зна
чениям из пяти экспериментальных результатов.

Температура окружающей среды на весь период испытаний была 
к пределах 26 ь 3 С.

§2. Обсуждение результатов испытаний

На фиг. 2 и 3 показаны усталостные диаграммы =г |^ЛГ, кото
рые в полулогарифмической системе координат состоят из двух ли
нейных участков. Линейная зависимость между циклической прочнос
тью и логарифмом выносливости имеет общий вид

где напряжение цикла, о и 6 параметры, зависящие от свойств 
испытуемого композита и условий испытания, в частности, от анизо
тропии механических свойст’։.

Как и при циклическом нагружении ориентированных стеклоплас
тиков частотой 1200 цикл мин в режиме Р const |3, 5. 6J, такое 
представление соответствует наименьшему отклонению эксперимен-
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тальпых результатов от графика зависимости, построенного на основе 
статистического анализа.

11араметр 6 в приведенной выше зависимости по своему абсолют
ному значению является количественной характеристикой сопротивляе
мости материала циклическим нагрузкам. Чем выше Ь, чем больше 
уклон графика зависимости зг — тем материал более склонен к 
у с т а л ос т н о м у ра з рушению.

На фиг. 4 показаны кривые изменения амплитудных значений де
формаций в процессе длительного циклического^!::.։ружения. По харак 
теру они подобны кривым, соответствующим режиму нагружения 
Р — const при частоте 1200 wk,v.՛., .мин [4], с той особенностью, что в 
данном случае имеет место существенная зависимость между напря
жением и амплитудной величиной деформации цикла к моменту разру
шения образца.

Таблица /
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Параметр!, и характеристики 
корреляционного уравнения

« 1> коэффич.
коррсл.

осн.
ошибка 

критерия 
линейи.

СВАМ 1:1. 1 0s

СВАМ 1:1. г ֊45

49.85+1 70

16.80+0.80

0

֊1

15.90

1.60

1
2

1
2

50.371)5
30.5122

6.3295
2.7186

6.8493 
2.9087

: 1128 
0.2645

-0.9460
-0.8563

-0.8929
D.9S78

0.0652
0.1342

0.2012
0,0522

Что касается кривых зависимости деформации от количества 
циклов нагружения при пульсирующем растяжении, то они также по-
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добны полученным рано՛ |4|, только в рассматриваемых опытах наблю
дается еще белее существенный рост деформаций виброползучести, 
связанный с относительно белес высокой температурой разогрева 
материала в данных испытаниях.

Фиг, 1. Заякин мост а дейормации от напркжония и числа циклов. СНАМ 1:1. ? 45*, 
г 1. --= I) 1.55; 2) 1.35; 3) 1.29; 1) 1.10

При циклическом нагружении образца посредством машины, ра
ботающей ио резонансному принципу, частота нагружения пп опре
деляется частотой собственных колебаний образца. Последняя зави 
сит от жесткости образца, то есть от исходных величин его разме՜ 
ров и модуля упругости материала. Поэтому в процессе нагружения, 
когда соблюдается режим Р = const, частота нагружения может из
меняться вследствие изменения жесткости образца. Для стекловолок 
пистых композитов, являющихся разупрочняющимися .материалами, 
это изменение по происходит в сторону сто уменьшения. Уменьшение 
резонансной частоты нагружения по вызывается двумя причинами [8]: 
необратимыми изменениями в материале, возникающими вследствие на
копления повреждений, ։;;к еимостью модуля упругости материала 
от температуры.

Ранее в связи с йен кттниямя стеклопластиков на образцах, вы
резанных вдоль направления волокон, было показано, что как в опы
тах с обычной частотой ш.гружения Р ~ const |9|',так и в случаях на
гружения со звуковой -lac ।отой [в| изменение жесткости образца и 
резонансной частоты колебания в основном происходит вследствие 
развития повреждаемости материала, а не повышения температуры 
образца за счет и -к.՝.чч .кого разогрева.

Поэтому изменение частоты п. во времени в определенной мерс 
может служить количественной характеристикой повреждаемости мь 
териалз. На фиг. 5 приведены некоторые из экспериментальных кри
вых изменения отношения пн,/' в зависимости от числа циклов г. ня-

Здесь п0 ччальное значение розоиаисной частоты циклоп, постойнни’.' для 
всех образцов Заданной ;.-ер:<и испытаний независимо от величины приляглсенн ц.:гру - 
ки; л значение члпчг.з данный wii. |у|клич?’-кого деформирования, -иг.иел-.^е 
«»Г числа циклов «V >•. < чиряж'-иИ’ .
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I ряжения. Эти кривые свидетельствуют, во-первых. об определенной 
зависимости резонансной частоты колебания п от циклического напря
жения и продолжительности деформирования и, во-вторых, -но более 
важно, о наличии некоторого критического значения отношения и п„, по 
достижении которою независимо от величины напряжения наступает 
разрушение материала.

Фи, 5. Изменение резонансной частоты нагружения к ВАМ 1:1. ՛- г 0. 
°тах ։> 1<ԼՏ-Տ; շ) 18.02; 3) 14.58; 4) »».00; 5) 13.91 к« мм-.

Как показывает статистический анализ, это видно также ч фиг. 5, 
среднеарифметическая величина критического значения (zr.-՚/ր, >Հ, ври 
пульсирующем растяжении СВАМ 1:1 вдоль направления волокон со
ставляет (J.S82 !i характеризуется коэф<1 ;■՛ < .м вариации ~ 2.ш>: . 
(расчеты соответствуют 28 испытаниям).

Иная картина наблюдается при испытании образцов, вырезанных 
в диагональном но отношению к волокнам направлении. Здесь при 
симметричном :>..етяжениг. сжатии, нс всем интервале ](.)՝ 10' циклов 
деформирования, практически во всех опытах начальное значение ре
зонансной laciovh; с ючением времени сохраняется неизменным , т 
есть' при разрушссоблюдается условие in 1.000. Такое яв
ление может свид’.тел. ствоват» а пользу того, что а тих случаях иа- 
груженкя разрушение происходит преимущественно чз-за размягчения 
материала, без заметного накопления повреждаем чети.

Экспериментальное исследование относительного измененья моду
ля упругости СВАМ 1:1, . lV , в функции -т темпера. гуры в случае 
статического растяжения выявило слабую линек; ую зависимость мо
дуля £ от темпер .тупы 7՜ вплоть до температуры стеклования поли- 
мерною связующе-] -- С), Հ -■ ■ ' 0»95 . Л՛. Л'. мо
дуль упругости при комнатной температуре [10, 1.1].

На фиг. 6 для иллюстрации показана еще одна опытная кри
вая изменения параметра повреждаемости .ч./ы. Там же приведена

Лишь в относительно небольшом числе опытов волнчнна Ոք пвбеледстнии 
уменьшил ЭСЬ, Оди.чко, ЭТО измексяя«’ В ХОЛИЧ^С :и<?11НОЧ ОТЯОШОПН?. КТЗВЬЛФЧ, U ipc- 
Д'-лпх точности измерения.
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и соответствующая кривая разогрева, отражающая изменение темпе
ратуры разогрева на поверхности образца в его опасном сечении. Как 
показывают экспериментальные данные, что видно также и по кривым 
на фиг. 5 и 6, повреждаемость образца в основном развивается на 
начальной стадии циклического деформирования, когда температура

’Ihn в |Ьм ->!.ч|>|. . ......      час: >:ы п и :см:1арл:уры рц.чогргна ДТ СВАМ 1:1.
V й'\ г О ■ 1»AS гк и.ч-. л. 265ЛЮ никл. т„ гьч:

разогрева еще не достигла своего максимального, более или менее ста
бильного во времени, значения. Относительная протяженность этой ста
дии утомления материала составляет ^0.15 0.5 ;V,, и зависит от ве
личины напряжения (выносливости l композита .■ укорачивается с его 
уменьшением. По графикам Д Т — \ на соответствующих участках вы
носливости температура разогрева растет с возрастающей скоростью, 
но. как было отмечено, по своей величине 7’ еще не достигает своего 
максимального* габи м ного значения. Непосредственно перед разруше
нием образца снова наблюдается повышение скорости роста темпера
туры разогрева и новое, но уже небольшое, падение значения п!пи. 
Отсюда можно заключить, что в случае циклического растяжения 
композита вдоль направления волокон суммарная повреждаемость 
материала перед разрушением большей частью является результатом 
механического разупрочнения, а не размягчения материала.

Выводы, 1. При циклическом деформировании ориентированного 
стеклопластика ( ВАМ частотой — 3000 цикл инн зависимость между 
напряжением и выносливостью н полулогарифмической системе коор
динат имеет линейный характер, как и при частоте нагружения 
1200 цикл: мин.

2. Несущая сцосо'՝ност|. композита н рассматриваемых условиях 
деформирования исчерпывает я при определенном изменении началь
но։՛«» значения частоты н<грулсния независимо от приложенного на
пряжения.

3. По экспериментальным результатам можно заключи гь. что при 
пульсирующем растяжении ст ьлопластика вдоль волокон стеклоилас-
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тик разрушается хрупко, а при симметричном цикле растяжения сжа
тия в диагональном направлении потеря работоспособности материала 
происходит прежде всего из-за размягчения материала.

Инстнту՛! механики
АН Армипсхлй ССР
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mbi[ ttti inn <! Aiuj fib пищтО ju/if p ufidLuipfil/ Aijii tub-»lii[tfif шЪ r/hntpiitd; i'Liibm- 
dnpilinb uflifll.j.fl ,Ui,ltnfnUllltll՝htttfi tnibp > 111 ti UI Uf tn tn tn и fl) tub h I / 3400 II 3300

I: pnnilljlfld Lilin tltj tl)l>l}jtllbpbi.llflfl i L III 11111 ti f, up ff L [fl l/1i L p ft II ч^гцр pit lip 
pLnbuiifitpii tub Ijtiiijpttij luiijmlfl.iiiiuiuinfi pin J put jni 3 p Ifpitid !. inninifL 

(inufLu lil.fnujbfili UI!/ mb pltiitjfl, ftnlf fl/. //> l/b Lp fi hi/iiiinil tnJp mbl/ t'tibm t[<\ >n j/ib 
" I'r/ni p JU) .,r p lfpnr;rtibin!it.-ip jinb l/iiprntt-np atntni'fib '.Lpflfib inhijfi /, lubfibnttl 
bjrttflfi ff.jnf tu i fib iluniftljLip! mb tifm tndintinifi

DURABILITY AND DEFORMABILITY OF ORIENTED 
FIBKEGLASS PLASTICS UNDER HIGH FREQUENCY LOADING

*
N. E SARKISIAN

Sum in a r y

1 he fatigue characteristics of orthogonally equistrong fibreglass 
plastics of the „CBAM" type under symmetric cycles of tension-com
pression, piiJsati-ng along fibres in the direction diagonal to the latter, 
are examined.

i r.e jreqii'.-'u'.v of loading ; es 1000 1300 cyd-s urn res
pectively.

6 I; nji.-t!:;e,. АН Ар-.ЧНК'КОН ССР, Механика, .Xi՛ Ъ
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