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А. А. БАБЛОЯИ, М. Г. МЕЛКОНЯН

О КОНТАКТЕ ДВУХ ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ БЕЗ СЦЕПЛЕНИЯ 
С ОПРЕДЕЛЕНИЕМ ОБЛАСТИ КОНТАКТА

Рассматривается плоская задача тля упругого тела, составленного 
из двух изотропных прямоугольников одинаковой длины, прижатых друг 
к другу без греипя двумя жесткими захватами у краев.

Предполагается, что под действием внешних усилий и температуры 
возможен отрыв материалов на некоторых \чистках линии контакта.

Основная цель работы заключается в определении размера зоны от
рыва между двумя материалами в швпсимосги от внешних нагрузок, 
гемпературы и геометрических параметров задачи. Помимо этого опре
деляются также напряженное и деформированное состояния мате
риалов.

Для неограниченных областей вопросы определения длины зоны 
контакта (отрыва) подробно рассматривались в работах Кир, Даннере 
и Цзай |4], Вейцмана [3], П\ и Хусейна [8, и др.

Задача решается методом Фурье [1], при этом коэффициенты раз
ложения и неизвестный размер зоны отрыва определяются из бесконеч
ных систем нелинейных уравнений. Доказывается, что систему уравие- 

• 1Н1 можно решать методом последовательных приближений.

Получены формулы .для определения контактных напряжений и пе
ремещений вне контактов, а также выражения сил и моментов, действу
ющих па захваты.

I. Рассмотрим плоскую задачу терм оу пр угости для прямоугольни
ка. составленного из двух, имеющих одинаковую длину, прямоугольных 
слоев из различных материалов с толщинами 1ц и 112 (фиг. 1).
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Слои наложены друг па друга без сцепления вдоль липли контакта 
// = () и сжимаются П-образиыми клешами. Прямоугольник находится 
в стационарном температурном поле Т՝։ — (Ц /лу (/ = 1. 2). При этом 
возможны такие сочетания внешних воздействии, что берега материа
лов, находящихся до нагружения в соприкосновении, па определенных 
участках липни контакта могут удаляться друг от друга, то есть могут 
возникнуть участки отрыва между материалами; В рассматриваемом 
случае предположено, что возникает только один участок отрыва в цен
тре линии контакта, берега которого могут быть дополнительно нагру
жены [явлением (л,±0) = /'(.V). Справедливость сделанного предпо
ложения можно легко проверить после решения задачи, то есть после 
определения контактных напряжений и перемещении в зоне отры
ва [4, I 1].

В спл\ симметрии задачу будем решать только для половины ос
новной области (0 ֊ х < - //2<у ֊<//,) при следующих условиях:

Здесь и в далвнешнем индекс «1» соответствует верхней подобласти с 
характеристиками /д, V,, аь а индекс «2»— нижней подобласти с харак- 
гернстиками £3, \՝2, а2, где Е, — модуль Юнга, —коэффициент Пуас
сона, а — коэффициент линейного расширения материала. Прини
мается, что значения этих параметров не зависят от температуры, а 
функции (.х) (/= 1, 2, 3), 61 (х) (1 = 1, 2) кусочно непрерывные в со
ответствующих интервалах. Отметим также, что длина /3, которой ха
рактеризуется область контакта £ = л /ч неизвестна и подлежит опре
делению в дальнейшем.

Бпгар.моиическую функцию Эри для каждой подобласти (I и II) 
ищем отдельно в виде рядов Фурье [I, 9]

Ф;(х, у)֊֊ ФЩх, У) + У, Ю'. >3-2' (1

— !й М3“։) 
А

>4'411 >.* \-
хо / 

А '

(-1)' 4

с! 11
111/*֊ /*
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Напряжен։!}, и перемещения выражаются через бпгармоническую 
функцию Эрм известными соотношениями (9].

При выборе функций Ф, (л՞, //) *(/=1, 2) в виде (1.2) некоторые чз 
условий (1.1) удовлетворяются тождественно. Удовлетворив остальным 
(смешанным) граничным условиям, для определения неизвестных коэф
фициентов Ал^)(/=1, 2, 3; #=1, 2,...) получим следующие парные урав
нения: 

(1.4)

где введены обозначения

(о = 2-/,(=)], ^(?)= -20-:о|2Р‘։’֊/»е)1- е=ч2)

— £։я,А։ (</1 т 0.5Л/М -г £, (С; 0.5а։/?։?2)

Ъ (?) = 2А։^2* ֊ (3//2Р'.2) - 2/1..Р'2> - Р\->) -г ֊

+ £..7...Л2 (<7Л — 0.5 й2Л..) Е.. (С, - 0.5 7„32с'՜)
(1.5)
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2. Пользуясь известными методами решения парных уравнений по
лученного типа [2], для определения неизвестных коэффициентов 
А'!/' (/=1, 2, 3) получим бесконечные системы алгебраических уравнении 

fe—1

(zz ~ 1, 2, ...)

(2.1)

и уравнения для определения коэффициентов, входящих в выражения 
Фп’(х, у) (/ = 1,2):

р-2) = р<п 6рр ,; £. (/,„ _ а,£ 2Р(1) = 2v.p(/) + (ап - а.а.тс)/я

; г № 

у (cos /)) + f F, (0)tg A db - \ G,(6) tg ^d'> = ֊■ 2^ (֊)

(/=1. 2, 3)

В (2.1) и (2.2) введены следующие обозначения:

= А-(1 - «I1') ./„*(/)), 2^> = (/,), 2d1. = -ktt'Jn!, (Z,)

2//^ = ֊-ka^ Jnk (/,), ֊2b^! = /,•(! - //?) J,„ (ZJ. 2<՝^ = -be՛,;' J,,„ (I.,)

2a<;2 = jnk (/,), 2Z,® = Jnk(Z3), 24* = k (1 - 4՛) ./„* (/3) 
(2.3)
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Л» (Л-) = [2-НСО8Л' —РДСОЗ А*)—Р*_, (СО5.\-)֊2/э,._1 (СОЯЛ')Р (с<>5.\-)] -

о »֊I
+ ֊֊ 2 Р„, (СОЗА-) |Р.,1(СО5Л-)СО5Л — Р,„_, (СО5 X) | 

т

Здесь —символ Кронекера, Р* (л*) — полином Лежандра, а
УА (л) и г,, (л*) имеют вид [2]

(х) = (л֊) + РДх), ^(•О = Р„._,(л-) Рк(х)

Учитывая оценки соответствующих рядов, полученных в работа?; 
[2. 9]. нет-ру дно убедиться, что

я=1 А?=1

(/= 1, 2, 3)

(2.6)

где И — пнп(Л1, А2), а Л и /С— постоянные, значения которых за
висят от геометрически к параметров задачи и физических свойств 
материалов.

Из оценки (2.6) следует, что система (2.1) квази-виолне регуляр
на при любом значении размера отрыва /3. Свободные члены системы 
стремятся к нулю как 0(п~։'2). Следовательно, решение системы (2.1)
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можно получить методом редукции или методом последовательных 
приближений.

Из формул (1.2) следует, чго некоторые ряды, входящие в выраже- 
.я напряжений и перемещений, па границе прямоугольника сходятся 

•медленно. Улучшив сходимость этих рядов с помощью бесконечны՝; 
систем (2.1) и выделив при этом соответствующие особенности для кон
тактного напряжения "(у и перемещения ту. вне контакта, получим 
формулы, удобные для определения искомых величин в окрестности 
особых точек
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где
С — С _ QD(1) с _ _.)> Oil) с _ £ _ ___ 1 _ ч

‘’2 1 о ‘->3 — - Т? ] « vi------2 — -I , ֊3 - М — 1 г

2/7,. = (Z — 3) [(/ ֊֊ 2) Л, -г 2 (У ֊ 1)Л2| (7=1, 2, 3)
С

(лУ> + th>V>)A4n ()42) + th х^)
sh /֊kf cth Х(А2) sh X?' cth '41)

Длину области контакта между двумя материалами будем опреде
лять из условия непрерывности нормальных напряжении па концах зол 
областей контакта [11]. то есть из условия <.(/3, 0) — /3(/3).

В силу первой из формул (2.7) при /=3 это условие можно записать 
в виде

V /?7<,3>у* (cos Z3) -4- Л3 (Z3) + О, (Z3) = 0 (2.9)
• Л= 1

Таким образом, для определения неизвестных коэффициентов 
A’j? ZJ[2? и С\, входящих в выражения функций напряжении, а
также длины области отрыва получаем бесконечные системы линейных 
алгебраических уравнений (2.1). линейные уравнения (2.2) и трансцен
дентное относительно /з уравнение (2.9). Решая эти уравнения относи
тельно отмеченных неизвестных и подставляя найденные значения в вы
ражения напряжений и перемещений, выразим последние через внешние 
нагрузки и перемещения точек под клещами. После определения на
пряжении и перемещений из условий статического равновесия отдель
ных звеньев клещей легко определяются значения сил и моментов, дей
ствующих на эти звенья. Для силы F и момента .И, действующих на бо
ковые грани прямоугольника, а также для сил Pt и моментов М՛ 
((•’=1. 2), действующих па верхний и нижний штампы, получим сле- 
i\ юшие выражения:
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М: = Г(х — /,■) 3<};> (х, /7,) ах = 2г (г — /,) ро՜’ — Фдх, Н1 ) |;. (2.10) 

I,

которые являются связями между силой и моментом, действующими на 
соответствующих гранях боковых П-образных зажимов и параметрами 
перемещений этих же граней.

3. В качестве числового примера рассмотрим две прямоугольные
2 -

пластинки одинаковой толщины й1=/г2 = //= — ^ составленные из меди 
О

и стали, находящиеся в контакте одной .кромкой и сжимаемые у краев 
жесткими 'клещами, симметрично расположенными относительно глав
ных осей прямоугольника. Внешние нагрузки и перемещения под штам
пами задаются следующим образом:

/1(^) =/2(х)-р, Л (-<) = —7- = 0.
(3- )

где 6 — заданное перемещение под штампом в точке х=/։ = /2 = /= — * а 

р и ср положительные величины. Физико-механические характеристики 
выбранных материалов имеют значения

а, = 17- К)՜*1 град՜', £, = 1.12-10’ к? си-1, 0.34
(3 2)

7., = 12-10 " град Е., — 2Е1։ = 0.28

Целью вычислений является определение тлины участка отрыва 
2/з в зависимости от параметров /;, ср 6, а0, 7\, Т2. Отметим, 'что наличие 
нелинейного уравнения (2.9) в совокупности систем (2.1), (2.2) и (2.9) 
затрудняет получение численных значений неизвестных величин. Эту 
систему можно решать методом последовательных приближений, зада
вая при этом приближенное значение /з, затем .в ходе следующих при
ближений уточнить как значение так и значения остальных не
известных.

Однако, такой подход связан с большим объемом вычислений.
Избегая отмеченных затруднений, систему (2.1), (2.2), (2.9) будем 

решать следу кипим образом: задаем значение /з и решаем систему урав
нений (2.1) и (2.2) относительно остальных неизвестных, затем под
ставляя найденные значения в уравнение (2.9), получаем следующую 
связь между параметрами:

71/? 4՜ 7’2^ 1 7зН ' .4^0 7.5^1 4- = О• з - (3.3)

при которой длина участка отрыва 2/з имеет данную величину.
Такой же прием вычисления неизвестной длины зоны контакта был 

применен также в работе [4].
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Коэффициенты (/ = !ч-6) зависят от физико-геометрических 
параметров задачи. Ддя рассматриваемого памп случая значения ՛(; 
для различных длин /3 приведены в табл. I.

Таблица /

71 7з 7 ч »5 1 6

0 0.38652 0.46031 0.18820 0.00892 1.17220 0.79038
г: 18 и.38457 0.46106 0.19000 0.00922 1.20987 0.81679
к: 9 0.37865 0.46194 0.19525 0.01003 1.31825 0.88860
т. : б 0.36866 0.46325 0.20488 0.01136 1.49243 1.00631

2г: 9 0.35495 0.46482 0.21686 0.01301 1.70908 1.15239
5֊: 18 0.33703 0.46694 0.23218 0.01488 1.95609 1.31894

г.: 3 0.31561 0.47070 0.24939 0.01686 2.21516 1.49363
7п: 18 0.29086 0.47592 0.26786 0.01880 2.47033 1.66569
4՜: У 0.26309 0.48403 0.28107 0.02039 2.67980 1.80692

г.։ 2 0.23437. 0.49947 0.29825 0.02227 2.92645 1.97324
5г.: 9 0.20466 0.52198 0.30593 0.02371 3.11499 2.10036

Ц-: 18 0.17366 0.54660 0.30478 0.02472 3.24807 2.19010
2֊ : 3 0.14261 0.58755 0.29835 0.02601 3.41761 2.30441

137:18 0.11347 0.63937 0.28189 0.02687 3.53143 2.38116
7л: 9 0.08502 0.70957 0.25759 0.02758 3.62423 2.44373
5г. : 6 0.05971 0.81437 0.22940 0.02813 3.69595 2.49209
8г.: 9 0.03808 0.97029 0.20105 0.02848 3.74232 2.52335

17г.: 18 0.02213 1.26379 0.17737 0.02899 3.80944 2.56*61

Отметим, что в соотношении (3.3) р и /д связаны с перемещениями 
б и «о следующими формулами:

Лд — Л

Табл. 1 составлена для случая, когда известно значение пере
мещения боковых гранен п0. Если вместо известно значение силы г. 
действующей на боковых гранях, то, определяя По из первого уравнения 
(2.10) дл>| каждого значения /3 отдельно и подставляя в соотношение 
(3.3), получим связь между параметрами р, д, 6, Г, 7\ Т2:

лР 4֊ ?2<7 ч- т РзЛ + %Т.г = 0 (3.4)

1ри которой длина области отрыва 2/3 имеет данную величину. Значе
ния коэффициентов ,3. (/ =1 -.6) для рассматриваемого случая при
ведены в табл. 2.

На основе приведенных табл. 1 и 2 построены графики зависимостей 
длины участков контакта от различных комбинаций параметров р, с/, 6, 

7\, 7'2. На фиг. 2 дается график функции /3 = /3(р) для различных 
значений перемещения под штампами (р = О.5Ро, Ро, 2ро, где ро=1О ’ см) 
и температур материалов (71 = Т2= 7'=С°, 20°, 40°С), когда внутреннее
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давление и боковые перемещения равны пулю (с/ = а^=0). Как видно из 
приведенных графиков, начиная с некоторого значения растягивающей 

• нагрузки р — ро, между материалами возникает отрыв слоев и длина зо
ны отрыва увеличивается при увеличении нагрузки р.

Тиблини 2

^3 ~ >1 — 7'2 ‘3 ~1Ч *5

0 0.38433 0.46031 0.18372 0.00422 0.94112 0.51043
г: 18 0.38232 0.46104 0.18539 0.00435 0.97154 0.52805
.֊ : 9 0.37622 0.46185 0.19023 0.00475 1 9 5848 0.57411
֊: 6 0.36595 0.46303 0.19922 0.00538 1.19834 0.64988

2г: 9 0.35192 0.46438 0.21043 0.00616 1.37256 0.74435
: 18 0.33371 0.46620 0.22492 0.00705 1.57180 0.85257

г: 3 0.31207 0.46960 0.24135 0.00799 1.78092 0.96585
7-: 18 0.28725 0.47442 0.25922 0.00892 1.98823 1.07833
4г: 9 0.25960 0.48216 0.27222 0.00969 2.16045 1.17179
г: 2 0.23114 0.49729 0.28925 0.01061 2.36433 1.28233

5г: 9 0.20185 0.51961 0.29726 0.01131 2.52159 1.36752
11г: 18 0.17134 0.54417 0.29677 0.01185 2.64080 1.43223

0.14083 0.58516 0.29110 0.01251 2.78931 1.51277
13г: 18 0.11216 0.63713 0.27557 0.01298 2.89455 1.56996
7г; 9 и.08411 0.70754 0.25223 0.01338 2.98359 1.61818
5г : 6 0.05911 0.81260 0.22498 0.01371 3.05630 1.65755
8г: 9 0.03770 0.96882 0.19753 0.01395 5.10908 1.68622

1 /г : 18 0.02188 1.26265 и. 17473 0.01427 1.18096 1.72521

Значение зависит от температуры Т // перемещения штампов Ь. 
причем в данном случае ръ=Р(\(7\ 0/ является возрастающей функцией
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от каждого аргумента. Нетрудно видеть, что в этом примере соотноше
ния между /3 и р, ро и Т, /;0 и Л являются взаимно однозначными.

На фиг. 3 приведен график функции /з = /з(^7) в зависимости от бо- 
' ковых перемещении (Л’о=О.5//о; ^о; 2по, где //о=1О՜*՝ с-м) и температур 

материалов (Tj~7,2=T=O°; 20°; 40°С), когда p=ô = 0. В этом случае 
отрыв возникает при некотором значении q = cj^(T, а0) и при увеличении 
внутреннего давления q до значения <7=<7тах(Л «о) зона отрыва рас
ширяется. Дальнейшее расширение зоны отрыва происходит без увели
чения внутреннего давления. Значения величии Цо(Т, л0) и 7in;։x(7\ До) 
увеличиваются при возрастании температуры материалов и боковых пе
ремещении ио. На основе графика /з = /з(<7) легко составить график функ
ции /з = /з((?). где Q — общее давление па участке отрыва (Q = 2/3p). 
При возрастании Q от 0 до Qmax зона отрыва «расширяется, причем 
дальнейшее расширение шроисходнт без увеличения Q. Отметим еще. 
что Л (q )<</,(Q ).

График функции 1з = 1з(р) при различных значениях а0 и Т приве
ден на фиг. 4.

На фиг. 5—7 даются графики вышеприведенных функций, когда па 
боковых. гранях прям-ох голышка вместо нормального перемещения и., 
заданы значения нормальной силы F. На основе графиков 5—7 можно 
сделать соответствующие выводы относительно поведения функции 
/з = /з<Р) н ^з = М<7) для аналогичных случаев, соответствующих графикам 
2—4. Сравнение графиков 5—7 с графиками 2—4 показывает, что для 
выбранных значений геометрических параметров характер изменения 
мины зоны отрыва /з в зависимости от нагружения в основном одина
ков. Отметим, что при составлении графиков 5—7 дли силы F приняты 
значения £=0,5f; /'; 2Д где f=2li-103 кг.

При решении задачи было принято, что существует только одна об
ласть отрыва вдоль линии контакта материалов (z/=0).
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Фиг. 4. .

Фиг. 5.

Такое допущение верно, если а) в участках контакта не возникают 
области растягивающих напряжений (оу >0) и б) берега отрыва не 
приходят в соприкосновение (щ—Гг>0) (4, 11].

Проверка выполнения этих условий в каждом конкретном случае 
не представляет особых затруднений.

77 2т:
Приведем для случая (3.1) при 1г = — > = 12 = некоторые

3 3
значения контактных напряжений (х, 0) и разности
нормальных перемещений 3 (х) ֊ Ег | (х, 0) —и2(х, 0)] (0<х</3):



О контакте двух прямоугольников без сцепления 15

0 5 10 15 20 2!

Фиг. 7.

о(О) = 5.7476/, + 4.7351</ + 19.20267; + 12.9479 Т., +

3 (— ) 4.8361/, 4.0299? + 15.29097; + 10.31037’,
\ 6 /

з (—) = о, (— > о । = —</ \3) \ 3 /

-Л ( — . 0^ = —0.1490/, 4-1.0620т/ -1.6505 7 ։ -1.112!)1

/‘7г
\Т’ *9 = ~°-4236/? 11630^—4.94197;—3.3322:

5 30 100

0.3594£ г 0.1486/-0

+ 0.2862,3 4-О.1183Ло

(3.5)

Г..—0.03093—0.0128Л0

7.-0.0971Э—0.ОЮ1/-0
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պՀ-’ сЛ = —0.7887/7— 1.2786^-9.59907; 6.4724 Т^-0.17968֊ 0.0742/* 
\ 6 /

(3.5)
0) = -1.1587/2— 1.3917^ —14.5472^—9.8088Г2 0.27220—0.1125Л0

Вычисления сделаны по формулам

Л' 
соз —

О (х) = 6 (2Рр> + д) 1и--------- —
С08 -3-

СОЗ — /8 Уь(СО8 0И£—б/0
-------֊ V ^(3) I ----  -------

2 |/ 2 ‘Л V соз х — соз О

(*</,)

(3.6)

6 | 2

~ р \7(соз6)г/9

յ | соз о — соз Л'

(/3 <х ՜)

которые получаются из (2.7) -с учетом (3.1) п (3.2).
Как видно из приведенных соотношении (3.5), существует достаточ

но обширная область изменения параметров р, д. 0, 7’։, Т2, ао(Т7), когда 
выполняются условия а) и б), то есть таких значении параметров, при 
которых появление других зон отрывов, кроме нейтрального, исклю
чается.

Если же для некоторого случая нагружения эти условия не соблю
даются одновременно, то для полного исследования вопроса надо снова 
решать задачу с предположением существования соответствующего 
числа зон контакта. Решение последней задачи новых принципиальных 
затруднений не вызовет.

Институт механики АН АрмССР 
Ереванский политехнический институт 

нм. К. Маркса Поступила 3 IX 1973

Ա. Л. ՈԱհԼՈՅԱՆ, 1Г. Դ. ՄԵԼՔՈՆՅԱՆ

ԵՐԿՈՒ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱՌԱՆՑ ՇՓՄԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԻ ՄԱՍԻՆ ԿՈՆՏԱԿՏԻ 
ՏԻՐՈՒՅԹԻ ՈՐՈՇՈՒՄՈՎ

Ա մ փ ո փ ո լ Մ

Դխոարկվում է կոն\տակտւսյին խնդիրր մ/ւ աոաձղսրկան մարսնբ

»ամւսր, П[Ч' /гшту/уш Լ միևնույն երկարութ յտմբ Լրկու ի ւրւ ///րո п/ ուղ ղան֊ 
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կ յունն 7> ր ի ց ։ /7ւ // սւն կ քո ւնն ե ր ր իրար են սեղմվում ա ո ան ց շփման սիմետրիկ 
ղւսսաւք սրված \\֊ձևի երկու արց աններով։ Ենթաղրվոէմ / , որ արտ արին ում երի 

ե ջերմության աղոե ցութ յան տակ հնարավոր Ւ կոնտակտի տիրույթում նյու 
թերի իրարից հե ոացու մր մ ի ու (ն կենտրոնական մասում:

!սն ղիրր լուծվում է ֆո ւ ր(ե ի մեթոդով։ Վերլուծության դործակիցներբ 

որոշվում են ղծային հավասարումների անվերհ սիստեմներից: Աււլ ա ց ո, ղ // ո ւ մ 

4, որ բացվածրի ցանկացած չափի համար անվերջ սեսւոեմներր րնղհանուր 
ղե սլրու.մ կվա ղի՝ լիովին ռե դու լյար ե ն:

ք' ա ցվտծրի չալիր որոշելու Հու մ'ար սու լսցված !ք տ ր սւն ս ց են դեն տ Հավասա

րում։ սրկրաչւսփակսւն պարամետրերի որոշարկի Հ ա ր ա բ ե ր ո ։ թ լո ւնն ե ր ի /^7.///֊ 
բում դիտարկված Լ թվային օրին ա կ։ !՝երված են աղւու սւսկներ ե դր տփիկներ, 

ո ք*ո ր ,ղո 1 յ ց ե ն տ ա / ի ս ր ա ց ւէ ա ծրի չ ա փ ի ե ա ր տ ւո ր ի ն ր ե ո ն ա վ ո ր մ ու ն Ոո [• ծ ո ն • 
ների միջև եղած կւււպերր։

DETERMINATION OF DIMENSION OF INTERNAL SEPARATION 
IN A COMPOSITE RECTANGLE

A. A. BABLOYAN, M. G. MELKOXIAN

Summary

A plane problem of an elastic solid composed of two isotropic 
rectangles of equal length is considered. The rectangles are pressed to 
one another without friction with two symmetrically applied U-shaped 
tongs.

It is assumed that under the action of external loads and tempe
rature any separation of materials is possible only in the central part of 
the contact line.

The problem is solved by the Fourier method. The coefficients of 
expansion are determined from infinite systems of linear equations. It is 
proved that at any length of the crack the problem systems in the ge
neral case are quasi-quite regular.

A transcendental equation is derived to determine the crack length.
Some numerical examples are given for certain actual relations of 

geometric parameters. The tables and graphs, showing relation between 
a crack length and external factors of loading, are presented.
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СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ. 
НАХОДЯЩЕЙСЯ ИОД ДЕЙС ТВИЕМ ПОПЕРЕЧНОЙ НАГРУЗКИ, 
РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ПО ВСЕЙ ПОВЕРХНОСТИ

Исследуется влияние предварительно действующей изгибающей 'по
перечной нагрузки, равномерно распределенной по всей поверхности 
консольной цилиндрической оболочки, на собственные частоты и формы 
собственных колебаний. Предполагается, что свободный край подкреп
лен жестким кольцом, причем соединение кольца с оболочкой шарнир
ное. Основное внимание уделяется наименьшим частотам, практически 
наиболее важным и наиболее чу нс гантельным к внешним Воздействиям

Пр । решении задачи для метода Бубнова-Галеркииа вспользовзлс 
предложенный нами путь определения оптимальных начальных при б. i и 
женин собственного числа [2]. с помощью которою можно избежать 
значительных трудностей. связанных с учетом большого числа членов 
искомого ряда. Начальные приближенчя был:| получены в виде формул. 
При учете же более высоких приближений использовалась ЭВМ. Полу
чены кривые изменения низших частот в зависимости от геометрических 
параметров, Проведено сравнение с известным с ։учаем колебания, 
когда ia оболоч1К\ действует радиальное внешнее тазленис. Сравнение 
показало, что расхождение между низшими шстОтамп для тих случае: 
будет существенным по мере возрастания интенсн.вност!1 внешней ча 
грузки. Кроме того, необходимо отметить, что наличие зоны растяже
ния окружного напряжения Лияу| -ia некоторые частоты в сторон; 
их увеличения при возрастании hhichcb.bhoci л предварительно дей
ствующей «агрузкн. Высшие частоты практически нс зависят от внеш
ней нагрузки для приемлемого интервала ito есть когда i агрузка не 
превосходит своего критического значения).

Путь отыскания опт пых шчальных приближений собствен
ного числа и глазных армоилк рн ia ։ля методов Бубнона-Галерклна i 
Ритца заключается в следующем. В отличие от обычно используемо-о 
приема, индексы координатных функций заранее нс фиксируются л 
представляют собой некоторую наперед кизиес;иую последователь
ность |нл.). Потому для искомой функции <| берегся следующее npei- 
стаалепио:

? = 4 • ■ ■ ֊ <> fn, (*)
I •

Тогда определение оптимальных начальных приближении собственною 
числа и главных гармоник ряда сводится к отысканию индексов ("J. 
реализующих минимум соответствующего приближения собствен ноге
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числа при фиксированном числе гармоник: иначе говоря, наименьшее 
расхождение б между точным значением собственного числа Р и фикси
рованным Zr-ым 1Грнближением /'■’’ ■ будет для тех индексов (л\). при 
которых Iм принимает минимальное значение

'/ — i P — Р*՛ , Р J՝ - miri P4 h. )

гак. если в ряде ( ) ограничиться д-л мя членами, то наилучшим вто
рым приближением б\ ։ет

min Р - (их. /г..> Р՝: (п'!։ /гр

,.а индексам н\, п]. реализующим этот минимум, соответствует пари 
главных гармоник, яаилучшим образом приближающаяся к точному ре
шению по сравнению се всем։։ возможными парами.

Переходя к решению задач։:, как обычно. предполагаем. что пред- 
варптельно-папряженпое состояние бечмомен: по. тогда

T?-pR-\՝'.>s-. — pRco г. .V, = -tyOr- (1)

/?:, R. — координаты в осевом ;; окрхжш՛.։ ни правлениях; R — ра
диус оболочки, р интенсивность ниешней нагрузки; Т\. Т՝;, -
осевая, окружная и сдвигающее усилия бсзмом»нтног<՛ состояния.

Уравнение колебании пре ь-ырнгельно-наиряжечноя оболочки п 
форме Батдорфа [1] имеет вид

___ ՝_(т> ÉI5’ . т ^5'

(Гр Ek \ 1 тДа - г/-՜*

IP
Ш֊(\ А՛

a\oz / Ер 01-
(2)

V ’Г1 =֊■ 1

7= — лапласиан, аг прогиб. И *длущ. я то. инны оболочки: ՛/ — 
модуль упругости и коэффициент Пуассона; ■; — удельный вес мате
риала оболочки.

Подставляя ։1) в (2). получаем уравнении՛ с переменными коэффи- 
и центам».

Будс.м искать решение у виде следующего шоГшого ряда:

t .л . . rti-R .
— COSW N .1..,.,. sin-----— ;COS//4. r

tn. t. t
|3)

который удовлетворяет условиям свободного опирания П некем >>1. как 
•бычно, принимают значения I, 2. 3... а индексы (я,) представляют

собой некоторую наперед неизвестную последовательность целых чи
сел. Отметим, что общность при этом ле нарушается, так как каждое 
п1: (для фиксированного п:\ может пробе-ать чСе <иатс с։я натурально
го ряда чисел.
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Используя метод. Ьубнова-Галеркина :։ сочетании с кншым подхо
дом, получаем следующую однородную систему линейных алгебраиче
ских уравнении относительно коэффициентов Л„Ш։:

А тл^.-'!՛•>■'< ') - Р" I - -I • ^м(П£-1) ~

- Рщ. 1֊*а/:. |) -՛/.•, Аоу - I > ) | :՛ (+)

Л .«А. - ~ (Д«/.. -H&J-), ~= .. . *; = *4?7 *-/w- ~i\'

Эта система имеет ичтрнниальнос peniei-ке тогда и голько тогда. когда ос 
определите.и. \ = 0.

Ограничиваясь в начальном приближении шестью членами ряда 
(3). получаем систему шести уравнении относительно коэффициентов 
Ат/1*. Поспелова гельност ՛. <л„) сразу выявляется ла основании вид.-i 
системы (4), а именно при ш - [ <щ /ь==л н =п — 1), аналогич
но и для т = ‘2. Это негрх дно усмотреть из следующего рассуждения, на
пример. если в ряде (3) о;ранячпться двумя членами с неизвестными 
индексами П| и {причем /ь_> п.± I). г՛՝ получим систему двух несвя
занных уравнении

•4w, ( И,•!•< —1) ~ ; У * /Цкд, i.Иi) —1 •
Поэтому, чтоб)»: получить связанную систему, необходимо взять 

п: = п\ ՛ (чтобы учесть коэффициент . либо /12 п} — 1 (для 
учета коэффициента .4,..,,. н}.

Таким образом, определение оптимального приближения /. для 
(аннон задачи Сводится к нахождению наименьшего значения 7. только 
по одному индексу п.

Ограничимся в первом приближении двумя членами ш I (/h=^ 
Л2=/).ф1). После раскрылся сонтзстстзуюте!о oiipv.ie.i:iгеля для квад
ратного уравнения относительно 7. получаем с ic дующее выражение для 
иель’вего корня:

7. (/<..■ — I (Г՜)- । р-,з՛ (6)

~ ЛЬ« ± /Икг. 1). 2 = ('•’ — ЗЛ) (л* -- ՝2f: — 2.8) (7)
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Определим era lauiiàpiiy ю точку гля функции .U|ft, при -.-том н будем 
•читать 1епрерывиы.м аргументом. Получаем едипетвеи тую стационар
ную точку

.’iviKo показать, что это точка минимума Далее, учитывая интервалы 
возрастания и убывания составляющих функции, нетрудно получи! ., 
по минимум выражения (61 реализуется •> интервале

«о («о 0-7-
. у; UH1O.I ich ня до целого числа.

Отмстим следующее: если мы обычным способом бу тем брать ш 
гексы //■>-■= I.... и шросчитаем частоту, учитывая два члена, то полу 

чим значение ?.. юлорое отличается от /.. просчитанного но формуле (61 
(например, для случая /?/Л I/O, / R 1, р 0.25/? J более, чем 
н 25 раз.

Это обусловлено гем, что обычным способом, ограничиваясь неболь
шим числом членов ря га. мы нс в состоянии уловить главные гармони
ки, расположенные з.талг от мало с у шест псиных начал;.игах гармоник, 
вида как при оскомину емом подходе берутся i тайные гармоники, за 
счет чего юегпгаютсй хорошие начальные приближения.

В данном примере пара главных гармоник //*' 8, //'! 9; в слу
чае же более гонкой оболочки такой же длины, например, Ri։ 500 
я‘{ 11, п" 12 по мерс уменьшения толщины значения главных
гармоник будут увеличиваться.

Еще более от далепы главные гармоники для второй частоты (ш=2) 
г гем более для третьей (ш=3) и т. д.

Первое приближение для второй частоты, аналогично предыдуще
му, получаем при т 2 (/?t л, н.. — п 1). а для грен.ей частоты 
при от 3 {пх п, и., п ֊}֊ 1). тогда 
Л 1 ------------------

ч (Z—2. 3)
Л* •

- Aha Ai.p. !) . af (li- ?Jl(« "H"- f',1

р.. --֊ 13.8, ?3 = 39.2

Aiia.l'.'.'ir-llio тхды i-нему получаем, что min реализуется при

"° ֊ 7з ll-. <"о 1)

I Iля грегь.еги собственного значения в интервале

^°֊73 7«.

где 7/; ֊ сортве'дтвуюшие дополш-пия целого.
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Далее учитывая три члена ряда (31. после раскрытия соответствую
щего определи; едя получаем кубическое уравнение просительно /..

Для получения дальнейших приближении е учетом данного подхо
да на ЭВМ система алгебраических уравнений записывалась и матрич
ном виде

(В >Е)А о. Л В = \П‘^‘ £=’Л

ЙЙ* ֊ ''к-л:. 1 ;(</ — А-)[(/.՛ • А//) <?| ((<? /?) [(// Ал)Н֊ 71—2)՜

<>.1//0Аг (« = и

( И"";7 „ , Ч//"
.) ‘:у/ А'|. 1 ..

/- — т- | :2 — т-
/?)[(// Д/т) </\ 0.1#,Дг

(т =-/)

1 (/’=/). (/ /).

При этом /.՛ и и,. пре дпавляются к виде

Аг =» О, I. 2. ...

• "И = (/,՛ -дп)- 1Л1, д//=о. 1,2.
I". I М

[к ’ =0. -1. -I. ֊. _•....
I <7 I

В Данном представлении |П |-\/?> играет роль начального фик-сир) 
ванного значения л։ (А.՛? характеризует перемещение н л точки к точке 
а интервале (8), начиная от н = н<г у ), А соответствует членам н—I, 
Л-ф!, П 2, 0 4-2.....

При решении брались члены /// = 1.2 (А—0. 1, -2, 3). м=3. 4 
(/?=(), - 1) го есть 20 главны^ гармоник I1. зависимости от величины 
внешней нагрузки /?0 не обходимое’ ч.֊։сл > главных гармоник для получе 
ния достаточно .хороших результатов (таких, когда расхождение между 
предыдущих: и последующим приближением составляет величина поряд
ка 0.5%) различное Так для малых значений д^.0.3^.., достаточно 
учесть шесть членов /// — 1,2 (А=0, : I), ибо добавление последующих 
членов несущее!вечно. По мерс увеличения /;0 увеличивается 1: необхо
димое чме к: главных гармоник. При наибольших значениях то есть 
близких к рп>1. учет всех вышеотмеченных 20 главных гармоник лае? 
достаточно хорошие приближение, такое, что добавление дальнейших 
членов при увеличенп ш и |£ не приводит к сколько-нибудь существен
ным изменениям. В частности, добавление соседних членов т 1, 2 
(^=±4), ш = 3, 4 |/?- ±2). /и 5 (А - 0) изменяет значения минимально
го собственного числа матр:щы на величину порядка 0.5%.
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Ла фаг. 1 л 2 1редет0илечы графики изменения чя:: мсяЬпк-й час։ >• 
। 1яшк’П՝н>гтл от величины 1.чтс11сив?1ост:| поперечной нагрузкй

>;нличлы\ геометрических параметров. Ло оси ординат отложено отно
шение .4,3 (//„). а по: оси абсцисс неличнны ч =г. - При $том Зо 
максимольное окружное напряжение для да-пн >1 за ычи, постояв- 
нос окружное напряжение — соотвгтстну'oni.ee крп нческос на
пряжение и случае действия радиального внешнего (явления </): 
«"0(7/0) наименьшая частота в случае отсутствия нагрузки (,9 О);
/.’0 соотвстствеклцес число окружных волн. Заметим, что =0 —///? п, 

— </Н;/г и, следовательно, = р а,. На этих фигурах для гран- 
.о'ния приведена •. нивсреиль ая криная {<՝) изменения 1к1имснь:ией 
чистоты для оболочек средней длины в случае постоянного окруж
ного на ИЯ (нри ЭТОМ 1." а >ёДИСС бТЛО'Д<ЙН;а величин:! - : . 
Н - ։ри1'.етени!цх графиков, нетрудно видеть, что при равных напри-



• jiûcrneiIHUe Ко.К'Гжиип ii '.Eir ijtii'ie ։koïi оболочки 2;

жеииях (или i ри равных абсолютных значениях интенсивности пиш?- 
речной к радиальных иагрузок) н^1ЬМи‘йьш«е члс;..։1 я i ут суще
ственно различаться по мере поз на с .ан ня нагрузки. Кроме того. из 
полученных кривых (фиг. 2) ,ю; Î«? заметить, что изменения Гео
метрических параметров (/.'Д’, A? Ai для оболочек средней длины при

води! к сравнительно небольшим 
изменениям п.т и м и ь • ; I с il част* • гь 
'. Ip.i /■’—>/'. (/՛. критическая ве
личина задачи устойчивости |2ji 
получаем «•-— 0.

На фиг. '■'> ДЛИ оболочкй {.’./? I, /? /: : 300) ПрИВР 1еП՛.՛ ..и-
пять наименьших частот (кривые !и 2,. З3. 4։. 5։1. которые при д —О 
стремятся соответственно к наименьшим частотам незагруженной обо
лочки ю9(/и ֊ I. п л.։). ••<„।т = 1. /.՛ //п 1). “„{/и — 1. // //,. -֊ 2).
»•‘лИ~1. //֊-л:—И, --- 1, /I п0 31 (я частности. ыя рас-

:атриваем<я обол«>чки .7 9). О'.сзода нетрудно видел . ч ՛> если
При отсутствии нагрузки пас м ՛* дер не между частотами сравнительно 
небольшое, то по мерс увеличения приложенной нагрузки расхожде
ния между ними гушествешк изменяются. Кроме юго, необходимо 
заметить, что и. лично зоны растяжения окружного напряжения (о՛ 
действия внешней нагрузки । влияет иг. -и к- юрые частоты в сторону 
их увеличения при возрастании питонеивноетп действующей нш рузки.

11а фиг. 3 по оси ординат отложен.։ величина <•՛■՛»-, при этом 
"■о(,/о) - ։,>о Ь7՛' '՜ К Яо) наименьшая чагила свободной оболочки- 
когда з продольном 1Н1правлснип образуется одна пол\ волна (л0 
соответствующе е число окружных воли У

Нафиг. 4 им той же оболочки приведены графики изменения 
частот (кривые Е. 2_. 32. 4ф. которые при /> •’> стремятся соответ
ственно к частотам незагруженной оболочки м-, {.՛/։п = п"),

= 2. к - п'л 1). VI., \п1 - 2. п = //° — I». (т = 2, л = /? 2)
(для рассматриваемой оболочки /У1- 13|. 11а фиг. 1 ио оси ординат 
отложена величина л0), где 2, п Н՝') — наименьшая
частота незагруженной оболочки, когда в продольном лш-равленин
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образуются дне полуволны: н" — соответствующее число окружных 
волн.

Высшие Ж1 частоты, соответствующие частотам незагруженной обо
лочки для /и 3. '։.......ирам тески не зависят от внешней нагрузки для
приемлемого интервала. го есть, клг.та :згру<ка не превосходит своего 
критического значения.

IIhctiiivi млге.ч: ihkii \?| '.'ССР Поступила S) VI 1973
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Sll.h 'hSb'I.U'I. 11-1.11.1 »11.31 »1» ll.p.ll.S SH.SII.bHhirbhl'iî
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àltfi I/ lin iluifunilf l'Ai m f! tuilt'li hpft ifpiu 'll Ut fuiituj bu tfiipàiiif fhu-
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p il 11 l> U1 tf I] t. p tu II I tllil p I

Zfllfinul/Uth ni iniifpinfl tni'lip lui ut I/ lu p 1/ >11 »/ i։ in tl IAl ui i/t i> pp
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l-lCtEXVlBkATIOX Ob' CYLINDRICAL SHELLS LXDEk’ 
TK’AXSX EbbAL I.OAD I XIEOR.MLY DISTRIBCTED 

TIIROl OHol.'T THE SURFACE

>. X. KU KE A NOV

S * m m я r v•

The effect of .1 preliminary acting bending transversal load, uni՛ 
fonnJy distributed throughout the surface of a console cylindrical shell, 
on the cigenf-erjiiendes and the patterns of eigen vibrations is inves
tigated.

the emphasis is laid upon the lowest frequencies which are practi
cally most significant and most sensitive (<• external effects.

ЛИТ 1- P A T У I’ A

I. (ii)fili-rf S. /»'. X simplified mclhod of I.i-i - <.-ibi1liy anntysi-; for inin vvlimJ-la' 
shells. NACA Rep.. 19-17. № 847.

2 i\;t».<Mr?Hili} С II. Устдйчипос1ь 1и1линдрич1-.ск1>11 ибаючк : при нзгийе Поперечно! 
cii.kii'i. раннбмерно распределенной но всей поверхности иля приложенной на кил 
не МТТ. 1. 1971
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К ПЛОСКОЙ ЗАДАЧК РАСПРОСТРАНЕНИЯ MAI HI II ОМ 1РУГ114 
ВОЛН В ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩИХ ИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ

На пшкнн! и jBcvrior । методм комнл *кси1>1х решений С мир нова-Со
болева [I] рассматривается »алана распросгранения упругих волн з изо
тропной безграп։ злой сред։ при наличии мапштиого поля

Изучаются jo |л1!п««наль |:| iiiiiapH. нгныг решения плоской .задач ! 
магаи’>ун|-\ । н-тн. представляющие собой члоскш- волны двух г.шил.

Привидится шеледонанис изменения скоростей раскроетранении 
волн в зависимое:и .т величины магнитного поля и or угла между яа: 
НИтпым нолем в нормалью к гимне.

В результате проведенных лл-делпв.;. hi Mai urroyiipyi ие в п'Ш ри-> 
делаются па бы грые а медленные. Строя՛ я графики скоростей эти՝ 
волн.

Аналогичные вопросы для ила ютринпых гел ара отсутствии магнит
ного паля рассмотрены ч |2- 5|.

I Если упругая элсктроц-роводяшая среда находится в магшп •■՛ 
поле, то распространяющиеся в ней упругие волны будут возбуждать 
колебания маг i itboto поля :՛. сами изменятся под их влиянием. Волны, 
возйикающие ՛՛. pvпльт. ге так »՛ ՝ пзапмодейств.чя. называются магниги- 
упрупнмп.

.ч Система уравнений, описывающая ишжгнис упругой среды и по 
стопином одч >ро1п։м магнитном ноле с заданным юкгфом напряжен 
кости Hö> имеет вид |(i- 12]:

h-roi (u Hj. Е м,\ (1.11
rü \ ог I

П 4-Щ ^raddh и — R (1.2)

где Е и й векторы напряженности индуцированного электромагнит
ного поля, п вектор упругого смешения, г.. — скоро« !-, света в ва
кууме, и магнитная пронипаемчсть, у. < и а — плотно ть и упругие 
постоянные .'1ям:1 среды, соответствен։՛•.

Величина^, тхолящая в уравнения двнжен и; (1.2). является объем
ной силой .электромагнит лого происхождения и определяется следующим 
■образом:

R֊ —-(j HJ |roi rot (и Но)| Но (1.3)
Си 4-

где j вектор плотности илд\пирова того гока.
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Ирл выводе систем уравнений (1.11 (1.2) принимаются следующие 
предположения:

а) среда является тотропным идеальным проводником:
Г>) токи смешения провебрегаются;
з) упругие перемещения среды л плектромагннтиые возм\щения 

считаются настолько малыми, что при описания магнптоупрлтих колебя- 
ннп можно польз.мяться линейными \равнениями маглятоупругости и 
>лек гродниямикн

Относя упругую среду к прямоугольной системе координат £ 7. -• 
рассмотрим случай, когда все ксчамые ։.?.•; ячипы не зависят от одной н 
координат, например г л упруги* смени лис по направлению соогзег- 
с гву вицей координаты отсутствует, го есть

//. - .7 (.V. у. /). и3 ■= О
(1.4)

— £,• (х, у. /). /.\ - А. (х, у. О, / = I, 2. 3

Выясним не.чбххдимыс. условия выпчлпения соотношений (1.4).
В прелполяжеииях (1.41 уравнение (1.2) лает два уравнения, пире- 

гелянипвх перемещения ։/ . !ь,. в слетующсе дополнительное условие:

Н,(Н,^- // е 4։± (1.5)
' о.е * гл՛ ' дх д\՝

Уран нч1:1е || 31 . писк՛гаоряется тождеств :шо я следующих Двух с.д.- 
чаях:

I. чад.шчле магнит юс ш и Нп параллельно плиешкги ху(Н<» - О);
2. заданное магннти”.֊ поде нерпеиякулярнп к пл »скосгп лш(//.ц = 

=/;и2=0).
Таким -1бразом. выполнение условий, пр и зеленных в случаях 1 и 2, 

является не.юходнмым гля гуществоэаипя решении зила (14) (аналог 
клосх.н։ н:-:дачн теории упруг сги).

Проектируя •. рявнекне (1.2) па леи хлор шпат л՛, р. •.՛ ՝ н?том (1 3) :՛. 
(1.4) получим: к

для случая 1 <//ид 0)

с/-п։ {'-И

/хоу
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для случая 2 (Ц,։ //г: 0)

.. ()-Ц> (н- -/'-л У-и.. 7 Ри.. о
ОХО\՝ <У\'г ох- (Л-

(1.՜)
1 .. ... ()՝гил ... о-и. о՝и. <Ли..(<.'֊ /-> ----- 1-■ - Ь- — (С- - /:1 - — О

• УХ' Оу- 01- 1 ОхУу

Здесь

а = у ։(/ 26) ’. Ь - у :(; • •л = 2-’(^) ’Н’Н3.

//;2) г, 6- = (^_^2)
(1.8)

х։ = 2։(^) /4 . /Л-(//:2

а и £ —скорости продольных и »»«перечных упругих ноли к среде 
при отсутствии внешнего магнитного поля Но. ■/(/,)—скорость Лль- 
фвеиа, •; угол между осью .г и направлением магнитного поля Но.

2. Решение системы уравнений 11.6) будем искать методом ком
плексных решений Смирн »в։1-Соболева [1]. Обобщение этого метода на 
случай систем инородных дифференциальных уравнений второго поряд
ка дано в работе [9].

Метод комплексных решений позволяет выделить некоторый, имею 
шин важное применение в физических о. »ачах, класс решений риссма։ 
риваемой системы уравнении.

Согласно этомх метолх, решение системы уравнений (1.6) следует 
искать в виде

//, = Л. (2). /• - 1. 2 (2.1)

где вспомогательная иелич-ина <>, как функция от .г. у. I быть может 
’ комплексная, определяется соотношением

о /(2)/Ч-м(2)А’4-/М2)у А(2) = 0 (2.2)

где коэффициенты /(<})......... ЛЮ) - - некоторые аналитические <|в 1кци ।
ОТ Й.

Подставляя (2.1) в (1.6) л учитывая (2.2). получим

|(<г — т)/№ \Ь /:<|!г ?)п- (~) •

— <՝-/??/; -- х։(*1п 2-I (ж2 //’)

• 2.3)

с"тп -- ■'՝ (>1п 2-) -И /г)

| (а՝ — 7-“’ со?2 -) п՝ (/>•՛ — ■/' со.ч- 7) т- !2\ /д (12) - ч

Если / О, то. принимая /^1, запишем условие разрешимости
системы уравнений (2.3) для функций /■ (2) н следующем виде:
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14(ш)п‘- 14(m)/f’А .А.(ш)л: Д։(от)л Да(ш) = О (2.1) 
։ .it

.4,(w) — нЧ>- -. — A:«•»»*•?)

А3(т) - rr ($1п‘2?) гп

A. (wl |2/г/’՜ /• (|J: Zr||z/T (u: b: 4֊ ■/•’) (2.Ö)

Д։(/Н) I /■ <՝И’| 2. » т

А (т |«?4: » /-‘г/ •«* - h' ч|п: =.)] тк — ((Г-*֊ Л՜ • •/•՛) пг

1’аиеш ;н" (2.1i evn. йЛГСбраиЧССКЪе • рантшие Г-Oft СТСЧПЧ1П пт- 
»ик ип.П.Ш1 н. Ijo корни п. явлтн-тся ветвями чеi-ырехзначннА и.и'е- 
npiuoieci.oft |н ш.ц:՛;: .»<ц. >tnoft на ■. -xithc ц гнующгй римановой по
верхности

1<3/К ц.!1‘| кореш //. В ՛ Н.IV ГО" нишения (2.2). определяет н про- 
i,'.:HCiiiv .V. у. t функ : ՝:■■ ։J:. (V. у. /) II СЛ< uibutv.ii.h<5. Пб.1ЦПЙ ВИД 

решений (2.1) *т < о) пун ш ։зиш n i в ви.и-

к V/ju.i, /֊1.2 (2.G)
1 I

i.C.lH Г > (2._Ч ПО.֊՛ ОКИ М А('2| U, w (2.6) будет од
нородное решение нуле»՛* п- измерения

Tai ка> функции /; ։ . >.i:+.iik \ к летнлрять есловиям (2.3). то 

из перво’՛- условия (2.3), написанного для получим

/• (2!<| - 1Ги2։)р*(2А 
(2.7)

Л U\(‘2p^(L\)

гд1

[1 ('2.֊> - — x?(sin 2-) (w; п'}

(2.8)
7,(-d (А /:чпЧ)т; {Ь- /։<Игэ)//- 1

\1._ нроизвольн.чс анзлитмческие функции.

Полстёвнп (2.7) п (2.Ы Л >гдели-. дёйстпнтелвнрЬ часть, получим
ivnii'CTHöHHitv pelucmit типа

II11Л, у. 0

*Л
V Re[ (

(2.9)
**>

у. о
v ре’ г։о:)</:•
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Произвольные функции №4. входящие в решение (2.9). должны опреде
ляться из дополнительных условий соответствующей задачи.

Следует отмстить. чтс если в некоторой области пространства х, ! 
2(л\ у. О принимает комплексные значения, то функции /-’ 1 (2) г. 

соответствующей облает КОМПЛСЖЙОЙ плоскости 2 — аналитические, в 
му чае же когда 2 принимает действительные значения /՝\ Г--) яв
ляются дважды дифференцируемыми функциями от 2.

3. Если положим

ГП = const, П — i. = consu (3.1)-

то соотношение (2.2) 1римет вид

2, = £-0х /НО)у 

где /к - корни уравнения 12.1).

В этом случае, как следует из (2;б) и (

(3.2)

простейшие решении
системы (1.6). представляющие собой плоские золим, имеют яи.т

н. = и (2А) = nt (t — fjx - r.ky), i (3.3)

где функции и . согласно (2.9) ։ в силу постоя нс ва не шчин 
(вязаны соотношениями

И г к.

I •՛<
I и.

IV (**)/'ГЛ)
IV (2,) У (‘Л >

(3.1)

Если постоянные 0 и 
называются однородны м и 
из величин г.ц окажется

или
вещественные, о плоские волны 
вещественными» а если хотя бы

0.3) 
одна

комплексной, ю волнь; (3.3) называются
неоднородными или комплексными. Е после,тем случае в (3.31 и 
Следует брать непич-тненную час ՛

Наконец, согласно (2.6) к 3.4). решение вила (3.3) 
следует брать з следующем виде

с:к ievu (1.6)

(д\ у. f) ֊ V Re 'IV Ä (2Aipt (Л)

и., (л՛, у. t) V Re U"a- 12b) <;* 12*)!

В дальнейшем удобно к՝ь v направите. но наир.-ш i нию 
ннтного поля Но.

В этом случае из (2.1)— (3.4) полунаем

ei. ia:i iofo Mar

| «, = c։0/.z IV (Г — ц. у)

I и Ь‘>' 1)П’’(Г /л у

= Г Чдйл ( । I Q(r՛'

(3.6)

k-\

О

( I '
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Зл гь пщщяты следующие обозначения:

Д (9) = а; - //?, л; ■» а; - Ь\ /. - a\h’ - a-b]

К (6) ■'\a:b- (i — (Ггг) (■ /-С'“ I- (/J = а՜’ — Z-
(3.8)

Q(0) Л*(0) Л0) А-5' 2A;.VC’h-A2

А . = а'? А - -z-'c-. — /> • л5- » I

Следуя |2|, плоские юлиы, зави ’щ.и ie <>т аргументов Ü => t— 
- :>х /։.у. назовем г՛'ответственно волнами 1-гп (/ <։) и 2-ю
(/ — а,) швов.

Выбор пщка плюс или минус п (3,(ii irpöcr՛ показывает, что плоские 
полны могут распр кгра оньея :։ упругой среде в прел изополижпых и 
правлениях: -казал» и «вперед».

Уравнения фронтов пл юкчх воли (3.G) имеют вил

-л ! 2 /.х-у — сены. ՛> I. 2 (3.9)

I лк как (|)..зо’1ы- с кор; л?! ։։ рагпростра ։ения волн определяются по 
Формуле [13]

v

i ..илучастся

° " '| о-гас! !•?.֊.
<>< .

п .

(3.10)

Подставляя в (З.ВЪ значения >. 'n (В.՜!, получим следующие вы- 
pa>:<t4i:i<՛ л im скоростей распроетрачепня магннтэупругих волн:

:՛. 2‘//,Л|Д*0) - (-1)’-1 ^(ГО | ' (3.11)
где

.ед = А;-.\֊5г (3.12)

3։Ц!Сь г скорость магнитоупругя.х волн 1-г՛ типа, с?—2-г • типа. 
Далее, из (3.10) имеем *

^•»(г-’Г3* 0:);։ (3.13)

Подставляя значения величин из (3.13) в выражения (З.б), 
и ре дета ви. м ма: нитиуврегпе плоские волны 1-го и 2-Г0 типов и ииде 

՛,՛ д :г-р֊Сл- «?֊^)'«| $ I

I {!.. = [|7-'С- /»- (:*л ' 'г) — 11 П" [г — 9 .с - —^'՜) '!

(>0՛'значив через >, у. лы между отрицате.и.по|'| полуосью у и направ
лением распространения вол?: 1-го и 2-ю типов, соответственно 
(фнг. 11, получим

^0/ =гб(г4՜ -гг) ’. /е 1.2 (3-15)
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Гакпм образом, четыре волны, соогвеЕсгзуЮпшс гиперболическом
системе (l.lii. с 'выбором направления «хи х (параллельно Ну) разби
лись на Две нары, распространяющиеся «назад» и «вперед».

Волну, имеющую большую скорость. будем называть быстрой, дру
гую же медленной.

В Л !.ll>!!i-!l нем МЫ буДСМ рассматривать волны т «лько а одном на
правлении. соответствующем знаку плюс в (3.14).

Распространение магнитоупругях волн подчиняется более сложным
закономерностям, чем распространение волн при отсутствии магн!нтло- 
г ■ л ля. В -пклелн-." случае з изотрон.i >и ре де имеются две независи
мо распространяющиеся вол ii.i продольные (быстрые со скоростью и) 

in. • ню l)i. В противоположное г;-, 
упругим волнам, маглятоупрутие волны нс разделяются на чисто про
дольные и поперечные- то есть смещения в магнитоупругих волнах отно
сительно направления распространения имеют как продольные, так н 
поперечные компоненты. Скорости магнктоупругих волн зависят не толь- 
ко от упругих постоянных н плотности среды, но । от величины внешне
го магнитного поля и От угла между нормалью к волне а магнитным 
полем.

Изучим решения (З.Гу) (пли (3 14)) и исследуем а {.менепие скоро
стей магнитоупругях волн в зависимости от величины внешнего магнит
ного поля я от угла междх нормалью к волне и магнитным полем.

Выясним также вопрос о разделении магнитоупругих волн па 
быстрые и медленные в зависимости от величины магнитного ноля

Для этого рассмотрим изменения величин /.. из (3.7) при

В данном вопросе существенное значение имеют нули функции, на
ходящихся под радикалами и выражениях (3.7)

3 Известия ЛИ Лриянской (.'СР, .Механик». № 5
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Нули функции un холящейся пол внутренним ра шкалом 
(3.7). имеют вил

֊(j\ .\"Чл *); с:-±.\ ’(4i (3.16)

Гак как и>Ь. го все четыре корпя (3.161 вещественны. 
Пули функции

т, (6) -- .4 01 (֊1)‘| Q0) (3.17)

। и; ходят։։ хе я пол внешним радикалом в (3 17). ։меют вил

5 = -5л ±/?Г։. G -О՛;֊ а 1 (3.18>

Все нули в (3.18) ччцестзечныг.

В (альнейшем, ия выяснения значения функций /*. оказываются 
нужным։։ нули функции .4 (G), которые находим, согласно (3.8), в 
виде

'/ = $ = L a՝ Ь* *։
՛!*} 1'3.19)

Они гикже лени г i внпны.
Установим взаимное расположение корней (3.161, (3.18). (3.19) м 

ОСИ 6 в <.Т HIC.’IMОС! И ОГ Вел ичины И-
Благодаря симметрии корней, рассмотрим участок 0 G • • ՝<.

I Ivc.ie циннии՛ знаков разностей /?,, = [6? (х) ]* -֊ |5՛.' (х) р. /. / - 
=֊ 1... .5 приводит к следующим результатам;

1 п<о"(и<С(/)<о';(х|<',л«) при Z = 0

2. •։ < о'.; ։ z) < о-1 г) < ՛>՛; ( z) < о՛: <о? (■/)< -ет при <։<■■ Х< Zj

з. <><Й(й<<Ы = 1"^=<Й<Ш<-) при 7. 7.։

1. l'<ü';(x)<5"(,)<«(z)<^(z)<GÏ(,)< àà при
(3.20)

5. ֊ 1'”(')<СГ’2('1<^Г')<^'('К - п ри z —

в. <i< о?(x> < 5> («։ < йы<y;(z) < v;(■/) < - при ■' ■

7- Il<64 '(z) «(Z) нрн Z ֊ /3

H. ■><0"(zl<4'. («I<4Ï(»)<«:(2)<^ (z) < при '.1 '■՛

՝>. о Vi(z)<C(z)<«M<C(z)֊ D?(z)<-=e при ■/. - У ; ,

где

/. = ։՝_’ ։/>(1 1л" 'М> ' /?)| . z. - I a- bz ; -Z, - ab՜1 I (f- — Ь՝

(3.21)
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Согласно (3.16) (3.21), на фиг. 2 приведены 
рнзующие поведение функций б?(х).

графики, характе

I кч ледчвлние изменения величин требует также выяснении 
знаков функций .֊1 (6), #(б) и 9(0) пл положнтельнпи полуоси б в 
зянисимости от скорости Лльфвена л

В силу (3.11») ֊-(.>.21) для функций Л (М и 9 (гй имеем (О.''-< ч- )

Д (б) 0 при 0< 0< б° (■/.).

и

Д(б)-п при 6֊ 0?(у)

Д('.')<И при 6Х 9 (у.);

О',’ (/.) <0 , 9՝(б)^0

9(^)^>° при 1' <&</ж(х)
(3.22) 

при б = гД(х) и б—

9(6)<П ври 63 (х)< 9 <//;(*)

Изучение поаеления фуикцт1:1 /й.И) приводит к следующим двум 
различным сл\чаям:

а) 0 -> х

Я(5)>0 при ()<^<б4(/) н 6л(/.)<0<:

й(б)^О при б = б"(б) и б бл(7) (3.23)

В(0)<О при гк(х)<0<б^'(/)

б) х;. -< х <- ;

Я(б)>0 при 0 &<бл(х) и 0(։’(х)<б ч-

-0 при г> = ՛>"(/.) и б б" (у.) (3.24)

^(б)<0 при (1\ (•х)<б<б՝!(х)
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Из осноаанил (3 20)֊ (3.24) в табл I приводятся основные свой
ства функций 7'. нз (3.17), находящихся пол внешним радикалом в 
(3.7). ’

Согласно табл. г. табл 2 приводятся области вещественности 
функций I на положительной полуси г> в зависимости "Т х.

В и» сальных точках осн О функции 7* во всех рассматриваемых 
случаях или мнимые или комплексные: Соответствующие плоские 
волны будут неоднородными и будут иметь мнимые или комплексные 
фазовые скорости.

Таким образом, значениям н из табл 2 соответствуют определенные 
вещественные мапштоуиругие волны 1-го и 2-го типов с направлениями 
распространения и скоростями, определяемыми формулами (3.11), 
(3 1 1). (3.15).

В качестве примера рассмотрим это соответствие (Ля в мп, рас
пространяющихся в направлении \ 90". в случаях 2 и 4.

Согласно (3.15) для волн, распространяющихся в направлениях 
?.л_ — 90՜, /* О. ' |риравняв нмлю (3.7). н сил\ табл. |. । .акже (3.1!>), 

(3.11) и (3.15) получим:

для елечая ?

9(ГО)-=<>. /.,(ГА‘)^(]. ,*(^ = 0
(3 25)

а։(0‘,) = 9<). т,(гЛ)<91>, ։.(&'?) 9н

для случая 4

0, <И' О / ('/:> - о. /։(^) ֊0
(3.26)

'1’ ' ) ■ ՝'" , ’.■(՛>;>< »1. », (И) = 90 . у. (С) . С9И

Соотношения (3.25) ։ (3.261 показывают, чтл в случае 2 каждый п 
двух гииоа воли 1.3.6) (ii.ni (3.14) | имеет по одному значению и. соогнет- 
ствующему ря и։ ростр аж-чию ?. направлении оси л՜, а в случае 4 иол-ла 
1-го типа имеет два значения 0. волна же. 2-го типа не имеет пн о.дн г՛՛

"т.:я 0, ■ ։ук>Щ0ГО шнраг.ленпю аг^аг^ЭО
Отсюда следует. чт< магпитоуиругле волны и каждом направлении 

могу । быть либо обе только одного типа, либо разных шпов по одной. 
Это обстоятельство зависп'1 от вышеуказанных инюрвалов пзме пения л 
(табл. 2) и требует детального последования

При этом нужны будут значения, принимаемые величинами 
||а концах ска занных интервалов вещественности функций лл.

Согласно (3.7)- |3.26) и табл. 1. указанные шачення приведены э 
табл. .3. причем в случаях I, 5. 6 имеют место следующие соотношения:

Ч(^) лЛ’С): г.;1г;5), ()<>-,('<!) 7Д^)<9<> (3.27)

Сначала рассмотрим случаи 2 и 4, которые якляютф։ наиболее ха֊ 
ракте.рными.
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>(1 ^(1 . 0
՛»$ < о о« ՛/'.* '1 < о? •/ >ь1 2 4
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6
— (1 >i < •/ ՛/! о -|-oo
— 0 <0

<>■: -i < *ւ՚; <» o<ft" '՚ "з Տ' < '• °2
коми тем h

О’’ ’> < Հ v; 0 , « —
комплекс. <0 —

Ո '*շ : 0 " '«2.3 5 ”".XS = "
= 0 ><> 0 комплекс.

Հ' ft -Г .X

<0 —

ft °3 0 ft »5 Հ; < ö < tijj 0 = ft1’ «»
0 0 комплекс мнимая

ftl’ < 0 < 6‘.' о 1 •l'i 6 . ro

комплекс. комплекс

ч ft!,1 <> i) ՚Հ »Z! < 'i h': 4 Հ
>0 Комп fl'KC. Mir пиля

»11 'i -ю հ Կ -1 ex»
•Jl КОМП lew. •հՕ —



Обитачсннн nina <•?.<. s ։••>։։։<«:»«. UV Հ' Հ հ

r,

о 6 « Հ; »» 'Հ' <4 < 0 < 0®
г» .0 (1 <0

V 
s <»'} < Կ 0?! o'! < о < •<- •՛ '4

s
>0

и'/ 0 *>

KÛMIIH'I.T. мш;мля

«) — ■.—

(J 6 < »4 *>=> v:•« 4,-.
nS >0 . 0 <0

s Հ, ։ - < 4 < Հ If" c II «>
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Таблица 1

О pUil|IIHipj։lll .'НИИ MJl'Jlil lOyiipyi MX НОЛИ К .IV.M JhKlHfJX cpeuix

№ Случая ■ л3

1 х 0 0 Ч — ° ',J ’<1
2 0 < 7. < х։ 0 Ч — 0 Ч Ч\‘•>
3 7. = 7.j 0 0 0 ч <4 •• л •
4 УЧ 7' 7-3 0 Ч f/j ч ч՛; о ч 02

5 о « Ч 0 '1 9$

б 7-3 • 7. *7 0 ч ч\ <4{ ч »А1 о ч

7 /. = 7-3 0 Ч ’?] 0 ”
8 *э < z < о ч о1;>> — 0 Ч\

9 у. — ео ч •»’’ о о ч '4}

Обознзчешн'..- - = <4: ՛/՛, '4..* S 3 -5

Случай 2. Х|<‘и<и?. СоглайЮ гибл. 2, функции л. и л2 имеют ус 
шественные «начеиия з интервалах. с ютветстшчпю,

О 5 0", 0 9 < (3.28)

В силу (3.15) и зол. 3- inn тениям 0 а промежутках (3.28) c:>i>i- 
ветствуют направления распространения .олп (3XS) (или (3 14))

О а, < 9о . О* ?,2 ;90 (3.29)

Следователь io. в случае 2 в каждом направлении распр-м:гравиюica 
волны обоих типов, скорости которых эаликяч и i яправленля движения

Изучим характер измене i ля скорости у за виси.мости >т направления 
движения в пределах (3.29) Ц покажем, чг< (?) > V.. (/). О 7. %.

Из (3.11) имеем

-------- ^,/)2 • // -АД! (-ICQ ։5(G)| (3.3<D

/?; (6) - < -1 )՛ &z#=.v*q՜ • (3.31)

Согласно (З.Ь) и (3.12)

5(6) о при 9 Cj: .S'(i)<0 при О >•)!; (3.32)

где
9?3>9;,'- /■'d ’ (а- - /г:)‘^> О'/ i 2. 3, 4, 5 (3.33)

Выражение (3.31) совместно с первым условием из (3.32). выно.1 
няюшимся в случае 2. дзет
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Таблица V

Точки -ich h է՛. »: *9 Х1

0 «֊» •rt 0 ծ՜’ ե 0
"T ftj з: Л՜1 0 ս 90 Կ Г. сф Ն (^)

«а “''Г1 — — 0 ծ 90

.7 О < 1
Պ

°՛ i ծ՜’ 1՛ 0

4 1 ч—-* 0 a 90շ էն ('Փ ’շ(Հ>

=
'< > *,-> — 1

- 1 0 Կ '.»0

_ i 0 и. U 6՜’ " 1 0

0 a ‘JO5 —

"S »г1 0 "■ 90' 0 ծ. У0

,г о «г1 “I 0° л՜’ 1: 0
1 • • 'j « ’ 0 1/ 90 — —
s
V <•!՛ к? i 1 0 Л։ 90’ — —
S <Й г, (ճ) ». (<ф •;<Հւ է՛- <0*Հ) ’։ (’Ö

(1 <* Ç: 0 Z-’ b ոյ

ե\ = а • *է 0 а 90’ — — —
<

'Հ ՚ 1 <'Փ ►էէ’’) >.յ (Հ') V. ('ւ('} 4յ(*6

0 ": ՚ «J 0’ b օ-

'֊֊ g ՚ Լ» 90' — —

հ -= «՜՜1 0 a 90՜
s

•Հ' Հ (<Փ »։^ ձյ {էֆ с’Иф

0 0 ծ-’ h 0'

'•з *ր’ 0 90՝
я!

օ; .„ i U տօ՝ а 90'

ձ Ü _]
■'ւ «t

ր։ b U’
V < "է = 1 1) 90։ — — —

s Oï a ’* и՜1 и 90

г 0 о M дю 60 ii /֊’ h 0

s 4 — ֊֊ — • d • a 90֊
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/<>(), А\<0) М^֊.'
5(6)

/Չ /
Следовательно, /?. >0 на отрезке {0, 0$| и /?г<0 на отрезке (0, ^|. 

Тогда, согласно (3.30), имеем г\<0, К>0 н поэтому г, моно

тонно убывает от 6^ (О а, монотонно возрастает <» Ь до Ьх (табл. 1).
Так как на участках (3.28)

тах -и։ г՛, (0) = н։.

так г՝,. = г. (6д) - 6։,

т։п Սյ = г՛. {Ь\) -: а 

:п։п V.. — V. (0) Ь
(3.34)

ТО (а) > щ (а), О < а 90°.
Таким образом, в случае 0<Ч<Чх волна первого тина быстрая 

(и։ = -»/)> волна 2-го типа — медленная (•у2=г\).

На фиг. 3(6) изображены кривые изменения скоростей быстрых ՛ 
медленных магнитоуиругих волн в зависимости от направления движе
ния (на фиг. 3 показан только олли квадрант, остальные три получают
ся отражением относительно осей координат; линия тп, перпендикуляр
ная рядмусу-зектору (< է или с։), лает лиложепие плоского разрыва, ко
торый перемещается з направлении, определяемом углом փ, через еди
ницу времени после прохождения им начала координат).

Случай I Х|<х<х-2. Согласно табл. 2, функция 7.։ вещее геенна в 
интервалах
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О о О'։ и (3.3-5)

функция /.. вещест'зс.наа в интервале

Осб '■• (3.36)

Б силу (3 15) и табл. 3. изменениям О в промежутках (3.35) и (3.36) 
от;։егс1 вуют г.a:ip.iв.ь г|я настрое i раж шя золи

0<. ?։ 90 и 90՜ *1 ?։(6")>0 (3.37)

О ?^б2)<90‘ 13.36)

Из (3.27). (3.37) (3.38) следует, что в каждом направлении из 
промежутка О > -> ?(<г-)<4)0 распространяются волны обоих типов,
п н каждом направлении из промежутка з (*£) < а < 90' распростра
няются лишь полны 1-го тина.

Изучим характер изменения скоростей магггитоупругв.ч волн обоих 
тино-։ в <?.вис амост;: От направленно! двпжс шя в пределах (3;37) и 
(3.38). Со:։ГВгТСТВС!Л1 ՛.

Все рассуждения, приведенные при рассм итк-нш: промежутк е: 
п 9 (>\ и 0 -С О в случае 2. остаются справе-лиэыми и в этом
случае, то есть < 0,

Следовательно. согласно табл. 3 и (3.27), вытекает, ч; ?! моно
тонно убывает от до а. а монотонно возраста? г от Ь до «.՛.■. (б!р.

Далее, на промежутке 6' 0 б1., согласно (3.31). /?։>0, при

чем А\ (го) — 2<б- /г.\-(0՛)* о. поэтому в силу (3.3<>> г <0. то есть 

•ё։ монотонно убывает от значения £։ до = ту. Г՜?) I ’ £։.
На ое֊ | !'.<1шн ириье.Ь 'Шых рассужленчй п .:ч-х

при 0 0 <. G"

при 

при и .о

шах т։ = i'։ (՛>) — и; niiJJi1. ;'.ir/j=- и

шах -i'։ — г'։ (<'3 (>!-, miii г, = г*։ (7j . J a^h 

1вах1>г v. (l>'i = I й,о: инн гу ~ i/՛) b

Следовательно, в случае магии ՛ ■ >\ цруч ие полны 1-ю и
2-ого 1И1ЮВ следсг! разделить на быстрые (г,) :։ медленные (г՛՝ еле 

дующим образом

г՛, - г, при 0 б 0 б1;.

_ | г՛., при
I й'։ при 6'1 6 6^,

((■» 7։0) 903

((»<?. (6i 32l9՛!))

|?= (6'.) = 7| (6'1) 7, (6) 90 )

:м образом- ?. случае 4 быстры«.- .ЧР.1НЫ лаются формулам.;: (344) 
(ала (3.6) । со значением с։ (или /.:) г. первом интервал, (3.35). а .мед
ленные волны формулами 13.14) шла ( 5.6)) с ՛ значением е։ (ij.ii; Х|)
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во втором интервале |3.35) и co значением у? (или Xj) в интервал.՛ 
(3.36).

На фиг. 3(6) приведен график поляры скоростей быстрых и медле н
ных магпитоупругих ноли ։ зависимости ог лапразлеиия движения пр 
Х|<х<и2.

Теперь рассмотрим ьругие случаи.
Когда •/. •(), магчнтоуп ругне волны, соотвегст вующие случаю 

0<x<zt. переходят i обычные упругие )лиы, причем быстрая волчл 
переходи! в продольную (с • скоростью </), медленная л поперечную 
(СОскорое 1 ыо /?|. График поляры приведен на фиг, 3(a).

Случаи 3 (х —xi) является переходным между случаями 2 и I, Здесь, 
как и в случае 2. волны 1-ого типа являются быстрыми, а волны 2-ого 
типа медленными. Прячем им медленной волны, распространяющейся 
вдоль осп х, вследствие G = 0‘--= f>'< - *>’ значения /, и л? равны.

Когда х — /. магнит») IT. В ՛. I -ы. . • >1 >■!.■ ГВ\••oih.-ic случаю -1. ՛՛ 

рехщят в юлны. соотзсгствуютис вял him ъучая 5. При этом bi֊+a, т > 
есть в направлении оси v быстрые > медленные волны имею։ cihjuik;*- 
вую скорое Г1> а. равную старости члегоуиругпх продольных ЗОЛИ (ф 
3(a)). Это случай конической рефракции

Случай 6 ana.ioi turn случаю 4 в гом смысле, что разделение магни 
тоупругмх волн па быстрые и медленные нроцехилвт одинаковым об 
разом.

Заметим, что при ՛/ х„ в направлении оси д- (параллельно II I 
медленные волны распространяются со скоростью = by (z). которая 
возрастает от значения b до а при изменении х от О до /։> а »? даль
нейшем. то есть при х медленные волны раслрос.раняются . 
постоянной скорое: ью v., (х) //—const. Для быстрых ноли картин.! 
их распространения противоположна: пока /. они распростра
няются с постоянной скоростью г՝։ (х) а — const, а когда х^>хс—со 
скоростью г՛, //, (/.) а, которая возрастает от значения а ю

Отсюда с.ц iyei, чго быстрые hg.i.in, распространяющиеся в наира 
ленчи внешнего маг ihth >г<> ito.nq Н„. при х<х? представляют ՛ об ՛ i про 
дольные волны, а медленные — и-•перечные; если же х>х2. го наоборот.

Отсюда следует также, что при z ■'/г продольные волны к на
правлении Но распространяются быстрее, чем поперечные, в случае 
же х х„ ||оисречнь?е волны распространяются быстрее продольных 
волн.

Эю оостоятсльс[во оиьяспяетгя тем. что при переходе х чер^-з 
х. расположение точек О'. <•/.) и б'Дх) па оси z меняется на противо
положное.

Такую же аналогию можно провести i между случаями 8 и 2. Гра- 
фяки поляр случаев б и 8 приведены на фаг 3(г).

Случаи 7 и 9 можно получить из 8. когда х— х3 и х-*4֊ос, со
ответственно, причем в случае 9 > корбсть быстрой магнитоупругой
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полны ио любому направлении стремится к бесконечности. На фиг. 
3 (г, 0 приведены графики поляр, соответствующие случаям 7 и 9

В направлении. перпендикулярном Нэ. во всех вышерассмотренных 
случаях быстрые волны представляют собой продольные. скорость ко
торых анх) увеличивается увеличением скорости Альфвена от б 
ДО — со а медленные волны .поперечные, скорость которых постоянна 
и равна Ь.

Итак, магннтоупругие волны, распространяющиеся по направлениям 
виси л՛ ՛՛ мг.гнт него п ՛. я Н„ i не: лендпкулярио к нему, представляю г 
собой чисто продольные и поперечные волны В остальных направлениях 
юкгоры смешений обоих типов воли обладают составляющими как пн 

□ аллельными. так и перпендикулярными к направлениям раепросгране
ния.

С увеличением величины внешнего магнитного воля от 0 до — х> 
скорость медленных магпптоуяругих волн увеличивается от b до а. а ск »• 
рость быстрых магнлтох пругих волн от л до — оо.

В случае, когда внешнее магииг.но՛. поле перпендикулярно к пло՛- 
костп движения <Яо| = /7с.;- (1). магнит «упр-упи волны описываются 
системой уразш-гий (1.7). Исследован нс системы (17) сводится к по 
следованию обычных уравнений Лямз заменой к-4- г--щ. Отсюда сле
дует, что в этом случае магнитное поле влияет тольк<> на продольные 
волны, лричем их скорость ч< у1Ц'лич.1шаетс5 с возрастанием ппгеисивпос-
та магнитного поля.

В пределе. когда 
магиигоупругих воли 
при этом в формулах

такой же,
13.21) -Ч-

как
О характер распространения 

н ՛• магпити; азидчнамике [i4j,
О, / -<7

Отмстим также, что в трехмерной задаче существуют вращательные 
волан (волны Альфзеиа), котта вектор перемещения ui р аллеле : и ՛-■ 
■ерхиости фронта волны [12].‘В плоской задаче эт i юлпы ■ псу гстзу ют.

Автор благодарит участников семинара «Электродинамика дефор
мируемых сплошных сред» Unci;тута механики All \рм. GCP, М ՝А 
Минасяна ч А, А. Хачатряна за обсужден ie работы.
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II I um մն ui ւ>ի րէԼոէ մ են մ ադն ի ti ա ա <։ ա ձդա կան ft < /1 քան Հարք! խնդրի ֆսւնկ- 
ցխւնաք ինվարիանտ քսւ ծհւմներր, էէրոնւրւվ նկւսրադրվւււմ են երկու տիո/ի 
աւր/] աւիրնեքւ:

ներվում Լ աշիրների տարածման արադւս (I յունների ւխոիոխւոք! յան 
• եսւաղււսւէէէմ ր կախված մ ‘»էքնի սա կան դաշտի մ 1.ծ ո է ի' ք» ,ն ի y հ մագնիսական 
դաշտի էէէղդէէէթ>սք'<> ա աքիրի նորմ սղի կւսդմած անկյունիքք.

ե iti in if a tn 1.1 fj I ս։ն արդ յան րամ մ ա էքն ի u ա ա ււա ձգ ա կան աքիրներր րաման- 
վէէ/մ են արէս գի հ դանդսւդիւ Կ աո.1Ա րվւււմ են այգ ալի րների տրագա fl Հունների 
գրաֆիկն երր,

՝\ th։-: plant problem of propagation of 
magnetoei. astic waves in perfectly 

CONDUCTING ISOTROPIC MEDIA

/. V RANOYA\

S u m m а г у

The problem of propagation elastic wave.- In Infinite isotropic media 
in the presence oi a magnetic field Is considered in term- of Smirnov- 
Sobolev's complex solutions method.

The functional Invariant solutions are examined as plane waves oi 
two types in the plane problem oi magnetoelaslicity.

The variation in velocity of propagation if waves depending both 
on magnitude of the magnetic field and on angle between th.՛ direction 
oi the magnetic field and the normal to the wave is investigated.

According to the results obtained the magnotoelastic waves are di
vided into fast and slow ones. The graphs of velocities of the waves an.՛ 
presented.
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Л. Л АЧДТЯН

ЗАДАЧА о ДИФРАКЦИИ С11ДЫ4ОП МАГИИТО1 \ 30- 
ДНИ\ЧИЧ1ТК()И УДАРНОЙ волны около клина

В настоящей район р.чссм.чгр и ни с гея «ссьщнонарнля прбстрапст 
ЛгИПИЯ <«1ЛИЧ11 О ДИНЖСННЛ *ЛСКТр0ИрО!Ю.ТЯЩСЙ • ЖИМЛ-.-МоЙ /К 1ДКОСМ1 • 
магингиом поле при дифракции •ильной ми։ иг н а юл!1п.'|мической улар 
Ной «ВОЛНЫ около угла, близкого Ч л При отсутствии МаГНИТПО! ■) ПОЛЯ «■։ 
дача о дифракции сильной ударной нолпы около тупого угла рассмотре
на в (!■]. Методом, отличным от (11. решсиш • о. • гас тени кипи х плоской л 
Осесимметричной шфрлкип'шлыч ыдач р.и՛-. м.чргч.> ц |2|. [»] О Шимер 
ные задачи с магнито։ аюдлнамиче. киям ;. тарными кинами рлссмогре 
яы имюлы'о и «дробно в [I] [5]. (•«]. [7]. (8[. ('»] Пр ктранегнеи-пае «л.ычн 
пеуетаионншиегося движения в маг питой газодинамике изучены ера:, 
нителыю мило. Задачи распространении ллбых ударных волн в маг
нитной газодинамике рассмотрены в (10]. [II]. [12] Задача > проииканнл 
тупого клини а злекгропр ов длящую жидкость при наличии слабой .маг 
Н11тогазоли1шмлчеекон ударной вол ։ы рзссм ■тр,н,т и [13]. Как указано в 
[14]. и магнитной ։а<о тинамикс почти отсутствуют результаты по реше
нию пространственных нестационарных тадач. почте с гем решение за
дач по отражению магнитогаз иннам ։че.чих ударных волн от преград 
представляет как теоретическим. так я практический интерес.

В § 1 настоящей работы решается задача ՝б огражелян сильно։։ 
магнитогазсиинамической ударной волны, распространяющейся и элек
тропроводящей жидкости илл газе, »г ту пог клина при наличии одно
родного начального магнитного поля. Возникающее возмущенное дви
жение будет плоским, причем плоскость основного движения перпенди
кулярна ребру клипа (липин пересечения граней). Начальное митинги 
поле параллельно линии пересечения ударной волны с плос-кдктыо ”с- 
новноги движения Определены параметры газа позади падающей и 
плоской отраженной от клана у лирных золи Показало, что нпдуипро- 
ванное магнитное поле ։я отраженным скачком параллельно клипу. Да
лее методом [15] граничная * .дача ։ области ^-равномерного течения 
Приводится к граничной «плаче для «»пределения аналитической функции, 
которая решается мет >.ь>м [I] Нр шеделы результаты расчетов парамет
ров за падающей и отраженной плоскими волнами, а также распределе
ние давления нд<сп. стенки

В § 2 приведены окончит, н.пьь регультаты ։а.ь>ч ։ об огражеин ։ 
С11ЛЫ10Й магпнппа ю 111||зм։: ич'кон угарной н>лпы <л тупого клипа при 
начальном магнитном поле параллель юм ребру клина
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ляются из

1. Пусть фронт плоской ударной волны пшжется в идеально про
водящем газе в магнитном поле со скоростью V’y и в момент времени 
!~0 сталкивается с углом, стороны которого образуют со скачком малый 
угол н. Движение предположено плоским. Начало координат поместим 

в вершине угла, ось Ох направим по оси 
клипа вправо, а ось Оу вертикально 
вверх. Начальное магнитное поле Z?o па
раллельно линии пересечения плоскости 
скачка с плоскостью основного тече
ния, направление же движения скачка 
совпадает с отрицательным направлением 
оси Ох. Для некоторого значения г=^0 
картина движения показана на фиг. 1. 
Ввиду малости параметра е влияние угла 
можйо рассматривать как малое возму
щение отраженного скачка. Прямоли
нейные участки отраженной волны, ис
ходящие из точек на стенках, до кото- 

* рых дошла падающая волна в ганныи 
момент, будут соединены криволиней
ной частью отраженной ударной волны., 
которая является результатом дифрак
ции от вершины. Обозначим индексом 
о параметры покоящегося газа впереди 
падающей волны, индексами I и 2 
значения этих параметров соответственно 
за фронтом падающей волны и прямо
линейной части отраженной волны. Зна
чения параметров газа в области возму
щенного течения спаб ihm индексом 3 
Определим точение за падающей удар
ной волной. Параметры потока за па
дающим скачком постоянны и опредс- 

соотношений на прямом скачке уплотнения. Исключая и 
этих условий давление /;։. плотность магнитное поле Д։, получим 
следующее кубическое \равнение для скорости частил газа !֊{} за 
падающим скачком:

1-7^0 * T(ij?o —(7 + ? - [7/;о 4՜ ?о
(;тИЛ и +1)?„ 81

где
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Уравнение (1.1) имеет три вещественных корня ։;. которых физически 
осуществимо одно значение корня, равное при « —0 скорости частиц 
газа за падающим скачком в газовой динамике

Здесь Л1 = —— число Маха падающею <ж'ячкьт . - скорость звука 
‘о

перед падающей ударной волной. Условия па скачке уплотнения дают 
значения остальных параметров за падающим скачком

_ . ?о о__  ։ р _  с__
*($-4

А А /о кМк,։_ро)2

(1.2)

Определим течение за от раже.'иым плоек чм екчччк м. За отра-жеч- 
ной ударной волной и стенками угла вне области возмущенного течения 
влияние дифракции вершины «не сказывается. В -»той части отражение 
происходит так же, как от твердой бесконечной стенки. Параметры ис
тока здесь постоянны и определяются ч:з .՛ >лт.гкиевий н- тч՛ :м жячке 
уплотнения [16]

=В.,։

И (£1я - ^оо) «

А+?1(£|„ — А ! ^оа)’ ' 3-7՜

?■ (<?.„ - и«,) я,- - ~ К ?, ֊ V’..») ~ В.
4՜ 4г

(1.3)
<^1Я V») Зч- — = <Я3п — V*«,) /<. —

(^1я ~~ ^лооУ ;

2 (7-0 Ь

_и2я֊м2 •; р..: 4 в;.
■ 1-Г-1) Ь - Ум)

Здесь п—направление -шешней нормали, т—касательной к скачку, 
^оо—-нормальная скорость отраженногл скачка. Скорость газа д/2 з._ >г- 
ражеяной ударной волной параллельна стенке и направлена к точке А . 
Из условия неотрывности з точке А՛ падающей и отраженной ударны\ 
волн имеем

4 Известия АН Армялскоп ։ СР, Механики, № 5
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(1.4)

। и* .՝■' угол отражения плоской ударной волны от клина, который со- 
гласно (1.41 йзлжтгя всличи шй порядка ? Записывая в (1.3)

А.'|П А'։. £։*։п р - г') - :')

Ан - А, $$П (: з*) (г г'). 81 В, СОХ (1 ~ ՝ А,

и • ;;к1ч;л՛ из втор.-՝. ՛•, тр- гь-.г । п-ссто! и уравье л ли |'.3> р2. !>■. А.., 
в порядке с получ.|-- кубическое: у равней не для Г,;

11и ;• 'Ображениям. чт > я выше, берется тот корень уравнения, который
б пноч к «пичеапк.

֊1) 1Р —(
(- плг

А о
3)_

‘ I) (1.6

даюше.му скорости граже лного скачки .։ газовой динамике и опре.1« 
1яюшемуся па (1.3) при 8 = 0. Далее в том же приближении из (1-3) 
получим «члче'Г'.ч тлльпых параме! :.՝»в за пл чек л м отраЖепиы.Ч 
скачком:

- ֊- ■ Д?. А՛,^ <>. А. ■ —

(1л

11. акопец, чет черти- уравнение 1՝истемы (1.3) пошоляст оирилелпть 
величину скорости газа в 'бластл за прямолинейной частью
отраженного скачка С использованием (1.2), (1.4) и (17) для л:н։ек- 

։ыл вектора 8֊> на нормаль к етечке па лучим

Н,=в. -й_. =^|г;.։+ '01 =.!«,,
Гм

то есть силовые линии иядуц'ирЬваиного магнитного поля в облает 
постоянного течения <а плоским отраженным скачком 1е проникаю: 
в клин Вообще говоря, для падающей ударной волны щлжны быть дм 
• >трлжл1шьп- •• гарнъп пни. быстрая я медленная Йо можно показать
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что з порядке медленная ударная волна гаст те же направления лек

торов В п £. что а быстрая ударная волна. прячем vr.vi наклона ее к 
стенке ~ с-, поэтому можно принять, »то в основ .нм порядке медлен
ная ударная волна отсутствует.

Учет конечной (хотя >п пилын пи ^тектропрозолаостн о показывает 
на наличие узкого токового слоя вблизи поверхности клипа шириной

Z— Iпорядка | . где /. ~ ■ Полагая £~Л получим, что в указанном 

слое ускорения или сила Лорейна. н՝иств)loutue n;i частицы жилкосги 
в направлении, касательном к стенке, конечны. Действительно,

Л֊֊—. Л-Л.л а КН„

К -новерхностиая плотноегь тока.
В области возмущенно։ о течения, заключи шоп между скачком 
стенкой ДЕЕ и дугам । ДС -и /*.1. представляющими фронт быстрой маг 
пнтозвуковой ноллы. нарождена ц| »ершййбй угла, параметры и »т։.”.<л 
выпишем в виде

Р։~ Р,~Р. Ауд=£2 Лэ = ^.. 5 (1.#)

где р. р. Ь имеют порядок р. Кик следует ич четвертого уравнения 

системы (1.3). следовательн> , {«. гс) также будет иметь поря-
док «, Прп полета ш.։вке |1;8) в оснойную систему ;• рлвнеппи ма । ннт пн"; 
газодинамики и линеаризации по р получим

Öbr ц ан 
df ՛ dy

_ i* cni
f)t 3 (?,У

öu _ />՛•. •' \ . [ 4)

f)t >)X 4-p.. ՛ dy 0X '

c/W 1 <>,’/ 
at ~ Öy

f » / ou tfw \ । (
<ft ՛ ‘ \ dx uy /

С учетом автомодельности задачи уравнения 11 !Л можно записать I 
переменных
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В плоскости 3. п стел к» £>£/• скачок ЛВС можно аппроксимировать 
прямолинейными отрезками (фиг. 2). причем на стенке 3 будет равно 
пулю, а на искривленном скачке

֊ _ 1 ՛■* I üû /. 
• - ------- —------ —

54. Г.
(1.10)

Как и н .задаче гл-ол.-й линз маки. । i- t> Av<l. что видно также на рас
далее. Н- ։- у.лоиия g ,։ - <) »лслуст, чточетов. приведенных

, f/n ди ,, 
при ; О. — ----- =0 Из первого vp;m-

/>у а ՛.
пеню; гиг.гмк (19) имеем: при X : О.
Ь, » он՝։.

Поскольку ил лугах ОС и ГА возмуик-
вин угсутствукл. то есть к точках /> и
b и. л-дует пришли. b о на неси стсша 
1.>ГГ II. акот-i из ст немы (1 'И следует
что можно поджать

11 1 ри л ; Ü (1.11 
ах а\

На дулах L)( и ГА возмущении отсут 
спи кд, затсл! ։.0. ид этих дугах

/;-0 (1.12

Для нахождения гранично:, .елозил на З-Ад прСДСiавам в 
щечный фронт уд.'.рч 1Й ПОЛНЫ Л зиле

: = /(>.)

где ;(»|) -функция- -предел я Кнцьн :<и зесгную форму ударной волны. 
/1инеарцзуя •?-'жительпараметров •. н.ндгксем 2 соотношения 

вида (1.3) для искр ленной части скачка, получим некоторую систе
му урав^1снин. репв.'чис которой пост иочеяня функции / имеет вид

. ozv .. °Р՝. obn. . VP՛ , ... . . ,
ôo =Q\, на^Л

(1-13)
где коэффициент и следу кнцт-

_ 14՜ 1 M>Kl?j(7 “1) (?: ~ ?l) (*՜'։?!^ HI ■"
°в ^։?֊rM(?:֊h)l4-։h:i;. -^л֊с. ՝• ՛/>:!

z IЩ (в, ֊/<>)֊ 4-рЛ 'ооК J < - •I-/'» - 1^: 1 >_________

1Х4~Л': 1«(у; зХП֊. -h-
(l.H)

;_________________ t/<, -i-'-p-, - Х-Ж:;.):.?_________________
■° ՛Я?1ХЛ-r.(;.։ ОД'Д.+
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с = _____4*4^ Кт ~ Р МП ֊ (Т I) (ь—ь) У‘оо1__________
‘ (V (•, 1)^1

• Рз Р* >- &
д. = ——— ■> ;----- вариации давления и .магнитного поля,

ОД. <,?

имеющие размерность скорости.
Уравнение (1.13) на ударной волне можно написать для одной 

только функции д’. если использовать уравнения (1.9), записанные в 
переменных £. ц

Ф Ир}
<>р: л?.,

Наряду с условием (1.15) берегся условие, заключающееся в том. что 
изменение с вдоль скачка о: центра д ՛ вершины равно

I '՜-՜՜ ~ = (1.16)

Для решения сформулированном граничной задач]։ но решению 
системы уравнений (1.9) при граничных условиях (1.11). (1.12), (1.15) 
и (1.16) применяется мето Смирнова-Соболева, который спрапс 1л■։• 
для произвольной гиперболической системы с постоянными .козффи- 
ниеитамп для 3-х независимых переменных х, ч ; и согласно которому 
можно искать решение системы (19) в виде

« = КеИ.е(а), а? = Ре 1 \. (я), Ьх = Ре Д.։ (я)
(1.17)

Ьу -Ке/Г.(7), /> = КеР(а)

где 1\(а), 17. (1), Дх(1), Р> (1). Р(1) анили-1ические функции гере- 
мениой я. зависящей от л֊, у, ! в виде

аУ 4- /(?)А* — ( (1.18)

Подставляя (1.17) в (1.9), получим уравнения, из которых можно по
лучить соотношения

8՜ а 13.и;(«)- -^р-(1). !%(«) = —р'(’). = -
Рг1*о Р՛.՛ Ра1*»

3-

-1 - “։



54 Л Д. АьнЯм

н дисперсионное уравнение для 0(a). решение которого в переменных 
?։ -= 7г.. = )с.. имеет вид

(1֊й,У)(1
ин-«;3—«;сг)

где <Л — 4г?„С; <1.19)

3 десь । з щльнейшсм индекс I отбра.ывиегся. 11 оде га вл я я сы’ичг.«.. 
р(а) к (1.18). получим относительно а уравнение четвертого порядки. 
Путем графического построения можно показать, чти это уравнение 
имое։ ши ж-ничтнеч иых корпя аь и2. остальные же хна значения а 
комплекс՛! । сопряжеплые Из пх мы борем одно значение а в нижней 
полуплоскости. В плоскос1:1 а функция р(а) имеет точки ветвления:

ГН)
Ф։п. 3.

J_. . 1 1+<2
<< ’ а\

лак известно, уравнение точечных 
поли. произведенных в момент t •> в 
вершине угла, дается огибающей пло
ских вили в виде

V. •’ М’о)? I
(ЦО)

причем 7(). -'р0) дет ткптел1.11Ы.
Здесь быстрин м.п нитозвуковой волне (фиг. 3) соответствует отре

зок ( 1.4-1)-, состоящий из двух берегов, причем на нижнем берегу 
разреза берем |>(н): 0. тогда согласно выбору ветви ^(«1 волне [)РУ 
будет .՛ югве1С!'вова!ь нижний берег разреза (фиг 4). На верхнем бе
регу разреза I—L-t-l). |Ма)<-0. так как при полном обходе точка 
ц = 4-1 в положительном направлении аг</ p(<ti становится равным 
4 Ь'.илс loaa i 1я. которые можно провести (ля медленной м ап i птоз ву ко
зой волны, показывают, что (» а) действительное Iотрицательное на 
пожнем берегх, положительное, на верхнем). причем точке 

7 — ֊—!—т—- (фиг. 4) соответствует точка точке у -֊—с՝0. а
«I ■ <?t

точке а = соответствует точка .40, в которой /"(’։) <•*» ’|1,) сбит-
BCTiTHyei бесконечной кривизипе волны н ючке .4<։ (фнг. 3).

Значит я нашей ь.шс при магнитном поле; параллельном пс>։ ^1!
можно полагать для всех функций, в том числе для ро

?ч0 -|?еб(2) (L21)

и- а определяется л< ураз:՛.։ 1ия

-г / (х) ■ — 1 (1.2’2)

Решение (121) бучет описывать все поле неравномерного течения^ 
включая окрестность медленной магнитозиукавоп волны, хигя. строго
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говоря, И окр«.ч I '1<К ГН ОСО0ЙХ ГОЧеК МеХдеНПОН М.ЧГ։П1ТОЗИухоНО|’« 00.1111.« 
нужно учитывать не.тпигйные эффекты

1— _ °Г?> 1 7ьа**
аТ аГ -1*1 а?а?

‘Риг 4,

В|><Х1|)1Г 1>.юрч. МОЖНО 11НЙТИ решение ПОСТ <>и «ИДЛЧН .114 
П|ЮП11Н«ЛЫ1О| • 1ШД.1 фспкнии ОДНИХ.> 11Я «1О.1учеП1«Я «а .минутой
инпл1гп«чеекой формы решении нужно иметь I рашиго-льно нр.кгую

форму Криво«'« К «1.1։».'Н։К՜« Н — • II рг Ь ' .1 н. 1Я1> » ЦеЙ »6p.il СК.ЧЧКл ;==/<« ««

Плоскости с. 1| Для эффективно« о конформного . > тибра жен и я образа
I

области нозмстенного движении в п.нк мкл ՛ — на кш«.»Ш1Че<.։к\к» ••՛
2

ласть npe.uiii.T3i .чем параметр 
параметре о?

а\- малым и разлагаем .*«р) в ряд по

•Это .разложение верни всюду, кроме окрестности т чек

1 I Г~<՜
7 = --- — . з ֊ — -------- -------

а\ аг

В; статье ано используется лишь зол из и ударной з>лны. Подставляя 

(1.23) в (1.221, определяя из юлученног уравнения ~= ‘. — Л՛- и 

отделяя дейст1штелы1сю и *н ми части, ««изучим •

; =___ 2. . .1= (1.24)
I 1

где
I

Область ллоск«хтгн г, норечодит «« плоскости р к облает«» 
между '1.ЧСТ1.Ю 47. деистпител1>пой оси *. и -кт.ппгеом (ф«п. "»)

А‘‘ и*
֊^г (1.2*)

где

*.(։ '7)՛ г-^|1֊х--:
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Промежутки — • — 1. —1< -<Г;, I <А ' -гг- лсвстви-

дольний оси сочт д՝ стн кл .уте Л/*, стенке /?/;/•՝ и луге 1)С. Эллипс 
(1.25) соответствует ударной кблне АВС. 
Теперь применяем конформное иреобра- 

5՛ зованне
2/и»

/ \ к = -- ----------- 0.26)
/ \ I — ••>-

Л ՛՛ 0 $ с Л п вводим плоскость г = •», причем

ФИ1. 5 * = /.4-г/. Отделяя в (1.26) действи
тельную ։։ мнимую части, получим

->0 '*֊՝'к ■ П2П
а <։ + ^)г -Ф* и ’ - ->= - #•*

Фиг. 6.

Преобразование (i.27) переводит область Л'В'С в область AyB.(՝J).։F,.!\ 
на плоскости / pcosO. v = ;. sin !J. отрезок 1)Г перейдет в часть 
— 1<т<1 мнимой осн, отрезки F'A' и 1УС' пе
рейду! в туги окружности единичного радиуса, а 
эллипс (1.25) преобразуется в дугу окружности 
(фиг. 6) 

2?cos9 —/г'(1 /) (1.28)

которая ։ересекает окружность > 1 в точке
(/?’, /г*') под прямым углом.

Преобразуем соотношение (I 15) для произ
водных давления по направлению нормали и ка
сательной к дуге окружности (1.28), соответ
ствующей ударной волне; при последующем конформном прсобра юва- 
имя Опи перейдут в производные по нормали и касательной к контуру, 
п который переход»-! окружность (1.28) при преобразовании. Исполь
зуя упрошенную формулу (1.23) «близи ударим волны, можно для пе
рехода от плоскости и к плоскости •». О зосполь юваться преобразова
нием Буземана

г = . ,, ,А±1 (1.2Э)
что следует из 0.24) и (1.27). Так как на луге ЛВС

sin 0 A;,'c<js%

----- ---------- с.ч» 70 мп ас„ — - - ——мп ------:—со$7.о 
оу--------------------------дп------------------- р д’) (>8 оп

где «о—угол между направлением касательной в произвольной точке 
дуги АВС л лучом, проведенным из начала координат в точку касания, 
то условие (1.15) в плоскости р. О будет иметь вид
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дР<>'с)* .WJ1 .<:sec-0)’

где

(l.3<՛)

-------*7=H ^֊֊y -4,. -
Ha .ivrax ?=1, 0, на iidh.vh Л)/-/։ (r> — ± — )•

0$ \ 2 /

— = 0. <|>vhkhh«
On

z. ֊ In֊ • 1 -.՛. где c ■■՛: ' (1.3 ՛ 
1 2>

переводит область .\։Л։С։/Л£:’։ l՝\ в нря֊ 
моугольник (фиг. 7)

0<л։<՝л. 0 . у։<~ (1.32) 

М
։|---------------------г

г.|--------------------- S,—-X,

f L------------------- А՛,

причем на .4,/fc' значение г։ будет 
равно

4= агс1Ку^-)=» 'У, (1.33)

Условие (1.30) пн ударном волне нерей.ич

_-^SItl,.։.o...yi_ ^•jc.' V.֊^՜' (I.3O

Ö.Vj г)у, ‘ л/, / Л1֊1

ий ГУ}С . / V .. Z.» /Т'/՜, имеем

_^ = и (1.35)
(AV,

Итак, задача заключнетея в определи1 uni фулкшш р’, удовлетворяю
щей уравнению .’(анлиеа внутри прямоугольвнча (1.32) и граничим՝., 
условиям (1.34). (1.35). Далее задача решается методом .’1айтхял-

|Й(1]-
Решети- им» i :а1ч։ль։ю находится в виде |1|

(1.3В)

где »)., л, тета-функции 118}

- ехр) у (2 и —Ь )п 1 c$ch2/rzcli 2nzx (1.37)
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//----------------- I) ֊-------------- $ ------—
7."‘ - 1 5-1 1 -

и А‘с, определяется из ’.словия (1.:6). .[.ля распределения давления на 
стенке имеем

П՜՛ (Л1,)

По формулам

г н _ 1 Л - 11 ՝ -
. '1 - - 

Ро (г,-П 1 и г>0

п Р՝ 1 -
Рх ~ • V’-

1.1Р 2(?։ 1)г

(Ь

/: - ՝ •. д ֊-А 

-^0}

р-
р. = /гл- ;л

14м * ••
- 1'.>Р

+21*ос)

21'<и

ннп (1.1) и |1.5). шглсанных

и \определятся из уровне, 
I <1 _

н безразмерных параметрах для у - -
5

Кроме того, подсчитано значение

л; =

. [ П». г ֊ - -
'* у ;^(у5) I СО$гу։ • ՝:֊!ту. | Г1)?7У; -з2>1пу։

о
ш 

■ «е у. и определяются из уравнении

1 Д1#՜: ,. 'Ь- .՛՝),'■■•"

т..:. ֊ Л»3 7.7. / ■■ к,, Л՛1.)

Вычислен!) гакже б -з?;1зм<•[•։<• 1ЭвЛ0йиё /! на стенке пО формуле

Р “А?

Р^зчльтаты расчетов приведены з табл. 1.
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/ .iff.ini;՛! !

.И 1.5

"» °

М 1.5

</, 0.01

.п -,л

II, 0

.И 3
.7, О.»>1

8 
о

 '1

Л / -՜ о-

п,=о.о:

Г-. п.7>04 0.7801 0.8201 0.8191 0.8333 0.8311

?! I..8Ö21 1 Л612 i -571 3.8522 5.0999 5.9839

?։ 0.4630 <1.4627 0.7407 0.740-1 0.8333 0.8329

1.8621 1.461? .3,-4571 3.-4522 5.9999 5.9839

Pi 1 7223 1.720h 4.1005 4.0890 6.6667 6.6272

s 3.2312 3.22x7 10.8701 10 8458 21.0000 20.9012

Гг 0.7541 о 7539 1.0425 1.0415 1.1IH 1.1091

В: С 2312 3..W 10 Ч7Щ н- ֊ 21.0000 20.9OJ2

o.sfcls п,8б з? 0.7267 0 7?;.-, 0.ГИИ17 О.ПбьЗ

К(1 -.Üa О 1713 0 1711 0.1569 о, 1566 0 134(. 0.1343
7(0) <1 0 0 п II 0

f (Ггб) и 1А5Г. 0.1S.55 0 2124 0.2113 0.2269 0.2222

Л(’--'З) о.зш П.3442 0.3451 0.3833 0 -3911 0.3H9I

Р (- 2) O.IOS.S II. I0X.-I 0.4461 0.44 I-՜ (1 4-1«. 8 0.4424

Pi (0) 1.722-3 1.7205 4.1005 1.0891 «1 6,667 6.6272

Pi (-6) 1.6962 1 (ЙЦб 4.0149 4,0013 0.5151 6,4-00

Pi (--3) 1.6739 1 672-3 3.9457 {.9-351 6.4039 6.3692

Л (-/2) 1 6Г>49 1.663.3 3.92U 3.9104 B.-364.S 6.33,41

Как показывают численные. расчеты, Основные параметры движе
ния, то есть давление, илотнчегь и . и уменьшаются с ростом па

раметра <!-. характерн.■’.у-пае. • магнитное поле при фиксированном 
числе Маха падающей у трной волны. Расчет!.։ для распределения 

безразмерного давления р на стенке показывают, что качественно со
храняется картина, имеющая место в газовой динамике 1|. и, кроме 

того, снова имеет место уменьшение давления р при увеличении па
раметра «•՛. Ио формуле (1.39) рассчитан« также для - J риспре- 

le.iejine полного давлений рл на стенке, прячем с увеличением а% дав
ление рх уменьшается.

Из табл. I также видно, что основные параметры движения р и 
р па стенке увеличиваются с ростом числа Махи при фиксированном 

значении параметра и-.



.1 Д. Л.ы։я։1

2. Подобным же образом решена задача о дифракции сильно» 
магнитогазодинамической ударной видны относительно клипа при на
чальном магнитном ноле, параллельном ребру клина. Не приводя 
выхла юк) резюмируем »йоичатёлыщё результаты в виде табл. 2.

Таблица 2

Л1 1.5

<т։ 0

ДМ 5 
7։-0.0|

.» .։

.7, о
41 3

?! 0.01
41 <х>

,■{! 0

.И - «.
7։ о,о1

7՜։ 0.7.404- 0.7801 0 <201 0.8191 0.8333 0.8311

•ь| 1 ;Ш1 1.8612 3.8571 3.8523 5,9999 5.9840

г, 0.4630 0.4627 0.7407 0.7404 0.8333 0.8329

1.8621 1.8612 3.3571 3.8523 5.9999 5.9840

."2 1.7223 1.7206 4.1005 1.0891 6.666? 6.6272

'а • 3.2312 3.2287 10.8701 10.8458 21.0000 20.9012

<3 0. .'515 0.7541 1.0125 1.0424 1,1111 1 ню

ЛЬ 3.2312 3.2287 10 <701 10.8458 21.0000 20.9012

А'с ’>.1713 0.1712 0.1569 0.1568 0.1346 0.1315
/?(<>> 0 О 0 0 0 0

6) <1.1 <57 <1.1.458 0.2128 0.3016 0.2269 0.2292

;՛ ( •-• 3) 0 3145 0.3416 0.3851 0.1720 0.Д941 0.3962

М’2) 0.4049 0 4091 0.4161 0.5180 0 44*18 0.4487

Рз (0) 1.7223 1.7206 1.1005 4.0891 б.&жт ..

;՝з (~ <>> 1.6962 1.6946 4.0150 3.9681 г? .5154 6.1753

РЗ1՜ 3) 1.673'.» 1.6723 3.9457 3.8998 6.4019 6.3647

/>5(= 2) 1.6610 1.6633 {.9211 3.8814 6.3688 6.32.18

Из табл. 2 видно 
плотность и т. л.)

что основные । фа.метры движения (давление. 
за надшо1Нгй *. отраженной плоскими ударными вол-

нами ум пинаются с ростом параметра 
Маха падающей волны. Расчеты для

при фиксированием числе 
распределения безразмерного

.явления /* и полного давления р3 на стенке показывают, что с уве

личением л՛- значение р увеличивается, к го время как полное дав

ление р3 с’иона уменьшается,
Хвтор благодарит \. Г Бпгдосвя та постановку задачи, обсужде

ние результатов н ценные советы.

Ереванский госу дарственный
университет Поступила I! V 1973
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THE PROBLEM ON DIFIRACTION • »F A STRONG 
.MAGNETOGASDYNAMIC SHOCK W\\ \T \ WEDGE

L D. AZA ri AN

b u ni m a r y

A region of non-uniform ik.v is investigated In the problem on 
reflection of a nwgnetogasdynamic strong shock wave ir m .an angle 
close to n in the presence of a magnetic field ?ar:։llel to incident shock.

The problem for the above region is reduced by the Smirnov So
bolev method to a boundary problem f r inalyti՛ function (pressure). 
The solution is obtained b; the Ughthill method. Wal;-pressure distri
bution is determined and numerical calculation is presented.
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ИЗВЕСТИЯ \ К \ Д E M Я И И \ УК A P M Я H < К О Я ССР 
"Ч...Ч՛1)" XXVII. №5. 197-1 Мехлинк.-»

Г С БЕЗНРГЕНЯН

РЛСЧ1 I БУРНОГО ПОТОКА В 1’\ Ш11РМ1О1Ц1 4՛ Я ОТКРЫТОМ 
ВОДОГОК1 С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ПРОДОЛЬНЫМ УКЛОНОМ

Исследуется поведение г верх критическою потока в открытом ноли՛ 
токе с плоским И.1К.ЦВ1ЧЫХ1 том. слегка расширяющимся шип по те
чению. Вывялятся урлштеилм характеристик. отделяющих и плане об 
лпсть о;ин>мерл։>1 ՛։ течения »։ области двухмерного течения. К1ок»:։ы- 
аается. ЧТ.Ь При большом ХК.ЮНе 1:1.1 1» Д »то\.» »TI н.ИИКИ к прямым, 
идущим от конной входного сечения н параллельным осп симметрии 
водовода Параметры течения (компоненты скорости, глубина) разла
гаются в пси-мп готические рилы и пычиеляюгся первые и приближенн.) 
вторые члены »тих рядов Находится нтпв։.«делык։<- ргшсчис для урла- 
НСПИЯ, Ki»Ti։pnt IhiJy'l.'hivU В Первом ИрнбЛИЖг.'ПШ II •Mlp-‘ 1г.!Яг։с՝1 I I 
форма стенок, которая со инегстпует »тому решению Прнно 1игга 
пример

Вее опубликованные до лис 1.инцеш времени работы по D НС-Чет \ 
сд©рХ1Крнг։тсеких открытых :։ 'токов (имеются в виду не гтдрлвличе.- 
кие расчеты.I посвящены или : три.топталь.ны.м руслам или руслам с ма
лым уклоном дна Из них следует отметить работы [I—՞]. Их краткий 
обзор приведен в монографии (I), в которой автор . гремигея дагь систе
матическое изложение теории двухмерных (плановых) открытых пото
ков при бурных режимах, а тя^жс »скованных на пей методов расчета 
водоводов некоторых типов В частности, азтор. используя метод ха
рактеристик и газогидравлическую аналогию. решает полуобратпую 
Задачу для раешкряющег »ся потока с учетом трения в канале с не 
большим склонным (0.1 । 15) плоским ином при бурном режиме.

1. Рассмотрим свер.хкритическ »е хвиженяе гес.-кямаем->й жидк֊\Т1 
в открытом водоводе с плоским наклонным дно.м и расхпдяшн’М’.в'я бо- 
козыми стенками. Пусть уклон дна юдлтока произвольный, золоток 
короткий, и боковые стенки а лллне повернуты ш отибептсльин малы 
углы \1) (перех 1.1.1 чОШЦ : •«• 1ЭСТ К 'i֊! i 0 ■;՛.-...՛ I В »Г-iM >л\-
чае на свободней поверхности бурного потока появляются слабые впз- 
мушення.

Пре (ПОЛОЖИМ, но и։ ՛֊.-••՛!. 1.,:л, . ,бе ՛ >:՛ Х'.ЧВ«:՛.'. .1 : I
КОСТЬ нде.1лы։аи (при бурных режимах - илы иисрлии преобладаю։՛ на 1 
СНЛП.ми трения и для коротких y-i.icTK - I .тми можно пренебречь |2. 7. s|l

Для простоты расчета loiiycviiM. что скорости и глубины во not- 
Мом сечении водотока hoctomtiiin. причем скорости направлены пара т 
лельмо ei'o осн симметрии. Как значения них величин, так и гео.мстри-
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чсские параметры водотока (ширина входного сечения, уклон, длина) 
являются заданными величинами.

Расположим начало координат во входном сечении водотока, хгь 
Ох совместим с осью его симметрии, ось Ог направим перпендикуляр- 
ис ; его игу, ; >сь Оу -перпендикулярно к плоскости хОг (фиг. I).

Исходные ураичеиня двухмерного движения в случае произвольного
|р.| шлыки т> \ клона та юдотока заимствуем из [7]

и <ги ОП" — _ — соя -I
Ох (У у оу 

о(/нО 
дх

С1.1)

(1.2)

11.31

Здесь V- угол наклона дна к горизонту. /1—глубина воды, огечитывае- 
мая по норм.;.։и к ՛ му, н. ;• компоненты скорости 1՜ >՝ лотпетствеВНО 
Йо осям Ол । Оу. .1 е - ускорение силы тяжести.

После несложных преобразований, используя при этом условие от- 
с гст-шя вихрен, лег:::) доказать, чтс? система дифференциальных урав
нений (11) 113՝ эквивалентна системе уравнений

ос  он
Ох оу

(1.5)

(1.6)/Г-1 /'г---- Г----- — А՜ Я1П ч*' '1 Леек- - “О

где значения скорости и глубины в началыюм сечении, а
х- —.^ЛсО8> - скорость распространения слабых возмущении в на
клонных каналах.



1' СИ I Ai.ihi;,. литки ll |HIC։il>l|IHKIllWMCM O1K|JHII>M UO.lQTUKe 65

Во входном сечении водотока (.v —(l, — !>6) согласно
in становие задачи имеем

а (О. у) = «р const, г» (0, у) -О (1.7)

Гак как очертания боковых стенок являются лилиями п>ка, то вдоль 
них выполняются условия

f’U. У-.,) = //(л՛, y։..)tgO (1.8)

где и . гол меж iy каса тельной к стенке а осью Ох. Отметим, что по ус
ловию И малая вс личи ia

Учитывая едение симметричности течения, получаем

f(.v. о) - () (1.9)

Тахам юра-юм. рспь i ir Tocrao.TrHiioii задачи свелось к нахожде
нию решения смешанной задачи для системы дифференциальных урав
нений (1.4). <1 5| в частных производных при начальных условиях 11./) 
пгр!г՛ in н. \ •• । Юниях (1.8). (1.9). коюрая являсим корректной, гяк как 
система уравнений (1.4) и (1.5) при сверх критическом режиме течения 
будет гиперболического типа.

2. Если сверхкрптичсскии поток в горизонтальном канале возмуща
ется 1 >лько со стороны стенок, благодаря чему путем соответствующего 
подбора их очертания можно добиться того, чтобы одно семейство Ха 
рактеристик на некотором его участке было прямол шейным, го в водо 
волах с пр «дольным уклоном этого иелыя делать, так как в последнем 
случае поток во»мущаегся как со стороны стенок, так в со стороны дна. 
Следовательно, и последнем случае характеристики обоих семейств бу
дут кр и вол 11 нсй ними.

Тик как рассматриваем непрерывное сверхкритическое движение, то 
ВОЗхащспня. порожденные стенками будут распространяться только и ) 
характеристикам я не будут проникать во всю ибдасть течения.

Так что хи рак герце ГИКИ, исходят!’.!- из точек (0- bCl) и (0։ fto). ухо
дя вниз но течению, будут отделять в плане область одномерного уче
ния от области двухмерною течения. Так как вплоть до этих характе 
рлстик движение одномерное, ։ । их уравнение можно вывести на ос
новании теории одномерного течения.

Вследствие симметричности движения огносительи । оси Ох в даль 
непшем будем лгрпиичиваться рассмотрением той части плана водо
вода. которая расположена выше оси Ох.

Уравнение характеристики, исходящей из точки (0, />л. можно ы 
писать в форме

<ix | Егчы 1

где [-г.(о, —;------------ число Фреда одномерного течения.
j!«.i) сс»< v

5 Изкес ня \Н Хрчяпскон ССР. Механика. А- 5
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Используя интеграл Бернулли (16). уравнение неразрывности 
ищу мерного движения а шменяя к полученном из них уравнении ско
рость чсре՜.՛ числи Фру да, на ходям. что

1-г.... 21-ri'՝^l - -ЦIg 5-S-O (2.2)

Полученное кубическое уравнение (2.2) относительно 1-г.,՛., имеет грн 
;гйствителы1ых корня, ак как его дискриминант (/>) меньше пули. 

В самом теле, e/ли ввести ибозначенпя

то

ч I. р |։;г»’-(1 ֊° (2.3)
3 ՝ 2 //у /

D >г р' I l-’G՝ f 1 -г ֊ Г" ■՝■ > ) <"

(1*Гд| значение Б? при л՜ — О, то есть в начальном сечении), гак как 
выражение I-՜'՜.1 (1 Ь -Ц - -г ֊ tg ՝> ) самое меньшее значение при

нимает при д’ и, 1-'гд. — I, равное 27'$. Нас интересует тот корень, 
который больше единицы. Этот корен։, можно представить в следую
щей форме 112]

Г"г,,о> = 8|/>| " ws '-агсс^1Р | (2.J)

Подставляя в (2.!) вместо 1-г , его значение из (2.1) и интегрируя
иол ученное уравнение, находим, чо>

I - - а‘ -=
J I 1

1Ь՝!ь-Х"ТЯ в и I н.тплле (2.5) -о пере.меняои / к р по формуле (2-3), из
лучаем

у Р Г.г , I --------- #11.1 „ ■—— (
՝ ։ о । > “ arecos \ ‘ .| 8|/> ։СЙ----------------------- - ---------- 1

(А. /? । '

Совершая oiMi iiy перемен.1011

3|cos z • I ■ _4

.ч выражении 1.2.1>), находим
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у = - 1 А։> Früctg V i 7֊ (8 - ’(le, (У,о ֊- 7^,.-л) (2.7)
ь j

Известно fill что полученный интеграл в формуле (2.7) через элемен
тарные функции не выражается, Но в рассматриваемом случае течение 
бурное, то есть Franz 1 и »’ подинтерральном выражении (2.6) ели 
innen по сравнению с ՛ и.-лом Фру.да можно пренебречь. После отбра

сывания в подпитегралыюм выражении (2.6) единицы и проведения 
ин: же замены перемс.чноп получаем

При больших уклонах дна водовода уравнение (2.8) можно еще 
упросить нспосродсгвепиым разложением его правой части в ряд но 

степеням ֊ — , 2

- arccos I/?' ’I’излагая выражение р и cos------------- —-------- в ряды по сте
пеням получаем. 4՜ <։

/>•= ’ Fr,, ' (/??-*-'՝<-г ••-) (2.9)
о

и

COS —1_1 1 ’z<Hr,։(w - м ‘------- I (2Д0)
** м I Z

где
I г

Hr"=W w = 2Fr’ + ^

Jia ос ujBBHijit формул (2.Я). (2.<i| и (2.10) находим, чт՛»

Таких։ образом, в водотоках с большим продольным уклоном характе
ристика. исходящая из точке. (0. Ь»), располагается весьма близко к 
прямой Следовательно, в этом случае характерилтики. принад
лежащие к тому же семейству, что и характеристика (2.8), достаточно 
далек » и\ । вниз по течению;
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В качестве примера рассмотрим иодатлк со следуют имц геометри
ческими и гидравлическими данными

327 <Л (Ч?А’, ч- 53 . ՝2Ь(1 = 35 и. / -֊21 и. 2/7 -56 л/

не 0 секундный расход. 2/>‘ нирана п(> дволяшего канала. (Приведе
ны дайны, г.одоел 1п |:н- платины на реке Воротнп в \рмеинп| И;։ ՛>••- 
повали;.' известных гидравлических формул (8) находим, что

//0 —<).99 и. ,-т0 = 5.65 V сек. Ьп»—3.25

На фиг. 2 ириво г.ггся график характера.-тики (2.8). постриг г н.п 
по приведенным данным.

3. Гак как пог ж в облзеги двух мерного течении но условию тад;:- 
ч;՛. слабо юамушаетсм со стороны стенок, то н этой области параметры 
՛.՛. г. .ч тгче г)я можно разлагать а асимптотические ряды

и IX. у. г) ^/.'.е,(л) - у)

V (х. у. 1) у) - • • •

/7(.V. V. s) -- Ан. (х) s//(i»(.v, у) • • ■ •
*

/ г/У< \ 
где ֊֊ ()( ’ | малый параметр в изучаемой задаче.

При пр >извильном безотрывном pacHiiipeniBH эти разложения

. ? dxзедливы в окрестности характеристики у — A(l l ---------  . •

(3.1)

• 3 2) 

(.5 3)

сяра-

Пер

вые члены (нулевое приближение) к написанных рядах соответ
ствуют одномерному стационарному движению (случаи прямоуголь
ного водовода =- — О).

Подставляя ряды |3.1). (3.2). (3.3) в уравнения (1.4). (1.5). |1.6) 
и приравнивая в обоих частях получаемых равенств коэффициенты при 
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одинаковых степенях >՛, получаем систему линейных дифференциальных 
уравнений в частных производных для определения членов разложе
ния. » частности, для определения величин н|П, и Л(.։ (первого 
приближения| получаем

(,еА. си*-* - а- дгЛ1<1(си57 —- лг4,н>1п7-
их иу

- (А’ГЙ, 1 )■ со* > 2.7 .1) ։։у 11 ) ֊ = О
а'х

<Мп <//ч1)
ах ау

<3.4)

(3.5)

*3.6)

Ура։мичм1Я нулевого приближения лс выл.чеили. так как получают я 
известные уравнения »дл л мерного стицис-пярчого движения ։ их пер

вый интеграл.

П'>д«тш'ляя н дифференпнЯльное уравнение (3.4) вместо 'Л" : 
их

՛ г՝>՛ ։> л՝лл-.. . ■ нулевого (ри ближе ни я, исключая ».атом йС'.тичинх

//о с иом'- иыс (3.6’1 1։ заменяя везде —֊.——----- числом Фрхдв. а
Л'Л|<1> СО* 7

I* *11 | — ) . получаем
\ Т"Г-.(о?/

<™-п 1 ,;^о 21-г,|И 1 :ц7 / Н.р.д'
—:----------- ---------------------------- • ------ ---------- } и,у “ 0 । ■ .. ՝

ах гт. и) 1 с#у |1т,(о-11- Аг, \ Нг о /

При \ia.ie |ьхлм уклоне (ц нервом приближен и л) уравнение 13.7) :։:»т 
пимаст вид

-- 1—^ = 0 (35) 
их Нг.о—1 уу

«>тороп5 <:<|;;|сыл.1сд * ■ >й ՛ ՛ ՛? .՛ Даламбёра- Из-за (у
достатки места решения плслелукяцих приближений нс приводятся.

Иодсгавляя разложения (3.1). ։3.2) в начальные услоаия (1.7| к 
з граничные условия (1.8). (1.0) л пр-иравлявая з обоих частях пол\ 
ценных равеисги л^ффлциенгы |ри одинаковых теш-нях е. получаем 
те начальные

.7а.(0, у) - 0. а,п(0. у) - 0. (О .< у Ьп) (3.9)

и граничные \ <• юяия

>*..,) = ••(«)-7֊ (3.1<>а)
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z»iu(A-. 0) о (О Л-<Л) (3.106)

։■: -то рым удовлетворяют функции л'.ц, z'm-
Из уравнения (3.3) следует, что вместо функции г/н и г- ц можно 

г. сети в рассмотрение функцию -. частные чроязводные которой ։:о 
л՜ и у соответственно равны Нц, в Со, После замены ■{■■, и н(1, соо -

ствснно через — и — дифференциальное уравнение и. ՝ При
ем* <Л՛

пимаст вид

"2_ 1<**? | 21-гло> • I tgv / 1;г.(оЛ (п о (ЗИ)
</х~ Fr.fo>— 1 <<va (Fr.(0 1)։ Лй ՝ Гт.ч ՛ <7х

Так как в рассматриваемом сл\ ча՛. поток бурный, и на всей протя
женности водотока число Фреза будет намного болънк- единицы. 
С..-д товательно.

FW* . 2Fr 0(1 - 1(3.131
It 1 (It.... 1)-

Ha основаннн ф рмул (2.3), (2.1) и (2.10) можем написать. чт<

1т.3 р Г|1 М)(Нг.։)|. \р = (֊) 1т-<И’М*$Г') ’ ? ‘

г,и • х п //пс(ц I ։ 1т .1 ), «Д, удельный расход в на

чальном сечении.
Значит.

______’_______________-•■ ■. Л2:.-_L Ег’֊Нг.-.Лл.чг< '

1т И—I 2 v 2^ Shiv (br.jh) 1)’ 2
(3.13)

Иб.'.ставляя выражения ----- ---------- ~-j-' " —7- Fr ,{i.( из (3 !3) п дна՝-
Fr,(i» — 1 — 1 k

1|՝срснцпалкное уравнение (3.11). iTbc.ie отбрасывания членов более вы
сокого порядка и замены переменной

/ 2 ----------- \ '•< - ( — I 2д sin •> tg ) v
V <h ’

<п 1.тучяем

J:?___ !_ ДХ ֊ L(/’ . . (3.H)
O\' (ife : d\

Производя замену переменной '. I : в дифференциальном урав
нении (3.14). получаем

• Тик K.IK peiHOlii'e 1 ифференци.члi.uui г. yp;uuienic; (3.11) нсп:«??..;г.но лм./.иИГ 
<l VI >■ 1.О4։рфИ1|1Ц‘11Ю|։, TI1 <Ч'<‘ Bv.'UH '.Gl’l 31 o'KI 1ИИ5КО t. J»e«!e(li։iC> ЦГ<||фсрСП1 П.1.1К- 

। мо уравнения (3,14).
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. <Л- , с/-'^ , ()'!,
<Гг о-!?- (Г,

(3.15)

Легко проверить. что п<х’ле перехода от переменных Ц, >] к характер;!* - 
гнчесалм переменным а- р по формулам

уравнение »3.;5) сводится

« •!»/ 7՛

к уравнений» 1,арбх си значением т -՝>

| д*_

1 7 <Ь
(3.16)

(.Для удобства дальнейшей записи у »вменили через 'у ,1
Начальные и граничные условия для фхп.'спии т_ соответственно 

записываются в следующей форме:

(«о» ’•) (3.17)г ?) ֊ О,

Покажем, что характерам! щ уравнения (3.16), исходящая м.< то՛՛ 
хи (о«, Ро), при переходе в физическую плоскость совпадает с харикте 
•>::стикой (2.11), Используя формулы лерехода от характерис! витких 
лОордичл: (и, (5) к координатам физической плоскости 1\ .՛/), уразне- 
.'Пе рассма’ривлем .»й х.чрпктеристякн можно записать в форме

о ----------- \՛՛. , •?_______ \ . / 1 /, р-
—— I 2у' СО< СТ" ’• ) V X— Г 2£ со*'' С11!') ) -5-Д1
«л / ' 7 \2 со*'/

• И« выражения г(<1) /••<> -у——| с помощью формул Гг.г<,) - 3 1 р | - и

2 ... « 1Ц7 | 2г'$411 >
1/4 "ГТ^П։..) ՛“—: ЛС1КО нолу-ппь, ЯГО //Ц1(------------ —-------  Л.

и /9а 1Г1
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• .'։ дели в полученном равенстве обе части на величину
2 ,________ .

I 2:’ cos'- ctu"՝. I и разлагая выражения sin < seco.
՝ u-fi^ >

с ՛ х нь птслснш полгчае.м

< >'щес p-.-tiioiiiiv yp:iHiic-iiiM <3.16) <ап:(сывлс1ся в форм«.՛ |10]

!
-5 = |Дх - ,4 27Г) . Ч’и-- 2а/)I Г ‘(I г)~ -а'г (3.20)

•

Если ир «вес՝ I :н г^чк; Я i плоскости la. |>) характеристик 
/>՝,. 1.> : u—р и, -р.* (фи։. >:՛. • » под lô.iacrn 1/3 .-12։ которую обознг
•I IV через |/)|)- тя i.'ich-- и реме i шнсгвеиносги .1 .i ieinii.ix дифферс ՛ 
цмльных \ равле iiu'i г le ”՜ ическ.но тина 19]. решение ураиненнм 

.16) :i;>:: i.iua.ibii.ix уч*, i • в ; : я ՛•• (317) и условии И.а оси (3.18) раз 
•л՛.по. го есть

В подобласти (/)?). ограиичеппэй характеристиками /3< 1.-. \/i 
'u.TbKi стенки (точка В3 является точкой пересечения характера. - 
। \п р = к(|—р„ но стенкой), пахождеипе функции / и све
тится к решению иитсгральио-фуикцлопальпнх уравнении, что ана.тн- 
г • । чес к и и ев<>з м ож но осу11 lee г вл я гь

Если в форму.н. (3.12) величину 2Fi\"(J> один рач заменим через

.. .. другой раз через у 1д..ф. (в рассматриваем:?м случае 

c'a этих значения близки), то с<ответственно получим волновое ypai - 
пенис и уравнение ;1арбу со значением т — — !



1՝ ICICI .’•улило HtHUMl U , avilllipi .OlHv'.U'rt открытом иодотокс 7 J

_ A1ü__ о ',3.22)
r./7- 

л "<nihi -0 и x_, удовлетворяют тем же .начальным и граничным 
условиям, чти i функция - ? Общее решение полученных уравнений

?С-А՝(’ с) о (а 3) (3.24)

К, = tIz<’ 1?’ + « <’֊?»! (3.25»•Л

В лодобляст |/>։) ген ։av:i ։ ш^неск-паппому

В подобласти (D2). используя решения (3.24», (3.25) । (3.2G). мпже՛՜ 
написать

6’;М։>-֊ const Лр0 у(1). ~ — соп>1 -- /(>o*/fl)

Учигывая последние Сло:ношения л ■рачичное условие (3.1) па стенке.
найдем, что

(При 50 7. зЛ-30. ‘7։; % - .^)

л при 70 - 30 2 <ав-г>04 <-։. ’ 7.0-В0<3 Зд )

Отметим, чти —' ^-^>0, — '֊֊^>0.
С/а ' г/г

В подобласти (Рз). о ранячеавой характеристикам и п /32.1:> ч 
частью «хи .12.Ь. используя общие решения (3.24), (3.25) я полученные 
з иолобласт)! (/92) ;><п:е ши (3.27). ллходим, что вдоль хяр.ксгерисгмкп 
4:Яг а р- щ —р։> имею։ место сзотлошечня

Л(2д Л. -%» ‘ ” /гЛ 3 аа-Го)

~ | (2'л /с.) (я<} — 30>| = (Од 2 — уо —

отсюда получаем
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(.£? О (3.29)

Используя общие репче.мя (3.24). (3.25) ft условие ла оси. получаем, ч ч

Ч) _ Л(7 - ?) 2,:lw(7.-?) = /,,-о(7 - 3) -г. (3,39)

где t|. с-2 постоянные.
II ! олт-нипенля (3.27), (3.28). (3.29» и 1-\30) .кончачельно ийЩ1им; 
что

•0(ОГ /И ‘3.3!)

4
?.!(/.»> ֊И(» ^-/(>-2)] (3.32)

(при .70-Г ;0 ֊< 'У < ^> - ?0 О ? 7-7,,— 3.,.

а при 7fl4֊fj04֊'i/ti- «. ?4, О'"3 7Ч \֊ =1

В печальных ш»добластях решения находятся точно так. как в под *': - 
ЛНСГЯХ (Г)2) и (Ьз).

Из непрерывной завпснмост: реше -чй от коэффипиет-
KHi тех уравнении, которым они удовлетворяют. слечуеч՛. что гначе.ние 
- ‘ахот.1 гея между c.iaqeuliHM:՛. i|., i| |. Нотах как яр всей рассм<г-

„ • С/'^привяемои опласти — и — i;o.w жите льны, то —--- также будет

положительной Следовательно, можно утверждать. чт > в открыт >м 
расширяющемся водотоке е врои^ю.и-".см продольным уклоном в лк>- 
бом его поперечном сечении величина скорости идеального потока волн-

Стенок больше, чем внутри хавала; г чубин а — наоборот При бур
ом режиме лля коротких участков водотока аналогичное утчтерж чет :с 

верно 1! ЧЛЯ реальных /КИТКОСтеЙ. *
Покажем, что решение <р , вч .cvi: рассматриваемой области удов- 

л е т в л р я с i • ч ер а в с । чс т ну

(3 33)

С этой целью рассмотрим смешанную задачу для уравнения

^1՛. 4. ь (7)-^- =г И (3.34)
d't- (f^՜- д^.

при следу тон ьа.х начальных

«.-,((!. 5>)^П. ^MQdl _n (3.35)
6Т



Л'. ..им: ;П֊:-п1 Ц .1,11 .;I;»'!К1111--АТС„ шкры|им ииЛи:иКс

и граничных условиях

/ (*).
<^С'0(а, 0| _ д 

да («о < 7 ֊•> л() (з..•;<>>

Кроме уравнения (3.34) рассмотрим дна других уравнения

££]—а* ։(7)֊^-- = о (3.3՞)
а-г о? 1 &

—— ֊ (а)—-2- = () (3.38)
<)$- ()'3.

Функции х1։ дач удлвлетноряфг гем же начальным п граничным ус.։ •- 
■•ням. что и функция дао.

.г • , , , //г£,0 ^1Г 1՛ ՛ р I ми. пели все а/ункцпа £0. /гр А՝, и ------•------ь . —-֊ в
07. 0'3 О 7

рассматриваемой. области положительны и имеет место нери՝ 
зейст ео

А-, < *. (3,39)
то

да..<да, «•<> (3.40)

! I < уран К‘пий (3.34). (3.371 и ^равенства (3.39) с.т.муег, что

< ■£,1 0՝ «>(») , /; </(да, —«՛„) ... н
0'7՜ 6^։ ( 0'3. (3.41)

Ра. гмогром вс:г"ма|'агс.:1>1!ое С/Ыражспае

О_(;г. ֊ О'- {:г,

Оа 07.-

_/г _</!£, «'о»
" О?

(3.42)

Ииг<*1'ряруя выриженио (3.42)
■!‘|?рм\-л\ Грина, нолх час.м, что

по области (/>) (гм. фиг. )) п применяя

гс,о) , I. ^(к'։ и’о)
■ -Г- к0----------- ֊------------

Ог
ЙуО) =

ъ’О
*

Слеловательни. -----— 0, лотах как да, х'д |
от. .:

Гочпо таких։ же путем ;!-.о։<азь;ча<--р.’я, ч О ЙО в՛-’՝11": рЗ€-
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с.матрнвасмой ббл.чсис ан,. ;?։ Из доказанной теорем:.; следует спра
ведливость неран՛. 1ьт1'.!1 (3.33)

Таким образам, задавая подходящую, гидравлически рациональную 
форме боковых сгекок (то. ։то делается при решен։: прямых задач), 
при этом так. чтобы они удовлетворяли условиям р леем а ври наем ой за
дачи. получим гоответсгвуюшес распределение скоростей । глубин, Длп 
ясности рассмотрим один пример

По постановке за тачп шлж пы иметь место следующие мелодия:

г/v. (н)
a) yt (ni - /<„ — 0.

(/yCI (ï:yt
dx J' dx'J •0.

t/y ,
-7Т-- "и՛

где и = n (Ь'Гчо. / ) и и кажд а՛ конкретном случае 1ч:Рсделяет€Я при 
помощи подбора

Зала 1им очертание сге.ч-sn ч форме

у.., - Ф. $ал* <3.43)

■֊՛•• ՛■'■' ПО. н»К1. ic.ii.нос pannoi. а. и. НОС число, л. :-.а .ц-ч . интервале il:?՛. 
а >()—произвольная размерная постоямл.ня

Очевидно. чт > налисани՛^ уравнение удовлетворяет лч-м условия1..

входящим в

6) 2

а). отмешм. что если положит • £ -—-֊- и 

то получим эмнпри՛- .-ск<и уравнение, пр::вс денное и 161.

которое описывает граничную .поим г. ।. ■՛ гв,«՝ । >՛ ՛ ш ;՝ л*.՛текаютегти i 
бурного потока в горизонтальном русле, Виним» . ՛. павиение. приве
денное в [6]. можно при расширениях ле-юль.-в н;!: ■ в качестве чер- 
ання стенки при любом скл- н ди bi'.tot»если в 1ем чкел՛.՛

<Ьруда заменить числим Фруда для и истинных ана.՜: ՛ .
. - В области (D2) из формул (3.27) лилучаем

;;го.
■ 1

AÏL 
։•> (Ь *. (IX

»
àz.

" »՝'
Л (/<

,!У
(3.44.• (/х

-И д di ; л f/ч
'JX dx J

dl г dJ . <fX

(3.45)

ï (Ь . ôy

Переходя в уравнении (3.43) к коордииатйм (а. (■>). п ։л\ тем, что

- (’* — Г.
с, _ • * »• а — (3.46)

4 и А,
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Имея в виду, что -у _ у 3 , (?.) и •՛<(:■•,..) является Обратной фуик 
имей «л и( . а также используя уравнение (3.46), находим, что

(н—У* ֊ »:՝ Г
44 I

(3-47)

Поделю. яя в (3.44) i: (3.45) вмести <7ч
---— t
ох

раженпя. ок-шч.тн льно получаем

22. и 
и у dx их вы-

(■.48)

" I» — & —

d 2

Из формул (3.31). (3.32). (3.48) а (3.49) 
решения в остальных подобластях.

I Чйстшн՛ решение уравнения (3.16)

ясно, хак будут аапнсыватьсн 

ищем в автомодельной форме

и находим .ту ф»рму стенок, которая соответствует этому решению 
Из формул (4.1) находим, что

0^_ О‘^ .
—֊ ^-’р;/-1-//'). ֊^֊ - »«“‘[(Л-1)л/^2/г\/‘ <7'1

(4.2) 
д-г ,
֊ТфГ2֊ ; 'я ПЧ2/'Ч->Г)

П 1.1Стяв.1яи выражения производных и (1.2) в уравнение 13.16), полу
чаем яла определения ( обыкновенное дифференциальное уравнение вто- 
р но порядка

(!—/■) Г (2п -т-1 — 2/--) <г ' — //'7 = и (1.3)

Выбери՝։ степень 1вн>.модельнЬсг,| так. чтобы 2п (-1=2. игеюда и = ՛.՛-՛ 
По.нгавляя в урйвнеиш (4.3) значение п л производя замену перемен
ных 1 ~)У, получаем

3 I
(I /)А7" ; -(/֊ 1)7' 4- —./ = <» Л’ I к (4.4)
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Сели заменить функцию j через г с помощью формулы

/=Г'‘г(О (-1.5)

то тяффсренциальиое уравнение (4.4) снелстся к гипергеомсгрическому 
ура'{пению [13]

(Г l)t? | (<-1)г’ 4-г-0
16

( 16)

Совершая ь уравнении (4.5) замену переменной

$ = 1 t (1.7)

получаем

s(l—л՝)г" sC г֊-: 0 (4.8)
16

Нас интересует го решение уравнения i 1.8), которое при 7. -I В՛ 0) 
ращается в нуль. Это решение {ияисыкается ։ форме [11]

у'3 *) \z cstf'l'—i — • 2. л՝), (г — const) (4.9)
\ 1 4 ./

Сотое।являя формулы (4.1). (4.5) (4.7) и (1.9). находим что

? -С7.(-/) hi • у՝ 2, 1 н.10)

Вычистив

получаем

пр՛ >И3151>.ТН\ Ю и используя граничное условие 13.18).

.(нффереипиа.и.пос уравнение для
CFCKOK

игредсления )чсргип ""։

i условием

1?.-т1 I'M п1™ ’
Таким образом, уравнение (1.1!) в дифференциальной форме >ч:> 

ге.։яег ту форму сгенок. при которой решение уравяенпя (3.17) можно 
представить в авт:,‘.молельной форме. В бГицем с.лУ’йё иите^раЛЫ)Ые 
зыс ՛ 1пф<|>ереиш'.аль!1пг<) ура {пения (4.11) находятся чкелеппо,

Hl 111 Bti.iiii.ix проблем 
Н Tti.jpnTi'xiiHKii Косту инти 2У VIII 1!о <
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_ A III III If U Ultftt Г li i. lUlftfJ, ft I. fl fill in ш If l> i'll ll t] 111] Il f ft » Util JI ft »1 if ijtti fl lint/ p 

fl hfl il IU If ft filljil UI fjllrI Г11’!! ft>ll'44l>{44 it If fl ft If/I f> UI fl I/UI If mil .՛ » t/Ulll flfl flit fi ill If flfl ■ 

'lliff.tt hil f> ti ft if It f tf tfftttt Jliri/t It lifllfjlltlfl in U UI it fit A/> ft tttfiptlllfUlhjip llfl»>ll Util iffttl- 

IWUljflt} ЧЧ1 I if tuY՛ tit If 41 w " If fll UI fl 111 tf 111 L fl f> !l Itl fl/fit L It ft ՛, 1>> if lit Ц til (III I it i> t, f> f) ■.

•.iui/tf f titfiifituf, lift iiij/j litiifuiuUiptltiffilifitttf ttjinufutf Ijnjtltjiji if tun hit 

ifutirtpfl !jl»filf Ulp pfl hlfUIJ 11 llfttflllttll/llHjfl III It Ill'll 1J(> til ifiil •ftttlfiu Ihu

iiiqfttj'bl.pfAi;

■֊tnfUlhpfl Ilf UI fl 111 if 11 Ut fl L fl ft ( Ulft UI If II I ft Jlllit piutjiuijflfl^tlljlfl , III ll fit! I f If Ill'll [I , 

llflflllllYlfltltt f.it lit U flit IlfUtlllttfllf JUIflJlhflfl It '.UtpftnJ hit lll/l] llllftflhpft u.'niufilil II 

if lllll U.'lfIt (t llftlfflliptf lllitljuttfilliflftt

’h Ill'll if Uli! t lllttuivflil if U U>Ut if U fin if! fill if fl Itlinu IJlf llltt I III if III и 111 fl ll nih Ullflintlf» 

4^'1 1<чИчч(р II nfi» I'.fui U / 41/If I и t fi if iu‘b fl >' at ։1 IU Ilf tu UI ill ll fu ill'll и If uj tu nt t, ft ji Att/i

CALCULATION OF TURP.IJLHNT FLOW IN AN EXPANDING 
OPEN CHANNEL WITH A STEl-P LONGITUDINAL SLOPE

(>. S. BEZIRGl EX’IA.X

S u m m a r y

The behaviour <»f supercritical flow in an ope:, channel with a plane 
'.loping bed. expanding slightly downstream, is examined. The equations 
of characteristic«, dividing in plan the region of one-dimensional flow 

•ft Irom that of two-dimensional flow, are derived. Those arc shown to be 
quite close io the straight limes, passing from the ends of the inlet 
secticn. parallel to the channel’s a'xis of symmetry. 'Hie parameters ot 
the flow (components of velocity, depth) arc expanded into asiniptotic 
series and the first, and approximately the second terms of these series, 
are calculated. A homogeneous solution for the equation, obtained in 
a first approximation, is found and the shape of the wails, corresponding 
t՛՛ this solution, i> defined.
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II. II ТЕМПОВ

О ПРИМЕНЕНИИ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ 
О НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ

ЖЕЛЕЗОБЕТОННОГО ЭЛГМЕН1А В ПРОЦЕССЕ 
ТЕРМООБРДБО ГКИ

В настоящее время большинство нрсдвармтсльш напряженных >.’.՛՛ 
ментов сборных желез։ни -■՛• чпых конструкций гражданских и промыш
ленных здании изготовляются в щводских условиях Для ускорения >“՛•>- 
рачиваемост.я заводского оборудования элементы подвергаются тепле 
вой обработке, интенсифицирующей процесс вызревания бетона. Вместе 
с тем термообработка неродко приводит к возникновению чапряженнг. 
способных вызвать греши ды или corui п. условия им растрсгкизан ri 
бетона в процессе эксплуатации Сущее i вующяя в настоящее время мг 
годика расчета термона пряженного состояния железобетонных л теме - 
тон основана на дискретном учете изменения вет"’”п:л елдудя упруго- 
мгнозеияых деформаций беюна во время термообработки |4], (5|. |7]. П'Н

Поскольку jth методика не учитывает процесса формирования на
пряженки. результаты соответствующих расчетов носят, в основном, ка
чественный характер. Для получения достаточно полного количестве !- 
лого описания изменения напряженного ■(•стояния желе ։ »беи ֊ли ■ 
элемента п процессе термообработки, необходимо \честь процесс изме
нения температуры я влажности, а также влияние таких явлений, как 
интенсивное старение и ползучесть бетона. Принимая во внимание, ч. • 
речь идет о напряжениях, необходимых гля проверки грсшпиостон 
кости, то есть о растягивающих напряжениях • относительно неболь
ших сжимающих напряжениях, допустимо полагать, что поставлен iy։o 
задачу можно решать на основе линейной теории ползучееги [2|.

I Изготовление призматического предварительно-напряженно! ■ 
железобетонного элемента к» с и-ч.։ ивой технологии произвол՛ тся в та
кой последователей сти: I натяжение арматуры :ш норы. - уклад- 
ка бетона. 3 термообработка, включающая вызревание бетона при на
чальной температуре, повышение температуры, изотермический пр > 
грен и охлаждение- 4 -обжатие бетона. Как правило, температура ср*‘ 
ды. окружающем! элемент, постоянна по его поперечному сечению ч по 
длине стенда. Таким образом, при определении напряженного состоя
ния в процессе термообработки необходимо рассматривать систему, со
стоящую из предварительно напряженной и закрепленной на упорах 
арматуры и бетона, жестко связанного с этой арматурой. В силу ста
тической неопределимоеги гахэй системы при изменении температуры

6 Известия \11 Лпмя!1ск<11 ССР. Мехапим. 5
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пролех >ди1 возник [ ни-- г . -илин в гдельных е чаегях В дополнение 
к у.•111111. прслг.?р,|7-. '.К Г՛! ..ЧряЖ- (Я 1 С I »•■>'».1:Г'>М лрмй1\рс ноявля- 

• • х ’»/1 Можно 
моппо чнгкгп. что исгочникам формирования папряжештого еостш.

КИЯ 4-.е.1г . "'»ГТ ։ : 1ЧГ • • 7.1 при <срмо м»р.|'г)7Кг ЯПЛЯСТСЯ усИЛНО
\ (О (фиг I) Допелнип ц.! к -т.»му !։•-•• »бхоли.м՛• учссп. напряжения 

, (у, г. /); ||м>рМ1!)՝у:. ■■.ЦН«՛ V II бетоне ВСЛс.1 ТНЙС 1Н1.П1Ч11Я 1Н։|Н'М։'11- 
|1.|и 110 И|'Пгрсчш»м\ счетно Гр.ЦЛ!« ՛ В ЩЖНМ । иы.\
тсфопманяй

Так. м ' . рбщьсгс ‘ денств\к»т
.лелуидцне нппряження

™ -■„«՝ <о
*

т <у. г. г) = =;(/Г -;,,|у. 2. г) (2)

Пр:: <1и.м

=.՝ ֊^±?֊ =;.и> -!•=,.,(п(1 4^-֊) (з)
' .1 I . " V Ус /

1.1,111, как »бычпо. » ЧИТ п> что х нфф щие <ты .пшенного гемпера- 
՛ и»ги расшнрс шя ар оЛ стали и бетона олинаковы» то папря* 

: IПЫХ Ф՛ 7
м\,1 1.П1 ч Пр. 11‘1 • »<>гроил<н<1 НИ НМ.ЛП ЦЧ'К<ЦЧ1 мемепта
й. |Ь|
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o = -U'(o4.v, О-Г -Vj(-v; г:..Р.. 
I 'i,

2,П-=..<,. г. nd R 
/л )

.VJy. с, z) = z£(O| р(у. г. t}dzd\՝ 

(5)
•И.ц (у. г, () ?E(t) j jp(y. z. r)zdydz

Известно, m i па >с hjbc .гиней кш теории ползучести зависимость 
между действ;,юшен на при-sxj;: 1 ичесхнй элемент (фиг. 1) пиой 
и усилием в арматуре Л >(7) устанавливается таким интеграл алым 
уравнением [II]

С (Л |W (/) л.(/)֊жо
J °՜

U/П (/ )

7
Л- '> <1-

J я՜
<(>)֊

где и кол|)ф||(1И1-..н. »предо ипошии армирование, /:\1\ м iiy.ii. укр՝ 
го-мгновепныу юформаинй бег:՛:!;!. /.•/(«) : /:|и, Лк. г|- полная от
носительная Деформация бетона при простом сжатии зла растя ж г и 
в момент I. вызванная единичным налряженлем. сен.. вскипим с ՝>■՛ 
мента времени. соотзетс1вукя1 ie.ro возрасту бетона т

1/£(т)- унруго-мгнОзелная иффмацля б.-юпа. С(/. т) деформация 
паазучесл՝։։ к момеягу времени I (мера, иск։зучестя). Злаком »т.Мече ы 
усилия, определяемые с учетом ползучести а старения

Уравнение (6) в зператор.чом форме имеет вил

где
.V/Vjr) .1(1 5/<)№(/)

• •
(I /:А')Л До .\;<л А'(П ./-

’ I
г

(i ^A').v*(o = .v*(O znof.v (т).'г'-'д-21 d- 
а-.

oS)

(9)
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т{!) I-
(10)

Своеобразное начертание функции двух переменных т> особен
но интенсивно стареющего бетона затрудняет решение уравнении 18) 
в аналитическом виде я зас՛анляет использовать численные способы 
|8|. [Ч Ц2]. [13]. [15].

Известие. что вектор величин. получающихся после применения опе
раторов (9) к функциям |з данном случае неизвестные усилия в арм.։ 
туре в заданные моменты времени \ . (~։>. V.i(/։). . V.,(/„) пли из
вестные внешние силы А’: (-։). A' (с> - • - А՜՜՜ (г.,) могут быт։, представ
лены в виде произведения матриц, со.'.ержлг их характеристики де- 
формативное™ па вектор А или А՜ ՜ , то ест’

(I ֊ aw).v;=«'Дб (1֊ д^.у- (in

где через Д'И'. А՜, и .V обозначены треугольная матрица характе
ристик деформа : ив к՝<1 и и векторы усилий, то ссн

1 А'Л-,) А (•1)

"Д,'|= Д д д
; .’О 3!Я “г:

.................
| ՛

.. Хд/э
Aj “ . А’* «

.V

А՜»
<12) 

(М

. Д.-Il Û/..J Д л'_՛ , . . Д, .. ) А' (6.)

Элементы магрин <Г2| В1.1Ч IC Л Я1ОТСЯ IÎ J формулам

Дл = L\t, ) ['->(/ . •? ֊-НГ. :)LJ i - 1. 2, .. .. и

д, ■ < / L2,... ■ fl.

А’ - 1. 2.,.. ^0 — “1

А,,- /■: (6) Чл. î = к

где через обозначено зп&чедне, среднее в ■ ՛.՛ ел •՛. idiu.՛•-
'«֊I

творения, например, :акого равенства

Ï •;)' |.V,‘(f*)- V, (13)
,1 az r* i
'*-1

При выполнении практических расчетов обычно принимается

ф--^) (14)



11;;||;)яим>1111ие состпяшп- >кс.1е.<обеюнн6си >лем.елта при 1 еру.ообрабо!ку

На основании (II) из интегрально! • уравнения (6) можно полу
чить матричное уравнение

Д/ф^-Л А^Д,֊ Д|Аб'Х’ (15)

Уравнение (15) представим в виде

.4« определяется согласии (10).
5 множив уравнение (16) на матрицу ' Д< то есть матрицу, 

• «братцую магонце || .-Ь՝_ получим

У. ДМ՜1 ОМ А՜ ՜ ('8)

Аналогично можно получить формулу

(19)

Вектор перемещений орцов изделии //. птщ .л ггльно противопо
ложных торцов вычисляется так:

.НиЬ (20)

2. По .-ле нявода формул (18). (19) и (20) можно пере։ггп к задач«.- 
Определения величины усилия Л I/) . свободной арматух- в прощ .-••՛• 
термообработки и последующего охлаждения.

Неизвестная величина усилия Лг</) в любой момент времени от ла 
чала совместной работы бетона и арматуры может быть найдена с по
мощью такого уравнения совместности деформаций

<(П н'о (/)-/<, (о- о (21)

В этом уравнении //., и н6 суммарные изменения длин всех участков 
свободной арматуры и железобетонных изделий, вызванные усилием 
Л՜ (/). «г, суммарное изменение длины участков свободной арм.тгуры 
/.до., в железобетонного изделия на уровне арматуры {пДб вслед
ствие приращения температуры во времени

и11=^(1иУм Д-Ддби) (22)

/„- длина изделия, / суммарная длина сиободпых от бетона уча
стков арматуры.
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Решая за щче определения величин Л' (г) в наперед заданные 
моменты времени :։, г}, можно (21) переписать в векторной 
форме

<-<-»; = <> (23)

Учитывая (20). урпнпсипе (23) < развернутом виде запишем сле
дующим образом;

7-7-0 +,-^г։| .«Д А՜ /■>.,)-<» (24)
*-Ц* И •-а/ п

либо гак:

4».|Л'» (|М'|М.Г -ХЛ/чоУ, 7.Х ) (25)
откуда

X“ - - А.,՛-՛^ (26)

где 1 матрица, обратная матрице Лу,-|. причем

р? >.= :/Гдг:|х4 > II'. ֊ 0 '• <271

0 О • • • 7,

-- и-;Г\{^т 'Л) (28)

Напряжения : . (/), =',,(/) соответственно в свободной л обетони
рованной арматуре н бетоне с'(/) в соответстнии с (1.8). 119) и (3) 
определяются по формулам

< -3֊>: й=4-х. ?; ֊ О + (29)

I кчв.ч-тчс. что 1р.| напряженном состоялкл. характеру зующемся 
.(4). продольные перемещения стержня отсутствуют. Тогда вектор тем- 
черагурно влажностных напряжеынй с учетом полз\чести н ста-рслпя 
та основе прнлцлла наложения будет’иметь вид |14]

(зо)

где ^1! — матрица коэффициентов затухания напряжений

Л/п 1 Ни = /7(г
1нц = /А, Н.а 1 Н^ = Н{{

...................... /А.-։ //(7
/А: //..(■֊•••I

= (31)

До 1 матриц.։, обратная матрице
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||1 II

|й|- ' ’ (321
I 1 I

|1111|

Д.-<г> ■ приращения напряжений.
3 Естественно, что _1.т>| пктаточно полного ирелста11ле-|ш: о про 

де. се формирования температурных напряжен лн мптрицу -VI и век

тор 12 необходимо построить на ;»сповс экспериментальных данных, 
полученных 1ля бетона, находящегося в ус.юшях термообработки. В 
качестве примера дли приближенного аыязлечия характера процесса 
«•пользованы данные, приведенные в [16],

Модуль упруго-мгновенных юфор.мацин бетона апроксимЯрова։? 
формулой

£(т) = 2.92(1 -О.бЗг-’"”-) 19’

меря пол чу чести, содержащаяся в (12), зависимостью |1|

138.6с ) (1.65 9.86сф 165.$? )|

—_(1.()5 -9.86е <>•« -}֊ 165.5г :-a:)rlf J 10 ՝ 
0.7 |

11 iji । ie рассмотри• симметричным армировь.иием ,i следую
щими характеристиками /<* (28) ֊ 400 кге см . А',-, - 15 15 см,

30 см՛-, — мт, ■<, 0.18, /',—2-1 о .;.••■• < м՛': i;p-.-.Ti•лжитель-
пость термообработки — П> чае.

В табл 1 ириведс ։ы элементы вектора л пидсчлтанные. при по- 
^.мощи ф >рмул (2'1- (3), (1.1, (29) н (30) напряжения г. .■ег. /г.и-’ в угловых 

к цен тральной точках поперечн'Ло уечения изделия, вызванные как из
менением гем.кратуры. ia:< и деформациями ползучести г. старения бе
тона за время его герм՛.»обработки, полагая, ч.՛ • совместноегь работы 
бетона и арматуры обеспечивается через 5 чпг после укладкн смеси.

Из таблицы видно, что пра / = 22. 25, 26. 27 л 28 час., го ость когда 
элементы вектора Р6 практически постоянны, дополни тельные напря
жения и свободной арматуре и напряжение ՛• бетоне зеледстпне ползу 
чести уменьшаются, я 'напряжение в обетонирова-нпоп арматуре продол- 
жаст увелитиваться. К алоачанию термопбработки -суммарные растя
гивающие напряжения .: бетоне составляют 36.6 кгс!с՝м-. Эти напряже
ния и яиляются причиной раетрескиианпя поверх.юсгеи идсл.1п, паблю 
таемого после охлаждения.
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>N APPLICATION OF THE CREEP THEORY TO Si »LYING 
THE PROBLEM OF REINFORCED CUNCRI.iE MEMBER STRESSED 

CONDITION IN THE STEAM CURING PROCESS

I. I. TEMNOV

S u m in 11 r y

A method of solving a stressed condition Of the system including 
.! reinforced concrete cnenibv free reinforcement and supports H sug
gested.

The method idmrs to trace the foni;.ili(jn 0՝ stresses in div iiltin- 
i ‘ during steam curing and after compression of concrete.

The method uikv into a •count the variation with time and the 
՛.-՛ »-sei i։- m id chistTc. I 'cniial, rck-pine and ageing delorniilthms.

The thermo-:m>lslire tresses developing in umm'tv and crack 
re<isiaJK՛՛. are anal՝. - d in ;i speeiiic example

I tl i l.p \ TJ P \

1 ։ I՛.՛..- < a P JII’I uciiMl.tiex II /hv.Ic.lonemiiiiHX none: PVKIIUII j-ti !i::Vi?ih՛
uii)i rc-vi:e|'.i 1 \ |>։.i .: n.nOh 'i>clii c ywinji iku73S-iccni Gtjmh'im i.'lUT. I1.»? :'
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