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В. X. СИРУНЯН

ЦИЛИНДРИЧЕСКАЯ ТРЕЩИНА В УПРУГОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Рассматривается задача математической теории трещин касатель­
ного разрыва.

Пусть имеется цилиндрическая трещина радиуса R и длины 2а в 
упругом пространстве с упругими постоянными £ и V. На цилиндриче­
ской поверхности трещины действуют касательные силы произвольной 
интенсивности т(х).

Требуется определить величину предельной нагрузки, необходимой 
для распространения равновесной трещины.

Решение поставленной задачи сводится к решению интегрального 
уравнения Фредгольма первого рода с ядром, выражающимся интегра­
лом Фурье. Решение полученного уравнения строится известными 
асимптотическими методами [1.2] применительно к случаям больших н 
малых а. где а — безразмерный параметр, являющийся отношением ра­
диуса цилиндра к полудлине трещины.

Решения тля больших и малых значений а перекрывают друг дру­
га на некотором диапазоне изменения параметра а.

Предварительно рассматриваются две вспомогательные задачи, на 
которых основывается вывод разрешающего интегрального уравнения.

§ 1. Вывод интегрального уравнения

1) Имеем упругий бесконечный цилиндр радиуса /?, на боковой 
поверхности (г — /?) которого задано перемещение V -/‘Цг). Пред­
полагается, что на оси цилиндра (г = 0) перемещения ограничены.

Используя из [3] соответствующие формулы, получим

։ОГ’“(’) 4(»г)
9
֊ Л (w) аг

(1.1)Л(^)
где Т‘г\! и Г'' (а) трансформаты Фурье касательного напряжения 
и перемещения /0(аг) и /х(яг) функции Бесселя мнимого
аргумента, 6— модуль сдвига материала.

2) Имеем ослабленное бесконечным цилиндром радиуса R упру­
гое пространство. На поверхности цилиндра (г = R) задано перемеще­
ние т(2*(г), которое предполагается ограниченным в бесконечности. 
Определим трансформанту Фурье касательных напряжений по формуле



4 В X. Сируняп

аО'Г<2)(л) I А’0(аг) +—(?г) 
I (1-2)

Здесь Л'л (аг) и Л^ (аг)—функции Макдональда. При г-R требуем
[-(’> =г = т(г)| гО /$
|^)(2)-7<п(г) = Я(г)

^’ = 4?
.,(1)(г)=7(2)(г)

(1.3)

(1.4)

Предполагается, что при г = 0 и г > се- перемещения и напряжения 
ограничены.

Учитывая (1.1), (1.2) и (1.4), получим

^(։)е-"'Л = 0, Л'(х) = Г1^) - Г(1>(»), |г|>« (1.5)
— Ж

ГШ(з) ^(*/?) _ Г(2,(*)М^) П а,
Л(^) КЛ^)

где
2 9

«Ч(*Ю = /<>№) ֊ — Л(^), <о2(а/?) = л;(а/?) + ֊5֊ А', (а/?) (1.7)
а?? а/?

Имея в виду (1.3) и (1.5), имеем

Я''՝(а)е֊'“Но.(г>' !Й« (Ь8>

Определяя из функциональных уравнений (1.5). (1.6) Г*' (а) и 
подставляя в (1.2), с учетом (1.8) получим
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± |гКЙ
2* 3 лх + Л^. а 1

(1.9) 
а
^(с)<?/,; = /՝(«)

—а

Обозначив

£ (0 = 2/(0 (110)
и учитывая, что £(±д)=0, после некоторых преобразований и 
интегрирования по г. найдем

Н^тт)"”
-а

(1.11)

/\ (/) = ( со$и1с1н и = з/? (1.12)
.1 и

։

А(п)=2
-1

(1.13)

•

Производя 3

(г) 
аг

(1.11) замен* переменных и вводя обозначения

(1.14)

Л՜ — — 
а

получим

• У = - ’ а
R !. = ---  »
а ГЮ = <?и) (1.15)

<?(х)м(—---- 4֊<? (1.16)

«
Л1 (/) = иМи (1-17)

§ 2. Приближенное решение уравнения (1.16) при больших /,

Ядро -11(0 в окрестности /~0 имеет логарифмическую особенность, 
поэтому представим сто в виде

(2.1)Л1(0 = ֊1п (0 4֊/֊/(/)
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Чтобы определить /7(7), ядро Л1(7) представим как с\мму трех ли­
ге гр а л оз

*> °՛7
Л/ (/) - • cosutdu = J cos utdii 4֊

o <•
1.5

— | ^-——-cosutdii - I (------—- -f- — \ cos utdii (2.2)
J и J \ и 8u3 2a* /
0.7 1.5

В первом интеграле используется разложение з ряд бесселевых 
функций до членов порядка и3 для малых значений аргумента.

Здесь расхождение межд> L(u) и его разложением не превосходит 
одного процента.

В третьем интеграле и пользуется асимптотическое разложение 
бесселевых функций до членов порядка и 4.

Расхождение между /. (//) и его разложением при больших зна­
чениях и (и ... 1.5) не превышает трех процентов.

Для вычисления второго интегралз используется метод Филона [4].
Ошибка, получаемая в результате применения метода Филона, 

имеет величину меньшую, чем (б.Tot —0.2/3)-Ю
Учитывая вышеизложенное, для функции H(t) получим следуюше.1 

выражение:

//(/) -=Х а.Г' -г 1п|/| У Ь,^1 (2.3)
1—0 ։—|

где ас - - 0.5869. сд — 0.5309. «« = 0.1757

А։ ֊ —0.9375, Ьс= *-0,1|142 и т. д.

Теперь сведем интегральное уравнение (1.16) к эквивалентному 
ему интегральному уравнению второго рода.

Учитывая (2.1) и (2.3), имеем

Следуя jl], найдем решение интегрального уравнения (2.4) в виде

л Jl т и

(2.5)
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Подставляя «(у) в виде (2.5) в правую и левую части инте­
грального уравнения (2.4) и приравнивая выражения при одинаковых 

՝ -2 . •степенях/ и -и/., получим следующие соотношения для послед։ на­
тельного определения (у):

1____ ,й 1
?«> < у ) •., 1. I •-1—■■ л I «со (-) (2»»+• 2/>։ । п | л -: |) (<■ ֊ ՛:) 

“■ I 1— у J '4—у .՝֊1 -I
I ____ _

«?я (У) =----- 1 “ 1 ~ d 7- I
--I 1—у- J г,-у J

-1 -I
J____ % ։

~~=֊• | ' —с//; { |?jo(Q(2^1 In |1?—ч|)(•/}—'.)-)֊
~1 1֊у J у J— 1 —।

I ____ _ ։
?21 (у) — - I ֊---- -- dЪ | ! ?п < •) (2fl։ - /?1 ~111! ri ' I) (T։-Q —

7՜ I i — у ՛'• у J-I -J

2*г?։оР (Ч-Q ֊4^WC) (>i֊Cr|^
1 __ I

?«(y) = ֊-^L== I——-d\ f?n (>)(>) '.)«/< И т. д. (2.6)
■- I 1 y- J т? у J-i ֊։

Пример (большие /.). Определим коэффициент интенсивности каса­
тельных напряжений, когда Касательное напряжение равномерно распре 
делено по берегам трещины и равно

-(:) = '. = const

Тогда формулы (2.6) принимают вид

«со (У) —i= (С։ Ч-Оу)
-I 1֊у-

1
?1о(У) у2) (2а, 4֊ 3^—2^ In 2)

-7Эу 6,102-^ by
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= 7^г|с-(у-у3) + т| ПТ-А- (2'7)

/> = ֊^ (2-8)

Подставляя (2.7) в (2.5) и сохраняя члены с точностью порядка 
л՜՜1, получим

■(у): )С։ 11+~1՜^՜՜(2</1+з/;* “ |п 2;) | ■

/Л ֊ - ^ 1п 2л 4֊/ЛУ 2) ’+О(Х-։) (2.9)

Переходя в (2.9) к старым переменным и обозначениям (1.15), 
интегрируя /'(?) в пределах ( а, а) и учитывая /( а) =■ 0, полу­
чим С։ - 0.

Учитывая (2.8). окончательно для функции разрыва перемещений 
,§(с) получим

1тзн°’_^_й։|п2'՜1՜*'^՜) 4-О(/.՜1)

(2.10)

Коэффициент интенсивности касательных напряжений в точках
2 - и и г=—и определим из условий

7՜, — — — Нт ) а ■- г (г) 
2 >-д * •

'Г-и - ~ 11т I а -г # (г) 
2 ••—« (/г

-1В табл. 1 приведено значение —

(2.11)

Таблица Г՝1

R 
к = — 1.9 2.0 3.0 •1.0 6.0

1.595 1.655 2.190 2.630 3.310

' । При составлении таГ>л. 1 п уравнен։։» (2.10) учтены также члены, содержа­
щие >.~1.
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§ 3. Приближенное решение уравнения (/.//) при малых к

Ядро уравнения (1.11) имеет вид

соз иМи |Д(«)~ 1 
\Ци)-Аи

при 
при

П ֊* СО 
и -О

(3.1)

Функцию Ци) в зависимости от требуемой точности можно ап­
проксимировать разными выражениями (смотри в [2] формулы (1.3). 
(1.4) и (1.5)).

Здесь функцию Ь(и) будем аппроксимировать выражением

Л(п) = I и1 - В2 
и՝ Н- С и, /Я

\С (3.2)А

Рассмотрим паря iy с уравнением (111) вспомогательные уравнения

а

= (֊" *О) (3.4)
—а

= (ИО) (3.5)
\ R / (/—

%
Представим :-п левой член асимптотики решения уравнения (1.11> 

з виде комбинации решений интегральных уравнений (3.3), (3.5)

/'(2) ^/1 (5) +/'_ (5) Г'(Е) (3.6)

Решения уравнений (3.3) и (3.4) могут быть получены методом 
Вниера Хопф.:. <1 решение уравнения (3.5) — применением теоремы о 
свертках тля преобразования Фурье. Итак, приближенное решение 
(3.6) уравнения (1.11) при малых а всегда может быть построено.

Принимая, что касательное напряжение равномерно распределено 
по берегам трешнны, получим т>(г)=т(г).

Решения интегральных уравнений (3.3), (3.4) и (3.5) соответствен-, 
но будут иметь вид
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где

2Й| Л ] и

с - - -г
~ляй (3.9)

—==• ег! |
I А

А \ е Г:1
'2В | в

Подставляя значение (3.7) (3.9) п (3.6), получим

(ЗЛО)

5/

^31

1
1 А

I А

Л I .»5

(’ • А

Неизвестная постоянная с определится из условия /*(—д) =0.
Интегрируя (3.10) по -՝ в пределах (—а. а), получим с 0.
По формулам (2.11) определим коэффициент интенсивности

•лБных напряжений при малых значениях
Учитывая при этом, что *

каса-

Нги Г с- : с0 Нт I г—а
------7 /Л ■ - \ м и—г (------ ) = ОЛ /г /= 0.

Игл | ------ /а—го—г о. { ----- -Ч /?

для предельной нагрузки получим

I А»_
01 ֊ ֊

’ 01 Ай \ 25 ) В

Нт | а—г ?0

I Я I А

1 1 I А
՛ I Л’

■| /? (3.11)
X

В габл. 2 приведены значения т“, подсчитанные по формуле 
для разных значений /..

(3.11)
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Таблица 2

a 1 8 1/4 1 2 3/4 1.0 1.5 1.9 2.0

- 0.152 0.295 0.558 0.795 1.007 1.375 1.628 1.681

Сравнивая значения т для больших и .малых л, приходим к выводу, 
что для значений л, близких к двум, оба решения перекрывают друг 
друга.

.Автор благодарит В. М. Александрова за постановку задачи и цен­
ные замечания.

Ккровакзнсклй филиал Ереванского 
политехнического института им. К. Маркса Поступила 29 1 1973

Վ. Խ. Ա1-|'11ՒՆՅԱՆ

ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՃԱՔ 11.ՌԱԱ*1Ա.ԿԱՆ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՄԵՋ

Ա մ՛ փ ո փ ո ւ մ

Առաձգական տարածության մեջ ունենբ գլանային ճար, որի կողմնային 
մակերևույթ ի վրա ագղում են շոշափ ող ումեր:

Դիտարկված խնդիրը բերվում կ մարի ափերի շոշափողի ուղղությումր ան֊ 
այտ տեղափոխության խղմսւն նկատմամբ ինտեգրալ հ տվ ա սար մ ան;

Ստացված ինտեգրալ Հավասարումը լուծվում Լ մեծ և փորը /. պարա֊ 
մ Լարեիր եղանակով, որտեղ '/Հ֊ն շա փ ողա կան ա թ յան չունեցող մեծություն Ւ 
և • անղիսանում Լ գլանի շառավիղի և ՛ճարի կիսաերկարութ յանր հարաբերու- 
թյունրւ

Պարամետրի փ ոփ ոխ ման որոշ սահմանում' }.-ի մեծ և փորը արմեր֊ 
ներին < ամա էղատասխ ան ող լուծումները , ամրնկնամ են:

Ստացված են բանաձևեր սա Իմանային բեոի որոշման համար:

A CYLINDRICAL CRACK IN AN ELASTIC SPACE

V. Kb. SIRUNTAN

S u ni m a r y

\ problem in the mathematical theory of cracks Is considered. In 
an elastic space there is a cylindrical crack with a tangential stress ap­
plied to its boundary surtace. Some formulas for determination of li­
miting load are derived.
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Л Л БАБЛОЯ Н. \ М. .МКРТЧЯН

РАВНОВЕСИЕ ПРЯМОУГОЛЬНИКА. ОСЛАБЛЕННОГО
КРЕСТООБРАЗНЫМИ РАЗРЕЗАМИ

I. Решается плоская задача теории упругости длн прямоугольника, 
ослабленного симметрично расположенным пну грешим крестообразным 
разрезом (фиг. I). когда на ниешпеА границе прямоугольника заданы 
напряжения Для простоты выкладок принимается, что касательные на­
пряжения по всему контуру отсутствуют

В силу симметрии задача решается только для области АВСО, при 
этом удовлетворяются условия симметрии

-ху(0. у) = и (0. у) = 0 при и/ Су <Ь)
(IJ I

•ху (*, 0) = т՛ (х, О) = 0 при (с С х С а)

Граничные условия на остальных частях области ЛВСО задаются а сле- 
луюшем виде:

У) = —4- V//.cos3 у. з, (л. b) - — - X Л,с(»^2»д- »? *— " о —- *-1

МО, у)=Л(у) (0<y<J), =,(х 0)֊=/,(л) (0<х«7) (1.2)

•»*(•*. у)|, =0

Задача решается по методу, использованному а работах (I —5|.
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Напряжения и перемещения определяются через бигармони вескую 
функцию Эри ио формулам

дЩ> <92Ф
(?уа ~ ~дх՛ ' -лу —

дхду

‘о2Ф . >------ н Е и0
Оу

Ей = 1
ду՝

д<1> ,,
•' — 4֊ Еи0 

ох

(1.3>

Здесь Е, у — модуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно.
VI), «о— постоянные интегрирования.

Функцию напряжений ищем я виде

Ф (х, у) = г։х= 4- -- у я;*’ р.Л'д1'4'1 (у) — У*1 (у)] сое 7чл- 4֊
а

4- ггу‘- 4֊ V ₽;= |лг¥12> Г? (X) - № (л-)1 соя \ у (1.4 >
Л=1

кт.
а

кт
Ь

где

Л”(у) _1_
Яд Ь

с11г։(/,_У) + 24^ 

Л"(у) = М-у)

«*У 511 7.Д (Ь — у)

а Л” (х) и ։՝£՝ (X) определяются этими же формулами заменой 

у — х, *к ֊> Ь — а

}. — произвольная постоянная.
При таком выборе функции >1» (х, у) условия симметрии и равенства 

нулю тангенциальных напряжений удовлетворяются автоматически.
Удовлетворяя однородным условиям (1.2). получим бесконечные ал­

гебраические уравнения

гр а+м1’)-= 21« -г $”1-^4
(1-5>

П='(1 Л'.;' = 2|С.Г," Г«Й’П'’1 Н ««

и условия для определения с։ и а
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Су

где

а։П =------2_Г_____ ,

АП> ^ар(֊1Г
Рк «(«;гЗ^ ’ 

—
д/п) - _£_______1_

$11 а*/? §Ь2а*Л

/И^> = —------------ I------ * — .
8113,. а

4? = (->)' '««В՜1

С = (֊1),-'4՛»1'՜1

у0> _ 1 - Я; Л? сИ1 а*/> 
811 аА Ь

I 4- 3 а сИ1 3. а\'а) . ____ ‘ ■
8113 а• Л

4

Смешанные условия (1.1) и (1.2) приводят к парным уравнениям

< ЗИР-Ь-ИРД2’ ֊ >-'Л^Н։‘|с<»?։у = 2е. -г,(у) (- 
Л«=1

+ -У|Я"-֊.д(у)֊и1"? .(* -у)|. (О у<<0 
а <> 11

(1.6)

А1" г5!».*Г։'№«й?4у = о «/<?<*) — *

и аналогичное уравнение для Л'՝,11- Здесь

6 <>’>=—;—Г
*Т з 11 гкЬ

. ^:;ЬсЬ^ЛЬ V) сЬ аЛу------------------------!֊ — у) з11 аАу
511 а/./?

2).1>

Использованием результатов [2—-1] парные уравнения приводятся к бес­
конечным уравнениям

ЛТ” - 4- V ';.с«> А-<? + С\,24'» -I- 4У■Гр 4М2>' - - Д1’
>/? а а (.Ь

л? ■ = Д у лс;у Л'р + ‘4 Сй!- д-р + ֊ и.21 -г 47>'Р ] + - 7<?> 
Ха ~։ Ь Ь га

-А'<',։> = — Зс51п | (со$ ~
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/»-։

у^м^-кх^х^ /——---------- р-—— Зр(со$71։) 4-
Р

— У П”
' '' /՛ :

Л! „ (СГ&Т<։) -К а (СС1§7.։) 
РИ р~

Р

Ь- ' ֊4 2*2’С* .
’ ^(сОЗтд) —Р « (СОЗ^) 

Р Л 

р

2Л'<-’ = -8с։ |п

ХО>уИ<п -лЛ'<։|Л'՛:»
Р !>_________ Р Р

аЬ՜1 р
<р(со$ ?։)

+^’
Л1 Л (СОЗ?։) А' ъ (СО$<։) 
"X։Р~

Р

.V Ь (СО5С։) — Р (СО5;։)/г Р —~ Р —
~ - --------------------------------------Л р

где введены обозначения
Л

ь р * О
ср? = 7^?’ Ур (СО5 6) У, (СОЗ 6) 1« -- (Р>, 

I м

Л*2>
/ЛП = —Г(Ь 

/..И?

Чл = — у ( Нр Д <с0§ °) У к <СО55 °) {ъ — 

о

Р-ь- А’ Г— О^1, = ^7’ ^' = 7 I /^(со8б)у,(со։6)։г-^ (1.8)

о

ь р о
= | /’2(созб)у/г(соз0)^—</0 4-^1МСО8У,х)

о

Аг Г О* = ~ V И1 (со*0) Ук 0) ~(/ь 2е-г,: ^°5 ’1 *
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(1.8)
— /? -•(" vjcos-— dr,

— ?| ՝2 Г 9//:(cos0) -֊ r_l.± ........  ֊■ --
” . I COS 7] — COS (j

Функции y..(cos0), zk (cost'). A:(cos0) исследованы и работах (2-3|, a 
входящие в С™ интегралы связаны с функциями

Н (cos 6) = /,= (- cos G) Л՜ (cosG) = Н. (—cos5)
(1.9).

р. (COS G) — Ki (—cos G) Q: (cos G) = /?. ( - cos 6)

которые детально исследованы з работах [3—4].
Учитывая (1.9), а также оценки соответствующих рядов и функции 

из (1—«], получим, что суммы модулей коэффициентов при неизвестных 
бесконечных систем (I 5| меньше единицы при л 0.25, а соответствен­
ные суммы в системах (1.7), а также свободные члены этих систем стре­
мятся к нулю при возрастании «/г». Следовательно, совокупность беско­
нечных систем (1.5) и (1.7) квазивполне регулярна, и неизвестные 
Aj0, мфкно определить методом последовательных приближен::::.

Напряжения в перемещения определяются до формулам (1.3). На 
линиях разреза выражения для напряжений видоизменяются выделе­
нием особенностей у корня разреза

|/ 2 Ksln — о _
2М0, Ъ) = ------- ------- 12 sin-i /•(•/.) (1.10>

I cos/д — cos 7, 2

0h<r/<՜«)

где коэффициент особенности /?2 определяется по формуле

/?2 = - 4<г2 + У I А™| у г (cos ъ)
?֊i 

- 2 l^JI /- 2. (cos -с,) - А’},1» //„_б (cos Та)| ф Ft (cos -/։) 
*=։ « «

а регулярная функция Г(ц) имеет вид

Г^) =
, w ; |.V a(cosO)- P „ (cosG)]ctg~rf9
Ly д-(|)р l _____1_
a p J | cos G — cos 7j

2 Известия АН Армянской ССР. Механики, № i
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_ _ О
. *• |М г (cos 9) 4-Az » (cosG)|ctg — rfO

_±у рг«> —2К____  ____ 2—
а —։ '' J I cos 9 — cos л

— V п Л1<1 - ,л - Д’<?>| — ( ֊IО?0* 5111£zA 
А р ‘ л л J Г cos b — cos *}

Заменой

Л7’ГЛ7‘, rV’zr^, a֊b. BZTtj

из н» лучим выражение для напряжения зу(:, О).
2. Одновременно рассматривается вторая задача, когда прямо* 

угольник ослаблен четырьмя симметрично расположенными внешними 
разрезами (фиг. 2|, то есть когда граничные условия имеют вид

'л у (0. у) - -и (0. у) = 0 при (0 < у < J)

*rv (х. 0) = v (л\ 0) = 0 при (О < х < о)

՝։ («, у) -֊- ~ У °* COS /« У’ 5/ <*• “ 4- V Ьк COS«kX
•■м “ * .4

(2.1)
’л(0, у) =л(у) (^<У ֊;л). 5,(х. 0)=Л(х) (С<х а)

•аг (А У)|։ =П

В ном случае изменяются голько бескон.'чиые системы (1.7), где надо 
учесть, что

k О
“Г’ w 2С։У» (с0- ’J։) ' — l -. <coS ’* (cns
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ОД’ -=

C\1t —

k г1 Zp (cos б) г, (cos 0) Cig — dr)
2

к
2

I // » (cos 6) c. (cos 9) ctg — db
J л т 2

(2.2)
к Г G

d™ = — — ( /. д (cos G) z,(co$ G) Ctg — d'։

rt (»os 0)
I cos h — cos rt

— ՝ c»a , (z ՛ TJsln — d՛, 01 9 f o
// Л (COS&) ֊֊֊ I ------ — :------=----
f՝ “ -J | cos 0 — cos

(2.3Ъ

l.pb а (COS 6)
_________ , (U sin — dr 9| 9 . ТГ® ■’ ' ' 9

r‘ .. ! cos fj — cos i.

^ = F։(cosy։1)-4C։4-S irpM^-'.V'J'A^IZpfcosTj -

-У ir^/^aft'OSTj-A'^^aCCOS.'JI  (2.4)«

Из (1.9) п значений интегралов, входящих з (2.2). приведенных в 
работах (2 4], следует, что системы алгебраических уравнений квази- 
вполне регулярны.

Отметим некоторые частные случаи
1. В первой задаче (фиг. 1). подставляя d-О, получим решение за- 

тачи о равновесии прямоугольника с одним внутренним разрезом [5|. 
[б] (фиг 3)

2. При d=*b (фиг. 1) получается решение задачи, когда прямо­
угольник имеет один выходящий на границу разрез (фиг. 4) (7).

3. При d—b (фиг. 2) получается решение тля задачи о равновесии 
прямоугольной области с двумя симметричными разрезами (фиг. 5), 
ранее рассмотренной п работе 15].

3. В качестве примера для первой ». ьччи вычислим коэффициент 
при особенности по формуле (III) дли квадрата, ослабленного равно­
сторонним крестообразным разрезом, когда хявдрат подвергается дну
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стороннему растяжению равномерными силами Р и <2. то есть когда па­
раметры задачи принимают следующие значения:

а = Ь — С = (1, а0 2(^. Ь1У = 2Р, а» = Ьк=0 (3.1)

'I

Знамени» коэффициента R' для некоторых отношений <7« при­
ведены в табл. 1

Таблица I

с а 1/2 1 4 1 10

. А’։ >1п (.-<■ 'ги\
к- - 1 ■’ О.ЧЗ/։-О.О*?1М 0. И.’/’-0.051 у 0.185/' 0.021 и
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В табл. 2 даны Значения коэффициента особенности /?2 (2.4) для 
задачи, приведенной в п. 2, при тех же значениях параметров (3.1).

Таблица 2

с [а 1/2 3'4 9/10

. /?аСО5(гС 2д)
*’= и 0.821 Р-0.023^ 0 -132Р 0.015(? 0.176/»—0.007

Случай И — 0, с 0 первой задачи был рассмотрен в работе (5|. 
‘где приведены некоторые значения А? для различных отношений с;и

Частные случаи второй задачи с = и и с = а рассматривались в ра­
ботах Бови в Нила [6. 7]. а также в работе [5].

Частный случай первой задачи, когда а Ь = . с ֊ <!. Р - 
подробно рассматривается в работе Сталлибраса |8|.

Для изучения влияния отношений с с1 и Р;\) на значение коэф­
фициента при особенности R рассмотрим подробно предельный слу­
чай п. I, когда а 6 = (фиг. 1). то есть рассмотрим задачу для 
плоскости, ослабленной крестообразным разрезом, когда плоскость 
растягивается по направлениям осей о.т и оу равномерным-.! силами 
г интенсивностями соответственно Р и р. Предполагается, что берега 
разрез.։ нагружен։.: только равномерным давлением р.

4. Решение задачи можно получить из решения задачи: п. 1 пре­
дельным переходом, когда « —Ь — ее-. Однако, предельный пере­
ход затруднителен из-за наличия бесконечных систем в Задаче для 
конечного прямоугольника. Поэтому целесообразно функцию напря- 

.женнй рассматриваемой задачи представить отдельно в виде

Р\՛՜ — Ох՛ С •Ф(д'. у) ——— ; 1/1(*)(1 - ->х)е " со^туг/? -!-

и

С (;) (1 — Зу) е ՛■՝ собЗлт/З 
и

(4.1)

где неизвестные функции /На) 
дующих граничных условий:

и С (а) должны определяться из еле՛

(с < л- <2 <х):у(л-. 0) = /» 

= г(0. У) = р

^|г = 0

(0<х< с):

(0 С у < </):

И(л-, 0) -II

С'(х. 0) =0 

зу(х, со) = р: 3.1-( О. У ) Р

(4.2)

Удовлетворяя условиям (4.2) 
задачу можно свести к решению 
уравнений:

используя при этом формулы (1.3), 
следующей системы интеграл иных
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.¥(/) =
<1

4 Г

(4.3

У«) = Р (О <?<</)

где функции А (/) и У (Г) связаны с функциями .4(7) и Я (а) 
тениями

соотно-

я с
хЛ(7)= ^Г(/)./0(։Г)Л, ?С(?) = [

О ’У
(4.1

Нормальные напряжения на линиях л=0, у — О выражаются че 
рез функции Л'(0 и >'(/) формулами

(О, V) = - У (0) - С
I у°֊-а֊ .) ) у2 -Р

зу (Л-, 0) = - А' (0) - ! -

I - с2 I л-2 ֊ Р

(|х|>с)

Отмстим, что путем замены переменных уравнения (4.3) легко свс՛ 
-д лятся к системе интегральных уравнении Винера-Хопфа

X.

(4.3'

где

Г = Р^
с1г(Г-'—.֊) 

и

(?! = ф — р, Рх = Р - р, у = 1п а = 1п - 
с

(() = е 1X (се՜1}. ([} = е

г/ У'(с)</
(0</<г)

о

о

в

о
(1у1>*)

о

3 сИЧг-; Н) 
о

В частном случае при у=0 (с=։Л система (4.3'| распадается нг 
два независимых друг от друга уравнения. При Р=(] получается толькс 
одно уравнение для функции д (/) = <( которое подробно исследи 
нано в работе (8].
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Решая приближенно (9] систему уравнений (4.3), для коэффициен­
та при особенности АТс) формулы (4.5) з зависимости ся а- <^'с полу՛ 
чин следующее выражение:

..V (г) = Q. - + g(/V._90|y (х - у) - 2а<^| +

4PXg2 I 3(г֊-8)+ 18--2 
п3 I 6 (а2 4-1)

. I arr.tg-

֊ п.522 У---------
(1.5)„(/>+ 1.4701)

(4.6)

Коэффициент Y (d) получается из формулы (4.6) заменой а

’ /<. В (4.6) введены обозначения

Я = («2 + I) у = агента - а#, («),,-֊ Г {а - /;).Т (а)

Погрешность формулы (4.6) не превышает 2%.
При малых значениях а ряд, входящим н (4.6). сходится медленно. 

Однако, формулы

У---------------------- = 1 arctg- 1
р" (1.5)р (/>4-1) У 2

Г У------- —^֊---------= — f arctg -— »И 4 —
Д (1.5)И/^ + 2) 2.$А « ' 2

позволяют вычислить значение этого ряда е любой наперед заданно:։ 
.точностью.

В табл. 3 приведены значения коэффициента при особенности 
■'<(<*) 12(*)Л» вычисленные по формуле (4.6) для конеч­
ных значений с и d.

Как видно изтаб|.3. изменение функции у։ («) незначительно 
(I > ;։ (2) < 1-096 при 0 - з< ՛ ), то есть влияние силы Q։ на зна­
чение коэффициента .V (с) практически не зависит от отношения 
■- de. Влияние же силы 1\ на A'(ci при малых значениях а незна­
чительно, а при увеличении а его влияние возрастает, но всегда 
меньше влияния Qv При з = О, (</ 0). ¥(Н Q։, то есть не зави­
сит от силы Pv При я= -, (г==0), A'(f)^^——^)(Qi £\)¥=0» 

н։> напряжение sy,(.v, 0) не имеет особенности, так как сумма первых 
двух членов формулы (4.5) при с 0 обращается в нуль.

Сравнение результатов работы с имеющимися в литературе реше­
ниями частных задач [5 8] показывает, что при одинаковых значениях 
параметров задач численные результаты (значения коэффициентов при 
х»с<1'1еяпосгях напряжений) при больших отношениях с/а совпадают. 
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я при малых — имеются некоторые расхождения, которые возник; 
из-за приближенности конформного отображении в [6, 7].

Тйб.ища 3

■г 7։ (а) տ Ն <Л) ,□ (»)

0.0 1.00000 Օ.ՍՕՕՕՕ 1.6 1.08451 0.41311
0.1 1.00038 0.00049 1.7 1.08613 0.44028
0.2 1.00261 0.01)381 1.8 1.08746 0.46582
0.3 1.00751 0.01229 1.9 1.08856 0.48981
0.4 1.01474 0.02727 2.0 1.08947 0.51235
0.5 1.02347 0.04891 2.1 1.09022 0.53351
0.6 1.03270 .0.07638 3.1 1.09353 0.6879.»
0.7 1.04180 0,10828 4.1 1.09429 0.77869
0.8 I.05020 0.14309 5.1 1.09453 0.83721
0.9 1.05756 0.17941 6.1 1.09162 0.87776
1.0 1.06386 0.21611 7.1 1.09466 0.90743
1.1 1.06915 0.25236 8.1 1.09468 0.93004
1.2 1.07354 0.28759 9.1 1,09469 0.94782
1.3 1.07715 0.32144 10.1 1;09470 0.96215
1.4 1.08011 0.35371 101.0 1.09472 1.08136
1.5 * 1.08253 0.38420 — ՜

В более частных случаях, например, для плоскости с одним разре 
зом получается известное решение [10].

Институт механики 
АН Армянской ССР Поступила 29 XI 1972

Ա. 2. ՈԱ1ՂՈ9Ան, Ա. 1Г. ՍՊՈՏՑՅԱՆ

ԽԱԶԱԶհՎ ԿՏՐՎԱԾՔՆԵՐՈՎ Р* ՈՒԼԱՏՎԱԾ ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ 
ՀԱՎԱՍԱՐԱԿՇՌՈՒԹՅՈՒՆԸ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

Դիտարկվում Լ ա м ա ձ ւ/ ակ անութ յան տեսության Հարթ իւնղի/>լւ խաչաձև 
կտրված րնհրււվ թուլացված ուղղանկյան Հասար; Սի ղեպքում երկւււ ներքին 
ւււղղաղիծ սիմետրիկ կտրվածքները ՛Հատվում են ուղղանկյան կենւորււնսւմ 
մյուս ւլեսլբում կարվածքները սկսվում են ուղղանկյան եզրերի կեն ա րոնների ց

Երկու ղեպքուս էլ /»^7/'/' լուծումը քերվում ր' կվաղիլխլվին ոեղուլյար 
ւ/ծա/ին Հանրահաշվական Հավասարումների անվերջ սիստեմների ան Հայտն երի 
որո у մանր լ

Լարումների արւոտ Հայտաթյոլններում անջատված են եղա կիա•'՛ ւանները• 
Նշված են մսանավոր զեպբերը։ Բերված են թվային որին ակներ։
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OX EQUILIBRIUM OF A RECTANGLE WEAKENED 
В\ CROSS-SHAPED CI TS

A. A. BABI-OVAN. A. M. MKRTCHIAN

S u m m а г у

A plane problem in the theory of elasticity for a rectangle, weakened 
by cross-shaped cuts, is considered.

In one case iso straight symmetric cuts intersect in the centre of 
the rectangle while in the other the cuts start from the middle of the 
rectangle edges.

In both cases the solution to the problem Is reduced to determi­
nation of coefficients of expansion from quasi-quite regular infinite sy­
stems of algebraic equations.

Some singularities in the expressions for stresses as well as a few 
particular cases are presented.
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\ С РАБИНОВИЧ

ПЛОСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА О ДАВЛЕНИИ ШТАМПА 
С ПРЯМОЛИНЕЙНЫМ ОСНОВАНИЕМ НА ШЕРОХОВАТУЮ

УПРУГУЮ 1ЮЛУПЛОСКОСТЬ

В работе [I] эта задача исследуется в предположении, что дополни! 
тельное нормальное перемещение, возникающее вследствие деформа­
ции неровностей поверхности полуплоскости, пропорционально давлении] 
р первой степени Из результатов опытов различных авторов [2, 3] вы­
текает, что это дополнительное перемещение пропорционально давле­
нию в некоторой степени. Поэтому контактная задача описывается урав- 
^НИСМ

- ‘
А/7Г‘ (х) = | р (/) 1п (. — х I (И 4- О (I)

-а

где /9(д') — давление на участке контакта, 2а ширина штампа, 
1

А'/Г" (х) —функция, пропорциональная дополнительному перемещению;
Число т обычно находи гея в пределах: 1 </п<3 |՝2, 3|. Для 

решения поставленной задачи следует к (1) добавить условие равно- 
‘ве-сия

а *

= Р (2)

где Р — сжимающая сила.
Обозначим

։
г (х) = р (х) 1 а- - х-՜. (] (х) = р"■ (х)

Дифференцируя (Г) и производя некоторые преобразования, имеем

г (/).// * г < Г • I . . -•
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откуда

■’ Кч' (Л) (а»— х=) = I —<// ֊ Рл
Л х-։

—а

Интегрируя это уравнение н деля ни (с?—л7|. получаем

Л<7 (.V)------ —- I 2/с I хч (л) </л - 5 I -
։.•—Л- |

п

— (/•(/) ) 1п|'—+ £ (3)
| а՝ х- .! ! г — а | 2

։дс 5 - неизвестная константа
Нелинейное интегральное уравнение (3| будем приближенно ре- 

шан*  методом, применявшимся в [4].
Для приближенного решения этого уравнения будем искать такую 

։}‘учкш1и» ч(х). которая была бы положительном, удовлетворяла усло­
вию (2) и уравнению

Кд(х)----------- -
1Г -

2Л՞^ х0(х)с/х - 5 | ~ 

ъ ■

----- !  I г (И Г«г-г 1п|------(3') 
<? — Л------------------------------------- Г — а 2

— Е
। те Р(х) равна Р с хорошем степенью точности.

■Дл тон целителем подбирать функцию и(х) в виде

ч(х)=-^- а'х' - • -£ - ( I)

(<г-л-Т‘п

;де </о>О. 
Тогда

г(л) = (^ - ^։лг ֊ -</лл^Г

Разложим о ряды Маклорена

г(л)=^Л։Д-\ (|-лг1 ^«у/л"
/-1» 1.0

Злменим и (3) г(х) выражением

1։
гп(л) -- х՛ Ь,х ’

I -<•
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Можно убедиться, что

где

ап֊

а
„ I (Г) I

Л'2
-а

/ Л-
г а

2п
М = V Л .-Л-2՝1

1-0
/" 1п

Здесь

«/. к =

Обозначим

//0- 
а-

Отсюда

?«-։

- Ь1.ки,. Ки:'
*-о

(2/-3)1!
& + 1)2' ’ г!

(-3)’! ֊ (֊1)!! = 1

2 А'

7.тиш^

»о — ՛ 

гп (т I)
(К

(б

Ь, = Ь
2

к

т.т'а-(Г'?։

т (т — В (/?/ — 2)

6
+

I м (т — -(т -г. - I)
Н

(Г՝
а

Разложим левую часть уравнения (3) в ряд

/^(л) ֊֊֊
а- — а

Оставим в ряде сумму
2л

4-^

Тогда вместо (3) получим систему нелинейных алгебраических у 
пений

р 2п 2л — /
СЛ = — * \ Ьк //о. А- а1'՝ С( = —֊ I, к ап

А=0 *—0 
(! </ <2/0
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Предлагаемый метод приближенного решения системы (И) осно­
вав на следующем замечательном свойстве коэффициентов выте­
кающем из табл. I: при А’ > I они весьма малы по сравнению с едини­
цей. что. как увидим из дальнейшего, позволяет существенно упростить 
систему (II).

Значения ы; *
Гиб.։и 1И !

\А'
/\ 0 1 2 3 5 10 20 50 100

0 ».5010'0.(1001) 0.0208 о ам -0 0161 0ЛО91 -0.00142 -0.00151 —О.(Ю'Н)4

1 0.2500 0.0417 0.0104 0.0010 -0.0039 0.0043 0.00269 О.оОЮч 0.00049
2 О.16Г.7 0.0117 0.0167 0.0)73 0.0107 -0.0021 '-0.0018.1 0.00087 0.00041
3 0.1250(1 0375 0.0177 0.0094 о.оол 0.0008 -0.0012՛՝ 0.00072 - 0.1ХМ6
5 0.0$33 0.0298 0.0104 0.0102 0.0045 0.0 Ю5 -О.00060 -0.00052 -0.00029

10 0.0455 0'0189 0.0119 о.оом О.ЦО48 0.0016 О.00О17 -0.00026 -0.00019

20 0.0238 0.0108 0.0074 0 005»} 0.0X17 0.0018 1 0.00059 ֊0.00002 —0 00009
50 0.0098 0.0047 0.0034 и .0027 0.0020 0,0012 0.<КЮ6И 0.Ц0015 о.осмхп

100 0.0) 49 0.00'24 0.0018 0.0015 0.0011 0.0007 0.00043 0.1ХЮ16 0.00005

Выполним теперь действия, законность которых будет показана ни­
же. Во-первых, оставим н системе (11) первые (л-Н) уравнений. 
Во-вторых, з суммах

У Ь.■. । и:, > а: 
*

входящих в (II). оставим

при 7 = 0 я Ь^Ц.о при />1

Кроме того, при Г^2 оставим з выражении (9) для Ь. лишь член

—т
а-1

Тогда получим упрощенную систему относительно

Со = ~ и.. .. - V дат, »<.,.
I * '

<,>0
(12)

С = г.т^о т( '1г. о
1

л’1
(I ֊</ < л)

Из (12). (7) !! (2‘, »ытекаст
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•л — 0.0И7(1г • 7з). 7о — 1

Неизвестный параметр л определим из условия равновесия (2) с ис­
пользованием (13)

Оставим в разложении в ряд Маклорена функции

лишь линейные и квадратпчгые члены относительно Ниже буле 
показано, что это приведет к удовлетворению условия (2) с высоко! 
степенью точности, Относительно /. получаем квадратное уравнение 
Значения чисел л и 7( при различных т и а также значения чисе;
//.՛ •. подсчитывались на БЭСМ-6 при л = 50. Из двух полу
действительных шачений > выберем большее (именно оно 
удовлетворит!. (2) и (3) с хорошей степенью точности).

В табл. 2 приведены значения Лав табл. 3 значения 
дфаниц модулей при этих значениях

, Таблица
Значения ).

Л! \
0.1 0.3 0.5 0.7 1 2 5 10

1 1.7203 1 ,5177 1.4052 1.3328 1.2623 1.1535 1.0682 1.0354
1.5 1.4172 1.3209 1.2587 1.2160 1.1727 1.1030 1.0463 1.0211
ч 1.2908 1 2304 1.1880 1.1580 1.1269 1.0760 1.0342 1.0178

3 1.1802 1.1465 1.1207 1.1017 1.0817 1.0486 1.0217 1,0113

Числа -1г как правило, оказывались положительными. Полечи 

данные значения позволили проверни., что (14), а следователь»!«, 
и (2). выполняется с неточностью, меньшей 1%. (« большинстве слу 
чаев неточность значительно меньше 1%). Перейдем теперь к обое 
кованию метода, го есть покажем, что если числа (/. определять и 
(12), а I — из (14), то при п - 50 и 1 3 функция д (л) (4) удое 
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летворяет уравнению (3), где Р(х) равна Р с хорошей степенью 
точности.

Верхние границы модулей ,
Таблица Л*

0.1 0.3 0.5 1 2 5 10

I 0.Q368 0.0079 0.0474 0.1585 0.2773 0.3926 0.4425
0 0.0136 0.0540 0.1035 0.1532 0.1666 0.1540 0.1424
3 0.0048 0.0719 0.0979 0.1060 0.0947 0.0782 0.0708
5 0.0261 0,0621 0.0622 0.0520 0.0417 0.034!) 0.0325

10 0.0300 0.0278 0.0229 0.0178 0 0150 0.0132 0.0126
20 0.0145 0.0097 0.0083 0.0068 0.0060 0.0054 0.0052
зэ 0.0082 0.0056 0.0048 0.0040 о.оозб 0,0032 0.0031
50 0.0038 0.0028 0.0024 0.0021 0.0019 0.0018 O.ÜO17

Рассмотрим функцию

1п
А (л՜) - V / л-'1

■ ՛
(15)

Здесь /1 представляет собой отброшенное ранее выражение у правой 
часты (/-г1)-ого уравнения системы (11) и равно

2л I
h = — » V Ь:. к Ut.kd^ 

։-и
(16)

где

К* --=

О при / = 0 и k = 0; 1; / —1 и k = О

Ь^к + т-' —при / = 0н2<Л<3

k — 0 и 2 < / п 

bi^n в остальных случаях

Покажем, что .4 (х) мала по сравнению с -^֊ при х|^а, 1 </н<3 

я л = 50, если числа /. и <7, определять соо гнете вели о из (1-1) и (12). 
Обозначим

— <!')

при I = 0 и k = 0; 1. а также при ! 1 и А’ — 0 <՛. * — 0

при 1=0 и 2 ^А»<3. а также при А —О и 2^.1 п
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т(т \)(гп—2)
՝ н н <щ-2 Т * • ’ *+ “ 7/+а_2и и/ -Г”* ’■

, •.*  т[т - !)• ... (т - / ֊ А: + 1) /+А
(/•!-*)!  "

В оста.՝։ы։ых случаях

/м <I)
*՜ 2 (и5,- * I 2՜ •••֊• ; . , ։-и) -

"՛ 0 (т— 2) ,
ии./.Ь-З ■ • б-Ь-2 ,։ »1/ -т- • • • —

-И I)' ։п (т 1 )• ... -(т — / — А’ — 1)
7

! (оложнм

(18)

Используя (13), получим

Л (х) =

Гл-.՛
М/ = — 5^ * 11к

К—О

(19)

Для различных т и ■ нами проведена оценка функции Д(х). 
для чего использовались значения //;.*■  ' (частично приведенные в 
табл. 1 и 2), и легко проверяемое неравенство

т(т \)(т 2)(/и^֊3) т (гп — !)• ...-(т — 4) 
4! * 5!

т {т. — 1)> ... • (/л — 5) _ ! < _!_
6! " ’ ! ՛■ 15

при 1 т < 3.
Эта оценка показала, что при | л՜ !< а. ;>0 (: — неотрииатель- 

р 
ное число). 1</?2<<3 и /2=50 функция ?1(х) составляет от - 

меньше, чем
2% при 1д-| <.0.8п

3% при 0.8« < | х | < 0.9,^

5% при 0.9«<|х|<а

Используя (5), (б) и (10), можно убедиться, что при 1</п<3 
и /I = 50 с высокой степенью точности выполняются равенства
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л
У С. Л'-՛ = Кц (л՜)

.V
, —-4—֊ I 2/< ( л\/ (л) т/л- -| 5

-А’* I J

• И։‘1л:по1 АП Армянской ССР. Чечяннк.։. Л՛? ։

(1

>п 2п~(

֊’У У^+*м/,^Л- 2/ =
/=о * *•<>

«
֊—- \ Г (/) I а7- Р~ 1п
а- — л- 3

(20)

Из системы (12) следует

У^;А'‘՜՜՜ п4',Л/<.|. ֊ У'«Хл "0.а') - У (21)
- х л-1 ’ /»I \ 0 '

Из построения функции Л(х) вытекает

Чп 2л-Г / i \
— - У 41 Ь(^к »1, /. «•*  л-:ц --- ( «о. о — V /«?. //„ . ) -

/-0 А-«1) X '

н Д(А) (22)

Вычитая из (21) равенство (22) и используя (20), получим, что 
// (а*)  удовлетворяет (3'), где

Р(л-) = Р- 2Д(л-)

Из приведенной выше оценки .4 (л) вытекает, что Р(л՛) равна Р 
С хорошей степенью точности.

Рансе было показано, что построенная нами функция <?(х) удов- 
„сгвор'я.ет (2) с высокой степенью гочности. Кроме того, значения 
7։ позволяют сделать вывод. чт<*  (/ (х)>0.

Отсюда следует, что функция д(х), определяемая по формулам 
(12) в (14). является приближенным решением уравнений (2) .1 (3). 
.Зля ее вычисления остается найти лишь параметр

Из (8) и (13) получаем при лч>1 уравнение относительно $

1
мг т) (23։

1П \2’"А* /И /
(/Я: Г“1

где

а(=, т) = 1 -4- г — т\ (/. — I)

Левая часть уравнения, как можно убедиться, является убывающей 
функцией от

9 д'
При т = I ; известна и равно \ — -—• что следует из (8).

ТЛ1
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Пусть ?։, ֊„..............., .... с/; ш։, т......... пц, ..., тг< — значения = я т,
рассмотренные в табл. 2 и расположенные в порядке возрастания и, 
кроме того,

т^т < ш.+1

На основании монотонности левой части (23) выберем такие числа 
С/ и 5/+ь чтобы =/<5

Нами проверено, что при пц <т <т1 +։ и ։ функции
а(5, т) и Х(=. т) с достаточной степенью точности можно считать 
линейными по т и :. Поэтому можно представить

\ \ ■ «(«. /лги) —а(Б. т;) . . ,О։.
ат) а(:, т.) 4------------------- -------- ---------- - (т֊т{) (24)

772, . 1 — ^2,

где при А = £, /4-1

а(с, гп») = а(:/,
„ ч ։• т*)  а(;., тл>) .т •;) - ---------------------------------------- ( ; — :) )

Ч -н Ч

Заменяя в (24) 7 на X. получаем формулы для /.(•, т). Из (23) и (24) 
находим с и, следовательно, X и Из (4), (8) и (13) вытекает, что 
давление можно записать в виде

где

/>(*)=/><»  (л*)
а(', т)

(25)

Л (а*) =

— давление при отсутствии шероЯоватостей [1. 5].
Необходимо подчеркнуть, что на практике для вычисления р(х) по 

формуле (25) при | х | < 0.9а достаточно заменить

.та

4^0

на

Для вычисления р(х)при 0.9а < |х|<0.95а достаточно заменить в 
(25) верхний предел суммирования 50 на 10. При этом правая часть 
формулы (25) изменится менее, чем

на 1% при 

на 6° 0 при 

на 8% при

|х|<0.8а

0.8а < 1 л-1 < 0.9а

0.9а < | х | < 0.95а

На фиг. 1 изображены графики давления при т=2 и различных £.
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Остановимся на случае «г = 1. рассмотренном в [1]. при котором не­
линейное интегральное уравнение (1) становится линейным*.

• Частично этот случай исследован з

В [I] на стр. 270 приведены значения давления при т=1. Прибли­
женный метод их нахождения основан на разбиении отрезка [0, о] на 
5 разных частей и составлении системы линейных уравнений относи­
тельно давлений в серединах этих частей.

а
р />(»')

Таблица. 4
ЗначимаЛ

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

К-л\ А Б А Б А Б А Б А Б

0.1 0.3658 0.3643 0.3827 0.3802 0.4239 0.4200 0.5157 0.5060 0.8121 0.7430
1 0.4558 0.4603 0.4615 0.4688 0.4836 0.4871 0.517! 0.5195 0.5791 0.5791

10 0.4913 0.4983 0.4966 0.4995 0.4982|0.5020 0.5025 0.5062 0.5096 0.5147

В габл. 4 приведены значения давления по [1] (столбцы А) и по на­
шему методу (столбцы Б). Из нее следует, что наше решение при «1=1 
весьма близко к решению в [1].

Автор благодарит Л. А. Галина за обсуждение результатов.

Моско веки П г осуда рс твенный
университет Поступила 5 II 1973
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Ա. II. 111Լ14՚Նք|՚1.1«օ

ԱՆՀԱՐԹ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ԿԻ1111Հ11.ՐԹՈ1'Թ:’.11.Ն ՛Ա՛Ս. ՈԻՎՎԱԴԻԾ ՀԻՄՔՈՎ oSU.IPH
ՀՆՇւՈԼՆ ՎեՐԱՐեՐԺԱԼ ՀԱՐԹ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴհՐԸ

II. մ փ ո փ Ո I մ

Դիաարկվւ, ղ կոն տ ա կա ա քին իւնցիրր բհրվում Լ ճնշման ֆունկցիայի նկատ 
մամր ոչ ցծային ինտհցրա[ հավաստրմանէ Այց Հավասարման (ուծւսմլւ կաււոՀ 
•լելոէ 'ամար տոաշարկվում Լ մոտավոր անալիտիկ մհ[1ոցւ Մասնակի ցե>ցր 
Համար բհրված է համեմատություն Ւ. Ա. 6 աաչերմանի լուծման հեաւ

X PLANE CONTACT PROBLEM ON THE PRESSURE 
OE A PUNCH WITH A RECTILINEAR BASIS ONTO 

A ROUGH ELASTIC SEMI-PLANE

A. S. RABINOVICH

Summary

The contact problem under examination Is reduced to a non-line 
integral equation with respect to pressure. An approximate analyl 
method to solve the equation is suggested. For the particular case a cot 
parison with I. .1. Stacrman's solution is presented.
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JI. Е ДАНИЕЛЯН

НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ 
РЕАЛЬНОГО ГАЗА В ДЛИННОМ ГАЗОПРОВОДЕ

Для проектирования длинных газопроводов в горных пересеченных 
местностях особое значение имеет учет угла наклона газопровода и из­
менения темпе՜ атуры вдоль газопровода. В настоящей работе рассмат­
ривается нестационарное неизотермнческое движение газа по длинному 
газопроводу и с помощью численных методов исследуется влияние тем­
пературы и угла наклона газопровода на изменение газодинамических 
параметров.

§ !. Дифференциальные уравнения движения.
Начальные и граничные условия

Рассмотрим одномерное нестационарное нензотсрмическое движе­
нце реального газа в длинном газопроводе. Такое .движение можно опи­
сать системой дифференциальных уравнений |1]

др '>.Ш:
- — ֊ ֊■— 4֊ pg Sin ։

д.\‘

где р. и и ь —соответственно средние по сечению давление, скорость 
и плотность газа, X безразмерный коэффициент сопротивления, 
л — гидравлический радиус сучения трубы, я —угол наклона газопро­
вода, R— газовая постоянная, £—ускорение силы тяжести, О’ —ве­
совой расход, х—площадь поперечной сечения грубы, Т — абсолют­
ная температура.

В данном случае принимается, что температура — любая заданная 
функций л*. Такие задачи встречаются при добыче газа из больших 
глубин.

Требуется определить давление, плотность, скорость и расход газа в 
любой момент времени в любом сечении газопровода при нестационар­
ном режиме работы, обусловленном переменным потреблением газа, я 
произнести исследование вышеуказанных величин в зависимости от из­
менения температуры газа вдоль трубопровода и от угла наклона трубы.

Пусть начало координат расположено в начале трубы, а ось ох на­
правлена по длине трубопровода. Тогда считая, для определенности, что
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температура газа по длине газопровода меняется по линейному закону, 
можно Т(х) выразить следующей формулой:

Т(х)^ T„-(Ttl- 7’J-у-
Х-4

(1.2)

где 7՛!, — температура газа в начале трубы, Т,- — темпера:ура газа в 
конце трубы, /.-—длина трубопровода.

С помощью очевидных математических преобразований систему 
(1.1) можно привести к следующему нелинейному дифференциальному 
уравнению второго поря дка относительно квадрата давления:

(РР f i- 1 оР 'i. sin х дР 
од֊2 | 45g/?7’՜ pTtv 2<g/?-r tfF

/ I dT 2sln 7 \ oP 4sln x (РГ
T \ T dx RT ) dx R'P dx

где P(x, t) =■p-(x, t).
Зададим следующие начальные и граничные условия:

(1.3)

при А - 0 Р - Р.л = const

при х — L
dx 4^xs

Рк sin j

R'f\

при t ^0 Р=/%(А-)

(1.4)

Здесь (7(0 — заданная функция, характеризующая закон изменения 
расхода в койне трубопровода; Ра{х) функция, показывающая закон 
изменения квадрата давления вдоль трубопровода при стационарном 
режиме, которая берется в визе ?2]

/’л(х) = Д.-(Р,.-Р0֊- (1.5)

где /< и /< — значения квадратов давления в начале и конце трубо- 
11 ровода.

Определяя давление из (1.3), можно вычислить плотность, скорость 
и расход газа по следующим формулам:

p(.t. ()ff , 'г—;/>U՜. Z) (1-6)
g₽7 (*)

« (л.. о=1/՜-8-2£g »U-CTE (i.7) 
՝ | A /)(Х, t) OX I.

Olx, t} ~ —^—p(x,t)U{x, t) (1.8)
RT(x)

11 гак, задача сводится к решению уравнения (1.3) с граничными и 
начальными условиями (1.4).
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§• 2. Решение поставленной задачи

До перехода к решению задачи уравнение (1.3). условия (1.4) я 
(1.2) предварительно приводим к безразмерному виду с помощью сле­
дующих соотношении:

Р=Р.Р\ лг=/.л', Г-Г..Г, 6 = 6/7 (2.1)

где величины со штрихами— безразмерные; 7,, /., г0, 60, 7*„ — сооч- 
щ гственно характерные: давление, длина, время, расход и темпе- 
ратура.

За характерный расход принят расход газа при стационарном ре­
жиме работы, за характерное давление — квадрат давления газа при 
а =п стационарного режима (1.5). за характерную длину — длина газо­
провода, за характерную температуру - температура газа при л- 0. 
Характерное время определяется из уравнения (1.3)

Уравнение (1.3). граничные и начальные условия (1.4) и (1.2) в 
безразмерных переменных принимают вид

д'Р _л I ОР 2/. .Опа _<7Р
г/л*2 ~ Г ТР дх РТЯТ2 о/.

/] дТ '21$лпл\дР , 4/.$1пд 1 дГ о
*4՜ (--------------------------- 1— т-------------------------- > (~.’֊>>

\Т дх РГ,Т / дх РГа Т- дх

при л* — О Р = 1
| при ^АСг(')-^Р (2.4)

дх НГК

при / — О Р = 1 — / 1 — } х
* \ Р» /

т = 1 ֊ /] - ^-)л- (2.5)

X ‘ и / 
где

Отметим, что в случае негорнзонтального трубопровода начальные 
н конечные газодинамические параметры надо выбрать таким образом, 
чтобы выполнялось условие

до
дх ' РТ

(2-6)

•которое следует из у равнения (1.7).
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§ 3. Схема численного решения задачи (2..3)—('!.■!)

Уравнение (2.3) представим п виде

(Г-Р 1 / Т пр
7 Г * Р ох СХ$Н1 з

д։

дР Р—(-с, -С.5Ш7)֊ 2С/;.ч1п^ СИ)
7 дх Т-

ГДе

-С,(Х1= "I 

Ох

Разрешив уравнение (3.1) относительно
дР х
— и обозначив 
о/

7 I -1՝ П (3.2)

получим 

дР I д'Р С; Ср1п з^ дР~ 2С,С.$1п ? $ г
д7 .М (д*. г) дх* ТУ\{х. Г) дх 7гМ(х.П

В работе [3] рассмотрено модельное уравнение

дФ 
(И

1 д'^ < / « дФ
—------------------ -- \ (л-, Г)--------- Ц(х,
Л1 (л, П ох- ох 

7)Ф - .$(?.՛. /)

г. указаны с>с-ма : мет-, т тисле :. ■՛՝-? решения этого уравнения. Сра-ши- 
вая уфзвненне (3.3) с вышеприведенным уравнен нем. замечаем, что

Л! (х. П = ЛГ(л\ /)

С, С« з!п х 
"ги(л\ /) 

//(.V. /)=в-2СА.--
Р.Ч(л\ /»

$(.г. /) « О

След »вательпз. схему тешен ня §3 работы [31 можно применить К 
решению задачи (3.3) (2.1)

Задача роша-тся методом прогонки. Для этой пели на основе алго­
ритмов* пре ьчоженных в работе [3}, состаплсиа программа па г)В.М 
•Рал да н-3».



Неустплолпишгссч лзнленне реального газа в глинном газопроводе 41

§ 4. Численный пример

Особый интерес представляют случаи. которые соответствуют зна­

чениям а=0 (горизонтальный газопровод) и <։» ֊ (вертикальный га­

зопровод).
Как отмечалось в §3. для решения задачи была составлена про­

грамма. ревизующая метод прогонки
В -»том параграфе приведено решение конкретного численного при­

меря. соответствующее значению <։ 0 и произведено сравнение полу- 
чей пых результатов с результатами решения изотермической задачи, 
приведенной в работе (3). с целью выявить влияние температуры на из- 
Мекснис газодинамических параметров

Для решения задачи задавались следующие числовые данные:

/. « 10«

/ = 0.0119 

Г. -- ЗбОвК 

Л = 210 К

R 50 мКг_:кгграо

J =х 0.625 и

Св = 31.5 к сек

Р* — 36 стч: Р, = 14 атм.

G't] - Cif,(ay 4 axt 4 azP 4 (i}t3 4. a4P)

где (70 — среднечасовой расход газа: г - время; аф=1; и, = 0.03217; 
•>_. —и.07794: а3 >30; = —Ü.00Ô78. Интервал (Û; 1]. соответ­
ствующий длине газопровода, разбивается на 20 участков, то есть 
Л = 0.05; k = 0.01.

3iècb h — шаг по переменной х. Л — шаг по переменной Употреб­
лена неявная схема и обеспечена практическая сходимость метода. 
Определены законы изменения давления, скорости и расхода.

В табл. 1 приведено решение задачи работы [3]. а з табл. 2 — ре­
шение задачи, предлагаемой в данной работе. В этих таблицах для 
уравнения доказаны измен«. < ։я давлений по .лине газопровод в ст­
ильные моменты времени Как замечаем из приведенных таблиц, между 
полученными результатами есть существенная количественная разница. 
Это строго замечается з сечениях конечного участка газопровода 

И 1.5 н-1.9 раза). В том сечении газопровода, абсолютная температура 
которого равна абсолютной температуре изотермического режим г 
(28()°Л’)< замечается количественная разница порядка 12%. При чеизотер- 
•мическом режиме движения тавле.чие уменьшается.

'Изменении скорости по тлнне трубопровода для отдельных момен­
тов времени показаны на фиг. 1 Сплошными линиями показаны графи­
ки изменения скорости при нсизотермнчегком движении газа, з пуик- 
тирными линиями—графики и ’менсния скорости газа при изотермическом 
•движении Числовые зплче՛ :ч скоростей приведены в табл. 3 Измене­
ние расхода газа по длине газопровода для некоторых моментов време­
ни показано на фиг. 2.
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Таблица I

№.\: X

i 0 t 1 i 2

P P
P„

P 
P.

- 1 -0.025 1.01 1.01 1.01
0 0.025 0.99 0.99 0.99
1 0.075 11.97 0,97 0.98
2 0.125 bijfe 0.95 0.&5
3 0.175 0.92 0.93 0.94
4 0.225 0.90 0.91 6.93
5 0.275 o.ss 0.88 0.91
6 0.325 !՛>:■ 0.86 0.89
7 0.375 0.83 0.81 0.87
8 0.425 0.80 0.81 0.8(1
9 0.175 • 0.79 0.84

JO 0.525 0.74 0.76 0.82
И 0.575 0.72 0.74 O.SO
12 0.625 0.69 0.71 0.78
13 0.675 0.65 0.76
14 0.725 0.62 0.65 0.74
15 0.775 0.58 0.62 0.71
16 0.825 0.55 0.59 0.69
17 0.875 0.51 0.55 0.67
IS 0.925 ;• 0.51 0.64
19 0.975 0.42 0.47 0.6’
20 1.025 • о.гз 0.59

Таблица 2

№№ .V

f֊0 1 /=2

P p 
c.

p 
Р»

—I —0.025 i.oi 1.01 I.OI
0 0.025 0.69 0.99 0.99
I 0.075 0.97 0.97
2 0.125 0.95 0.95 0.96
3 0.175 0.92 0.93 0.94
4 0.225 0.90 0.90 0.92
5 0.275 0.88 li.4S 0.89
6 0.325 0.85 0 85 0.87
i 0.375 0.83 0.82 0.85
s 0.525 0.80 0.79 0.82
$1 0.475 0.77 0.76 0.80

10 0.525 0.74 0.73 0.77
11 0.575 0.72 0.70 0.74
12 U.F25 0.69 0,06 0.71
13 0.675 0.65 0.62 0.68
14 0.725 0.62 0.58 0.65
1՜ 0 775 0.58 0.51 0.62
1G 0.45 0.55 0.49 0.58
17 0.875 0.51 0.44 0.55
Ь 0.925 0.46 0.38 0.51
id 0.975 0.42 0.31 0 47
2o 1.0.5 0.36 0.22 * H

Iаблчца .4

№№

7* = const T == const

0 l = 1 f =2 t = 3 t 0 t 1 t 2 l 3

.1/
U ------

сек

Л/
Il ------

сек

.w
Il * — 

Ci'K •

.w
Il ------
CCK

.u 
it ------
CeK

.1/ 
tt-------

Сек

.V 
tt------
сек

.w
II — 

сак

I 0 24.60 23/< 21.25 Ь / 27.3S 77.0.1 24.94 9.911
2 2500 28.45 -՛ -■ 21.93 I՝.5l 30.10 30.96 i 15.90
3 3250 34.93 31.68 25.07 20.65 33.97 36.98 33.11 19.30
1 5759 36.51 32.85 26.24 21.32 38.7ч 45.15 ■’.7.10 21.59
5 7750 38.33 44.28 26.89 21.66 47,30 57.19 42.14 22.80
(i 9750 54.79 47.64 33.40 24,66 55.90 76,00 46.44 23.65
7 10000 63.28 51.92 34.77 25.19 61.50 88.9 40.02 2 I/O



1 кустанозиашеесч дарженне рсяльэого газа = хтихнсм газопровода 43

На основанвн полученных результатов можно сделать следующие 
ныводы:

I. Алгоритмы и метод решения работ [3. 4] можно применять к от­
носительно более сложному нелинейному дифференциальному уравне­
нию (1.3), получающемуся из системы уравнений неизотермического 
движения реального газа з длинном газопроводе.

2. При испзотермическом нестационарном режиме движения, давле­
ние по сравнению с изотермическим режимом, уменьшается (порядка 
12—13%), а скорость увеличивается (в отдельные моменты до 40%).

Греоднсхпй Мео* :срч:ирк; й 
институт Поступила 1 X 1973

Լ. ь. ододиь

ԻՐԱԿԱՆ ԴԱՐ.Ւ ՋԿԱՅՈՒՆԱ8ՎԱԾ Ո2-ՒԶՈՐ4)ՐՄ ՇԱՐԺՈՒՄԸ ԵՐԿԱՐ 
ԳԱԶԱՄՈՒՂՈՒՄ

Ա մ փ и փ ո ւ մ

11րոս(ում Լ tj ա 4 ի .'.նշումր, խտոփ) յո։նր, արագությունը և հոսրր ոչ-ստա- 
ցիոնսյր ււե՚-քքէմքւ րյեսյրոէմ րնրյ որում րնւյունվոէմ Լք որ շեր մ ա ոտ խ' itfb ի փոփոխ­

ման օրենրր րոտ րյւսւրոմոպի երկարության հայտնի Լւ
1»նղիրր րԼրւ/ում ( ճնյման րաոակոաու նկատմամբ երկրորւյ կարզի ոչ 

ւխային էյիֆկրենէյիայ »ավտսարման յրսծմանր։
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ք"ն’/իրր լուծվոէմ Լ խաոր եզրային պայմաններով: Լուծումր կատարվում է 
թվային մեթո/րւվ: l/.j/j նպաաւոկււվ կաոո: րվամ է թվային լուծման տնրարյա֊ 
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էք ա ղ ո !] ի ն Ш մի կա կ Ш ն ։։/ ա րամեւորերրէ

UNSTEADY NON-ISOTHERMAL .MOTION OE REAL GAS 
IN A LONG GAS PIPELINE

L. I- DANIELIAN

$ и m m а г у

The temperature variation law along a gas pipeline is assumed to 
be known, and the pressure, density, velocity and discharge of the gas 
in unsteady operating condition՝ of the gas pipeline are determined.

The problem is reduced to the solution of a second order noi - 
linear differential,equatl n with regard to the square of pressure In mixed 
boundary conditions.

An implicit scheme the- numerical solution of the problem is 
constructed winch allows to determine the above dynamic parameters of 
the gas.

The solution is obtained by a numerical method on the „Razdan-3* 
computer.
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P М КИРАКОСЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПЛАСТИНОК ЗА ПРЕДЕЛАМИ 
УПРУГОСТИ С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНЫХ СДВИГОВ

Устойчивости пластинок за прадедами упругости материала и раз- 
нпных постановках посвящено много исследований ((1—51 и др.), 
в Для пластинок известно 1см |4). стр 441). что с экспернменталь* 
амн данными лучше согласуются теоретические значения критических 
нрузок, найденные по деформационной теории пластичности без уче­

та эффекта разгрх зкн.
В настоящей работе на основе деформационной теория пластично­

сти [1] рассматривается устойчивость пластинок с учетом влияний попе-
речных сдвигов в у слои и и х про лол ж а-юше гося Аналогичнаянагружения.

•1лачя ив основе теории течения исследована в работе [5].
I. Рассмотрим пластинку постоянной толщины Л, отнесенную к 

»теме прямоугольных декартовых координат xyz. В качестве мехянн-
ткнх соотношений примем уравнения деформационной теории пла- 
ичностн несжимаемого материала {!]

1 д (1.1)

где зх. зу. х.... и ег. еу, ед> — компоненты напряжения и Деформации,

(1.2)
е = —1 с*; — — е* 4՜ е՝.

1 3 I

ятенснзностп касательных напряжении и деформации сдвига.
Пусть в пластинке, которая деформирована за пределами упругости, 

тнзоваио безмомептиог напряженное состояние

Ъ, Зу. МУ (1.3)

При выпучивании напряжения в пластинке получают бесконечно ма­
лые приращения ?.:¥, Принимая гипотезу непрерыв­
ного 1П1Гружеини (7, 8р. согласно которой искривление пластинки 
возможно в условиях возрастания нагрузки, обеспечивающих нагру­
жение но всех ее точках, с помощью (1.1) для вариаций '<яг. •>:. и 

ш,-лучим
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«г = а3^ех 4- акЪеу 4- «мое։у

5»у = иЛеу 4- акЪел 4- а^^гу (1.4)

'•"л-у = ^зз^^.гу 4՜ ^13^Л 4՜

где

^=^К~(2е,+^©'
в«=<Мз’<+<4^)

(1.5)
= — 3.4- 2 (2.x 4֊ .у) (2.у + е,) |

а» = 9՜^ е'у(2е' - (т՜)
“»= е'у (2е' “ е>) (т՜)

Будем исходить из уточненной теория пластинок С. А. Амбарцумя­
на 16], учитывающей влияние деформации поперечных сдвигов. В усло­
виях отсутствия поверхностных нагрузок для тангенциальных напряже­
ний по этой теории.имеем

^л: = ./ (г) 4 (X, у). -уг ^ / (^) И-V. У) (1.6)

где /7г)— функция, характеризующая закон ‘изменения касательных 
напряжений по толщине пластинки, ср(л֊, у) и ф(х. у)—искомые функ­
ции.
_.ч Связь между касательными напряжениями (1.6) и соответствующи­
ми деформациями поперечных елпигов пластинки имеет вид [I]

".՛ -■\гс = ч €.сг. т \-2 = •> ' .у? ( 1. / )ои ' 0«!

Пользуясь геометрическими соотношениями 

где п,. иу, и-—перемещения по направлению осей координат л՜, у, г. 
соответственно, с учетом (1.6) и (1.7) получим
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I у)
Э* ах 31

(1.9) 
ф = - ^+^/(г).?(А-,у)

аг Оу я։

Пренебрегая изменением нормальных перемещении точек пластинки по 
ее толщине н деформированием срединной плоскости (м=р-֊0), из 
И.9) путем интегрирования по 2 находим

, ды Зг, , , ч , ч '.и ։ ----- г _ 4- — Л (?) ? (х. у) 
ах

(МО)
= -2(/±- ’̂ ֊ ;0 (-) ? (х, у)

Оу

Здесь

Л(г) =р(г)<<- (1.И>

С 
а* — прогиб пластинки.

Используя известные геометрические соотношения, с учетом (1.10) 
для вариаций деформаций получим

Внеся (1.12) г. (1.4) и присоединяя к ним (1.6). для приращений напря­
жений выпученной пластинки находим



'хг у), '.уг в/(2)«’»(Х, у)

Поступая как обычно, для приращений моментов и поперечных сил по­
лучим

Л'1(X, у), л; Л->(л‘« у)
где

1>£

| г/0(г)</г,
—Л 2

Л|3
4 = С/(г)^

а

(1.15)

Уравнения равновесия дифференциального элемента пластики после 
выпучивания нм*.ют вид [5]

д о. И г . оо/7 д£Му дЪН ..
дх Оу о у <1х

(1.16)

+ г. .--г1:—- 25» — = о 
дх ду * дх- у ду* дхоу

где Т(,г, 7՝՝՝, 5° -внутренние тангенциальные силы начального безмо- 
.ментн* «г* • состояния —

Г? = Лзл, 7; = А֊у. ^=А-.ХУ (1.17)
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Подставляя (1.14) в (1.16). получим следующую систему относи­
тельно функций w(x, у). ?(.v. у) и Их, у):

Л 1‘± 1 w֊ 4- 7? — 4֊ 25° = о
\ дх а у ' дх- ՝ ду- дхду

Это система устойчивости пластинки за пределами упругости мате- 
тщала.

Пренебрегая влиянием деформаций поперечных сдвигов, вместо 
.системы (1.18) получим уравнение устойчивости иеупругои пластинки в 
классической постановке.

2. Рассмотрим задачу об устойчивости шарнирно опертой по всему 
контуру (л-՜ 0. х=а, у—0. ч^Ь\ прямоугольной пластинки, сжатой в 
своей плоскости но направлениям х я у давлениями р и кр, соответствен­
но. Для простоты ограничимся случаем линейного упрочнения мате­
риала [1]

1
e; = 3G[(l — л)£,- + /.еЛ], Z = 1const (2.1)

где (?-модуль сдвига, ^ — предел упругих деформаций материала. 
Полагая

Г« = _ Pht rj՛ = kph, S° = О (2.2)

п используя (1.1). (1.2) и (2.1). находим

Нзттня ЛН Армянской ССР. Механик:». № 4
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= x/>,
*/>֊>/> 

ei 30(1 X) р. = ЗОе,

2ex -r ey =
'P — 'P.

2x0'(1 /■)'
W — II)2.еУА-ех~ ^k֊L —L 

2x0 ( 1 exy = 0

Из (1.5) с учетом (2.3) для коэффициентов a.] получим

«и = Я
/р — в

4х3/? —ЗА’-В
%.՝ = Л---- --------- ’ Дал = Л

vp — В
7?Р

7-Р ֊ В

2z> ֊ ЗАВ
7.р — /?

(7(1 ֊ >.)

"п = аа = " (M

•г Зааа

x — | 1 - k _ & ,

А

= Л

Имея в виду. что коэффициенты ан не зависят от координат, н 
(1.18) получим систему устойчивости рассматриваемой шарнирно онс[ 
той пластинки

ph /à-tz< 
~Г ( —Г “• \ох-

c/\v։ . , п .
«И - 7 -- (û15 - 2ûM) 

ох4

12./., 
АЛ

*-г-) 
оу- /

ОХОуг

12Л /
А1 \

дх ду

12/1 / (1ц Q:z
Лл \ а3. дх~**«»

u-z
ду-

03

—— _ 0 
дхду

(2.5)

Uj.— -г (ап 2а„) 
tfyJ

o'w V2J;
Ох'ду fiJ 

ау, <72՛; \

O՝z

h' "У

< a.Joxôy

1^.> = о
А’ '

. 12Л

а

Граничные услозня шарнирного 
(1.1-1) представим в виде

опирания пластинки с учетом (1 10) :i

при 0, л' — а

•а* — 0. Ну или ù — О

ЛГ h / t?2^1 , ô2tt՛
( Ли 11 у- ..

12 \ дх- оу՝
®«Ш=6 (2|

ду J

при у = 0. у = b

/АМ

w 0, ил или ?=0

о-и՝ d2W\ 
ап.,------- а.к —
" â't’ 'àx'^

(}'■> Ozа,...------ -  а ----
ду дх

= 0
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Соблюдая эти граничные условия, решение системы (2.5) ищем в форме

т-х , пг.у
к։(д-, \՛) - Сй. б։л------- з!п ——

а Ь

. * т-х . п-\՝ъ (х. \՛) = С. со$-------<ш ——
а Ь

, , . ~ . /П-Х пг.у
■> (Д', у) = Сс я1п-------СОБ

и Ь

(2-7)

где С«.. С.., — постоянные, т и п — целые числа, показывающие
число полуволн искривленной пластинки. Подставляя (2.7) в (2.5), по­
лучим следующую систему однородных алгебраических уравнений 
относительно неизвестных постоянных:

р/1(^ ^\Св-^С-.֊^С.=0
\ а՝ Ь2 / -а ъЬ

С.г = О12 ?= и. /
Л* г.» аа Ь‘ )

1риравнивая нулю определитель этой системы (условие существования 
нетривиального решения), с у^'том (2.4) для критического давления 
юлучим квадратное уравнение

Лхр- — А2р + Л3 = О (2-9)

где обозначено



՛•■ |J_ лХЛ g ՛■ I
Л» I 7- ! 1 д //- / J. ' ...■/֊■- [

Iipejno.T. жим, чг- пластинка геряет устойчивость в пределах упругости 
IA 0). Гргла с учетом (2.1), (2.1) и (2.10) имеем

Я=0, д = £, А3=֊0 (2.11)
7*

С.'.ч ;емеу|. и re зпй'!1’1г..г крп. и'ич ко: о давления /; из (2.9) опре­
делит! я однозначно

,,a =wl4—'ill-----------՝—(2.12)
■I 3 £L . : I / /Я .

и* Ь': т' J, ՝. а՝ Ь՝ /

la.ib.iefiuirM будем считать, что

(2-13)

то есть Пластинка теряет устойчивость за пределами упругости. С уче­
том (2.13) и |2.-1) тля этого случая имеем

(2.11)

С. учетом (2.10) для значения функции

Ф (р) = Д։ р։ Azp -Ь А3 (2.15)

В в точке р — получим
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а* Ь’

»//Ч Л*
— (I 24’)'՜ - ֊ ■ (2-*)Ч

а* Ь*

к как функция Ф(р) отрицательные значения принимает только на от 
эхе. ограниченном корнями уравнения (2.9). то в сал\ (2.16) заилю

Псм. чги значение /;= ։ находится между корнями этого уравнения.

ю есть

Учеычно, чти первый корень уравнения (2.9) р} ։е может быть реше 
тем задачи, так хак тля него нарушается условие (2.11).

Таким образом, критическое значение давленая 
н-Щвм корнем уравнения (2.9)

определится

РУ, = Р:~
■■■'} ֊ '■֊С/՛ 
2/1,

1н ля понятие секущего модуля

Р
С,

АР
Х?9

(2.19)

шйдритиому уравнению (2.9) можно при и։ть формально 
и для критического значения давлен։™ записать

линейный вид

/< ֊ ֊֊'֊ \А։ВЕ։ ДЛ(ЗЖ’ 
.4

Л.|| (2 20)

Ьдигко, выражение (2.21՛) не является окончательным, гак как секу­
щий модуль Ес зависит ст неизвестного /\., В этом смысле предиочте 
■Йеследует отдать отражению (2.18).

Отбрасывая из (2.10) члены, содержащие ֊' • получим выраже- 

ни՝ коэффициентов .4, по классической постановке задачи устой­
чивости

т-

Д.= -- - ЛЛ-'х- 
- ::

а- 
т-
а՝

4- -- )
Ь- )

-к —
>>■

(2.21)
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Рассмотрим частные случаи.
а) Для квадратной пластинки (а=й>. сжимающейся со всех 

рои разномерным давлением р(£-х-1), из (2.10) получим

.։,.1в(.№-+12л»)йг
•') Полагая и (2.1«») А- -.0. , | и переходя к пределу при 

получим выражения коэффициентов Д, для шарнирно опертой 
печной полосы, сжимающейся равномерным давлением р

Ь- 
бес к о

■V I-■*֊-֊• •< & -’Лиг 2|А/Л^
Л а' 3 \ /. ) .

(2.2;
Л։ 1 Н(А1г~ 12 н\

4 V Л .) а*

3 Рассмотрим численный пример. Имея в виду, что произвол в 
.чумном выборе закола распре телепня касательных напряжений по : 
шине пластинки /7 г; не может внести недопустимых погрешностей 
положим

С учетом (I II) и 1.151 имеем

Пусть

— ~ 4՜ • ' = ~ • 6՜ = 7 -1 (У кг с. — 2 10’ кг/см՝ (3.
а 5 6

В табл. I представлены результаты вычисления значений крнгп
чг/кого явления для бесконечной полосы, сжимающейся в направлена
коротких сторон С целью сравнения в последних трех столбцах табл и
пы приводятся з:<аче шя критического давления по теории течения 
подсчитанные .для этого же сличая (3.3).
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Таблица I

т /’х
и Ю3 кг՝с.\Р

Р1 
в 10’ кг с др рЖ

р\
в Ю3 кг саР

Р1
В 105 кг; см3

1 76.769 66.334 1.157 80.524 70.759 1.138

2 306.827 188.135 1.631 322.096 207.536 1.552

Из этой таблицы видно, что относительные поправки, вносимые со сто­
роны уточненной теории пластинок [6]. для обеих теорий пластичности 
примерно одинаковы. Разница .между абсолютными значениями критн- 
чсског» давления обусловлена характерами теории пластичности и су­
щественно не зависит от учета влияния деформаций поперечного сдви­
га. Как и։ обычно, .здесь тоже теория течения лает завышенные значе­
ния для Критического давления.

Рассмотрим численный пример шарнирно опертой квадратной пла­
стинки. сжимающейся давлениями р и кр. Варьируя значения парамет­
ров /. и Л, приходим к результатам, представленным в табл. 2.

7аб.ШЦЦ 2

О I 36*. 17
184.23

I 122.82

1.00
1.00
1.00

2.80,03 1.32 ■ 140.87 1.31 2.00 2. со
140.01 1.32 92,37 70.41 1.31 2.00 2.00

93.34 1.32 61.66 17.Он 1.31 1.15 1.15

С помощью этих данных па фиг. I построены графики изменения 
.ритических [явлений и их отношений в зависимости от параметра 
■.арактернзующего пластические свойства материала. Из графиков ։а- 
меч.? ем. что наибольшее расхождение между шачениями критических 
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явлений но классической и уточненной теориям имеет место ։ля линей 
но упругого материала /. = 0. С увеличением пластических свойств это' 
расхождение монотонно убывает и при стремлении материала к идеаль­
но-пластическому (пр.» ; — 1) оно полностью исчезает.

Институт механики
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ON STABILITY OF PLATES • UTSID; ELASTICITY 
WITH DUE REGARD FOR TRANSVERSAL DISPLACEMENTS

R. Al. KIRAKOSIAX

S п m 111 з г у

The stabilir. ՛ f plates onside elasticity with due regard for trans­
versal displacements in conditions *ol continued loading In terms of de­
formation theory or plasticity Is considered. A numerical example is 
presented.
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А М СИМОНЯН

•ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫСОКО'1ЕМПЕРАТУР11011 ПОЛЗУЧЕСТИ 
ХРОМО-11ИКЕЛЕВ0И СТАЛИ В УСЛОВИЯХ СТУПЕНЧАТЫХ 

ИЗМЕНЕНИЙ НАПРЯЖЕНИЯ

Большинство энергетических установок и детален машин работает 
1։ условиях пестапленарных тепловых и силовых воздействий. Вслед­
ствие этого вопрос о предсказании информативности материалов при 
произвольных изменениях напряжений к температур в больших преде­
лах деформаций является актуальным. Общепринятые теории ползуче- 
сти. которые, базируясь на экспериментальных ипшых о ползучести при 
постоянных напряжениях и температурах. в ряде случаев правильно 
предсказывают ползучесть при плавных и ступенчатых изменениях та- 
пр.чженнй. в случае циклических или многократно изменяющихся напри- 
Ленин иногда пряно лит к заниженной оценке ползучести [1 5]. Иногда 
Ш к.шчиость напряжений привадит к ускорению наступления третьей 
стадии ползучести даже при небольших напряжениях (6). ?>ти факты, а 
тзкже и ю. что протекание ползучести с возрастающей .скоростью у не­
которых металлов является продолжительным и начинается довольно 
скоро после приложения нагрузки (см., например, [7]), предопределяют 
Д’чет деформаций ползучести третьей стадии при частых изменениях на- 
АОнжсния. тем более, что при инженерных расчетах, проводимых с не 
«тъю гарантии от разрушения, вря.^.п имеет смысл пренебрегать дефор- 
Ч.:!!11ЯМ|: 1՛ ГОЗраС ГИЮЩсЙ СКОрОСТЫО, «Г.> И ! ' Д1 il I : I М H X ;>И <I>V ШСИ ИЮ.

Настоящая работа посвящена исследованию ползучести чромо-ни- 
келевой стали X181 ПОТ при ступенчатых и при различных неравчомер- 

гсо-шжлическнх приложениях нагрузок, а также проверке одного фено- 
•■кчюлотическогс уравнения, учитывающего деформации «запаздываю­
ще:։ пластичннсти’л обратимые деформации наследственности, а также 
деформации третьей стадии ползучести.

1. О методике экспериментальных исследований

Опыты производились на испытательной машине 7.>\ 502.10 Рау- 
’эяштеип. у которой были усовершенствованы термсизмерительное н 
терморегулирующее устройства. В процессе испытания на ползучесть 
температура измерялась непосредственно на поверхности образца и ре- 

ВулировалаСь путем периодического включения и выключения пагрева- 
ге.ыюго устройства печи с колебаниями =2°С и с периодом около 
2 ч.7ч В процессе опыта на всех установках температура кон।ролирова 
.П1С1> с помощью одного и того же милливольтметра.
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Нагрузка на образец передавалась путем плавного подъема с упо­
ра двухступенчатого рычажного приспособления, а в процессе опыта 
ступенчатое изменение шпряжегия «куществлялось вручную при стро­
гом иодол)тении динамических эффектов.

Испытуемые образцы 0 8 .н.ч вытачивались из прутков 0 15 лглг 
стали Х18Н10Т при непрерывной подаче масла на обрабатываемую по- 
йерхность с целью предотвращения нагрева образца в процессе обра­
ботки.

1 очное;I. измерения деформаций, обеспечиваемая с помощью опти­
ческого устройства. составляет 0.5-10՜’.

2 О ползучести при постоянных нагрузках

Как показано в работах (8. 9). для ряда материалов, в том числе 
։ля нержавеющей стали при относительно небольшой длительности ис*  
пытаниядеформации паи»чести при постоянных напряжении и тем­
пературе. хорошо описываются следу и-ши м аппроксимирующим урав­
нением

• 1Խ.1 н-рмипом »MJ-i-.li!-. .։։.»։<> к^болыпия илк-лыюсть испыт.,|ния> ьтесь поиИ; 
мосте՛.։ 1..КЛМ :.11>!Г.1Ы<-Н:։. . .-ч при чо:-.роА кформлии;։. сооттсгоующаи III
падин пол ։учссп1. прснсбрсАемр млл>. Ис срдпм^иию с обштА ։еформлниеА П( 
•учес:и.

(Ո = 2(1 — е *)  + «/ (2.1)

где а, р ц •• легко определяются [10] значениями напряжения о и темне- 
( атуры Т. при которых проводится испытание на ползучесть. Формула 
12.II. как известно, соответствует распространенной схеме Эплрейда.

Однако, как показали проведенные эксперименты при 700°С и пр!» 
напряжениях 9.30 кг. 'мм2. I!. 15 кг/мм2 и 12.40 кг/.им2 (фиг. 1). при 
достаточной длительности эксперимента кривые ползучести (показаны 
сплошными линиями) оказываются вогнутостью вверх, и использова­
ние зависимости (2.1) ւпоказано штриховыми линиями) приводит к все 
возрастающей =о времени погрешности.

Штри.х-пу.чктирными линиями показаны теоретические кривые пол*  
з^чести. построенные, согласно теории старения в применении к (2.11, 
счетом изменения длины и поперечных размеров образцов [II] в про­
цессе ползучести. Как вытекает из фиг 1. :ю«ристание скорости ползу­
чести не определяется указанными причинами я. вероятно, связано с об­
разованием местных трещин [12).

В связи с этим для описания экспериментальных кривых ползуче­
сти предлагается феноменологическое уравнение

« ։.*)  = >() -£֊:'; + ,/ + £,„ (0 (2.2)

где ։ц*(0  деформации с возрастающей во времени скоростью Н1 
фиг. 1 штриховыми линиями с кре тнкзмн показаны кривые, построен՛
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ные согласно (2.2) при следуй шей аппроксимации гн:(/) по напряже­
нию и времени при 700 С:

13,3
(2.3)

где £=0.497.10 1/ч«сэ, /?=31 кг/мм-- кратковременная прочность

3. О ползучести при ступенчаты* изменениях напряжения

Обобщение уравнения (2.2) н£ случаи переменных напряжений, 
юте говоря, может осуществляться различными способами в завц-

•имости нг принятой теории ползучести. Однако, обобщение (2.2) при
согласно наследственной теории [14], как это делалось в ра­

боте [9] Для уравнения (2.1), возможно лишь формально, так как фор­
мула (2.31 с некоторого момента времени описывает ползучесть с воз- 
жшаюшей скоростью, что при принятии принципа наследственности 

»соответствует усиливающейся памяти материала. Невозможность су­
ществования материала с усиливающейся памятью демонстрируется на 
опыте по обратной ползучести, где деформации ползучести после пол- 

I чоп разгрузки должны были бы неограниченно расти с возрастающей 
скоростью в направлении предшествующего напряжения, что невоз­
можно.

Использование наследственного принципа для первого члена (2.2) 
в случае уменьшающихся во времени напряжений приводит к завышен-

испытуемой стали при 700°С. Отметим, что «, р п у были взяты соот- 
гаетсгвующими усредненным экспериментальным кривым без аппрокси­
мации по напряжениям, дабы связанные с этой аппроксимацией прибли­
жения не влияли бы на опенку уравнений (2.2) :՛. (2.3). Аналитическое 
представление деформаций ползучести во времени в форме (2.2) и (2.3), 
по-впдимому, удобнее предложенной в [13] как с точки зрения опреде­
ления параметров уравнения, так и с точки зрения обобщения на слу­
чай переменных напряжений и температур.

(2.3)учете
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ным деформациям обратной ползучести [9], в связи с чем <атухающах 
часть ползучеегп (р-ползу честь) здесь, аналогично (15. 16]. рассматри­
вается как сумма обратимой деформации ползучести (0о-ползучести) 
и деформации запаздывающей пластичности (|3--ползучести). Обобще­
ние (2.2) на случай переменных напряжений запишем в виде

։
=,(') = р01=(-)к<' «'-■՝-М=(-)1!<*•+•  |

О а
0.

+ С?։1=Ь+Л)И<1 Гф(01 (3.1

I՛'
где 0։֊ сумма промежутков времени, в течение которых действующее 
напряжение не меньше максимально достигнутого за предшествующ« 

ремя нахождения образца пол нагрузкой, (12=/—0( (правило опреде 
лепия 0| и 1)2 в зависимости от изменения напряжения о(7) во времени 
проиллюстрировало :։а фиг. 2). Н.о(П] некоторый оператор, описы­
вающий теформаини с возрастающей скоростью л вырождают пн՝я при 
ч:»скояиных напряжениях в (2.3). Отметим, что геформацяи ползучее^ 
за вычетом третьей стадии могли бы быть обобщены на случай перемен-, 
иых напряжений согласно теории Малинина—Хажи.чс.когэ [17;, которая] 
как показано и |10|, лучше описывает деформационные кривые, однако 
приводимая запись при своей относительной простоте не приводит В 
большим погрешностям.

На фиг. 3 представлены деформационная кривая Iсплошная линия) 
стали XI8II101 при 600'С я при ступенчато-переменном напряжении: 
[9] при длительности эксперимента, когда деформации (/) практн- 
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чески не проявляются, и также теоретические кривые- штрих-их нктир- 
ная, построенная согласно (3.1) при пренебрежении П(п], л штриховая, 
построенная согласно обычной наследственной теории без выделения 
деформаций запаздывающей пластичности и с нелинейными по напри 
/Кениям мгновенными реформациями. Значения ро(о), используемые 
при построении соответствующих теоретических кривых, определялись 
из опытов па обратную ползучесть.

Из сравнения приведенных кривых заключаем, что уравнение (3.1) 
существенно лучше описывает реформационные кривые ползучести, чем 
обычное уравнение наследственности, и. следовательно, некоторые 
усложнения, связанные с выделением .деформаций п։паздываюшей пла­
стичности, иногда могу г быть оправданы.

Рассмотрим теперь вопрос построения оператора П[о), или что гл 
же, обобщения (2.3) на случай переменных напряжений. Как было ука­
зано 1Ы1пе, оператор П[о] бу шт внутренне противоречивым при обобще­
нии (2.3) согласно наследственному принципу. Естественным представ­
ляется в применении к (О использовать основной принцип гипоте­

зы уравнения состояния |1|, согласно которой скорость ползучести —п1- 
с)г 

однозначно определяется напряжением, температурой и ^и. имеющими 
место в данный момент, независимо от истории нагружения.

Для построения соответствующего уравнения дифференцируется 
(2.3) при условии постоянного напряжения и в полученный результат 
подставляется время I, выраженное через о и ^:п, согласно (2.3),

Распространяя (3.2) на случаи переменных напряжений, после пнтегри

Формула (3.3) является обобщением (2.3) согласно принципу гипо­
тезы уравнения состояния; в -дтом случае для деформации FlfnfZi ] имеет 
место комм՝, гад 1вный закон |18].

Запишем выражение Ufcr(/)J в более общем виде

При 1=4.4 (3) уравнение’ (3.4) вырождается * (3.3).
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На фиг. 1 сплошными линиями показаны экспериментальные кри­
вые деформаций ползучести за вычетом затухающей и установившейся 
долей ползучести, определяемых з отдельности для каждого образна, з 
условиях одноступенчатых изменений напряжений от 12.10 кг/лмг2 до 
11.15 кг/мм2 (линия 1) и от 9.30 кг/мм2 до 11.15 кг/'мм2 (линия 2). 
Штриховым и линиями показаны теоретические кривые, построенные 
согласна гипотезе уравнения состояния ?. применении к гщ (3.3), о 
штрих-пунктирными — согласно (3.4) при /.“10. Как заключаем из 
фиг. 4. выражение (3.2) для П[о(/)] при /.= 10 хорошо описывает дефор­
мации с возрастающей скоростью как в случае повышения напряжения, 
гак и в случае его понижения.

В зи с вышеизложенным, уравнение ползучести при переменных 
напряжениях запишем в виде

Перейдем к рассмотрению ползучести при циклических нагруже­
ниях. Как отмечается л работе [4]. действие циклических перегрузок 
приводит к возрастанию установившейся скорости ползучести, а в ра­
боте (5) предложена система уравнений структурной теории ползучести, 
согласно которой циклические нагружения приводят к так назы­
ваемой «ускоренной» деформации по отношению к случаю действия 
постоянного напряжения. Отмстим, что в некоторых экспериментальных 
исследованиях (19, 20] «ускоренные» деформации не имели места. 
Согласно (3.3), в случае циклических нагружений (до одного и того же 
напряжения). чередующихся с полной разгрузкой как для равномерных, 
так я .тля неравномерных циклен, деформации ползучести, за вычетом 
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•затухающей и установившейся частей, определяются лишь временем на­
хождения образца под данной нагрузкой. Этот принцип в известной ме­
ре аналогичен линейной теории накопления повреждений (см., напри­
мер, [21. 22]) в теории длительной прочности.

Для проверки указанного принципа были проведены эксперимен­
тальные исследования той же стали при 700°С и при циклических нагру­
жениях до напряжений 9.30 кг/мм2. 11.15 кг/мм2 и 12,40 kj/.ilu2 в усло­
виях различных и существенно неравномерных циклов. Эксперименты 
при циклических нагружениях до 9.30 ка/лш2 проводились с общей дли­
тельностью от 268 до 1226 часов со средней крололж::гелиостью цикла 
•чт 16 до 60 часов и с общим количеством циклов от 6 до 35, причем вы­
держка па одной ступени изменялась в весьма широких пределах — от 
! часа до 840 часов. При нагружениях до 11.15 кг мм2 эксперименты 
проводились с обшей длительностью от 76 до 554 часа со средней про­
должительностью цикла от 15 до 79 часов и с общим количеством цик­
лов о.՛՛ 7 до 33, причем выдержка гапряжсиия на о той сгущ-ни изменя­
лась от 1 часа до 283 часа. При нагружениях до 12.40 кг'мм- экспери­
менты проводились с общей длительностью от 274 до 128 часов со сред­
ней продолжительностью цикла от 12 до 50 часов и с общим количеством 
циклов от 7 до 21. причем выдержка напряжения на одной ступени изме­
нялась от 1 часа до 139 часов. Отношение длительности нахождения 
лол нагрузкой к общей длительности эксперимента изменялось при 
9.30 кг]мм-' л 11.15 кг/л'.ч՛ в пределах 0.5—0.8. а при 12.40 /ег.'.и.и2— в 
пределах 0.3—0.8. Экспериментальные кривые были построены в коор­
динатах si։i—время нахождения образна под нагрузкой для раз­
личных случаев циклического нагружения. Указанные эксперименталь­
ные кривые /. (г) оказались скученными около усредненных кривых 
/.,• (з) при соответствующих постоянных нагрузках, причем отклонения

|’1 МО-А(5)1^
в форме ------;------------------при люуых деформациях г не превы­

шу («)<**  
о

шали 20%. При этом не было найдено какой-либо закош мерности 
этих отклонений в зависимости от средней продолжительности цикла.

На фиг. 5 сплошными линиями показаны усредненные эксперимен­
тальные кривые при циклическом нагружении, штриховыми линиями 
теоретические кривые, построенные cor таено (3.4) (для данной про­
граммы нагружения теоретические кривые инвариантны в отношении 
значения л), пунктирными линиями ограничена область, в которой с ве­
роятностью 0.9 находится усредненная кривая из бесчисленного мно­
жества экспериментов, то есть математическое ожидание соответствую­
щей кривой ползучести (вычисления проделаны согласно [23]). Указан­
ные области расширяются при больших деформациях (0.02—0.05), од­
нако это расширение связано не с увеличением разброса эксперимен­
тальных кривых, а с гем. что до этих деформаций было доведено мень-
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ше >бразцов, чем при меньших деформациях. При «н։ >0.02, 
<7=11.15 кг/мм2 п 3[ц >0,01. а=9.30 лг/.ч.ч2 количество образцов было 
меньше пяти и поэтому приведены лишь усредненные кривые без вероят­
ностных опенок

И сравнения экспериментальных и теоретических кривых можно 
заключить, что уравнение (3.3) в применении к испытанной стали, не­
смотря на Экстраполяцию до большей продолжительности действия на­
грузки (ср. с данными фиг. I). вполне удовлетворительно описывает 
ползучесть з больших пределах деформаций как в случае возрастаю« 
тих или убывающих напряжений, так и при различных циклических 
нагружениях, чередующихся с разгрузкой.

Для приложений уравнение (3.3) в некоторых случаях может быть 
упрощено путем пренебрежения членами ро И 0ь что при длительных 
воздействиях напряжений приводит к незначительным погрешностям.

В заключение приводятся таблица усредненных значений а, р, у и 
0а при 700аС. *

Таблас

7 (л-г л.«3) 1 (10՜ ’ ։<««) ■■ (Ю՜’) (Ю՜5) ■'Ш
9.3 0.035 16 37 0.07

11.15 0.129 200 50 0.07
12.-1 0.183 470 56 0.07

Институт механики 
'11 Армянской ССР Поступила 19 X 197։
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Ա. 1Г. ՍԻՄՈՆՅԱՆ

ԽՐՈՄԱՆԻհեԼԱՅԻՆ ՊՈՂՊԱՏԻ ՐԱՐԱՐԱՋհՐՄԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ 11Ո4.ՔԻ 
ՀԵՏԱԶՈՏՈՒԹՅՈՒՆ!! ԼԱՐՄԱՆ ԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ ՓՈՓՈԽՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ

ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՒՄ

II. մ փ ո փ ո I մ

ձեսրաղոավւււմ է քսրոմանիկեյտյին պողպատի աււ/րր 700 -ի գ ե պ ք и ւ մ 
անփոփոխ, աստիճանս։-փոփոխական և անհավասար րյ ի ի / ի կ {արման պ ա յման- 
ներո։մ։ 0ասէէէ ւյվոլմ է, երևայիի նկարագրման րնղհանոէր Հավասարումը, որը 
'.աչվի Լ տոնում սոԼշաըող պյաստիկոէիյ յանէ՛ գե!իո րմ ա յյիան ե ր ր, մասան ւրււ- 
կանոփ!յան վերաղարձոգ ղեֆորմագիաներր ինչպես ե սողքի երրորգ սաա- 
ղիայի դեֆորմ արի ան երր։

AN INVESTIGATION ON HIGH-TEMPERATURE CREEP 
OF CHROME-NICKEL STEEL IN CONDITIONS 

OF STEP CHANGES IN STRESSES

A. M. SIMONIAN

S u ni m а г у

The irecp of chrome-nlckel steel at 700 C in conditions of step-va­
riable and non-uniformly cyclic stresses is Investigated. A phenomeno- 
logiv equation describing deformations of »delay plasticity", reversible 
deformations of heredity as well as deformations of the third stage of 
creep is derived.

<<
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К) II НОВИЧКОВ

ИЗГИБ СЛОИСТЫХ СТЕРЖНЕЙ с проскальзыванием 
МЕЖДУ слоями

Начиняя с работ, подытоженных в {!]. теория слоистых стержней, 
пластин и оболочек развивается достаточно интенсивно. В настоящее 
время имеется несколько различных подходов к исследованию поведе­
ния слоистых конструкций. О современном состоянии теории .можно су­
дить по обзору [2]. Практически во всех предложенных теориях нс учи­
тывается возможность проскальзывания между слоями. В настоящей 
заметке дается распространение теории слоистых сред, предложенной 
в (3. 4). на случаи учета проскальзывания между слоями. В качестве 
примера рассматривается задача изгиба опертого по концам трехслой- 
иого стержня. Заметим, что к рассматриваемому вопросу примыкают 
работы, связанные с расчетом составных стержней (см., например, [о]).

1. Рассмотрим многослойный стержень длиной '21 (пластину в усло­
виях цилиндрического изгиба), состоящий из чередующихся слоев раз­
личной жесткости. Для простоты будем считать, что стержень по тол­
щине имеет регулярную структуру и ограничен слоями повышенной 
жесткости. Жесткие слои толщины Л, согласно (3, 4], подчиняются гипо­
тезам Кирхгофа-Лява. а для мягких слоев существенны поперечные-де­
формации и сдвиги. При этом считается, что по толщине мягкого слоя.« 
они распределены равномерно. Уравнения равновесия можно записать
а виде

Ճձճ 
(1х ‘ (Л Х2 — Л 'г րհո) — 0

;• 4 • • 
♦

Ժ.Հ . (1.1)

ւ/АГ 
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Ճ +
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• • • . ■ 
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• II н• 
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1II • - -

Усилие Հք из (1.1) может быть исключено. Усилия \ . \; и
моменты ЛГ МОЖНО выразить через перемещения

\ А Ն֊-—(;г։1 .. Լ .и =о֊_ (1.2>
</Х 5 ձ**

где 1 жесткость на растяжение, В — трансверсальная жесткость. 
.9 — жесткость на изгиб соответствующих слоев.
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Если проскальзывал не отсутствует, го усилие .V.L- определяется 
ио формуле

Пт // -։ W,
h + s / dw i

2 \ dx (’..3)

где G„, — модуль сдвига материала мягкого слоя
Подстановка |1.2) и (1.3) в (1.1) после исключения ()'' приводит 

к уравнениям теории многослойных сред без проскальзывания [3. 4],
Предположим теперь, что в некоторых областях Л''к превысило 

допустимое значение. В силу принятия предположения о равномерном 
распределении деформации в мягком слое проскальзывание будет про­
исходить одновременно по обеим поверхностям мягкого слоя. Рассмот­
рим жесткий слой номера' а. Зоны проскальзывания на поверхностях 
этого слоя с мягкими слоями номера а и номера а—1 делят этот слои 
па ряд характерных областей. Возможны при этом области четырех ти­
пов: Г*—на обеих сторонах жесткого слоя нет проскальзывания; 2°—на 
обеих сторонах имеется проскальзывание; 3°—проскальзывание есть 
только с мягким слоем номера а и 1°- проскальзывание только с мяг­
ким слоем номера а—I. Выяснение характера расположения возможных 
областей проскальзывания может быть проведено путем анализа реше­
ния задачи изгиба стержня заданной нагрузкой без учета проскальзы­
вания и построения эпюр распределения тангенциальных усилий V.k.

В качестве критерия существования проскальзывания примем пре­
вышение усилием .Vk предельного значения Л/. Если \'Л < Л7 - 
проскальзывание отсутствует. В зоне проскальзывания Л /- = \\'. При 
этом относительно Л” могут быть приняты различные предположе­
ния. Простейшим является предположение, что Л’: Л', — const.
Другим предположением может служить гипотеза о пропорциональ­
ном и /V, нормальному (трансверсальному) усилию Л7. то есть 
,У/=/Л'Л где f~ const. .

Для получения системы уравнений для перечисленных случаен 
2J 4' необходимо в системе (1.1) заменить для данного i Л'.,,՜1 в (пли) 
Л'к в соответствии с данным случаем значением \ .

Нуст<. х=л՜ есть граница области проскальзывания я-го жесткого 
и g-го мягкого слоен. На этой границе должны выполняться условия 
непрерывности перемещений и касательных усилий

du* du, ci’ ~ , dw - div 7
dx dx dx dx

(M)
d'-vii d-W? d'w? v Л7dx- dx- dx1 dx'



Пи ։п ел։ .-ты\ ггержней с п игкалышианшм между слоям.’։ =?

Знаком _֊։ “ отмечены величины, относящиеся к зоне проскаль­
зывания л\>л’, „ — “ отмечены величины для области л<^л’, где 
проскальзывания нет. Первых шести условий д статочно для сты­
ковки решений на границе л* = .г’, последнее служит для определе­
ния границы области проскальзывания а՜’.

2. В качестве примера рассмотрим изгиб стержня, состоящего яз 
двух жестких слоев и находящегося под действием равномерной нагруз­
ки р. Для каж шго слоя выполняются условия свободного опирания. 
Пусть проскальзывание отсутствует. Система (1.1), записанная в пере­
мещениях. примет вил

а ц:՛"՜ _ р ( и?г _ + _ и. п«՛; -г и՛ | = 2</

а \Х'2 - Ь ( и’'. ПД) Ч- ‘/ | Г. - и\ 4- И”։ 4֊ 1Г2 | = ;)
(21 >

А'։ - /((Л - 4 и':] =<|

и՝2 — 7. I и, — 1\~г ֊ и\| = о

г 1е введены следующие безразмерные величины:

ИД ֊ С՛*.. — ՝2с = А — 5

! - ------ - и = - --- , р
Де Де3

Рл-
А$ (2.2)-

о Рс - ;2^/ = —> Ч--Л/С, А = 1 с

Штрихи в (2.1) означают производные по На 
выполняться условия

краях стержня должны

Ц”, = - Г1 = ид = 6՛; = и՛ --֊■ II при к = ± А (2.3>

Введение новых переменных

V = £(Г, - №.), »" = у ( »։ - №,1

* . ’ (2.4>
« = 1((У։—4/,), «°=Д-(Ц + Ц)

приводит к уравнениям

а»1՝'1 — 27. (п' •+- •£»") = <у, и'՝ ( 2/ (м 4- и./) о (2.5)

и6" = 0, 4- 2б®։ = ֊ // (2.6)

и условиям

к՛ _ ю՝' — то =‘7с " — п' = и ' — 0 при ;= I- (2.7) 
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l-'i-il.u ;ас (2.6), удовлетворяющее (2.7) и условию отсутствия смешения 
ка։> /Местного целого, будет

q | _ ch // cos ch 3; cos 3: г >1: '11. sin $L sh '1: sin /•
'2b I ch - cos՜ 3/. 4- sh-₽£ sin2 p£

(2.3)
и = 0. 2?' = b/a

Общее решение (2.5) записывается в виде

ЭД — Cj COS --- С..;՝ Сл 4- ЭДГ

(2.9)
11 — — Cla-, sin 7; — 2Cc;

Параметр у и частное решение (2.5). входящее в (2.9). определяются 
следуюшим образом:

Удовлетворяя условиям (2.7). найдем

с ________ 9_________ Сл _ Q_______ I .. 4- 2д ֊ t
2y4uz -l)flcosy£. '՛ 2 (a bl) I 2 ' 47. («4-I)

(2.И)
c = 5

24 а -Г I 47.(а - l)2 472(a—1)՛'

Полученные решения позволяют определить распределение сдвиго­
вых и нормальных усилии вдоль стержня. С учетом (1.2) и (1.3) а 
обозначений (2.2) получим для безразмерных усилий

Л'г..«« I к՛՜. * Л’г-=£г£'э (2.12)

Зависимость усилия Л\Гг для стержня, характеризуемого парамет­
рами <т=1/!2, х=0.0()675, £=100 представлена на фиг. I Различными 
цифрами 1—3 отмечены кривые, соответствующие различным значе­
ниям нагрузки ({.

Возьмем в качестве критерия отсугствия проскальзывания условие

Величину нагрузки q, соответствующую достижению max Л,, значе­
ния Л\ обозначим q . i la фиг. 1 этой нагрузке соответствует кривая, 
отмеченная цифрой 2. Цифрой 1 отмечена кривая для q<iq., и циф­
рой 3 - для </ > q...y.
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Исходя из решения задачи об изгибе без учета проскальзывав 
ния. найдем, что область проскальзывания при будет распо­
лагаться у краев стержня ;‘<С1-|՝СЛ где 5՛ — граница области про­
скальзывания, подлежащая определению. В данном случае можно 
ограничиться только рассмотрением и и -до. Для зоны |«|<3* 1{ и 
■до- удовлетворяют (2.5), а для имеем

адо41 у = 7, и+" 4- 2’Х№ = о (2.13)

Решением (2.13), удовлетворяющим условиям опирания (2.7) при 
; = ±Ь, будет

•до* = ~ 9:. 4 В. (; " + В.. (I - /.)
24а 1 6

(2.14)
а* •= —27.4 ~ 4֊ В3

2
Константы С։, С... С4. В2, В3 и координату ;* находим из семи
условий (1.4). Для определения ;* шТлууим

= ֊ (2-15)

где /VО = У-+֊^7О+1)

= ±+(Л-Г)^_. ,7^1
27. 6 \ 4Х а / 

(Д-'Л)2!’ 
" 4/. (7 +
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Зависимость величины зоны проскальзывания от <?/Л\ показана 
на фиг. 2. При проскальзывании происходит перераспределение напря­
жений в слоях. Это перераспределение определяется полученным реше­
ние.՝.!. На фиг. 1 приведен характер изменения зависимости А՛'^ (кри­
вая 3) при учете проскальзывания (кривая 4). В результате решения 
данной задачи определяется также и распределение перемещений м и и՛ 
по длине стержня (фиг. 3). Штриховыми линиями отмочены границы

зон проскальзывания для данных серий кривых, построенных при раз­
личных значениях параметра /. Цифрой I отмечены кривые, соответ­
ствующие ’/= 10՜‘’»цифрой 2 —X—0.00675 и цифрой 3—7=10՜'. Исполь­
зуя полученные зависимости, можно определить в каждом случае ве­
личину относительного проскальзывания.

Московский Ордена .Пенина
энергетический институт Поступила 6X11 1972

3111՛. Ն. ՆՈՎԻ2ԿՈՎ

ՇԵՐՏԱՎՈՐ ՋՈՎԵՐԻ ԾԴՈԻՄՕ ՇԵՐՏԵՐԻ ԱԻՋԵՎ ՈԱձՐԻ ԱՈԵԱՅՈԻԹՅԱՄՐ

Ա. ս՜ փ п փ и ւ մ

հադմ ւսչերա ձողերի եռման խնդրի օրինակի վրա սւրվում Լ Վ. Վ. Աոլո՝ 
տինի ջերաավոր միջավայրերի տեսության տուրածում ր այն դեպքում Լրր 
Հաչվի է առնվում սահքր շերտերի միջև։ Մանրամասն դիտարկվեք է եռաշերտ 
ձււդի ծռում ր նավյեյի եդրտյին պա յմ անների մ ամանակ: Այդ դեպքի Համար 
էէ/ւոշվեք են շերտերի միմյանց վրայով սահքի, Հի դեր ի րաչխման ե տեղա­
փոխումների միջակա յքերր։
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THE BENDING OF LAMINATED REAMS WITH 
SLIP BETWEEN LAYERS

Yu. N. NOVICHKOV

Summary

In the paper Bolotin’s theory of laminated media is extended hr 
the case of possible slip between layers. Varlons criteria of slip are dis­
cussed. The bending of a freely supported sandwich beam is chosen to 
demonstrate the application of the above theory The distribution of 
forces and displacements Is also found
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