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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ЕСТЕСТВЕННО СКРУЧЕННЫХ 
СТЕРЖНЕЙ ТИПА СПИРАЛЬНЫХ СВЕРЛ

Исследование напряженного состояния является необходимым эле
ментом рационального конструирования спирального сверла. Однако 
расчет спирального сверла до сих пор производится без учета его скру
ченности. В данной работе ставится задача расчета спирального сверла 
с учетом его естественной скрученности; при этом используются изве
стные результаты Г. Ю. Джанелидзе и А. И. Лурье (1. 3] по теории рав
новесия скрученных стержней.

Введем координаты ц с началом в центре тяжести поперечного 
сечения сверла, направленные вдоль главных осей инерции сечения 
(фиг. 1): эти оси поворачиваются вокруг оси сверла ' на угол

■4 = «: (I)
где

а = (2)

— угол закручивания на единицу длины, ю наклон винтовой ка 
лавки сверла, Ь — диаметр сверла.

Фиг. 1.

Оси ;. •<, С обр^уют неортогональную систему координат; связь 
с неподвижными декартовыми осями х* У. * выражается соотноше
ниями

; = .reus? -j- у sin ®, = у cos © — л sin Z — z (3)
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Очевидно, что при г —0 = '=0) оси ՛ и х, у, г сов
падают.

При работе сверло испытывает совместное действие крутящего 
момента А1՛ и усилия подачи /?, приложенных в торцевом сечении 
г = 1 (I длина сверла) и направленных вдоль оси г ('); величины R 
и ։\т считаются заданными. $

Вычисляя для координат (3) составляющие метрического тензора 
и символы Кристоффеля (см. [1, 2]). получим исходные уравнения за
дачи

д?и . д='2 дз13 п. 53 .
---------- 1---------- -------------2а՜-3 — а-.з33 = 0

д1 д-г, д^

Оз22 0.23
4- —- 4- —--------2а-։л ֊ = 0 (4 >

дг д\ д’

, дз32 , <>=33 .л
О; дт, д’

Х-П п л ... „ , л ди' . 1 ди*\
Л» 2р----- ) (1 - й-/,-) — 2’1Д։7, ( ;--------- }֊ и՝-------------- )

\ дг / \ а д’ /

/ , л ди*\.. ֊ о. / ди- . 1 ди2\
ле 4՜ 2н ) (1 — а-.2) — 2ра*с ( --------и'  — )

\ д\ / \ дг а аС /

^(14
б»7(

^(1 аМ 
/7;

1 он- 
а д’

— 4֊

у-а2т{ ц1 —

13 2-1 -2> I . •. /<?"’ \
з,3=р —(1 — агу) — а2-,^— 4֊ ат, /.о — р(— - )

о\ д^ | \ д- д\ /

(5)

— рд (и-------—
\ а

ди' ди1 \

згз = р дН3 /1 I »-21 ’ .2- ^ц3
— (1 — а֊'. 4 — ачг,— 
дц о\

. ' {ди- , ди* \ аг хп -р( _- 4-— ) 
\ д՝ц о. /

՛ 33 Л О / । 1 ди • \Ззз м1 2?<7 -------------- ------------------------------- — )

\ с/? дц * а д„ /

•з’> ц_ .«г о (а =1,2,3) (6)
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(а = 1.2), [|рз”</$ = 0

с.. с-՛) (7)

s’WS /?. [ |’[:з3?- а ('* -- '?) 3i3| dS = ,V

М

Здесь id, : ՛• — контрнариантные составляющие вектора пере- 
• . .. 6^

мешения и тензора напряжений: >, р постоянные .ляме: /։ = —— .

г v. = — — направляющие косинусы нормали к контуру сечения I в
dt

плоскости :•<; г длина дуги контура; dS = didii, 2 — площадь п<>пе- 
(hd did՛ did

речного сечения: U =— Ь—• Уравнения (6) и (7) предстан
ет: tht-------dZ

ляют граничные условия га боковой поверхности и условия на торце 
сверла.

Решение системы (4) —(7) Строится в форме ряда по степеням 
малого параметра t — aD՝.

3’>=у֊’з^ (8)

Нулевое приближение даст уравнения для незакручениого сверла 
з декартовых координатах. Уравнения первого приближения имеют 
следующий вид:

дгл> de?2 6s’3 о „ .-4 ֊ — -—֊ ֊Д֊(-1)։4 = о
й;՛ йт, й. D

(я =1,2: Ь = 2, 3; 7 = 3, 1) (9)

/з31 О:32 йз^
4- + — -4=0
Й: О-!, а.

(Ю)
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<///' ди-„
Г' 1 п

а\ ' ^7՜։»«
ОиЛг.

(// = 0. 1)

<4 ■ <4 = 0 (? ֊ 1, 2. 3)
(Ц>

( ^</5 = 0 (а= I, 2. 3).

'Л‘>

=(^</5 = 0
(V) 7֊՛)

у ^') <18 = ֊ ± [ р:= - г,=) (/5 
(Ц)‘

(12)

Выражения для з?- и получаются из < и з}5 заменой ;. л, 

«/,. н2, //р О на и%, //-, — 1Э, соответственно.

Решая сначала задачу о сжатии сверла, а затем задачу его круче
ния [!]. получим формулы, определяющие напряженное состояние свер
ла (с точностью до первой степени параметра «) при одновременном 
действии продольной сжимающей силы R и крутящего момента .V;

зп =
^։Ф
^7,՞

2Л* . \
I 1 

[УГ •/

02Ф

(Ггд<\

\ _ \ _ / \՛ _Е </՜՜
ла/ ՛/ V ’ //--' т &

(13)
7? , 137 • 2и Лг 2 Д' / аь _ \

* I /,4-н 77- 7у! \ (՝ )
г.

2 (' 1- р)

Здесь /р —полярный момент инерции сечения» 7 =2^ус/5 — 

СО 
геометрическая жесткость на кручение; оси : и г։ нредг.олага» гея 
осями симметрии для поперечного сечения сверла.

Функции ’!՝(•, г) и Ф(;. •/:) являются решениями следующих крае
вых задач:

д»Г —4 ^1=-2: «Г|։ =О (14)

д’2 ду;2

А АФ = 16 Д' 
ИГ

дФ 
дп

(15)

Таким рбэазом, задача определения напряженного состояния спи
рального сверла с учетом его естественной крутки сводится к решению 
двух задач: гармонической задачи (14), типа зйдауи кручения, и битар- 
моиичсскои задачи (15), эквивалентной задаче изгиба тонкой плиты : 
защемленным контуром
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Для решения этих задач введем эллиптические координаты я. 
[4] с фокусным расстоянием 2с

; = с ch 1 sin В, -f, = с sh я cos £ (16)

Поперечное сечение спирального сверла с достаточной точностью 
можно аппроксимировать симметричной областью, ограниченной со- 
фокусными эллипсами и гиперболами я = дл\ Ь = (фиг. 2).

В эллиптических координатах уравнение (14) преобразуется к та
кому

Здесь
‘։’ /)• ft (я. /)| = ՝։՛ (*, Д, h = ch 2’ — cos 23 (18)

Так как поперечное сечение сверла представляет собой симмет
ричную область и граничные условия по всему контуру однотипны 
(на контуре Г функция ’Г* обращается в нуль), то достаточно рас
смотреть заштрихованную на фиг. 2 облает» 1, определив иней функ
цию напряжений, требуя при этом обращения в нуль нормальной 

пр изводной ------- на осях симметрии области 2. Таким образом,
д.ч

граничные условия для области 1 предстанут в таком виде:

I
3) = 0, -- ------ =0 (19а)

z/dj *
'1^(3, 30 = 0, -֊֊ =0 (196)

<'f s=u
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Решение краевой задачи (17), (19) строим в форме ряда синусов 
кратных дуг с неизвестными функциональными коэффициентами [4]:

= 2/,(?)«1П Т*(« ֊ >1). 1, =: (2""-) С (20)

»-! 2*1

Ряд (20) граничным условиям (19 а) у юнлетноряет автоматически, 
подстановка его в уравнение (17) и а условия (19 6) приводит к обык
новенным дифференциальным уравнениям для коэффициентов Д (?)

/■»(?)-^Л(?) = +-^е<«2? (2>)

п к граничным условиям для них

/;(0)»0. Д(?|) = 0 (22)

Решение уравнении (21). удовлетворяющее условиям (22). имеет 
следующий вид-

/Л>- (^4> -(С1՝2*, (23)
’) | 41 ,а!'։

Формулы (20). (23) и дают решение краевой задачи (17), (19).
Рассмотрим далее задачу (15). В эллиптических координатах (16) 

получаем дифференциальное уравнение

— А* /1уф) = - (24)
А \а ) ОТ

где оператор А՜ и функция А п՛ -прежнему определи кл ея формулами 
(17). (18), а Ф* (?, 3) =Ф|;(։, 3), тДх, В)|: граничные условия (15) 
сохраняют свои вид и для функции Ф՜

ф»1,=0. #-| =0 (25)
Жг |г

Уравнение (24) является уравнением Эйлера для функционала 

— (Д’Ф*)5 -
Аг ОТ

/к/иГл (26)

что легко проверяется пряраштванием нулю его первой вариации я пре
образованием полученного выражения по формуле Грина с использова
нием граничных условии (25).

Краевую задачу (24). (25) поэтому можно решать прямыми вариа
ционными методами. В качестве первого и второго приближений сле
дует принять фикцию Ф* в виде

I) Ф* Л/Г (СЙ а — ей а։): (со$? —%о>^։) (27)

2) Ф* = в^/г (ей ։ — ей а։)5 (СО$? — СО$?։)։ т

- /и՝ (ей 2։ ей 21^ (ео$ 2? - СО5 2,\)’ (28)
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При таком задании функции Ф; граничные условия (25) на кон
туре Г выполнены, а выражение для лаплассиана А*Ф՜՜ примет удоб
ный для последующего интегрирования (26) Вид. После чего урав

нение — = 0 з случае 1) или уравнения = 0, = 0 в случае
дА ‘ оВ{ ОВ*

2) дадут возможность найти искомые коэффициенты .А или В՝, В2.

Тольяттинский политехнический
институт Поступила 7 VI 1972

Ն. Պ. ԶԱՄԵ8ԱԼԻՆԱ, Վ. >։. ՊՐՈԿՈՊՈՎ

ՊԱՐՈԻՐԱՋԵՎ ՇԱՂԱՓԻ ՏԵՍԱԿԻ ՐՆԱԿԱՆ ԿԵՐՊՈՎ ՈԼՈՐՎԱԾ ՋՈՎԵՐԻ 
ԼԱՐՎԱԾ ՎԻՃԱԿԸ

Ա մ էի ո էի ո I մ

Դրվում է պարուրաձև շաղափի հաշվարկի խնդիրը նրա բնական ոլորվա֊ 
ծության հաշվահում՚ովք երր նրա վրա միաժամանակ ազդում են ոլորող մո
մենտը և երկա յնական սեղմ ող ուժրւ

էլիւզւոական կոորդինատային սիստեմում ստացվել ( ոլորման խնդրի տի
պի հարմոնիկ խնդրի լուծումը ե եզրագծով ամրակցված բարակ սալի ծռման 
խնդրին համ արժե ը բիհտրմ ոնիկ խնդրի յուժոլմբ։

THE STRAINED STATE OF NATURALLY TW ISTED 
BARS LIKE SPIRAL DRILLS

N. P. ZAMETALINA. vL K. PROKOPOV

S u m m a r v 
r*

A problem Is sei to calculate the spiral drill as a naturally twisted 
bar under a joint action of torque moment and longitudinal compressive 
force.

The solution of a harmonic problem similar to that of twist and the 
solution of a blharmonlc problem equivalent to that of bending a thin 
plate with a squeezed contour are obtained In elliptic coordinates.
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Л. I БАГДОЕВ. А. II МАРТИРОСЯНРЕШЕНИЕ РЯДА НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ ПРИ НАЛИЧИИ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ ИМПУЛЬСОВ
Рассматривается задача определения перемещений в упругой и маг

нитоупругой среде при наличии точечных импульсов в неограниченном 
пространстве. Для изотропной однородной упругой среды уравнения 
движения возьмем в виде

rd4-4-au'\+b^u, L»4x)4.v)«(-’)40 О) 
dt- ду \ дх ду dz / р

О*'"«-. 1 V Г - V *7 {^11, ÔlL ^11. \ , ' / ։ • , v > / X ՝ /—1 ֊(«■ *■) — (—!------ • —i) । *-ди,4--։о(л-)։(у)Цг)о(п
ôt~ оz \ dx oy dz / p
где

л . A _ 2_+4- 
dx- à y2 d z։

Вводим преобразование Лапласа для компонентов переме
щений /0,2. .։, а затем вводим преобразования Фурье в виде 

сю
«!.։.։= j | (2)

—« •» — fcc — »•
Подставляя (2) в (I), применяя обратное преобразование Фурье, имеем

[$= - а3г\ -г £=(ё; 4- -{)] /7։ 4- (а- - //-) 1։3хй2 4- (л3 - Л2) «tïi"a= s'~՜

<а: - Z»։) 7,3^7, Д- - b3 ( -֊ fj) | z7. 4- (я2 ֊ b-) 3171/7։ — (3)

(a2 W։ï։7/2 ; |st4>a2T;4-Z>2(«֊-4֊3֊)|?a= -֊֊

Из (3) можно цолучить

8^pD«x Л'о |s5 b^\ 4- a- (T| 3?)| ֊ У. (^֊ 7,3 Zo («= - irïl
_ (4)

8^/JW; -X0(a3-b3)axk-г ГДх’ -x- tf)] ֊ Z0(a3 à-)?lï։
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^ГЭил = ֊.\'0(<2--d֊)afi-1 Y^-b^a-\- Zo[№ + /r-\; -г й։(а? -г £*)] (4) 
где

/Э = [5’ г-а= («? + ??

Подставляя (4) в (2), вычисляя вычет в интегралах по относительно

полюсов 7<П==‘՛» | а’ |ь? • Г|2, = и) «г"?։. a*=V։
ь в, ■..  .
F= — и переходя к цилиндрическим координатам w

A' = rcosG; у ■= г sin#, a = *cos?, '? = ; sino, z = z 

получим

с ••
"»=-^r- ( рад + l-didb -г

ИкЦр^ 41

if -ад + ։,о('^—e^'^-^'J-dld, (5)
4.. р J J \ J 7<-'

о о и 1
s —

<■ 0

֊ 7— f fI -? z։ (»»+ f։»)j

0 0 
где ’> = ? — 0.

Формулы‘(5) имеют место для 2>0, для г<0 7՝Л?) в экспоненте 
поменяют знаки, а окончательное решение (12), (13), (14) не изменится.

В интегралах по 'i в (5), взятых в пределах , сделаем

замену - о на у, тогда в указанных интегралах, взятых уже в пре
делах р). cos о заменится на —cos-l>. Поскольку при нечетных 

:епенях cos > стоят множителем нечетные степени 5, можно полу

ченные интегралы в (5) по ф в пределах (0. —) объединить, причем



12 А. Г. Багдоёв, А. Н. Мартиросян

cos о всюду брать со знаком плюс и интегралы по : следует брать в 
пределах (—оа, с ), а также под знаком интеграла ставить sgn:. 
Сделаем разрез плоскости ; по действительной оси от точек — с„1 до 
— о՜, причем Cj — а и с..= Ь для первых и вторых интегралов соот
ветственно в правых частях (5). Выберем положительно мнимые зна- 

Т0-*1 1чения функций Д:) —---- - ; = — на верхних берегах левых и

нижних берегах правых разрезов, причем при контур интегри
рования по ; проходит при ;<0 в верхней полуплоскости, при 
;>0—в нижней полуплоскости. Проведем дуги окружностей С1>?, 
D|,2 большого радиуса фиг. I, на которых Im Т\, (;) < О, где 
Л.-НО = t - «г cos*

Фиг.- I.

Проведем контуры Гц. на которых Im Л.2(«)=0, и которые прохо
дят через точки Смирнова-Соболева 5. 2, определяемые уравнениями

rl(-:։)«/-4=1rcos-y-zT1(^=0, Ъ = 1 4--VJ 

_ _____  (6)
= f :2rcos> — (is) = 0, Й = | у? — '<■

Из (6) получится для г>0

= Г г cos Ь — iz | tz -4- 

  
1 * rfГ”. ==. tr cos О — iz | t- - ( /)

r2 = z«-l-r3cos2^



Решение нестационарных пространственных задач для сплошной среды 13

причем при д<0 перед радикалами берется обратный знак. Комп
лексно-сопряженные значения 51։ :2 также удовлетворяют (6), то есть 
находятся на Г։. 2 фиг. 1. Интеграл по ; от 0 до ' *°" равен нулю.

Г|,2 Г1
поскольку при обратном преобразовании Лапласа получится интеграл 
от дельта-функций аргумента / — :гсо$ ՛!* — 71 корни которого^, 
не лежат на вышеупомянутом участке. Заменяя интегралы по ; на 
интегралы по контурам Гц'а. получим из (5) для и}, например, при 

։■•> 1՝

ал ֊ - (| Л'в (cos'* b cos2 0 sin5 б sin2 •>) г- Ко cos 2? sin 9 cos 4֊
П г,

r/2
֊П՜ И| -;։(cos։6cos։i>+

11 ' 0 r.

4- sins0 sin” /Va — cos 20 sin &cos 6? — Zo- cos 77... (;) •

Xdltl'j (8)
7з (՝)

Здесь учтено, что интегралы от нечетных степеней sin 7, cos о в (5) 
равны нулю. При получении (8) интегралы по ; в пределах ( — оо, 0) 
заменялись на проходимые сверху вниз верхние части контуров Tj.i 
с учетом знака sgn;, а участок (0, оо) заменяется на взятые с обрат
ным знаком интегралы по нижним частям контуров Г։.г, проходимых 
уже снизу вверх. При берем вместо С։.2, /Л, 2 (фиг. 1) дуги 
окружное; и, дополняющие их соответственно до верхних и нижних 
полуокружностей. Учитывая множитель sgn;. можно показать, что 
пр։։ w<0 снова имеет место (8).

Обратное преобразование Лапласа по t дает, например, для коэф
фициента при /Уо. соответствующего интегралу по Г։. значение

Т.П

о г,

|- sin2 0 sin* ) 53о(/ — cos-1/ — z^։ (-)) ° ($)
и (՝)

и после вычисления интеграла от дельта-функции действительного 
аргумента для z>0 получим

d г (cos *.0 cos2 ՛> h sin- 6 s i n* ՛!<) Й
Re—-------------------------------- -—-d-'f

dt J '•COS TCO -z\ (Ю)
0
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где объединены интегралы по верхней и нижней частям ГР даюшис 
сопряженные комплексные значения, причем ;։ дается (7). Учитывая, 
что действительная и мнимая части подынтегральных функций—четные 
и соответственно нечетные функции cos О, получим для (10) значение

-1$
• — у (I — ) i (cos’ 6 cos2 о sin’ 0 sin'- •!<) X
2тЛ df \ а/J

(I

X | it։r’zcos‘4 ֊z>(Ilk

где з(х) есть единичная функция, Д' i'z2 г*՜.
Заменяя tg :!> = /., вычисляя интегралы по л, получим для (I!) 

значение

A'rrv4 (t-------)__ ЛУ(Зх-‘-/?2) / £\ \ а)
1 Ь.. г։ “ V а ) । 4-рлV?

Подобным же образом вычисляются остальные интегралы в (8), а 
также интегралы для и3. Окончательные формулы для компонен
тов перемещений имеют вид

«. = г՜^ S (-1 >*" ՛ I(Зх’ - R-) л; - зХ г„ + Зл-zz„]=р - - X \

"з=Г^2<-”‘ ‘(ЗХгв + ЗГ^ - 2,(3։* 
4-р№Т \ с,/

где с։ = <г. = Ь.
Полученное решение задачи для точечных импчпьсоз совпадает с

1звестным решением [I]. однако приведенный здесь метод является до
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вольно общим и может быть применен к более сложным граничным за
дачам для изотропных сред.

Рассмотрим теперь задачу определения перемещений магнито
упругой среды при наличии точечных импульсов.

Пусть начальное магнитное поле величины Вх параллельно оси 
.V, тогда задача имеет осевую симметрию относительно оси х, причем 
уравнения магнитоупругости |2| можно взять в виде

д3иг 9 д /диг . иг ди Л .ад (диг ди Л .------  — л------ /------- . — . ()-------г-------- --------- ) 
аГ- дг \дг г дх / дх \ дх дг /

о /диг и,\ , „ д'и, а֊ — ( —£-----1)4- ---- £
1 дг \ дг г / 1 дх-

дЬ։х .. д _ ------ а- —
ег'՝ их

(15)
\ д“ дих\

\дг г дх) г \ дх аг /

- ь- — 
ОГ

/диг дцх\ Хх ..
\ дх дг / 2-го

Решение для преобразования ио Лапласу но / от иг и их ищется в 
виде преобразования Фурьс-Ханкеля

(Кг) «г = р/?^/0(>7-)«^к (16)

-х О

где У0(л), У։ (л) — функции Бесселя (3).
Подставляя (16) в (15) и применяя формулы обращения преобра

зований Фурье-Ханкеля, можно получить

4пЧ/)/7х = -Д',[0* а\)Г- -1- 0’ -г а?) А’ - 5-’| (17)

Ъ^Ои, = Хх (а- - Ь") Ий?
где

Г) 0’ 05-т֊я?)А2-М2|02^ + (18)

Подставляя (17) в (16), используя интегральные представления 
функций Бесселя (3], вычисляя интегралы по р с помощью теории 
вычетов, вводя переменные 5— —А«, к = аю, к = Зю, получим

,7, = £4 2 (֊ 1 г1 [ [«[(<>= г<ф«’ + (ЙЧ«?) к-11 ££

(19)

А>7 • 2 (-1 )-* С Г (д’ - *’) 1’ со։ ’Г<О5Т)
Л'-* Р Р
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где

Д = /г — (а{ -г b-)q-. р — (д*а\ 4- п\Ь՝ 2а2Ь2) а- — а2 — Ь- а\

+ 5?, = -^±±-: а» = Д
2а* (а- 4- Ь։) 4т.р

При л- > 0 выберем знак перед корнем квадратным в формуле 
для 3։ ... Заменяя как и выше контуры интегрирования по а контурами 
Г1.з, проходящими через точки а! 2, даваемые уравнениями Смирнова- 
Соболева.

Л.2 = t “?1,2(»1.г)Х -’1.2''COS* =0 (20)

в направлениях Ini Л,2 = 0, после обратного преобразования Лапласа 
по С и вычисления интегралов от ^(7՝։.՛.՛), получим

А\ = J »Re £ Г»* 1(Д* + а?) »; + (** + о?) % (=■») - 1 ] d

2я«р 7 dt J 3*| Д(а*) |гсо$®Ч-3>(а«)х]
* (21)

2 2
— У (-1 )* Re — С______ ____ ■ **C0S*------------------- d>
2"s? 7 ot J I A(a*)|rcos? -f 3A(afr)xJ 

o

где а։ 2 определяются из (20). Заметим, что в отличие от случая 
упругой среды подынтегральные функции в (19) имеют точки ветвле
ния Д(а) = 0. Однако эти точки находятся на действительной оси, 
поэтому они не дадут дополнительных слагаемых в решении при за
мене указанных перед формулой (9) контуров по а (или ;). проходя
щих в верхней и нижней полуплоскостях а, соответственно па кон- 
туры Г|,.>, поскольку указанные точки ветвления находятся вне зам
кнутых контуров фиг. 1. Заметим, что, так как при изменении знака 
х значения а не изменятся по величине, а 3 поменяет знак, из (21) 
видно, что есть нечетная, иг— четная функция х. При в 
(19) изменяются знаки перед цг. и., ча. Зя изменяются на а/։, кро
ме того заменяется | Д на —•) А . причем (21) снова имеет место.

Рассмотрим задачу о движении магнитоупругой среды, занимаю
щей верхнее полупространство .«>0, граничащей с диэлектриком 
(воздухом), занимающим полупространство дг<0. Точечный импульс 
действует в точке (л-0, 0), х0>0. Тогда решение для падающей на 
границу л = 0 волны дается (21). где заменена х на л- Решение 
при л'^>0 ищем н виде

А
'и* = //'д'1 -г ия. иг = иг (22)

где и'гдает падающую волну. ил, иг удовлетворяют (15) при 
Л’г - 0. Для преобразования Лапласа по / запишем
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и л ч'х' £ I е" ՛''՛'■ ./0(/г)

* п
(23)

2 .. . .
//,= Пг0) -- Ю У (

' л
где ։=~.» ?/»(«) дается (19). В нижнем полупространстве для ком

понентов напряжений />г, Л, возмущенного магнитного ноля имеем

.(3) (Я1 ,(3) дП о-П 1 с/П . <7*11 ЛО,х = -----  . (){ = ■---- >------ [--------- ------- — — V
<дх Ог <)л՜2 г ог дг2

и можно для преобразовании Лапласа ио г записать

П = У0(/г)<//
и 

« х
Я? - У0(/г)ТйЛ, = ֊- I /е 1Уг (/г)П<й 

• сД <>
Граничные условия при х = О имеют вид |֊1|

СГХ ”Г Пгх = I 1ГЛ' » 3АХ ‘ Пхх = Пдх . Ьх — ^'՝Х>
где штрихи относятся к нижнему полупространству. П тензор Макс 
веллз.

Используя формулы [4]

Пг.г-֊£(Вх4֊М^ ПхЬг 
4г '

П 1 < « А 1« Лд

՝ ՝ 8֊՜ ~ " 8^՜

где (Ьл, Ьг) возмущенное магнитное поле, получим граничное усло
вие в виде (.V = 0)

/диг (ШЛ \ /Л _ В г
\ дх дг ) 4г<л 4гр '

/а» ֊ 2*’) \ = 0. Л.
дх \ дг г /

(24)

В силу соотношений = ֊/Л / — — — Ь Ь, = I}/— получится 
\ аг г ) ах

(* = 0)

1'о8ес։1п։ .АН Армянской С<Я’. Механика, № 3
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Подставляя (23) и И в (25), где их:, иУ" даются (19) с заменой л’ на 
х — х^ учитывая, что при л — 0, х -дв<0. пОлучнм уравнения для 
7’Л Я1'2’, П в виде

Л < „ ( , у. -1 е< ։, [(йе„ 2*2) (й2 *2) м _ *։ (й=__ й2) ,։ _ *։ |

4”' I ?»У Л

2 - (а$ -г Л’) (<хП
1 4.Л

(26)
֊—£( 1)<л’։,^՝"'ч-՝Ла[(«-^-|-Зл։Ь։ 2Л‘)агН֊а2(/Х-Ча';)3- «=|-1=4- 

4пр | Д

4- 3 |(а» - 2д-) п#’ 4- а։Зя $”> ] О

Л'., 

4֊Р
V (— 1)՛՛ 11 ^*Л|> ^։՜

, М
2
2 «,?”> = ГI
*—•

1

Значения /7/” выражаются через /#’ из (17) в виде

(«= — />=) Зя ыи?' 
(«։ 4֊«*) ^4-(^4-^)3; 1

(27)

Как видно из (26) и (27). значения и՛՞՛, при вещественных я, , 
в отличие от случая решения для бесконечного пространства (19). 
являются комплексными, что приводит в данной задаче к наличию 
отличных от нуля значений иг, их вне фронтов магнитоупругих волн. 
Из (26)- (27) получим

у 2
иГ = (-1Г / V Н1 )*</«,Л»), {ч = 1. 2) (28)

+Ч- ?
где

. , ч (Д*-а;0а- /Х-')^]^з-„^_г; - |Аз-л 4-«{(а”
О] ЬЬ3-П^

А> («- ֊ 2Л։) (а- 4- Ь2) 3; — Ь1 («= - а-}) 4- о-

Нь =- (ала2 • За=д2 — 2/?*) а= ֊ а2 (Ь2 4֊ а2) — а՝

Ьп = (а2 — а2) ։՝ 4- (^ 4֊ «{) 3֊ — 1

дах. = 2(-1)" 1 И« + «?(«=- *;)'■’?„! «.-»Рз-», 
I •

Подставляя (281 к (23) и переходя к оригиналам их так же, как было 
сделано выше, можно получить значение их в виде
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«х. Zl-У (_])я±реН’--------------_*пЬ„м---------
*«’? „Т1 U ?п(’л) I А(я„) |8;(ая)(х A-e)+r cosо

9Ч-Y(֊l)*Г------------- <У" -------------- dz\
Zi J (։«>•) -v - К ♦) -<0 -- г cos « I

где j„, а,,.* определяются из уравнений

t — $»(*- Л'о)֊ ։flrcos? = 0 (п, k - 1. 2)

f ~ ?„ («л» *) -V & (Лл. к ) Л*о — »л. > Г COS Z - 0

Тоже решение может быть получено при наличии решения (21) мето
дом [о].

Янслиут механики АН Армянской ССР 
Педагогический институт им. X. Абовяна Поступила 6 Vil 1973

Ա. Դ. ԱԱԴԴՈԷՎ. Ա. Ն. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ

ՄԻ ՇԱՐՔ ՈՉ ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ ՏԱՐԱԾԱԿԱՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՈՒՄԸ ՀՈԾ 
ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՀԱՄԱՐ ԿԵՆՏՐՈՆԱՑՎԱԾ ԻՄՊՈՒԼՍՆԵՐԻ ԱՌԿԱ?» ՈՒ ԱՅ ԱՄԻ

Ա մ փ n փ n ։ մ

Դիտարկվում Լ տեղափոխման վեկտորի որոշման մի բանի խնդիրներ 
սւոաձդական և մ ադնիսաաււաձդտկան մ իջավայրում կետային իմւդուլււների առ
կայության դեպրոէմ։ Լուծումր գտնվում Լ ինտեգրալ ձևափոխով}յոսնների մե
թոդով և այնուհետև բերվում Լ Ամիրնովի ե Սորոլևի լուծման տեսբխ Լուծումր 
գտնվել Լ անվերջ ե կիսատն վերջ միջավայրերի համար:

SOLUTION OF SOME NON-STATIONARY SPATIAL PROBLEMS 
FOP A CONTINUOUS MEDIUM WITH CONCENTRATED IMPULSES

A. G. BAGDOEV. A. X. MARTIROSIAN

Summary

A number of problems to determine the displacement vector for 
clastic and magnctoelastic media with point Impulses is considered. The 
solution is found by a common method consisting of determination of 
displacements by the. Integral transforms of Laplace and Fourier in the 
form of quadratures, which then are reduced.to the effective form expres
sed through the analytical functions, introduced by Smirnov mid Sobolev. 
The familiar solution of the problem for an infinite elastic medium, ‘he 
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solution for an infinite magnetoelastic medium and the solution for a 
semi-infinite magnetoelastic medium bordering with dielectric are also 
found. In the latter problem the propagation of disturbances ahead of 
wave fronts in the magnetoelastic medium is shown.
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Г. Л. БАБАДЖАНЯН
НЕСТАЦИОНАРНОЕ ДВИЖЕНИЕ РЕАЛЬНОГО ГАЗА 
В ДЛИННОМ ГАЗОПРОВОДЕ С УЧЕТОМ ВЛИЯНИЯ 

УГЛА НАКЛОНА ГАЗОПРОВОДА

§ I. Уравнения движения н краевые условия

Рассматривается одномерное изотермическое нестационарное дви
жение реального газа в длинном газопроводе с учетом влияния уклона 
профиля трассы. Влияние уклона газопровода на параметры газа ста
новится существенным в горных условиях местности, а также, когда газ 
подается по длинном՝ газопроводу большого диаметра с изменяющимся 
уклоном по отношению к горизонту.

Нестапиоиарность движения газа обусловлена многими фактора
ми, существующими на практике при эксплуатации газопровода. Так. 
например, неравномерное потребление газа в течение суток, месяца, 
квартала и года, пусковые и отключающие режимы, различные аварий
нее случаи к т. д.

Изучением нестационарного движения газа в длинном газопроводе 
занимались многие исследователи. Например, в работах [1]. [2). [3], [4] 
рассмотрены задачи, относящиеся к движению газа при различных 
краевых и физико-химических условиях. В этих работах при решении 
той или иной задачи сделаны различные предположения и упрощения, 
но не учтено влияние уклона профиля трассы на газодинамические ве
личины.

В предлагаемой работе мы сделали попытку, кроме нестационарно- 
сгн движения, учесть влияние уклона профиля трассы на характеристи
ки движения.

Движение газа при вышеуказанных условиях описывается следую
щей системой уравнений (5]:

<Р дх

р = :^т 
*

где р сроднее по Течению трубы давление газа, у плотность. 
« скорость, ; —коэффициент сопротивления. ц ускорение силы 
тяжести, 7’—абсолютная температура, R газовая постоянная, </ - 
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диаметр трубы, л направление потока. ։ — время, з угол, показы
вающий уклон профиля трассы или угол наклона трубопровода к 
горизонту.

Из системы (1.1) после некоторых несложных математических 
преобразований получим

дР dgRT д*Р , 2Jgslna дР 0.
(Jt • дХ* ; дх

где
Р(х, t)

Исходя из постановки задачи, зададимся следующими граничными 
я начальными условиями:

Р(0, 7) = Ри = />• const При Л* = О

%- ^{,) AP(L-t} при -V = /. (1.3)

P(.V. О) = р,(х)=/»’(х) При 7 = 0

здесь а (г) заданная функция, характеризующая закон изменения 
расхода газа по времени в конце трубопровода, $։ — площадь попе
речного сечения трубы. А длина трубопровода, Ро (х) — функция, 
показывающая закон изменения квадрата давления вдоль трубопро
вода при стационарном режиме работы.

Значение функции Р0(л) <’ учетом уклона профиля трассы бе
регся в следующем виде |6]:

Р.(х> - - ‘ -'■) - Л (1(14(
1 _ е-А1.

. 2$1п з
где .4 = ■ а Р„ и R-— значения квадрата давлений в начален

IX /
в конце трубопровода.

Уравнение (1.2) есть нелинейное уравнение в частных производных 
второго порядка параболического типа. Точное функциональное реше
ние его представляется невыполнимым. Поэтому его решение будем 
искать для случая, когда переменный коэффициент заменяется своим 
средним значением при стационарном режиме работы, т. е. принимаем

и(х,/)=„сг(Л)=|АЦ^| 

I ^xPo(-v) Jcp

тогда уравнение (1.2) примет следующий вид:

оР . (РР , WA
— =А,------------ .
df ох- ' дх

(1.5)

(1.6)
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где
L = tfgM/'o)cp л = < РЛ-у sin •> 1 7

Go- ‘= GJRT

Величины (Ро)Ср и Go в выражениях Л, и Д: постоянны и соответ
ственно равны:

(р9)ч = у ^<>(x)flU = CORSt (*) 

о

( _ I о\ и _ const 7) 
RT

где </0 — расход газа при стационарном режиме работы газопровода.

§ 2. Решение уравнения (1.6)

Решение уравнения (1.6) ищем в виде

Р(х, /) = Р0(х)-ЬР։(х. П (2.1)

Подставляя (2.1) в (1.6). получим
I -^-) А./—(2.2)

\ дх дх՝ / ' \ Ох ох /

Из (2,2) имеем
Н А,-^ + А,—” (2.3)

1 (/л։ (1х

>;֊.:тение (2.3) описывает движение газа при стационарном режиме. 
Решение уравнения (2.3) будет иметь вид (1.4).

Для нахождения полного решения задачи нужно интегрировать 
уравнение (2.4) при следующих краевых условиях:

Рх (0, /) = 0 при х = О

Р։(д-, ())=== 0 при / = 0 (2.5)

ТТ3՜՛^^6»01 О?)-АА(/.. о пр« Х = 1.

Третье граничное условие из (2.5) получается из соответствующего 
условия (1.3), если нем подставить

Р(х. П = Ро(х) Рх(х,
II

G(t) = G0-Gl(t}
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Уравнение (2.4) решаем методом операционного исчисления [2]. При 
меняя к уравнению (2.4) п к краевым условиям (2.5) преобразована 
Лапласа, получим:

d՝F (s, х) . dF(s. х)
Л,-----------------+А.----------------------sF (s, x) = О

dx" ' dx
(2.6)

f(0, s) — 0 при x = 0
;<2-Л

s) = 2dj<#։(s) n։($| - AF (L. s} при x-L

где

Fix. s) | e~sl Pj (x, t) di 

?1(s) = |г"б,(МГ 

u
(2J

ЛГ •
<MS) (e- ■' G*(t}dt 

о

ЫТ
C dgs? 1

Решением уравнения (2.6) будеч

-4.r
Fix. s) — e ’ (c,e ” - coe *՝) (2.!

/.4?^ 4.4,5
где ? = I ------- • а с։ и с.. — постоянные интегрирования.

* Jzij
Определяя q и с., из граничных условий (2.7) и подставляя в 

(2.9). получим

/.-( V։ 5| = ~се՜ |2g^(s) + ?aU)|sh8x (21()) 
3ch 4--^-sh рД

Для нахождения оригинала функции /-Дх, s) представим (2.10)8 
следующем виде:

/Дх, 5) = — се ‘ '|Л (х- s) + F.(x, s)| (2.11)

где '‘՝

л (д, s) , F2 (х •} = ?8(W ..
₽ch 3Z + —sh?£ ?ch ₽/.+ — sh ?£
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Применяя к уравнению <2.11) обратное преобразование Лапласа, 
получим решение уравнения (2.4) в следующем виде:

Р,(х. г) = -се2"՜' — Г 1^(5, .V) Л.(>. .V)! е՝'<Л (2.12)
2“/

Если задан закон изменения расхода газа во времени в конце 
трубопровода, г. е. вид функция (7։(П. то с помощью формулы (2.8) 
можем вычислить значения функций г, (я) и ?2(х). Затем подсчитав 
по известным правилам значение интеграла (2.12). получим решение 
уравнения (2.4). Имея в виду выражение (2.1) и обозначения Р(.с, г) — 
= Р’(х, (), получим решение поставленной задачи.

Имея значение функции /7(л\ /) из системы уравнений (1.1). 
определим значения всех искомых функций п{х. ։), у(х, /) и (7(х. /).

Обычно на конце длинного газопровода изменение расхода газа во 
• времеп;г связано с требованием потребителя. Расход газа б конце газо
провода изменяется в течение суток почти периодически, имея как наи- 
болыиее, так и наименьшее значения. Вследствие этого иногда длинный 
газопровод может служить в какой-го .мере, как аккумулятор газа, где 
а гечелпе часов провала накапливается газ с таким расчетом, чтобы в 
часы пик обеспечить требование потребителя.

Предположим, что вид функции 6\((). -.с. закон изменения 
расхода в конце трубопровода имеет синусоидальный .характер, г. е. 
Н О1(/) = _2Ц!1Г! (2.13)

где полный период колебания расхода газа и течение су-

тмк (>■ нашем случае - 24
Подставляя значение функции <7Х(О в виде (2.13) в формулы 

1.2.8) 1՛ производя интегрирование, получим для ®։ ($) и 5.><$) следую
щие значения:

Подставляя значения ^։(х) и ?2(.$) в виде (2.14) в (2.12). из основании 
теоремы обращения находим оригинал функции Г (л՛, х). то есть зна
чение /\(х, /) в следующем виде:

А 
4.4.

֊.?1 
е ' зй

/- (\;

2А։/.И §։п (>г.хИ.) е ՛' 
։ . .4/.

»••-) ( С05 /.л — /.« 8!П |--------С08 Ал
\ о
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$ !
֊ Л_____________ АЛ$1п (л/ЛМ е "______________

• х » у
1-1 Л ($’ 4$„0)*) ( С08 л„ — >«81п Ад “- ֊ С05 Л„^

где
д

М, Я, с!1В՝1. соб /и. - В, $Ь Вх1. $1п В.:/. -֊ зЬ /?,/ со? В:1.

,\1„ — В., с!1 Вх/.. сов В..!. 4- Вх ?11 Вх!. $1п В.К — с!1 Вх1. б։п /?2А 
лв

= вИ Вхх со? /<л՛ со$ <•>/ сИ Вхх $1 и /^л- 81 п >»Г

/X сЬ Вхх я1п В..х со? *•>/ — §Ь Вхх со? В.х $։ п »•>/ 
(2.16?

Л, = и} СИ а։/. со? иЛ — л3$Ь алЬ 51п и.1. — <1) со? а.:1

Л՜.. ֊ а.. с!| ч}1. со<а 1 а} >՛; ,1}1. 4п .•?/ ֊- сЬ ах! <ш </.1
2

/\\ = ?11 аг\- соз <их со? 2<։^ ֊ сИ а։л* $1и а2х з!п 2>՛»/

/<2 = сЬ а.х $1п а2х си? 2<«>/ <11 агх со? а2х ?1п

11 ,■ I .-\з -г- 16Д| ։՛»3 4՜ А 5
= ֊ 2А։ К ----------------2----------------

(2.1’1

являются корнями следующего трансцендентного уравнения

2 /.
А /.

(2.18)

а

—
4.4|'л‘

4А։4
(2.19)

Если изменение расхода в конце грубопровода задано другим заю 
ном, зависятим от времени, то разлагая его по синусам в интерва. 
|0. 7’| в ряд Фурье, можем определить значения функции и 5;(з) 
которые в этом случае буду’ представляться в виде суммы с ко’, 
фициентамн Фурье.
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§ 3. Численный пример

Рассмотрим численный пример при следующих данных:

/<,= 12-10* А-/> : =0.012

р. =810‘ кГлг А» = 50 м'.грао

L = 5-ин .и 7 = 290

г/= 0.6 к — 24 часа

. = 0\ 1 1°, ± 5°. ± 10°.

Расход газа при стационарном режиме вычисляется по формуле [3]

r s։ . z՜ 2tfgs[nx(^e^ -/^ 
J* RT » ;(! — е~л‘)

Скорость газа вычисляется по формуле

I ,,(Л. = (3.2)

\ -р ОХ ; /

Расход газа при нестационарном режиме вычисляем по формуле

G (х. () = — р (х. t) и (х. Г) (3.3)
lx I

Плотность определяется из уравнения состояния
Изменения искомых функций р(х, t). it {х. Г) и (i(x.f) вдоль 

газопровода и во времени, вычисленные но формулам (2.15), (3.2) и 
(3.3) представлены на фиг. 1, 2. 3, 4, 5, 6.

Из полученных результатов и вычисленного примера можно сде- 
зать следующие выводы:

1. В интервале времени О<.'-< 12 и ?. = const давление в трубе 
увеличивается, а в интервале 12 </ <24 начинает уменьшаться, до
стигая своего первоначального значения.

2. На изменение давления существенно влияет уклон профиля 
трассы. Из фиг. 1. 2 видно что в данный момент времени и для за
данного сечения трубы при положительном уклоне (*>0) давление 
меньше, чем при отрицательном уклоне (*<0).

3. Скорость газа в интервале 0 </ -<12 уменьшается, а в интер
вале 12</<24 увеличивается. Из фиг. 3 и 4 видно, что для фик
сированного момента времени и заданного сечения грубы скорость 
газа при отрицательном уклоне больше, чем при положительном.

4. Из фиг. 5, видно, что при х = const и в интервале 0</ 12
расход уменьшается, .-f потом начинает увеличиваться, принимая свое 
первоначальное значение. Из этих фигур видно, что влияние уклона 

•на значение расхода газа существенно. При положительном значении
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уклона (а>0) расход уменьшается быстро и где-то в окрестности 
։=~15: расход обращается в нуль. Наоборот, расход газа увеличи
вается, когда уклон уменьшается (»<0). Так, например, при я= —10՜ 
расход газа па 35—10% больше по сравнению с расходом при ч. - 0..

Эти обстоятельства накладывают очень важное ограничение на. 
точность расчетов при проектировании магистральных газопроводоз- 
большнх диаметров.

Влияние угла наклона газопровода на газодинамические характе
ристики подробно показано в работе [6].

Ереванский государственный 
университет Поступила 20 VIII 1973

Դ. 2. ('ՕԱՋԱՆՅԱՆ

ԵՐԿԱՐ ԳԱԶԱՄՈՒՂՈՒՄ ԻՐԱԿԱՆ ԳԱԶԻ ՈՏ ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ ՇԱՐԺՈՒՄԸ 
ԳԱԶԱՄՈՒՂԻ ԹԵՔՈՒԹՅԱՆ ԱՆԿՅԱՆ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՀԱՇՎԱՌՈՒՄՈՎ

Ա մ »}։ ո փ ո ւ մ

֊սղվածում բննարկվոէմ Լ իրական (մածուցիկ) ղազի "շ ստա ոիււն ո։ ր, 
իզոթերմ շարժումը երկար գազամուղում, երր նրա թեբությունր հորիդրէնի- 
նկատմամբ կազմում է որևէ անկյուն ( 7.); Գազամուղում ղազի շարժման ոջ
Ասւազիոնարոէ թյունր պա յմ ան ավ ո րվ ած է նրա վերջին կտրված բում ղազի ելբի 
փոփոխությամբ ըստ մամանակի։ Գաղի ելբի փոփոխությունը իր հերթին պա/- 
ոտնավորված է սպառողի պ։վս։ րնթացրում պահանջի փոփոխաթ յամ ր:

Ստացված էն ղազի ճնշման, արագության, ե/րի, խտության փոփոխման՛ 
ւ՚րեն լներր րսսւ ժամանակի և ղազամ.Ուղի երկարության։

Շարժման պարամետրերի համար ստացված թվային տրմեբներլ։ ցույց են 
տայիււ, որ գազամուղի թերության անկյունը նշանակալից տղգեցության է 
գործում զադոէ/ինո/միկական մեծությունների վրա։

Ni «-STATIONARY MOTION OF REAL GAS IN A LONG GASPIPE 
CONSIDERING THE EFFECT OF THE LINE. PROFILE SLOPE

(i. H. BABADJANIAN

S n in mar y

A linear Isothermic non-stntlonary motion < t real gas In a long 
gaspipe, considering the effect of the line profile slope. Is studied. A 
non-stationary state of gas motion in the gaspipe develops due to change 
in gas discharge at» the end of the gaspipe. The change depends upon 
an uneven consumption of gas during the day. The laws of change in 
pressure, density, velocity and discharge along the gasiine with time are 
found as well.
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The solution and numerical example show that the change in thl 
line slope and non-statlonary motion of gas affect essentially the gas 
-dynamic values.

ЛИТЕРАТУРА

I. 1'алиулин 3. T., Черенкам В. И Некоторые вопросы цеуста копившегося движения: 
трубопроводах Изв высших учебных, зааелений «Нефть и Газ». № 12. I960.

2. /jHfxj'jxßM.w Г. Л. Движение газа в длннлом газопроводе при переменном расход 
на конце трубы. Иэн. высших учебных заведений «Нефть и Газ». № I. 1961. 1

3. Бабаджанян Г. .-I Об одной задаче нестационарного движения газа в длинном гг- 
лопроводс. Изв. АН Арн ССР. серия фнз.-мат. наук. г. XIV, № 3. 1961.

4. Кудрашев И., Церерпк В. Л. К качественной оценке влияния нестационарное
•■п газодинамическое сопротивление магистральных газопроводов. Изв. высш 
учебных заведений «Нефть и Газ>. № 6. 1963.

•». '/в/жый И. Л. Неустиновявшееся движение реальной жидкости в трубах. Гост* 
теориздат. М.—Л.. 1951.

Ь. Бабаджанян Г /1. Стационарное движение реального газа в длинном газопроас 
г учетом влияния уклона профиля трассы. Изв. ЛИ АрмССР, Механи: 
т. XXVI. № 5. 1973. 1

.7. Лаврентьев А,1. Л.. Шабат Б. В. Метода теории функции комплексного переменного.
Гостехтеорнздат, М., 195'..



2113։|11>|11.Ъ ПИЛ 'М’8111՝Р-ВПЬЪЪЬ1‘Ь ll.hU/bbirHI.Bb 8Ь,1.Ь>«и<1*ЬГ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

։гЬ|ишЬ|,11,и XXVII, № 3, 1974 Механика

Г. Г. ОГАНЯН

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ ХИМИЧЕСКИ 
АКТИВНОЙ СРЕДЫ В ОКРЕСТНОСТИ КАУСТИКИ

Рассматривается задача определения параметров движения вязкой 
химически реагирующей неоднородной бинарной газовой смеси при на
личии в ней процессов теплопроводности и диффузии в окрестности 
Каустики, являющейся огибающей лучей фронтов воля (в приближении 
геометрической акустики). В зависимости от отношения времени проте
кания химической реакции к макроскопическому времени [1] различают 
два вида процессов распространения возмущений: квазиравновесный и 
кпаз'изаморожеиный. При отсутствии теплопроводности, диффузии и хи
мических реакций задача рассматривалась в [2. 3].

В настоящей работе методом [1] выведены нелинейные диссипатив
ные уравнения движения среды в окрестности каустики для всех видов 
процессов. При этом использованы лучевые соотношения [4] и показано, 
что полученные уравнения верны как для однородной, гак и неоднород
ной среды в порядке- е=у‘‘л, где у—интенсивность волны вдали от 
каустики. Найдены давление и компоненты скорости частиц смеси в 
окрестности и на самой каустике в линейно-диссипативном приближении.

Интересен тот факт, что если отнести компоненты скорости частиц 
к некоторому множителю в интенсивности лучевого решения, характе
ризующему неоднородность среды или процесс релаксации, то движение 
Ь окрестности каустики для обоих процессов описывается одними и те
ми же уравнениями. Для случая специальных сред с близкими значе
ниями замороженной и равновесной скоростей звука получена система 
уравнений, содержащая третью производную, которая [5] приводит к 
тсперсми волн.

1. Предположим, что в потоке химически реагирующей бинарной 
газовой смеси происходит только одна реакция. Уравнения движения 

возьмем в виде [6, 7}

ду д

<М дх
(?«) =о (1)

(1и оР /1 /ОК дъ \
------------- ։.Ли 

дх
(з (О.<

"у/
(2)

(IV 
у — ֊

/ ди ду \
(3)

(Н \з / оу \ дх д у /
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.. [)(^с !LL— kp
dt ' dt ' dx \ dx T дх P dx 

ö dc kr dT kp dP\u. ------ p/JJ ----------------------------------------
dy \ dy T Oy P Oy ՛

kr dT _ kP dP \ О /ос kr oT , kP dP \ । 
T дх P дх ) Oy \ dy T dy P dy ' J

J/f!£ k-L °L . JL,, L./^\ _ t(^-\ l\Or 7՜ dx P dx / дх ՝ I ' \ de)p, r \dT)PfC

Oc , kr oT kP дР\ с Г. /ду-\ -r/ö’!l\ I
------ *---------r---------)—? kr[ — ) — /( — i 4-H 
dy T dy P Оу/ dy \dc/p.T \oT/P,t

da da , dq
а = — ~ и —- 4- v •

ot dx dy
Q = vji (6’1

i.iec!. / — время, ;• - плотность, и и —продольная и поперечна։ 
составляющие скорости. Р давление, Т -температура, s —энтропия 
(/, q и q--сродство, полнота в скорость химической реакции, с֊ кон 
центрация, :՛• химический потенциал, Z, и Х2 — первый и второй коэф 
фициенты вязкости. /). k/D, kP[) коэффициенты диффузии, термо 
диффузии и öappr«диффузии, величина \'.Н пропорциональна стехио 
метрическому коэффициенту, с которым входи; первый компонент 
уравнение химической реакции, .И молекулярная масса пероогп 
компонента, Д — оператор Лапласа.

Система (1) (5) описывает движение химически реагирующей 
бинарной газовой смеси с учетом з ней процессов диффузии и теплопро
водности.

Чтобы замкнуть систему уравнений (1) (о), рассмотрим соотно
шение Гиббса

Td^ de pdV — ^dc

где е удельная внутренняя энергия, V'= 1р — удельный объем. 
Первые частные производные

являющиеся также уравнениями состояния среды, служат недостающи
ми соотношениями 1ля замыкания системы.
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В состоянии термодинамического равновесия [В| Q = q = 0. До
пустим. что вблизи этого состояния имеется аналитическая зависи- 
м՛ ть q от Q

д= + (7)

где коэффициент Нх ('», с) ^>0 является функцией порядка единицы, 
с—время протекания химической реакции.

Рассматриваемую область течения релаксирующей < меси считаем 
областью двумерных коротких волн (8|. Введем систему координат 

у. <; началом в точке, находящейся на пересечении каустики с 
ударной волной и движущейся со скоростью ал, представляющей 

I соответствующую характерную скорость звука линейной задачи на 
каустике

л\ : (л* — х°)cos 0 г (v v0) sin б
(*) 

у1 = — (л* — .r°) sinr) + (у — у0) cosr)

Здесь (дЛ /) — координаты центра подвижных координат (л։, у։) в 
ишетеме (д, у). Координатные линии х։ = 0 и у, 0 направлены соот
ветственно по внутренней нормали и по касательной к каустике в 

n dx°(t) ( dv9(t)
сторону движения фронта волны. Причем —-------=-.a։cosv, - -------- ;

= /jjSlnrJ, G(Z) угол наклона касательной к каустике в точке (л°, у®) 
луча к оси Ох.

Для проекций w։. -и1 скорости частиц смеси на направления под- 
Ьижной системы координат получаем

иг = и cos б — v sin б, т'։ = — г* sin б 4- г՛ cos 6 (9)

В дальнейшем производится сжатие координат (л\. уг)

= У1 = 5У։ (10)

[^Преобразования (8) —(10) позволяют рассматривать течение газовой 
Кйесн в узкой области волны, которая фактически представляет собой 

структуру размытого ударного фронта.
Допустим, что разность значении всех параметров возмущенной и 

КЙевозмущенной газовой смеси мала. Невозмущенные величины обозна
чим лулсвым индексом

Р֊Р0 гр'. р = р04-2/, x = 7՝= Г0 — гГ. Q = =Q

0 = c=t’0-u’’, й = (10 + ад', «t=.-5«։, t’։ = -='’o։

|В выражениях 110)—(11) величина г есть малый параметр. Между 
1: невозмущенной (линейной) скоростью звука и0 и скоростью звука at 
I ни ь'аучтикё существует связь (9|

3 Иик-ггпя АН Армянской ССР, Механика, № 3
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= <г։ ахК,у\

где Кг — кривизна луча в рассматриваемой точке.
При выводе последующих уравнений зо всех случаях будем уде 

живать лишь главные члены и в окончательных уравнениях делать п 
реход к переменным (9)—(10).

1. Квазиравновесный процесс

За независимые переменные примем плотность >. давлен; 
сродство ф. Аналогично [I |. для давления Р получим

ОР_ а.(Ь_ = \ <К? (1 Л/РЛ
о։ а՛' (Р <7/ \Л/Э Л,/? \дц)-,.,>(Р Л,$

Здесь а, равновесная скорость звука. Комбинируя это оютноип 
с уравнениями (1), (5), (4), можно получить

<1Р дР дР. ц------- г г. - ------р
(Р ОХ ду

/ ди с)о 
шЧ------- --------

X Ох Ох
= /-.՛<■ 4՜ /-зг — /-•։«'

где

/ ди '* ( дх

\о(3 /..А д։ дх ду / ?7 хм/мД^ ох ду/՛

. I) /дР\ . /д\1\ I д /дс . ЬгдТ , кРдР\ Д
Т \osA.q ^ос/р,т ОТ / Рг1\\дх\дх Т дх Р дх/ I

ду ՝ ду 7' ду Р ду /| КГ * дя /?, о |\ ох Т дх

кр_иР \ д 
Р дх ) дх

ЬР дР\ д

Р оу / оу

Приращение температуры представим в виде

дТ^=( — \ аР֊—а-Л (֊} . /.г== 

где ср.ц — удельная теплоемкость при постоянном давлении и сро; 
стве. с г, о — удельная теплоемкость при постоянном объеме и сродстА
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Пусть аа=а^, то есть рассматриваемая двумерная короткая волна 
< узкой возмущенной зоной движется с равновесной скоростью звука 
8 пок< яшейся среде. Примем

а.: = и», -4- '֊о, (1.3)

В дальнейшем штрихи над всеми величинами опускаем.
Преобразования (8) —(10) и последующая линеаризация посред- 

раом (II) уравнений (1) и (2) дают

а.:\ ае\

кАналигнчным образом из уравнения (3) получен 

и V, оР

[Отсюда с учетом второго равенства из (1.4) находим 

ди՝ _ 

ОУ: ох,

(1.4)

(1.5)

сП есть и окрестности пересечения фронта волны с каустикой движение 
вмеси потенциальное.

Для отклонения давления Р — Р(у, С?. $) от значения вблизи 
кполс՛,Кения равновесия можно получить

Р а

■тобы приведенное соотношение совпало с (1.4). необходимо потребо-

5 = 0. 0 = 0 (1.6)

Преобразование и последующая линеаризация с помощью (8) (11) 
«отношений (6) и (7) дают

-^■ = л;ад л'. = —. о = 4^- в-՜)
Лх*։ -.а,л /.,

Т.’.е А ՝՜ тУ’Д։. Др имеющая размерность длины, есть величина порядк;- 
единицы.

1П (1.6) видно, что возмущенные энтропия и сродство - малые 
№л1!С высокого порядка, чем остальные возмущенные параметры. 

Боле» точная оценка показывает, что Тогда из (1.7)
получим условие .\г(.> 1 или - - Л Таким образом, в квазправновесном 
процессе время прот1*ка^ня химической-реакции много меньше макро« 

ркопнческого времени
Линеаризируя уравнение (1.1) н учитывая соотношения (1.2), 11.6) 

Л 114). получим
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</7' = (© (1-ук^Лг. (1.В

Применение преобразований (8) —(11) к уравнению (4) и учет соетж 
шення (1.7) дают

дс 11.1

Разлагая с = с(у, (?, 5) в ряд Тейлора вблизи положения разновес 
учитывая требования (1.6) и соотношения (1.4), получим

<
<% '<}. ^>'1

11.1՛

.Аналогичным образом для приращения равновесной скорости звука а; 
ходим

а, - (*£ — !)//„ — (<М') 
^0

(1Л
о.

Преобразуя посредством (8) (11) уравнение (1.1), учитывая лннеар 
зоваиное уравнение (.2) и соотношения (1.8)—(1.11) и затем пёрехо) 
к переменным .г։, у։, и,. (без штрихов), получим

/г,=/<;։ -ра.

кривизны луча в рассматриваемой точке, Г ^0(О-։ нг — I
Уравнение (1.12) совместно с уравнением (1.5) описывает движед 

смеси в окрестности каустики. При отсутствии химических реакш 
теплопроводности и диффузионных эффектов оно совпадает с ураза 
ниём. полученным в [3].

ВвоЙЙ потенциал скорости ®(х։, уД из системы (1.121 и 11.5 

получим *- •

/2^+2֊=^
= ,'д^ (1.13
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где I /? = 1 1,7?,— разность кривизн каустики и луча, =

1 об об . , . ,
=------- = —, / — элемент дуги каустики, о—выражение в фигурной

<ъ։<п 01.
скобке в уравнении (1.12).

11 .-ледуе.м полученное уравнение.
а| Пусть нелинейный и диссипативный эффекты пренебрежимо малы по 
сразит;оио с линейным. .Уравнение (1.13) приведется к виду

2 ՛ — т 2а --------- — 4՜ и и .. — О
ох.д( к «-՝•;

(1.14)

Отмстим, что уравнение (1.14) можно также получить вышеприведен
ным методом из акустического уравнения потенциала для неоднородной 

среды [10|
В ^_в?Дф 0 (1.15)

ОР 0 \ Ох ах Оу Оу /

которое заменой Ф -'•»<!>' приводится с точностью до недифферен- 
пируемых слагаемых с Ф', не влияющих на решение вблизи каустики. 
К волновому уравнению. Последнее путем замены Ф' = приво
дится а переменных (9), (10) к уравнению (1.14). Заметим, что для 
давления Р получится уравнение (1.15) с обратным знаком

перед третьим слагаемым. Замена Р— I ?0 Р։ приводит с точностью 
До не.лфференцируемых членов к волновому уравнению для Р։. Пе
риодическое по времени решение волнового уравнения вблизи кау
стики определено в [9, 11, 12], нестационарное — в |4, 9. 13. 14].

Компоненты скорости по нормали и по касательной к фронту сла- 
ВЗой ударной волны имеют вид

, х-‘>, <>* р
Цу = (Мн) — ------

О.\-։ 00«<.։

Для .качхообразион падаюшей волны 
Ш]Н]

(Мб)

решение для давления имеет

причем имеет место ]!5)
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Здесь Р ,с. Q_.—функции Лежандра, 
о 

ное решение вдали от каустики. а։ - — 

P.u.u = .4,1 У») ։ есть лу’И
<֊У.) ' Из (1.17) В|Д

что оно удовлетворяет (1.14), в котором отбрасывается первое c.ia 
гаемое, то есть в порядке » • = •?’• (линейное решение) движение 
переменных (9). (10) установившееся.

б) Пусть теперь а уравнении (1.13) малы только нелинейные >4 
фекты. Уравнение (1.13) примет вид

'А 2а,^ 
ОХ^Г R

I ՛ *,՛„■ “ 6 т ■
<>у: бгл;

(1.18

Решение уравнения (1.18) будем искал, в виде ('. = const) 

? = | ?з(*։֊-. у,. Г)(2^п՜ 'ехр^— —

Предполагая. чт< ?Ф(х։, У։« О есть решение (1 14). легко можно . шЛ 
зать. что ? удовлетворяет уравнению (1.18). Поскольку дли дзвленн 
Р — 16-А։ дъ'ох также имеет мест«՛ свертка (1.191, то. взяв для Р 

значение (1.1՜). получим

+Н и
Вычислим по (1.20) давление в окрестности кзустик'Н у։ = 

ИСПОЛЬЗУЯ разложение фупкьий .’!<՛ -каьдра по отрнцзгельным степет 
аргументов, легко вычислим путем замены переменной .с, - ֊։
особые интегралы |16|. Затем вычисляем с номотью перемнегл« 
степенных рядов интеграл



Определение парам։ трои движения химически активной среды ЗУ

О

6 |-=(1

<. | = <2гг)՝2я-

Алогично вычисляется
ется на интегралы 
арженйе функций

ментов

(2л-,)*

(25)! (2я —2$)!

V(^)?_+- 

— (2$ : 1)! (2/1 — 2$)!

второй интеграл в
в пределах (х։ — а։, 

Лежандра берется по

(1.20),

(1.21)

который разбив;։
.г,) и (л'р л*։—а։). причем раз-
положнгедьным степеням эргу-

интеграла имеет место с„ (— л-։) = (— I)л сп (х։).
Итак, решение (1.20) в окрестности каустики запишется в виде

и для второго
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функции параболического цилиндру

Из (1.22) но (1.4) получается значение для н։. Решение л 

потенциала I (х։. у։) лается (1 19). причем значение ?0 берез 
из [4| при А’. 1. Тогда, аналогично вычислениям в (1.20), мож 
выразить компоненту скорости е, - через формулу. пОдобн; 
(1.22). При л, 0. то есть на самой каустике, полученные форму, 
еще более упрощаются.

Рассмотрим сходимость полученных рядов типа (I 22). Для ряд* 
содержащих функции используя их выражения через нырож
денные гипергеометрнческне функции 115]. а также асимптотически*
выражения этих функции [ 17|. можно показать, что они сходятся 
всех у։. Легко проверить, что в последних слагаемых ннх греиннй 

для 
ря.

сходится. Что же касается внешнего ряда, то из (1.21) видно, что

И • -ЧГ 
(2л)!

г есть внешний ряд также сходится, ('.ходимость рядов типа (1.22) ДЛ| 
всех у\ доказана.

2. Квазизаморож.енный процесс

Примем за независимые переменные плотность у. давление Р, 
концентрацию с. Аналогично |!|, для давления получим

= е да и, Л-'с!։ <1г ՝ дз )},ес1г \дс).7..11!

Здесь замороженная скорость звука. Аналогично выводу (1.1). и 
(2.1) получаем альтернативную форму
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֊гт -п?Т' д$ );.(|\0л- Т дх Р дх ) дх I \дс)р,т \дТ)р,г

\<>у Т ду Р ду ) ду \дс )р։Г \дТ)р,с .( 

Приращение температуры напишем в виде

где ср.. —удельная теплоемкость при постоянном давлении и концен
трации, с, . — удельная теплоемкость при постоянном объеме и кон
центрации.

Пусть теперь ^ = <1/0, то есть скорость движения двумерной 
короткой волны по покоящейся смеси равна замороженной скорости 
звука. Примем

(2.4)

Как и •» п. 1, штрихи над всеми переменными опускаем.
С учетом (12), для отклонения давления Р Р(р, <՝) от равно

весного значения в покоящейся среде имеем

Преобразования (8)—(10), последующая линеаризация (11) уравнений 
(1) ֊(2) и интегрирование снова приводят к соотношениям (1.4) с за
меной </Г1 на Д/ь где а?1 - замороженная скорость звука на каустике. 
Тогда сравнение с (2.5) приводит к требованию

5 = 0, с = 0 (2.6)

Иным?. словам։1, в рассматриваемом приближении сжатие газовой сме
си происходит обратимо не только пр!! постоянном сродстве, но и кон
центрации реагирующей смеси.

Как п в п. 1, выполняются условие (1.5) потенциальности дви
жения газовой смеси в окрестности каустики и соотношение (1.7), в 
котором необходимо заменить Л'е на Л՛/, Л’г=£/-здр. Из (2.6) видно, 
что возмущенные энтропия и концентрация — величины более высокого 
порядка малости, чем остальные возмущенные параметры (5 —е*’, 

- : ). Преобразуя и производя линеаризацию уравнения (4) посред

ством (8)—(11), убеждаемся, что Тогда из (1.7) получаем
условие \/^1, т. е. в квазизамороженном процессе время протекания 
Химической реакции много больше макроскопического времени Ltd п.

Согласно треоЪвзрпо (2.6). соотношениям (1.4) и (12), для диф- 
иср.пинала возмущения температуры из (2.3) получим
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(%

Преобразования С8» (10) в линеаризация (11) приводят уравш 
(4) к виду

дс ozT _ kpD огР
ox,՜ -f,dx՜՜

В рассматриваемом приближении (I]

<?-(тг') - "■• «/֊ <»;-»«.. »;= —<:•«/)] (2.
\^Л.(й/1 <% Jj.c

Выражая (2.8) с помощью (1.4), (1.7). (2.7). (2.9) через ско| 
частиц смеси, подставляя полученное соотношение, а также (2.7), (2.9) 
и преобразованное посредством (8)-(11) уравнение (2.2), полу՛ 
возвращаясь к переменным «։, 1г։, лг։, у։ (без штрихов).

Здесь

wi= I Мл «։• = I

А?՜1 — разноси, кривизн каустики и луча.

Уравнение (2.10) совместно с (1.5) описывает движение газо 
смеси в окрестности каустики в случае квазиэамороженного пронес 

Обозначая

н вводя, согласно (1.5). потенциал скорости ?(•<>. О. \равно 
(2.10) приведем к виде
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г СДр \ д-у ։ У2'! _ 9 д-<? _ ? <73ю
I ) "х\ “7' аг “ '' (2.11)

где о равняется выражению н фигурной скобке из (2.10). Отсюда 
радио, что без учета нелинейных членов уравнение (2.11) совпадает 
с 11.13), в котором <2։.} должно быть заменено на вц. Тогда, рассуждая 
как в п. 1. можно получить решения (1.17) л (1.22) в окрестности 
каустик։։, где С уже дается правой частью уравнения (2.10),

3. Среды с близкими скоростями звука

Из уравнения состояния среды можно найти связь между заморо
женной н равновесной скоростями звука [1]

Знак неравенства ставится, исходя из условия термодинамической 
•устойчивости системы. Видно, что ае можем достичь значения <// толь
ко при еп = 0.

Пусть значения скоростей а, и а, в покоящейся среде близки. 
Тогда величина — е։м в покоящейся среде мала. Положим

«!» = »«<» (3-1)

Здесь 1,. — новый малый параметр.
При последующем упрощении уравнений движения среды необхо- 

■шмо в (11) сделать замену

</' —£//<7 > 0' —</. с' - е' $.2)

Как :՛ и п. 1, 2, штрихи над возмущенными параметрами опускаем и пр 
5строщенни уравнений удерживаем лишь главные члены.

Так как невозмущенная (линейная) скорость а(1 не совпадает со 
ЙСК'фостямк а/о и а л. значения которых близки, то положим

«о — а Л- == ։* О/ ։, и(1 — <Ло - =<•: (3-3)

где 5/|, з,| — постоянные порядка единицы.
После преобразований (8)—(11) уравнения (о) в порядке до 

имеем $ - О (.9~зг£).

Аналогично |1|, можно показать, что в порядке до г = е* откло- 

яепня давлений (2.5) и (1.6) совпадают друг с другом и равны (1.4) с 
заменой «и на а/։.

Согласно уравнению (4), в порядке до г* имеем

А = Г °Ч. (3.4)

''о

Разлагая $(р, 5, г) в ряд Тейлора вблизи положения термодинамиче
ского равновесия, можно найти
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$ ֊ *епос՝ — — е։20?
•*0

Комбинация (3.4) с (1.7). (3.5) и (1.4) дает

/<10/^110,. „ \
— I Ч ~ << 1 I

<7л-։ - \ ?(//։ /

(3.5)

(3.6)

Как и прежде, выполняется условие потенциальности движения (1.5). 
Учитывая (12) и вторую формулу из (3.3). путем преобразований 
(8)— (II) уравнение (1.1) приводится к виду

пдих . д , . . /_ дк Л у. \ди.’ V + "■ 571п е'Л) + (2у֊ 57 ֊ 2“- R, 57 + 1

_2а1։г1^1 = /±;пТ; * (М\ 0՝Г +
<Ъ'Х <4 \3 7?0 ох֊ №лТ<>

*ио , АгР д-Т кРО Вео &Р ” । г “ 1 “■ ■ ———• _ - ' 10.1
*Мно Т'о ?о«1 Р» ах\

Аналогичные упрощения вал уравнением (2.2) приводят его к виду, ко
торый, как легко показать [I]. совпадает с уравнением (3.7).

Из уравнений (3.7) и (З.Ь). исключая полноту реакции
ЧНМ (н։ -֊ 1 >о<'։“։. *1 = I ?о«, 

2^ + (2^-2«, =,... 

01 \ R

</. полу-

а‘/ - \<>/л ди,
~^=- Иг ֊ -г а, —•-

I ('О«։ ՛ б'У,

+ ('2^.«,֊2а,5„^2-7—<3-8» 

\ Р ИРо«։ /ОХ, Оуг

Уравнение (3.8) совместно с уравнением (1.5) описывает движение та
зовой смеси а окрестности каустики для случая, когда замороженная 
и равновесная скорое г.՛: звука мало отличаются друг от друга.

В предельных случаях уравнение (3.8) переходит в (1.12) и (2.10).
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Դ. Գ. 0ՃԱՆՅԱՆՔԻՄԻԱՊԵՍ ԱԿՏԻՎ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՇԱՐԺՄԱՆ ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐԻ ՈՐՈՇՈԻՄՋ ԿԱՈԻՍՏԻԿԱՅԻ ՇՐՋԱԿԱՅՔՈՒՄԱ մ փ ո ւի il I մ'
Դիտարկվում Լ բինար մածուցիկ ղաղային ի/աոն/որցի Համար շարժման 

հԱ/վասարամների գծային և ղիսիսյատիվ-ղծային լուծումների որոշման ի/ն -
Հաշվի են աոնված տարբեր ղիֆւ/ւ ղիոն Լֆեկտներր և շերմ տ *աղորղա֊ 

կւսնէոյ1յսւն պրոցեսը:
ւԼչխատանբոէմ ստա ցված հ Հետազոտված են ոչ գծային հավասարումները 

կաուսաիկայի շրշակայբում կվաղիսառեցված և կվա գիմավաասրս/կշ/լված ւղրո- 
ցիէւների համար) Գծային և ղիսիսյատիվ-գծային մ ոտ ավ/tր ո ։ fl J ռւնն երով ղրտ- 
նված են ճնշումը խաոն/ււրղի մասնիկի արազոլթ յան բաղագրիչներր կաոլստի՝ 
կայի վրUi 1t նրա շրջակա ւրու մ:

Հատուկ միջավայրերի Համար, երբ ձայնի սառեցված և հ ավասաըակշո- 
ված արագությունների մեծ ntßյունները րիշ են տարբերվում իրարից, ստացված 
4 հավասարումների սիստեմ, որր պ արոէնա կ ու մ Է տ/իրների ղիսպեյւսիւսն րնու~ 
իաղրող ւինտրվող ֆունկցիայի երրորղ կարղի ածանցյալ:

DETERMINATION OF PARAMETERS OF MOTION OF A 
CHEMICALLY ACTIVE MEDIUM NEAR THE CAUSTIC

G. G. OHANIAN

S u m m a r y

The problem of determination of linear and linear-dissipative so
lutions to the equations of motion in a binary-viscous mixture of gases 
where only one chemical reaction takes place near the caustic is consi
dered.

In the mixture of gases all diffusive and heat-conductive effects are 
taken into account.

Some non-linear equations near the caustic for quasi-frozen and 
flnnsi-equilibrium processes of propagation of disturbances are derived 
;md analysed. •
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Pressure and components of velocity of the mixture particles 01 
linear and linear-dissipative approximation are found near and on th՛ 
caustic. A system of equations containing the third order derivative \\hicl 
produces the dispersion of waves Is obtained for a special medium wher 
frozen velocity of sound and equilibrium velocity arc nearly equal.
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С. Т. ХАЧАТРЯН

ЮБ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ НА ЗАДАННОМ ИНТЕРВАЛЕ 
ВРЕМЕНИ

Современным этап развития прикладной теории устойчивости нераз
рывно связан с созданием математически строгих алгоритмов исследо
вания устойчивости неустановившнхся состояний с учетом конечности 
ьремеш։ протекания процесса [1, 3, 4, 5].

В настоящей статье предлагается алгоритм получения условий 
устойчивости и неустойчивости невозмущенного движения [I] по отноше
нию к заданной области предельных отклонений параметров линейной 

/частя нестационарной системы дифференциальных уравнений второго 
пдрядка посредством матриц вдвое меньшего порядка по сравнению с 
общепринятым в.

I. Рассматривая материальные системы, описываемые уравнения- 
КН возмущенного движения, воспользуемся определением об устойчи

вости движения на заданном интервале времени в следующей поста
новке [I].

Определение. Если уравнения возмущенного движения таковы, что 
при достаточно малом {>>0 любое решение х=х(։) уравнения, началь
ное значение л'о=л'(/о) которого удовлетворяет условию

(О'(70)л0. 6(/0)л-0)<г? (1.1)

«а заданном (конечном) интервале г0 г < 7' удовлетворяют условию 
Вв (О(0х(<). (/(7)л-(0)<р-

те 6(0 —заданная ограниченная матрица, то невозмущенное двнже- 
ГЖ- по отношению к области (1.2) устойчиво на интервале [Го. 7՜), в про

тивном случае — неустойчиво. Поскольку задача об устойчивости на за
речном интервале времени [Го, О в общем случае зависит от выбора на- 

,.| ||> !ого момента /0. невозмущенное движение будем называть равно- 
черно устойчивым в смысле приведенного выше определения, если оно

рстойчиво на любом интервале (/., 7). где 7.— 1/0. 7*).
2. Пусть уравнения возмущенного движения представлены в виде

- А (Л <?) (2-1)

тде /. (/) и Л’(/) квадратные матрицы порядка т, а Л (/, 7) и у не- 
I прерывные аектор-фун^цнн.

Будем предполагать, что /. (Г) — невырожденная матрица, матрицы 
Д|Г| н Л(/) непрерывны на заданном интервале времени |/0. 7). а эле-
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менты А (Г, ?)—нелинейные функции возмущений <;.(/= 1, 
таковы, что равномерно по Г в пределах интервала |/п. 7')

Шп*2Д1 = 0
«-• 1*71

Из свойства нелинейности Л (I. д), выраженного условием (2.2), следу* 
наличие решения <?—О уравнения (2.1) и далее будем рассматривать р՛ 
шеиня, остающиеся достаточно близкими к тривиальному. Невырожде։ 
ность .матрицы Е(() обеспечивает возможность приведения уравнен« 
(2.1) к нормальному виду

Н{։, л)

где

що = Л-'(/)Л(Л?) 

о

а Ет — единичная матрица порядка т.
Пусть матрица I (!) дифференцируема и имеет простую стру:
Тогда существует невырожденная и дифференцируемая матрица Л՜(0 
преобразующая матрицу С (/) к диагональному виду

К՜' (!) и (ПК (О = Л (/) - (Пае ('1 (О....... >■» (О)

где п = 2т.
Элементы диагональной матрицы Цг) являются собственными знз 

чениямн матрицы £/(/), а столбцы матрицы А‘(г) ее собственным 
векторами. Пусть К. -собственный вектор матрицы С(I), отвечают!!
собственному значению (- = 1.........л). (л, = X, (/))•

Обозначим через ......... 7« (О собственные значения, а
рез «,(0.. .. 
4՜' (ОЛф)-
блочных матриц

(/)—соответствующие собственные векторы матриц:
Обозначим р(Г) = «-’(/) и представим *(/) и р(0 в вид

Тогда из |2] соотношения между собственными векторами и епбетве! 
ними значениями матриц / “: (7).\'(О и 7/(/) можно представить сд< 
дующими формулами:
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.--------/ arg *. -г 2г arg т. -֊- 2~\А* =*НТД (cos------ -------- т /sin------ 5------ J (2.46)

к. = ('■’/') (2-5)
где

• J3 пр։։ з < т
|з — т при з^>л/

j 1...., т: i — J —1 и, если через Q, и 2, обозначить соот
ветственно области определения = и 5. то 23։ 24•<={!...., п\ и 
2,П25 = 0.

Формулы (2.4) позволяют утверждать, что среди каждой пары 
собственных значений матрицы U(t), соответствующей одному соб
ственному значению матрицы Z. !(/)Л (0, собственные значения 
матрицы U(t) отличаются только знаком. Следовательно, если матрицу 
А (Г) представить в блочном виде*

■՝՛'>-(«՛ -°)
где \։ и Л2 диагональные матрицы порядка т, то можно выбрать 
таксе размещение собственных значений матрицы U(i) в диагональной 
матрице \ (г), при котором выполняется равенство

А։ =* ֊А։ (2.6)

Полагая, что столбцы /<0 (з — 1,..., п) нормированы, примем 
— /С (/.) и зададим область предельных отклонений следующим 

образом:

V(t, x) = (lCl(t)x, /("'(OW (2.7)

3. Введем обозначение

х=К(Оу (у = у(0) (3.1)

В новых переменных уравнение (2.3) примет вид

^-=-ЧОу֊«'1(0֊£֊^-У К՜՝ (f)H(t. Kv) (3.2) 
at dt

Полная производная по / в силу уравнений возмущенного движения 
Вт положительно определенной на интервале р0, 7՝) функции И(£ л) = 
- I (Л Ку) = Цу * равна

1 dV и՝ Л՜)
2 dt

У Re/.,|yJ= + y Р(Оу +

+ ±(у<-Х-' П)НЦ. + Ку)К '(<)У) (3.3)

£ Нэвепня АН Армянской ССР. .Механика, № 3
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где
Р(/) = - —//< *(/)—

2 \ di dt

Из (2.5) следует

Л(П = ЛЛ: «ал z<-= н\
X *; * / 2 ’ ЛГ’к; р/

Тогда из (3.1) имеем

’■(=) 

где

1 / А 1 ? = у(Лг

(3.4)

•j и z -столбцовые матрицы порядка /?/.
Тогда

v Re >, | г. |-- — Лк։_|ч — ;֊ ;u?j Re Л։ (Л։ рИ — 
4 \ dt / \ dt /

г/л-Т՛  ̂— |ИЛ Ре Л ./Л?Re Л,<• f’Re'jfl?
X dt / \ dt /

Учитывая (2.6). имеем
п т

s-т <-։

Будем предполагать, что здесь >/(/= 1,..., т) определены через(2.4՛ 
Тогда имеем

п "՝• ___ агет,-
\Re/.3|y։|-'= У | |;j sin—— (|.;,J=- |?.f) (ЗЛ 
т—l . i — ]

Обозначив

(3.6)

4 dt 4it / в
и учитывая (2.6). эрмитов) матрицу P(t) в (3.3) можно представ! 
следующим образом:
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Тогда имеем
У*Р(О у = рг'Д У Г) (/) лг1 ;֊ + (։■?)* F(<)M

\ dt / dt

Взедя переменные (3.4), получим
у*Р(О у = (ф - ?)* D(f) (? ֊ т) -г ( ? ֊г ?)* /••(/)(? + ?) (3.S)

Лемма. Пусть дана эрмитова матрица Р(Г) порядка п с соб- 
■ггвенны.ми значениями •/,(/)...., •<,(/). определяемая по (3.6) и (3.7) 
через эрмитовы матрицы простой структуры D(t) и /•(/) одного и 
того же порядка т с собственными значениями а։(О» —> 3.-«(г) и 
?։(0.......₽я(0 соответственно, причем п — 2т. Тогда матрица P(t)
имеет простую структуру, а собственные значения •*,(/)....... МО свя
заны с 2j(0, —, «m(0 и 3J/),..., ?,,,(/) следующим соотношением:

у.(«) = |2₽’(° Пр" ,<т (3.9)

|231-т(/) ПрИ 5>ОТ
где : = п.

Доказательство. Пусть / (/) и ^ (/) —невырожденные уни- 
=Л։рные матрицы порядка т. приводящие соответственно матрицы 0(1) 
и /՝(() к диагональному виду. Введем матрицу
В £(0 = 1р(/)’ (3.10)

2 ֊/(О/
Тогда

S~'(t)P(t) S(t) = 2р’ 0 \
\ О, Z* (о /;(/)/ (О/

(3.11)

1 гким образом, невырожденная матрица 3(1) из (3.10) приводит мат- 
риду Р(1) к диагональному виду. Следовательно, эрмитова матрица 
Р(1) имеет простую структуру. Как видно из (3.11), соотношение (3.9) 

■йрапедливо. Лемма доказана.
Из (3.5), (3.8) и (3.9) в силу известных свойств произвольной эрми-

товои формы имеем

arg-UQ

2

н>*+ы։
г---------- агёъЮ

<.max k|ï4(/)| sin------—

(3.12)

min [а, (/), ^(01 <
(Ф - т) /->(0 (? - г) - (? - -) /՛՛ ( О ( ? г?)

• < шах |«4 (О, МО]
• /

(3.13)

VI 11.(01 sin

где 1= 1....... т.
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С учетом (2.6) выражение-у (у*'Л '(t)H(t, /<>՛) 4- /Л (/, Ку) К*"’(0у) 

в (3.3) можно представить следующим образом:

«?) = ■֊■ (>՛•/< ' (О НV, Ку) /Г (/, Ку) к'-' (/) У) =

= ?>'■՛ '(О^АГ'лг1^)
4 \. dt dt /

(3.14

Подставив (3.5), (3.8), (3.14) в (3.3), получим

1 dV{t,q)
2 dt

= 2 1՜ 17, < 01. sin (I i= ֊ | ?, |!) -?

+ (.5-?|^(/)(Ф-?)т(Н?)9/;(/)(Нт) (3.15)

4. Сформулируем условия равномерной устойчивости и неустойчп- 
.ости иевозмушснного движения на заданном интервале времени (/о. Т) 
по отношению к заданной области предельных отклонений (2.7).

Теорема I. Если для всех £(70, 7') выполняется условие

|7,. (Н| sin
arg н(0 

о
2max [а. (О, Mz)l[rfr<° (4.1»

i I....... т

то невозмущенное движение (тривиальное решение уравнения (2.1)) 
равномерно устойчиво на заданном интервале р0, 7՞) по отношению ՛. 
области (2.7).

Доказательство. Из (3.2) имеем

=2Ке'=֊֊ +֊y*f7y г-֊֊(ГЛ֊1 (О W (Л Ку) - 
dt |у< пу|| 2}уП

. /7*(/, Ку)К '(0у).

Интегрируя вдоль решения уравнений возмущенного движения на 
интервале 7 ), возведя обе части полученного уравнения в ква
драт и учитывая (3.5), (3.8), (3.14) и (3.15), имеем

՛ 2V h,(f)l sina2ili^

V('-4(t)) V(t„, ?(M)exp2 ------- - (l?Js-|?,|’)4
J. E’i»r+ llrlr

( j — 7)" Z>(H(>-y) • (> r?)*f(0Yb-?)-r^/.^)՜ 

й'?Р + к:’։
dt (4.2)
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(2.2) и (3.14) имеем, что при достаточно малых //|. то есть для pe- 
mft уравнения (2.1), близких к тривиальному, в силу (3.12) и (3.13) 
юлняегся неравенство

I
ПЛ ?('))< ПЛ» </((«))ехр2 Птах I i-j, U)| sin —֊֊֊^

-г 2 max |т, (/), (/)|[ dt

Сидовательно, при выполнении условия (4.1) имеет место

1-'(/, 7(О)<1/(^. </4J)

тоесп условие устойчивости на интервале '/՛), а следовательно, и 
умение равномерной устойчивости невозмущенного движения на за
данном интервале времени [(0. 7‘) выполняется. Теорема доказана.

Теорема *2. Если п какой-либо момент /й£|/0. 7՛) выпол
няется условие

I u (0I sin
arg ՛./(/)

2 min [if (/). 3 (Г/l1 t//>0 (4.3)

7 = 1....... т

1о невозмущенное движение (тривиальное решение уравнения (2.1)) не 
Рожег быть равномерно устойчивым на интервале [(0, Г) по отношению 
л области (2.7).

Доказательство. Пусть нсвозмушенное движение на интер- 
зале |/(1. Г) равномерно устойчиво по отношению к области (2.7) и при 
/ = Л выполняется условие (4.3). Тогда, в силе предположения равно
мерной устойчивости, невозмущенное движение будет устойчиво на 
интервале |£#, Т). Введем обозначение

'п ------------ ЙГЫ*' (/)VI И/(01 sin-4֊֊ (? ?)ё/>(/)(•?-?) 

. -1 -

V + (!)(■> ■ ?) •
? 1՜ - ՛? '

.Допустим, что

II---------- argT.V») ----------------- argT,.(f#)
max; I IiJMIsin—------  = | |7-(rJ| sin

• Рассмотрим частное решение уравнения (2.1) y։ - х(/ з°), опре
деленное начальными условиями s(r.ft) = о, '^(E,) — у, ՛?, (7Й.) - <՛, Z =£ /. 
6\дем предполагать?что / лежит в окрестности точки г...

Тогда, в силу непрерывности форм (3.5) и (3.8), из (3.13) и (4.3) 
писем
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max I |Հ(01 sin
arg Լ (Ո

2

4֊ 2mln |а, U). Հ. (0|[ >օ

Следовательно, для достаточно малых р из ։ 1.2) при выполнении усл< 
вия (4.3) будем иметь

1(С Հ(Ո)> Г(Г . (4.4)

Наличие частных решений, вдоль которых в окрестности точки С вы՛ 
полняется условие (4 4). позволяет утверждать, что невозмушеииое дай՛ 
жение неустойчиво. Теорема доказана.

Е реп л нс к и it политехиичсскнп институт 
им. К. Маркса П-чппи 1д 16 I 1973

Ս. Ւ. հԱճււՏՐՏԱՆ

ՏՐՎԱԱ ԺԱ1րԱՆԱ’ւԱ1ր1՚ՋՈՑՈ1’1ր ՇԱՐԺՄԱՆ ԿԱՑՈհՆՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍՈՆ

Ամփոփում

Հողվածում բերվում է տրված (վերչավոր ) քամանտկամիջոցում շարմմս 
կայունության որոշո>մր ք1վ և ձևակերպվում Հ երկրորդ կարգի էՈ գիֆերեէ 
ցիսդ հավասարումներով նկարագրվող սիստեմի շարժման կայունոէթ/ան 
անկայունության պայմանները, գրգռումների փոփոխման տրված տիրուի 
նկատմամբ: Նշված պայմանները ստացված են անմիջականորեն, աոանց սի. 
տեմր նորմալ տեսքի բհրելու: Այղ պատմաոով զգւպիորեն պարզեցվում է հա 
վարկման այգորիթմր, որովհետև կայոլնության և ան կոյյոէնության պայմա\ 
ներր ստացվոսէ են երկու անգամ փոքր կարգ ունեցող մատրիցաների միջոցո

ON STABILITY OF MOTION AT A SPECIFIED TIME INTERVAL

S. T. KJIACHATRIAN

S u m m а г у

I he article presents a definition of motion stability at a specllh 
(flmlte) time interval and a determination of conditions of stability at 
instability of undisturbed motion with respect to a prescribed domain »1 
limiting deviations of parameters of linear part in a non-statlonary system 
rn of differential equations of the second kind without 'educing them to 
a normal form. %

Such an algorithm significantly simplifies tlr»* procedure of calculate 
allowing to use matrices of tAhce as smaller order.
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А. М. САРГСЯН

ТЕРМОУПРУГИЕ НАПРЯЖЕНИЯ СОСТАВНОЙ ПЛАСТИНКИ 
В УСЛОВИЯХ ТЕПЛООТДАЧИ

Исследованию термоупругвх напряжений в изотропных и анизо
тропных пластинках, находящихся в условиях теплоотдачи, посвящено 
много работ (1 5].

В настоящей работе рассматривается задача термоупругосги для 
тонкой составной пластинки. Две полу бесконечные пластинки из раз
личных материалов соединены .между собой в стык вдоль обшей прямо
линейной границы без собственных напряжений при некоторой постоян
ной температуре То. Пластинка подвергается независящему от времени 
температурному воздействию линейного* источника тепла с постоянной 
интенсивностью q, расположенного на конечном отрезке (-а. а) прямо
линейного стыка. Через поверхности пластинки осуществляется тепло
обмен с внешней средой постоянной температуры 7'« но закону Ньюто
на. Предполагается, что на бесконечности разность температуры пла
стинки и среды, а также напряжения исчезают.

При изменении температуры окружающей среды от 7<> до 7'։ к иско
мому решению задачи термоупругого состояния составной пластинки 
следует добавить решение, соответствующее разности температур 
Т\ То и конкретным условиям на бесконечности.

Поскольку пластинка тонкая и коэффициенты теплоотдачи с по
верхностен пластинки малы по сравнению с единицей, градиент темпе
ратуры но толщине незначителен, и поставленная задача сводится к 
двумерной задаче термоупругости [1.2. 11].

1. Составную пластинку отнесем к декартовой системе координат 
(фиг 1). Для определения температурного поля в пластинке должна 
быть решена система дифференциальных уравнений

Ճ2Ճ 
с/у-'

-т}Гу = 0 U)

|.г|<ээ, у<0,

при следующих контактных условиях:

Л 1,-0 = Т, |у_ (2)

^.Հ>- |у-0
-֊֊''(а-И) (3)

оу п

Точнее говоря, рлссматривасгс« плоский источник тепла длиной 2а и шириной հ. 
где h— толщина пластинки.
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Здесь Т) разность температур в произвольной точке пластинки 
и постоянной температуры среды, /7- коэффициенты теплопровод
ности материалов пластинок, А- толщина пластинок. 0(л*) — функция 
Хевисайда.

ГП-. =

где 3,. — коэффициенты теплоотдачи.

а 
X Э,

Е։
-и

Лг

Фиг. I

Для решения системы (I) при условиях (2). (3) применяется инте 
тральное преобразование Фурье [7]

Г/(и. у) = — Гу(л\ у) г '"‘г/х. 7’Д.г, у) = ТДи, \՝)е-,их(11( (4)
’ V V— •• — *

Вместо (1) —(31 получим

I (5)

I г,|у_=7.|,_։ (6)

[ =,,^' (7)

г/у |у*мз ' с1\> К-п “Л ч

Решение (5) при условии (6). (7» имеет вид

Чу1*,- д §1п пив
-И /11

(8)

где
Ду,- =| ц ։ ~ П1-.

2. Двумерная задача»термоупругости приводится к интегрированию 
уравнении равновесия [8]
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, ^<^7 = 0
ах ау

(9)
(,3у/ _

ах ду
! условий совместности деформации

I =0 (10)

с условиями непрерывности напряжений и перемещений на линии 
такта у=0

кон-

5у1 = "у 2 (1П

5.։у1 = <Г>-2 (12)

3х1 — ■|’13у։ 5х (<е2 — 7з3у2) •+- Е1 (з2 ^1 / ։ (13)

>.^-)=2(1тМ7г-: ֊ 
ах ՝ ау ду / ах

/ ОзЛ2 \ £. / аТ.. дТЛ
■■■ -- -------\------- ) -1-у 7 — ֊ ъ —\ ау оу / ՝ ду ау /

(14)

где условия непрерывности перемещений и, и V, на линии контакта 
заменены условиями непрерывности ди^ах и ах- соответствен
но |9].

Здесь V,. /?,. а, — коэффициенты Пуассона, .модули упругости и 
коэффициенты линейного расширения материалов; р Е՝։ЕГ

Применяя к уравнениям (У)— (14) преобразование Фурье, будем 
иметь

+ -^ = о из»

-Ь-֊^- = О (16)

т ?■.'> ^^0=0 (17)

Т,1=7уг, у = 0 (18)

7су1=7гу2. У = 0 (19)

«л — 7։3у1 = 11(=х2 — -*25у2) + 1*2 — ’1) Л» У=о (20)
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Исключая из системы (15) —(17) и з։), с помощью 

приходим к уравнению

• ֊г — 2м- у։-у- -г- //% = ъЕм Т,е и* (23)

Выбирая в соответствии с условиями на бесконечности общий инте
грал в виде

■ Ту/=[Л֊(֊1)>|у|йу|е֊1у||''| + Л«,и%֊|У|*у (24)

для остальных преобразованных напряжений получим следующие вы
ражения:

Гг; ~ [ (I у 11 и | ֊ 2) | и | (֊ 1V8. ֊ «=.4.. I ֊ Г, *, к}е ~1у1*' (25)

^=[(1-|у||«|)/Л-(֊1)У1"|^1—-------Ц \)’Г,Ь;и^е
(26) 

Л, = ^Е^т-

Удовлетворяя преобразованным контактным условиям (18)—(21) 
с помощью (24)—(26) и (8) для неопределенных коэффициентов .4, и В, 
получаем неоднородную систему линейных алгебраических уравнений

.4,-Л2= -Ои*(Ьх—Ь,)

। и ; (.4, — Д4) />\ Вх *=■ —Ои*\.Ьхкх 4- Ь.к2)

-11 ->,) | а | .4, 4֊ р(1 + | и 1.4. ֊ 2ВХ - 2ц£։ =

+-'М֊1Ч1 -ММ (27)

(1 -Ъ)1« 1-4,-«(1 4֊ ՝',)!//|Д24-(!-*..)/<-и(1 -^)Л2 =
— — 1)и21(1 — V,) Ьхк\ 4- р (I -г- ч) МД

Л)= Т(и, 0)

Для А, и В, из (27) получим

Л։ — |((2 — р) />, 4- 2ррЬ..) и՝ — (2с/Ь1к1 4- 2^рЬ.,к2} и ] 1.)!рй

.4л = 1(2^1 — (</р — 2^р)Ь.) и- — (ЗсНкк, — ՝2^рЬ..кл) и I
(28)

;֊ ь\. (-1 — Р) (« *։) В.; = Ь.> (4 — р) (и — к*)

р = 3 — *։ 4՜ 11(1 т'•^г «/= 1 — у։4-*л(3 —>5)

Подставляя (28) в (24)—(26) и возвращаясь к оригиналу, находим 
напряжения =,/.
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«X/ = 2 —— (-1)! П{ Л^е-^и — ОЬ,/г2,е |У1*У jcos/zxdw (29)

— ( -1/]урЛе 1Я« !)Ь,и>е cosuxdu (30)

((1у|н-1)^— (-1У«.лЛе֊«я“

— (—!)•’ Dbt։i՝k)e ‘՝! ' sin их .---------dn (31)
и

В выражениях (29—31) перейдем от линейного источника к то
чечному, устремляя 2а к нулю, а<? —к бесконечности. При этом 
՝2ад-р=со։Ы, где Ц- мощность источника. В случае л։- 
Е}-Е.^ = а- получим решение для изотропной пластинки, нагре
ваемой точечным источником тепла.

2ЛУ ^рУУ Л՛; ("*/)

(32)

(33)

(34)

[3] в но-

г - | — у- , Д’ —

Это решение совпадает с решением, полученным в работе 
парных координатах.

11а фиг. 2 4 приведены кривые распределения напряжений в 
пластинке, составленной из стали (индекс 1) и алюминия (индекс 2) в 
зависимости от у при различных значениях х. Для параметров, вхо
дящих в(29). приняты следующие значения: «у —0.1 калием-сек. и I см, 
А = 0.1 ем, mj 0.054 см 2, т'2 = 0.002 см՜2. Параметры т- и mi ха
рактеризуют теплоотдачу [10].

С целью выяснения влияния степени разнородности пластинки на 
гермоупругие напряжения, рассмотрим однородные пластинки из стали 
{(риг. 5) л из алюминия (фиг. 6). По графикам, приведенным на фиг. 2, 
5, 6. видно, что разнородность материала пластинки обусловливает за
метное изменяй« напряжений в окрестности прямолинейного стыка 
составной пластинки как в сторону их увеличения, так и уменьшения.

Расчеты показывают также, что с увеличение^ теплоотдачи с по
верхностей пластинки напряжения уменьшаются.
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Դիաար//</ււրծ է տարբեր ջերմս/չին և առաձղական հատկություններ ունեցող 

կիսա/ոնվ երջ սաջերից կազմված, արսա/քին ուժերի ե կապերի չենթարկված 
սս/լի հարթ /արվ ածտյին վիճակր ժամանակի րնթս) զրամ անփոփոխ ջերմային 
ղաշտի ւււղէ/եք/ւււթ րւ/ն տակ։

ե/նդիրր լուծված է ֆո/րլեի ձևափոխութչան օւլն/սթ յամ ր։
f) I սու մնւս ււիրէէսւծ Լ ա արտ ոե ո tn թ չան h ջերմափոխանակության ազէ/երյււէ- 

թյունր լ/սրոէմնևրի ր աշխ ման վրա:

THL. THERMOELASTIC PROBLEM FOR A COMPOSITE 
PLATE IX CONDITIONS OF HEAT EMISSION

h A. M. SARGS1AN

Summary *

The two-dimensional thermoelastic proplem ioran infinite composite 
plate in conditions of heat emission is considered.
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The plale undergoes a time-independent temperature effect from 
a linear heat source of constant intensity.

The problem is solved with the aid of Fourier's transformations. 
The effect of dissimilarity and heat emission on the thermal stress dis
tribution is found.
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О. В. БУГРИМ. Е. С. СИНАИСКИИ

К РАСЧЕТУ НАСЛЕДСТВЕННО СТАРЕЮЩЕЙ БАЛКИ 
НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

1 Балка длиной I, материал которой проявляет свойства ползу
чести, расположена на упругом основании .и изшбается под действием 
поперечной нагрузки интенсивностью д.

Исходное соотношение между деформацией ъ(1) и напряжением 
о(1) для наследственно стареющего материала балки принимаем в ви
ло [1,2]

40 = АТ1 Аз (О (1.1)

Здесь .4 оператор, действующий на функции времени է

А?(0-4'՝?(0 //(/ (1.2)

£(/) = 1 (0 - модуль упругости (/?0 — £ (■-•)), '(О и т,(/) — моно
тонно убывающие функции, характеризующие старение мгновенной и 
наел ел сч венной реакций материала. ։( — возраст материала в момент 
приложения нагрузки, //(Г —х) функция со слабой особенностью 
типа Абеля при / = х. В качестве //(/ — $) будем предполагать экс
поненту дробного порядка 10. И. Работнова (21

Э-. (.3. / - $)-■ 2 . ?<0, 0<Г=>1 «<1 (1.3)
„.о I ('■(«+1)1

или функцию А. Р. Ржанинына [2]

Л(3, / —X) '՜՜— ё* \ р<0. 0<г~1-а<1 (1.4)
Г (/*)

(Г (•) — гамма-функция).
Если функцию Т;(/) положить в форме 

М') = '('.) И ֊Ւ'«՜’')- Հ>0 (1.5)

го уравнение (1.1) при п = по=сип51 легко преобразуется по Лапласу 
ио переменной г. /о. Это позволяет при уже известной зависимости Е(1) 
гем же способом. что и в работе [3]. произвести обработку грех кривых 
простой ползучести с моментами нагружения, отвечающими трем раз
личным возрастам материала, и получить значения всех реологических 
параметров, входящих в (1.1).
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Уравнение изгиба балки на упругом основания [4] при условии (1.1) 
принимает вид

֊ /) — Л(д)у| (1.6)

Здесь у (л,/) прогиб, (л) - 2:0 (д ) У (л ), ./ момент инерции попе
речного сечения балки, Л'(л-) — коэффициент податливости основания, 
•/{л, /) интенсивность поперечной нагрузки.

Положим

я
у = 2 (1.7)

/»О

где 4։(л*), (/ = 0, I, ..) полная система координатных функций, 
удовлетворяющих граничным условиям задачи.

Применяя процедуру метода Бубнова Галеркина |4|, для опре 
деления коэффициентов Л.(г) получаем систему интегральных урав
нений

2(<^ + М)в.(о=֊<Ч(о. /֊о, ।....... « (1.8)
/-0

Здесь

*« = [ Т7 (“ <*> -Г՛) “х' ■« ” [К (х > *' ■' “х
2 их* \ ох- / 2
» о

(1.9)
I

(I

Если использовать обозначения

//*«(/) _р/(/ •«) ?(«)</։, Л‘?(<) -(/г ^ -Г($)Л* (1.10)

а также выражение оператора 3.’,(&) через оператор .Абеля 2\ [2), то 
оператор А с функцией //(/ —х) в форм? (1.3) и (1.4) получает соот
ветственно представления

.4? (/) = С (0 »(0 + ֊֊г '1 <0 г (О (>■։>)

Л? (7) = С(0 ® (о + е*< Л г, (<) е-'^ (0 (1.12)
*

Система П.8) в рассматриваемых случаях принимает вид 

5 Известия ЛИ Армянской ССР. Механика, № 3
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= , r- • • • ՛ • ..
21(1?.,--(/)) 4-НП|Л. (n. 
f *0

-1(1 ?.//s(nh/z(â /֊0.1.......n il.H)

У1*,•>,/՝('» /.»,(/)|/i;(O֊C.(n • .ЬД/)п/(и) (1.14)

j ~ o. i.

Здесь

S,(t) (LL.)

оператор ./’ действует ня нее после.i\ кицие множители функции 
* нромепи.

Для построения приближенного решения уравнении (1ДЗ).-, (I.I-I) 
в промежутке }/$ 6J, на хочором np.a^npieSKii заве шгается процесс ста« 

,. рения, используем т-метод Ла,ппоша |5|.
Предположим, что в интервале [/о. /|] <|«уккиип. входящие в (I 13).

1.14) имеют ограниченную производную по времени. Этого достаточно, 
чтобы существовали равномерные аппроксимации вида

" . р-(/) •'i(G֊=S’./A ^V-W, ,„) (I.IÎ5)
Л- о *•֊(»

nt ni
B.(t) SM". '/..(0-V ?,.//■ (1.17)

Х'-й £-0

Подставим чти разложения в уравнения (1.13). Одновременно с 
целью разрешимости системы (1.13) введем в се правые части невязки 
я форме

n+.(ûr)W4-^0'4֊...J- -.'О") (1.18)

где -пока неизвестные параметры, . । (О') — смещенный полином 
Чебышева |5|

, tn ■ 1
'Ghi(2)= У 4 (1.19)

Методом неопределенных коэффициентов получаем систему линей- 
■ых алгебраических уравнении, из которой определяются псе неиз

вестные Ih.K и .

п ( /Н-1
V к, (В,, ։ - Зд/! Sj-’ft. г- ,) + 21 -„+ AZI ег։ (а.-,

֊ ?:,.,)! в.. Л = 'f к» 2Г։(тл->-?՛•<- ч,.л..։+ 2^4Д (1.20)

1 Л-0 » й=0

/=0, 1...., Il, xr = O. 1...., гп -]֊ р м
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Здесь

аг = п’ =’!*='*=^™+։=0 при é<0
• ' ' Ъ I I )

= * = v+* = ^+* = ^îî՜* = 0 ПРИ *>°-

Уравнения (1.14) приводятся к системе алгебраических уравнений 
аналогично. Ее можно получить непосредственно из системы (1.20), по

лагая и последней 3 0 и заменяя /Л, fr и с/у .. на /Л. а- и 7у * соответ
ственно.

Используемый --метод определяет неизвестные функции /<(/) 
в виде ускоренно сходящихся [5] разложений (1.17) по дробным сте
пеням временной переменной б и позволяет судить о погрешности 
решения каждого уравнения системы (1.13) или (1.14) по невязке 
(1.18). не превосходящей суммы |-^| -р |ij | - -------- -|-<|* Число ^-чле

нов определяется степенью аппроксимирующих полиномов (1.16). 
которая для устанавливаемых из опыта функций '. (?) и т։(/) может 
быть выбрана достаточно низкой.

2. В качестве иллюстрации рассмотрим изгиб лежащей на упру
гом основании и защемленной на концах бетонной балки длиной 
/ = 60 м с линейно меняющейся жесткостью ш (х) <»0(1 — zxjl},
w0 = 7.39- lû‘° нм*. г 0.25. Для коэффициента упругой податливости 
основания положим 7< (х) = а (хЦУ ■+• b (х/l) с, а -3.92-10“. 
£=3.92՛ 10՜. с= 1.96-10' н/м~ [6]. Функцию //(/■ — $) в уравнении (1.1) 
примем в форме (1.4).

В результате обработки серии кривых простой ползучести 
(՝ ֊ s0— const) бетона |7|, отвечающих нагружениям в возрасте 701=5. 
7,,. -7, rw=28 суток, получены следующие значения параметров 
7 = 0.233 сут 1. /= 5.72, г - 0.614, ? - -0.00838 суш 1. z(/0։) =0.0185, 

х(/02) = 0.017, z(r03) = 0.00874 суп։֊'.
Сравнение вычисленных при этих параметрах из уравнения (1.1) 

значений величины / (/) = s (/) — s0/?՜1 (/) с экспериментальными дан
ными для нее приведено в табл. 1.

Таблица !

t (сутки) 5 7 14 28 60 90 150 210

Ул
Otil.ll
расчет

0
0

0.095
0.107

0.195
0.179

0.24
0.232

0.32
0.319

0.38
0.372

0.43
0.434

0.46
0.467

Ъ
опыт
расчет

0
0

0.14
0.130

0.20
0.192

0.27
0.28!

0.33
0.335

0.39
0.396

0.42
0.427

Л опыт 
расчет • 0

0
0.11
0.108

0.15
0.149

0.19
0.193

0.21
0.214

Функции !(/) и т(О в интервале от г0 = 5 суш до Д = 20 сут 
достаточно хорошо аппроксимируются выражениями
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'.(/) = 1.72 0.731 f/ + 0.0215 б2'. 4(0 = 0.0525 - 0.061 V ■ 0.0289’'.

В соответствии с граничными условиями координатные функции в 
(1.7) выберем в зиле

•1*. (х) = (1 x/lf(x/l)Mt i = 0, Д,..., п

При п = 2 система (1.14) содержит три интегральных уравнения. 
Ограничиваясь в разложениях (1.17) третьей степенью величины г/ 
(/и=3) и полагая для простоты q(x, (qQ = const) найдем из
системы (1.20) в единицах qol՝li\՝>Q• 10 3

Boo — 11.10 ^0։ = -1.422 Bo։=-0.9814 = 0.2478
_

B10= ֊31.19 Bu — 5.863 Bï2 = 4.034 Bl3 = ֊1.103

Տշօ = 31.27 -- —5.749 B52= ֊3.957 B..3= 1.076

Невязки решения уравнений системы (1.14) в тех же единицах 
не превышают величины 6-ЮЛ Вычисления выполнены из ЭВМ 
, Минск-22“.

Согласно (1.7), (1.15), (1.17) для прогиба окончательно получаем

2 3-֊ 
у(х. п 5(1 ֊ хЦГ* V у в..х6г։(л, 

J-О К=О

В заключение авторы благодарят М. И. Розовского за обсуждение 
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ԱՌԱ2ԴԱԿԱՆ ՀԵՄՔ1» ՎՐԱ ԳՏՆՎՈՂ ԺԱՌԱՆԳԱԿԱՆՈՐԵՆ ԾԵՐԱՑՈՂ ՀԵԾԱՆ!’ 
ՀԱՇՎԱՐԿԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Ա մ փ ո փ il լ մ

ք' ուբնով֊Գա լյորկինի մհթողով առաձգական հիմրի վէ։ս։ հանվող մաոան- 
գա I/ ան ութ յան ե ծերացման ',ատկո։թ յսւններով ան հա մ աս lut հեծանի ծռման 
իւնղիոր բերվեք Լ մ ամանակի նկատմամբ ո> ինվարի^/ւնա կորիղներով՚Լոլտհրի 
ինսւեղրւպ հավասարումների սիստեմի։ Այս սիստեմ ի րււծման թվային իրա- 
ղործումր կատարվեք Լ Լանցոշի Հ֊մեթսդով։
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ON THE CALCULATION OF AN HEREDITARY AGING 
BEAM ON THE ELASTIC FOUNDATION

О. V. BUGRIM, E. S. SINAYSKY

Summary

The problem of buckling a nonhomogeneous beam possessing the 
properties of heredity and aging based on an elastic foundation is re
duced to a system of integral Volterra equations with hereditary kernels 
noninvariant In respect to time. This system has been solved numeri
cally by Lanczos' T-method.
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3. А .МАРТИРОСЯН

исследование: некоторых вопросов 
ТРЕЩИЙООБРАЗОВАНИЯ НА ПОВЕРХНОСТИ КОНТАКТА 

СОСТАВНОГО ЦИЛИНДРА

В статье исследуется возможность образования трещин на поверх
ности контакта составного цилиндра, образованного из двух сплошных 
круглых цилиндров конечной длины одинакового диаметра, которые 
соединены между собой торцами, при сжимающей внешней торцевой на
грузке. При решении задачи сцепление между этими цилиндрами прини
мается полным и без начальных напряжений. На боковой поверхности 
составного цилиндра нормальные перемещения и касательные напря
жения равны нулю.

Такая задача в 1963 г. рассматривалась в работе Баблояна А. А. 
.՛ Тонояна В. С. (2]. Эта задача :։ данной работе вновь рассматривается 
для выяснения возможности трещинообразования на поверхности кон
такта, при этом проводится другой численный анализ.

Вопрос образования третий на поверхности контакта связан с ис
следованием нормального контактного напряжения с определением его 
величины и знака. Для конкретных внешних нагрузок и отношении гео
метрических параметров составляющих цилиндров рассмотрены числен
ные примеры, вычислены напряжения на поверхности контакта и на не
которых сечениях составного цилиндра. Исследовано влияние разнород
ности материалов на распределение напряжений.

Анализ полученных результатов позволяет сделать однозначное 
заключение о возможности образования трещин на поверхности кон
такта.

I. Основные расчетные формулы для напряжений

Рассмотрим цилиндр с радиусом /?. состоящий из двух сплошных 
круглых цилиндров из различных материалов, соединенных между со
бой торцами (фиг. I).

Граничные условия рассмотренной задачи имеют вид

֊</2 (/?.?) = 0. //">(/?, (1.1)

У + ?• А (М = /(г>

о<г</е (/=1.2) (1.2)

Л)= 2= ?(/•)
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где /(г) и ь(г)— кусочно-непрерывные фунЮши, ограниченны? на 
заданном интервале.

Условия полного контакта цилиндров по торнам даются соотно
шениями

47 ") - ֊49 (г, 0), 5и»(г. 0)= 42Чг, 0)
(1.3) 

«7Чг. 0) —/<?Чл и)> н<։)(г, о) = «7՛ (г, 0)

Бигармоническая функция напряжений представляется в виде

+ ^֊'»?,г5^г + ^гсь^г| ^4 (1.4)

где а.[‘> — коэффициенты разложения граничных функций.
Пользуясь обычными формулами 11. 2, 3]. для напряжений 4° 

я тО) получим следующие формулы:

4» (г, с) = — т V (—сЬ 34 £ - 511 34 -
л=1

4֊-|(I - 2*)511 ₽,£ - \£СЬ 3А21 .¥<•’*-'’> -Г

-֊ [(1 -2^сЬ,^֊М*1О.г|ЛГ! (1.5)
с11

-) =֊• V И’-сИн»2ЛТ 2-‘ г
А-»

+(2-,,<:Ь.и V» ։>> .а.г-гМсЬМ*«'>] <’-®>

Неизвестные коЛрф^циенты, входящие в ряды (1.4—1.6), определя
ются после удовлетворения граничных условий и условий контакта из 
конечного числа линейных алгебраических уравнений.
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2. Численные примеры

В качестве примеров рассмотрим напряженное состояние составно
го цилиндра, когда на некоторых частях торцов цилиндра приложены 
равномерно-распределенные нормальные нагрузки следующим образом՜

а) О-ПРИ 0<г<а՝ (г. /..) = ! ” »М<'<А
• “■ 0 при ‘ I- р при а2<г</?

Ь) О<о(г, Л) = |-^ "Р” ^<г<^
I 0 при

Из условия равновесия имеем

«7 4- а2. = R՜ I •

При этих условиях имеем

а) ,

*у = о. Ч',= Б?/’ (2.1)

2<։,Л (:\'^)
■ (?,/?) Ь) а<0 = (2.2)

2о/1 (^а1)

Вычисления выполнены для значении R 0.1А?, а1=0.125Р.
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После удовлетворения граничных условий и условий контакта 
для определения неизвестных коэффициентов (/=1, 2........ 8)
получается конечная система линейных уравнений. Для больших зна
чений к. решая эту систему и подставляя значения Х]р в (1.5) и 
(1.6), получим, что отброшенная часть рядов будет меньше, чем 
сумма следующего ряда:

£ 8а 1е = 0.000005
>-51

(2.3)

Если асимптотика решения получается сравнительно про
стой, так как некоторые члены имеют порядок е к՛--՛՛•>* и при боль
ших к практически равны нулю. Оценены ряды, содержащие бес
солевые и гиперболические функции, и для напряжений в общем 
случае получены оценки типа (2.3).

-<ур

Фиг. 5.
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Значения нормального я касательного напряжений в некоторых 
точках поверхностей г 0, //4, 3//4. г=0.2/?. 0.4/?. 0.6/?. 0.8/?, 1<'ач на 

линии г ֊ 0, при —— — 1, для первого случая нагружения привсде- 
0'2 

ны в табл. I и 2.

4,=х)г=0.1 Vе*
Фиг. 8. Фиг. 9.



Распределения нормального и касательного напряжений на поверх
ности контакта при различных значениях модулей сдвига и коэффи
циентов Пуассона для первого случая нагружения показаны на фиг. 
ч 11. Диаграммы построены по расчетам, сделанным для шести точек 
поверхности контакта.

Распределение нормального напряжения на поверхности контакта 

при V, -•<.=֊-0.1, — = 2; 20 для второго случая нагружения пока- 

вино на фиг. 12.

3 .4 «плиз результатов вычислений

Для первого случая нагружения двухслойной плиты, когда слои 
имеют одинаковые толщины, сжатие сопровождается изгибом. На осно-
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вании данных фиг. I Ни табл. I -2 приходим к следующим заклю
чениям:

Таблица I 
^/Р

гН
г
R

г//

0 14 12 3/4 14 1/2 3/4

-0.5276 0.7170 -0.8740 0.9551 0 0.3372 -0.1704 ֊0.0573
— 0.0'433 0.0456 0.0640 0.0814 0.2 0.0282 0.0293 0.0366
© 0.0005 0.0005 0.0003 0.0001 0.4 0.0001 0.0002 -0.0010

—0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0001 0.6 -0.0001 -0.0001 -0.0010
- 0.0018 0.О015 0.0009 0.0002 0.8 0.3016 0.0010 -0.0004

-0.0731 -0.0429 —0.0207 -0.0059 1 0.1162 -0.1891 0.3598

-г -0.5619 —0.7417 -0.8902 -0.9654 0 —0.3712 0.1921 0.0645
О —О.О161 0.0143 -0.0058 -0.0002 0.2 - 0.0119 -0.0060 -0.0026

0.0007 0.0006 0.0005 0.0002 0.4 0.0005 О.иООЗ -0.0010
0.0002 0.0003 0.0005 0.0007 0.6 0.0000 -0.0001 ֊0.0010

— 0.0019 0.0018 0.0015 0.0012 0.8 0.0018 0.0011 -л».0003
Л -0.0694 0.0392 ■О.0181 ֊0.0072 1 -0.1337 -0.1877 -0.3594

—0.5028 0.7004 0.8680 -0.9588 V -0.3129 -0.1551 -0.0523
Че -0.01 18 0.0112 -0.0035 -0.0006 0.2 -0.0124 -0.0066 -0.0029

г* ч ОД 1005 0.0005 0,0004 0.0002 0.4 0.0004 0.0002 - 0ДЮ10
— 0.0001 0.0003 0.0005 0.0007 0.6 0.000О -0.0001 -0.0010
и 0.0027 0.0023 0.0018 0.0017 0.8 0.0019 0.0013 -0.0004

-0.0770 -0.0467 и.0226 —0.0057 1 -0.11.86 (1.1031 -0.3602

-0.5294 -0.7200 -0.8789 -0.9621 0 -0.3381 -0.1708 -0.0574
— -0.0160 - 0.0132 -0.0049 0.0001 0.2 0.0126 0.0065 -0.0028
© 0.0006 0.000« 0.0005 0.0002 0.1 0.0005 0.0002 0.0010

ч 0.0001 0.0003 0.0005 0.0007 0.6 0.0000 0.0001 -0.0010
0.0020 0.0019 0.0016 0.0013 0.8 0.0018 0.0011 -0.0004

-0.0729 -0.0421 -0.0200 -0.004« 1 -0.1160 -(».1890 ֊0.3598

1. Нормальное напряжение -- на поверхности контакта меняет 
знак. Следовательно. при слабом сцеплении под действием внешней 
сжимающей нагрузки на отдельных участках контакт может нару
шиться.

2. При ноетоянном отношении максимальное напряжение г = 

на поверхности контакта получается меньшим прн.*։ > ?2 и большим 
при >, <" >2, чем при
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■®1р
Таблица 2

г;7 г
77

г 1
« в 3/1 1/4 1'2 3 4

0.2960 0.2742 0.2107 0.1102 0.2 -0.2809 и.2286 -0.1375
о 0.1463 0.1370 0.1095 0.0637 0.4 ֊0.1374 —0.1100 -0.0640

0.0975 0.0914 0.0731 0.0426 0.6 -0.0911 ֊0.0731 0.0420
р֊ 0,0731 0.0695 0.0562 0.0331 оя 0.0675 0.0531 0.02О1

о 0.2868 0.2588 0.1948 0.0907 0.2 —0.3919 0.2481 -0.1335
»• 0.1446 0.1306 0.1016 0.0578 0.4 -<>.1426 -0.1178 -0.0701

— 0.0963 0.0871 0.0679 0.0387 0.6 ֊0.0948 -0.0783 -0.0-161
э. 0.0724 0.0663 0.0523 0.0301 0.8 -С. 0702 0.0570 -0.0323

п 0.2984 0.2875 0.2247 0.1202 0.2 -0.2639 -0.2123 ֊0.1250
п 0.1445 0.1413 0.1168 0 0692 0.4 ֊0.1312 -0.1027 -0.058$

«*■ 0.096*2 0.0946 0.0779 0.0462 0.6 —0.0873 0.0682 •-0.0385

4«
0.0720 0.0720 о.обоз 0.0362 0.8 0.0642 —0.0435 ֊0.0265

0.2961 0.2735 0.2098 О.Ю92 0.2 0.2806 0.2281 -0.1374
II 0.1460 0.1365 0.1088 0.0630 0.4 -0.1372 0.1099 0.0640

** 0.0973 0.09Ю 0.0726 0.04*20 0.6 —0.0912 ֊0.0730 -0.0420
- и.0631 0.0631 0.0560 0.1'329 0.8 —0.0674 —0.0531 -0.0291

3. При любых значениях коэффициентов Пуассона и значитель
ной разности модулей сдвига материалов максимальное напряжение 

на поверхности контакта получается меньшим при (7,>(7.» и боль
шим при чем при (7։ =

4. При любых значениях коэффициентов Пуассона материалов при 

увеличении максимальное нормальное к иг эктнос напряжение 

уменьшается.
5. Для любых значений коэффициентов Пуассона при увеличении 

(7.
— сжимающее нормальное контактное напряжение па краю контакт- 

ной поверхности увеличивается.
б. Касательное напряжение на поверхности контакта не ■՛.՛-•• 

няет »пака и не имеет особенностей
Для второго случая нагружения двухслойной плиты, когда сим

метричное сжатие торцевой нормальной нагрузкой не сопровождается 
изгибом, на осповашц! данных вычислений, часть которых приведена на 
фиг 12, заключаем:
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1. Нормальное напряжение з- на поверхности контакта меняет 
знак.

2. Максимальное контактное нормальное напряжение превосходит 
< аченнс интенсивности равномерно-распределенной внешней нормаль
ной нагрузки. В предельном случае для одинаковых материалов напря
женное состояние составного цилиндра не зависит от свойства мате
риалов.

3. Изменение модулей сдвига и коэффициентов Пуассона материа
лов .лоев мало влияет на напряженное состояние двухслойной плиты.

4. Касательное напряжение "г.- на поверхности контакта может из
менить знак и значительно меньше, чем э первом случае нагружения.

Ереванский политехнический 
HHCTHryi нм К. Маркса Поступила 6 VII 1973

Д. 11.. |րԱՈՏ1>Ր|111$ԱՆ

ՐԱ/ԼԱԴՐՅԱԼ ԳԼԱՆԻ ԿՈՆՏԱԿՏԻ ԱԱէւԵՐհՎՈԻՅԹԻ ՎՐԱ KbVh 
ԱՈԱ2ԱՑ11Ո.Ն Ս՛Ի ՔԱՆԻ .-ԱՐՏԵՐԻ ՈԻՍՈԻՍ ՆԱՍԻՐՈԻԹՅՈԻՆՐ

Ա մ փ ո փ ո t մ

II ւ ռումնա ռիրվ ռւմ Լ ճակատներից սեղման մ ամանակ բաղա ղրյալ ւլյանի 
կոն՛տակտի մակերևույթ ի վրա օղակաձև ճեղբի աոաջացմ տն Հնարավորության 
.արցերր, երբ ղլանի կողմնային մակերևույթի վրա նորմալ տեղափոխումներր 

I. շոշափ ող / ա ր ո > մ'<> եր ր բացակա յոսէ են:
Ընղհանուր տեսբով տրված I, լոէծմտն ղնա Հատականր, որր թույլ Է տալիս 

։)իարքքել> եղրակացության հանելու րաղտղր յա լ ղլանի կոնտակտի մակերևույթի 
վրա ճեղբի աոաջացման հնարավորով!յան մասին:

թվային 'ետաղոտոէթ յոէններր ցո>յց են տայիս, որ եթե ղլանի ճակատների 
որևէ; հատվածներում կիրառված են հավասարաչափ բաշխված նորմալ ճնշում֊ 
ներ, ապա կոնտակտի մակերևույթի վրա կարող են առաջ ղալ ձղող նորմալ 
լար/ււմներէ

AN INVESTIGATION ON SOME ASPECTS OF DISJOINING 
ON THE CONTACT SURFACE OF A COMPOSITE CYLINDER

Z. A. MARTIROSIAN

Summary

Some aspects of formation of clearance on ihe contact surface of a 
composite cylinder under an external contracting load are investigated 
where normal displacements and shearing stresses on the lateral surfaces 
of the cylinder are equal to zero.
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A general iorm of solution is given enabling to draw unambiguous 
conclusions on the formation of clearance on the contact surface.

A numerical analysis shows that under an external normal con
tracting load certain extending stresses may develop on the contact 
surface of the composite cylinder.

ЛИТЕРАТУРА

1. Абрамян Б. JI. К задаче осесимметричной деформации круглого цилиндра Докл. АН 
Арм. ССР, г. 19, № 1, 1951.

2. Баблоян .4. А„ Гоноян В. С. Изгиб двухслойной толстой круглой плиты осесим
метричной нагрузкой. Изи. АН Арм. ССР, серия физ.-мат, наук, i XVI, № I. 
1963.

3. Мартиросян 3. .4, О контактных напряжениях осесимметрично нагруженного поло
го составного цилиндра. Изв. АН Арм. ССР. Механика, г. XXVI, № 1. 1973.

4. Ватсон Г. //. Теория бесселевых функции. Госиноиздат. ч. I. М., 1949.
5. Янке. Е. и Эмде Ф. Таблицы функций. ИЛ. Физматгиз, 1959.


	kazm
	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	10
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	21
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28

	31
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44

	47
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53

	56
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61

	64
	62
	63
	64
	65
	66
	67

	70
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77


