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Группы автоморфизмов и квазнавтоморфизмов

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р А. Алексапдряном 11/У 1977)

1. Пусть ф( • ) произвольная группа с единичным элементом 1, 
Биективное отображение ?:(? — () называется квазиавтоморфизмом 
группы <?( • ), если для любых х, справедливо равенство

?(х у) = ?х • (?!)-*  • ?у.

Каждый автоморфизм группы, очевидно, является ее квазиавто­
морфизмом. В этом случае (и только в этом случае) справедливо ра­
венство <р1 = 1. Нетрудно проверить, что множество всех квазиавто- 
морфнзмов заданной группы • ) образует группу. Обозначим ее 
через КЛи<[р( • )]. Группа всех автоморфизмов есть подгруппа в 
группе всех квазиавтоморфизмов.

Правые трансляции (отображения /?а:х—х-д) и левые транс­
ляции (отображения Ьа:х-*а  • х) группы являются ее квазиавтомор- 
фнзмами. Соответствие а—Ьа есть вложение группы СД • ) в группу 
АЛм^<2( • )|. Группа ф( • ) при этом вложении становится даже нор­
мальным делителем.

Каждый квазнавтоморфизм ? группы (]( • ) можно представить 
в виде 

где а автоморфизм группы Ц( • ) и а£(}. 11нзче говоря подгруппы 
(?( • ) и Дн/|О( • )| совместно порождают группу А'Л«/[(?( • |. По­
скольку отображение Аа является автоморфизмом группы • ) тог­
да и только тогда, когда а = 1, то подгруппы 0( • ) и Аи1\Ц( ■ )| 
обладают одноэлементным пересечением.

Соотношение
аГ ^л֊1 Լ,Հէ ДЛЯ а£Л///(р( • )|, х£Р

означает, что каждый автоморфизм а группы (?( • ) является суже­
нием некоторого внутреннего автоморфизма группы АД«/|С^( • )|. Мы 
пришли к следующему результату.



Те о ре м а 1. Группа квазиавтоморфизмов Л'Лм/|О( • )| яв­
ляется полупрямым произведением групп 0( • ) и Аи1|У( • )|, сверх 
того голоморф и группа квазиавтоморфизмов одной и той же 
группы всегда изоморфны.

Можно дать и абстрактное определение понятия квазиавтомор-
физма. Пусть (?( • ) произвольная группа и Аи/|<2( ■ )] есть ее груп­
па автоморфизмов. Рассмотрим множество Ф всевозможных упоря­
доченных пар (а, а), где ։£Ам/(<Э( • )] и а£(?, умноженные по пра­
вилу

(а, а) ■ (։', я') = (аа', м' • а).

Относительно этого умножения множество Ф образует группу, 
изоморфную группе квазиавтоморфизмов КАиЦ()( • )]. В самом деле, 
если <?£КАн1\СЦ • )], то существуют а£Да/|р( • )| и и£Ц такие, что

«р X = ах • а

причем элементы а и а определяются единственным образом. Если 
при этом

э'х — а'х • а\ 
то

(®ф')Х = ®(<р'х) = ?(в'х • а') = 1(а'х • а') • а = ав'х • (аа' ■ а).

Соответствие ©֊■֊(’< а) есть искомый изоморфизм.
2. Следуя (’■),  под автоморфизмом универсальной алгебры*

* Через < обозначается тождественное отображение множества I.

О = <(?; понимаем пару (<р, О) биективных отображений ?:

таких, что отображение Ф сохраняет арность операций и 
для любых |Д| = п и х„ . . хп£(? справедливо равенство

<рИ(х։........ *я)|-ГМ1(?-ч.......... ?*«)•

Аналогичные морфизмы для линейных пространств ранее были 
исследованы под названием полулинейных соответствий (’-*).

Совокупность всех автоморфизмов образует группу Аи1Г). Ав- 

томорфизмы вида (?, е) называются главными,*  их совокупность так­
же образует группу, обозначаемую через Аи№й (это есть группа 
обычных автоморфизмов). Группа главных автоморфизмов АиГ^О яв­
ляется нормальным делителем в группе всех автоморфизмов Ам/£).

Если

Ан/Р=((<р/, ф/)|/£/, /(/}, 
то

АаГ<։>Ое=|?/|^/| 
И
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также являются группами и называются, соответственно, первой и 
второй группой автоморфизмов алгебры О.

Лемма. Первая группа автоморфизмов изоморфна группе 
всех автоморфизмов. Группа всех автоморфизмов являются рас­
ширением группы главных автоморфизмов при помощи второй 
группы автоморфизмов.

Доказательство. Если <р£Аи/։։|О, то существует

такое, что (<р. ^)£АиЮ. Легко заметить, что отображение 1» при этом 

определяется единственным образом. Поэтому соответствие ։?֊*(?<  
определено корректно, оно биективно и сохраняет произведение. Та- 

ким образом Аи^О=АиЮ. Если же (<р, ^)^АиЮ, то соответствие

есть эпиморфизм группы Аир'''И на группу Аи№В с ядром 
Аи/^’О.

Можно показать, что группа всех автоморфизмов каждой сво­
бодной алгебры (в рассматриваемой категории универсальных алгебр)
расщепляема как расширение группы главных автоморфизмов. Для
линейных пространств этот факт был замечен Бэром (4). Группа всех 
автоморфизмов каждой булевой алгебры также расщепляема. Группа 
всех автоморфизмов алгебры слов есть полупрямое произведение 
симметрических групп.

Теорема 2. Группа квазиавтоморфизмов Л’Ал^[Р( • )| явля­
ется группой всех автоморфизмов некоторой производной алгебры 
группы ()( • ).

Доказательство. Пусть (?( • ) исходная группа. Для любо­
го натурального п'^А рассмотрим л-арную производную операцию

Аа(Л'։,

• • ч 1) — ЛТ ’ **2 '

если л=2А —1,

-'•։>-։ ՛ • а • хгц,

если п = 2й, а£ Ц

Обозначим через класс всех л-арных производных операций 
вида Ав, т. е.

2л = Ма|«€<?. 1Л,| = л| 
и вычислим первую группу автоморфизмов производной алгебры 
оп = <С}; 2«>.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что каждым 
квазиавтоморфизм группы ()( • ) содержится в первой группе авто­
морфизмов алгебры Оп. Пусть теперь у £ Аи№Пп и п = 2Ь, тогда

?|АД(Х|.......... д‘։»)| = .......... ?*«*)»
Ч>(*1  • -«у1 . , . л2*_|  • х֊‘ • ах2»)=?х։ • (т*»)՜ 1 • . •
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Таким образом,
®(« • л՜?*)  = «а • (®1)-։ • ®л'2*

и поскольку а£<? есть произвольны» элемент, 
физм группы (?(•).

Мы показали, что

то — квазнавтомор-

АиГ"Оп = КАм\()( • )|

и в силу предыдущей леммы

Ли1Оп — Л'Лн^[(?( • )|.

Рассуждения для нечетных п аналогичны. Теорема доказана.
Вычислим теперь группу главных автоморфизмов л-арной алгеб­

ры £)л. При этом универсальная алгебра называется л-арной, если 
все ее операции л-арны. В частности 2-арная алгебра называется би­
нарной алгеброй, а Ьарная алгебра — унарной алгеброй.

В случае главных автоморфизмов имеем а' —а для любого
а" = эц . = а,

= Лф1,

где с = ®։. Таким образом, группа главных автоморфизмов алгебры 
Оп совпадает с группой всех правых трансляций группы 0( • ). Од­
нако, соответствие с-+Цс является антиизоморфизмом групп н поэто­
му • )—Аи1<°՝Оп.

Вычислим теперь вторую группу автоморфизмов алгебры Оп.
Для любого имеем

^Аа=Аа-, где а'=<ра • (<р1)-‘

Отображение ՛!» индуцирует биективное отображение Ь опре­
деленное по правилу ф(а)=а, являющиеся автоморфизмом группы

—
<?( ■ ). Соответствие т'-*ф  является изоморфизмом группы Аи№Оп на 
группу Ди/|р( • )|. Следовательно в следующей коммутативной диа­
грамме все строки и все столбцы точны:

ООО

1 Г 1
• )| М«Г|3( • )|->О

! 1 I
ООО
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Итак, более полная формулировка предыдущей теоремы является 
Теорема 3. Каждое расширение групп вида О-(}-֊Но1Ц— 

— АиК^-О изоморфно некоторому расширению вида О-*АиР՝>'[) — 
-*  АиВ^О —АиРъО -О. Алгебру О при этом можно выбрать произ­
вольного типа.

Будем говорить, что расширение групп
О—*Л  —«С -В-*0  (•)

обладает представлением, если существует алгебра I) такая, что рас­
ширение (*)  изоморфно расширению групп вида

О-*АиР^О-АиВ"В^АиР ‘1Ю-О

Иначе говоря существуют изоморфизмы А — АиВ°>О, С-гАиР'О и 
& — АиР^О такие, что коммутативна диаграмма:

О д _ с ֊> В - О 
I \ \

О -*  АиР^О—АиР1>О-> АиР*й->О.

Последний результат (теорема 3) означает, что каждое расши­
рение групп вида О--С}-*Но1(2--Аи((1--О  обладает представлением.

Обладает ли каждое расширение групп представлением?
Этот вопрос в общем случае остается открытым, однако для 

полупрямого произведения двух групп утвердительный ответ дает сле­
дующая

Теорема 4. Каждое расширение групп вида

О -*•  А — АУ\В -*■  В—*О

обладает представлением.
Доказательство последней теоремы мы опускаем, из-за ее гро­

моздкости.

' Ереванский государственный университет

ՏՈՒ. 1Г. ւրՈՎԱԻՍՅԱՆ

Աէ|տււմորֆիզմնԼր|> և քվա։լիսւվտոմսրֆ|։զմրւեր|ւ խմբեր
//քձէ Չ( • )

ււարու թրսնր'

խյ քւ/ւ րվաղիավտոմ որֆ իղմ ասելով հա սկան ում են ա լն 
արտապատկերս։ մր. սրր բավարարում է հետե լալ հավա՝

?(•*  • У) = ФЛ' • (ք!)՜1 • ?У
ցանկացած .ՀՀ է լեմենտների համար» որտեղ 1՝ր հանղիսանտ մ է տրված
խմբի միավորրւ 8ա բաբանչլո։ր խմբի Р"1пГ բվաղիավտոմորֆ իղմների 
բազմա թ բււնր կաղմում Լ քւաւմր'.
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Ներկա աշխատ անքհւմ տրվում Լ րվազիավտոմ էէրֆիզմների խմբի տար­
բեր ներկայացումներ» Մասնավորապես ամեն մի խմբի րվա գիավտ ոմ որ- 
ֆիգմների խումբր իզոմորֆ է նրա հոքոմորֆին։ Հոդվածում մտցվում ( Նաև 
խմբային րնդչա յնումների ներկայացման գաղափարր և ցույց է տրվում, որ 
Հոյոմորֆր և կիսաուդիղ արտաղրյալր (որպես րնդչայնումներ) օժտված են 
ներկայացումներով»

ЛИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Ю М. Мовсисян, «Известия АН Арм. ССР», сер. Математика, № 6. 485—50? 
(1970). • Ю. М. Мовсисян, ДАН. Арм ССР. т. ЕХП. № 4 (1976). • Н Джекобсон, 
Строение колеи. М. 1961. 4 Р. Бэр, Линейная алгебра н проективная геометрия, М., 
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Д16МЦЛиЪ ищ <М>ЗПЬ1МЛЬЪЪЬ0Г ОЛтЫТЬИЗЬ ДЬИЬЗЗЪЬР
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Гху 1577 2

УДК 513836

МАТЕМАТИКА

Э. А. Мирззхамян

Гомотопическая инвариантность бесконечномерных 
гомотопических групп

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р А. Александрином 12/У 1977)

। Результаты, приведенные в (’), позволяют доказать гомотопи­
ческую инвариантность бесконечномерных гомотопических групп 
П^А") (։) и бесконечномерных групп компактного типа П'(А') (*) 
подмножеств X вещественного сепарабельного гильбертова простран­

ства Н в классе Ко отображений подмножеств пространства Н, вве- 
I денном В. Г. Болтянским (*). Другими словами, если линейно связан­

ные подмножества X и У пространства Н гомотопически эквивалент­
ны в классе Ко, то имеют место изоморфизмы

I П9(Л)^ П9(Г) и П;(*)« Щ(О-

I Будем рассматривать категории У/ и 1ГС объектами, каждой из 
которых служат всевозможные пары (X, х0), где Хс.Н, т. е. под­
множества с отмеченными точками пространства Н; морфизмами ка- 
|тегорин И/ являются непрерывные отображения /:(%, х։)-*(К, у0), 

принадлежащие классу Ко. а морфизмами категории являются 
непрерывные отображения /:(Х, х0) —(К у0), принадлежащие классу 
Ко и обладающие тем свойством, что для каждого компактного мно­
жества ЛГс(У—|Уо1) прообраз /~’(ЛГ) компактен и на этом прообра­
зе терминальная производная отображения / отлична от нуля (’).

Предложение 1. Всякий морфизм /: (X, х0)-^(К, ув) катего­
рии индуцирует гомоморфизм /< : П9(Л՜, -«о)-*1 У®) для вся՜

кого целого <7 причем, если £: (К, у0)-»(Д г^) тоже такой морфизм, 
то (£с/)» = £*°/«- Аналогично, всякий /:(Х, — Уо) категории

№с индуцирует гомоморфизм /: П‘(Х, х0)-*П9( У, у0). причем (£֊/У^ 

= Г°/‘-

Замечание. В силу этого предложения пара хв), /.) (соот­
ветственно пара (П;(А', х0), /')) представляет собой ковариантный 
функтор из категории IV' (соответственно из категории IVе) в кате­
горию абеловых групп и их гоморфнзмов.
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Пусть, снова, А' и К—произвольные подмножества гильбертова 
пространства //, /?-числовая прямая, а /—ее единичный отрезок 
|°. П. "’Я

Оп ределе и не. Непрерывное отображение /, У будем 
называл гомотопными в классе Л'о или короче Л'о—гомотопными, 
если существует связывающая их гомотопия /Г:А՛—У, обла­
дающая тем свойством, что при любом / отображение /( принадле­
жит классу Ло 11 отображение Р : / X X ■* У, задаваемое по формуле 
ЛЦГ, х))=/Дл) принадлежат классу А'о в гильбертовом пространстве 
Н* — R Н\ каждую такую гомотопиюбудем называть Л^-гомото- 
пиен связывающей / с £.

Замечание. Если от К0-гомотопнн /{ требовать, чтобы при 
любом г прообраз каждого компактного множества Мс;У
был компактен и на этом прообразе терминальная производная 
'/,(•*) отображения была отлична от нуля, то ее мы будем назы­
вать ^-гомотопией, связывающей / с £; при этом сами отображения 
/ и р будут называться ^-гомотопными.

Лемма. Пусть /,у:Х֊^У Л'о-гомотопные отображения, 
/,:А -У, 0֊</ \, некоторая связывающая их К0-։омотопия, х0£Х— 
произвольная точка и з; /—У путь о У, определяемый по формуле 
3(О=/Д*о), пусть, далее,

/*-П^(А, Л'о) -* I 1,Д У , У(Х0)), 

£»:П7(А, л0)-П7(У, £(х0))-

гоморфи <мы, индуцированные соответственно морфизмами }(Х,хй}> 
( У. /(х0)) и А': (А', х0)—(У, *(*о)) категории (ем. предложения 
П. а

’♦ : П, ( У, £(х0)) -Пд( У, /(х0))-

изоморфизм индуцированный (*) путем а. Тогда имеет место ра­
венство т. е. имеет место коммутативная диаграм на

Н^(), £(х0)) П,( У, /(л0))

Замечание. Сформулированная лемма остается справедливой 
Если рассматривать бесконечномерные гомотопические группы ком­
пактного типа, а /Со-гомотопии заменить К'о—гомотопиями, а именно, 
имеет место равенство /' = зго£‘՜

Замечание. Из этой леммы, в частности, следует, что если 
// является Ло-гомотопией (соответственно К£-гомотопией) относи­
тельно точки х0, т. е. /։(х0) = /(х0) при любом /, то /,=^а (соответ­
ственно /е — рс) ибо з, (соответственно о') — будучи автоморфизмом, 
порожденным постоянным путем о в точке /(х0) = Б(х0) будет тож­
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дественным автоморфизмом группы IЫ К, /(л0)) (соответственно груп­
пы П$( У,/(х0)).

Определение. Подмножество X и Г гильбертова пространст­
ва будем называть А'0-гомотопически эквивалентными (соответствен­
но Л'о-гомотопически эквивалентными), если существуют принадле­
жащие классу Ко отображения X->■ У и ; У—*Х такие, что компо­
зиции р,/՝.Х—Х и ^-гомотопны (соотв. /^-гомотопны)
соответствующим тождественным отображениям. При этом / и £ на­
зываются гомотопически взанмообратными К0-гомогопическнми эк­
вивалентностями (соотв. ^-гомотопическими эквивалентностями).

Основным результатом этой статьи является следующая теорема 
о А0-гомотопической инвариантности бесконечномерных групи.

Теорема. Если линейные связные множества X и К из Н 
К0-гомотопически эквивалентны (соотв. К'и-гомотопически экви­
валентны), то имеют место изоморфизмы՛. 11?(X) П(/( К) (соотв. 
11£(Х) =» 11;( К)), и именно, всякая К0-гомотопическик эквивалент­
ность (соотв. Ке(,-гомотопическая эквивалентность) инОу-
цирует изоморфизм /, ; П'(Л՜, х0)-П'( У, /(х0)) (соотв. изоморфизм 
/' : П'(/¥, л0)а=П'(И, /(х0))) Оля любой точки х^Х и любого це­
лого (].

Замечание. Приведенные выше все понятия и результаты 
определяются и доказываются для бесконечномерных относительных 
гомотопических групп П^(А', Л) и Г1^(Л', А), построенных в (*).

Институт математики
Ак<эдсмни паук Армянской ССР

է. II. Մ1’ՐԱԱհ11Ն9ԱՆԱնվերջ չափանի հոմոտոպիկ խմբերի ճոմոսւոսփական ինվ արիանտու р յունրՀ/ւ«/նւ/ճ{ք'է/ (։) հոդվածա մ բերված ար դ րւ< ն յ>նհ րի վրա, հնարավոր Լ 
՚ււ մ սւպա^ու ցեէ իրական սեպարարեք հիլրերտէան // սւարա՚հււ յան А

ենի/արաղմու քժ Հանների П^(А') ե | | (Д ) անվերջ չափանի հոմոտոպիկ խմբե­

րի (Դ (•) տււպիական ինվարիանտութ րսնր Н տարածւււ թլան ենթա­
բազմությունների արտապասւկե րու ւ/ների Վ. /• ոլտրսնսկու կողմիէք մ տղվաձ

Ло դասում (*)< 
կերպ ասած, տեղի ունի ‘՝ետե լալ թ եորեՍ ր

Թ ե и ր ե մ ւ ЬрЬ Л' և )' 1ւանցիսանու։ք են Н տաբած ու֊թյան Ао- аոժււսսւ- պոբևն ճաւքաբժ|յյ) (ճաւքապ. Հ'£-1>ոէքոտոպռրևն Տաժաբժևք) զծոբեհ կապա- 
1|բցւ|ած հնթաբաղւքութ^յուննեբ» ապա տեղի ունեն I 1^( Л ) I 1^( I և
I П'( К) իզոմոբֆիզնեբը:
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Նո4ն արանքը մնոէյ է Հիչտ նաե աՆվերէ չափանք, հարարհրա1.ան 
ւոպիկ խմբերի (*) համար»
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2ԱՑԿԱԿԱՆ ՍII2 ԴԻՏՈԻԹՑՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК А Р М Я Н С К О И ССР 

ЬХ\' 1977 ՜ շ
УДК 517 51

МАТЕМАТИКА

Ю. М. Багдасарян

О некоторых свойствах А. С. множеств
(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР А А. Талаляном 13/У( 1977)

В настоящей статье изучаются некоторые свойства множеств аб­
солютной сходимости для кратных тригонометрических рядов.

Для дальнейшего изложения напомним необходимые определе­
ния (*).

Определение 1. Множество £с|0,2"| X|0,2-| называется 
множеством абсолютной сходимости (А, С.—множеством), если из 
сходимости ряда

Ճ 1атг|81пшл51плу -т £Шп$։п/пхсо$лу + сшпсо$/и.х§1п//у + дтпсоътхсо$пу\ 
т.п - I 
всюду на Е, следует неравенство

Ճ. 1(7шл1 4“ 1^^1л1 Т ктл| + °0՛т. л-1
Если множество не является Я. С. —множеством, то оно назы­

вается Л—множеством.
Определение 2. Множество Ес[О, 2г] -ДО. 2՜] называется 
множеством, если существует ряд

атп 81п/лх81плу,
л։.я - I

сходящийся абсолютно на множестве Е, но

V |атл| = + оо. 
т.п -1

Если множество не является Л/*—множеством, то оно называется 
Д. СЛ—множеством.

Для п-кратных (л>3) тригонометрических рядов эти понятия 
определяются аналогично.

Справедлива следующая
Теорема 1. Если к №* множеству добавить прямую х—-.^ 

то получим снова №* —множество.



Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие пред­
ложения (’).

Предложение I. Если «лг»0 (а=1, 2, . . .), последователь­
ность |м,| ограничена и

V
л* I

ТО ряд

расходится, а ряд

сходится при любом е>0 (здесь 5„ = и, 4֊ м։ 4- . . . -f-«„).

Предложение 2. (Следствие теоремы Минковского). Для 
любых действительных чисел f։, tr . . I, и для любого С>0, мож­
но найти такое целое /֊, что

||>ЛН^2« (/=1, 2............. >)

и /<Д1/։)’ (здесь |л|—означает дробная часть числа <։).
Перейдем к доказательству теоремы 1.
Для удобства будем считать, что множества лежат на квадрате 

|0,1|Х[<>.1|, рассматриваемые ряды имеют вид:

т.п- I
Пусть Е есть №* —множество

Обозначим через Е' множество

E' = £UA, где Д = ( (։0, у), — «о<у< 4 <»|.
Докажем, что Е' есть Л/* — множество.
Так как Е есть Л* множество, то существует ряд

S <։/лл sin т~х sin л^у,Я1,л- 1 
сходящийся абсолютно па Е и такой, что

Легко заметить, что числа атп можно предполагать положительными. 
Расположив члены матрицы (атл) в виде последовательности 

рассмотрим ряд . . ՛
• « »

V а — “тпь- 
»-|
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Положим r>k = 
■Ч

k
где = v ат)П1. 

I-।
Согласно предложению 1, имеем

X___ I Л Р* (2)

Далее, на основании предложения 2, для
1

։* = — можно найти целое >■* , что

заданных чисел и

(3)и 2
&

Покажем, что ряд

У р* sin /»/л* кх sin л* ку (4)

сходится абсолютно на Е'.
Действительно, для (х, у)££\ имеем

>-1

ч £ Д/п*л* | sin/л* кх sin л» ку|< OQ,

так как последний ряд есть некоторая перестановка ряда составлен­
ного из абсолютных величин членов ряда (1).

С другой стороны, в силу (3),

£ ?»| sin л* т* кЕ051п л*ку|< £ р* |sln к|Х*/л*|0|| <2^ р*/$*< ֊Ь

А это означает, что ряд (4) сходится абсолютно на Л.
В ряде (4) могут быть подобные члены в зависимости от поряд­

ка расположения членов матрицы (атп) в последовательность 
к,я1»л»1"_1 и от выбора множителей /*. Сгруппировав подобные члены 
(а их в каждой группе может быть конечное число, так как число 
разложений всякого целого числа в произведение двух целых —ко­
нечно), получим новый ряд

? л_. sin/икх sin яку, 
т.п — 1

который абсолютно сходится на Е' и имеет расходящийся ряд коэф­
фициентов, что и показывает, что Е' есть Л'" —множество.

Теорема 1 доказана.
Отметим, что этот результат для простых тригонометрических 

рядов, получен Салемом (’).
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Зачем а и не 1: Некоторая модификация доказательства теоремы 
1, позволяет сделать следующее утверждение: Если к .V* —множеству 
дабавпть счетное множество прямых параллельных осями координат, 
то получим снова Л/* — множество.

Хорошо известно, что любой числовой базис на осн (множество 
точек С, лежащее на прямой, называется базисом, если для любой 
точки х на этой прямой найдутся такие точки хр х։..... хп из С и та­
кие целые числа к։, кп, что х = х։х։ 4֊ кух։... 4֊хлхл) является 
А. С,—множеством (теорема Немыцкого-Салема (։) ).

В работе (s) в частности доказано, что граница прямоугольника, 
стороны которого параллельны осям координат, является множеством 
типа V* (значит и подавно N), т. е. существует V множество на 
плоскости, проекции которого на осях координат՛ являются базисами.

Имеет место следующая
Теорема 2. Множество Е = А X В q [0,2г:] X [0,2к], где А и 

В базисы на осях X и Y. есть А. С.—множество.
Доказательство. Известно, что класс Д. С.— множеств оста­

ется инвариантным при сдвигах ((։) или (*)). Поэтому для доказатель­
ства теоремы достаточно доказать, что один из сдвигов множества Е

в» 
есть Д. С. —множество. Для удобства рассмотрим такой сдвиг Е мно­
жества Е, который лежит в [0,2r| х [0,2—] и содержит свои проекции

на осях координат. Проекции Е на X и Y обозначим соответственно 

через А и В. Очевидно, они являются сдвигами множеств А и В на 
соответствующих осях и, следовательно базисы на этих осях (*).

Пусть

|amnsin/nxsln«y 4֊ 6„nsinmxcos«y 4֊ cm,cosmxsln«y 4- 
т.п— I

4-d/nncosmxcosny|<4-oo (5)
при (x, y)^E. 
Нужно доказать, что отсюда следует сходимость ряда

S. 1ал։л1 4՜ 4՜ ктл1 4՜ 1^/ял1-
/я.л — 1

Не нарушая общности предположим, что (0, тогда
Of
2 < 4-00. (6)

т.п-I
Так как условие (5) имеет место на множестве Л, то

V |6mzi sin тх 4- dmn cos тх\ < оо, (7)
/я,л-։

Из условий (6) и (7) следует

У |6mnsin тх\ <ею при х£Д (8)
л|,л-1
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Раз Л—базис, то для любого л՜ из числовой осн, имеем

где все х^А, а все целые. Но если так, то

Ё |dmn sin /пх|< J |Л/ sin 
/п.л —1 —I / —1

< t l*/| 1 1*тл11 Sin /ИХ4|<оо. 
т.п —I

т. е. ряд (7) сходится абсолютно для любых х.
Отсюда в силу теоремы Лузина—Данжуа, следует неравенство

2 |^/Ял1<Х°°- (У)
т. п-1

Аналогично, так как условие (5) выполняется на множестве В, то

2 kmnl <гл, л — 1
В силу (5), (6), (9) и (10) получим

(Ю)

У, sin mxsln лу| <ос
ՀՈ. Л-1

на Е. Повторяя те рассуждения, которые были сделаны в случае ря­
да (8). получаем

2 KJ < оо, 
т, п-1

что вместе с (6), (9), (10) завершает доказательство теоремы.
Замечание 2: Для простоты, теоремы 1 и 2 мы сформулиро­

вали для двойных рядов. Они справедливы и для л-кратных (л>3) 
тригонометрических рядов.

В заключение благодарю моего научного руководителя Р. А. 
Аветисяна за постановку задач и постоянную помощь.

Ереванский государственным педагогический 
институт нм X. Абопяна.

ՏՈՒ. Н. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ

/1. С- բազմությունների որոշ հատկւււթյունների մասին

Հողվածում ապաւյ ուզված են բազմ ապատիկ եռանկյունաչափական շար֊
քերի բացարձակ զուզա մ իտութ յան բազմությունների երկու հատ կութ յՈւն ւ
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Աոայինր, որ .\ տիպի բա ղմ ու թ յո էննե րր մնում են Л ՚ տիպի, եթե նր­
բան ց ա՛/ ելա էյն են ր կոորդինատային ա ոտն у րին դոէդահեո ուդիդւ

Այնուհետև է ապա դույր/ած Լ, որ եք!ե Д և H րտդիսներ են համապա­
տասխանաբար \ և Y աոանյյրների ւ/րա, ապա Նրանց դեկարտյան արտտ- 
դրյայր' А >8 հանդիսանում / А, С, տիպի րաղմուք} յոէն է
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МАТЕМАТИКА

С. Г. Опсепян

Построение всех бикомпактных и всех тихоновских расширений 
топологических пространств

(Представлено чл.-корр АН Армянском ССР Р А. Александрином 19/У1 1977)

В 1939 г. П. С. .Александров (') предложил новый метол пост­
роения расширений топологических пространств, широко известный 
в литературе под названием метода центрированных систем откры­
тых множеств н применил его, в частности, к новому построению 
стоун-чеховского расширения произвольного вполне регулярного 
пространства. Этот метод позволил П. С. Александрову и многим 
его последователям получить фундаментальные результаты в теории 
расширений топологических пространств (см. например (*■’)).

Применяя в несколько видоизмененном виде метот центрирован­
ных систем открытых множеств и комбинируя его с понятием бли­
зости в смысле В. А. Ефремовича, Ю. М. Смирнов (’) впервые опи­
сал все бикомпактные расширения произвольного вполне регулярного 
пространства.

Построение всех бикомпактных расширений произвольного впол­
не регулярного пространства получено и в работе (4) методом, осно­
ванным на понятии .подчинения*.

В настоящей заметке, используя введенное П. С. Александро­
вым понятие вполне регулярной центрированной системы открытых 
множеств (’•’) и применяя подходы работы (”). строятся нее тихонов­
ские и в частности все бикомпактные расширения произвольного ти­
хоновского пространства. Кроме того обобщаются также известные 
результаты, приведенные в работах (’-•).

Определения приводимых здесь понятий можно найти, напри­
мер, в работах (։оп).

Псевдотопологпческое пространство (п. т. и.) [Ф, Р| назовем 
регулярным, если для любого £ Ф и для любого р С » существует 
Ро€? такое, что если ф £ Ф и то существует <) С? такое, что 
/,оЛ7 = нр. где П знак псевдопересечения, а н,, наименьший элемент 
псевдотопологии Р.

Пусть (Л՜, V) топологическое пространство и А0=!1’.г: а’£А'|, 
где система всех открытых окрестностей точки .х£Л. Тогда
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|А'О, 1’| п. т. п. Легко видеть, что если (X, V) регулярное 
топологическое пространство, то У| — регулярное п. т. п.

Как и в (’) рассмотрим отображение Г, которое каждому п. т. п. 
|Ф, Р\ , сопоставляет топологическое пространство (Ф, IV )= Г |Ф, Р|, 
где топология R” порождена базой, образованной подмножествами Ф 
вида = ф| . когда р пробегает все Р.

Предложение 1. Для любого п . т. п . |Ф, Р| такого, что 
Ф покрывает Р Г|Ф, Р является регулярным топологическим про­
странством тогда и то вько тогда, когда , Р] регулярное п.т.п.

Определение. Открытый фильтр <? топологического про­
странства X называется вполне регулярным фильтром этого про­
странства, если для любого V ? найдется и непрерывная на X 
функция / со значениями в замкнутом интервале [0, 11 такая, что 
/(л) = 0 при х£ъ0 и /(х) = 1 при х£Х -т».

Вполне регулярный фильтр ® пространства X называется вполне 
регулярным ультрафильтром, если ® не содержится ни в каком, от­
личном от себя вполне регулярном фильтре пространства X.

Открытый фильтр пространства X называется свободным, если 
пн лишен точек прикосновения в X.

Лемма 1. Пересечение бикомпактного множества свободных 
открытых фильтров топологического пространства X является 
свободным открытым фильтром пространства X.

. I е м м а 2. Пересечение бикомпактного множества вполне ре­
гулярных фильтров произвольного пространства X является впол­
не регулярным фильтром пространства X.

Каждая пара |С/’,/>|, где и—некоторое непустое множество 
свободных вполне регулярных ультрафильтров тихоновского про­
странства X, а О—некоторое разбиение множества П на бикомпакт­
ные подмножества, порождает систему Фц/.о) = |?а : , где
П|м : м£с/| , которая в силу лемм I и 2 состоит из свободных вполне 
регулярных фильтров пространства X.

В случае, когда и совпадает с множеством и = и(X) всех 
свободных вполне регулярных ультрафильтров пространств։։ X систе­
му Ф[и, о] будем обозначать через Ф/л.

Теорема 1. Пусть Л произвольное открытое покрытие ти­
хоновского пространства X такое, что каждый свободный вполне 
регулярный ультрафильтр пространства X содержит некоторый 
элемент из А. Тогда А содержит конечное подпокрытие про­
странства X.

Следствие 1. Тихоновское пространство X бикомпактно 
тогда и только тогда, когда всякий его вполне регулярный 
ультрафильтр сходится.

Следствие 2. Пусть (X, И) тихоновское пространство и 

П произвольное разбиение множества О (X) на бикомпактные под-
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множества. Тогда /?|А'О II Фо, И| является И — замкнуты м расши­
рением пространства (X, V).

Следствие 3. Каждый свободный открытый ультрафильтр 
тихоновского пространства X содержит некоторый свободный 
вполне регулярный ультрафильтр пространства X.

Разбиение £> множества и (А') на бикомпактные подмножества 
назовем согласованным, если для любого и для любого

существует такое, что если ?£ФО и о £ ?. то каждый 
вполне регулярный ультрафильтр пространства Д’, содержащий ?, не 
содержит г»0.

Разбиение О произвольного непустого подмножества и мно- МА
жества и (Д’) на бикомпактные подмножества назовем согласованным, 

если существует согласованное разбиение Г)’ множества 1ДХ) та­
кое, что Т>с.О'. При этом 167, О| будем называть согласованной па­
рой пространства Л'.

.'I е м м а 3. Для любого бикомпактного множества и свободных 
вполне регулярных ультрафильтров тихоновского пространства X 
разбиение О множества и является согласованным тогда и толь­
ко тогда, когда для любого ® £ Фш.о] и для любого сущест­

вует г<0^ такое, что если ^£Ф(у.о) « то ни один вполне 
регулярный ультрафильтр пространства X, содержащий с, не 
содержит ио.

Л е м м а 4 . Пусть и некоторое множество свободны* вполне 
регулярных ультрафильтров тихоновского пространства X и О — 
такое разбиение множества и на бикомпактные подмножества, 
что все элементы разбиения I) кроме, может быть, конечного 
числа, одноточечные подмножества множества и. Тогда I)— сог­
ласованное разбиение множества и.

Предложение 2. Для любой согласованной пары \и, Л| ти­
хоновского пространства (X, V) |.¥ои Ф(г. о], VI является регуляр­
ным п. т. п..

Теорема 2. Для любой согласованной пиры 167. О] тихонов­
ского пространства (.¥,1/) пространство Г |.¥оиФ|( _о։, V} являет­
ся тихоновским расширением пространства (Х,У). Оно является 
бикомпактным расширением пространства (Д', V) тогда и только 
тогда, когда и совпадает с множеством всех свободных вполне 
регулярных ультрафильтров пространства (Д’, И).

Доказательство части теоремы, касающейся бикомпактных рас­
ширений непосредственно следует из следствия 2 теоремы 1 и из 
предложений I н 2.

Следствие. Если и=О(Х), а П — разбиение на однотонен- 

ные подмножества, то. очевидно, Фр = I (А ), поэтому /* |А'ои I \ Г| 
— бикомпактное расширение.

Теорема 3. Дан каждого тихоновского расширения [ К, /| 
пространства (Л’, V) существует единственная согласованная пара 
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|Г.О] пространства (АД ) такая, что /-| .Уои Фг./>|,И) эквивалентно 
расширению [К,/|.

Таким образом, в силу теорем 2 и 3, множество всех постро­
енных выше расширений Л| Л’о II Ф|г. о], И тихоновского простран­
ства (X, Г), когда [(/, И\ пробегает всевозможные согласованные па­
ры, совпадает, с точностью до эквивалентности расширений, с сово­
купностью всех тихоновских расширений пространства (гУ, И), а мно­
жество всех Л’|Л’ои Фо, VI. когда О пробегает всевозможные согла­

сованные разбиения множества 4/(Л'), совпадает (с точностью до эк­
вивалентности расширений) с совокупностью всех бикомпактных рас­
ширений пространства (Л', И), причем различные пары порождают 
различные (неэквивалентные) расширения.

Зафиксируем теперь некоторое множество и свободных вполне 
регулярных ультрафильтров тихоновского пространства (X, V) и 
обозначим через (X) множество всех тихоновских расширений 
•У|( о] =/?|ХоиФ|(/,о|, V] пространства (Л՜, V), когда £> пробегает все­
возможные согласованные разбиения множества О. В случае, когда 
и является разбиением множества (7 на одноточечные подмножества, 
расширение А’ц/-,о| будем обозначать через $Хи.

Из сказанного выше следует, что В/ (X) совпадает с множест­
вом В(Х) всех бикомпактных расширений пространства (X, V') тогда 
и только тогда, когда и совпадает с множеством всех свободных 
вполне регулярных ультрафильтров пространства (X, V).

На множестве В, (X) рассмотрим отношение порядка, при кото­
ром если существует непрерывное отображение пространства 
Г в тождественное на Хо.

Лемма 5. Для любых двух расширений У — Хц/.в,] и 2 — 
= Х\с\о,\ У>2 тогда и только тогда, когда разбиение вписано 
в I),. ■ -

Следствие 1. Расширение £А7՛ является наибольшим эле' 
центом частично упорядоченного множества Ви(Х).

Следствие 2. Построенное выше бикомпактное расширение 

ЪХ~=Р /¥ои£Л V') тихоновского пространства (X, V) является 

его стоун - чеховским расширением.
Отметим, что описанный в этой заметке метод построения рас­

ширении. в части касающейся построения стоун - чеховского расши­
рения. полностью совпадает с методом центрированных систем от­
крытых множеств П. С. Александрова (см. (։*5).

I еорема 4. Пусть и произвольное бикомпактное множест­
во свободных вполне регулярных ультрафильтров тихоновского 
пространства (Д', V ). Тогда для любых двух расширений У и £ 
и Ви(Х} }\>£ в том и только в том случае, когда X является 
фактор-пространством пространства > , соответствующим не­
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прерывному разбиению У на бикомпакгЛные подмножества, при 
котором Ха разбивается на одноточечные подмножества. при 
■/том фактор-отображение неприводимо и совершенно. Кроме то­
го для любого расширения ¥ и< Ви(Х) фактор-пространство про­
странства К, соответствующее разбиению такого же типа, яв­
ляется расширением пространства (Д', V), принадлежащим В: (Л).

Следствие. Иля любого бикомпактного множества (У сво­
бодных вполне регулярных ультрафильтров тихоновского прост­
ранства X расширение К этого пространства принадлежит В/(Х) 
тогда и только тогда, когда ¥ является фактор-пространствим 
пространства $Хи, соответствующим такому непрерывному раз­
биению $Хи на бикомпактные подмножества, при котором А'о 
разбивается на одноточечные подмножества.

Теорема 5. Для любого бикомпактного множества и сво­
бодных вполне регулярных ультрафильтров тихоновского прост­
ранства (X, I/) частично упорядоченное множество В1(Х) обра­
зует полную решетку.

Учитывая, что множество всех свободных вполне регулярных 
ультрафильтров локально бикомпактного пространства .¥ бикомпактно, 
из следствия теоремы 4 и из теоремы 5 в частности получаются из­
вестные результаты, приведенные в работах (”).

Пусть К1 и К։-категории, определенные следующим образом: 
ОЬ(Л'։) (соответственно ОЬ(Л'։)) состоит из наростов расширений ЗА*, 
(соответственно из решеток Ву(А')), когда X пробегает все неби­
компактные тихоновские пространства, в и— все (кроме двухэле­
ментных) бикомпактные подмножества множества всех свободных 
вполне регулярных ультрафильтров пространства X, Мог(Л՜,) гомео­
морфизмы, а Мог(Л'։) — изоморфизмы.

Теорема 6. Между категориями К\ и К։ существует изо­
морфизм такой, что образом объекта $Хц\Х служит Вг(Х).

Следствие 1. Пусть и и и՛ произвольные бикомпактные 
множества свободных вполне регулярных ультрафильтров соот­
ветственно тихоновских пространств X и У. Решетки Ви(Х) и 5;,՛•(/) 
изоморфны тогда а только тогда, когда гомеоморфны наросты 
тихоновских расширений $Хи и

Следствие 2. Для любого, за исключением двухэлементно­
го, бикомпактного множества С свободных вполне регулярных 
ультрафильтров произвольного тихоновского пространства X 
группа гомеоморфизмов пространства '^Хи^Х изоморфна группе 
автоморфизмов решетки Ви(Х).

Следствие 3. Для любого бикомпактного множества И 
свободных вполне регулярных ультрафильтров произвольного ти­
хоновского пространства X существует локально бикомпактное 
пространство У такое, что Ви(Х) изоморфна В\У).

В следствиях 1 и 2 теоремы 6, предполагая Л՜ и ¥ локально 
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бикомпактными и взин в качестве и и и՛ все свободные вполне ре- 
■улярные ультрафильтры соответственно пространств X и К, получим 
известные результаты К. Д. Магилла (’).

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

II. Դ. ՀՈՎՍԵՓՅԱՆ
S n и| 111 и q ի ա կ ա ն пни г шЛт j>|in ն GL r|i pnjnr բ|ւկո մսյակւո և pnjnr ա|ւխււնու| յան Լայնացումների կ աո nig ու մո

Օգտագործելով Պ. //. Ալե րսան ղրովի 
ների լիովին ռեգուլյար կ են տ ր ոն ա ցվ ա ծ

կողմից մտցված բաց բա ղմ ությօւն- 
ս ի и տ եմ ի у ադա փ ա ր ր և կ ի ր ա ո ել ч վ

հեղինակի կողմից նախկինում աոտ^աղրվ ած մ ո տ ե ց ո ւմն ե ր ր , որոնր
տվեցին կառուցել կամայական tn ո սյ ոլո ղի ա կան տարածության րոլոր \\~էիակ 
և բոլոր հաուսղորֆյան լա յն ա ց ո t մն ե ր ր, ներկա հողված ում տրվում Լ կամա* 
լական տիխոնովյան տարածութ յան բոլոր բիկոմւղակտ և րոլոր տիխոնսվյան 
լայնացումներր կառուցելու մեթողէ

Լիովին ռեգուլյար տարածության սւոոոէն — չեխ յան լ ա յն ա ց ո t մ ր կա tint- 

!)!՚լիս այղ մեթողյ։ համրնկնոսէ Լ Պ. Ս. Այերսանղրովի կողմից աոայարկված 
րաց բաղմաթ յոէՆՆերի կենտրոնացված սիստեմների մեթողի հետ։

Հացի Ղէ1ա^յ119 ՚ տիիւոնովյան յայնսւցամների Համար րնղհանրացվում են 
Նաև ('՜*) Տողվածներում բերված ղլիւավոր ա ր ղ յոէն բն ե ր բ է
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МАТЕМАТИКА

В. Л. Дадлакян

Операторы внешних сопротивлении и проводимостей 
линейной структуры

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяноы 15/У11 19771

1. / — растягивающие матрицы-функции, какой является переда­
точная матрица многополюсника (в конечномерном случае), рассмат­
риваются в работах М. С. Лившица (*), А. В. Ефимова и В. II. Пота­
пова (*) Изучению условий существования и свойств передаточной 
оператор-функции и функции рассеяния линейной структуры (в бес­
конечном случае) посвящены работы А. Г. Руткаса и Н. II. Хнргий 
Iм), Хелтона Р).

В данной работе рассматривается аналогичная задача для опера­
тора внешних сопротивлений и оператора внешних проводимостей 
линейной структуры: по этим операторам (матрицам) часто в теории 
электрических цепей и радиофильтров осуществляется синтез физи­
ческих систем.

2. Предположим, что ориентированный граф О наделен структу­
рой линейной цепи в сепарабельном гильбертовом пространстве \ (•’). 
Внутреннее пространство обозначается через /У. а внешнее через 
Е (А=£ /У). Известен оператор Х'.Н—Н, называемый оператором
внутренних сопротивлений такой, что

у1п = Х11п.

Необходимо найти 
X : £՛— Е такого, что

условия существования и вид оператора

\/ех^Х1ех

называемого оператором внешних сопротивлений,
Необходимо, также найти условия существования и вил опера­

тора УгЕ-*Е такого, что

называемого оператором внешних проводимостей. 
Для решения поставленной задачи вводится 
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Определение. Каркас графа называется 2-каркасом (у-каркасом), 
если он содержит только внутренние (все внешние и еще внутрен­
ние) дуги. Каркас называется регулярным; если фундаментальные 
матрицы разрезов и циклов, определяемые этим каркасом, задают ог­
раниченные операторы в пространстве А.

Матрица разрезов и матрица циклов по 2-каркасу могут 
быть представлены в виде

— |ап 1 л1(|. 1 о
О 1

где первый блок-столбец соответствует внешним дугам, 
ответствует внутренним дугам, вошедшим в г-каркас, а 
тальным внутренним дугам.

Из блоков этих матриц можно образовать матрицы

второй—со-
1 ретин —ос-

задающие в базисах ЬЬ'ех и ОС’операторы соответственно

Г 50։Н-*Н,

Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть для линейной структуры на графе су­

ществует регулярный г-каркас. Тогда оператор внешних сопро­
тивлений совпадает с оператор-функцией

г(А') = Г*А'(ОоА' + $оГ’Г (I)
при всяком X из области определения функции 2(А).

С точки зрения синтеза цепи интересна
Теорема 2. Пусть функция 2(Х) представлена в виде (1) с 

коэффициентами, задаваемыми соответственно матрицами типа

(I I 1*1 0 01՜ О Г 50 (о О • ’•-!֊4- I .՛
Если матрица |а 1 6], как матрица разрезов допускает реализацию 
в виое некоторого грифа О, то эта реализация задает на графе 
О структуру линейной цепи с оператором внешних сопротив ле- 
ний 2(Х).

Пусть — оператор сопряжения, действующий в пространстве 
Е, Г2 - в пространстве И.

Теорема 3. Оператор Х(Х ), как функция от X обладает 
следующими свойствами

1. 2е2(Х)аг = 2(2№);

2. /•(Л') = г(Л‘):

3. £(- А) = -2(А');

4. Йе£(А') = 0, если 1?еА' = 0,
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а при обратимости X, кроме того,

Ие/( V) если
<0. если ₽е%<0.

Рассмотрим структуру линейной цепи с изменяющейся зависи­
мостью вида

И«(Х) = Х(Х)/'"(Х). (2)

где > — комплексное число. Пусть подпространства Нг, Н{, Не. Не, 
{Н=НГ(^Н1 лНс Н^) приводят оператор Х(>), который индуци­
рует в них операторы

ХГ~=Д. = Хс^(!С)-\ Хе = О.

Линейная структура с таким оператором %(/.) называется г/с^—струк­

турой, причем пассивной г1с£— структурой, если операторы R. , С 
положительны, а О* ——О.

При таких предположениях оператор внешних сопротивлений 
является функцией от скалярного аргумента X

г(/.) - г(Х().)).

Следствие. Для пассивной г1с% структуры оператор- 
функция ?(>.) обладает свойствами;

1. а£г(/)2е = г(Г);

2. ₽ег(Х)>0, если ИеХ>0.

Кроме того, для пассивной г1с—структуры (/^ = 0)

3. г*(/.)=г(Т),

а д.гя пассивной 1с структуры (Л/г = 0)

4. /гемм!-0' есл“ *“=0
0, если 0

д.гя пассивной 1с — структуры (Нг = (), 71^ = 0)
5. г(-Х) = —г(Х)

д.гя пассивной г1 — структуры (Не = 0, /7^ — 0)

6. /т г(>.)
>0, если 1тк>0 
= 0, если /т>֊()
^0, если 1т >.<0

для пассивной гс — структуры (Л/,=о, Не = 0)

7. 1т г(л)
ч,0, если /т/^>0 
=0, если !т Х=0 
>0, если !т /<0

Необходимое условие существования оператора внешних сопро­
тивлений задает
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Теорем;։ 4. Пусть для линейной структуры на графе суще­
ствует оператор внешних сопротивлений Z(X). Тогда этот гр
обладает г — каркасом.

3. Перейдя к вопросу существования оператора внешних про­
водимостей, отметим, что матрица разрезов зу и матрица циклов 7у 
по у — каркасу могут быть представлены блочными матрицами

О
о аи
1 <7„

?>•---- I ^4» Ч <

где первый блок - столбец соответствует внешним дугам, второй — со­
ответствует внутренним дугам, вошедшим в у — каркас, а третий — ос­
тальным внутренним дугам.

Матрицы, образованные из блоков матриц $у и 7у,

О 

'’’и

1 а„ 0 О
О О Г </։ “ Ьи 1

задают в базисах Ы1ех и ЫУ1п операторы, соответственно

Г։:£՜-»//, 8Х՝.Н-*Н, Ц^.Н-Н

Теорема 5. Пусть длн линейной структуры на графе су­
ществует регулярный у каркас. Тогда оператор внешних прово- 
Оимостей совпадает с оператор - функцией.

Г(А') = г;((ЛХ4֊5։) т։ (3)

для всякого X из области определения функции У(Х).
Теорема 6. Пусть функция )'(,¥) представлена в виое (3) с 

коэффициентами, задаваемыми соответственно матрицами

Если матрица 1 О —Ь*
О 1 а

как матрица разрезов, допускает реа­

лизацию в виое некоторого графа О, то эта реализация задает 
ни графе (з структуру линейной цепи с оператором внешних про- 
ведомостей У'(А').

Теорема 7. Оператор К(/¥), как функция от X, обладает 
следующими свойствами

1. 2Е Г(Х)2Е= К(2А'2);

2. г*(Х)^=Г(Л»);

3. Г(-Д') =- У(Ху,

4. /?е Г( X)
^0, если Не Х^Л)
=0, есл и X = 0
^0, если Не X <0
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Когда структура Линейной цепи имеет изменяющуюся зависи­
мость типа (2), оператор внешних проводимостей является функцией 
от X.

У().)= /(«¥(>.)).

Для пассивной rlcg — структуры у(>) обладает теми же свонст-
вамн, что и оператор - функция ?(>■).

Теорема 8. Пусть для линейной структуры на графе суще-
ствует оператор внешних проводимостей У(Х). Тогда этот гр
сбладает у — каркасом.

Таким образом, условия существования и вид оператора внеш- 
[них сопротивлений /(Д') и оператора внешних проводимостей У(Х) 
тесно связаны с геометрией линейной структуры.

В заключении выражаю признательность Л. 1՝. Руткасу за пос-
тановку задачи и внимание при выполнении работы.

Ар м я некий и а учно-нсслсдовя тел ьскии 
институт энергетики

Ч. L 'МЦЦ1₽31кЪ

ТЛш |||Г։ 1|шIIIIIgi|шЛ Г|i mruiuil|di i||>duji|riiip|inGGLr|i L

Il LU l| Il 1՝ l| 111 l| 111 p I II | Г։ liI > Г11 OUjL I'lUlllll I’TlL |’

0 nrpi^Jn pit n['P Oiiutt^uiA 4 rpltu №

rj flinujplppii J ЬЪ ll № lur}Pni ft [т^ЛЬ pji X b шпшш >uf

Ifiiprfutlfym ftputtibp/i } nufbрштпрЪЬpp . ЪриЛ/lf 40^1 fjUf LU pi uA/ljL p p t 

UUtLUlft^Ut^ ЛЬ / b ) QUjbpUtUtnpILpf, uj pin uj\tu pet rtt ftрпЪЪЬ pp' ЪЬ p pfAi ifjuiui-

'ir 111 ft ptliAjL p l> A OU^L ршш npfl 1/Д 9 Л у Г» У .• \jljLUp tUlfptpUtb b\j Z(.\ ) b ) ( .\ ) .

1Л^,Ьи г.и!. z(l) = у(/) = Г(Х(/)) (.plUlflt ^Ш/l l[trf

•ft П ft! tu Ipu'lf lpl»[lltjui&(UtU ff.ll Uj pill J ), UUfbрштпр- nt \U/tnlfnt -

fnt ЪЪ/ippt
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МЕХАНИКА

Р. К. Алексанян, Ц. А. Мкртчян

Термоупругая устойчивость прямоугольной 
пластинки с круговым включением

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР О М Сапонджяном 9/1У 1977)

Рассматривается задача термоупругой устойчивости составной 
прямоугольной пластинки с круговым включением радиуса /?, 

Предполагается, что пластинка и включение имеют одинаковые 
упругие и различные теплофизическне характеристики материалов и 
соединены между собой при некоторой начальной температуре. На­
чальные напряжения и деформации в пластинке отсутствуют. Плас­
тинка подвергается равномерному нагреву.

Составную неизогнутую пластинку с толщиной 2/1 отнесем к де­
картовой системе координат (х, у, г), совмещая плоскость (х, у) со 
срединной плоскостью пластинки. Используется также полярная сис­
тема координат (г, ф) с полюсом в центре кругового включения 
(рис. 1).

Рассматриваемая задача термоустойчивое™ приводится к инте­
грированию следующих дифференциальных уравнений (*).
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△ Аф/ = 0 /-=1,2

рдЛа,.- + у
дх2 * ду2

о2и< 
дхду

(1.1)

(1.2)

где Ф/—функция напряжений для плоского напряженного состояния 
пластинки. Индекс 7=1 относится к области /■</?, а 7 = 2 — к об­
ласти г>/?. и) - прогиб пластинки, £> = 2£й*/3 (1 —»։), Е — модуль 
упругости, V — коэффициент Пуассона, Д—двумерный оператор Лап- 
ласса.

д*Ф

<>У
"у=

д*Ф
дх2'

а»Ф
дхду'

Ф։, г</?
Ф., г>7?

(I -3)^ху------ Ф =

Зависимости между термоупругимн усилиями и деформациями 
в полярной системе имеют вид (’):

ЛДО= (И')-1֊,еЦ0 - -^֊ Л7“», 
՛ ! — ** 1 — » т

= —.(«Г’+Ч0)--֊
1 — V1 I — V

Л"'» (1.4)

У('.= 2£й (I)

Здесь а/ — коэффициенты линейного теплового расширения, 
Л'т = 2ЛГ.

Деформации и перемещения срединной плоскости пластинки 
связаны формулами:

еи>
<?«</*

~ дг
ди^> 
~дЬ~'

(1.5)

1 дм1'* дм!'* и<о
чДП ТЕ --- Г--- ,
՛'• г дг г

Усилия выражаются через функции напряжений следующим об­
разом:

Л/<;>- - — (— — \ (1.6)
' г дг Г2 д(12 ’ • дг2 ՛ ՛ дг \ г дО)

На поверхности раздела г = /? должны выполняться условия 
непрерывности усилий и перемещений (։) 

лг/ч = уу(։>. лл;» = л(;’՝

при г = И (1՜)

/^1»==Н<2,։

Рассматривается два случая условий
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а) ^=«<;>=О

Л’”' = //‘3> = о •ГУ У
б) М’» = „Р) = о 

л у л

М3> = ЛД2) = о *

при Л = Ч 

при у = Ь 

при х—+а 

при У = ±

(1.8)

(1.9)

Поставленная задача термоустойчивости пластинки решается в 
двух этапах. Вначале определяются функции напряжений Ф/(/=1,2) 
при контактных условиях (1.7) и при граничных условиях (1.8) или 
(1.9). В последующем определяется критическая температура нагре­
ва пластинки, при которой наступает потеря устойчивости.

2. Решение уравнений (1.1) представим в виде

Ф/ = Фо+^л (2.1)
Здесь А/ —частные решения уравнений (1.1), удовлетворяющие 

контактным условиям (1.7). Бигармоническая функция Фо на основа­
нии (1.8), (1.9) и (2.1) должна удовлетворять следующим граничным 
условиям:

в случае а)
^ф0 = <?/•;

дхду дх ду
ы|3>= О

(2.2>

п ри х = + а

------ <>-0
дхду дхду

в случае б)

в?,_о
дхду дхду

при у = Ь

при х = + а

(2.3)
<АФ0 д»А. <АФ0 <АА.
—=--------- - ■ =---------֊ при у
дхду дхду дх1 дх'

Частные решения бигармонических уравнений (1.1) представим 
в виде (*)

/\ = С, + С,1п (2.4)
/ к

которые в силу (1.4) —(1.7) должны удовлетворять условиям (*)
АЛ

= ^1=^. А'^А' + М, А, -—, при г—R (2.5)

Здесь штрих означает производную по г, Л/ = 2А//7'(а,— а։).
Удовлетворяя условиям (2.5), для А,, Г։ получаем выражения

(2.6)
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В декартовой системе координат для усилий имеем следующие 
выражения:

-Ч1։ = Л^ = у, Л/п;-о (2.7)

ЛД») = — Л/1’1 = ** — ? д/<2>= Мфху
* 2 (*■+/)*’ гу (л»+у։)»

Перемещения определяются ио формулам:

= ֊- ( ( у՜֊ “ * -уМ + ’М'Г + Л/У Ьь
2Ыг \ 3 ду- дх /

(2.9)
... 1 / С а «*ф, \ . т«у = ТГ ( ТТ ~ 7 Т—) + а*Уг + а(х + с«-

2Ек \ J дх* ду /

Рассмотрим симметричную составную пластинку, когда центры 
прямоугольника и включения совпадают.

Имеем условия симметрии:

«д(0, у) = иу(х, 0) = иху(0. у) = Нху(х, 0) =0. (2.10)
Граничные условия (2.2) и (2.3) для рассматриваемой пластинки 

на основании (2.8), (2.9) преобразуются к виду

в случае а)

сДФ0 Л/а/?։у
дхду х-а (а’+уУ՝

</Ф0 МЬфх
дхду у_» (л’+^Т՛

^чх-^У
ду* дх /х_«

дх։ ду /у-ь

, (1 +»)Ма/?г
' 2(а’ + у*) '

= —2ЕМ><ьТ +
(1+>)

в случае 6)
«^Фр Л?а/?ау

дхду г_„ (а’-ЬУ*)*'
(^Фр _ МЬК*х

дхду ,-ь —(х»4-^)»’

дх-^У =-2ЕИа^Т + 
дХ / я—а 2(и«-|-у>) ’

(2.13)

дх* у.ь 2 (-V» + *։)։
Имея в виду симметричность задачи, функцию 

виде:

Фо представим в

ф = ^1. л« 4. V» 1֊ V Д * С11 а» у + о* а* у $1։ а* у) С08 а* X ф-

2 2

+ 5 (£»сЬр»л + /йР*х8М*х)со։М- (214)
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Удовлетворяя граничным условиям (2.12), (2.13), для неопреде­
ленных коэффициентов а|։ а։, Д*. О», £"», /У» получим выражения: 

при граничных условиях а)

А< = Л/ 2л* - |( 1-Н)а» — ](1 + 6а,с(11 а, 6)
2»? $ И а* Ь

(1 т у)а> — ^аСа 
з!1 ։* Ь

Нк = М (Ц֊^*֊И
2^31։ ₽*«

2Ла— |(1 + >)6* — 3*</* |(1+р*ас1Ь?*а)
2?’ 511 а£'* = Л1

а. R* / а . Ь \ I 
-----------— ( 8ГС1И — + V агс!₽ — ) , 
а,— а, 2а Ь \ Ь а /1

Л / I а, R2 / Ь а
=։ =------7-----------— ( аге 1е — 4֊ > агс!и —

*— 1 I о։—а, 2аЬ \ а Ь

при граничных условиях б)

ц _ „ 1?* (а* & СЬ а» £ + 811 а, 6) — ак^„Ь з!1 а» Ь
* Ь -Ь 811 а» Ь СИ а» Ь)

I) = И а*сЬэ*6 Я» 5113,6 (1-1 <)6»
а|(а,6 ± 811а,6с11а»6) ’ * 2^ 811?» а ՛

с. = м |(1-Н)6» — ^„(1к |(14-^асП1 М) 
2^511^ а ’

м [ 2 (-1)₽М
2 | п* + *г а ]’

,։=_;И1 _2а_ + Л[_^_ + Л V
I а,—а, 2 а»4-6» а

(14 '№* 
2аЬ

агс!к— . 
ч

Здесь приняты обозначения:

X 81п а, хдх 
(х*4-б’)։

ь
2*։ 11 1՜ У 5|П

Ь 3 (а։ + у»)»' 
и
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“Н >1 2/>р +

3. Подставляя найденные значения усилий Л\, А\. Л/Ху н урав­
нение устойчивости (1.2), получаем дифференциальное уравнение с 
переменными коэффициентами:

. с**Ф , д*Ф д2и< _ с*2Ф дгт 
---- -------------- 1-------------------- 2-------- • ------- . 

с*у* дхг дх* ду* дхду дхду
(3.1)

В случае шарнирно-опертой по всему контуру пластинки име­
ем граничные условия

Мг֊ ±о
и2 и՝ 
дх2 х- • а

= 0.
<7* и՛ 
ду2 у— ± &

= 0. (3.2)

г Для отыскания да воспользуемся методом Бубнова—Галеркипа. 
С этой целью изогнутую поверхность пластинки представим в виде

а’ = да0со5)шхсоэрпу. (3.3)
где

_ тт _ пт.
~2а՜’ *п~2Ь (тп, п= I, 3, 5 ...)

Представление (3.3) удовлетворяет граничным условиям шар­
нирного опирания.
I Подставляя (3.3) в уравнение (3.1), при помощи метода Бубно­
ва—Галеркина найдем критическую температуру, при которой плас­
тинка теряет устойчивость.

при граничных условиях а)
I А>_____ .
I 1 3(1֊|֊*) (1 + '2|А/ЛН

При граничных условиях 6)
I А* (>֊’ + н;)։
I ₽ 3^(1->’) (1 - Р™)’. Ь ^тп

где введены обозначения:

(3.4)

(3.5)

1^тп 2) агс«£ — + (^гт -I- ^)агс1? 4֊
а о

— V

2՜ Ья тп
? т

ртп 2а Ь/2 ГП

Ь 
а

п

п1։л м/л(5*’ ^ тЬ — 1А' т) — ^11* 2' тЬ

2>т 4>п1> 1-511 ить
тп (3.6)

97



R re в
+ (4, + и;) I cos*/mxcosV„ydxdy, 

0 6

R'Cl? _м2)(Л1—yl) Ъ1>т?п*У
fmn= ------7.Л ° ,,n* ' COS«)-WXСО^РдУ - . , • Sln2)-Wxcos 2y„y.

В частности, когда ։։ = а.=а или /?=0 из формулы (3.4) и (3.5) 
имеем: 

а) Лр —
А*(Ч + Н2Я) .
За(1+*) ’ б)

'Wm + И2) 
к₽՜ 3^(1֊*’) ’ (3.7)

которые совпадают с результатами, полученными в работе (1).
Наибольший интерес представляют те значения т и л, при ко­

торых критическая температура (3.4) или (3.5) принимает минималь­
ное значение. Эти значения могут быть определены из следующей 
системы уравнений

£21г_=0, -^£. = 0. (3.8)
дт дп

В общем случае система (3.8) может быть решена численным 
методом. В случае квадратной пластинки исследование показывает, 
что критическая температура достигает минимального значения при 
т — л—I.

На основании (3.4) проведен численный анализ критической 
температуры в зависимости от отношения /?/л в случае а = Ь, 
= 0,3. • Хе

На рис. 2 изображены графики изменения минимальной крити­
ческой температуры = 7\р/7др, (Т՝^ = 1։2Л*/6(1֊|-*)։/։*) в зависи­
мости от отношения /?/а при фиксированном значении ։։ для различ­
ных значений параметра ^ = я1/«։. В частности, значение >) = 0,8 со­
ответствует случаю пластинки из сталей ЗОХ или 35Х и включению 
из стали 35ХНЗМ (для сталей ЗОХ и 35Х Е • 10՜* кг/с.«* = 2,0—2,19, 
>=0,24 0,33, а,—асо=13,4 • 10-։. для стали 35X113М Е • 10՜*кг/см?
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Рис. 2

= 2,04—2,11. я։ = аф=10,« • 10 *, (*)) при интервале температур 
20°—Ю0°С. Как видно из рис. 2, критическая температура в за­
висимости от отношения возрастает, когда т,<4 и убывает, если 
т£>1. При фиксированном /?/<? критическая температура уменьшается 
с возрастанием параметра ■»?.

Вичнслнтсльнын центр Академии наук Армянской С(.Р 
н Ереванского государственного университета
Е’рсва некий политехнический институт

а. >1. щычинзиъ. в. г. 1гчг83зкь

СгриПшфП СЬг^гшЦн!! пщцшМцп.Г. ишф ;Ьг|ГшпшЦш1|ш6 

1|Ш |1нГннр |1нС|р

^[ишшшЪрпЛ ч!"пш1,1{11пиГ { 2/7ш».ш7/гЬ ЪЬрцрш^ ршцш^ип п^-

ЦшЫцпЛ иш//1 1)Ш]п։Ъп։Р }шЪ /иЪг//<рр1
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Ն յո։թ երի միևնույն ա ո տ ձ դ տ կ ան և տարրեր ջերմային հատկություններ 
ունեցող սայր և ներդրտկր միացված են իրար հետ որոշ սկզբնական ջեր֊ 
մ աստիճանում ւ ^աղադյւյայ սայում սկդրնտկէսն յարա մն ևյւն ու ղեֆորմ ա • 
ղիտներր բազա կւսյոէմ են։ Սայր ենթտրկվ ում Լ Հավասարաչափ տարացմանէ

Սայի ջերմ առաձգական կայո։նոէթյան խնդիրր յուծվ ո։մ Լ երկու փուլով։ 
Ս կղբոէմ համապատասխան ե գրային և կոնտակտային սյայմ անների դե պբում 
յուծվում Լ բաղադրյալ ո» ղդանկյան Հարթ լարվածային վիճակի ջերմառտձ֊ 
դականոէթյան խնդիրր» Հաջորդ փուլում Ս ու բն ով֊Գ ա լյո բկին ի մեթոդով լուծ֊ 
վոէմ Հ սայի ջերմակայունության խնդիբր, երր սայլ։ հ ո դա կ ա սյ ո ր են ամբար֊ 
ված Լ ամբողջ կոն տուր ո վ ։ Ս տարված է անա յիտիկ արտահայտություն ջեր֊ 
մաստիճանի կրիտիկական տտրբերսւթ ւան համար, որի դեսլրում սայր կորրր֊ 
նամ / կայուն ՈէթքՈւնր։

Л И Т Е Р Л Т У Ր Л — Դ I» Ա Կ Ա Ն Ո Ւ к 3 Ո Ь Ն
1 П М. Огиба.юв, В. Ф. Грибаноо, Термоустончнзость пластин ։< оболочек. Изд. 

МГУ. 19Ы* 3 С. Л. Амбарцумян, Общая теория анизотропных оболочек. «Наука», М. 
1974. 1 Р. К. Алексанян, М. К. Сагателян, Тезисы докладов научно-технической кон­
ференции, ЕрПИ, 1975. 4 С. Д. Пономарев, В. Л. Бидерман и др.. Расчеты на проч­
ность в машиностроении, т. 1. Изд, машиностроительной лиг. М., 1956.
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УДК 624.131

МЕХАНИКА ГРУНТОВ

С. Р, Месчян, Р. П. Малакян

Реологические свойства набухающих грунтов

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Г. И. Тер-Степаняном П/\’ 1977)

Набухающие грунты обладают ярко выраженным свойством де­
формирования во времени (1В), которое в одном случае проявляется 
без внешнего силового воздействия, а в другом—под действием 
внешних нагрузок.

В случае компрессии замачивание набухающего грунта при от­
сутствии внешних силовых воздействий приводит к длительному сво­
бодному набуханию. В этом же случае внешняя нормальная нагруз­
ка (в зависимости от ее уровня по отношению к давлению набуха­
ния онаб) ограничивает (^<ои1б)։ полностью исключает (з = з,мб) или 
же приводит к уплотнению грунта во времени (о>а,иб). Свободное 
набухание грунта (з = 0) во времени всецело обусловлено внутренни­
ми физико-химическими процессами, протекающими в набухающем 
грунте в результате его взаимодействия с водой (•). При действии 
внешней нормальной нагрузки набухание грунта является физико- 
химическим и механическим процессом, который, как и свободное 
набухание, хорошо аппроксимируется реологическими уравнениями 
состояния. Поэтому длительное набухание грунтов при наличии 
внешней нормальной нагрузки и без нее можно, хотя бы формально, 
трактовать как реологическое явление — явление компрессионной 
ползучести.

Деформация набухающего грунта ко времени при сдвиге под­
чиняется всем закономерностям ползучести обычных глинистых грун­
тов. При всех равных условиях эта деформация существенно зависит 
от состояния плотности — влажности грунта в момент испытания. Со­
стояние набухающего грунта и его сопротивление сдвиг} 1 свою 
очередь, зависят от степени набухания (или уплотнения), обуслов­
ленной внешней нормальной нагрузкой, (явлением набухания и ын- 
тельностыо их действия.

Очевидно, что для определения начального сопротивления 
грунта сдвигу тС1 н сдвиговой ползучести набухающего грунта необ­
ходимо знать закономерности давления набухания развитие (знле- 
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ння набухания во времени и его зависимость от инею ней нормальной 
нагрузки я.

Несмотря на большое распространение набухающих грунтов и, 
в связи с этим, на необходимость расчета оснований по предельным 
деформациям с учетом фактора времени, их реологические свойства 
(ползучесть, релаксация напряжений, прочность) исследованы исклю­
чительно слабо. Имеются всего несколько работ, посвященных иссле­
дованию сопротивления набухающих грунтов сдвигу и компрессион­
ной ползучести (' Нет ни одной работы по исследованию сдвиго­
вой ползучести набухающих грунтов с учетом влияния начальной 
влажности на этот процесс. Чтобы в какой-то степени восполнить 
этот пробел, нами исследованы начальное сопротивление сдвигу и 
сдвиговая ползучесть ряда набухающих грунтов в двух различных 
значениях их влажности: при начальной влажности а>0 и их водо- 
пасыщенин (замачивании) «՛, после приложения внешних нормальных 
нагрузок.

Исследовано сопротивление сдвигу бентонитовой глины № 11— 
76 (1=1,77 г/гз?, тс0 = 46,5% , «к = 112,36% , о>р = 43,92% , /р = 
= 68,44% ) нарушенного сложения и глины №13—76 (1 = 1,98 г/см*, 
Ь = 2,68 г/см1. ь?0 = 26% , 147 = 60,16% , 0^=30,31% , Ур = 29,95%) 
естественного сложения по стандартной методике на приборах М—5 
кручения сплошных образцов без возможности бокового расширения 
при ® = а»0 и т =

С целью установления диапазона изменения нормального напря­
жения при определении сопротивления сдвигу бентонитовой глины 
предварительно исследована зависимость анаб—з на компрессионных 
приборах М 4 (’) по методу компенсации деформации набухания (*) 
при непрерывном водонасыщении в течение 19 дней. Установлено, 
что давление набухания в данном состоянии грунта, обусловленного 
з, равно (*)

%.<■.(’) = ’к>б.и — а, (1)
где э„։в.о — давление набухания при о = О.

Диаграмма сдвига бентонитовой глины при а'= к0 является пря­
мой. Она аппроксимирована (сплошная линии на рис. 1,й) выраже­
нием закона Кулона

•ст.». = о (р ?0 4- с0, (2)

при следующих данных: ®о=1О43’; (к?о = О,19; с0 = 0,0356 МПа.
Диаграмма сдвига бентонитовой глины при и' = и'а является ло­

манной (•). точка перелома которой соответствует нормальному нап­
ряжению, равному максимальному давлению набухания в = з1|а6>0= 
= 5н»б.ии1. Выражение сопротивления сдвигу набухающей глины при 
замачивании и՛ = т«,, с учетом виаЛ, представлено в следующем виде 
(’).

= Ь — г.1б(°)] 1й ?0 4֊ %, (3)
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где ои..бр) — зависящая от нормального напряжения а давление набу­
хания; ?0 и с0 — параметры, определяемые из испытания образцов 
при естественной влажности и»=®0.

’>иб(’) =
О для
О для
( 3ц,6.0 — о) ДЛЯ

® = »0:
®>®о. «>ои»в.о;
И’>Щ0, 5<вн»6.0.

(4)

Выражение (3) справедливо в пределах — |з - о„4й(э)| ?0>с0.
В случае то = », диаграмма сдвига рассматриваемого грунта ап­

проксимирована как по выражению (3) с учетом условия (4) и опре­
деленных из опыта 4>о=1О43'; 1??о=О,19; со=О,О356 МПа и зн։6.о = 
= 0,3 МПа для / = 10 дней (штриховая линия на рис. 1,а), так и вы­
ражением (2) (сплошная линия). В последнем случае при а<.5„,л,0 ис­
пользованы следующие данные: <р = 16 4'; |£5=0,28Н; с——0,00086 
МПа. а при о>аи։Л.о : « = 10°12'; 18<в = 0,18; с = 0,0320 МПа.

Аппроксимация диаграммы сдвига при да = да։по выражении» 
(3) вполне удовлетворительная и мало отличается от аппроксимации 
по соотношению (2) (рис. 1,а).

Аналогичные результаты были получены при испытании глины 
■V՛ 13—76 (рис. 1,6). Диаграммы сдвига при »=и’о и аппроксими­
рованы выражением (3),с использованием условия (4), при следующих 
опытных данных: ^в=14°3б’; 1^<р0=0,26; со=О,О67 МПа; зн։в,и=0,ЗАЧ1а.

Из изложенного выше следует, что для определения (3) набу­
хающего грунта при его замачивании следует из опыта определить 
параметры ?0 и с0 выражения (2) при естественной влажности »0 и 
величину давления свободного набухания аи*б.о-

II. Исследована сдвиговая ползучесть бентонитовой глины № 
И—76 нарушенного сложения (см. выше) под действием 5=0,2 и 0,5 
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МПа и глины № 13—76 под действием ; = 0,3 МПа при начальной 
(естественной) влажности И'о и в условиях замачивания ю» до пол­
ного во.юнасыщения после приложения нормального напряжения а.

В каждом состоянии бентонитовой глины испытаны по четыре 
пары образцов-близнецов. Из них по паре использованы для опреде­
ления стандартного сопротивления сдвигу и диаграмм сдвига (рис. 
1,а), а остальные использованы для испытания на ползучесть при 
трех различных постоянных относительных касательных напряжениях 
-Лс. (Р"С. 2).

Рис. 2
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В различных состояниях грунта образцы испытаны под дейст­
вием практически равных относительных касательных напряжениях

Выражение ползучести деформации сдвига ?,>(/) представлено в 
следующем виде (’••)

7п(П=«(0 •/('/"«) = Л • (5)

где «>(0-мера ползучести при сдвиге; / —функция относитель­
ного касательного напряжения, удовлетворяющая условию /(- 1)=1.

Соотношение (5) с учетом (3) можно записать в следующем 
виде

7„(Г) = Л • 1т (■------------ . (6)
]։й?о + с0 /

Из (6) следует, что для определения дп(/) с учетом нелинейно­
го закона деформации ползучести сдвига, влияния нормального на­
пряжения а (состояния грунта) и давления з1116 достаточно иметь од­
но семейство экспериментальных кривых ползучести (рис. 2), опре­
деленное при некотором заданном постоянном нормальном напряже­
нии о, диаграмму сдвига при -^ = та и наибольшее давление набуха­
ния грунта о„։б>о, соответствующее условию о = 0.

Для аппроксимации семейств экспериментальных кривых ползу­
чести бентонитовой глины (на правых частях графиков рис. 2 пока­
заны сплошными линиями) описано семейство экспериментальных 
кривых (рис. 2,«), определенное при да = даа и 5=0,5 МГ1а > 5,м6.о = 
=0,3 МПа по выражению (6), с учетом условия аи։6(’) = 0. Для это­

го определены зависимость 7п =/։("/'ст) (7):

7п = В • (х/Чт)" = 0,0524 (т/^)։и. (7)
выражение функции относительного касательного напряжения

/(Х/Хс1)^(т/Хст)- = (Т/Сст)1х (8)

и меру ползучести деформации сдвига (х/хст=1)
ш(О = А1т = 0,0314 • /01М. (9)

Кривые ползучести рассмотренного выше случая, построенные 
по выражению (6) с учетом (8), (9) и условия ='\5 М11а) — о 
на рис. 2, а показаны штрихкрестнкамн.

Экспериментальные кривые ползучести, определенные при аг=й»0, 
9 = 0,2 МПа и <’„.6^0, аппроксимированы по выражению (6) с уче­
том (8), (9) и условия (4). Результаты аппроксимации на рис. 2, а 
показаны штрихкружочкамн.

I (вконец, семейство экспериментальных кривых полз) чести (рис. 
2,6), определенное при водопасышенни образцов (•«՛ = а՛/ после при­
ложения нормальных напряжении а = 0,2 МПа аппроксимировано вы­
ражением (6) с учетом (8), (9) и (4), то есть при |з—□П1б(э)|—
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= (2с — ви։б.о) = 0,1 МПа. Результаты аппроксимации этого семейства 
на рис. 2,6 показаны штрнхтреугольннками.

С целью проверки поведения сдвиговой ползучести набухающе­
го грунта при нормальных нагрузках, равных давлению свободного 
набухания о = си։в.о, испытаны образцы глины № 13—76. На рис. 3 
показаны два семейства экспериментальных кривых сдвиговой ползу­
чести этого грунта, определенные при (штрнхкружочки) и
при замачивании (штрихкрестнкн) после приложения нормаль­
ного напряжения <? = 0,3 МПа.

В обоих случаях образцы испытаны под действием трех различ­
ных относительных касательных напряжений -/\г. Причем, одно из 
них -0,41, при ю = и<}) было ступенями доведено до т/тС1=0,91 
(рис. 3). Как и в рассмотренном выше случае, в различных состоя­
ниях влажности образцы испытаны при практически равных '/*Сг 
(рис. 3).

Рис. 3

Поскольку сопротивление сдвигу образцов, испытанных при 
и’ = и։0 и w = ic^л (о = 0,3 МПа), практически равны, то их экспери­
ментальные кривые ползучести, определенные при равных дос­
таточно близки (рис. 3). Именно поэтому аппроксимация рассматри­
ваемых семейств экспериментальных кривых ползучести осуществле­
но одним общим выражением (6) при следующих параметрах: 
4 = 0,0116; ///=0,226; //=2,71; ? = И 30'; ֊0,2.586; £ = 0,067 МПа; 
з,,гб(з)^;,мб.о—<з = 0. Результаты аппроксимации на рис. 3 показаны 
штриховыми линиями.

На рис. 2 и 3 видно, что аппроксимация семейств эксперимен­
тальных кривых ползучести деформации сдвига набухающих грунтов 
ио выражению (6), с учетом условия (4), вполне удовлетворительная.
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Следовательно, это выражение пригодно для рассматриваемой цели 
как при различных состояниях набухающих грунтов, характеризуе­
мых величиной а, так и при действии давления набухания и без него. 
Это в свою очередь значит, что проведенные эксперименты подтверж­
дают полученные ранее (;) результаты о равенстве деформации пол­
зучести, определенных в различных состояниях грунта при равных 
значениях относительного касательного напряжения */тл.

Опыты показали, что деформации сдвиговой ползучести, полу­
ченные при ступенчато-возрастающем относительном касательном 
напряжении, достаточно близки к деформациям, определенным под 
действием постоянных относительных касательных напряжений (рис. 3). 
Следовательно, процесс сдвиговой ползучести набухающего грунта 
в данном его состоянии, как обычно (*), можно описать реологиче­
скими уравнениями состояния различных теорий ползучести (’).

Интересно также отметить, что замачивание образцов набухаю­
щего грунта, подвергнутых сдвиговой ползучести при (а = 
=0,2 МПа) в течение 28 дней приводит к резкому возрастанию де­
формации сдвига, а при высоких относительных касательных напря­
жениях (т/чп=0,93) к разрушению материала (рис. 2).

Ереванский государственный университет

II. Ռ. ւրնՍՅՅԱՆ, 1>. Պ. ՄԱԼԱՔՅԱՆ
11ւրւջուլ |>նսւ1ւուլԼւ՝|ւ ոեո[Ո(|]ւսւկւս6 |>ատ1|էււթյունհԼրլւ

Հոդվածում քննարկվոլմ են ուռչող կավային րնա,ողերի սաւքի դիմա֊ 
դրության և սահքի պա յմ աններում սողքի փորձառական հետաղոտութ  յան 
արդյունքներր դրանց խոնավության երկու տարրեր պայմաններում ։

Բերված են երկու տարբեր ուոչոդ կավային րնա Հողների ուսերի ստան­
դարտ դիմադրոլթյան դիադրամներր, որոնք ստա ցված են կողային րնդար- 
ձակման բացակայության պայմաններում նմուշների ոլորման միջոցով 
սկզբնական ք բնական) խոնավության և նորմալ Լարումների կիրառումից 
հետո ջրահադեցնելո։ վիճակներումւ Ստացված Լ ուոչոդ բնահողերի սա լրի 
դիմադրության աոնչությունր, որբ հաշվի Լ առնում այդ րնատողեբում /Լրա­
ցուցիչ խոնավացման հետևանքով) ոլոճեցման ճնշման առաջացման ադդե- 
!)'"թ յունրւ

Սահքի պայմաններում բնահողերի խոնավության երկու վիճակներում 
ստացված սողքի փորձառական կորերի րնտանիքների դրանցման միջոցով 
ստացված Լ պարզ սահքի ձևափոխության ոեոլոդիական աոնչությունրւ ֊իշ֊ 
յալ աոնչությունր հնարավորություն կ րնձեոոլմ որոշել պարդ սահքի ձևա- 
փոխռթյոլններր' կախված շոշափող (այրումից, մամանակից. նորմա, լարման 
հեծությունից և „աճեցման ճնշումից, Բերված են ստացված առնչոլթյու֊ 
նով կառուցված սողքի կորերի րնտանիքներր, որոնք շատ չեն տարբերվում 
փ" րձա ոա կան կորերի ընտանիքներից»
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Академик АН Армянской ССР Н. X. Арутюнян, А. С. Лозовский

Об одной задаче теории вязкоупругости для тел 
с фазовыми превращениями

(Представлено 29/111 1977)

Исследование устойчивости горных выработок в мерзлых поро­
дах при взаимодействии их с движущимся внутри потоком теплого 
воздуха приводит к необходимости решения задачи о напряженном 
состоянии вязкоупругой среды с изменяющейся со временем поверх­
ностью фазового перехода $(1). Определение поверхности 5(г) и со­
ответствующего температурного поля связано с решением задачи 
Стефана С1). В дальнейшем изложении поверхность 5(/) предпола­
гается известной.

Будем считать, что поверхность фазового перехода разделяет 
среду па две области с модулями Юнга £՝։, и ядрами релаксации 
/?։(/“֊"), А>2(/1 —') соответственно. В этом случае традиционные урав­
нения теории вязкоупругости требуют определенной модификации 
для точек образующейся фазы 2 с целью учета истории их деформи- 

ровання до момента фазового перехода т*(Е) в точке Истинную 
кривую релаксации схематически можно представить так, как это по­
казано на рис. 1 (кривая 3). Кривые / и 2 определяются ядрами 

и т) соответственно.

Рис. I. Кривые, предстаплаюшис ядра А?։(г -). 
н истинную релаксацию (крнпая 3)
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Для описания кривой •? введем следующую гипотезу: истинная 

кривая остаточных напряжений, непрерывна и при />■:'((■) подобна 
кривой остаточных напряжений, определяемой ядром —•:), т. е.

при />-,(£) может быть представлена функцией Усло­
вие непрерывности кривой остаточных напряжений позволяет опре­
делить е*(-) в виде

(I)

Тогда уравнение связи напряжений и деформаций в одномерном еду- 

чае при />*](;) будет

5(/) = £,е(/) ֊ £, \ Я, (/ - т ) ----- 11

Г. я.т-ч
■Г(Т)

(2)
а для сложного напряженного состояния при простом нагружении

ч (1)

ДО = Л։Г(О - Л --------
? «)-<1

Г(-.)сК-А,

-л <ё)

(3) 
где Г и Г интенсивности тензоров напряжений и деформаций, со­
ответственно.

Первый интеграл в формуле (3) учитывает развитие деформации 
до момента фазового перехода, а второй—дальнейшую историю. 

♦
Если то справедливо соотношение

/
Т(/) = д։ [ Г (/) - [ /?,(/- ')Г(т)<Л I . (4)

V "
т։

Используя известные свойства функции Хевисайда, можно объе­
динить интегралы, фигурирующие в формуле (2), в один:

с(/) = £>(0 Е,Н(т;(Г)—:| /?>|'1 (Д--- —ОН-
/?։|< (0 - Ч

+ ЕгН |---; (б|/?։(/--) ]ее)</т. (г>)

Введем обозначение 
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Ж'. ,) = £,//(-,) /?,(,_-) + £,Н(х)/?։(/-т).
-*1

Тогда уравнение (2) принимает вид:
/

а(7)=£,։(/)֊у яп-яа -֊«елфм-. *><(*).
Т1

Интересно сравнить полученное соотношение с определяющими 
уравнениями для неоднородно-стареющих наследственных тел (*•’): 

/
ч')= — + Г л-р-да, (7)'։

Нетрудно убедиться, что резольвента ядра А'(/-х՛, -’|
Z?P—*i’, " —'П< где R(t, т) резольвента ядра K(t, -).
Поэтому из уравнения (7) непосредственно следует:

имеет вид

°(t) = E։(t) - <(£). (8)

Таким образом, соотношение (6) для тел с фазовыми превраще­
ниями и уравнение (8) для неоднородно-стареющих наследственных 
тел близки по структуре. Момент фазового превращения в уравнении

(6) играет роль, аналогичную моменту х’(Е) изготовления элемента 
среды в соотношении (8). Однако имеются и некоторые отличия. Ес- 

֊►

ли в (8) моменты изготовления с*(£) всех элементов среды должны 
предшествовать моменту нагружения -х. то в соотношении (6) пред­
полагается, что момент загружения тх предшествует моменту фазо-

вого перехода т*(5). Более того, сами истоки неоднородности различ­
ны. В теории, неоднородно-стареющих наследственных тел материал 
является сам по себе стареющим. Если же свойства среды инвариант­
ны относительно сдвигов времени, то моменты изготовления элемен­
тов среды не существенны. В рассмотренном построении материал 
первоначально описывается разностными ядрами, а неоднородность 
является следствием процесса фазового превращения.

В качестве примера на основе полученных соотношений рассмот­
рим задачу о ползучести стенок неподкрепленной бесконечной гори­
зонтальной горной выработки с круговым поперечным сечением ра­
диуса г/, пройденной в мерзлых породах. В процессе теплообмена 
мерзлых пород выработки с теплым воздухом образуется ореол от­
таивания, ограниченный круговой цилиндрической поверхностью фа­
зового перехода В работе (*1 показано, что при глубине за-
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ложення выработки // (20 : .'01 о задача о напряженном состоянии 
несомой полуплоскости с отверстием может быть заменена задачей о 
невесомой бесконечной плоскости с отверстием под действием сил 
горного давления.

('читая среду несжимаемой, представим граничные условия в 
виде:

/) =-тЛ, г-*оо 
зг|5(/)-0/|=’г|5(0 +0, Л,

(О - 0. <) - «Л$(0 + <МЬ 
ог(а, П=0.

(9) 

(10) 

(П) 

(12)
Из уравнения неразрывности, находим

««>= £!<'>.. /=1,2
(13)

При этом из (12) следует, что

''.(О =с,(П.
Гак как

Г(/)=

то используя соотношения

и уравнение равновесия

=0

(14)

(15)

(16)

(17)
находим

’г(г, I) =
■

|-^|мг(я,/) уг,(Г֊-)«г(н.')^ -V/, г^5(0 (18) 

’I
2

О —у <|£’1пг(а, /) |а-*_г֊»| —

г «ЛИ
— —аР ( ( /?(/ -) Щ Ч иг(а* *)

а ?|

(1*>)
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Здесь е1/, 5ц — компоненты дивнаторов тензоров деформации и наги 
ряжений.

Условие непрерывности напряжений (10) позволяет получит 
интегральное уравнение относительно функции «г(«, 0

/ /V
«г(а. 0 = ЛТ(С т)«г(а, /(I).

(I
(20)

Здесь обозначено

£,!«-• + £,$-*(/)

/(/) =
2п|£։5֊։(О + £1[а֊։-$-»(П

Л'(/. -)=2
/?,(>■ -т)5(/)

Использованный здесь метод сведения задачи (9) —(12) к инте­
гральному уравнению аналогичен методу решения задачи о напря­
женном состоянии цилиндра из несжимаемого вязкоупругого мате­
риала в работах (*•՛). Уравнение (20), ввиду сложности его ядра, ре­
шалось численно. Результаты вычислений для ядер абелевского типа 
при следующих значениях параметров (։л)

'Ч--3,44 час֊0՛91, 04=0,09, £1=1,«7- 105 кг/см\ в։ = 4,05 час֊03.

։։ = 0,7, £,=0,95 • 105 кг/см2

Рис. 2.- Кривые, описываемые интегральным уравненном (20> 
при значениях параметрон й, -- 3,41 час 091: «։ - 0.09;
£, = 1.67 • 10» кг ։։ 4,05 члг-ОЛ. ъ 0,7; А, 0.95 . ]0։ 
кг/гм1, /—при наличии фазового перехода; 2 при отсуг- 

стпин фа юного перехода
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приведены на рис. 2 (кривая /). Здесь же (кривая 2) приведено ре­
шение аналогичной задачи в отсутствие фазового перехода. Сравне­
ние этих кривых показывает, что фазовый переход существенно ус­
коряет ползучесть.

Ереванский государственный университет
Институт физико-технических проблем Севера

ճաւկակաէ 1111Ճ ԴԱ ակաղԼմիկոս Ն. Ь. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ. Ա. II. ԷՈԶՈՎՍԿԻ

Աշխատանքում կառուցվել մների և ղեֆորմացիան երի կապի

Ֆսւզափն ձևափոխություններով մարմինների ճամար ւււոտձ^ամածուցիկօւթ յան տեսության մի իւնդրի մասին
են չարա

հ ավա ս արամներր տարբեր ա ոաձ ղ ա մ ած Ո է ց ի 1/ հատկություններով տիրույթ- 
ներր բաժանող ֆազային ձևափոխության շարժվող մ տկերևու յթով միջավայ­
րերի

Ցույց Ւ տրվում, որ կտպի առաջարկված հ տ վա ս ա ր ո է մն երբ ունեն ոչ 
համասեռ ժառանգականորեն ծերացող մարմնի ոք>ո?իչ հավասարումների 

կառուցվ ածքին նման կաոուցվածք։
Լուծվել Է սառած հանքատեսակների լեռնային մշակման պատերի սող­

քի վերաբերյալ խնղիրր հալեցման րնթացբի ղեպրում։
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Об одной периодической задаче контактного взаимодействия 
стрингеров с упругой бесконечной пластиной, расслабленной трещинами

(Представлено академиком АП Армянской ССР II. X Арутюняном 30/У1 1977)

Рассматривается периодическая контактная задача о взаимо­
действии тонкостенных элементов в виде стрингеров с упругой бес­
конечной пластиной, которая расслаблена периодической системой 
трещин, расположенных на одной линии. Но исследованию указанно­
го вопроса имеется довольно большое число работ, о которых упо­
минается в (1՜4).

I. Пусть упругий лист в виде тонкой упругой пластины рас­
слаблен периодической системой трещин вдоль отрезков [2/г£ -/, 
2лА | /| (/1=0, Ь1» ±2, • • •) оси Оу. а по конечным отрезкам 
|—о. а] линий у = 2//Л±А (£<£, л=0, ±1. 2, . . .) усилен упру­
гими стрингерами прямоугольного поперечного сечения с малой ве­
личиной площади, имеющей толщину А и ширину Па берегах тре­
щины действует симметричное нормальное давление -х(0. у)=/(у). 
Сама пластина на бесконечности растягивается но направлению оси 
Ох равномерно распределенными усилиями интенсивности р0, а на 
обоих концах накладок действуют растягивающие сосредоточенные 
силы Р (на рис. 1 показан одни период, когда л=0).

Рис. 1

При известных предположениях относительно стрингеров 
сводящихся в основном к тому, что они находятся в одноосном нап-
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ряженном состоянии, требуется определить закон распределения тан­
генциальных контактных напряжений под стрингерами, а также 
коэффициенты интенсивности нормальных напряжений на концах тре­
щин. д

Чтобы решение поставленной контактной задачи свести к реше­
нию определенного функционального уравнения, обратимся сначала к 
построению соответствующей функции влияния. С этой целью пред­
варительно рассмотрим следующие две вспомогательные задачи, в 
которых компоненты смещений и напряжений обозначим верхними 
индексами .1“ и .2“ соответственно.

Задача 1. В точках — ±5±г‘т)-|-/2лА (п=0, ±1, ±2, . . .) бес­
конечной пластины, отнесенной к плоскости комплексной переменной 
- = .\- Н’у, приложены растягивающие сосредоточенные силы вели­
чины р, направленные по осн Ох, а на бесконечности пластина рас­
тягивается равномерно распределенными напряжениями интенсивности 
Ро по направлению той же оси Ох. Требуется определить компоненты 
напряжений и смещений.

Задача 2. Построить решение смешанной граничной периоди­
ческой задачи для полуплоскости х^О, на границе которой имеют 
место следующие условия:

(0, у) - /,(у ) при 2п£-/<у <2л£ 4-/

(« = 0, ±1, ±2, . . .)

и(24О, у) = 0 при 2л£-ф/:;;|уК(2л+1)£

-'/>(0. У)=О. (—оо<у<оо) (1.1)
4

при л—ос напряжения исчезают, а функция

/։(у)-֊аб>(0, у)Ч/(у), (1.2)

где /(у)—заданная нагрузка, а ай>(0, у) — определяется из решения 
задачи 1.

Используя известное разложение функции <А%г на простейшие 
дроби, получаем решение задачи 1 в виде формул (*)

?։(г)=у1п^ + ^г, Мг)=֊*Ъ(г) + <?1'И|+> + Л*<֊>|1 (1.3)
л՝՜' 4

=р12-( !-}-•/). х = (3—.)/(!+>).
2с + г

= • с) 4- 81п։ц, -д—- 5112/ (г + о.
О

где ?;(г)=Ф։(г), ?1(г) = Ч։(г) функции Колосова-Мусхелишвили, 
• коэффициент Пуассона материала пластины, а / = г/2/..

Далее из (1.3) получим, что горизонтальные перемещения точек 
пластины на линии у=2л£+ц (л=0, +1, ±2, . . •) будут
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где

о
V). 5, г() = — 1п зЬ(л* ■ Е) 

8Н/ (х - Е)
• х . 1 4՜ *
։. ТЛ 4 ——Р^х.

811 (1.41

Р^х, Е,
Д1+) 

г()=у|п —+ 
Д1->

Д(±) = 8Ь»/.(х±Е) 81П»Ц, Л^(‘'^2/(х±Е)сЫ>(х ± Е) 1 4. 5Ь=/ (аг±с) 
Д<1>

а для <з^։։(0, у) будем иметь формулу

Зо1(0|у)=3и>((), у, Т/) = ).р (1 4-х)зЬ2>-Е

4֊ 2ЛЕ8Ь«2кЕ| (#+>)֊» +(Я'՜’) ։1|4-А> (1.6)

Д<*>==8|п։>(у +т() -|- зЬ’/.Е, у —постоянная Ляме.
Соответствующие комплексные потенциалы в задаче 2 ищем в 

виде (*)

ф։(2) = _ ֊1 Г >Г։(г)=2ф;(г), (1.7)
2-1Л ։у—г

—■I —
где

<;<У) = /,(У1 пР1, о<г|уМ [0(УМу=о 
£։(у) при /<|у|<Л р

1(|+.)в.(х,р)-2л^!^>
| дх

1
8гр

а £։(У) неизвестная периодическая функция с периодом 21. 
Тогда для перемещения и(а,(х, у) будем иметь формулу

У)=/^(х> У» I т?) =

где

д։(х, у)=01(х> у. с. т?)= | 1п |51п։)(у-0 + $М/^10(/)Л.

-4

(1.8)

(1.9)

Удовлетворяя второму граничному условию из (1.1). получим

1п|з1п>.(у - О|б(/)Л = «‘”(0, у) = { ^(՝ ’ /^|у|^£ (110)

-4

Здесь 7,(у) неизвестная периодическая функция, подчиненная усло­
виям

</,(/) -</,(֊/) =°. (1.11)

в Е модуль упругости материала пластины.
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Обрата.։ интегральное уравнение (1.10) (5) и используя условии
(1.8) и (1.11), для неизвестных функций <?i(y) и g։(y) находим

LEV cos2>֊y— cos2/Z

i __________________
Г /cos2/Z—cos2>/
I sln>.(/—у)

I _________________

E,<y> ‘ V։ ly7^֊^'/,(0rf>.
r cos2// — cos2>y J sln>.(/ — y)

/<|y|^A (1.12)

Подставляя (1.12) в (1.7), получаем решение задачи 2, которую 
можно рассматривать как задачу для бесконечной пластины с перио­
дическими трещинами, когда на берегах трещины заданы нормальные 
напряжения.

(еперь очевидно, что функцию влияния исходной задачи мож­
но получить наложением решений задач 1 и 2:

"(х, т„ :, г,) = /?։>(л֊, п, т() + мГО(х. 7(, ;, т(), Х>0 

где и՛" и м'2’ даются соответственно формулами (1.4) и (1.9).
Так как з<.'>(0, у) ограничена вблизи концов трещины, то коэф­

фициенты интенсивности напряжений на концах трещины можно 
подсчитать по формуле (1.12). В частном случае, когда —0, этот 
коэффициент будет

/.(1 ф- *)ch>;
/ sh1/; ф- sin1/ /

а если т) = £, то

~;slv; • cos2/ / 
(sh** с 4֊ sin2//)3'1

+/?(/./-)

/.(l+>:)sli*« 
V ch2/E sin1/1

где

-JCh'; • cos2/ /
(ch2/«— sin1//)31

Ф //(/. /•).

/?(/. L) = p0 ]/ ֊tg/Z+2rV
________ I ___________________

- i* V cos2/T — cos2/ / 
/.sin*/ J sin/-(/—/) /(/)<//.

Заметим еще, что при т( = /;о=/ = о и / ֊►£ функции (1.3) и 
(1.7) лают решение задачи, рассмотренной в работе (*).

2. Обращаясь теперь к поставленной выше контактной задаче, 
заметим, что аналогичным путем, как это сделано в работах (’ э), ее 
решение можно привести к решению следующего сингулярного ин- 
тегродифференциального уравнения с ядром Гильберта: 

cth / (5 л) ф clh/ (; ф- л) ф Л'(Е, х) ]?'( ։ )di —
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4Лр( 1 + х) дР £(1
х дх 2х (2.1)

при граничных условиях
а

ч(а)=Р, ?(0) = Р- |
(2.2)

где
К (с. Л) = Л'(А‘, ь. 5, Ь}= -д-^-+ ՛■ Н) —

кх дх к дх
а

?(Х) = Р — I ?(3)(/з, ?'(-') = '(*), >* = ֊ ՛^' Г֊ 
Л ШЕ,*X

-(л)—неизвестные контактные напряжении под стрингерами, Е5—мо­
дуль упругости материала стрингеров, Р՝ — дается формулой (15), а 

р=и™(х, Ь) при /7=0

Р2=и&(х, 0) при /у0=/=0.

Отметим, что первый интеграл в (2.1) следует понимать в смыс­
ле главного значения по Коши.

Относительно решения уравнения (2.1) заметим следующее. Ес­
ли Ь<^1, то функция <?'(х) должна иметь особенности на обоих кон­
цах отрезка интегрирования, притом она имеет традиционную особен­
ность в виде квадратичного корня при х — а, а при х = 0 порядок 
се особенности меньше 1/2. В указанном случае решения уравнения 
(2.1) обычно строят численными методами.

Если же то решение уравнения (2.1) при граничных усло­
виях (2.2) можно представить в виде ряда

1?'(х) =
с1п х/2( сЬ2)-а — с!12' Х ) Г'о

Х„ 7։п+։(1н^71Ь' ц), (2.3)

где |ЛЯ|" 0 неизвестные коэффициенты, а Г,л^։(х) (л = 0, 1,2,.. ■) 
многочлены Чебышева первого рода нечетного индекса.

Подставляя (2.3) в (2.1) и используя функциональную завнси-

(Л=0, 1, 2, . . .)
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непосредственно вытекающую из известного интегрального соотно* 
шения |7. формула—7 ■ 34-4) (С/ц(х)—многочлены Чебышева второго 
рода), для определения неизвестных коэффициентов получаем 
квази вполне регулярную (ь’) бесконечную систему линейных урав­
нений

(т=0, 1. 2, . . .)

----  От,пФт.л л»,л»

1 ճ։էհ>.0 с!х
и

7Լ>ո+ւ(էհ/.Խէ1հԽ)^ 
с!нЕ • х(*, а)

Ս■Խ էհ ' а ।’ տ1ո/ ■ տյո(2/ո4֊1)< • տ!ո(2/< 4՜ 1X
-։(2п 4-1) յ 1 —էհ2/.« • օօտ*ք

о

, >р _ ւԼԼճձ _ 4£^( 1 4 х) дР
2х х дх

и?т - </х.

/(X, а) = /2(с!12'а—сЬ2лх).

Подставляя |,¥„|~ в (2.3), получаем распределение контактных 
напряжении под стрингерами, а по формуле (1.12) можно определить 
коэффициенты интенсивности напряжений на концах трещины.

В заключение автор благодарит С. М. Мхитаряна за внимание к 
работе и ценные советы.

Институт механики
Академ ни наук Армянской ССР

Կ. Լ. ԱՂՕԱՆ
ճաքերով թուլացված անվեր* աոաձդական սայի և վերադիրների 
կոնտակտային փոխազդեցության պարբերական մի խնդրի մասին

Աշխ ատան բում ուսումնասիրվում Լ առաձգական վերագիրն երի և առաձ­
գական անվերջ սալի կոնտակտային էի ս խա զգե զ ո ւ թ յան սյ ա ր ր ե յւա կ ան խըն- 
գիբբ» երբ սայր թ ուլա ցված է մի գծի վրա գտնվող և վերադիրների նկատ­
մամբ սիմետրիկ գ ա ս ավորվտծ ճարերով։

Ենթադրելով, որ վերագիրներր գտնվում են միաոտնցր լարված ային 
վիճակում, խնգյւի լուծումր րերվամ Լ անհայտ կոնտակտային քայւումն տր- 
տահայտող ֆունկցիայի նկտտմ ամ ր Հիլրերտի կորիզով սին գոէլյայւ ինտեգ- 
րա - գիֆերենցիաւ հավասարման։

Այգ հավասարմ ան [Ուծումր վւնտյւվ Ոէմ է Չեբիշևի աոաջին սեռի բազ­
մանգամներով շարյւի տեսբով» Շարրի անհայտ գործակիցների որ՛ոշման
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ наук армянской ССР

ЬХ\/ ~ ’ ՜ 1977 2

УДК 539.3

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Г оном н, С. А. Мел ку мни

Контактная задача для полуплоскости с внутренним 
вертикальным конечным разрезом

4 Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 30/VI 1977)

Задача о растяжении полуплоскости с внутренней конечной трещи­
ной. нормальной к границе полуплоскости, исследовалась в работе М. 
Исиды, Е. Итагаки ('), где дано ее решение, которое представлено в 
виде ряда по степеням малого параметра. В наиболее общем случае 
нагрузки на берегах трещины в полуплоскости с нагруженным краем 
Л. Н. Карпенко (2) свел решение задачи к сингулярному интеграль­
ном} уравнению При действии на берега трещины нормальной само- 
уравновешенной нагрузки аналогичное интегральное уравнение полу­
чено В. А. Свекло (3). М. Исида (4) исследовал задачу о полуплоскос­
ти с внутренней трещиной, перпендикулярной к жестко защемленному 
краю полуплоскости. Г. П. Черепанов (5) получил замкнутое решение 
для аналогичной задачи, когда на границу полуплоскости действует 
бесконечный жесткий штамп при отсутствии трения на линии контакта.

Некоторые задачи для полуплоскости с конечным вертикаль­
ным разрезом, выходящим на границу полуплоскости, или полубеско- 
иечным вертикальным разрезом, идущим с некоторой точки полупло­
скости. когда на границу полуплоскости действует или распределенная 
нагрузка, пли конечный жесткий штамп при отсутствии трения, рас­
сматривались в работе авторов^.?)

Исследованию плоской смешанной задачи теории упругости для 
плоскости и полуплоскости с разрезом посвящено много других работ. 
Подробные обзоры об этих работах даются в монографии (в) и в 
сборнике (9). <֊ - Ч-ш-м

В настоящей работе рассматривается плоская контактная задача 
для упругой полуплоскости с внутренним конечным разрезом, когда 
на полуплоскости действует конечный жесткий штамп с основанием 
ирон ^вольной формы, сим метрично расположенный относительно оси 
разреза. Предполагается, что трение между штампом и полуплоскостью 
отсутствует. На горизонтальной границе вне штампа ина кромках раз­
реза действует произвольное нормальное давление (рис. I).
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Решение задачи получено методом Фурье. В конечном счете оспн 
ние задачи сводится к системе из парных и тройных интегральных ‘ 
уравнении. Эта система в свою очередь сводится к регулярной беско­
нечной системе линейных алгебраических уравнений.

Рис. ]

В частных случаях, когда а->0 или Ь соответственно получа­
ются контактные задачи плоской теории упругости для полуплоскос­
тей с вертикальными конечным и нолубесконечным разрезами ранее 
рассмотренные авторами

В силу симметрии граничных условий достаточно рассматривать 
только область квадрата (0 -т<^оо. О у<г>э). при этом граничные 
условия задачи будут иметь вид:

-ху(л-.О) = 0 (О^л ^оо), *лу(0.у) = 0 (0^у<оо) (1)

ц(0,у)=0 (Ь£у^а г'(х,0) =/,(^) 0^х<с

’л(О.у) «/.(у) а <У<7» зу(х,0)с Л<ое

и(0,у)=0 Ь^у<Ук (2)

Для решения задачи бигармоннческую в области О д- ос, 
Ог£у<оо функцию Ф(л,у) берем в виде суммы тух интегралов Фурье:

Ф(Л, у)= I (1 4֊зх)А(։)^ *-։СО8(։у) т/’ + ^(Н?У* ՝ С08(?‘К/? (3)

и О
(О х ос, 0 У<ео

Напряжения н перемещении определяются при помощи функции (3) 

обычными формулами (•).
Удовлетворяя граничным условиям (—I для определения функ­

ции А(а) н С(3) получаем следующую систему, состоящую наследу­
ющих парных и тройных интегральных уравнений:
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j ?C(?)cos(Md? =
V* 

ci

(4)

% x
P*C(P)COS(?X)d? = j а։.4(։)(ях—1)г ■•</։ — /։(л) 

и

С Л'< ОО

X

։Д(։) COS (ay)rf։ = О

(•

о SS а

։M(a)cos(ay)da = j₽*C(?)(?y—/։(у) rt<y<ft 

О о
(5)

X

։Л(а)сО8 (։у)</а=О.

о

b у < оо

Подобные „парные* и .тройные* уравнения рассматривались в 
работах (••MO.ii) и в ДруГНХ։

Используя результаты работы (в) из (4) для функции с(^) полу­
чаем

С(?) = - 2 I г
— — ?2(г)А(?^)^—
ТТ j

о

ггК0(1Г) Jt('ir)dr, (6)

где введены следующие обозначения:

Erd_ Г /,(Л-Мх 
2 d г .) /г»-л» 

О

X

г

xf^x}dx
V v3_ Л (7)

Следуя (։։) и (։о) Д(։) ищем в виде

1

II из (5) получим

Ап = 1 L I Рл( cos 0) slnfa/O I —- - г— ,
У 2” J J (cosO—cos<?)w

Fl •

(«)

(9)
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где введены следующие обозначения:

€

/ (?)=<՝! г * /2(й з1п г/2)со$ ?/2г/г —

X
-26^ ^(51Пф/2е ^)С(3)<3,

и

^1 = 2 ( 1 )лЯя, ?, = 2агс51п а)Ь. 
Л- I

(10)

(И)

Здесь У, (г)—функция Бесселя первого рода от действительного 
аргумента К, (г) —функции Макдональда, Рп(г) полиномы Лежан­
дра.

Имея в виду (6), (8) и (10), исключая С(3) из (9) и произведя 
замену неизвестных Ап

(2л + 1) бя=/2г Ля, (12)

для определения 6Я получаем следующую бесконечную систем} ли­
нейных алгебраических уравнений:

оя=2л+1: ктпс т —1 771* (13)

где введены обозначения:

<»
— л

р>л(СО5в)ад8(П МО

51

1
(со^б СО5?)1 2

соб г 2*Г(6 §1п г 2М- </?, (14)

Ч’(й 81п г/2) —/2(Ь 51п г/2) +
о

г(4&*51п*г/2 г*)
(А*з1п*г/2 + г*)’1

®։(г)</<4-

г «•и»1 я°՛

А'жЛ- Грл(СО80)Л1я|(0) 81пв(/0,

?1

(15)

А1И(9)
1>( 1лг — 1) Г

г/2 3 (СОБ& — СОЗ?)1*
У £т(*51п? 2)СО8 ?/2

Г
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! т(Ь !!'п '■ = ( 4л։

6

Г К0(чг'\Гг(АЬ2 5(п’ г/2 + Г*)
] ( №1п«2/2 4֊ г։)” (16)

Покажем, что система (13) регулярна. Нетрудно видеть, что

Л А0(аг)г3(4/>* 511Г 2/2 4- Г5)
.1 (дЧ1п*2/2 4-г։)5Я Г
С

4 
я։Й։$1п։2/2

/С։(яд^1п։2/2),

Г А„,-1(<>1)/С1(а^51|112/2) (/ 
I я*

(171

б’՞1֊1!՜ (т--^֊У(т
\ 2 / \ 2 /

8<><(т ‘•81пЧт-1>^.2Г(2„,) т 2т;
Ь'$\п*2]2

где Л(я, 3.7,г) — гипергеометрический ряд.
Учитывая (16), (17) и используя асимптотическое разложение 

функции ^(я. ?;т.г) и известные интегралы от тригонометрических 
функций и полиномов Лежандра для Ктп получим следующую оценку

/2______
(2л 1 )(4т’ 1)

(18)

Следовательно

/2 1
2п 1~ ։4л/»-1

/2

2(2л—1)
(19)

^тп <"

то есть система (13) вполне регулярна.
Из (14) видно, что свободные члены системы (13) ограничены 

сверху и при л-*<х> стремится к нулю, как 0(1/л).
Решая систему уравнений (13) метолом последовательных при­

ближений, коэффициенты (1п можно определить с любой точностью.
После определения или Ап составляется уравнение (11), ко­

торое будет линейным относительно г, и определится постоянная с։ 
Определением с։ неизвестные Ап будут определены полностью. Далее, 
по формулам (8) и (6) можно определить все неизвестные функции и, 
следовательно, напряжения и перемещения и любой точке полу­
плоскости.
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Վ. Ս. ՏՈՆՈՅԱՆ. II. Ա. Մ ԵԼՔ IIՒ ԱՅ ԱՆՆերքին ուղղաձիզ վերջավոր ճեղքով կիսսւհարթալւյան կոճտակաափԼ իւնղիրր
Դիտարկվում ( հորիզոնական եզրից վերջավոր հեոավորաթյան ւ| ։Ա| 

վեջավոր ուղղաձիգ ճեղքով թուլացված իզր տ րո պ, առաձգական կիսա >ար. 
թուք1 լան կոնտակտային ի*նդ[ րրւ

Կիսահարթ ության եզրին ճնշում Լ վերջավոր չափով մեղրի նկատմաս բ 
համաչափ դասավորված կոշտ ղրօշմրւ Ենթադրվում է, որ շփումը' դրոշմի 
և կիս ա հարթ ութ չան միջև բացակայում Լ։ Կիսահարթ ութ յան եզրի վրա դրոշ­
մից զուրւ» և հեղքի ափերին ա (լզում Լ կամայական նորմալ ճնշում ւ

Խնդիրր լուծվում ( Ֆուրյեի մեթոդով։ Խնդիրն սկզբում բերվում է 6 զույգդ 
և. «երիցս V ինտեգրալ հավասարումներից բաղկացած սիստեմի, սէքնուհետե 
էւե զուլ յար հանրահաշվական Հավասարումների անվերջ սիստեմի:

Մասնավոր դեպքերում, երր (է -*■ 0 կամ 47—*Օ© Համապատասխանաբար 
ստացվոէմ է հարթ առաձգականության տեսության կոնտակտա քին խնդիրր 
կիսահարթութ յան համար, երբ կիսա Հ արթ ութ յո նր թ ուլացվա 3 Լ եզրր դուրս 
եկող վերջավոր կամ կիսաանվԼրջ Ո*ՂՂ ոձիդ մեղրով։
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