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ՀԱՅԿԱԿԱՆ и II ճ ԴԻՏ Ո 1> ԹՅ Ո ԻՆՆԵՐ Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Г. ձ. Назарян

МАТЕМАТИКА

О классах сложности множеств булевых функций

(Представлено чл.-корр, АП Армянской ССР Л. А. Талаляном 29/IV 1976)

В статье рассматриваются вопросы реализации булевых функции 
в алгорифмических языках при ограничении на время работы алго
рифмов, а также классы сложности множеств булевых функций.

I. Всюду далее орф есть сокращение для выражения „общере
курсивная функция**, чрф — „частично рекурсивная функция", рпм — 
„рекурсивно перечислимое множество", н. ч,— „натуральное число", 
б. ф.— „булева функция".

Определим и. ч. как слова в алфавите !0, 1|, так же как в (1). 
Булевы функции и связанные с ними понятия, здесь неопределяемые, 
будем понимать естественным образом, например как в (’), в част
ности б. ф. размерности п рассматривается как слово длины 2Л в ал
фавите 10, II (н. ч.). Через /(х) будем обозначать длину и. ч. х, 
d(Л) — мощность конечного множества Д. Размерность б. ф. будем 
указывать верхним индексом. Посредством Л1л будем обозначать 
множество б. ф. размерности //, принадлежащих множеству /VI. Бук
вой G будем обозначать класс всех б. ф. Буквы t, Т, т (возможно с 
индексами) будем использовать для обозначения одноместных орф, 
М-для множества б. ф., F, Р—для б. ф., С, р—для н. ч.

Зафиксируем некоторую аддитивно оптимальную нумерацию (3<) 
чрф «?. Для нумерации ® зафиксируем конструктивную последова
тельность сигнализирующих Ф. с последовательностью сигнализирую-

А

щих Ф ассоциируем последовательность чрф Ф такую, что

\'»у/|(ФД/г) = max Ф/(х)). Запись t=>F будем использовать как сок- 
/(х)-л

ращение для „чрф а вычисляет б. ф. Р“. Через /\(РП) и K'(Fn) бу
дем обозначать соответственно mln /( ^)(ф/։=>Рл), min/(р)((?р=>Рп)& 

& (Фр(//)<У(л)) ” чеРез 1(| 11 соответственно max K(Fn) и 

uvt\xK\Fn). Символы >, < и X используются в следующем смысле: 
Fn Q Al/i
a(n)>b(n)֊ zCyn(a(ri) + С а(п) < b(n) = z]C\ n((i(n) <b(n) +С)
и а(п)Х b(n) &а(п)<Ь(п). Множество Л1 б. ф. будем 
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называть Г-мощностным, если выполнено X / и X 1(с1 
(нетрудно убедиться, что если Л1 рпм, то /. мХ/(^(Л1мН. В дальней
шем рассматривая поведение произвольной сигнализирующей будем 
иногда дли краткости называть ее „время вычислений11 или просто 
.времяпод .объемом программы" будем понимать индекс р нуме
рации

2. Следующее довольно очевидное утверждение (2.1) показывает 
существование множеств, допускающих „ускорения* вычислений 6. ф, 
им принадлежащим только при существенном увеличении объема 
программ их вычисляющих. Утверждение 2.2 иллюстрирует возмож
ность обратной картины существование множеств допускающих .ус
корения “ вычислений б. ф. им принадлежащих при незначительном 
увеличении объемов программ. В 2.1 и 2.2 .И —рекурсивное множест
во.

2.1 у/аМэСд/,((Л''<с)<&

֊■2 з'»\7։з^ ^з^з/> лк/•՛„(«)« с, )&

Э\.-(7(Л)>МЛ))| & уГ(ЧМ<с.)).
Множество б. ф. будем называть 5—множеством, где 5—неко

торый класс орф, если характеристическая функция этого множества 
принадлежит 5.

2. 3. Для всякого перечислимого класса 8 орф можно указать 
( такую, что Оля любого 8-множества М выполнено //иХЛя.

Нетрудно убедиться, что всякое рекурсивное множество является 
7‘-мощностным, т. е. (это следует например из
2.3). Иначе .ведут* себя рпм. Как будет показано в дальнейшем для 
них функции Шеннона А и /У могут существенно отличаться при 
любых /. Но сложность множества /?и определяется сложностью 
„сечений*— Л/я. Одной из возможных характеристик сложности .се
чений* является сложность их характеристических функций. Через 
/ ия будем обозначать характеристический вектор множества Мп — 
вектор з։ □, • • • з л, 7-ая буква которого равна 1 если Г? (7-ая б. ф. 
в лексикографической упорядоченности средн б. ф. размерности л) 
принадлежит Л1. Будем рассматривать условную сложность (’) 
К((1 ия|л) = рр|?р(л) = /ия& Ф/,(л)<^/(//)|. Как показывает следующее 
утверждение, ограниченность функции А'/(/,ил|л) при подходящей / 
является достаточным условием (но не необходимым —см. 2.6) для 
того, чтобы множество было Г-мощностным.

2.4 \адЛ'М|/.'Л(л)<2А''«(/.л<л|л)4-^(/Ил)1.

Как следует из 2.4, множество Л4, задаваемое схемой У"(А4Л = А1/Я 
если \Piln)) (где М1 (/- 1, • • • , £) — некоторые рекурсивные мно
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жества, и Р/ (I— 1, • • • , /г) -частично рекурсивные предикаты с не- 
пересекающнмися областями определения), является / мощностным, 
несмотря на то, что может быть не рекурсивным.

Введем некоторые определения. Л\ножества А/ и АГ будем на
зывать аддитивно равномощными, если 1(д(Мп))Х1(д(М п)). Множест
во А/ будем называть (л,/) —восстанавливаемым, если Э^Э^(^< Г(Л чл| 
<^л, Пусть Оя обозначает конечное множество и. ч.
с каноническим номером х (5). Орф к .будем называть правильной, 
если для всех и и т ИК(П.„п суть множества б. ф. и выполнено 
(/п։ С/Ла^и^л.я^СО^,,,^,)). Пусть а-орф, удовлетворяющая условию 

\гл(7(л) -22 ). Правильную орф к будем называть функцией покры
тия ДЛЯ М если \'Л՜] ~|3/Пг^Я(л) ИЛдл, т1^Мп|. Функция покрытия 
для А1 задает таким образом некоторый единый (по л) способ покры
тия сечений .Пл. Пусть ц есть функция покрытия для .И. Множест
во М' будем называть покрытием М по £ если \п(П^п. т>~ АГ), где 
/л — наименьшее н. ч. такое, что ПК<П։ ,П)^МП. .И' будем называть по
крытием для М если М' есть покрытие М по некоторой орф g.

Следующее утверждение устанавливает некоторые необходимые 
и достаточные условия для того, чтобы М было Л.мощностным.

2.5 Условия (а), (б) и (в) эквивалентны, для .И;
(а) М является Т-мощностным,
(б) существует аддитивно равномощное ему (п, ^-восстанав

ливаемое надмножество М',
(в) существует аддитивно равномощное ему покрытие АГ. 
Используя 2.5 легко доказать следующее утверждение.
2.6 . Существует Т-мощностное М такое, что \'(\'С

Из 2.6 следует, что ограниченность Х7(/ и„|л) не является необ
ходимым условием для того, чтобы .И было Г-мощностным.

2.7 . Пусть М' есть покрытие для М, тогдая/(/.'н(л)<:/^(А1ч)).
2.8 Если АГ есть покрытие для рпм А/, тогда АГ также рпм.
3. В этом пункте мы сформулируем некоторые свойства мно

жеств, очевидным образом обуславливающие скачок оценок при ог
раничении на время вычислений и покажем существование множеств, 
для которых £ и существенно отличаются при любых /.

Под частично рекурсивной последовательностью (чрп) б. ф. бу
дем понимать множеств) значений чрф •]>, удовлетворяющей условию 
1'р(л)Э(|(п) есть б. ф. размерности п). Множество А( будем назы
вать предельным, если любая чрп 5 6. ф. почти содержится в М, 
т. е. множество 5—А/ не бесконечно.

3.1 А/ предельно «=> тш А'(/?л)->оо.
Гп $ .и

На множества б. ф. естественным образом могут быть распростране
ны понятия простоты и нмунностн (’).

3.2 . Если рпм М предельно, либо выполнено пАп К(Еп)-сю, то
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\7(/?։|(л) 2՞) и И просто (а, следовательно, М-иммунно).
3.3 Дли любой неограниченной, неубывающей орф к можно 

указать простое множество М такое, что \ !(/’М(//)>2М) и £.ц(л)^

В качестве искомого в 3.3 может быть выбрано множество .44, 
удовлетворяющее условию: \ п(Мп = \Гп\К(Т'п) (К(п)}). Условия 
для /И выполнены в силу его предельности, либо того, что т1пА*(Л)-*

Р’бм
•оо. Орф 7 будем называть мажорантой сложности для Л4 если 
|/(А'и(//) ^7(«)). Довольно очевидно, что если М имеет имунное до

полнение и ; есть мажоранта сложности для Л1, то множество 
л|7(//) 2П1 не бесконечно, с другой стороны, из факта существова

ния сколь угодно „редких* простых множеств следует — существует 
простое Л1 такое, что л/дС\л -|зт(А'и(/л)<С). Таким образом ма
жоранты сложности в свою очередь могут отличаться от Ь*.

3.4 . Пусть рпм М и орф а удовлетворяют условию \п(д(МпХ 
и множество \п\д(Л1п) з{п)\ не конечно. Тогда можно ука

зать орф ։ и последовательность н. ч. П( такие, что )<Л »(///).
Функция з в условии 3.4 может быть выбрана равной константе 

С, тогда из 3.4 следует: (а) утверждение 3.3 не может быть усилено 
до такого вдМ((Л,и(«) С) & \7(/.'и(п)>2п))“, или иначе функция £ 
в условии 3.3 не может быть константной, (б) из 3.4 вкупе с тем, 
что если М просто, и 7 есть мажоранта сложности для Л4, то 
V" (7(я)^>2/։) следует, что параллельно с фактом существования сколь 
угодно „редких* простых множеств они обладают следующим любо
пытным свойством — (Л4 —просто э - яС(^(Л4п)<С).

4. Здесь мы сформулируем некоторые факты, относящиеся к 
сложности разрешения рпм н. ч. (ср. (г> ”)), которые представляю1՜ 
самостоятельный интерес, и которые позволят как следствия из них 
сформулировать факты о булевых функциях.

Букву П будем использовать н качестве переменной для рпм и. 
ч. Под сложностью разрешения (/ разрешения) //-куска рпм П будем 
понимать /(ш1нр), где т1н берется по всем р таким, что ух(/(хХлэ 
(Ир(л’) & (х- Пч=> <р^(х) = 0))), (ух(/(х)<лэ(1 ?/>(•*) & х С Пч=>
?/?(х) = 0& Фр(х)- /(/(х)))_ Сложности разрешения и I разрешения 
//-куска рпм П будем обозначать соответственно через /С(П, //) и 
А'(П, //, /)• Пусть ПЛ есть множество и, ч. длины // из П и >пп как 
и в случае множеств б. ф. обозначает характеристический вектор Пя. 
Следующие соотношения легко проверяются

4.1. (а) уГЦА^/цп|//)<Л'(П, л)),

(6) У^а^уП(Я'«(ХПд|л)<Л''։(П, п, Г։)),

(в) К(Ч,1«) 5 Пя).
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Пусть 3 орф. II будем называть ^-редким, если уп(й|л|/(х)<: 
^п & 11: Орф р будем называть верхней оценкой слож
ности разрешения (сложности I разрешения) рпм II (*). если выпол
нено /С(П, л)е^£(л), А (И, л, /)^^(л)).

4.2. Для любой, монотонной неограниченной орф %, такой, 
что у//(£(//)<//) можно указать неограниченную монотонную орф 

такую, что р является верхней оценкой сложности разреше
ния любого ^-редкого рпм.

Из 2.4 и 4.1 (6) легко следует
4.3. («) Пусть II— простое множество. Для любой орду !, 

для любой верхней оценки сложности ! разрешения выполнено-.

(б) Для любой монотонной неограниченной 3 можно указать 
'^-редкое рпм П такое, что у1(К։^мп\п)^п12- )(п)/2.

Из 4.1 4.3 а также факта существования сколь угодно редких 
простых множеств следует, что верхние оценки разрешения и огра
ниченного разрешения рпм могут существенно отличаться. Из этих 
утверждений также следует

4.4. Пусть ^-неограниченная, неубывающая орф. Существу
ет псевдопоследовательность (’•’) б. ф. Епп такая, что

В качестве искомой нсендопоследова1ельности может быть выб
рана >п,. некоторого достаточно редкого простого множества. Таким 
образом в классе псевдопоследовательностей б. ф. описуемы „есте
ственные" псевдопоследовательности для которых А (Г«) и А՜ '(/^) 
существенно отличаются при любых /.

5. Иод классом сложности множеств б. ф. будем понимать 
класс таких рпм М, для которых выполнено /. МГ/-'Ч. Многие факты, 
относящиеся к классам сложности чрф (*°) легко переносятся на клас
сы сложности множеств б. ф. Так, существует равномерная процеду
ра получения нового класса сложности, строго включающего R, по 
сигнализирующей для I (5.1), в то же время из аналога теоремы о 
пробелах (5.2) следует невозможность такой процедуры, равномер
ной относительно самой А

5.1. Существует орф Н такая, что для любого / если 
есть орф, то R и.

5.2. Для любых орф / и Г существует орф 1>Т такая, что 
R ( — Р/а •
Из 5.2 следует

5.3. Не существует орф з такой, что для любой орф I
Дальше в этом пункте мы будем интересоваться вопросами 

представимости классов сложности (ср.(’112)). Пусть фиксировано 
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взаимнооднозначное соответствие между множеством н. ч. и б. ф. 
II. ч., соответствующее б. ф. в этом соответствии будем называть ее 

кодом. Через Л будем обозначать множество б. ф., для которого Я 
есть множество колов. Пусть ау/ есть множество определенности <р/. 
Множество п. ч. х будем называть представлением класса /?, мно

жеств б. ф., если /(*, .Будем говорить, что класс рекур
сивно представим, если существует рекурсивное представление клас
са /?,.

5.1. Класс R/ рекурсивно представим для любой орф I.
Через - К( будем обозначать индексное множество класса R,,

определяемое как . Будем пользоваться обычными обозна
чениями „ / “ и „ для сводимостей по Тьюрингу и 1 — 1 своди
мости, V, и 11„ для уровней иерархии Клини-Мостовского (5). Нам 
потребуются следующие „эталонные" множества- Equal=l<7, />|®/= 

г, и Coilnite = U|w/ кофинитно!. Известно, что эти множества яв
ляются соответственно Пополним и 2Д полным. Через R будем обоз
начать класс всех рпм и. ч.

Доказательство 5.7 следует плану доказательства аналогичного 
факта, формулируемого для классов сложности чрф (1а).

5.5. (Робертсон (”)) Для любой орф t, если класс R—Rt имеет 
НллУ, представление, то L* А*,;., г Equal.

5.6. a'V^^JCofinlte
5.7. Существует орф - такая, что для всех неверно, что 

класс R—Rt имеет ПэпЕ3 представление.
5.8 Существует ирф - такая, что для всех URt Ц3-пол- 

ни.
Пользуюсь случаем выразить благодарность И. Д, Заславскому 

за постоянное внимание к работе и ряд существенных замечаний.

Вычислительный центр
.'Аннисгерства авгомобнлыюги транспорта 
Армянской ССР

Л. 2. ՆԱԶԱՐՅԱՆ
Օու||ան ֆունկ€|11ւսնԼր1ւ թա(լմու|յյււ ւսնԼր|ւ |»արւ|ո։ բ ।ան ք]աււեր|ւ մասին

I իտ ա րկվում են րու]յան ֆունկցիաների ր ա զմ ո ւթ յանն Լ ր ի ր արզու թ յան- ն/^ւ/ք բնորոշող Շենոնի ֆո էն կ ց ի ան ե րն այն պա յմ աններում, երբ ուսումնա
սիրվող ալղորիթմնԼրի աշխատանքի ժամանակը սահմ ւսնա փակվում է րնղ- 
»անար ոեկարսիվ ֆունկցիաներով։ Հաստատվում են որոշ անհրաժեշտ և 
բավարար պայմաններ, որպեսզի նշված Շենոնի ֆունկցիաներն ունենան հզո- 
բտկան զն ւսէ ատ ա կ տնն երւ Ց քք ւ յ քյ Ւէ տրվում, որ զոյություն անեն այնպիսի 
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ր ազմ nt fl յունն եր , Որոնէք Համար Շենոնի ֆու Նկ.4Ւ uibLpfi r/նա ■ ա տ ակ անն երր 
I.IUltfLu ատpր երif ում են , երբ դքքտս/բկվոէմ են ա [ 4 н р/'[I ւքն ե р р и ա > ման ա</ւ ա- 
կումնևրի hi и կ տ յու ք} յ ան և բացակաjfiiթյան ղեպքերումւ Դյւտարկվւււմ են

րսւքյան ֆունկէ/իսւների րսւղմութ յուննևրի ր ւսրպու flյտն ղասերր և աjq 
q տ и ակ արրրէէմՆերր ւ

q աս երի

Л И I Ւ I’ Л 1 У I» Л - Դ I' Ա >1 Ա Ն I) I' К В Ո Ւ Ն

1 -1 К Звонким. .4 ,1 Левин, УМН, г 25, вып. 2(1970), 85 127 Г 1 Назарян. 
ДЛИ АрмССР, том V, 3 (1972), 129 133 * .1 // Колмогоров, Проблемы передачи 
информации I. 1(1965). 1 // Д Заславский, Зап научи семинарон ЛОМИ ЛИ С<3 Р. 
т. 16, 65—76, (1969) Л Роджерс, Теории рекурсивных функций и эффективная пи 
чнслнмость, изд «Мир», М, 1972. " Я Л1 Барздинь. ДАИ СССР, 182. 1249—1255 
(1968). 7 Н. В Петри, Зап. научи, семинаров ДОМИ ЛИ < ։ < Р, т 16. 165 174. (1969) 
* Л1 И Кинович. Исследования по теории алгоритмов и математической логике. ВИ ЛИ 
СССР, 3—42, М.։ 1973. 9 М. Г. Гелыронд. Зан. научи, семинаров ЛОМИ ЛИ СССР, 
т. 16, 20—28, (1969). 10 Д. Хартманис, Д. Э. Хопкрофт. Кнб сборник (новая серия) 
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296-309 (1972). » Е. L. Robertson. J CSS. №1. 69 -87, 9 (1974).
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МАТЕМАТИКА

М. Л. Бурышкип

О регулярном представлении пространственной группы 
симметрии в усеченном случае

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р. А. Александрином I2/V 1976)

В работе (’) рассматривалась задача о разложении вектор-фу нк- 
цпй р.ч (?=!, 2, . . .. ), заданных на области 2* с конечной
группой Н симметрии и преобразующихся по неприводимому пред
ставлению т, подгруппы А/с://*. Естественно поставить аналогичную 
задачу для вектор-функцнй рк.7 (ф— 1» 2. • ՛ ՝ > ^ь), область опреде
ления которых обладает пространственной группой О симметрии и 
которые преобразуются по лг^.-мерному неприводимому представле
нию со звездой Д подгруппы С/сф*. Для механических прило
жений характерно, что числа основных векторов подгрупп (Г, и О, 
трансляций групп О* и О одинаковы и. следовательно, соответствую
щее регулярное представление группы О* конечномерно. Указанный 
тип регулярного представления, как и в (’), будет называться усе
ченным. Нетрудно указать на два более частных случая: точечно
усеченный. при котором (/(^0*. а точечная подгруппа Н<^.0 являет
ся подгруппой по отношению к точечной подгруппе Н и транс
ляционно-усеченный, при котором // = //•, а О(сС*.

В данной работе исследуются разложения вектор—функций 
Р*ч (?—1. 2. • • • . /Ль). заданных на области 2*, в точечно- усе
ченном случае и намечается путь решения такой задачи в общем 
случае усечения. 11ри этом вид группы О* симметрии области 2 
ограничивается следующим условием:

где трансляция на некоторый вектор а-,
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I руина /7* разбивается на х левых смежных классов относитель
но своей подгруппы //. Пусть А՜ (/=1,2, . . • , х) элементы груп
пы //’, порождающие эти смежные классы, а единичный эле
мент. Тогда согласно условию (1) пространство натянутое на век- 
тор-функиии Л(/)*р*,,(/=1, 2, ■ • • ,х; ?=1, 2, . • • , х; ?=1,2, - • • 

• • • л) инвариантно относительно всех элементов группы <7* и, 
следовательно, преобразуется ио ее регулярному представлению Г.

Средн линейных комбинаций вектор-функцнй Рк,^ (?=1,2....... /и» I
найдется ///, линейно-независимых вектор«ф\ нкцпи р1'' (х= 1,2, • • • т л 
которые под действием трансляции из (7/ преобразуются в соответ
ствии с вектором А (/п. размерность неприводимого представления 
"՝՛ I руины этого вектора). Известно, что иод действием трансляций 
вектор-функция (5=1, 2, • • • , т.-, /=1, 2, • - • , х) преоб
разуется по вектору А(')*А (’). В связи с этим, так как звезда \/г\ 
неприводима, а /7с77*, очевидна

Теорема I. В точечно-усечен ном случае звездой регулярно
го представления группы (г является неприводимая относитель
но этой группы звезда 1А!*,

Соответствующая группе /7 точечная группа Нк вектора А. 
вообще говоря, отлична от группы Н^. Без нарушения общности 
дальнейшего изложения можно полагать, что (/=1,2......хА),
где х*^х, причем смежные классы (х.-»/>хЛ) не содержат
элементов группы /7’, Легко заметить, что смежные относительно 
подгруппы Н^Н классы (/=1, 2...... в совокупности об
разуют группу /У*. Действительно, если элемент А £/7*. то //•'• А^/7, 
(/=1,2.......... хА), и напротив, если 11^Н}Нк. то №**Н~Н* (/=1. 2,...
. . ., хА.), так как иначе А_։(Л(о; )'։А = А и Л~’£/У*, что невозможно.

Через Ьь обозначается подпространство пространства /.. натяну
тое на все вектор-функцнй из А, которые преобразуются пол дейст
вием трансляций группы (7/ соответственно вектору А.

.’I е м м а. Подпространство порождается функциями 
А<о^со(/==1։ о.......... ХЛ; 5=1, 2.............дь).

В связи с вышесказанным, очевидно, что /*(/=!, 2..... х*;
5=1, 2.......... т.). С другой стороны. АйЬро»՜^ (/ = 1, 2.............Х;
5=1. 2.......... т.) при и (/=х* + 1. х*-]֊ 2, . . „ х);
Последние утверждения легко доказываются от противного. В самом 
деле, если А։—А, то Л!О А։ — А, так как иначе в силу неприводимости 
звезды [А1՛ найдется элемент Л Н Нк, для которого ЛА = А։. и тог
да Л(/> АА = А, т. е. Л('>*Л £ 77’ и й'^Нк. Если же Л|,)*А = А (/ = х»-|- 1, 
*и֊2.......... *) то

Следует подчеркнуть, что все эквивалентные векторы из зоны 
Бриллуэна имеют в данной работе одинаковые обозначения.
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Согласно теории представлений пространственных групп (’) 
Ар-е неприводимое представление группы (} встречается в представ
лении Т Гк раз, причем число раз, которое р-е неприводимое 
представление т* точечной группы Н'к входит в представление Га

этой группы, индуцируемое в подпространство I к редуцированным 
относительно подгруппы Н*с.С1* представлением Г.

Представление Г* точечной группы /У* является несомненно ре
гулярным. R соответствии с приведенной выше леммой его следует 
рассматривать как усеченное относительно подгруппы НкС.Н’ь. Это 
позволяет использовать здесь результаты из (’). Так удается устано
вить, что

Шци
(Л* ). (2)

где /.(//*) и /,’(Л» ) значения характеров неприводимых представле- 
лений и ■* точечных групп /Уд- и Н. на элементе А* £ Нь с УУ<՜. 
Кроме того, оказывается, что в подпространстве Цг = I, 2.... 
. . .. преобразу кинемся по представлению существует стан
дартный относительно представления базис, в котором матрицы 

-'ДЯ) операторов ՛*„(#) (я£/7) квазидиагональны и состоят из /^Н-1 

блоков, причем первые /*։ блоков равны матрице 'ь(я), а представ
ление группы О, порожденное последними блоками, не содержит 
представления т»,. В связи с этим аналогию с работой (։) можно про
должить, если для матричных элементов неприводимых представле
ний . т* , представления Г и для их характеров ввести функционал 
усреднения (•’). Используя ограниченность указанных элементов и 
характеров можно, следуя работам (1г), показать, что справедлива

Теорема 2. В точечно-усечен ном случае имеет место сле
дующее разложение

Рк.^— У V Г*11, (,—(?— 1» 2, . . т^)), (3)

где индекс р при суммировании пробегает номера всех неприводи
мых представлений со звездой (А), входящих в соответствии с 
формулой (2) в регулярное представление Т группы О ; вектор- 
функции р\,гг (р=1. 2...........образующие базис подпростран,
ства ЩсЬ (г=1, 2. . . /’), определяются из выражения

М-Ь -У- э — 1 I • 1
х4г!1Ь(г-1)л’^+э (4)

266



a (p, /=1, 2, . . w* J р/ ый элемент матрицы *»,(#*),
записанной я стандартном относительно представления базисе.

Пример, На рис. I изображена часть бесконечной дискретной 
области 2*. состоящей из точек xt (/=1, 2, . . .) и обладающей 
группой Q/,' симметрии (’) (основные векторы а՝ и а, подгруппы Gt 
указаны на рисунке, вектор а3=0). Там же приведено расположение 
плоскостей отражении зр з։, . . зв и положительное направление 
поворотов С, на угол а. Заданную на области L’՜ скалярную функ
цию можно представлять бесконечно-мерным вектором р— р1'1, р<*\ 
где //" (/=1, 2, . . ., ) значение функции р в точки xi Через А, 
(7=1, 2) обозначаются основные векторы обратной решетки.

На области 12 определена преобразующаяся по неприводимом) 
представлению “t 2 группы (основными являются векторы at и 
а3; подгруппа Н = □ состоит из отражения з։ и единичного элемента 
е) функция Piab,.2.i = 1 — 1; 4; 0; 2: 3; 4; 4; —3; -2; (I; 4; I; 1; 4;
0; -2; -3; ֊ 4; 4; 3; 2; 0; I; ֊1; -1: 1; 2; 3; 4: 4; 3; 2
0; 4; 1 • • • !. Легко видеть, что H*=CUV, х = 6, Н\ .ь, = з,
/У, 1{) = Cat, (группа Сп, включает в себя отражения з։ и з։, е и С։80), 

=2. В качестве элементов g")*(Z=l, 2, . . 6) можно выбрать
повороты е, Свп, Сш.........СЛ(Ю. Из формулы (2) следует, что /J (, ։ =
= /։ ,&1 ։ = ^՝ а 2 = ^2z>, з=1 (номера неприводимых представле- 
лении точечных гр\пп даются в обозначениях работы (’). На осно
вании теоремы 2

Дп»1.9,1 =^124, ,2,1.1 т Р|-2>։Д|.|.

Матрицы (Л*) (и = 2, 3) в стандартном 
ставленпя базисе записываются в виде:

относительно пред-

ն/2ծ։.3 0;
0;

0; 0
֊1: 0

0; 1

А. •.
Л = 2л,.=

/1; 0; 0\ А /0; 0; >1՝ / 0; -1;0\
”10; —1: 0 |’ 'ւ,շ»|.շ(^«օ1 = 1 1; 0: 0 ь д շ*,.շ(3ւ1~I — 1; 0; 0 К

\0; 0; -1/ \0; 1:0/ ՝ 0; 0; 1 '

с 0; 0; 1 ( 0; ֊1; 0 \ն 24>ւ.յ(Գ>) - I 1; 0; 0 Ь Հւ/շ»։,»(3ւ^ =1 — 1; 0; 0 I-
\0; I; 0 / \ 0; 0; 1 '

Базисы неприводимых подпространств , и 3 строятся
согласно формуле (4). В частности,

267



-2: -2; I; ֊3; -3; 1՛, 2; ֊2; 1; -3; 3; -1; 2; 2; —I; 3; 3; -1 ;

II Т. Д.

Этот простой пример достаточно полно иллюстрирует резуль
таты исследования, проведенного для точечно-усеченного случая.

Что же касается общего случая усечения регулярного представ
ления пространственной группы, то он характеризуется тем, что 
подгруппы Н и (// группы // являются нетривиальными подгруппами 
по отношению соответственно к группам А/՛ и О*.

Через О' обозначается пространственная группа, состоящая из 
элементов подгрупп /У* и О/ и их всевозможных произведении. 1егко 
видеть, что задачу о разложении вектор-фупкций /%.,-(? = 1,2....
/яъ ) и порожденного ими регулярного представления в общем слу
чае усечения можно решать последовательно, используя только ре
зультаты для точечно- и трансляционно-усеченного случаев. В 
самом деле, выбирая в качестве группы симметрии области 2* груп
пу О', нетрудно с помощью формулы (2) и теоремы 2 разложить 
пространство А на подпространства, преобразующиеся по неприводи
мым представлениям группы О'. Базисные функции этих подпрос
транств заданы па области с группой (г симметрии, вследствие чего 
порожденное ими регулярное представление является трансляционно- 
усеченным.

Одесский 1111женерно-стро11те.1Ы1ый ннситут

V РПЬРЬСМЬЪ

2и11ПшЛ ||1|1|Гпи/ и[1Л|Пг|1и|||| ШШГ шЛш1|1ий |ий|ф пЬ<|П1||ШГ 

&Ьг1|Ш|1И<{1/шГ1 4и1и|։Г|

ш £[ч шч/иЛцчч^ ч> ичч1Ч1ши^р1^п> ։Р и(,,И.О՛՝’
1П1[ил) ‘.2 ш р т. прпгр/шЛ» ( / ^ ( / ^ /^Л ш ш1Л(Лр[/

(ть (Р^Р,1пг] Ъ!»р1рщшут п![ Мл-шфч1ч>[пц рк^ ('<-—1,2..........т/,.)

1/111рлп р~ф 111^111] 1/1 р[т с) т /4 рпЪр / 1*111 ирг и 4 (’)
шрг^ рН^1рЪ1»р11 {/рш!
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I ննարկվող դեպերում (j խմբի ոեղալլար ներկալացման վերջնական 
ստրտկտտրան բերված է թեորեմ եամ ե (2) բանաձևի մ։

Թեորեմ 2 mil պնդվում Լ, որ ք\. վեկտոր--- ֆունկցիան [J ա լլա ա րու մ
Լ (3) վևրլու ծիթրոնը, ընդ որա մ (3)— տմ G* խմբի Հ > չբերվող ներկարս- 
ցամներով ձևափոխվող կոմպոնենտները ղտնվտմ են (4) աոնչո, թխւնիցէ 
!՝երված աստ մնասիրությինր լուսաբանվի մ Լ թվափն օրինակով: Որպես 
iniiiii ջն ա լին1 վերցվում / ղիսկրևա տիրալթամ տրված ւնկ* I), (յ*^ սիմետրիա 
ա (ի խմբով ե խմ բի “|՚2ծ։ 2 նե րկա լացա if ով ձևափոխվող ոկս/Աար

--- ֆ in նկքքիաՆ I
Սէոացվէսծ ս>րդլւււնվ>ն1։ րր կարող ևն Լֆ եկա խ[ կիրաովել մ ե (ս ան քւկ ա քի

կեսւա ւքէն-հասւված սիմետրիա/ուք օմսւված իւնղիրնե րումI
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УДК 519.217
МАТЕМАТИКА

9, А. Даниелян, Г. А. Попов

О безграничной делимости времени ожидания в системе
■< -ф

/W/.|(7r| 1 |<х> с абсолютным приоритетом

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р. А. Александряном 24/VI 1976)

В настоящем сообщении доказывается безграничная делимость 
(б. л.) стационарного распределения времени ожидания начала об-

-ф 
служивания вызовов /-го потока (/-вызовов) в системе /Иг|Сгг|1|о© с 
разновидностями абсолютного приоритета.

Потоки вызовов Ар ..Аг независимые и пуассоновские. Пара
метр потока А,- есть а/>0. Длительность времени обслуживания 
/-вызова есть случайная величина (сл. в.) с функцией распределения 
(ф. р.) 5Д/), 5/(0) = 0.

Промежутки между соседними поступлениями и длительности 
обслуживания вызовов в совокупности независимы.

Вызовы потока А/ имеют абсолютный приоритет перед вызова
ми потока /./ при / С/. Рассматриваются разновидности таких систем: 
а) с дообслуживанием прерванного вызова; б) потерей; в) обслужи
ванием заново. ,

Пусть 1^,(/) —стационарное распределение времени ожидания 
/ — вызовом начала обслуживания. Положим:

шДх) = ) г'ЖЮ, 5, = а։4- ... 4-а/։ 
□

Число р,| — загрузка системы вызовами потоков А։, .. А/.
Обозначим через П,(/) ф. р. периода занятости (/—периода) 

обслуживанием вызовов потоков А։ ..А/, через П//(/)— ф. р. /—пе
риода, начавшегося с обслуживания / — вызова (у=1, /); через 
А/,(О ф. р. промежутка, начинающегося с первого поступления на 
прибор / вызова и кончающегося первым последующим моментом 
освобождения системы от этого /-вызова и вызовов потоков 
А|, .... А,

Наконец, обозначим Н,(/)=1 П/(/), 77,(0=! /¥,(/).
1°. Пусть порядок обслуживания /г — вызовов прямой.
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•еорема 1 а)>»># (й) есть преобразование Липласа-Стильтьеса 
(п. Л. —С) 6. д, ел в..
б) Каноническое представление для <•», ($) имеет вид

<»*($) = ехр| - ( л-‘(1—е-**) Л* (с!х)|, 
о (1)4 *

где мера Л* при р*_1։<— равна

П 

л*((֊оо,/1)=ал(/)4֊^_։ п (о *у(-3*_։)п п .(О (2)
л>и *

а при рд_||
2

А»((֊оо, И) О*(Л + ^-։п □'»-!(/) *2«*л(Г). (3)
п > О

Здесь — знак свертки, и обозначено

Я*(')

I

Нь (/) = У /4 (и)с1н.

О

п

*

I I /

/Л(/) = иНь(и)<1и, П*_։(О = Пл-1(//)(1«1 П*_|(/)= (
ВД к, _ *0 о

/.(/) — функция Хевисайда, М0 = [^иП»_|(0-(1 
Доказательство. Введем п. Л. — С.

1гЛ1$) = 5 П>(/). -Л1($) = \ е-^д ПА/(0. А*(5) = | е-^дНьа).

Известно (')

5 а1,+ак/1к(з)
Л,(^) =

(I

(4)

"ЛЛ(5) =А*(У*), о* ֊*($) = з*_1֊А_|(уА) + йА֊ЛЛ($),
где

11А($) = —3*֊։՜* ։($). у/г =$4-й*—<^-**(8).

Конкретный вид функции АЛ(«), приведенный в (1). нам не понадо
бится.

Заметим, что Р(г) = (1—р)(1 рг) 0<о<^1, есть производящая 
функция геометрического распределения, которое б. д.. Ио так как

Ог2(^Л*։ = — «лА>(0)<1 (см. (։)) и
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<1е1 Р _
?*($) = (5Л*։)֊’(! — //*($)) = /;֊։ | е-''Нк(П (1 /

о

является п. Л. С. неотрицательной сл. в., то на основании (։), 
стр. 532. зад. 17 Р(‘[к($)) = (1 -<ЦЛ*։)( I—ак кмцДз)) 1 есть п. Л.—С. 
некоторой неотрицательной б. д. сл. в..

Теперь рассмотрим функцию
(1е1

?*(*) = 1(1-рн)/(1-М»։)] • =<1а|р*($)/5|.
Покажем, что ?*($) есть п. Л. —С. некоторой б. д. сл. в. 

Утверждение будем доказывать методом математической индукции по 
Ь. Вследствие р։($)=$ основание индукции очевидно. Из формул (4) 
имеем 

%
<1 Нл+|($)   । Уп ! °л-1 ал-։“л—։(ул) Ул

5 Ул «

__ ,4 Нл(Ул) <1л+1 Ул ,кч
— 11 п----------- • —----  • — (5)

Ул <1л *

По предположению индукции бл — - есть п. Л, —С. б. л.

с| 5
сл. в. В силу (։), стр. 516 —1п------- есть вполне монотонная функ-

|‘Л(^

ция (вп. м. ф.). Но ул>0 и у„($) — вп. м. ф., следовательно, вп. м.

ф. будет также функция — 1п —, то есть функция бл -----
Рл(Ул) |1л(Ул)

есть и. Л. —С. б. д. сл. в. Далее, так как есть и. Л. -С.
б. д. сл. в., то в силу (1) 

Р(1л(Ул)) = (1—а ,//,,1 )у„

У«֊ «л4-апЛл(Уп)
( 1 Дд^л! )Ул____

Ул—Дл ։ ап-„п(5)

$

также есть п. Л. - С. б. д. сл. в.

Из (5) получаем, что б,.», как произведение п. Л. —С. 

двух б. д. сл. в., само есть п. Л. — С. б. д. сл. в..
Найдем каноническое представление для
В силу (*), стр. 517, ш*($) представимо в виде (I), где мера А* 

удовлетворяет условиям л-’Ал((1л') < » и Лл(Д)<ои для любого 

ограниченного множества А.
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В (’) показано: при р*_ц<1 ц= ‘°*-11-— . Неравенство 
I —р*_ц

(3<г-|Яа-ц^>1 ) выполнено тогда и только тогда когда

₽._„<! (р*->֊)-

Положим

Л* = а*М-!*(*)) • |1-«аЛ*П*(5)|-։,
Я* = 3*-1(5Нй(^))“' 11 ~Г

Тогда

<м р я
Л*($)= е֊։'Л»(с1/) = —1п —— = 4*+Я*.

Л (1$ и>л(։)о

Нетрудно заметить, что

Яд. = 5*_| е ։7П*_1(0с1/ -
О

Отсюда при р*_ц <— получаем

В* = о*֊1 I е-՝'ГП»_1(/)б/‘ .
Я/ о

П*-|(О

и в силу (3), стр. 317, замен. 2 получаем

б*-1 П&֊|(0 *£( —3*֊1)л л>0

Подобным же образом преобразуется А^.

Пл-1(0

п

*

1
Окончательно. находим /*($) при Р*-н которое удается

2
обратить и получить (2).

При р*-п>— представим Вк в следующем виде:

^ = ^_։ ( е֊"с1ПЛ_։(О • С„ 

и
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где

С*= | 1Н-аА |Л-|(1-1:*_|(5)))-| = (Ч“2п~П|14֊(.^*_1|)֊1(1-кл_1(5))-

— (1 рл-п) ')

Поскольку

5*4-11
(I—р*-л)_| щах(р^_։։|—1, (1—рл-||) ’)<։,

ТО

С, = (?^„-1) V е- '<!։»,(/). 
п>0 О

тт
Так как гпах \ аг V ак1(х) Стах V ||||та*п(х)|4- -|НтаАЛ(х)||<Ъо, 

т0<.г<-л_ц т д-х л->0

то в силу (а), стр, 317, замен. 2 получаем

х>

^'СШРГ-И
О

֊1) 2£*и/)|, 
л>0

ЧТО И Т. Д..

Заменани е Положим АЛ(Д) Аа(/4 |0|), /Л(бх) =

А* (бх).

Тогда

Я*(|0|) = 0, £>*(( — оо, Ч-оо)) Ч ((1х)<оо,

*х֊’/Л (бх) =Л (1+х։) »А* (дх)<оо. 
о о

Переписав (I) в виде 

($) = ехр

получаем представление Леви — Хиичина для о»* (5).
2 . Обозначим через ^“ (0 виртуальное время ожидания в нашей 
системе в момент /, если порядок обслуживания к — вызовов инвер
сионный. При этом предполагаем, что прерванный к — вызов имеет 
преимущество в обслуживании перед другими к — вызовами.
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del
Теорема 2. = Um Ме-,и,ь ’° является n. Л. -С. б. д.

ел. в..
Доказательство. Пусть wn(t) — виртуальное время ожидания и 

момент t п— вызова при прямом порядке обслуживания вызовов каж
дого из первых п потоков. Обозначим через ^я+”, ;1Я+П, ;’п п,..:
последовательность независимых одинаково распределенных сл. в., 
имеющих ф. р. периода занятости системы Л1|О|||?ю с интенсивностью 

«л’Ьвв+i входящего потока и ф. р. /?(/) =---- —------ #„(/)!֊
tin “f-Hfl+i

Н---------——длительности обслуживания вызовов.

Имеет место равенство

Ч“+МО = «М/ЖГ’+’Ч ... +;.ВД)‘ (6>

Здесь равенство понимается в смысле совпадения ф. р. обеих сторон 
(6), а ՝<(х) —сл. в. числа п — вызовов и (л-f-l) — вызовов, посту
пивших в систему за время t.

Введем обобщенный пуассоновский процесс со сносом (*), стр. 223 

d
Тогда М'Д։(О = ^я+1(а»я(/)). то есть ‘^։(/) подчинен с на
правляющим процессом (О. Поскольку обобщенный пуассоновский 
процесс со сносом б. д., то при б. д. к»л (/) таковым же в силу (2), 
стр. 518 будет Следовательно, используя теорему I, утвер
ждение теоремы 2 становится очевидным.

Заме ч а и и е 2. Каноническое представление в данном случае 
получается аналогично, но вид его довольно громоздок.
3 . Естественным образом возникает вопрос: является ли б. д. ста
ционарное распределение времени ожидания в хругих приоритетных 
системах?

► ►
Рассмотрим, например, систему Afr]Gr|l|oo с относительным при

оритетом. Поскольку wr(s), в данной системен в системе с до- 
обслуживанием совпадают, то на основании теоремы I заключаем

Следствие 1. Для систем с относительным приоритетом пря
мым и инверсионным порядком обслуживания вызовов wr(s), w;u)(s) 
есть и. Л. —С. б. д. сл. в..

Замечание 3. В системе с относительным приоритетом для 
потоков i-r-\ времена ожидания, вообще говоря, не б. д..

Для доказательства этого утверждения возьмем r=2, ?n = 3sl = 1, 
р2($) = е-\ Тогда из (4), стр. 111.
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<՚>։(Տ) - |1 -(^,4 Պ)1^4-<ՆԻտ֊ռ, ր«։|3։(տ) (7)՜ •

Предположим, что ш։($) б, д. без каких-либо дополнительных огр а
ничений. Поскольку предел б. д. сл. в. является б. д. сл. в., то, ус
тремляя в (7) </։—*0, </2~* I (п։4֊а2 1), находим: Пт ш1(.<?) =

а । >0 «• 1
= 5֊|(1— е~'), что является п. Л. —С. равномерного на (0,1] рас
пределения, которое нс б. д..

За м е ч а и и е 4. Для систем с абсолютным и относительным при
оритетом ш* (.?) не есть П. Л. С. устойчивого закона (/? = 1, г).

Действительно, устойчивые сл. в. не имеют скачков в нуле, что 
следует из их канонического представления. Но

11m «и (s) =
5

I 1 f>*i, абсолютный приоритет.
I 1 p,i, относительный приоритет.

Замечание 5. Рассмотрим процесс восстановления, образован-
ныи точками начал к -периодов. П. Л,—С. функции восстановления 

указанного процесса равно ~»($)—— . Известно ((а)։ стр. 434), что

у процесса восстановления с функцией восстановления В(/) в стацио
нарном режиме ф. р. остаточного и прошедшего времени ожидания 

* со
равны т~1) (1 — В(и))(1и (т = \ (\—В(и))6и), и, следовательно, их и. 

о о

.1. —С. равны (/л$) ։(1—?($)), где ₽($) = ( Отсюда следует,

что п. .'I. —С. времени, прошедшего с момента начала последнего 
перед данным моментом к — периода, а также времени до начала 
следующего к — периода, равны

1 -т» (у)з> - (54-0» )-* _ р» (5) • 5՜1 о»

и, значит, б. д. как произведение б. д. сомножителей.
Авторы признательны Б. С. Нахапетяну за ценные замечания, 

сделанные при чтении рукописи.

Вычислительный центр Академии наук Армянской ССР

Ь IL. ԴԱՆԻնԼՅԱՆ, Դ. IL. ՊՈՊՈՎ
Բացարձակ քւա|սաս|11ււու|ու|յ|111մ[՛ Afr/Gr|l|oo ս|ւստԼմ|ւ 

ժամանակի անւ|Լրջ բա<1սւնե||ւու|1|աքւ մասին
սպասման

Աշխատանքում ապացուցված է Mr|Gr|!|oo սիստեմի 1-րդ (/ = J, ք) 

հոսրի պահանջի и պա սմ ան J ամ անա կի անվերջ ր տ г/ան ե / ի fi if! յո ւն ր բացար* 
ձակ Նախապատվում յան տարբերակների համար 1-րդ հոսքի սյահանջների
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ինչպես կարղով и պա и արկ ե չոլ ղ Л и/ րո ւ if է այնպես Լ / /ib«/ ե ր и ի ոն է
II ԱէԱէէյված են ղիտարկվսղ սպասման <1 ա if ան ա կն /»րի Լևի^Խինչինի կա* 

նոնիկ վ ե րք и ւ ծ и ւ p յո ւնն երր<
հույն տիպի սիստեմում է ուր րնղանված / “արար երակ ան նախապատ* 

վ nip յան ղիսցի^րին , Г-/м/ Հոսրի պ ահ ան քն ե ր ի սպ ա սման ժամանակն անվերջ 
րտք/անեւի է, եթե այղ Հոսրի պահանջների и պ ա и Ш ր կ if ան կարղն ուղիղ 1,1 

11ակայն մնաղւսք) Նարերի պահանջն երի и պա ւ/ման tl աման ակն երն րն ղհան - 
րապես անվերջ րաւքանե քի ;ЛЬ, ինչ Լ աաւիս ա չիւ ատան րւսմ բերված
օրինա կր t Վ ե ր ո\ի յ յ UJ / ղ ի и րյ ի պ ք ինն ե ր ի ղեւղքէււմ ղիտարկվող ոսյասման 
Jամանակներր կայուն չենւ

ЛИГБРАТУРЛ — ԴՐԱ հ Ա Ն Ո Ի I* 3 П !• Ն
1 3. /1. Даниг.шн, «lljiivcniH АН Лрм ССР*. Математика. X, № 3. 1975 г 2 В Феллер, 

Введение в теорию вероятности и ее приложения. <Мир>, т. 2. М . 1967. 1 Г. Е. Шилов. 
Математический анализ. Специальный курс ГИФМЛ. М.. 1961. ։ Б. В. Гнеденко и др 
Приорите!ные системы обслуживания. МГУ, М., 1973.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ 11ՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿՈԻՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

УДК 513.8

МАТЕМАТИКАԱ. ЛА. Мартирос я и

Базисиосгь некоторых систем аналитических функций и решение 
интерполяционной задачи в области угла

(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М. Джрбашяном 1/У11 1976)1 . В работе М. М. Джрбашяна (’) был дан метод построения систем функций 1г* (г); ‘2Л(г)!Г, биортогональных на окружности |?| ֊ 1.Позже в его работе (2) было показано, что примененный в работе (*) метод эффективен также для построения систем функций, биортогональных на вещественной оси*.Биортогональные системы М. М. Джрбашяна !г*(г); 8* (2)1*, а также важные свойства этих систем, установленные в его работах (’) (•). послужили основой.для полного решения ряда задач анализа (см. о, е), е), о, о, о).В настоящей заметке методом, примененным в работах (’), (’), на границе угловой области Д(р) строятся биортогональные системы типа М. М. Джрбашяна Эд. 2аД'.)1Г. Затем на основе ряда результатов работы (’) устанавливается критерий базисное™ системы в метрике классов Нг\ь\ со], введенных в заметке (7) и подробно рассмотренных в монографии (®),Этот критерий позволяет дать полное решение задачи кратной интерполяции в угловых областях, а также установить критерий базисное™ систем функций типа Миттаг Леффлера, введенных в заметке М. М. Джрбашяна (8), и систем функций типа Миттаг֊ Леффлера, рассмотренных в заметке автора (։о).2°. Пусть А/2|я; ш| (1/2<^«<^Доо, известный (й) классфункций /'(г), голоморфных в угловой области
ձ(։) = |շ; |аге г|<к/(2а), 0<խ|<փօօ,

и подчиненных условию
Подробные литературные указания по *то.му поводу см. в работе (•).278



\(2
> | Р(ге'*) \2г՝я(1г <+<"«. (2)I оОбозначим через /-з.,) класс функций Л('.|, измеримых на границе Ь, области △(■») и таких, чтоII г II ...» = | I |Г(’,)|« |-ф- <+оо. (3)

ь.Известно (•), что любая функция Л(г) £ Н2\ ։; ш| почти всюду 
на /.„ имеет угловые граничные значения Л(') £ ).Можно показать, что ш| является замкнутым подпрост
ранством гильбертова пространства £։..„(£, ).3°. Впредь полагаем, что— *О<С4-°о, р=«/(2а (4)и р» I,” последовательность комплексных чисел из угловой области Д(а)» а 5л- 1, рь 1 кратности появлении числа на отрезкеи во всей последовательности IX*соответственно.Последовательность 1>< I" отнесем к классу А,.,,, если

1п( И
*>1 у I

X А А /$ир I/?*!=/> <+'*>.Отметим, что из условия (5) вытекает условие4֊|>*|2<) 1 Реу* <Ч֊оо,

(5)
(6)
(7)обеспечивающее существование бесконечного произведения (’)

4 . Рассматривая систему рациональных функцийМ0 = (** !)!(: + >*) (£=1, 2, . . . ). (9)в работе (и) С. Л. Акопян и II. О Хачатрян при условии (7) дали полную внутреннюю характеристику ее замыкания в метрикеа в заметках (”), (10) был установлен критерий замкнутости этой системы в метрике //2|р; “].Отметим, что если условие (7) не выполняется, то система (9) не минимальна в Н2\?: ш| и, следовательно, не имеет биортого- нального дополнения. 279



При условии (7), пользуясь Методом, Примененным в работах С1), (։), можно построить систему функции !-Л ('П;Г, биортогональную с системой {г*. (".);Г в следующем смысле:fг»де,(՛.)<*;=«», = Н“': (*.7=1,2,...), (mi 2г/ J 0, k V,'рпричем направление на /.(, совпадает с направлением неубывания arg Система !2А(',)|* определяется следующим образом:L\G) = ( В’*4՜1 Z* ( ’) (*=>. 2, • - ■ ), где н, (/* )в. (г)I)! Pk — Sh
V 

v »м0
(*= 1, 2.

(Z /*. ■ + ’

(Н)
. . ). (12)

ч I I d (Z )'՛* I . А—1 о Ч /1ЧЧ
(I. ( к ) --- ---- J I ( ‘ ---  - < 1 • • • •։ К 1 ։ 2» • • •)• (13)

Ч | dz (г)Теорема I. Условие ;)■* 1* £ Да, л достаточно для справедли
вости следующих утверждений:1 . Система (|Х*|-и։/а(|Х*|’՜’Ре/»)**- 1/2г* (',)}“ образует базис, эк
вивалентный ортонормированному, в замыкании своей линейной 
оболочки в метрике /У։|р; ш|.2 . Каждая функция /(') из замыкания линейной оболочки 
системы !г»(С)1Г в метрике /Уг|р; ш] единственным образом разла
гается в ряд

f (',) )rft(',), Ck(f) —
k- I

(14)
сходящийся абсолютно и равномерно вне замывания Е множества 
точек Е=\- I к ՝Т ив метрике /72|о;о)| на границе Ь* области Л(р). Теорема 2. Условие :аа. !“ £ Дв>/, необходимо и достаточно 
для того, чтобы система 1г* С))* образовала базис (безусловный 
базис) в замыкании своей линейной оболочки в метрике /7։|р; и>|.Теорема 3. Условие I* £ Д։>/, необходимо и достаточно 
для того, чтобы система /\ (г)1“ образовала базис (безусловный 
базис/ в замыкании своей линейной оболочки в метрике ш].5 . Последовательность '։' = (7* 1Г комплексных чисел условимся относить к классу (X* 1, если

У, Р՝л |ш(|ч |,~’Re/.;)2j*“l|7* + (15)11а функциях класса А/г(а; w| определим линейный оператор Га.ш, положив
/1 = (р* г,2(|'* I’ — Re'^*֊ь2/Ой֊» (/1)|Г, / € ш1- (16)280



Теорема I. Условие I/» |Г^Д,./։ необходимо и достаточно 
дли того, чтобы имело место равенствоТ,.«{Н,|я; ш|} = /։. (17)Теорема 5. Пусть 7==^ !"£/։ U* I, Если !>* то ряо/o(*) = S 7* Т„ (г) (id)

сходится абсолютно и равномерно внутри области △(■?). в метри
ке Н2\г\ ю| на ее границе и определяет функцию /П(с)£/Л| ՛>, «*| 
удовлетворяющую следующим интерполяционным условиям:Д’*-”('л )=7* (А= I, 2, . . .). (19)Т е о р е м а 6. Пусть а)==(то* )® — произвольная последователь
ность комплексных чисел. Если 1>* 'Г£А«։₽։ то

Тт\Н2\*\ (20)
где линейный оператор Ти, определяется на функциях класса 
Н2\я; ю | следующим образом:Т«,|/)=1»*/и»-'>(/.։ ЯГ, ->1- (21)6 . В заметках (”). (’) М. М. Джрбашян ввел и рассмотрение обобщенную систему Мюнца-Саса \е ла֊гл(՝* ։>|* (₽<•)* >0). отметил критерий замкнутости этой системы в Ла(0. . сю) и впервые дал полную внутреннюю характеристику ее замыкания в Л,(0, 4 '*с) в случае незамкнутое™.В заметке (’) нм была введена в рассмотрение система функции типа Митта г-Леффлера/.*) = £;ч ։|(— Цх; р)хЛ»-‘ (/?=), 2, . . .), (22)где р =(14-ю -р)/(2р).& I1) = 1 гя/Г(р 4֊ лр-։), (23)

л—Ои установлен критерий замкнутости этой системы в /..«.«(О, тоо), являющийся существенным обобщением классической теоремы Мюнца- Саса.^з.ш(0, 4 оо) определяется, как класс функций /(х). измеримых на полуоси (0, 4-°°) и таких, что
։ 2+ ОС

ь |/(х)|’л- " dx (24)
В работе (") была дана полная внутренняя характеристика замыкания в метрике А։.ш(0, - «о) незамкнутой системы (22).Теорема 7. Условие |/.* необходимо и достаточно 
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для того, чтобы система >*(.<; >•»)!” образовала бате (безуслов
ный базис) в замыкании своей линейной оболочки в метрике 
£2.«ДО. 4°°)-Отметим, что в специальном случае <о=0. а = р = р = I, = = 1 (Л = 1, 2, . . . ), если учесть, что I ) = £•“, эта теорема была установлена в работе В. II. Гурария и В. II. Мацаева (") для положительных возрастающих /.* , ан работе II. К. Никольского и Б. С. Павлова (“) для комплексных '* (₽е>* >0).7°. Положив։/(2з 1)<р։< г*х>, !Ч = (1 4-ш + р։)/(2р,), 7֊։=2 - (э ’ 4֊Р|-'), (25)рассмотрим систему функции типа Миттаг-.Пеффлера1 * £1 |լւ) ^ * 1 (/? — 1, 2, . . .). (26)В заметке ('•’) в случае «ч=0, 1<*<4-сю, р։ =1, азатем в заметке (1<|) в общем случае, был установлен критерий замкнутости системы (26) в метрике //.. *>»|, а в случае незамкпутости была дана полнаявнутренняя характеристика ее замыкания.Теорема 8. Условие необходимо и достаточно
для того, чтобы система 1ю* (г; >* ) 1~ образовали базис (бе
зусловный базис) в замыкании своей линейной оболочки о метрикеОтметим, чго в крайнем случае, когда р։==а/(2а—1)(т = 4-ео), если условимся отождествлять пространства /У2|4֊оо;ш|и Лз. .(0, фоо), эта теорема переходит в теорему 7.Считаю своим приятным долгом выразить искреннюю признательность моему научному руководителю, академику АН Армянской ССР М. М. Джрбашяпу, за постановку задач и руководство при выполнении настоящей работы.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Վ. 1Г. ՄԱՐՏԻՐՈՍ&ԱՆ
IԼ ն ш । |ւ и»|ւ 1| |> п I ն 1| ց ի ա ն ե г 11 որոշ սիստեմների р սւ (| ի и 11 է р յ П I Г։ р և իեւոերս|11|- 

յացիոն իւնրյրի |ուծամ|ւ անկյունային տիրույթում

Ներկա աշխատանքում քերված Լ I դասում սյ ա /յդ ա դո ւ յն ոաւ

ց իոն ալ կո տ որա կների քտ դիս ութ յան հայտանիշրէ Այդ հայտանիշր թու յ/ Լ 
տաքիս լուծեք ինտ ե/ա/ ո( յացի ոն խնդիրր անկյունային տիրույթում ։ ք'հրվում Լ 
նաև Մ. Մ, ձքրրաշյանի կոդմից մտցրած 1! ի տա դ-Լեֆ լե ր ի տիւդի ֆունկցիա- 
ների սիստեմների էշ <։ւ(0, ;՜ ^-0 մետ/էիկայում րա դիս ութ յան հայտանիշրւ
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/։ ^пЧ1Ч,11 ЧI*и9,и!' 4 7ш
1/г/|И//г //>П1 «/м/шЛ//ЬЛ^Д /Ух,| (1)| йБшЦ^Ш ]Нн1 рн/ц/нл/нр ]шЪ
<Ш р^шЪ/г^И

ЛИТЕРЛТУРЛ-^РИ ’I и Ь II 1՝ К 5 II !• Ъ
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В. М. Еди1арян

Комплексное обращение обобщенного преобразовании 
типа свертки

illpf.icT.in.ieno академиком АП Армянской ССР Л. Д ШагнннНом 15/1Х 1976)

Хпршманом и Уи.ддером (') получено комплексное обращение 
преобразования типа свертки

/(л-) = ^0(л- 0Ф(/)^ 
— □О (1.1)

ядер (7(0. у которых двусторонним преобразованием Лапласа являет
ся функция 1/А'(г), где Л\г) — целая функция вила

- О к /
£(*) = П (1- 4|. о<«, ..........т — =2>0. (1.2)

* ֊ 1 \ (1к / *֊*•

В настоящей статье устанавливается комплексное обращение 
преобразования (1.1) ядер О'(/), для которых одностороннее обоб
щенное преобразование Лапласа

- 1<а<0. (1.3)
о

есть функция где Е(г) — целая функция экспоненциального
типа, не имеющая на мнимой оси нулей и удовлетворяющая условию

Пт 1пЖХ)1 =«>0. (1.4)
|у|-«с у

Известно (2), что в классе интегрируемых на (0, оо) функций с ве
сом 1<а^0, 0(и) из (1.3) определяется следующим образом:

0(и) =
յ_ (ք ք,(1էս;1+«) է,ճէ է_. ? £,(-ւ,էսլ1+«) է.ա

2*0 յ £(«) .1 Е(-Н)
О о

0

при ս>0
(1.5) 

при «<Հ0
где ճ։(շ; 1 4-а) — функция типа Миттаг-Лефлера.
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R конце статьи для более узкого класса ядер мы даем обраще
ние преобразования (1.1) при помощи разложении Фурье Аппеля.

11ри решении поставленной задачи нами использованы метод 
Хиршманн и Уиддера и аппарат опернтора Римана Лиувилля. При
ведем некоторые определения, используемые в дальнейшем. Все эти 
понятия можно найти в работе (’).

Определение. Пусть/(х)—произвольная функция из класса 
/ДО./), (0</<оо). Интегралом от /(х) порядка з(0<а<о©) в смысле 
Римана —Лиувилля с началом в точке х = 0 принято называть функ
цию

X
О,-'Кх} = О֊’/(х) = ~ (х-О-'ЛВЛ х£(0, /I.

Г(«) 3

В частном случае при

/(х) = х*
Г(1 Л)

имеем

Определение. Пусть а(О<а<Лх>)» и целое число р ?1 опре
деляется из условия р—а /(х)££(0, /) и функция

Г) 
(1хр֊х |

почти всюду па (0,/) имеет производную (не обязательно суммиру
емую на (0,/)). Тогда функция

к (1Р£>7И = —ах>

называется производной порядка а^>0 от функции /(х) с началом в 
точке х = 0.

Имеют место соотношения

гк ] г»-«
Г(1+*)| — Г(1+Л-а)

РвО֊’/(х) =/(х)

почти для всех х£((),/).
Заметим, что если /(?) аналитическая функция па некотором

круге |г|<7? и

/(г) - 11 п 2П
ГоГ(1-И)
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то

r~’D-°/(rek) ~G,f(re^). /. Г(1+&) |
Г(1 ЬЛ-Н) I

(1.6)

где применение оператора G* понимается в еле гующем смысле:

1 1՜__ rkeik- = V __ —____ zk (17)
Г(Ц-Л-Ьа) £оГ(1+А+«)

Очевидно, что оператор G, аддитивен и однороден и

(1.8)

где Ох/—/. Мы в дальнейшем будем пользоваться обоими символами 
в одном и том же смысле. Очевидно также, что если /(г) аналитич
на в круге (г)</?, то О,Дг) аналитична в том же круге и что по
рядок и тип функций /(г), О,/(г) одинаковы.

Ясно, что формулой (1.1) функция /(д) определяется только 
для а£( — оо, оо), а для комплексного обращения преобразования 
(1.1) нужно, чтобы /(л) была продолжена на некоторую область 
комплексной плоскости. Поэтому нужны дополнительные условия 
на ядро 0(1) и на функцию Ф(/). Мы показываем, что из условия, 
наложенного на Е(г), следует аналитичность С(гс’) в полосе |1тад|<а 
и что определенная формулой (1.1) функция Дх) аналитически про
должается в полосе |1т®|<^я для достаточно широкого класса функ
ций Ф(х). Эти результаты устанавливаются соответственно в сле
дующих двух леммах.

Лемма 1.1.Пусть Е(г) целая функция экспоненциального 
типа, не имеющая на мнимой оси нулей, и удовлетворяет условию 
(1.4). Тогда ядро О(о*), определенное формулой (1.5), является ана
литической функцией в полосе 1г»1<? (ау=։Ц-|-ги) и удовлетворяет 
условию

G(u-{ iv)~o(\u]~n) при \'П, при I//I-OQ (1.9)

Доказательство. Для функции типа Миттаг-Лефлера известно 
(см. (’), стр. 430), что при $=1, р = 1-|-а, — 1<Э֊<0 имеет место оцен
ка

(1.10)

Если теперь Ап(6) означает индикаторную функцию функции /?п)(г), 
то имеем Л„(О)^Л(О), где Л(0) - индикаторная функция Е(г).
Следовательно из условия (1.4) следует

£<'’|(/у) = 0(е’Я<‘+։>) при |у| (1.11)
и что
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*!։•֊•>) при |у|֊'Оо. 
£(/у)

(1.12)

Подставляя вместо /:։(z;l4-а) и (1.5) асимптотическую формулу (1.10) 
и воспользовавшись оценками (1.11) и (1.12). интегрированием по 
частям получим требуемое.

Лемма 1.2. Если Ф(х) (14-х։)_л£Л( оо,сю) для некоторого 
Л' 0, тогда функция f(x), опреде ленная формулой. (1.1), анали
тична в полосе Птх|<а.

Доказательство следует из оценки (1.9) и из того факта, что 
ядро О(/) аналитично в той же полосе.

I е о р е м а 1.1. Пусть —преобразование Бореля функции E(z). 
Тогда

х» llm ( A'(w) f(x-\-ew)dw='j{x) л-։֊ rr. (1.13)

где Ср—замкнутый контур, лежащий в полосе \1ти՝\<^ -,охваты- 

вающий индикаторную диаграмму функции Е(х), если

где
Ф(х)=0(е''И) |х|֊»оо, 6>0

Ф(и)= I е~1и' <t>(t)dt

(1.14)

(1.15)

есть преобразование фурье функции L(x). 
Доказательство. Имеем

ос
If Iff

----  I A'(w)/(*+— (A'(w)rf^l G(amw /)Ф(/)<// =
2kZ J J J

Cp CP — x
co

J <t>(t)dt

—co

1
2~i

K(w)G(x-^-pw- t)dw. (1.16)

Перемена порядка интегрирования возможна, гак как если то£С. , то 
|1тк»|<^я|, где функции / и й аналитичны и, следователь

но, внутренний интеграл первого равенства сходится равномерно.
Рассмотрим отдельно интеграл

1 С 1 Г 1---- I /\ (м)О(х | -рю — Одю =-----  I Л'(«’)</:г----  
2г/ I 2г/ ) 2г

С₽ СР

, j‘£, |/я(л--)-рат /); 1 ■ a J
ua du-\-i ’

о
E(—iu)

и՜1 du

о
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A'(K')A։|/w(-v I ри’ /); 1 -|֊ a ] Jk՛ 4-

j-*u* 1
f( — in) 2~i

(w)£J //z(x-]-pw—/); 1

Здесь перемена порядка интегрирования возможна, так как интеграл 
(1.5) сходится равномерно на С», если заменить ш на х-|-рг£»—/.

Введем обозначения

Р, 0=:Д֊ 1 AT(w)?։RH(x+pW—/);
2wr J 

СР

/։(х, р, i) = ~— | /<(ai')F։|— /W(x-|-pw—О;
2к4 J

CoI
Имеем

p, /) = —— f K(w)elulx+^'-^ dw =
2r.l J

Cf

1 f= e'"(x-o— К (w)e,u?* dw == eiu<*-‘'E (iup). (1.17)
2~i J

C?

Следовательно

/։(-v, p, f) = £(tap)£։|/«(x—1)\ l-|-a]. (1.18)

Аналогично получим, что

P, t) = ^(֊iu9)^\֊iu(x-t)\ 1+a]. (1.19)

Обозначим через /(x, p) следующий интеграл:

/(x, p) = 1
2rd

J K(Tju)f(x-{-fjw)dw.

Co
Имеем

£(iu?) 
E(iu)

n^e^^-^du +

<^(t)dt i~* С E (—iuo)
2k J E( iu) 

о
//’ e-tu^x '> du =
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= 1 и՝ el,ljr<i>(u)du -| -—( ——— - u* e ll,t(b( — u)du, (1.20)
2«J E(iu) 2-J £(-/«)

О 0

где Ф(«)—преобразование Фурье функции Ф(л). 
Из предположения (1.14) будем иметь

W
lim О։м/(х, ь) = llni—— С
₽*'- f-։-2* J E(lu)

uaelu'^>(u)du =

QG

i eiuxu-> &(u)du. (1.21)

Остается заметить, что

— QB

<мл«’ ty(ii)du = х-1Ф(х).

Замечание. Для ядер С(и), удовлетворяющих условию

e-i'G(t)dt,

где £(г) квазицелая функция, допускающая разложение

£(z) — V апг 
п-'>

nh

.тля некоторого А>0, можно дать другую формулу обращения пре
образования типа свертки

/(х) = \G(x-t)$(t)dt 
— X

Для этих целей обозначим An(t) обобщенные многочлены Аппеля

ад£։(гх)= V глМ„(х) 
л "*0

где £։(гх) — квазицелая функция, допускающая разложение
□о 2ХЛЛ 

р(гх)= V --- ----------- .
’՝ ЛГ(1+лЛ)

Легко доказывается, что тогда

'X пп

•~яг
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откуда следует, что

О при /г^п
1 при /г — п.

Это наводит на мысль, что функцию ։1’(х) можно восстановить при 
помощи ряда Фурье—Аппеля

Ф(л) —V Ф„Лп(х), 
л* О

где

ф„х= Лл/’0(л--0 Ф(О^.
J ж-О
“ со 

Пользуясь свойством единственности преобразования типа 
свертки, доказывается, что если

то

Например, если 

то 

и если

/(*) = )’О(л--<)Ф(П<// 
“ОС

Ф(лг)=£ £>"л/(л-) -Л,(х).
л—0 х-0

О'(0 = /А_| при //>—2

Л,(х) =

/(х) = \(X—ОЛ-|Ф(О^, 
— ас

то

ф(/)=у Пп,1/(х) 
л- О

Хп^
х-о ’ Г(1+«Л)

Г(1-|-л//)

Ереванский политехнический институт нм. К» Маркса

<1. 1Г. 1|ГМ^11РЯЦЪ

(!ЦГ1шП 11 || ш|1 и||) Л 1>шф о|мп I р|шГ| 1| II (Г 11| | Ь !и ^г^ниГГШ1|1|||1д йш

(։) ишшу^шЛ /я

/(х)= у О(х-/)Ф(/)г// 
“00

(1)
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<*«"//'/' տիպի ձետփոխաթրսն կոմպԼևքս շըջամը որի (](է } //"ք/"//' երկկող֊ 
յ անի Լաո/լաոի ձձ ա փո խ ա թ լան ն Լ հանդիսանամ 1/£.(£) ֆունկցիան > որտեղ

£(г) = Г* 0<Ա1^«, .... ||т А =<_>>(). (2)
*“’\ “» / *>х ак

ատա<1յ4*էս ծ բերվում է (1) ձևափոխա (ժլան կոմպլեքս շրջումը ալնպիսի 
(7(0 կորիղների համւսր9 որ и Ա ղ միակողմ անի րնդհանրա էյվ ած 1էապչաոի ձևա- 
փոխութլտնն է1

(’ Օ(է)Ր շ^մէ = ——, յ Е(г)Ս (3)

որտեղ /“(^) 4 քսպոնեւքիալ տիպի ամբողջ ֆունկւ^իա է9 
վրա չունի ղրոներ և բավարարում է

որր կեղծ աո անуրի

нт ААА>1=։>0 
|у|>» V (4)

պարքանինէ Խնդիրը լուծելու համար օղսապործվել է Հիրշմանի ե 
աշիւատսէնքի մեթոդը և 1Ւիմուն*Հիոլ •/ՒւՒ Օպերատորի ապարատը!

//ք իդերի

Л И ТЕРАТУРА - Դ Ր Ա 1| И Ն Ո I' ք* 3 Ո Ի Ն

1 Хирш.иан и Уиддер, Преобразование типа свертки. М., 1958. ; Л1 Джрбаш.ян. 
ИАН СССР. сер. мат. 18. 427—448 (1954). 3 Л1 М. Джрбашчн. Интегральные преобра
зования и представления функций в комплексной области. М., 1966
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.МАТЕМАТИКА

С. Е. Маркосян, И. А. Карапетян

О совершенных графах

। Пр։ 1 'тавлеио академиком АН .Армянской ССР С II. Мергеляном 9/ХI 1976)

В настоящей работе установлено одно важное свойство о кри
тических множествах и ребрах, которое является обобщением теоре
мы доказанной Байнеке - Харари-Пламмером (’), и с его помощью 
доказана гипотеза Олару (’): если в графе С каждый цикл нечетной 
длины имеет по крайней мере две диагонали, то граф О—совершен
ный. В конце сформулировано утверждение, равносильное гипотезе 
Бе ржа.

Мы будем рассматривать обыкновенные графы.
Пусть О—(Д’, О) некоторый граф, а а(С7). з(О) и ®(О), соответственно, 
число внутренней устойчивости (наибольшее число попарно несмеж
ных вершин), кликоматическое число (наименьшее число клик, пок
рывающих все вершины графа О) и плотность (число вершин наи
большей клики) графа О.

Напомним следующие известные определения.
Граф О имеет 7-покрытие, если з(0)=-(0). Граф О называется совер
шенным, если каждый порожденный подграф графа О имеет «-покры
тие. Нечетной дыркой в графе О назовем простой цикл нечетной 
длины без диагоналей.

Относительно совершенных графов Берж (3) выдвинул следу
ющие две гипотезы:

1) дополнение совершенного графа является совершенным гра
фом;

2) граф (7 совершенный тогда и только тогда, когда ни О, пи 
его дополненное О не содержат нечетных дырок длины > 5.

Ловац (*) доказал, что граф О является совершенным тогда и 
только тогда, когда для любого порожденного подграфа О' графа О.

7(0') ?(0')^(0'),

где (О') число вершин графа (/'.
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Этот результат сильнее первой, ио слабее второй гипотез Бержа. 
Введем следующие определении и обозначения.

Ребро и=(х,у) графа а назовем критическим, если «((7 и)>*(0).
Множество ребер 0" 2՜ 7/ графа 6 назовем критическим, если 
а(С/ и )?><*(('). Реберно-критической компонентной графа (7, называ
ется максимальный подграф // графа (/, в котором для любой пары 
вершин существует цепь, состоящая только из критических ребер.

Пусть I Л֊ 1у^Х/(х, у)£7/|,

ил= и^и1и=(л-, у), у£А'։,

где Л' произвольная вершина графа 6—(Л', и).
Очевидно, что если граф О имеет ։- покрытие, то все его ре

берно-критические компоненты являются полными. 11з справедливо
сти второй гипотезы Бержа непосредственно следует: если граф и 
его дополнение не содержат нечетных дырок длины *5, то его ре- 
берно - критические компоненты являются полными подграфами (•՝). 
. 1егко заметить, что последнее утверждение является более слабой 
гипотезой, чем вторая гипотеза и вполне естественно попробовать 
решить эту гипотезу.

Пусть 5, и 5, произвольные наибольшие внутренне устойчивые 
множества графа 6. Обозначим через О,„ подграф графа 6, порож
денный подмножеством вершин 5։ и 5։, а его компоненты связности 
через (7{2, где /-Э=1. В работе (5) доказана следующая
Л е м м а 1. |6,12Г151| = |6,|2( )5,| Оля любого I > 1.
Лемма 2. Если и СЛ СР-крити
ческое множество графа (/, причем их\\1'г не является критичес
ким множеством, то существуют ребра и,^Ьгз У2 и и&и3 ' че
рез которые проходит нечетная дырка.

Доказательство. Так как критическое множество для (7.
то существует наибольшее внутренне устойчивое множество 5Х(5,), та
кое что 5хи1х) (5,01x5) является внутренне устойчивым множеством 
для графа 6x0" (6хО։). Пусть Г/ = 5/Г|ГЛ., 7=1, 2. Рассмотрим граф 
61.2. Пусть г^Г|, 70, 2. Через 0Ц> обозначим компоненту графа би, 
содержащую вершину г. Докажем, что существует хо0 ։ I, и уо0 г 
такие, что 6'(։, х=6/У»’. Предположим, что не так. Тогда пользуясь
леммой 1, легко убедиться, что

является внутренне устойчивым множеством ։ рафа 6 мощности э(6).
Нз определения 5 следует, что вершина х смежна лишь с вер

шинами Г։П('оП5։.
Пусть г’лГ,= 0. Тогда 51 501x1 будет внутренне устойчивым 

множеством и |5։| |5|, что противоречит выбору 5Х. Если Г.ДГ, А0. 
тогда и\]и2 является критическим множеством графа 6. что проти
воречит условию леммы.
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Так как (7{Чв)֊ 0{ЦЧ то существует простая цепь, соединяющая 
д0 и у0 и состоящая поочередно из вершин множеств 5։ и 5։. Пусть 
С кратчайшая цепь с указанным свойством. Рассмотрим подцепь Со 
цепи С наименьшей длины и такую, что одни конец $։£Г։ Г։, а дру
гой конец *3£Г։ Г։. Цепь Со с ребрами (х, хг), (х, ха), составляет не
четную дырку, что завершает доказательство леммы.

Следствие 1. (Обобщение теоремы Бапиеке, Харари и Плам
мера (’)) Через любые пары смежных критических ребер проходит 
нечетная дырка.

Следствие 2. Если и՝~их, С/1^6/а — минимальные
критические множества 1ля графа 6, то существуют ребра «։£6/։ 6։ 
и ։:3£1 ’ и՝, через которые проходит нечетная дырка.

Следствие 3. Если \, Д72сМх —такие критические мно
жества. что для любых и'с^и՝ и объединение и՛ и О" не
является критическим множеством, то существуют ребра 
и С 1 через которые проходит нечетная дырка.

Лемма 3. Если в грифе (3 все цик »ы нечетные длины именин 
по крайней мере две диагонали и в некотором цикле р нечетным 
длины диагонали выходят только из вершины х, то х смежна 
со всеми вершинами цикла р.

.Лемма легко доказывается по индукции.
Прежде чем перейти к доказательству основной теоремы напом

ним, что граф а называется критически несовершенным, если а(С/)< 
<з((7), по а{(7 ) а(О'), 1ля любого порожденного подграфа О' графа 6 
н заметим, что из теоремы 3.11 работы (’) следует:

Следе твие а. В критически несовершенном графе О, для лю
бой наибольшей клики 9 графа (} существует только одно непересе- 
кающееся с () наибольшее внутренне устойчивое множество.

Следствие б. Для любой вершины х критически несовер
шенного графа О существуют ровно я(б) различных наибольших 
внутренне устойчивых множеств содержащих вершину х.

Теорема I. Граф, каждый цикл нечетный длины которого 
имеет по крайней мере две диагонали, совершенный.

Доказательство. Пусть теорема не верпа. Тогда сущест
вует критически несовершенный граф 6\ удовлетворяющий условиям 
теоремы. Пусть С? некоторая наибольшая клика в графе 6. Тогда 
по следствию а, существует ровно одно наибольшее внутренне ус
тойчивое множество 5. такое, что $Л^=0. Пусть х—произвольная 
вершина из (). Очевидно, что л.р|5’#0. Обозначим через $0 ту 
вершину из множества .V, для которой выполняется равенство

|П„Л <21= шах |ГЛЛ 
։ел’

Ясно, что существует вершина г, принадлежащая С} и не смежная с 
50. Согласно следствию б существует наибольшее внутренне устойчи
вое множество 5' графа О, содержащее вершину г, но не содержа- 
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шее вершину s0. Обозначим через ЛГ rxf|S'. Рассмотрим граф G'. 
который получается из G удалением всех ребер вида (х, у), где 
yCl^V Л$о>] U Н'* И|. Докажем, что a(G') = a(G). Пусть это не՛ так. 
Тогда существует внутренне устойчивое множество S" в графе G', 
такое, что |5"|>а(0). Ясно, что S"f]Q=lxl и s0?S". Но тогда S"՝ !х 
будет наибольшим внутренне устойчивым множеством в графе G, от
личным от S и пепересекающимся с Q, что противоречит следствию а.

Теперь легко заметить, что ребра (х, s0) и (х, г) являются кри
тическими в । рафе G . Согласно следствию I существует нечетная 
дырка р = (х, z, х։, . . х.՛*, х0), проходящая через эти ребра, все
вершины которой, отличные от х, принадлежат множеству SUS'. и 
будет простым циклом нечетной длины в графе С/, диагонали кото
рого выходят только из вершины х. Следовательно, по лемме 3 
вершина х смежна со всеми вершинами цикла р. Легко заметить, что

Но выбору §0 существует вершина у£Г\олр, несмежная с х։. 
Тогда р/ = (у, *, х1։ ... , х։к. <?0) будет простым циклом нечетной 
длины в графе 6, все диагонали которого выходят из вершины у. 
Вновь, согласно лемме 3, вершина у смежна со всеми вершинами 
цикла р', что противоречит выбору у. Полученное противоречие до
казывает теорему.

Следствие (Теорема Олару (а) ). Если каждый простои цикл 
нечетный длины графа 6 имеет по крайней мере пару пересекающихся 
диагоналей, то 0'—совершенный.

Заметим, что если каждый цикл нечетный длины графа (7 имеет 
по крайней мере две диагонали, то 0' удовлетворяет условиям второй 
гипотезы Бержа.

Дадим определение понятия критической компоненты, которое 
является обобщением реберно-критической компоненты, и с его по
мощью сформулируем необходимое и достаточное условие для со
вершенных графов, а также утверждение, равносильное второй гипо
тезе Бержа.

Пару вершин х и у графа С7 назовем критической, если разрез 
Уд, определенный произвольным множеством Д, где х£Д, у~Д 
является критическим. Максимальный подграф, у которого любая па
ра вершин критическая, назовем критической компонентой. Ребро 
и = (х, у) назовем существенным, если при любом а- покрытии х и у 
принадлежат одному и тому же полному подграфу т. е. з(б ы)}>а((7).

Существенной компонентой будем называть максимальный под- 
1 раф у которого любые две вершины связаны цепью, составленной 
из существенных ребер.

Легко доказать следующие теоремы:
Теорема<2. В совершенном графе критические и существен

ные компоненты совпадают.
Гео рема 3. Граф совершенный тогда и только тогда, когда 

критические компоненты любого подграфа полные.
Заметим, что аналогичное утверждение не верно для реберно
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Критических компонент. Из теоремы 3 следует, что вторая гипотеза 
Бсржа равносильна следующему утверждению:

Г.слп граф (/ и его дополнение не содержат нечетных дырок и 
а является критической компонентой, то 67—полный граф.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР и 
ереванского государственного университета

II. Ь. ՄԱՐԿՈ113ԱՆ, Ի. IL ԿԱՐ11Պ1մՅԱՆ

4ւսпниՐ|шI զրաֆքւերփ «հափնG = (A, Լ ) и nt/ Пр ական ղրաւի է, Կամտսրս-
տասի/անարար , (] ղրաւիի ներքին կայունու[ ամ ենամե ծ թվit Iif fit լ у աո 
պսպդ իրար ոչ կի у ւյտղաթների քանակը) ե ծածկա լթ ի ((] ւյրաֆ^ 11п1пГ
ղաղաթնե րր ծածկող աէք են ա էի ft քր //'/’У են թ աղ րաւինե ր ի րոէնակր)
թվերն ենէ նաւենր) որ (յ ղրտֆն անի J - J ա ծ կ tn (թ , ե թ ե “) ( (/ | = 0 ( (у ) • (/ ղրա- 
•իր կոչվում Լ կոէէււոէ ր լո» լ , եթե (յ ղրսմիի էտ րաքանչյա ր ծնված են թ աղրաֆ 
անի 1*ծածկայթք

ղվածոււք րա րահ տ յտվ ա ծ են կրիա իկա կան ր ա ղմ ո ւ ք1 յո էՆՆ ե ր ի ե կոդերի 
քք ի րանի կարևոր հատկություններ, որոնք հան ղիսանոււք ե\է /• ա յն ե կե - հհս ր ա - 
/'/** ^"Ղ^Ւտ ասյացուցված թեորեմի րնդհանրացումնևր և որոնց
օղնությամր ասրսցուցւ[տծ է Օլարոէ/ւ հիէղոթեւլրւ

Եթե (յ էքքւաֆի կենտ 1։ւէկւսրւ>էթ յա<( ր յրւ ւ րսւ քան չյ ո էր !)1'կ( ունի ա ոն»/ ա է/ն 
երկու անկյունատեր, աււյա այն կատարյս)/ է։ Հողվածի վերջոս! ձևակերպված 
Լ ՕերՍի երկրորղ հիսյոթեղին հաւքարւ/եր սյնղումւ
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МЕХАНИКА

С. С. Заргарян

Решение основной смешанной задачи плоском теории упру юн и 
для односвязных областей с углами

(Представлен........ АН Армянской ССР О М Сэповджяном 2АЧ 1076»

Настоящая статья посвящена решению основной смешанной тала
ми плоской теории упругости для односвязной области, граница кото
рой имеет угловые точки. Основная смешанная задача для областей с 
гладкой границей решена Д. И. Шерманом ('). В работах (■'•’) рас
смотрены решения основной смешанной задачи для пол)круговой об
ласти.

В приводимом ниже решении, ограничиваясь для простоты случаем, 
когда упругое тело занимает на плоскости конечную облает։., ; редлага- 
ется метод решения основной смешанной задачи для одиоссязной об
ласти с углами, основанный на непосредственном выделении локальных 
решении, возникающих в окрестности угловых точек контура

В работах автора (*-5) этот метод был применен к решению 
плоской задачи теории упругости для односвязных областей с углами 
при заданных на границе напряжениях или смешениях.

1. Пусть конечная односвязная область 5 ограничен.։ кусочно- 
гладким замкнутым контуром А, имеющим т угловых точек а,. 
Положим, что граница области имеет 2тх угловых точек, в которых 
меняются граничные условия, гп2 угловых точек, расположенных на 
участках границы, на которых заданы напряжения, и т3 угловых 
точек, расположенных на участках границы, на которых заданы пе
ремещения (т =2//»։ 4֊ /л։ ֊1֊ тл).

Примем, что па участках А2/_։ = «з/-։ аг/ (/■=։. . ...........не
имеющих общих концов, положительные напряжения которых совпа
дают с положительным направлением обхода контура А, заданы на
пряжения, а на участках А.,; = д_>/а-.7+1, причем, а^т, + |=а։, заданы 
перемещения. Совокупность дуг А2у_։ обозначим через / , а совокуп
ность дуг через А".

Как известно (®), граничные условия задачи записываются так
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?*(') + <?*'(') 4- Г(П=/(/)+С(/) при (1.1)

«■?•(')֊/?•'(') Гй)=А'(О при )££" (1.2)

Здесь

/(<) = / / (Л-„4-/Г„)<*д. при /С/-], ,
°2/ 1

£(/) =2|1(« 4֊ го), при

С(П = С2/֊։ (7 = 1, 2, . . . /п։). (1.3)

Будем полагать, что /(/) и £(1) удовлетворяют условию Гельде- 
ра соответственно на каждом из участков /_2/ , и /.’

На основании (4.5), для выделения локальных решении, возни
кающих в окрестности угловых точек контура, функции ։*(г) и 
Ф*(г) представим в виде

?*(*) = ?(*) 4֊ V <?;(£), 
г I
/л _

'И*) = И*) 4֊2£ С1-4)
/-։

Подставляя (1.4) в (1.1) и (1.2), получаем

__  ___ //I ____ ____
?(') + /?-(') +•?(<) =/(О + С(О-V !?/(/) + (/ «;)?,(<) +’Ь(0|

1 I
при (1-5)

*?(0 *?'(1)-Ь(П = е(П-՝ч |хТ/(/)-(/-ау)?>;(^)-Ф/(/)) 
/ 1

при (1.6)
где

?/(*) = ?1/(^֊«/) 4֊ ?։/(г-Пу),

'?/(?) = 7Л]^~а/) 4- /2у(г-ау). (1.7)

Голоморфные функции <ри-, ^։/-, /,у и /։у образуют комплексную 
бигармоническую функцию Гурса

у) = /1дг-п/) , /27(2 — ау) -]֊ (г֊н/)^1у(г ау) 4֊ (г֊а/)'ру(2 а}).

которая при значениях

/.։/(«-«/) = «/»Дг֊в/)*/+’, /.2У(2֊а/) = ^7(г-и/)х/+1,
?։;(-г—оу) =т/3у(г-Ну)'/, ’й<if{z—ai) = d^|{z—(lf),) и г а} = Г{е1[՝1 (1.8) 

имеет следующее представление в полярных координатах:
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0/) = r^ ‘^lZsin (> j \ 1)9,• + £a/cus(>./+1)0/+ ^/sin (/./ l)9y + 
h^/cos(/./ 1)0/], (|,9)

где
— — 1-^2/. ^a/=7(^/~^4/)» ft</ = ^3> + ^4/ (MO)

/-мнимая единица.
Следуя Вильямсу (’), удовлетворяя с помощью (1.9) однород

ным условиям на прямолинейных сторонах сектора 0/=х/ и &/=?/, об
разованного касательными, проведенными к контур} в точке /// так, 
что угол fy-*/ представлял угол области в рассматриваемой угловой 
точке контура, получаем систему четырех однородных уравнений 
для определения коэффициентов Ьк1 (£=1,2,3,4; / — 1,2,,../?/). Полагая, 
что поведение напряжений и смещении в углово i точке <// совпадает 
с поведением этих же величин в окрестности вершины вышеуказан
ного сектора, как это имеет место также при изгибе тонких плит 
(в), комплексное число /./ будем определять как корень с наимень
шей положительной действительной частью характеристического урав
нения, получающегося из условия существования нетривиальных 
решений однородной системы для определения коэффициентов btJ.

Как известно (*), i.j будет корнем одного из уравнений

= '•; sin’ (ру—аД (I.H)

x’sin։'/(fV -։,) = /• sin’ (?>—’/), (1.12)

4/.jsin2 (?/—а,) + 4xsln։/,(p/֊ aj —(х j l)’ = 0 (113)

соответственно, в случаях, когда на сторонах угла заданы 
напряжения, смещении или вершина угла является точкой смены 
граничных условий.

Учитывая, что во всех трех случаях ранг матриц вышеуказан
ных однородных систем равен трем, нетривиальные решения систем 
имеют вид:

£j/—A(1.14) 

Подставляя (1.7) в (1.5) и (1.6), с учетом (1.8), (1.10.) и (1.14), 
получаем 

___ ___ т _
?(/)+ 4+(/)=/(П+С(П-1 М/(0+М/(*)։ при tr֊Lf (1.15)

7-1
___ __ т —

z-f(/) >(') = g(O-У ।^^/(0+£</<“/(01 при 7CZ-' (116)
/- ։

где
21,(0 = (|+ >֊/( 1 +iA'J/)(/-n/)(7-aj)x/-1 +

+ (/«/+D (Аа/ + iXv)(t—atVi,

= ‘Х3)К' ’ +

+ а, + I)(X>i 4- М'р)(Г-п;)Ч
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2’./(/)«х(1-/Ха7)(/-п/)>7-/у(1 МЛ’зРи— а/)(1 1 -

— ('7 Г 1)(А?/ 4 I!Л։/)(^—Я/)'7,

2ч»,(П = *(1 М'а/)(/-(оГ7֊М14ь^/)(/֊<1/)(/ (//)'/

— ('/4- 1 )(А։/ 4* — <//)'/ (1.17)

Для решения поставленной задачи необходимо определить голо
морфные н 5 функции ?(г) и Ф(г), а также т вообще комплексных 
постоянных А4/ и тх постоянных Са ։ (/=1,2, ... /п։) из граничных 
условий (1.15) и (1.16).

2. Функции <р(г) и ф(*) будем представлять интегралом типа 
Коши с действительной плотностью (*•“).

1Ч(՜)^՜ 

т—г 4՜ /7)։.
/.

/74,

(2.1)

(2.2)

где р,(т) и ^(^-действительные непрерывные функции, имеющие 
интегрируемые производные; О։ и /^-действительные постоянные.

Предельные значения функций ф(г) и ’>(г), определяемые ио 
формулам Сохоцкого-Племеля, на контуре А имеют устранимые раз
рывы в угловых точках Яу. Будем приписывать в точке а1 функциям 
?(/) и >(О предельные значения соответственно функций ?(?) и б(г), 
когда точка г стремится к узлу я/ по дуге А/_| пли А/. Можно пока
зать. что эти предельные значения равны между собой.

Подставляя предельные значения (2.1) и (2,2) в граничные ус
ловия (1.15) и (1.16), предваригсльно переходя в них к комплексно- 
сопряженным значениям, после некоторых преобразований, получаем 
следующее сингулярное интегральное уравнение:

I11 (')//- 

£ £
__  __ т

= 2/(0 2С^)^2((О1-Оа)-2 V !/>'!д7)4при (2.3) 
/и

«!*,(<> - и։(<) - -4 С —Ь
~1 Д ■ -/ "/

£ £

14(-)/Л

____  т _ ____ _ _
= 2^(0 4-2/(хО։4-/Л)-2Х։^/:/(0-1-^“7(0| при (2.4)

Отделяя действительные и мнимые части в (2.3) и (2.4) и, далее, 
выделяя сингулярный оператор в мнимой части, после некоторых 
преобразований получаем
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|Ч(0+|‘>(0-2 , I 1‘։(՜)+|*։(1)|‘/111-^—7-4----- I !֊,(■։) 1,п</-Д- =
՛■ .1 —։ - з ■—։

П1 __
= 2ке[С(0]֊2Ре V при /2.5)

1 Р ~ Г 1 г — “*н(П֊М0֊2^՜ | |хр։(х)֊|1։(՝։)|б/|п^у-— |*։(-) 1т г/=
*4 /

т ______
=2Ре^(/)-2Ке V ^у|:/(0-|֊ш/(;)| при /££" (2.6)

1 Г^-)с1- 1 (* (/- 1 Г Г_-75֊ | -гт7֊ ֊֊ т-] ।(л >н( ‘) + 2։ч( 4 I —? - I [И։(т)_И։(-)](/|п— +
I. г

М-Же։/—-4-2<1т|/(О4-С(/)|-2/(0, —О։> ֊

+ 2/1т ^^,/9/(0-5/101 при (2.7)

— (— = - ֊4 [((«-Он,։’) + 2н.(0| ֊ - 
Тс/ и ' — (

4 4'

֊9^՜ [ Гл111(՜) + ։М‘)к/1пт-=£--^ | __1 4֊

• 2/1гп^(/) — 2/(хП։ + Я։)+2/1т 2 —',/(01 при ^1", (2.8)

где

1‘1(-)-։М') при -С7-' 
у!11(х) + !1։(') при </-

Можно показать, что интегральные операторы, входящие в (2.5) 
и (2.6), являются равностепенно непрерывными функциями от /.
Правые же части (2.7) и (2.8) являются функциями, удовлетворяю
щими условию Но на всей границе А(в).

Таким образом, задача отыскания функции р։(0 и ц։(0 свелась 
к разрывной задаче—решению регулярного интегрального уравнения 
второго рода (2.5) и (2.6) и сингулярного интегрального уравнения 
(2.7) и (2.8). Регуляризация этого уравнения, определение неизвест
ных постоянных С>/_|. А,/, а также доказательство разрешимости 
полученных интегральных уравнений должны стать предметом от
дельного исследования.

Ереванский политехнический институт нм К Маркса
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II. II. ՋԱՐԴԱՐ9ԱՆ
Մի1|սւււի ւս 1ւկ । и ւն (ւ Լ г и ւ| ա|ւրւււ||>|ւ համար ւսոաձ<|ակւսնու թյահ տԼււու[» ււսս 

հարթ հ|ւմնա 1|սւն խաոը |ււնւ|ր|ւ |1ււծւււմլւ

Հողվածում բերված ( առաձգականութ յան տե սության հարթ խնգրի 
լուծումր մ իտկապ, անկյուններով տիրույթի համար, երբ նրա եղրաղծի որոշ 
մասում տրված են տեղափոխություններր, իսկ մնացած մասում լարումն երրւ

Նախապես անջատելով անկյունային կետերում առաջացող տեղական 
լուծոլմներր, խնղիրր բերվում ( երկու ինտեգրալ հավասարումների սիստեմի, 
որոնցից մեկր ռեգուլյար (է իսկ մյասր' սինղուլյարւ Աինղուլյար հավասար- 
ման ռե գուլ (արացումր և ինտեգրալ հավասարումների լո լ ծ ե լ ի ո ւ թ յան ասրս֊ 
գոււցր բերված է աոանձին հողվածում, որբ է*սւջորղում / ներկա յինիսւ

Л ИТЕРАТУРЛ — %РИ||1КЪЛЬР‘ЗПЬЪ

’ Д И. Шерман, ДАН СССР, т XXVIII. № 1 (1940). 2 А. И Каландия, Проблемы 
механики сплошной среды К семидесятилетию акад II И. Мусхелишвили. М.. 1961 
3 Д II. Шерман. Приложения теория функции о механике сплошной среды. Труды меж
дународного симпозиума в Тбилиси, М., 1965. 4 С, С Заргарян, ДАН Арм ССР, г. ЬХ, 
№ I (1975) 5 С С Заргарян. ДАН Арм. ССР. г. ЕХ, № 3 (1975). 6 Н. И Мусхелишв1Ь 
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плит. изд. .Айастан*. Ереван 1975 • //. Е. Товмасян, ДАН СССР. г. 160. №5(1965).



ՀԱՅԿԱԿԱՆ Ս1)Հ ԴԻՏՈԻ1>-ՑՈհՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ Ջ. Ե Կ Ո Ի 5 Д Ն Ե Ր 
ДОКЛАДЫ А К АД Е МИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ЬХШ 1976 — ֊^ ֊֊-֊ ==

УДК 621 382.3

ФИЗИКА

Член-корреспондент АН Армянской ССР Г. М. Авакьянн 

5-образная вольт-амперная характеристика и шнурование тока 
в коллекторном переходе сверхмощных транзисторов

(Представлено 2 4 ГУ! 1976)

В сверхмощных транзисторах, где концентрация носителей в ре
жиме насыщения становится свыше 101՜ см՜3 (В существенную роль 
начинают играть электронно-дырочные столкновения. Как уже было 
показано С1) р-п —столкновения приводят к возникновению участка 
отрицательного сопротивления на ВАХ внутри коллекторного перехода.

Здесь эту особенность работы транзистора рассмотрим подробнее.
Исходя из уравнения (2) в (։) мы получаем следующее выра

жение для концентрации электронов внутри коллекторного перехода 
(см. (։) обозначения в (1)):

Як-Р ±
1 //> + 1 ЕН^
4 \ 2 Т

-11/2

2>о ՍՀ (1)
М» + (ь -|- 1) Н Ь =

Это соотношение с постоянным лКр позволяет проанализировать 
ход ВАХ коллекторного перехода до начала участка отрицательного 
сопротивления (ОС) и на самом участке ОС. Следует сразу огово
рить, что н (*) /У,,,, величина постоянная и равная длине высокоомной 
части (ВОЧ) коллектора только тогда, когда вся эта область промо- 
дулиропана, причем достаточно однородно.

Поэтому, даже говоря о небольших относительно концентрациях 
мы все же будем предполагать, что и в этом случае ВОЧ коллектора 
промодулирован достаточно однородно и до конца и, что концен
трации носителей по обе стороны от коллекторного перехода прак
тически одинаковы (это имеет место, если см. (’))• Ког
да ВОЧ промолулнрована лишь частично, это соответствует переход
ному случаю, ибо в конечном счете нас интересует режим модуля
ции, с наименьшим остаточным напряжением на ВОЧ. Итак, при ма
лых концентрациях в (I) следует взять перед корнем знак минус. 
Разлагая подкоренное выражение находим при малых //0:
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(2)

Как видно из (2) с уменьшением Е (т. е. ростом внешнего ин
версионного напряжения, на коллекторном переходе см. (’)) п0 рас 
тет. Однако при дальнейшем уменьшении Е подкоренное выражение 
в (1) может обратиться в нуль. При этом дальнейшее уменьшение 
Е становится невозможным.

Есл и Ь 4֊ 1 ЕН™
2 Т

то:

Ь 4֊ 1 _ 1 / 2А/во
2 ту ~

Уд + Мг» 
Л-кр (*+1). (3)

После достижения своего минимального значения Е может
только возрастать, а соответствующее инверсионное напряжение на 
коллекторном переходе будет падать. Это и есть участок ОС. Чтобы 
получить концентрацию п0 на участке ОС теперь перед корнем в 
(1) надо взять знак плюс. Пренебрегая под корнем числом с 
(Уп 4֊ А/е»), находим:

^4-1 
2

ЕНв0
Т

'1кр. (4)

Как мы видим с уменьшением инверсионного напряжения п0 
растет.

Окончание участка отрицательного сопротивления можно усмот
реть, если принять во внимание явление экранировки заряда при 
р-п — столкновениях. Дело в том, что //кр в действительности не пос
тоянная величина, а зависит от л0:

(5)

Здесь и п0 постоянные, имеющие размерность концентрации 
• Ю18 см՜3 (2). Как только дебаевская длина сравнивается с 

длиной де-бройлевской волны частицы с эффективной массой электро
на и дырки, наступает достаточно сильная экранировка и р-п— столк
новения становятся менее интенсивными.

Это приводит к исчезновению участка ОС.
Нетрудно теперь видеть, что в целом возможна с ростом тока 

(последний пропорционален //0) характеристика 5-типа. Одному зна
чению инверсионного напряжения будет соответствовать три концен
трации или три значения тока.

Как известно (3), указанная неоднозначность ведет к шнурованию 
тока В данном случае такое шнурование может иметь место в коллек
торном переходе.
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Чтобы выяснитI. условия, при которых может возникнуть шпур 
тока, обратимся к уравнению непрерывности тока. Пусть ток течет 
по оси х. Нас интересует распределение носителей в плоскости, перпен
дикулярной этому направлению. Причем, ограничимся изучением шну
ров. размеры которых, скажем, в направлении у нсограиичены. а по: - 
конечны. Будем считать, что диффузия частиц из шнура является основ 
ной причиной приводящей к конечному его размеру (в противном случае 
шнур был бы бесконечно узким).

Тогда, после интегрирования уравнения непрерывности по коорди- 
нате хв пределах коллекторного перехода мы для плотности тока, на 
единицу длины по оси у получим следующий вид этого уравнения

*4---Ад -|֊ х 1).

(6)

Здесь:

Н<1

О

£)-амбиполярный коэффициент диффузии дырок и электронов в на
правлении осн 2.

К уравнению (6) нужно добавить уравнение определяющее сос
тав тока вдоль направления г:

{___ сШ_
~ с12 ‘ (7)

Исключая из (6) и (7) с!2, а затем выполняя интегрирования комби
нированного уравнения, получаем:

(8)

Здесь А%|п—безразмерная концентрация носителей вне шнура.
/(Л7,„։„) = 0. Обозначая через ^пах концентрацию в центре шнура и 
замечая, что /(Л%ах)=0. находим условие устойчивости шнура:

(9)
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Если обозначить через V—среднюю концентрацию носителей в шнуре, 
то согласно определению:

.У=Л^п +

Л/тях
2- С Д ’

М1||ц
(10)

где Л —безразмерная ширина полоски тока через коллектор при од
нородном распределении носителей.

Из (7) и (10) находим:

ЛГ- = ֊
>-*

Лгтэх
Г Ш

/
Л Щ|||

(И)

С другой стороны:

( .V — УУппп) (12)

где / $ -ширина шнура.
Используя (8), (9), (11) и (12) можно найти концентрацию но

сителей на оси Мп»» и ширину шнура Л։.
Устойчивость шнура, согласно (9) возможна только тогда, ког

да уже на оси шнура имеет место заметная экранировка при р-п-рас- 
сеянии. Это значит, что для оценочного расчета мы можем в (9) 

разложить логорифм в ряд по отношению Вместо (9) таким об

разом, приближенно имеем:

I - ;.У

1+ Л\Л/

-^-<1

К \с1М = (13)

Пусть сначала

ходим (7Ут1п-*0):

тогда из (10) без большой ошибки на-

•/Утаж
_2/<_

ЕЛ-2՜ (14)

7-------— Л/тахА^,

В том же приближении из (11):

Мпаж
(/У-7Уп>1п)/- = /2? Г _______ММ

]/' км-ц/< -2)֊
(15)

Или по порядку величину:
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(16)
_ №'։ _

2/2г, V- V,
г Л

Сравнивая правые части выражений (16) и (12) находим:

4 I = -2^
У к V 5 /с—2 ’

Примем теперь обратное соотношение

Из (13) находим для этого случая:

\'ХК\

Теперь вместо (15) имеем:

Л^тах _____
(.у֊.ут|1,)/.=/^ 1՛

у Г '"плх •*

или

то есть:
(Л7 —.\*п||||)/. — 2}^2т) д т11>

£. = 4/И

В размерном виде (14) и (18) принимают вид:

Л шах
2К(^ 4- Л^») 

:ЛГ—2

Ч П1*Х

п*
к< //, ’

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

№

Принятые в процессе получения (22) и (23) неравенства накла
дывают ограничения на значения Л/а обеспечивающие возникновение 
ш нура.

В самом деле, согласно (3):

?т1п--- ֊
2( а 4՜ 1

НкрК
(24)

Причем //Кр в (24) соответствует точке, где л0=։/4։т1п АлКр.
Значение ; в (22) и (23) больше, чем «ты. Положим:

(25)

где а>1. Тогда из принятых неравенств:
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1, Лтпх^>/։, (26)

вытекает, что

Из (27) видно, что шнурование возможно здесь только, если:

(2Н)

В случае, когда вместо (26) мы имеем:

^гпа\ , (29)

получается

Таким образом, здесь шнурование появляется только при п>пл. 
Оценки показывают, что неравенство (13) более реально, чем (28).

В том случае, если соотношения (27) и (30) не выполняются 
шнурование будет отсутствовать. Так, например, согласно (30), 

если з = 2, К= 10*, — = 3, то шнурование не будет, еслип3

Л/о<2 • 10” см֊3 и Л<0>2 • 10‘5 см֊3.

В нашем исследовании шнурования тока при р-п—столкновениях 
мы ограничились рассмотрением коллекторного перехода. Между тем, 
если экранировка заряда начинается также в ВОЧ, то в этой области 
возникает в рамках модели (5) то же отрицательное сопротивление. Для 
чего п в ВОЧ должно превзойти п уже по всему объему, а не только 
внутри шнура, как это мы допустили выше.

Согласно (17) и (21) г. случае возникновения шнура его ширина 
может колебаться от нескольких микрон до десятков и даже сотен 
(последнее если Л։>л).

Способны ли такие шнуры, если плотность тока внутри них не 
будет, вероятно, превышать цифру порядка нескольких тысяч ампер на 
квадратный сантиметр, помешать нормальной работе сверхмощного 
транзистора, надо решать для каждого конкретного случая в отдель
ности.
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