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МАТЕМАТИКА

Т. II Арутюнян

Асимптотическое распределение числа собственных значений 
системы дифференциальных уравнении в частных производных

(Представлено чл.-корр. ЛИ Армянской ССР Р. А. Александрином 3/Х1 1975)

Пусть I. — самосопряженное расширение в пространстве Н = 
= Аг(/?։;С4) симметрического дифференциального выражения, задан­
ного равенством

1и = 12 7 — + РМ ! “ = + <?(•։)“ О)
Ь , М Ох,/ I

в пространстве Но = С“(А?3, С4). Здесь мы обозначили

(
Պ(*)\

I’ Л = 

«<(*> /

= (х։.х։х3,) £ R3

/>(д) и <;(х)—вещественнозначные функции, а։,.... а։-матрицы Дирака 
(’), которые, как известно, удовлетворяют условиям (я; — матрицы 
4-го порядка) 
а) «уау = — ։=#=/' (анти коммутируемость)
в) я-= £,/ = 1......... 5; Е — единичная матрица
с) я’ = яу, (эрмитовость).

Уравнение £/< = >.« в релятивистской квантовой механике назы­
вается системой Дирака и описывает движение частицы в поле с 
потенциалом (?(х). Вид потенциала <2(х) =/Ч*)’* + <7(ХК диктуется 
требованием самосопряженности и антикоммутируемости матрицы (?(х) 
с матрицами я։, а это требование исходит из связи между им­
пульсом и энергией в релятивистской квантовой механике (см. (’)), 
Заметим, что выбранный нами вид (?(х) есть наиболее общий вид 
самосопряженной матрицы, которая антикоммутирует с я։, я։ и я3 
(проверяется непосредственно).
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Цель работы указать достаточные условия дискретности спек 
тра оператора L и найти асимптотику числа собственных значений 
\'(>) (см. ниже) при X ֊ t ею. Главным нашим орудием в исследовании 

обеих задач будет матрица-функция Грина оператора L.
Матрицу-функцию Грина G(x,;,Z) оператора L будем искать ме­

тодом «параметрикс“, т. е. сначала найдем явный нид функции Грина 
Ато(А'-՝./) оператора Zo с „замороженными" коэффициентами (см. ниже 
(3)). а <атем докажем, что решение интегрального уравнения

G(xM = g0(xJ,X) +-(G(x,V) IQCO (2)

есть функция Грина оператора С.
Итак, пусть £0(х, 5, /) есть функция Грина оператора

£„=£։ + с?(5, = 2 «у/'— —)+<?(Ч. ИЯ.-
Л1 \ I дХ;/

(3)

По определению #0(х, ;,/) удовлетворяет условиям

а) (£0֊Х£)Я0(х, 5, Х) = 8(х-5); (4)
б) элементы ^//(х, 5, X), (Л / = 1, 2, 3, 4) матрицы £0(х, 5, X) 

принадлежат Л2(/?։) по х.

(5)

где х($) = х($, )) = |^) + <7։(5)->-։)։'2.

В дальнейшем нам понадобятся оценки норм Гильберта —Шмидта
матрицы #0(х, /) и ее производных по X при Х = /р. Используя вил
(.5), получаем оценки

Используя преобразование Фурье, из уравнения (4) получим яв­
ный вид матрицы-функции £0(х, 5, X)

^о(А. '>= 7՜
4՜

S|+l) 
|х֊Ф

II Koi'*, С, / ) р ‘
Се-(|-йно|х-Е1 

к5 * 7 * *!* — Яо( X, «. х ) 
б*/.

дп
— g0( 5, X )
д>п k֊5|x"֊’(0 ’

при n 2

(G)

где й—произвольно малое положительное число, С 0 (за­
метим. что в течение всей работы мы одним и тем же С будем обоз­
начать разные постоянные). Кроме этого нам понадобятся также оцен­
ки (при Х=/р) ядер

К„(х, /) = |Q(£) -Q(x)) ;. <).
d)n

Наложим на Q(x) р(х)а4-|-^(х)'։г следующие условия

1) II IQ(£)-Q(x)|Q֊«(H II <Л|х $|, при |х-е|^1, где Д>0, 0<а<2
(7)
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2) IIQ(OII«e||Q(x)||, при |x-S|.<i, S>o (8>

3) ||<2(х)|КЛехр|с։,|х-=Ю։(-)+<?։(0|. при |х-е|>1, Л'>0. (9) 

0<с„<1.

Оценивая при этих условиях ядра Кп(х, ?. к), получаем оценки

X
0<Л<1.

х‘ W֊ei ’
Се-6л‘<*>1-* «I

с|
0<*։<1. |х֊Ч<1 (10)

л — 0<Л<1. |Х-В|«£1, п>2

х'+"(&)
|х-5|>1, « = 0,1,2,... (11)

где г —произвольное натуральное число. Кроме этих оценок можно 
получить и следующие:

!| А'П(Х, ;, > ) || =5=

с
х"+а(£) 
с

XZ + n + J

е-т1*-Ц
• -------—. |л'-£|«=1, 0<7<1, а=а֊Ь 1-н

|х-$|а

е-т1х-«1։ |х-:|>1, л = 0, 1, 2, . . . (12)

За счет выбора достаточно малого в можно считать, что а<3. Ис­
пользуя оценки (12) легко можно доказать теорему

Теорема 1. Обозначим через X банахово пространство мат­
ричных функций Д(х, 5), х, ; с нормой

|| О(л՜, ;, /) || ,

5

II /4(х, I) II х = sup j II Д(х, 5) || dx,
•€Rt R*

где || • || —норма Гильберта— Шмидта Рассмотрим в пространст­
ве X операторы Nj, определяемые равенствами

NjA(x, ;)= f Л(х, ;, AQf/’j, /=0, 1. 2, . . .
R

Если ядра К; удовлетворяют оценкам (12), то при достаточно 
больших р операторы Х}- являются сжимающими в пространстве 
X.

Используя оценки (6), (К)) —(12) можно показать, что при боль­
ших |).|, > =/р, интегральное уравнение (2) может быть решено мето­
дом итераций и что решение О(х, ;, )) можно оценить следующим 
образом (см., например, работу II. С. Саргсяна (2)

........ Се очб|л--| Се
11 йо(л’ '* 11 к-"‘+ х՛—(0|А-֊=|»+ ХГ({> ■

где 0<Д ^о<1.֊
Поскольку уравнение (2) можно записать в виде



О(Х, I, >֊)=^(х, А) 4- Ц6(х, в, >•), 

а #0(х, а)£А' при X—ф, го из сжимаемости оператора *У0 следует
единственность решения уравнения (2).

Лемма 1. Решение интегральною уравнения (2) есть функ­
ция Грина оператора I., т. е. (С—1Е)6(х, 5, ).) — ь(х—Е).

Доказательство леммы легко следует из того, что (1^—кЕ^0 = 
=6(д-—«) и единственности решения уравнения (2).

Чтобы спектр оператора Л был дискретен, достаточно чтобы не­
которая степень резольвенты /?, - (Л -1.Е)՜1 оператора Л была впол­
не непрерывным оператором, а так как 

• \
/?»/(х)=(Л-х£)-»/(л)=-Д— С-^-1 о(л, ։, м/(Е)<«, 

(п —1)1 ,1 д/п~'
*3

то достаточно чтобы производная некоторой степени по л ядра 
О(х, с, а) была бы ядром Гильберта Шмидта. Дифференцируя урав­
нение (2) по а и решая после каждого дифференцирования получен­
ные уравнения методом итераций (что возможно вследствие оценок 
(10)—(12), получаем оценки (при п 2)

дп
дкц

<г(л\ с. А)
О'1
фа £о(л՝ с’

х"
Се~0"1՝ । 

х'+л(5)

(13)

Теорема 2. Если матрица (^(х) удовлетворяет условиям 
1—3, а также условию

4) /^(А')4-<7*(х)>фс|։, < >0, ъ—произвольное положительное чис­
ло, то спектр оператора Л дискретен.

Доказательство. Используя (13) и (6) получаем

"Т* I

Выберем п. настолько большим, чтобы --------е>3. Тогда последний
—*

. дпинтеграл в (14) сходится, а это значит, что -----0(х, с, /) есть ядро
дьп

Гильберта—Шмидта, что и требовалось доказать.
Лемма 2. Если ()(х) удовлетворяет условиям 1—3, а также 

условию

4’. 44<Р2(-*) + ^)<С|х|', 0<с<С, е>0 

то при достаточно больших нечетных п и А=/р, р -оо 

г дп р дп
| «р — О(л, х, Х)</х ~ вр֊—-£0(х, х, '/.)дх.

я. /г;

Асимптотика /У(а).

(15)

(16)
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Обозначим через а±1, /±2, . . / ,։. . . . собственные значения
оператора Л, а через Л7+(/) = 1 и Л/֊(Х)= 1 соответственно

О <хл <>. х<х_я<о
число собственных значений, меньших и больших /<0. Из об­
щей теории самосопряженных операторов следует, что если оператор 
имеет чисто дискретный спектр, то

)
л = 0, 1,2,... (17)

R.

где, в нашем случае, г=/ц-, а

МО- М-СО, >->0
֊^-(0, /<0.

Далее мы будем предполагать, что

фф</>»(х) 4֊ <?2(х) <С|х|«, 

|де ։>6. 0<У<С. Заметим также, что используя 
£о(х, О получим выражение для следа

։р ^(х, х, >.) = А ■■ ..
' Л։ - [/>*(*)+?*(х)->Тя

Л е м м а 3. Положим при / >0

(13)

вид матрицы

(19)

ф(О | {'•’֊ (2(1)

м •>(—/)=—։|»(л). Тогда при 2 — 1^ имеет место равенство

(21)

Из леммы 3. леммы 2 и равенства (17) при « = 3 теперь следуем

(22)

при г==/'|1, ц-*оо.
Теорема 3. Если матрица р(х) удовлетворяет условиям 

1—3 и условию (18) и. если существуют постоянные Л1>0, /?>(), 
3<7<4, такие, что при |ч|>|а*|>/?

(23)

то /У(л)՝- — •!*(/.) при /■ - I ск>, т. е. 
2к



I >-* р\х)—д2
з|։

(л)) dx.dx.dX3,

Доказательство теоремы непосредственно следует из двусторон­
ней тауберовой теоремы, доказанной Я. Т. Султанаевым (3). Условия, 
при которых ՛]>()) удовлетворяет отношению (23), аналогичны тем, 
которые рассмотрены в замечании к работе (*).

Если Аг есть произвольное четное число, которое, очевидно, 
можно записать в виде .\г—'2^г. где г—нечетно, то среди всех мат­
риц порядка /V, максимальное число таких, которые удовлетворяют 
условиям а), б), с) (см. введение) равно 2<?֊Н (см. (*)). Рассмотрим 
самосопряженный оператор

2 /1 д \ 2«+*Л = 2 а/(~ Т—) + 2 а/М*) = £х +Р(-*) (24)
7—1 \

в пространстве вектор-функцнй £’(/?3; С.у). Повторяя все рассужде­
ния. проведенные выше для системы 4-х уравнений (системы Дирака), 
для системы (24) из /V уравнений (А^=2?г) совершенно аналогично 
получаем теорему о асимптотике дискретного спектра оператора /

Теорема 4. Если потенциал Р(л) удовлетворяет условиям

1) II |Р(5)֊РМ1М':) II НН. при |х-$|<1, Д>0, 0«2

2) || Р(с) || || Р(х) || , при |л-5|<1, Д>(!

3) И Р(х) Ц <А'ехр [ г0|х-:|1/ 1, при |х-с|>1, /С>0,
I г 7^4 ’ I

0<с0< 1

4) фф< ||Р(л)||«<СИ’, ։>6, 0<с<С, 

и функция

֊ ( ( ['’-£/’’(*) dx.dx.dx,, Х>0, ’Х-Х) = —]•(/■)
2«+։ У 4

Т-< ’

удовлетворяет условиям (23) теоремы (3.1), то имеет место асимпто­
тическая формула

МД ~?(>)

при а— ±ео.
В заключение автор выражает глубокую признательность А. Г 

Костюченко за обсуждения и помощь в работе. Автор признателен 
также И. С. Саргсяну.

Ереванский государственный университет
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԽՆՆ1յր՝Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿՈԻՅՅՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
_ ■ = = —= - —“ — .

УДК 517.55

МАТЕМАТИКА

Ф. А. Шамоян

Теорема вложения в пространствах л- гармонических 
функций и некоторые приложения

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Н У. Аракеляном 8/ХН 1975>

1 . Пусть ип—открытый поликруг в Сп, Г"—его остов, ///'((7") 
пространство всех л-гармоннческих функций и в (7я, для которых 

II и ) = 8иР < ) |(7(г1с)р^/л,։(да) )*'л»< +оо.
О • г < I Гл

А//’((7"1 подпространство А/'((7") состоящее из голоморфных 
функций в ип. В этой заметке будут получены:

а) характеристика тех неотрицательных борелевских мер р на 
единичном круге (7=(7։, для которых оператор

п(г, г, . . ., г), г£(7 отображает А/'((/") в пространство 
/7'((7, </р). при 1</7< г и НР(ип) в пространство и\и, г/р), при 
0< р < + «о.

б) Используя указанный результат и интегральное представле­
ние М. М. Лжрбашяна классов В1’ (см. (*)), будет получена полная 
характеристика тех аналитических функций / в (7, для которых су­
ществует Р£Нр(ип). 1)<р С-|-оо так, что /(г) = ОР(г),

Отметим но этой тематике известную работу Хёрмандера (’), где 
описан класс тех неотрицательных мер р на строго нсевдовыпуклой 
области ։Д сСя, для которых

рс1тп, ք ֊
При доказательстве этой оценки Хёрмандером существенно исполь­
зуется строгая псевдовыпуклость области Однако, как известно, 
поликруг не только не является такой областью, но и биголоморфно 
не отображается на область такого типа (см. (։)).

Рудин в своей монографии (4) доказал, что если /£/7։((7*), то 
77/ 1Р, и обратно для любой « £ № существует /£№((72), такая, 
что /7/=-з. Рудиным была поставлена проблема: „найти аналоги это­
му для других и 0<^д» < | ои“ (см. (1) стр. 49). Им было доказа-

Здесь как и всюду ниже г/ги„(и’)—будет обозначать нормированную я-мерну» 
меру Лебега на Тп.
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по (исходя из обобщения теоремы Харди-. 1иттлвуда), что из /£//1(С2) 
Здесь же была поставлена задача, отображает ли опера­

тор П ТР(и։) на В1 (см. (*) стр. 65)? В заметке будут получены от­
веты на эти вопросы Рудина.
2°. Пусть Ду = )г: 1—? —

Теорема 1. Пусть у.—неотрицательная мера на ( такая, что

(I)О < I < 1.

Тогда существует такое положительное число С(р), что

|| и ||;р(с„։). 1<Х+оо. (2)

и обратно, если для некоторого р(] выполняется (2), то •։ удов­
летворяет условию (1).
3 а м е ч а н и е: Простые примеры показывают, (например </»1(г, ?) — 
— (I— г)п~‘Г(1гс1^ и(г) = Р(г, 1), г^ип, р- ядро Пуассона для Пп). 
что при р— I утверждение теоремы не справедливо.

Наметим ход доказательства теоремы 1.
Исходя из интерполяционной теоремы Марцинкевича достаточно 

доказать, что оператор О имеет слабый тип (1.1) Как оператор дейст­
вующий из Л’(7'м) в пространство /’(£/,с/՝Н. С этой целью вводим 

где

22- = 2՝/—л, /, Л=1, 2............и-, х —(«,, х։...............’«)££; /->0
Ул

а—фиксировано. Сначала доказывается, что

•.(£■,(«)) „֊ Г/(ОЛ, (3)
л 3

I 
где

(л) = |г^>- (г, 4»)>а|, л>0
А в дальнейшем при помощи элементарных оценок ядра Пуассона 
получается следующая оценка.

ОЩге‘?)^С' 2֊1’>Гз(г, ?),

где
и(г)- Р(г, ад) /(ад)<//ил(ад),

. Т»

' С(я, ■։.,.) и дальнейшем будет обозначать положительное число, зависящее 
только от .



Применяя оценку (3), отсюда получаем, что О—имеет слабый тип 
(1.1).

Используя тот факт, что при / £ 0</?<-}-оо, |/р2—
«-субгармоническая функция в ип, для которой «-гармоническая ма 
жоранта

и(г) =■) Р(г, ад) |/(ад)| л®«//лл(ад)

принадлежит //*(£/•). Из теоремы 1 немедленно вытекает
Следствие 1. Если у—удовлетворяет условию (1), то сущест­
вует положительное число С, что имеет место

И Ю/Р'^еСЦ/Ц^у,), 0О<+00
и

В частности, полагая <р) = (1 г)՛' -гдгду получаем, что Е)/^ 
^ВР(п 2) при /^Н!\ где ВР(т)- пространство тех аналитических 
функции В и, для которых

11/11 &■(»<» = ( ) J \f (re‘’)\i'(\-iTrdrdi)4i’< + <х>. 
V

Теорема 2. Пусть (^В>'(п 2). 0<^р<4г>°. тогда колено пост­
роить такую функцию ц £ Н^и՛1), что П&=/.
Доказательство. Пусть сначала 1 тогда по теореме
М. М. Джрбашяна (’)

2«-1 Г Г (1-^՞ 7(p^)pdprf0
֊ J J (1 z?e֊^n 

О -г

Пусть далее 9

2л-1 Г Г (l-p«)-"-y(pe'")pdpde
" ................ " « J J (1-г1?е֊|я)։(1-г,ое֊1’)’...(1-глре-|")։

н — г.

Очевидно, что Dg=f. Предположим, что функция у £ ЕЦТп\ причем

II Ф II /7=1- —+ —=1, такая, что 
р q

(f lgr(w)|^mrt(w))։'' = J gr(wyj(w)dmn{w), 
T" T«

где 
gXw) = ^(rw1( rw................ rwn).

Тогда получаем 

I - 
2n—\C(* Г

II Azr II /Л7-П) (1 -р’)л 2|/(р*/й) I p(r^e~^^)\'j(w)\dm

и — ~ Tn
(4) 

Пусть теперь
U{z) = \ P(z, w) | |i(w) \dmn(w).
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Очевидно, что и^!1Цип) (см. (՛')).
Но последний интеграл в (4) можно написать, как Г) Сследо­
вательно по геореме I ИС/£ ///((I — г)"՜2 гг/гг/н). Применяя неравенст­
во Гёльдера в (4) получаем

»)и _  1( ( |?г(к՛) I" ! ||/|| в„,„_2) II ^С(д) и/н л,,(,_21
/ • *

Доказательство теоремы при 0<р<1 основано на следующей 
лемме.
Лемма. Пусть /£8Р(т), О^уУ’Сд-оо. т>0. и пусть

А».,—( г:1- —<|։|<1- к- (Л-}֊1)к^Г<^< {֊֊г֊

тогда

тах (|/(г) |/’(1-|г|)"+2)«С01 /1| в„ .

Доказательство этой леммы получается из известных рассуждений, 
приведенных в (5).

Предположим теперь, что /£/?>'(//—2), 0<^<1. тогда из лем­

мы непосредственно следует, что /£/^(а) при а> —------ 1 и потому
Р

| /(г)= а"֊1 Г С (» РгГ֊У(ре'нИр</Н _1_ д
I " ] и (1— гое-^)ип р п

и -X

Пусть теперь снова

Очевидно, что (окажем, что к£НР(Сп)

т.Р
(ан — 1)Р

I и

Т"

(1 р«)ап-2/(ре<и),<^9

(I — т։У։гре“'н)в...(1 — дапгое_|н)а

V
4тп(ъ).

При помощи элементарных оценок можно доказать

Ж 

Г" А»./
- »։гре-;в/“ ... |1—К'„гре-,н|а

(I рг)1'։-3|/(ре/й)|рб/рг/н

Применяя лемму получаем доказательство теоремы и в этом случае.
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Следствие 2. (Гальярдо (в)). Пусть тогда существуют
такие положительные числа Сг(р), С9(р). что

lf(e^) f(e^)\P
d*d^ ||/<‘Ч|Я/^

Институт математики■»

d^d f 1 <Հ թ<Լ ; OQ.

Академии наук Армянской ССР

Ֆ. Ա. ՇԱՄՈՅԱՆ
ներդրման թեորեմ //-հարմոնիկ ֆու նկցիսւների տարածությու ններում 

և մի ջանի կիրառություններ

Հոդվածում դւոնվում է պալման I միաւ/ոքւ շրջանում արված н դրա֊ 
կան չափի ւքրա, Ո/Փ դեպքում ւոեդի անի հետևյալ անհավաոարու [J (ունր,

ք ք |D«|Pdji<C О U И

որտերյ՝

Du(z)=u{z, z, ■ • • z), Z£U

Ա-֊ն Ո~հարմոնիկ ֆունկցիա է Ս^֊մ իավոր ւդոլիշրջ անու մ, որպես ։ս[դ ք9եո- 
րևմի հետև անք ստայվաէ է ///’. 1Ւու դինի մի պրորյեմի ւուծումրէ
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МАТЕМАТИКА

С. X. Арутюнян

Геометрия //-красных интегралов, зависящих от //-ք-տ параметров

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р А. Александрином 15/Х 1975)

В предыдущей работе О рассматривались вопросы, связанные с 
геометрией //- кратного интеграла, зависящего от п параметров. Было 
установлено, что такой интеграл индуцирует в 2//- мерном дважды рас­
слоенном многообразии переменных и параметров /И невырожденную 
метрику; эйнштейновость этой метрики означала, что формы объема 
слоев первого и второго расслоений порождают эквивалентные гео­
метрии, и, наконец, интегралы, порождающие псевдосвклидову метрику, 
могли быть приведены к «каноническому» виду— обобщенному интег­
ралу Лапласа—Фурье.

В настоящей работе рассматриваются аналогичные гопросы в слу­
чае. когда число параметров превосходит (и существенно превосходит) 
число переменных интегрирования в интеграле

/= ք К(х\ . . хп, ух.......... у„ , )с!х1 . . . մտռ.

Строится билинейная форма специального вида и выделяется тен­
зорный инвариант, обращение в нуль которого соответствует плоскому 
случаю. Для этого случая получен «канонический» вид, к которому мо­
жет быть приведен интеграл /. Этим выясняется геометрический смысл 
другого обобщения интеграла Лапласа—Фурье.

Рассмотрим дифференцируемое многообразие М размерности 
2//|4~$, где 5 пока произвольно, которое одновременно является дваж­
ды расслоенным пространством: задано два дифференцируемых 
отображения многообразия Л1 на п- и (л-И) —мерные диффе­
ренцируемые многообразия Л4г и Л/г, обозначим их через тг։ 
и к,; слои расслоения, то есть прообразы точек из Л/։ и Л1։ 
при отображениях -։ и ~։, являются соответственно (п х)- и //- 
мерными многообразиями, и, наконец, касательные пространства к 
слоям расслоений г։ и имеют лишь нулевое пересечение. Зафик­
сируем в пределах произвольной карты на Л/ с локальными коорди­
натами л-1, . . хп, ур . . ., ул+։ некоторый репер (е,)0. (е* )0, где

15



I, Ь. . . . = 1, . . п\ а, 3. . . . = 1, . . п 4- 5 и положим по оп­
ределению

*
е, = .г?(еА)0, е’ = у’(е՛3 )0,

где новые переменные Д'* и у’ не зависимы от ранее введенных 
координат и друг от друга, причем образуют матрицы с ненулевыми 
определителями. Образуем линейные дифференциальные формы

ш, = — у^уд , 

где через х*к и обозначены элементы матриц, обратных соответ­

ственно к матрицам (.г*) и (ур (8).
Таким образом, в каждой точке касательного пространства к 

слою имеется базис, который преобразуется элементами полной ли­
нейной группы. Известно (3), что совокупность всех таких базисов 
(реперов) образует некоторое дифференцируемое многообразие, ко­
торое обычно обозначается через Л1‘։). В данном случае на всем 
пространстве двойного расслоения имеется подвижный репер, п век­
торов которого в каждой точке составляют базис касательного прос­
транства к слою расслоения ~2 в этой точке, а остальные п 4- х век­
торов играют аналогичную роль в касательном пространстве слоя 
расслоения г, (в этой же точке), и система заданных на многообра­
зии ЛИ" реперов инвариантных линейных дифференциальных форм 
ш։, . . ш։.......... (допуская некоторую вольность, мы обоз­
начили через УИй> многообразие вышеуказанным образом специализи­
рованных реперов на /И).

Задание этих главных форм определяет пространство расслоения 
М следующим образом: слои первого расслоения являются интеграль­
ными многообразиями максимальной размерности для системы диф­
ференциальных уравнений и)'=0, / = 1, . . ., п, а слои второго рас­
слоения находятся в аналогичном отношении с вполне интегрируе­
мой системой уравнений и>в = 0, « = 1, . . п 4֊ х.

Для того, чтобы получить структурные уравнения этих форм, 
нужно продифференцировать внешним образом их выражения. Таким 
образом, они имеют вид

и/ =

0,У\шз»
(1)

где 4֊ о>£= У՝ причем переменные
и у*т симметричны относительно индексов А, р и р, 7. Далее, про­
дифференцируем внешним образом первую группу структурных урав­
нений (I) и применим обобщенную лемму Х'артана (4), получим

(2)
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где линейные дифференциальные формы должны удовлетворять 
тождеству вида

Ч/>Ли»/'Л">Л=0.

Их мы будем предполагать симметричными относительно индек­
сов /г и р. Относительно существования форм иЛ заметим лишь, что 
такие симметричные формы существуют с достаточно большим про­
изволом.

Рассмотрим теперь на многообразии М полубазовую //—форму 
Впервого расслоения

<2 = /.( • • . )ш։Д . . • Дшл,

которая определяет гладкую меру (объем) на каждом слое второго 
расслоения Коэффициент /., входящий в выражение 2, является 
отличной от нуля гладкой функцией на многообразии ЛР։) специаль­
ных реперов на М. Требование, чтобы 2 была формой па .И, накла­
дывает на функцию /■ некоторые ограничения.

Будем изучать геометрию, которая определяется на /И заданием 
формы 2. Найдем условия, которым должна удовлетворять функция 

Внешний дифференциал
п

(*2 = (//1п>. + £ ш')Д2,
|1
точно так же, как и 2, является дифференциальной формой на мно­
гообразии М. Это означает, что имеет место разложение

п
//1п/ Т У ш' = к։ ша ֊{- (3)

Далее, линейная дифференциальная форма ® = /.аш, также ян- 
ляется формой на М. Это следует из того факта, что ? однозначно 
определяется условием д(2=<рД2 и, кроме того, обращением в нуль 
на слоях второго расслоения г։. Её дифференциал имеет вид:

I //? = («Д» — к? ,

который может быть упрощен. Если продифференцировать внешним 
образом соотношение (3) и использовать при этом структурные урав­
нения (I) и (2), то в результате применения леммы Картана получим:

| ббл — к? ш» = к’'1шз 4֊ к;ш', (4)

причем коэффициенты к«> симметричны относительно индексов; под­
становка этого соотношения в выражение дифференциала формы ? 
дает

=)•«։'Д(Мв

| Будем рассматривать невырожденный случай (форма имеет 
максимальный ранг), тогда Капц(к^) = //. Это означает, что матрица
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(/;) после некоторой канонизации может быть приведена к виду 
= Таким образом, на некотором подмногообразии

реперов
(4)

Отметим, что эта форма оказывает существенное влияние на все 
дальне й шие расе м отре и и я.

Заметим, что соотношения (4) принимают вид.

<7/1 — = <«' |- /с
2 (5)

(1 — /Л ■,,

где индексы пробегают значения «4-1, . . ., «4-5.
Канонизация /■’='> дает возможность упростить часть структур­

ных уравнений за счет того, что оказываются главными формами 
на многообразии М. Действительно, если продифференцировать 
внешним образом (5). использовав при этом уравнения (I), а затем 
применить к получившемуся тождеству обобщенную лемму Картава, 
то получатся следующие соотношения:

ю/= а]лшР + п}Ршр +

ш* — «>*=га**ш£ 4֊ 4֊ (6)

с соответствующими условиями симметрии между индексами в коэф­
фициентах, которые получаются в результате обратной подстановки 
(6) в исходное тождество. Подстановка же (6) в (1) дает окончатель­
ный вид структурных уравнений форм ю/:

£/«)/=—ш*Дшл 4- ш/АДш*, (7)

где ш1/г = а^»р 4- , и показывает, что являются главными
формами на многообразии .И, симметричными относительно индексов 
Возьмем размерность 5 настолько большой, чтобы формы ю/, бы­

ли линейно независимы. Нетрудно подсчитать, что 5 — п ( п 4՜ 1 )
2

Ограничимся рассмотрением случая 5=-^-//(« 4֊ I).

Займемся в первую очередь получением структурных уравненш՛ 
форм С этой целью продифференцируем внешним образом урав­
нения (7) и применим (2); наиболее общая форма, удовлетворяюще* 
получившемуся тождеству, согласно обобщенной лемме Картана 
имеет вид: 1

== _ о>^Дшр 4- ш/^Дю/’, I

где через обозначены ковариантные дифференциалы форм 
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^м<и = ^1к — ш/рд^ — Л(иГ.
а формы можно считать симметричными по всем индексам. Пос­
кольку формы ш/л заменяют формы «ч , то система форм и->/. долж­
на быть вполне интегрируемой, т. е. внешнее дифференцирование 
структурных уравнений этих форм должно приводить к тождеству в 
результате алгебраического следствия из этих уравнений. Отсюда 
следует, что формы ш/Ар являются главными, будем искать их в виде

ш/*р = ^,г*Ршг + А'Цршгз + А1кргл°г-

Если подставить эти выражения в структурные уравнения форм 
то будет видна симметричность А(крг по всем индексам; далее, 

благодаря канонизации -*4֊ 4^го>г, можно с самого начала счи­
тать, что Д^г=0. Следовательно,

</<»)/£ = О) -|- и>р/1/\фр - ш^Д^ + а?мршг5Л^р- (8)

Итог предварительным рассуждениям подводит 
Предложение 1. Задание интеграла / (или, что то же самое, 
структурных уравнений (I) и полубазовой л—формы первого рас­
слоения) индуцирует на многообразии /И”։ билинейную форму с1у; 
из условия невырожденности этой формы следует, что структурные 
уравнения форм ш/ имеют вид (7).

С помощью простых по идее вычислений доказывается 
Предложение 2. Существует канонизация репера, относительно 

л
которой у Л^ = 0. В результате этой канонизации формы ш^р стано- 

1
нятся главными формами, а величины А'*р—компонентами тензора.

На основании этого предложения без ограничения общности 
можно считать, что

Отсюда следует ( при х = —л(//4֊1)

Предложение 3. Если на многообразии Л1 двойного расслоения 
задан интеграл / и невырожденная форма то на некотором под­
многообразии реперов /VI;,*։ с/И(։։) с •М։,‘ структурные уравнения (1)
могут быть приведены к виду:
11 ш* = и?. Д

Ш*Д Ц)Л + Ш(к/\ ш*. 0°)

Следующее утверждение дает возможность пролить свет на 
еометрнческий смысл коэффициентов А^р.
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Предложение 4. I ели Л'* =0, то все коэффициенты разложения 
(9) обращаются в нуль.

Пусть теперь 0. Структурные уравнения (10) принимают 
вид:

(Л 1</=Ш^Д 1»Д

Ди>А фц>/Л ДмЛ,

= ф шрк/\^Р, 
(/ш'Л=о?ДщР (11)

Таким образом, геометрически условие А'^ =0 выделяет плос. 
кий случай (ш'. являются формами инфинитезимального переме­
щения репера в л —мерном аффинном пространстве Яп). Но геомет­
рический смысл величин А'£р не сводится к обобщенной кривизне 
пространства двойного расслоения: обращение в нуль коэффициентов 
разложения (9) не влечет за собой уничтожение величин А'^р.

В целях упрощения вычислений ограничимся рассмотрением под- I
многообразия параллельных реперов. Тогда вторичные формы об-
ращаются в нуль, а базисные формы ш', <о^, как это видно из 
структурных уравнений (11), могут быть выбраны в виде:

">1=(1х1, «>1к=4и1к՝ ^ = (1у1-хкаииг,

где (%', ///^, у,-) —некоторая локальная система координат.
Введем следующие обозначения для коэффициентов разложений диф­
ференциалов величин взятых из тождества

^/./ = Ппи/ + 4՜
(//''={1՛ ' и>к

(/?'*=«%)/> 4. а1кР 
р 1 у Ф а1крчуя

и подставим их в результат внешнего дифференцирования соотноше­
ния (3'). Подставим их также в результат дифференцирования форм» 
?, и сравним полученное выражение с (5). Благодаря этим подета-
новкам выявляются равенства вида

°1= аь — Ч ’ а‘к = а'к — ак1> а‘кр = аР'к,

= 0, а1к = —
р 2

результате 

д11

возникает система соотношений:

д>‘
дхк

= а1к
,1» I I

-Г— . а1"/’—- (а1кхР ф а1Рхк), 
дикр 2

4 Ф

В

= о
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дк1к
дх/}

Օ>4՝ ծ՚էւ
дхк

, д/1к'Հ'*+'Հ'Ղ ֊
<>Ур

1-г֊*—------- --  («М''+ «л։‘),
2 ՛ '

|
- _ (1ւհրհ (а'Ь/’х'г+а^хР). 
յս р({------------------ “

Разрешая их, получим решения в явном виде: 
'«'՜=*ր+ ?'(у. «),

>֊/ = у/ — Л/* + ^(х),

Подставляя их в уравнение (3 ) и интегрируя его. получим:

1П'֊ = *‘у> - ֊֊Х'Л,* Հ у(х) 4- ?(у, Ա), 
Հ>

где через Ф(-*) и ?(У. «) обозначены интегралы форм вида
и (?'(у. и )(1у1 1֊ ?'Л( у, а )</«;*). Таким образом, форма 2 приводится 
к виду

2 = Р(л)С?(у, и)ех,У1-х‘2х>^^ (Лх’Д - - . Д^л". (12)

Тем самым доказана
Теорема. Если л* к ратный интеграл

1 — |А'(л*’............ л", у։.......... уя+։)<Лс։ . . . (1хп, Տ--/?(/։■{-1)

индуцирует на многообразии /И двойного расслоения переменных и 
параметров невырожденную билинейную форму г7<р = и/Дш։- и Л" =0, 
го он приводится к интегралу от формы вида (12).

Интегралы от форм вида (12) естественно считать обобщением 
интегралов Лапласа—Фурье. Теорема проливает свет на их геометри­
ческий смысл.

Приношу глубокую благодарность А. М. Васильеву за постанов­
ку задачи и внимание к работе.

Ереванский государственный
педагогический институт им. X. Лбовяна.

В. Ք. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ11 ք 5 պարամետրերից կախված //-պաաիկ ինտեգրալների երկրաչափություն
Սույն աշխատանքը նվիրված է Ո-Հ-Տ պարամետրերից կախված Ո -պա֊ 

ս'իկ ինտեււրւպների լոկալ հատկությունների ուսումնասիրությանը [ ձ՝ 
թ "("+!)
Պարամետրերի և ինտեցրման .V1. • • • . X11 փոփոխականների ըաղմաձևու-

է Հիմնական արդյունքն այն I,, որ у1։ • • • ,Уд, //ц, ‘ • • ,Чпп
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ն մեջ առանձնացվում Լ ին տ ե գրալի ՝ւետ ին վ արի ան տ կերպով կապվաձ 
Հատուկ ձևի աֆին ակ ան կապակցություն։

Նրա ոլորման տենդորի բաղադրիչների մի մասը նորիր տենդոր Լ կազ­
մում, որի զրոյին հավասարվելու պայմ անր Հանգեցնում է զրոյական կորու֊

/ ո I ո \
թյան դեպքին և բնորոշում еХр ( V урС' փ --- V X1 Хк )

միջուկով ինտեգրալները։ Դա !Ьп ւր յե - Լա պլա ո ի միջուկի բնական րնգհանրա 
բումն Լ։
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Об алгоритмах для перечисления элементов полных множеств: 
п- перестановок с повторениями, сочетаний из п элементов 

по т, размещений из п элементов по т

(Представлено чл.-корр. ЛИ Армянской ССР Ф. Т Саркисяном 18/УП 1975)

В(’) рассматривается метод перечисления элементов множества 
всех возможных перестановок из п различных символов |РЯ|, наз­
ванный „методом треугольника адресов- и отличающийся от извест­
ных (3՜*) тем, что использование управляющей матрицы (треуголь­
ника адресов) дает возможность почти полного исключения арифме­
тических операций, резкого сокращении количества команд и су­
щественного уменьшении объема памяти. В (։) метод треугольника 
адресов распространяется на более общий случай—перечисление эле­
ментов множества |Р‘| —всех перестановок из п символов, среди 
которых имеются одинаковые. В настоящей работе показывается, что 
с использованием специально определенных логических функций ал­
горитм для перечисления элементов |Р,։| может стать основным зве­
ном также для конструирования алгоритмов для перечисления эле­
ментов множеств: всех сочетаний по т из п |С*|, всех размещении 
по т из п и, таким образом, для перечисления элементов 
списков всех элементарных комбинаторных объектов, имеется еди­
ный метод, основывающийся на методе треугольника адресов. Для 
описания алгоритмов рассмотрим ряд соотношений и определений.

В (’) последовательность адресов соответствующая процес­
су перечисления элементов составляет циклическую структуру, 
которую можно разбить на следующие подпоследовательности: (л—1)1 
подпоследовательностей по (л -1) <7Я —адресов односмежных транс­
позиций //-ого элемента первоначальной л —перестановки со всеми 
остальными (л—1) элементами: (л- 2)1 подпоследовательностей по 
('I 2) цп - адресов односмежных транспозиции (л—1)-ого элемента 
первоначальной //-перестановки со всеми (л —2) элементами, исклю 
чая //-ый элемент: ... 21 подпоследовательностей по два </,։ адреса 
Односмежных транспозиций 3-го элемента первоначальной л-нере-
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становки со вторым и первым элементами первоначальной п- переста­
новки: наконец, один у,։ —адрес односмежной транспозиции вто­
рого элемента с первым элементом первоначальной //-перестановки. 
Каждую из вышерассмотренных (//—1)! подпоследовательностей пос­
ледовательности дп —адресов назовем „циклом п -го порядка Сл"; 
каждую из (п— 2)1 подпоследовательностей — „циклом (л — 1)-ого по­
рядка СЯ_Г; ... каждую из (л —5 — 1)! подпоследовательностей — „цик­
лом (п -5)-ого порядка Ся_/; .наконец, подпоследовательность, 
состоящую из одного адреса — „циклом второго порядка С2“. Назо­
вем л-ый (по индексу /) элемент некоторой первоначальной п, —пе­
рестановки „ведущим элементом цикла С,։“; (л — 1)-ый элемент—„ве­
дущим элементом цикла С'л-Г; ...; второй элемент — „ведущим эле­
ментом цикла С}". Будем обозначать также эти элементы в соответ­
ствии с принадлежностью Г-ым индексам /, г/, у, Л —каркаса (х) при 
/=1 и /'= I, 2....... п через ։։(1, /), ,а(7, у).......... ла(/, /), где /, /-
аргументы, указывающие место элемента на сетке (/՛, у), а Г — за­
фиксированный при у = 1 7-ый аргумент.
Всякую первоначальную п - перестановку с распределенном (։-5) (л; 
«, = 2, п, = л4 = ... = //у = 1), равночисленные элементы в которой 
являются ведущими элементами циклов С; и С/_и, будем обозначать 
через л —(С/, С, и) —перестановку. Возьмем некоторую п

(С1,Сг-и ) перестановку (Г и и' —аргументы ведущих эле­
ментов при у = 1) и, последовательно изменяя значения аргумента 
6(6=1, 2....... л!), будем сопоставлять каждой паре аргументов /։, у
ведущего элемента цикла С1 его величину < •«(/,, у) и каждой паре 
аргументов / ведущего элемента цикла Сг֊,г его величину 
г и ’(/։, /). Множество всех пятерок чисел, состоящих из аргумента 
к (при 6 — у). соответствующих / аргументов и /2 и соответству­
ющих /2. и / величин / а(ц, /) и г_и а(/2, у), назовем „(/', и') 
массивом аргументов". Над (/'. «') массивом аргументов опреде­
лим функцию Ф{ " (6), удовлетворяющую условиям:

Ф<’.« (£) =
О, если

1. если

при ₽(<7, 6) = 1(/։ - {п-д) & /2 = (л—?+1))У
У(/։ = (л-?)&/։ = (п -7+1)); (I)

при ?(7. *) = К(/1 & Ч) + ((л-<7)& (/г-7+1))У
\/(/։ = (л—7)&/„ -(//-7+1))\ 7։

/а = (л—?+!)).
Пусть / —последовательность значений некоторой функции • л
Ф։+иг-(6) (/’,, //'—одно из всевозможных сочетаний пар аргументов 
/. и Г1։ и. элементов из группы равночисленности |л1(|), располо­
женных по мере возрастания 6(6=1, 2,...,/; / -'.л!) по направлению 
процесса перечисления, разбита (без изменения порядка расположе­
ния элементов) на подпоследовательности, и первую из которых вхо­
дят первое из пулевых значении и все предшествующие нулевому 
единичные значения функции, во вторую—второе из нулевых значе­
ний и все единичные значения функции, начиная с первого единич-
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ного после первого нулевого значения функции....... наконец,
в последнюю—либо последнее нулевое и все единичные зна­
чения функции, либо все единичные значения после послед­
него нулевого значения функции. Пронумеруем все подпосле­

довательности в направлении процесса перечисления с помощью 
чисел из натурального ряда, начиная с единицы (при этом, если 
Ф|‘»•“'։'(/)^0 при примем, что последняя подпоследовательность 
имеет номер „единица"), и каждому нечетному (четному! номеру со­
поставим индекс тг*‘'л'=1 = 0). Последовательность, состав­
ленную из пар аргументов, каждая из которых образована из сопос­
тавления индекса '■и'л‘ с одним из сопоставимых А —аргументов 
функции Ф{ г'"'р(Л), назовем „массивом аргументов (•/л\ Над 
массивом •и'՛9, /г) определим функцию бД;' “ £՛, 6) следующим 
образом:

Г'1(Т *) =*

1, если при Л, соответствующем к1’՛" Л 1Гил' =
— 1; {2}

О, если при 6, соответствующем -'Г и' ։’=0.

Введем также функцию (/\(6), определив ее из равенства:

О?(6) = п п Л), (3)
I и-1

I где |Л., н ,| означает, что произведение берется по всем элементам 
множества и։',| —множества всех возможных сонета- 

1! нн|'1 нар аргументов и и—элементов из ։руппы

I
I Алгоритм для перечисления элементов |С-| (Алгоритм АС2).

1 Из множества п различных символов (Я. К, С,..., К) составить 
к внешнюю относительно процесса перечисления (*)/; - пос ледова- 
I тсльность (п=р).
2 . Последовательности, построенной в и. I, сопоставить послсдова- 

I тельность из р символов: 1, 2,..., р.
3 Выбрать из последовательности, построенной в и. 2, пару элемен- 
Г тов (I, р) и построить п —последовательность: 10... р.
4 . Пошагово (с каждым 6-ым шагом увеличению 6 соответствует 
I увеличение д на /, д, ], Ь —каркасе (’) переставлять элемент р с 
I остальными элементами последовательности 10.../? вплоть до 
I (п—2)-ого шага включительно.
I 5. Каждому 6-ому шагу и. 4 сопоставить соответствующую ему 
I пару элементов из внешней р —последовательности, построенной 
■ в п. I:
I (1. р)<*(А, А), (1. 3)~(Я, С). (1, 2)-» (Я, Д).
6. Аналогично и. 3 для нары (2, р).
7. Аналогично п. 4 для пар: (2, р), (2, р— 1).......... (2, 3).
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8. Аналогично п. 5 для пар: (2, />), (2, р— 1), ..(2. 3).
Процесс алгоритма продолжить аналогично пунктам: 3—5 и 6—8, 
вплоть до пары (р—1, р).
Алгоритм перечисления элементов \Рп| при распределении (Л; пх п2, ... 
.... п„) (Алгоритм АР„) (На рис. 1 описывается пример при распре­

делении (4; 3, 1)).
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Рис 1. Перечисление элементов при распределении (4; 3, I) и перечисле­

ние элементов |С,) на I, (], /, А —каркасах (Л — 1, 2, 3, 4)
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1. Распределить элементы п -последовательности по группам равно­
числен пости (’5)

2. Используя алгоритм АС; н результат п. 1, составить все 
а—(С/, С/ • ) —последовательности.

‘г>
3. Расположить рядом Л(Л = ап4-1, т —число всех различных 

п — (С ՛, С • • ) —последовательностей) I, д. ь к —каркасов с 
‘и

(=1, 2........п в порядке возрастания индекса Л
4. На первой строке (/=1) первого (Л = I) I, д. ]. к —каркаса рас­

положить п —последовательность, распределенную в соответствии 
с п. I; на первой строке второго Л д, ], А —каркаса 0=1, /1=2)— 
первую из п—(С , С- •) —последовательностей на первой 

11> “к
строке третьего /, дУ /, к —каркаса —вторую из п — (С •, С ՛ •)— 

последовательностей, ...
5. Используя алгоритм перечисления элементов |Р,։| (։), перечислить
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л1
пошагово — элементов, принимая в качестве первоначальных п 

£
перестановок (’) каждую из п —последовательностей, располо­
женных на каждой первой строке ։, д. /, к - каркасов, построен­
ных в п. 4.

6. В соответствии с каждым А-ым шагом п. о вычислять значения 

функции Ф։ ՛ (к) (1) для всех первоначальных п —перестановок.
7. В соответствии с каждым А-ым шагом вычислять значения функ­

ции О1(тг'а'®, к) (2).
8. В соответствии с каждым А-ым шагом вычислять значения функ­

ции (к) (3).
9. В соответствии с каждым А-ым значением функции С\(к) выбирать 

или отбрасывать перечисляемые из расположенной на первом 
Л <7, Л —каркасе первоначальной п—перестановки перестановки 
с повторениями.

Алгоритм перечисления элементов |С'"| (Алгоритм АС'՞)
I. Из множества т различных символов составить внешнюю относи­

тельно процесса перечисления р —последовательность (р — п) : 
АВС... К и расположить р — последовательность на нулевой 
строке (/ = 0) первого по индексу А /՛. д, у, А —каркаса.

2. Из множества т единиц и п—т нулей построить п —последова­
тельность. расположив в ней элементы по группам равночистен- 
ности (’•■"’), и расположить п —последовательность на первой стро­
ке (/= I) первого по аргументу А /, д, /. к —каркаса.

3. Выбирая в качестве первоначальной п —перестановки последова­
тельность, расположенную в соответствии с п. 2. перечислить все 
п —перестановки с повторениями, используя для этого ал­

горитм АРп.
4. Каждой п —перестановке, осуществляемой на каждом А-ом шаге 

в процессе перечисления и. 3, взаимно-однозначно сопоставить 
соответствующую ей ш-ку символов из р —последовательности, 
выбирая для составления /п-кн все те и только те символы, кото­
рым соответствуют единицы в А-ой п —перестановке.

Алгоритм перечисления элементов !А^| (Алгоритм А А")
1. Из множества п различных символов (А, В, С, .... Л՜) составить 

внешнюю относительно процесса перечисления р —последователь­
ность (р = п). и расположить р —последовательность на нулевой 
строке (/=0) первого по индексу А /. д} ], к —каркаса.

2. Из множества т единиц и п—т нулей построить // — последователь­
ность. расположив в ней элементы по группам равночисленностн. и 
расположить «—последовательность на первой строке (/ - 1) пер­
вого по аргументу Л /, д. Р к—каркаса.

3. Используя алгоритм АС"՛ и результаты п. п. 1 и 2, перечислить 
все элементы [С"|.
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4. Расположить каждый из элементов [С՜^] па ||С^|| /, </, /', /г кар­
касах.

5. Рассматривая каждый из элементов (С"'| в качестве первоначаль­
ной т —перестановки, перечислить на каждом /, </, /, Л —карка­
се п. 4 все элемента из соответствующих |Рт|, используя для 
этого алгоритм АРп при п=т.

Ереванский НИН .математических машин

Ա. 2. ԱԱԱՏՅԱՆ

S I.I] ш փ ո խ ո 11> |ո ւ G ն 1> г ի. qn ւ qn г q ո ։ pj ո ։ li ն Լ г |ւ և Equip UM jump iniGGLr|iտ
|ր|ւ։| Piuq՝-1»։ p |ու(յ(՚ւեւփ p ։|սւ г կ մ սւ G ա | qn г է p if fi L րփ du»u|ili

Ամեն մի ամբողջական յլ֊ի համար արվում են // - տ և ղա էի ո ի։ ո ւ թ յո լնն և րի , 
Ո֊ի‘1 111-ական էլեմենտներով զուգորդությունների էլ Ո~ից 111 -ական էլե­
մենտներով տեղաբաշխոլթ յունների լրիվ բազմությունների թվ արկման ալգո­
րիթմներ, 'էույր է տրվում, որ հատուկ տրամաբանական !ի ուն կ է) ի ան ե րի ոգ 
տւււգործման շնորհիվ, կարելի / սուգ այգ ալգորիթմների կ ա ոո ւ զ մ ուն մի 
մ իա սն ա կան մեթողէ
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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

А. В. Петросян, Ш Е. Бозоян

Об одном логическом методе повышения 
надежности схем

(Представлено академиком АН Армянской ССР С II М<ргеляном 20/X 1975)

В (') рассмотрена задача повышения надежности схем, реализую­
щих булевы функции и построенных на произвольных базисных иена 
дежных элементах. «Ненадежность» в элементах выражалась в превра­
щении их (с некоторой вероятностью) в устройство, реализующее одну 
из константных функций 0 или 1. Идея способа повышения надежности 
таких схем заключалась в первоочередном дублировании тех более 
«активных» элементов, от которых в основном зависит надежность схе­
мы в целом. Считалось, что элемент «голосователь» работает абсолютно 
надежно.

В настоящей заметке решается аналогичная задача для схем, реа­
лизующих произвольный конечный автомат из достаточно широкого 
класса автоматов. Понятие «ненадежности» элементов здесь употребля­
ется в более широком смысле.
Пусть А конечный автомат, для которого множества А. У и С мно­
жества соответственно входных, выходных сигналов и состояний, а 
^(с, х) и /(с. х) —функции переходов н выходов.

Пусть элементы у £ Г и с£С закодированы двоичными на- 
«R» •

борами х = (х։....... хл), у = (у1.........ух) и г = (с։.........с,.) соответствен­

но. В дальнейшем записи л* и х, у и у, с и с будем отождествлять. 
Автомату А сопоставим некоторую схему имеющую п входов и 
« выходов. Пусть она построена из /V логических и е запоминающих 
элементов, которые обозначим через А'։, . . ., Л'у и Л'.у+։,..., Х.х-+, 
соответственно. Относительно логических элементов предположим, 
что реализуют булевы функции, а запоминающие элементы выпол­
няют функции липин задержки одного бита информации на один 
такт (т. е. в течение одной единицы времени). Если в запоминающих

элементах записана информация с = (с\......... *>), то будем говорить,

что схема находится в состоянии с = (с։........се).
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Будем говорить, что схема относительно входного сигнала 
л* и состояния с реализует автомат .4, если при подаче на ее входы 

набора х (х։, .... х,։) в данный момент времени, на выходах в тот

же момент времени получается набор у = (у։........уг), который сов-

падает с <(х, с), а состояние схемы в этот же момент времени сов­

падает с й(х, с)’\ при условии, что в предыдущий момент времени 
схема находилась в состоянии с. Схема 5д реализует автомат 4, 
если она реализует автомат А относительно любого входного сигна­
ла х£А и любого состояния с£С.

Событие, при котором схема 5д относительно некоторого вход­
ного сигнала и некоторого состояния не реализует автомат Д, назы­
вается „ошибкой**. При этом говорят также, что схема 5д относи­
тельно данного входного сигнала и состояния „ошибается**.

Пусть каждому логическому элементу А/(г = 1,/У) сопоставлен 
набор функций //. 1, .... так, что с вероятностью
р, , А/ превращается в схему, реализующую булеву функцию //,, 
/ ------ I \/ э = 0, т\ уР(.3> —), а каждому запоминающему эле- 

менту Л'д+/ (/ = !,*) —набор объектов </лчл«> А+Л»........../л+/,т>.
где /л+/,о автомат, выполняющий функции линии задержки (г), /х+,.\ 
и /л + -.2 соответственно константные функции 0 и 1, а /лчл». о>3— 
произвольные булевы функции. Пусть элемент Ад+/ (у = 1,е)с 

вероятностью Ау+/,о> — превращается в схему, реализующую авто- 
2

мат /д+/. о, с вероятностью р.\+1., —в схему, реализующую функцию 
____  т

/л’-/,։ (5=1, /П; V рл.+л,= 1; р V у з = . . . =рх^/т =0).
1-0

Будем говорить, что логический элемент А/ работает „правильно**, 
если он реализует функцию Л, о (/ = 1, Л9, и запоминающий элемент 
Ад+/ работает „правильно", если реализует автомат /дч/.о (7 = Не­

допустим, если все элементы (как логические, так и запомина­
ющие) схемы работают правильно, то она реализует автомат 4.

Если все элементы А/ реализуют соответственно ^,^(1 = 1, /Vне. 
то будем говорить, что надежность схемы 5д находится в состоянии 
« = («!....... 5д, зд+|, ..., аЛ+г). Схему 5д, находящуюся в состоянии
я обозначим через $д,։. Объединение наборов выходов и состояния 
схемы $д,1 в данный момент времени, если на входы в данный момент 

времени поступил набор х = (х1.......хп), а в предыдущий момент вре-

♦) Через Х(с, х) н б(с, х) обозначены двоичные коды Х(с. х) и о(с, х) соответ­
ственно.

30



мени она находилась в состоянии с = (г։....... се). обозначим через

5д.Дх, с) = <л3(х,с), 3,(х,с)>ч.

Предположим, что ошибки в различных элементах схемы статис­
тически независимы. Тогда вероятность того, что надежность схемы

5.4 находится в состоянии о, равна р(з) = П Р^, а вероятность
1-1

того, что схема 5д ошибается, при условии, что в предыдущий мо­
мент времени опа находилась в состоянии с. и в данный момент

времени на входы поступил набор х = (х1,..., хп) равна

Р(Л/5д, с, х) = ]£|5д.3(х, с)®5д.о(х, с)| • /?(□), 
Р]

где сумма берется по всем состояниям в надежности схемы 5д, 
О нулевое состояние надежности, при котором все элементы схемы 
работают правильно, —знак бинарной операции, которая опреде­

лена на множестве всевозможных наборов г = (г։, 
и единиц следующим образом:

*5+,) из нулей

если г — г' 

если г±г'.

Складывая условные вероятности по всем входным сигналам 
х X, считая, что задана функция ?(х) распределения вероятностей 
появления этих сигналов, получим вероятность того, что схема 5д в 
данный момент времени ошибается, при условии, что в предыдущий 
момент времени она находилась в состоянии с:

Р(Л/5д,с) ^Р(Л/5л, с, х) </(х).

Пусть относительно функции <?(х) автомат Я является сильно­
связанным, т. е. для любых двух элементов с и с' из С существует 
натуральное число / такое, что р^^О, где р՝”՝е есть вероятность 
того, что автомат А из состояния с' через точно / шагов переходит 
в состояние с. Из теории дискретных цепей Маркова известно (.’), 
что при этом существует предел Чезаро:

который не зависит от первого индекса с', где /?]'|с =— У Р^]с- Пз 
I Г։

’) Здесь принято обозначение 
= <у։.......... Ух, с». •• •■ <*>•

<ч........с* » =• • •> У*>,
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очевидного равенства /Я9 = • /^*с
сес

следует ^с = _р —V . //‘>с, 
ГТ1 <“г1 сес

откуда и при / —> оо получим

ХРс = I. 
ее'

(2)

Естественно полагать, что после длительной работы автомат /1 
будет находиться в состоянии с с вероятностью рс(е£С). Естественно 
полагать также, что схема 5д после длительной работы также будет 
находиться в состоянии с с вероятностью рс(с£С). Реалистичность 
последнего допущения следует из того, что предел (2) не зависит от 
первого индекса, и в промежутке времени, заключенном между 
двумя соседними ошибками, эти ошибки „забываются". 
Итак, за вероятность ошибки схемы принимается число

Р(Д/5л) = ЕР(Д/5Л։ с)рс. 
С (3)

Наша конечная цель заключается в достижении требуемой надеж­
ности схемы при минимальной затрате (по стоимости) избыточной ап­
паратуры путем дублирования и надежного голосования выходов неко­
торых элементов.

Введем обозначения;

3 (( /1« )) • . ■« (/к՝ •••» ■••’О)՝

-с((Ч< 3/1). ■ • ■» (/Д- в/^)) ~ 1- |$Д. ։((/|. Щ). 
'б՝՜

..(/*. :/*))(х. с)| • д(х),

ЛИ рала 
о = (0............0)

Тогда очевидно

Р(Д/$л,с) = ?£ 5|осШ։>0.։)........(/л %)) . Пр/в/ П^,о|.
/е(б.... /*| /е|/|..... '*}

где внутренняя сумма берется по всем тк наборам (а/,,... дли­

ны у=1,А), внешняя сумма—по всем 2Л —1 наборам ин­

дексов (/, /д) (/։<7։< .. . </д; 1 <к</У-| е), а запись ......ц|
обозначает /6|1, 2....... ЛЧ-е|'Ч/։, ../д|.

Введем дополнительные обозначения: р = тахр/л (1 <1 <ЛН-С;

т
<2с(0 V 2в((/, О)) . р,

7— 1
-’с(/....... /Д) = ^ |2с(и։,о։).........(/д. %)) • п^.։< Пр/.о] (А^2),

/е|/«.... /*1 ‘с (/։..
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и(/։, ,.1^) — с(/։, .. Iк)Рк (сес

Очевидно, 2(*) является вероятностью того, что элемент Х։ 
ошибается, в результате чего схема ошибается, при условии, что 
все остальные элементы схемы работают правильно. 2(0 называется 
активностью элемента X, (1^/

Выделив линейную часть относительно а., 1 т)
формулу (1) перепишем н следующем виде:

_ л’+<*
/'(А/5Л.с) = V С).

Теорема. Если т/>(ЛЧ֊е)<1. то |?(Л/5а. с)| <«=/։’(,У+е)։. 
Доказательство.

т(А/5л. с) = £ £ 2։((/, П Л,..֊!՝) 4-Т 2<(Л7)+ .. . 4- 
/-1 ®-1 \/♦/ / Пм/. .V

V 2с(Ч------ *'*)+ •. • +2Д1.......... м+е)^с\. т*р* •;֊ ... +С‘ т*р‘ +

4֊ ... + С%+'тх+,рх+' = (I -\֊тр) л1 — тр(Х+е) - I -

—/ир(ЛЧ-е) = т
2

тр( ЛЛ-Ье) 
б

.. тр(Х-{-е) е 111з условия теоремы следует: ■ <----- -  е^тр^ ՛< — < —,

следовательно, »(Л/5д, с^пРрЧХ+е)*.
Для установления факта ф(Д/5д,с)>—т՝р2(. Уфе)2 достаточно за -

Х+е т Г Х+г I
метить, что V V 2Д(/, о)) • ^.,(Пр/>0֊1)> V > 

1-1 о-1 I1*1 1-0 Г

• (1—тр)х+*-}— [)р :^тр(Ы+е (1— тр)х+‘ 1

ЗДЛ *)) •

— т'р*(Х+е)*.

Из доказанной теоремы и (3) следует 
_ ^+г

Р(Д/5л)֊ V 2(0 ^’р2(ЛЧе)։
/-1

Таким образом, для вероятности Р(я/5д) установили следующие 
верхние и нижние оценки:

Р(А/Ха)^,= V՛ 2(0+т‘/Д(ЛЧ֊е)։, 

_
Р(А/5д)>в_= V
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Перейдем теперь к повышению надежности схемы путем дублиро­
вания отдельных ее элементов и надежного голосования выходов эк­
земпляров. Задача формулируется следующим образом.

Пусть каждому элементу Л'/схемы 5д сопоставлено положитель­
ное число о (1 = 1. АЧ-е) —его „цена". Дублируем элемент Д'/ крат- 
ностью г, (3/ I, 3, 5, .. .|; / = 1, Л/-НР, Для полученной схемы $՛ Л 
получим вероятность ее ошибки: Р(Д/5,).

Требуется найти такие значения г։, ..г.у^, чтобы Р(А/5л)<։0.
Л’ + с

а сумма V с/г,- была минимальной, где е0 наперед заданное число.

Эта задача нелинейного программирования, для решения которой 
не существует общих методов. Однако, мы решим эту задачу прибли­
женным алгоритмом с оценкой погрешности с некоторыми, с точки 
зрения практики, естественными ограничениями. Точнее, поставленную 
задачу решим не относительно функции Р(Л/5д), а относительно ее 
верхней оценки е , которая относительно р1։3 является линейной 
функцией, дополнительно предполагая, что выполняется неравенство

Предварительно заметим, что после трехкратного дублирования 
любого элемента его активность станет нулем. Следовательно, 
более чем трехкратное дублирование вообще не требуется. Далее, 
поскольку при дублировании элементов число элементов в схеме уве­
личивается, то максимальным числом элементов в схеме будем счи­
тать 3(Л%е)5 ). Введем обозначение: £?*(/) = -^֊ £2(/)(3—2/ ).

Итак, требуется найти такие значения г։, ..., гх+г, чтобы
Л'+ 

выполнялось неравенство V 
/-։

-’ (/) при минимизации линейного
.V-» Г

функционала с, Zi (zt £|t; 3|; i = I. TV֊}֊<?).

Вводя обозначение Ui — —(zt —1), f=l. получим задя- 
2

чу линейного программирования с булевыми переменными (*|: надо 
найти такие значения для и։, мг, .... их*, (и< £|0; 1); / = 1, /V-H).

А’ 4 с А + f с
чтобы выполнялось неравенство V у S(0— ~, при

/-1 т-i 2
N+f 

минимизации функционала V а /// . 
1-1

Для оценки (сверху) лишней затраты относительно первона­
чально поставленной задачи (т. е. относительно требования P(A/Sa) 

’) При г/ — 1 элемент Xi фактически не дублируется.
Устройство голосования не считается элементом, поскольку оно, по предположе­

нию. работает абсолютно надежно и в наших расчетах не фигурирует.



50) достаточно решить эту задачу относительно нижней оценки г 
ЛГ+г

и вычислить разность значений функционала V с, г, для е+ и ։_• 
<-1

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР
н Ереванского государственного университета

11. Վ. Պ1ւՏՐ1|113ԱՆ. Շ. ն. հՈՏէՈՅԱՆ

Սխեմաների 1'ււււսա||ււււ р |шС< բարձրացման մի տրամաբանական 
մեթորի մասին

Դիտված Լ Տ մոլտք և !1 ելք Ունեցող սխեմա, որր հավաքված Լ ֆիքս­
ված բազիսային (տրամաբանական և հիշող} էլեմենտների վրա և իրակա­
նացնում / վ երջավո ր ավտոմատ։

11խեմայում օզտազործված յո ւրաքան չյոլ ր տրամաբանական (հիշող] 
էլեմենտի համար նշված է Նրա այս կամ այն ֆունկցիան (ավտոմատը) 
իրականացնող սխեմայի ւէերածվելոլ հ ա վան ա կան ութ յունն ե րի բաշխումդ 
ինչւզես նաև որոշակի դրական թիվ' նրա «դինր»։

II ահմ անվում է սխեմայի а սխ տլվելուս զա ղալիարր և կախված նշված 
հավանականություններից ու նրա մուտքին տրւէած ազդանշանների 
համախմբությունների Հանդես գալու հաւ{ ւսնակւոնոլթ յոլնների բաշխում իղ 
որոշվում է սխեմայի սխ ար[ե լոլ հավանականությունդ Որոշ բնական ենթա­
դրությունների դեւդքում լուծ վոււէ է մինիմալ ծախսով լրացուցիչ էլեմենտներ 
ավ ելացն ե յո ւ[ սկզբնական սխեմայից նույն ավտոմատն իրականացնող, 
РНЧ!1 ս1ա * սւնշւ/ած հուսալիությամբ աշխատող սխեմա ստանալու խնդիրդ

л И Т Е Р А Т У Р Л — Դ Ր Ա Կ 11 Ն II I» Н 3 Ո հ Ն

1 ///. Е. Бозоян, ДАН Лр.м. ССР. т. Լճ. № 2 (1975). 2 В Л1. Глушков, Синтез цнф 
ропых автоматов. Фнзмаггнэ. 1962. 3 Кай-лай. Однородные цепи Маркова. Изд. 
՝Мнр>, М.. 1964. 4 /1 Д. Корбут, 10. 10 Финкельштейн, Дискретное программирование, 
«Паукаа. 1969.
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Тоиоян, А. Ф. Минасян

О симметричном вдавливании двух жестких одинаковых 
штампов в упругую полуплоскость с вертикальным 

конечным разрезом

(Представлено чл корр. \Н Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 28/Х 1975)

Рассматривается плоская симметричная контактная задача для 
упруго»! изо!ройной полуплоскости с разрезом конечной длины а вдоль 
оси (оу), начиная от горизонтально»! границы.

На участках с-Ь горизонтальной границы полуплоскости приложены 
жесткие штампы с основанием произвольной формы, симметрично рас 
положенные относительно оси разреза. Предполагается, что трение 
межд> штампами и полуплоскостью отсутствует. Для простоты прими 
мается также, что граница полуплоскости вне штампов свободна 01 
внешних усилий. В конечном разрезе, длина которого может быть опре 
делена, действует только нормальное давление (рис. 1).

к

Рис. 1

Задача решена методом Фурье. Решение задачи сводится к спет։ 
мам «парных» и «тройных» интегральных уравнений. Эта система ■ 
свою очередь сводится к интегральному уравнению Фредгольма второй 
рода. Показано, что решение последнего уравнения может быть найден 
методом последовательных приближений. В частных случаях, когД> 
а—О или а оо соответственно получается симметричная контактна 
задача с двумя жесткими одинаковыми штампами для полуплоскости 
без разреза (։ ։) и контактная задача для квадранта (3).
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В силу симметрии, ограничиваемся рассмотрением только облас­
ти квадранта (0<^х<оо; 0<у<°°) ПР|։ следующих граничных ус­
ловиях:

-vy(.v, 0)=0 (0<х<оо), зу(х, 0)=0 (0<л<£. г<л<оо), 

v(x, 0)=/1(л) (Z»<x<c), тху(0, у) = 0 (0<у<оо) 

о^(0, у)=/2(у) (0<у <а), /4(0, у)=0 (а<у<ос). (1)

Бигармоническую функцию Эри для решения рассматриваемой задачи 
ищем в виде:

)в р
[Д(а) + ал-£(а)]е-’Л Sln(ay)rfa-}֊ I |C(?)+PyZJ(4]«_pyC0S(M^?-

О ”
(2)

Напряжения и перемещения выражаются через бигармоническую 
функцию Эри известными соотношениями (*):

ах= — Ja’(Д(а)4֊ал/?(а)|г'MSln(ay)rf«֊|֊ j ₽*|С(₽) — 2D($) +

О и

+ ?У^(?)1*~?у cos
м» **

ау= j я2|Д(։)—25(։) гах^(з)|е—’ Sin(ay)t/5 —J ?’|С(0) +

4-?yW) k~,vcos(3.r)<5,

•ху —
о

?(а) 7x5(1)cos(*y)f/x —
о

+ ?yD(₽)k-’ysin(?x)^

ti(x, у) =

о
ж

2£>(3) + W)by(l + 41* ’ysln(8xM? .

о

у) = |»|Д(а)(1 *v)֊25(a)+։xB(«)(H-41*-“C0S(iy)</a4-

О

г
I {j|C(»(l + v) + D(3)(l— v) + ₽y/9(?)(l-h4k-։i5,cos(Mc/-J . 

и

(3)

и

Удовлетворяя граничным условиям (I). получаем:
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Я(«) = В(2) (4|

О(р) = С(?)-
я4/?(а)^а 

(«’г?’)։
(5)

| а’В(а) 81П (яу)«/я = —/։(у) 4֊ 

О

х.
Г?։|С(3)-2П(?) + ?уО(?)|г֊^<3 0<у<

• • и
а

я/?(я) 5<п (яу)^я — О п <У <С°° (6)

?гС(3)со5(?л)^ = 0 0<х<6

от 5?

I ЗС(?)СОЗ = —-/,(х ) + л- I ։■«—£(«)</> Ь<х<с,
%) - •' о о 
«г
1|?։С(Р) СО8(рХ)А?Р = 0 Г<Х<«Х>

о

Из (6) выразим функцию В(г) через функцию С(?).
Для этого умножим первое уравнение из (6) на у(г*—у’)“։ 2, проин 
гегрируем по у от нуля до г.

Умножим второе уравнение на (у1—г*) 12 и интегрируя полу 
пенное равенство по у от г до бесконечности, потом дифференцируй 
по г, имеем:

х
Г У/М<*У
3 /г’-у» Л 
оО

с©
-М>С(?) Д։(?г) + 1-_/,(М ц
2 2 к

о

2 < 
и

2
-/>(М <’ + — Г

о

+ Ио(М֊Ич>(М|^ 0<г<а

7/?(а)7Л/1(7Г)б/ 
о

7 = 0

_ г . («
.) V Г2 — у’ 

о
Используя формулу обращения для преобразования Ханкеля, пол՝ 
чаем:

38



и

2
Л(?г)

О о о

= 1>О(?И|г 4,(М+ ±- -/,(?/■) 

О о

х ■

и о
-Л(И+ Ио(М ֊ ^0(И1Л(’И^. (Ю)

где Л (г)—функция Бесселя первого рода от мнимого аргумента
Л (г)—функция Бесселя первого рода от действительного аргу­

мента
А» (г) —функция Струве от мнимого аргумента.

При получении (10) были использованы значения следующих ин­
тегралов (5)

• у 51п (ду) 
/г’ - у9

^У= ֊ г/։(«г);
4»

’ 51п(яу) =4гЛ(яг).

\^== = V -Г 1£-<И-/1(Н
с У г2—у9 2 р

Подставляя значение 0(31 из (5) в (10) получаем:
а к а

?։(Г)Л(Т/’)^Г + 7 (?’£(?)<*? | г 
V <7

(I о и

о и о

-г ргАо(?И - ?^о(?Н

где
х=5(а) = С(а);

^Шг> — ?г/-о(?г) -

Л(?Н+'—-А(И + 
4

da.

•.Тройные" интегральные уравнения, подобные 
в работах (в~12).
Следуя (”), из (7) получаем:

рассматривались

с/1 = 2;(и) з1пу—г 4«( 1—//) 51»13 
2

—п, 2. Л251п3 (1'2)

(I

ся=(-1)’1+1с; (13)

У
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V с;л„.,(3г) -?С(Ю, л— 1
(14)

(15)

(16)
О

С СО5 -----= Ь
2

Л(з, 3, г) —гипергеометрический ряд,

() — постоянная, которая должна быть найдена путем подста­
новки (14), (12) и (15) во второе уравнение (7) при д՜ Л. 

Подставляя значение С(?) из (14) в (II) с учетом (13); (12) и (Г), 
для определения функции О'(а) получаем интегральное уравнение 
Фредгольма второго рода:

с։т)-“(1)+|'адк(ъ«)й, (|«|
<1

где 
а 

О ?
~’(т) = —т | Тя(г)Л(7г)^ Ч ^Р^п’-^-У (-1)^’//(1-//) : 

" 2 Т"1
о

I 00 О
—/г, 2, 5։81п’ )йф| гр/70(?г)--?г/.0Ог)-

о О о

<։

, . 4 с . . ч (• 1-2/1(^1—г*81п’в/2)
/։(;г)^г-----Ес-( 51п*- У (— 1)п+1/Ц1— л) $ —------ ?■ -------------

« 2Т֊1 Л Л Н‘-г։
о и

1 + п, —п, 2 5։ 51пг -
2

О - о

х

-?г£0(?г)-^- 
К Л(1Г)^,

/.,(>( I — - А(М+?^о(?'-)-?г/,(рг)9^
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8 ձ ® *.ձ(-յր)ժր-------7ժտ1ո4 —շ (- !)"+’/։( 1-я ) Ռ
" 2 л-1 յ

о

■ •շ*/ 1-?*Տ1ո4/2 յ Հ 5»- 7։
0

* о
-Л. 2. Տ’տ1ո4/շ)(/տ յ)յ2ո ս Ս

-'քԼՀԽ- — Հ^ր)ճր,

1

I ֊ՀՒ՝ ( 1 + д, -Л, 2, № տհր — Ն.Տ = — Л( 1 ո,
• \ 2/2
и

«. 2. Տ1ո։ 0/2). (19)

Имея в виду асимптотическое разложение функции Бесселя и Стру­

ве для больших 7 (”), получим, что ||т‘-’(7) = 0 и » |А'(«. Т)1^я<1- 
1-® о

Значит, интегральное уравнение (18) можно решить методом после­
довательных приближений. Далее по формулам (17), (15), (12), (14) 
и (4) последовательно можно определить все искомые функции. 
Напряжения и перемещения по известным формулам (2) будут опре­
делены в любой точке полуплоскости, а длина разреза —из условия, 
отсутствия особенности напряжения.

Институт механики Укадсмни наук Армянской ССР 
I реиаискпп политехнический институт им К Маркса

Վ. В. ՏՈՆՈՕԱՆ. 2. Ֆ. ՄԻՆԱ113ԱՆ
•1ււ|ւլաձ|պ. վերջավոր երկարուբ |ւս1՜ւ 61ււ(|՚ու| թուլացված կիսահարթով ;աս 

համաչափ (ւևշումթ երկու միատեսակ կոշտ զրոչմներււվ

Դիտարկվում Լ հորիզոնական եղրից սկսած ոպդադիծ վեր՚չավ որ երկա- 

Ր՚էւիյս/ն ճեղքով թпцш դված իդոտրոպ , ա ոաձղա կան կիսահ արք1 ով/ յան կոն- 
տակտա յին խնդիրք։

^իսահարթոէթյաե եզրին են կամայական հիմ քերով^ ճեղքի
նկատմամբ համաչափ դասավորված միատեսակ դրոշմներր: ենթաղբվում 

շփումը^ դրոշմների և կիսահարթոլթ յան մ իք և բացակայում է։ Պ արդու- 
քկան Հսւլքար րնդանւ/ած է, որ 1/ իս ահ արթ ո, թ յ ան նղրր՝ դրոշմներից դււրս 

Ազատ է արտաքին ուժերից, ինչպես նաև ճեղքի եզրերում ազդում են միայն 
^որմայ չարումներր:

^ԳՒրԸ րերվում Լ «զույգ» և «երիցս» ինտեդրայ հ ա է/ա սար ում Ս ե րից 
1,Այդկացաձ սիստեմի, ոյւի լուծոէմր հանգում I, Ֆրեգհոյմի երկրորդ սեոի 
1'նտեգրս/լ հավասարման յոլծմանրւ

^'^յ>յ Լ տրված, որ հավասարումը կարելի է լուծել հաջորդական մոտա- 
'1ո1,Ոլ№յքսնների եղանակով։
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А. Дз. Налбандян. Э. А. Овсглян, 
М. В. Овсепян, М. Д Степанян

О специфике углеродного питании клубеньковых бактерий

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Э. Г. Афрнкяном 10 XI 1975)

По современным представлениям клубеньковые бактерии объеди­
няются в отдельный род К1пго1лит семейства р8еи(1опюпасеае Видо- 
пая принадлежность этих бактерий определяется по тому, на корня» 
каких видов бобовых Они образуют клубеньки (’•2). До настоящеговре 
меня не установлен комплекс морфо-физиологических особенностей клу 
пеньковых бактерий, могущий быть пспользован для их видовогоопреле 
лення. В этом отношении особый ингерес представляет изучение различ 
пых источников углерода культурами разных видов клубеньковых бак 
терпи. Имеющиеся в литературе данные по этому вопросу получены на 
материале малого числа штаммов отдельных видов (’ • ՛).

Полью наших исследований являлось выявление усвоения клубень 
новыми бактериями разных источников углерода на массовом материа­
ле штаммов. В работе использованы различные штаммы наиболее рас 
нространеиных у нас видов клубеньковых бактерий. Большинство ис­
пытанных штаммов выделено в нашем институте из разных эколого- 
географических условий.

В работе использовались различные сахара, многоатомные спирты, 
полисахариды и органические кислоты.

Исследования велись ауксонографическим методом на агаризован- 
ной среде следующего состава (в %): (ННПзБО^-0,05, КзНРОч—0,05. 
К1С1— 0,02; М£$О< 0,02; pH—7,0—7,2. Бумажные диски, пропитанные 
растворами различных источников углерода, раскладывались на поверх­
ности агаризованной среды, диффузно засеянной двух-трех суточным.» 
культурами клубеньковых бактерий эспарцета, фасоли, гороха и люцер­
ны Результаты опытов учитывались спустя 24 и 48 часов при инкуба­
ции 26—281 по наличию роста вокруг наложенных бумажных дисков.

Как показывают данные табл. I, за исключением сорбозы, культуры 
клубеньковых бактерий, в основном (76.8 100%), усваивают моно- и 
"лнгосахариды. В отношении сорбозы отдельные виды проявляют изби­
рательность. Большинство штаммов клубеньковых бактерий эспарцета 
($7.9%) || люцерны (61.8%) усваивают сорбозу, а число культур клу- 
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бельковых бактерий гороха и фасоли, использующих этот источник 
углерода, составляет соответственно 16,4 и 32,0 процентов.

Из полисахаридов декстрин усваивается всеми штаммами клубень­
ковых бактерий эспарцета, а почти половина штаммов клубеньковых 
бактерий фасоли, гороха, люцерны не использует его в качестве источ­
ника углерода. Инулин усваивается большинством штаммов клубенько­
вых бактерий люцерны (70,6%). Клубеньковые бактерии эспарцета и 
гороха вообще не усваивают инулина, а клубеньковые бактерии фасоли 
используют его очень слабо. Большинство испытанных штаммов клу­
беньковых бактерий (84,5—100%), за исключением клубеньковых бак­
терий гороха, не усваивающих маннит, используют маннит, сорбит, гли­
церин.

Дульцит хорошо усваивается клубеньковыми бактериями фасоли и 
люцерны (соответственно 100—80%). Однако, лишь отдельные штаммы 
клубеньковых бактерий эспарцета и гороха используют этот источник
углерода.

Гибл ица I

Клубенько­
вые бакте­

рии

Количество культур, усваивающих (в %%)
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Эспарцета 47 100 37 47 4 4 100 77 юо 100 100 0
Фасоли 55 89 58 62 70 48 94 81 87 89 100 3
Гороха 25 80 60 72 60 56 100 8(( 84 100 ню 0
Люцерны 31 0 6 12 15

•
44 27 97 97 100 35

Из органических кислот (табл. 2) все испытанные виды клубеньке 
вых бактерии использую! пировиноградную, янтарную и щавелевую 
кислоты. Стеариновая кислота, за некоторым исключением, ими »•< 
усваивается.
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Клубеньковые бактерии эспарцета н люцерны, в основном, не ус­
ваивают также бензойную и салициловую кислоты, а число штаммов 
двух других видов, использующих эти кислоты, составляет 47 70 про- 
центов.

Отношение к другим органическим кислотам варьирует у культур, 
принадлежащих как к одному, так и разным видам клубеньковых 
бактерий.

Следует отметить, что подавляющее большинство культур к кбень 
новых бактерий люцерны, по сравнению с другими видами, не усваива 
ют органические кислоты, за исключением янтарной и щавелевой 
кислот, которые, как выше отмечено, хорошо усваиваются другими 
видами клубеньковых бактерий.

Таким образом, в отношении источников углерода кроме штаммо- 
вых отличии выявляются и видовые, присущие клубеньковым бактериям 
только данного вида. Это относится к таким источникам углерода, как 
сорбоза, декстрин, инулин, маннит, дульцит, бензойная и салициловая 
кислоты. Клубеньковые бактерии люцерны по сравнению с другими 
видами отличаются большой избирательностью к органическим кис­
лотам.

Полученные данные позволяют сделать заключение о возможности 
использования специфики углеродного питания клубеньковых бактерии, 
как дополнительного признака при определении видовой принадлеж­
ности этих бактерий.

Институт микробиологии
Академии наук Армянской ССР

Ա. Ջ. ՆԱԼԲԱՆԴՅԱՆ. է. IL. ՃՈՎՍԵՓՅԱՆ. 1Г. Վ ՀՈՎՍԵՓՅԱՆ. Մ, Դ ՍՏհՓԱՆՅԱՆ
ՊալարարակտԼրիանԼր|ւ ածխաձնափն սննրաոութ|ան

մասին

1հսումնասիրված Լ ածխտծնի տարրեր աղբ յուրների Լ շաքարներ, բազ­
մատոմ սպիրտներ։ բազմաշաքարներ, օրզանական թթուներ) ւարացումր 

ւղա/արա բա կտե րիաների տարբեր տեսակների կողմից։
Ռացահայտված Լ, որ տարբեր տեսակին պատկանող պալաբաբակտե- 

բիաներր ցուցաբերում են յուրահատուկ վերաբերմ ուն ք տարբեր շաքարների . 
օր ղան ակ ան թթուների և բազմաշաքարների յուրացման նկատմամբ:

1ք տարված տվյալներր թույլ են տալիս եզրակացնելու, որ պա լարաբակ֊
սերիաների ածխածնային սննղաոոլթյան յուրահատկությունր կարող / 

'"Ապործվել որպես Լրացուցիչ Հատկանիշ այղ բակտերիաների տեսակի որոշ-

J1 и т Е Р ձ Т У Р А ֊ IUl II I» П I’ll

1 W- Л. Красильников, Определитель бактерии н актнномнцетов. Изд. АН СССР. 
" ■ 1949. » /?. S. Breed, Е. G. О. Murray. N R. Smith. Bergey’s .Manual of Delcr- 
■’Unam-e Bacteriology. —The Williams A., Wilkins Co., Balllmorc, 8th. ed.. 1974 

•4. /. | Irtanen. H. Linkova, Microbiol. and Serol. 12. 65 —77, 1974. • /’• M Wilson.
•'Vidlson, Univ. Wisconsin Press., 1940. 1 S. M Taha, S- .4. Z. Mahmoud, S H. Sa- 
le,n. Cult, Collect. Proc. Inst. Inf. Conf. Tokyo, 523—539, 1970
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А. А. Симонян, Г. А. Геворкян, 
Р. А. Степанян, Л. О. Восканян

Сравнительная характеристика активности некоторых ферментов 
в митохондриях сердца кур в онтогенезе

(Представлено академиком АН Армянской ССР Г X. Бунятяном 27/Х 1975)

В предыдущей нашей работе (') мы изучали интенсивность дыха­
ния и окислительного фосфорилирования в изолированных митохонд­
риях сердца кур в различные периоды их онтогенетического развития. 
Полученные результаты свидетельствуют об усилении окислительно- 
восстановительных процессов, образовании и распаде промежуточных 
макроэргических соединений в ткани сердца развивающегося организма 
в конце эмбрионального и в раннем постэмбриональном периоде разви 
тин. В развитие этих исследований в настоящей работе мы изучили 
А1 Фазную (МКФ 3.6.1.3) активность в митохондриях сердца кур в 
онтогенезе. В связи с полученными нами результатами по окислитель­
ному фосфорилированию определенный интерес представляло также 
изучение становления активности отдельных ферментов дыхательной 
цепи в изолированных митохондриях сердца кур по мерс их оитогенети 
ческого развития.

Опыты проводили на 15 и 20-днсвны.х эмбрионах, 5-дневных цып­
лятах и взрослых курах. Возраст эмбрионов определяли по дням инку­
бации. Сердца эмбрионов соответствующего возраста промывали 
ледяным раствором 0,15 М КС1 в течение 30 секунд. Ткань измельчали 
специальной давилкой, затем гомогенизировали 30—40 секунд в гомо­
генизаторе Поттера. I

Митохондрии выделяли в растворе 0,44 М сахарозы—1 ммоль 
ЭДТА. Ядра выделяли при 2500 £, митохондрии—12000 к. Осадок 
митохондрий суспензировали в 0,25 М растворе сахарозы—0,02 М трис 
НС1 буфере. Чистоту фракции и целостность митохондрий контроли­
ровали электронной микроскопией. I

Активность АТФазы в митохондриях определяли по нарастанию । 
неорганического фосфата (ПФ) в следующей инкубационной смеси I 
(2 лл): 1,6 лы 0,25 М сахарозы—0,02 М трис-НС! буфера, 0,2 .ил суслен I 
зин митохондрий (соответствующей примерно 2—3 л<? белка) и 4 м> I 
АТФ, растворенного н 0,2 мл 0,25 М сахарозы, pH 7,4, время инкубации
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30 минут, температура—26<. Для выявления активности различных 
\ТФаз катионы добавляли в ммолях в конечной концентрации

Ма+ —100, К+ —120, Мк —10, Са++ —20, ДНФ (2,4-динитрофенол) 
применяли в количестве 0,0005 М.

Активность цитохромоксидазы (МКФ 1.9.3 I) и сукцинатдегндроге- 
назы (МКФ 1.3.99.1) определяли манометрическим методом при 26 
(2՛3). В качестве субстрата окисления при определении цитохромокси­
дазы применяли аскорбиновую кислоту, при определении сукцинатде 
гидрогеназы—сукцинат.

Для определения активности цитохромоксидазы в сосудики вводи­
ли реактивы в следующих количествах (в л<л): 0.25 М сахарозы— 
0.02 М трис-НС! буфера—0,95, цитохром с 0,25, аскорбиновая кислота 
0,119 М—0,3 и суспензия митохондрий—0,5. соответствующая 2—4 .и? 
белка.

Активность сукцинатдегидрогеназы определяли в следующей инку­
бационной смеси (в .ял): 0,25 М сахарозы—0,02 М трис-НС1 буфера— 
0,55 (pH 7,4), сукцината 0,5 М—0,3, цитохрома с (4.10 'АА) 0,25, АЮ.. 
0,007 М—0,2, СаСЬ 0,007 М—0,2 и суспензия митохондриальной фрак­
ции—0,5.

Активность цитохромоксидазы и сукцпнатдсгидрогеназы выража 
лась величиной прироста потребления кислорода митохондриями после 
добавления субстрата. Результаты опытов выражали в £)О2~ мкл/мг 
белка/час. Белок определяли по Лоури и сотр. (ч).

Результаты исследований, приведенные в табл. I, показывают, что 
по ходу развития куриного эмбриона, начиная с 15-го дня инкубации, 
общая активность АТФазы повышается. Нарастание активности фер­
мента у 20-дневных эмбрионов, по сравнению с 15-дневнымн, составляет 
46, а после вылупления у 5-дневных цыплят—175%. Дальнейшего увели­
чения активности фермента у половозрелых кур, по сравнению с 
5-дневными, не обнаруживается.

Условия 
опыта

Т и о .1 и и а /
АТФазная активность в митохондриях сердца кур в онтогенезе 

Р в мкатомах/лг бе.тка/30 мин М±т

Эмбрионы
5-дневные 

цыплята15-днеиныс 20-днеяные

Взрослые 
куры

Контроль 1 .43+0’09

1.23+0.13 
(б)

3.21+0.20

ЛИФ 4.04+0.39

ЛА
(6)

2,10+0.48 
(5)

1,57+0.17 
(6)

3.57+0.56 
(8)

5.30+0.56 
(6)

3,72+0.64 
(6)

3.95+0.20 
(б)

2.48+0.25

7.22+0.57

5.01+1.29

6,41+0.44

3.89+0,16
(в)

1,39+0.09 
(8)

5.33+0.41 
(8)

5.97+0.39 
(8)

4.94+0.32
(8)

В скобках количество опытов.
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Активность |\'а+ + К+, Мй++ и Са+ зависимых АТФаз также 
повышается по ходу развития куриного эмбриона, достигая своего мак 
симума у 5-дневных цыплят. Однако у взрослых особей по сравнению с 
5-дневными цыплятами активность фермента в присутствии этих кагио 
нов достоверно снижается.

Сопоставляя полученные данные можно заметить, что в мнтохонд 
рпя.х сердца кур в различные дни эмбрионального и прстэмбриональ 
ного развития по сравнению с обшей и №а -ф К*- зависимой АТФазой 
активность фермента намного выше в присутствии катионов Мк, Са, а 
также ДНФ

Полученные данные, касающиеся становления и развития АТФазы 
митохондрий сердца по ходу развития куриного эмбриона полностью 
согласуются с нашими предыдущими данными (’), свидетельствующими
об усилении образования и распада 
соединений в ткани сердца цыпленка 
постэмбриональном периодах.

Цитохромоксидазная активность

промежуточных макроэргически.х 
в конце эмбрионального и раннем

высокая на 15-ый день эмбрио
нального развития (табл. 2), в митохондриях 20-дневных эмбрионов 
активность фермента понижается, достигая своего минимума у 5-диев- 
ных цыплят. По сравнению с эмбриональным и постэмбриональнымн 
периодами, у кур цитохромоксидазная активность высокая.

Активность цнтохромокендазы н сукцннатдегндрогеназы в митохондриях 
сердца кур в онтогенезе. О в мкл/мг белка/час. М±т

Условии опыта
Эмбрионы

15-дневные 20-лневные
5-дневные 

цыплята
Взрослые 

куры

Эндогенное дыха­
ние

Ыитохромокснда^а

Сукцинатдегндро- 
геназа

5.58
(4) 

55*76+0.40
(8)

81.62+0.26
(8)

4.61
(4) 

43.55+0.28
(Н) 

«8.57+1.28
(8)

3.98
(4)

36.49+0,14
(8)

116.69+0.2-I
(8)

3.65
(4)

64.13+0.56
(9)

180.98+0.65
(9)

Активность сукцинатдегидрогеназы в митохондриях сердца повы 
шается по мере развития эмбриона. Дальнейшее активирование фермен­
та наблюдается у 5-дневных цыплят и половозрелых кур.

Таким образом, полученные данные демонстрируют неодинаковую 
динамику активности цнтохромокендазы и сукцинатдегидрогеназы по 
мере развития куриного эмбриона. Выявленная нами динамика актив 
ности сукнинатдегидрогеназы в митохондриях сердца полностью cooi 
ветствует становлению этого фермента в митохондриях тканей мозга 
и печени куриного эмбриона по ходу его развития (5). Однако изм®' 
пение активности цнтохромокендазы в сердечной мышце несколько от 
личается от фермента митохондрий мозга и печени.

Институт биохимии Академии наук Армянской ССР
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IL. IL. ՍԻՄՈՆՏԱՆ, Դ. IL. ԴԵՎՈՐԴՏԱՆ. 1Ւ. IL. 11Տ1ւՓԱՆ311.Ն. Լ. IL ||||Կ1Լ^1ԼՆ
Մի քանի ֆերմենտների ակտիվության համեմատական p նո ւ 

հաւ||ւ սրտի միտո քո1ււ]րիաներում օնտոգենեզում
pujqrnijHniiip

քհսումնասիրվեւ է ԱՏՖաղայի, ցիտորրոմօրսիղաղայի, սակցինատ- 
, ԼՀիդրոհենաղայի ակտիվ ո, թ յանր հավի օնտոգենեզի տարրեր փոպերամ, 
';''ւյէք / Աքվեւ. '>ր ընղհանուր ԱՏՖազայի ակտիվռթյանր հավի սաղմի զար- 
ղացման 15-րղ օրից սկսած հասնելով իր աո ավելա ղ ու յն չափե֊ 
րին 5 օրական ճտերի մոտ (3,95 մկատոմ/մղ սպիտակո,ցին )ւ Ֆերմենտի 
ակտիվութ յունր հասուն հավերի սրտամկանում 5 օրական ճտերի համե֊
մատաթյամր չի աճում (3,83 մկատոմյմզ սսլքւտակա ցին)' Na++K\ Mg+ +
Ըյ + + —խթանվող ԱՏՀնա ղան ե ր ի ակտիվությունը ճտի սացմնա յին և 
հետսաղմնային ղարզացման շրջանում նույնպես աճում է, սակայն հավերի 
մոտ 5 օրական ճտերի համեմատությամբ ղղալիո բեն իջնում Լւ Այղ պայ- 
մ աններում ԳՆՖ-ով խթանվող ԱՏՖաղայի ա կտ ի վու թ յուն ր մեծանամ էւ

ձիտորրոմօրսիղաղա յի ա կտ իվա թ յանր բարձր ( 15 օրական սաղմ երի 
սրտի մ իտոբոնղրիաներամ, հետացա օրերի րնթ աց բում ֆերմենտի ակ- 
տիվ ութ յանր որոշ չափով թայանամ է։ II ակցինատղեհիղրողենաղա յի ակ֊ 
տՒվոէթյունր միտորոնղրիաներամ սաղմի ղարղացմանր ղ ա ղրնթաչյ աճում էւ 
ք՝արձր ակտիվ ութ յան ցիտվում / նաև 5 օրական ճտերի և հասուն հավերի
и ր տամկ ան ու մ /
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Количественное соотношение амидных групп белков 
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(Представлено академиком АН Армянской ССР Г X Бунятяком 31/Х 1975)

Рядом исследователей (’2 и др.) была установлена гетерогенности 
(ак называемой грубой митохондриальной фракции головного мозга. В 
лаборатории Виттекера (') в градиенте плотности сахарозы удалось 
разделить грубую митохондриальную фракцию на субфракции миели­
на, нервных окончаний (синаптосом) и очищенных митохондрий. Выд< 
ление синаптосом облегчило изучение процесса передачи нервного 
импульса через синапсы. Из перечисленных субфракций подробно изу­
чена синаптосомальная. В отношении содержания амидных групп бел­
ков эти три фракции изучены недостаточно.

Настоящая работа посвящена выявлению количественного соотно­
шения амидных групп белков в субфракциях грубой митохондриальной 
фракции коры головного мозга белых крыс.

Опыты были поставлены на половозрелых крысах. Животных быст­
ро обезглавливали, извлекали большие полушария и помещали в хи 
лодильный шкаф, в котором при температуре 2—4° отделяли кору боль­
ших полушарий. Из коры мозга готовили 10%-ный гомогенат на 0,32 М 
сахарозе, содержащей 1 мМ ЭДТА, при pH 7,4. Дифференциальное и 
градиентное центрифугирование проводили методом Виттекера (3) в 
модификациях Брадфорда (*лишь с той разницей, что после осаж 
дения ядерной фракции из исходного гомогената, надосадочную жид­
кость после двукратного разбавления центрифугировали при 800 £ 
15 мин для полного осаждения остатков клеточных фрагментов и ядер 
(см. схему и рис. 1). I

Электронпомикроскопическое исследование полученных субфрак I 
ций показало, что чистота синаптосомальной фракции составляет 60°- 
а митохондриальной—80%, что соответствует литературным давним 
С֊7).

Амидные группы белков определяли по выходу амидоазота белкч*| 
после двухчасового гидролиза 2н. раствором НзБОд грихлоруксуснокне 
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ГОМОГЕНАТ / 10,0 г коры мозга

90 мл 0,32 М сахарозы + I мМ ЭДТА (pH 7 
8ОО в I ГЛ мш.[О мин.

Ядра,клеточные 
фрагменты ( )

Супернатант ( X )

800

* I объем 0,32 

с । (5 мин.
М сах. ♦ I ь* ЭДТА (pH 7,4)

Остатки ядер, 
миелин,клеточные 
фрагменты ( )

Супернатант (
1700 20 мин.

Грубая митохондриальная 
фракция ( М| )
Суспензия в 0,32 М сахарозе

Супернатант (X )

Градиент плотности 
сахарозы (0,32 И; 0,8 М;

75000
1,2 М)

60 мин.

Миелин Синалтосомы Митохондрии

Схема выделения первичных фракций гомогената, субфракций митохондрий днфферен 
ииальным центрифугированием и центрифугированием в градиенте плоти» чти г.«хар-

Плотность 
сахарозы

Колич 
в мл.

Рис 1. Выделение субфракцин грубой мито­
хондриальной фракции при 75 000 д и теме 
ине 60 мин. /1—миелин; В—синлптосомы,

С—очищенные митохондрии
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лих осадков суспензий соответствующих субфракций в 0,32 М сахароз
Осадок перед гидролизом двукратно промывали 1,5%-ным 
три хлоруксусной кислоты. Белок определяли по Лоури (8) в 
ции Хесс и Левина (9).

раствором
модифи ка

Данные табл. показывают, что наибольшее содержание а.мидны
групп белков определяется во фракции синаптосом, а наименьшее и
миелине. Так, если количество амидных групп белков, в синаптосомах
составляет 82,77 мк атом, то в очищенных митохондриях 
65,43, в миелиновой субфракции—46,13 мк атом

оно составляет

Та б .1 и 1{ о
Распределение амидных групп белков средн субфракцнй грубой 

.митохондриальной фракции коры больших полушарий мозга крыс 
(мк атом амндо-Х'/ЮО мг белка)

Очищенная мито­
хондриальная 

фракция
Сннаптосомальная 

фракция
Миелиновая 

фракция

65,43 + 0,74

(41)

82,77 + 0,86

(40) 
Р<0.001

46,13 + 0.55

(31) 
Р<0.001

Р։<0.001

Р—по сравнению с митохондриальной фракцией; 
Р։—по сравнению с сннаптосомальной фракцией

Т а б л
Распределение белка средн субфракцнй грубой митохондриальной фракции 

коры больших полушарий мозга крыс (мг/г коры)

Грубая митохонд­
риальная фракция

Субфракцнй

очищенная мито­
хондриальная

сннаптосомальная миелиновая

28.45 + 0.8
(15)

3,69 + 0.1
(15)

8,14 + 0,3
(15)

1,81 + 0.09
(15)

Данные табл. 2 показывают, что примерно такое же соотношение 
существует и в отношении содержания белка.

Сравнительно большое количеств։) белка в синаптосомах и высока՛ 
степень их амидирования указывает на их специфическую роль в нер» 
ных окончаниях. Вероятно, имеется тесная взаимосвязь между уро։ 
нем амидных групп белков и аммиакообразовательной функцией синаь 
тосом, участвующих в проведении нервного импульса.

Институт биохимии
Академии наук Армянской ССР

52
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ներկա աշխատանքի նւգատակն I եզեյ պարզաբանեյ, թե ինչպիսի
քանակական փոխհարաբերություն գոյություն ունի մաքրված միտոքոնգրիայ, 
սինապտոսոմայ և միեյինային ֆրակցիաների սպիտակուցների ամիգ 
խմբերի միջև։

Ցույց 4 տրված. որ սպիտակողներն ամենից շատ ամիգացված են 
սինապտոսոմայ ֆրակցիա յում ։ Սպիտ ակուցն երի ամ իգացման աստիճանով 
միտոքոնդրիալ և, հատկապես՚ միեյինային ֆրակցիան զիջում են սինապ­
տոսոմայ ֆրակցիային։ Հնարավոր է, ս ին ա պ տո ս ո մն ե բում րնգհանույ։
սպիտակուցի համեմատաբար մեծ բանակր և նրանց ամիգացման բարձր 
աստիճանը սերս։ առնչություն ունեն տմոն իա կ ա ռաջ ա ց մ ան պրոցեսների հետ։
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В предыдущих работах (') мы показали, что при использовании 
глутамата в качестве субстрата, дыхание в интактных митохондриях пе­
чени кур усиливается с начала плодного периода эмбрионального 
развития до 17-го дня. Из этих же опытов видно, что динамика соот­
ношения окисления и фосфорилирования (P/О) в печени до вылупления 
также постепенно снижается. Аналогичные результаты в отношении 
поглощения кислорода в ткани печени уток получены В. И. Махинько с 
сотр. I2). Исходя из полученных результатов, мы нашли целесообразным 
изучить количественные сдвиги образования макроэргов, а также 
креатннфосфата в печени кур в различные периоды их онтогенетического 
развития. Помимо этого определяли содержание свободного фосфата, 
сухого остатка и митохондриального белка.

Для определения аденозинтрифосфата (АТФ) замороженную жид 
ки.м азотом печень (I г) растирали в фарфоровой ступке и заливали 4 
объемами 5%-ного ТХУ (3). Экстракцию проводили 15 минут на холод) 
при частом помешивании. Осадок удаляли центрифугированием. К 
трихлоруксусному центрифугату добавляли ртутный реактив из расчет.! 
2 л/л 20%-ного (CH3COO)2Hg в 2%-ном СН3СООН на 2 мл центрп- 
футата. Ртутный осадок компонентов адениновой системы отделяли 
центрифугированием. Осадок размешивали в 0,3 мл воды и в течение 
10 минут разлагали сероводородом на холоду. Затем суспензию аэриро­
вали в течение 3 минут и взвесь удаляли центрифугированием. Для 
хроматографического анализа использовали бумагу FN-1. Применял՛* 
нисходящую хроматографию. В качестве растворителя использовали 
изоамиловый спирт и 2,5%-ный цитрат (1:1). Выявление АТФ про 
изводили ультрахемископом.

Определение креатннфосфата проводили по методу А. М. Алексе 
свой (<). Белок определяли но Лоури и сотр. (•), неорганический фос 
фат—по Лоури и Лопес (в). Для определения сухого остатка брал”I 
навеску митохондрий, cooi ветствующую 50 л/г свежей ткани и высув” 
вали до постоянного веса. I
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Данные, приведенные в табл. (. показывают. что высокое содержа­
ние АТФ отмечается в печени 15-днсвны.х эмбрионов (0,70 мкмоль/г 
влажной ткани). С возрастом (\ 20-дневных эмбрионов) количество 
А ГФ сокращается почти в два, а у 5- дневных цыплят в три раза, оста­
ваясь в дальнейшем на том же уровне у половозрелых кур.

Как показывают эти данные в конце эмбрионального развития 
усиливается процесс распада макроэргов, что обеспечивает необходи­
мый баланс энергии для синтетических реакций в клетках, подготавли­
вая цыпленка к вылуплению. Не лишено основания предположение о 
том, что энергия высвобождается уже на уровне первичных макроэргн- 
чсскнх соединений, не доходя до образования АТФ. Это предположение 
подтверждается нашими прежними и литературными данными. Но на­
шим данным (7) в конце эмбрионального развития к>р в митохондриях 
печени усиливаются окислительно-восстановительные процессы. В этом 
периоде вдвое сокращается и запас гликогена в печени (89). О К) Ни­
китина (9) считает, что такое снижение уровня гликогена в печени и 
других тканях связано с большими энергетическими затратами к момен­
ту вылупления.

Т и б 3 и ц а I
Количественные изменения содержания ЛТФ 

(MKMo.tb/г влажной ткани) в печени кур в онтогенезе, М±т

Дни развитии АТФ

15

20

5-дневные цыплята

Взрослые куры

0-70+0,05 
(6)

0.38+0,03
(6)

0.24+0,02
(6)

0.20+0.01
<Ь)

С генерацией макроэргов в ткани тесно связаны количественные 
сдвиги содержания креатинфосфата и интенсивность креатннкиназной 
реакции в ткани по ходу развития эмбриона. В наших опытах самым 
высоким содержанием креатинфссфата отличается печень 15-дневных 
эмбрионов, заметно сокращаясь в период вылупления—в 20-ый день 
(табл. 2). По сравнению с 5-дневными цыплятами у кур количество 
креатинфосфата заметных изменений не претерпевает.

Сопоставляя эти результаты с нашими другими данными в отно­
шении содержания крсатинфосфата в других тканях эмбриона, можно 
заметить, что аналогичная картина содержания креатинфосфага обна­
руживается в мозгу и сердце по ходу развития (|0). Как видно из этих. 
Данных в конце эмбрионального развития весьма важное значение при­
обретает и крсатинфосфат, как богатый источник дополнительной энер- 
•йн для выполнения необходимых жизненных функции развпвающегос । 
организма.
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На основании полученных данных мы нашли целесообразным опре­
делить также количественные сдвиги свободного фосфата, белка и сухо­
го остатка в изолированных митохондриях печени кур в различные 
периоды их онтогенетического развития. ՝

Таблица 2
Количественные изменении содержания креатинфосфата 

(мкмоль/г влажной ткани) в печени кур в онтогенезе, М±т

Дин развития

15

20

5-дневные цыплята

Взрослые куры

Креатннфосфат

3.21+0.15 
(6)

1.95+0.08 
(4)

2.40+0.30 
(4)

2.21+0.39
(5)

Данные, приведенные в табл. 3. показывают, что количество ено 
бодного фосфата в митохондриях печени возрастает с 15-го дня 
эмбрионального развития, достигая своего максимума у 5-дневных 
цыплят.

Таблица 3
Количественные сдвиги содержания свободного фосфата 
(мкатомах/г влажной ткани) в митохондриях печени кур 

в онтогенезе, М±т

Дни разни гия 1’nvupi.

15

20 

5-дневные цыплята 

Взрослые куры

3.30+0.02 
(4)

5.10+0.10 
(4)

5.25+0.08 
(4)

3.13+О.Н
(4)

По сравнению с цыплятами, у кур количество свободного фосфата за­
метно понижается.

В следующей серии опытов мы исследовали количественные измс 
нения содержания митохондриального белка печени кур в онтогенезе 
Результаты опытов показывают, что на ранних стадиях эмбрионально­
го развития содержание митохондриального белка небольшое и J 
15-дневных эмбрионов составляет 9,39 мг/г влажной ткани (табл. 41 
Прирост белка в митохондриях уже в период вылупления, у 20-дневных 
эмбрионов составляет почти 40%, а у 5-дневных цыплят—60% по 
сравнению с 15-дневными эмбрионами. Дальнейшего усиления интенсив 
ности процесса синтеза митохондриального белка у половозрелых кур 
ие отмечается, наоборот, наступает спад по сравнению с ранним nod 
эмбриональным периодом.
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Сухой остаток митохондрий в эмбриональный период, начиная с 
|5-го дня, не меняется (табл. 5). Некоторое увеличение сухого остана 
наблюдается у 5-дневных цыплят и половозрелых кур Как явствует из 
приведенных данных, количество сухого остатка в митохондриях печени 
после вылупления резко увеличивается и в ткани 5-дневных цыплят 
доходит примерно до уровня, присущего взрослым особям.

Изменение содержания .митохондриального белка 
печени кур п онтогенезе. М±гп

Т а б л и ц а -I

Дни развития Белок в MZjz 
плажнон ткани

15

20

5-дневныс цыплята

Взрослые куры

9.39+0.21 
(4)

12.93+0.35 
(4)

(4) 
12.63+1.09

(4)

Таблица 5
Количественные сдвиги сухого остатка митохондрии 

печени кур н онтогенезе, М±т

Лип развития Cyxoii остаток лгг г 
влажной ткани

15

20 

5-дневныс цыплята 

Взрослые куры

150+0.98
(4) 

150+1.18
(4) 

180+3.14
(4)

190+2 • 18
(4>

При сопоставлении данных содержания митохондриального белка 
и сухого остатка при пересчете на I г влажной ткани, нетрудно заме­
тить, что это соотношение довольно стабильно в конце эмбрионального 
развития и в раннем постэмбриональном периоде. Однако у взрослых 
кур соотношение белка и сухого остатка печени заметно снижается. 
Результаты, проведенных нами опытов подтверждаются и литературны 
мн данными, полученными у эмбрионов других птиц ("). Наши данные 
свидетельствуют о высоком уровне процессов синтеза белка в ткани 
печени кур в отмеченные периоды развития.

В совокупности вышеизложенного можно заключить следующее: 
содержание Л ГФ ь ткани печени куриного эмбриона но ходу развитии 
сокращается, начиная с 15-го дня развития до вылупления цыпленка, 
высоким содержанием креатинфосфа га отличается печень 15-дневны х 
эмбрионов. С возрастом эмбриона содержание креатинфосфата в ткана 
Украшается и достигает своего постоянного \ровня \ 5-дневных цыплят
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и взр слых кур. Содержание митохондриального белка и сухого остатка
печени но ходх развития вплоть до вылупления цыпленка увеличива 
ется. Такой закономерности подвергается также свободный фосфат.

Институт биохимии
Академии наук Армянской ССР.

i>. р. ршнцзнь. и. ц. имглъзиъ, UL. 2и.ЧПР311.Ъ
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АГРОХИМИЯ

С. А. Марутян

К вопросу о роли фосфора в морозоустойчивости 
виноградной лозы

(Представлено академиком АП Армянской ССР Г С. Давтяном 20/\ I Г>75)

Фосфор принимает самое непосредственное участие в биохимиче­
ских превращениях, в результате которых происходит освобождение, 
передача и использование химической энергии.

В настоящее время развивается представление о том, что под 
слиянием неблагоприятных условий среды, в том числе и воздействия 
низких температур, прежде всего нарушается сопряженность процессов 
окисления и фосфорилирования, что ведет к прекращению энергоснаб­
жения клетки (г՜4).

Считается, что в крайние северные широты продвигаются те 
древесные породы, которые наряду с другими показателями, характе­
ризуются накоплением веществ, содержащих макроэргическин фос­
фор (5).

Обмен фосфорсодержащих соединений в побегах винограда в 
период осенне-зимнего покоя и в связи с морозоустойчивостью недоста­
точно изучен (в-7), а сведения но макроэргнчсскому фосфор} (ЛТФ) 
почти отсутствуют.

В настоящей статье приводятся результаты исследования по дина­
мике общего и макроэргнчсского фосфора (АТФ) в осенне-зимний 
период в побегах винограда в связи с различной морозоустойчивостью. 
Сопоставляется характер их изменчивости с динамикой белков и нук­
леиновых кислот в побегах и почках, а также с количественными изме­
нениями кальция и магния.

Кривые на рис. I показывают, что содержание общего фосфора 
в побегах винограда за осенне-зимний период проявляет резкие скачки 
и ярко выраженную сортовую специфичность. морозоустойчивых 
растений количество фосфора в начале осени резко снижается.

Это оценивается нами, как косвенный факт, свидетельствующий о 
миграции фосфора в почки при первом же снижении температуры с 
порога биологического нуля (+10 ) до действительного пуля (0). В 
Дальнейшем количество фосфора в побегах этих растений вновь воспол- 
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мнется за счет поступления из других частей куста, что видно по неук­
лонно восходящему характеру кривой фосфора, достигающей макси­
мума в наиболее холодный период.

У неморозоустойчнвых сортов воздействие температуры 10 
вызывает совершенно обратный эффект. Такая диаметральная противо­
положность приводит к тому, что у морозоустойчивых сортов в наи­
более морозный период зимовки содержание фосфора в несколько раз 
превосходит его содержание у неустойчивых, что положительно отра­
жается на состоянии растений.

1- нссмн гонлогд 
г-Спн’**

Рис. I Динамика содержания общего фис 
фора и побегах виноград,! у сортов с раз­
ной морозоустойчивостью В ОССННС ЗИМНИН 
период, /—морозоустойчивый сорт; 2—не­

морозоустойчивый сорт

По данным Э. С. Вашадзе (8), в корнях винограда в период покоя 
происходит поглащение, превращение и передвижение фосфорных сое­
динений в надземные органы. На основании чего автор аргументирует 
целесообразность внесения фосфорных удобрений в почву осенью, а нс 
весной.

Согласно нашим данным, прежде всего привлекает внимание срав­
нительно низкая оводненность почек морозоустойчивых сортов и соот­
ветственно высокий уровень сухих веществ.

Последнее достигается благодаря более высокому содержанию 
всех изученных компонентов, значительная часть которых приходится 
на долю сахаров, крахмала, нуклеиновых кислот, белков.

Полученные данные косвенно подтверждают гипотезу А. Л. Курса՜ 
нова (9) о том, что фосфор является переносчиком сахаров. Действ»՜ 
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только, при оптимальном физиологическом состоянии растении \ моро­
зоустойчивых сортов миграция фосфора из побегов в почки происходит 
заблаговременно, способствуя тем самым биосинтезу ряда высокополи­
мер ных соединений.

Ч£(|ЦЫ

Рис. 2 Характер использования и образования АТФ и белков 
в побегах винограда в период покоя /—морозоустойчивый 

сорт; 2—неморозоустойчнвый сорт

Обнаруженный нами факт меньшей оводненности и большего со­
держания сухих веществ в почках морозоустойчивых сортов согласует­
ся с тем положением, что сухие почки винограда выдерживают более 
низкие температуры, чем влажные.

Согласно исследованиям А. И. Чебана (|0), в почках зимующих 
глазков винограда с августа по декабрь абсолютное количество нуклеи­
новых кислот и белка при пересчете на один глазок удваивается. 
А. Ф Кириллов и Т. X. Левит (б) приводят сведения относительно уве­
личения кислоторастворимых фосфорорганических соединений и нуклео­
протеидов в побегах винограда во время второй фазы закаливания.

Результаты наших исследований по динамике АТФ в побегах <г
винограда за осенне-зимний период отражают основные закономерности, 
выявленные на других культурах, что, по-внднмому, объясняется четкой 
физиологической функцией АТФ.

На рис. 2 видно, что максимум в образовании АТФ в побегах вино­
града приходится на осень, когда температурные условия благоприят­
ствуют накоплению пластических и макроэргнческих соединений. За 
время закаливания (до конца декабря) происходит использование АТФ.

У неморозоустойчивых сортов разобщение дыхания с окислитель­
ным фосфорилированием видимо наступает уже при температуре 10, 
тогда как у морозоустойчивых сортов в этих условиях отмечается как 
использование, так и неоднократное образование А1Ф в период осен­
не-зимнего покоя на фоне высокого уровня содержания нуклеотидов— 
АТФ, АДФ, АМФ (табл. 1).
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Таблица I
Содержание нуклеотидов в побегах винограда при н'пленсгппн 

— 18 (лхе/г, на сухой вес)

Copra ЛТФ ЛДФ А МФ Сумма

Моро IOVCTOH4H иые

11ечорозоустоГ|'|нвые

7.601:0.42
7.41 ±0.38

5.16+0*23
5.10+0.19

1.03+0*19
3.96+0.15

3.22+044
3.5бТ0.Ю

1.80+0.07 
I.87T0.06

1.40+0. U1
1.50+0-08

13.43+0.61
l3.24f0.75

9.78+0.44
10.16+0,51

Морозоустойчивые сорта проявляют по сравнению с нсморозо 
устойчивыми большую способность к аккумуляции химической энергии 
путем образования АТФ при низких температурах. В суровые зимы в 
поврежденных морозами тканях неустойчивых растений нарушение 
энергетического баланса выражается полным отсутствием весеннего 
биосинтеза белков (рис. 2). I I

Нуклеотиды образуют реакционно способный комплекс с ионами 
двухвалентных металлов—магнием и кальцием. Эти элементы нужны 
как кофакторы. С этих позиций интересно сопоставить по динамике ука­
занных элементов сорта с разной морозоустойчивостью.

Исследования показали, что у морозоустойчивых сортов в процес­
се осенней закалки происходит явное снижение в содержании этих эле­
ментов в побегах с последующим восстановлением их количества. Не­
смотря на это величина соотношения кальция и магния изменяется не 
так сильно, что на наш взгляд имеет важное значение для регуляции и 
поддержания уровня ферментативных реакций н водоудерживающей 
способности клетки при воздействии экстремальных температур.

У неморозоустойчнвых сортов динамика этих элементов в процессе 
закаливания иная и не столь закономерна. Например: отток магния 
из побегов в ночки начинается только после воздействия температуры 
—10 . как это наблюдается н с фосфором. ■_

Следовательно, по этим решающим в фосфорном обмене этеменгэм 
у морозоустойчивых сортов (в отличии от неморозоустойчивых) происхо­
дит заблаговременная их миграция из побегов в почки.

Таким образом, на основании изучения фосфорного, а также азотно­
го, липидного и углеводного (") обмена, нами показано, что сравнитель­
но легкая повреждаемость тканей морозоустойчивых и незакалениых 
растений связана с угнетением обменных и энергетических процессов, с 
потерей биосинтетической способности растений в условиях низки՝ 
температур.

Предполагается наличие у морозоустойчивых сортов более усовер­
шенствованных и эффективных путей трансформации и использования 
химической энергии в зимний период и особенно во время экстремаль 
ных температур.

Институт виноградарства, виноделия и плодоводства 
МСХ Армянской ССР
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Ֆոսֆորի դԼրյւ խ’Աղու||ւ է|ազի ցրտսւ 'lH ւսցկււ(Гинрjuifi fi արցում

Ուսումնասիրվել ft րնդ^անսւր և մակրսՀրդիկ ( ԱԼՏAք ֆոսֆորի պւսրուՆա- 
կաթյան փոփոխութ յունր խաղողի շվերում ձմոան հանգստի քրքանումւ

Այն բաղդատվել Լ բողրոքների բիմիակաե կազմի. ինչպես Նաև շվ Լրում 
սպիտակուցների, կ ա/ցիումի ե մագնեզիում ի դինամիկայի Հետ՛ Հետազոտս»֊ 
թյանների արդյունբներր ցույց են տվել, որ ցրտադիմացկուն բույսեր^ տար- 
բերվում են ոյ ցր տ ա դիմ ա ցկունն ե րի ց ոչ միայն ֆոսֆորի և ԱՏֆ֊ի վաղ ա>» 
Նանային պարունակության բարձր մակարդակով, այլև ԱՏՖ֊ի գոյացման ե 
օգտագործման դինամիկ վիճակով, ձմռան րնթացրռմ րոդրոյների Հիմ
Լական կոմ պ ոն են տն ե րի կ են и ա սին թ ե դի ա *էԿՒ ր*րձր "«ьակութ յա մր,

ենթադրվում Լ, որ դր տա դիմ ա ցկունութ յունր րնորոյվում Լ քիմիական 
էներգիայի տրանսֆորմացիայի և օգտագործման ավեյի կատարյա( սիսսեմ 
ների գործունեությամր, >ատկասյես քրստրեմալ յերմ աստիճանների պայման 
ներու մt
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