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I Б. Мараилжин

Об алгорифмических языках, не допускающих 
взаимной оптимальной трансляции

(Представлено академиком АН Армянской ССР С Н Мергеляноы 15/1V 1975)

В теории алгорифмов значительную роль играет теорема X. Род
жерса (’). известная как теорема об изоморфизме униперсальных ну
мераций. К сожалению, техника доказательства этой георемы не позво 
лист судить о том, какова величина «избыточности» образа функции ио 
сравнению с прообразом Основным содержанием данной работы явля
ется доказательство того, что для любой пары критериев сложности, 
удовлетворяющих аксиомам Блюма (’) и любому алгорифмическому 
тыку из весьма широкого класса алгорифмических языков* (включаю
щего универсальные) можно построить второй алгорифмический язык, 
равнообъемный исходному, таким образом, что никакая трансляция из 
одного языка в другой с помощью алгорифма, принадлежащего этим 
языкам, не может сохранять свойство алгорифма быть минимальным 
(средн эквивалентных) по соответствующей мере.

Уточним основные понятия работы Не ограничивая общности, из
ложение будем вести на примере частично-рекурсивных функций 
(ЧРФ). Дадим то определение понятия «алгорифмический язык», кото
рым мы будем пользоваться (иногда будем писать ради кратности 
просто «язык»).

Определение 1. Пусть <?—двухместная ЧРФ. Класс функций 
|кх|?(л, х)|| будем называть алгорифмическим языком, если он 
удовлетворяет следующим условиям:

I) содержит все константные функции,
2) замкнут относительно операции суперпозиции.
Будем говорить, что функция ? определяет этот язык. Язык, 

определяемый данной функцией, будем обозначать соответствующей 
прописной буквой.

Если у определяет алгорифмический язык Ф, то символом ®л

Все понятия, используемые пока но интуитивном уровне, будут уточнены нн*е.



будем обозначать функцию л)| и п будем называть номером
этой функции в языке <1». Ясно, что о пт и та же функция может 
иметь более одного номера (в богатых языках обычно бесконечное 
число номеров).

Определение 2. Общерекурсивную функцию а назовем 
транслятором из языка Ф в язык Ч , если выполнено следующее ус
ловие:

V«¥-'*(?(«. лг) ^Ф(а(Л). Л)).

Определение 3. Транслятор а из Ф в ’Г назовем собствен
ным если а£Фр)Ч*.

Определение 4. (см (*)) общерекуренвную функцию $ 
назовем мерой сложности, если существует такая ОРФ р, что

¥У(1-Ф(-0<у|=О.чу)).
где D каноническая нумерация всех конечных множеств натураль
ных чисел.

Определение 5. Будем говорить, что номер п s-минимален 
в языке Ф, если выполнено условие:

Vy(s(y)<s(//)D
Теорем а. Каковы бы ни были алгорифмический язык Ч’ и меры 

сложности s, и $։, существует такой алгорифмический язык Н, 
равнообъемный языку ’I՜, что не может существовать собственно
го транслятора а из Ч в Н и (собственного транслятора 3 из Z в 
Ч ). удовлетворяющего условию 
Х'гЩп s^-muhu чален) Zi (3 (и) st минимален)) (соответственно (п 
s։֊ минимален) Р(л) s։—минимален).

Доказательство. Пусть а—помер некоторой константной 
функции, если язык 4' содержит только ОРФ и номер пустой функ
ции в противном случае. Будем обозначать через # множество 
|z/s։(z) = xj, где /=1. 2. Очевидно, что множества В* описываются 
эффективно. Через |Л|. где А списковое множество, будем обозначать 
мощность Л. ,։3l

На первом этапе строим последовательность чисел е(0), «*(1), ... 
следующим образом;

|е(0) = ну(|Д'|^0);
к(л-Н) = ру(у е(п) & |5'у|֊у-0).

Введем следующие обозначения:

Через Еп(й), где обозначим £-й по величине (в порядке
возрастания) элемент множества Еп.

На втором этапе построения строим конечные последовательнос
ти конечных множеств Р(п, к) и чисел /(и, й) следующим образом:
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/(Л, 1)=11/(|^|уО);

Л(0. 1) = ^(О1Ь

В дальнейшем интервал изменений к зависит от п\

1^А<£л]4-1; Лл-|£л|+1.

/(л+1,1)-и/(| и /$|>|£я+||+2);

/(«+։. 7+1)=^(|и в;|> |£„+։| 2>;
р-Дл+1. <Н + 1

/(л + 1.1)
/^+1.1) = и В--*л)+։

/(«+։.« I)
Г(я+ I. <7+0= и 

₽-/("+։. «)+>
Очевидно, что эти последовательности порождаются эффективно.

Введем обозначение
р) = шах х(5,(х)>5։(у)& у £ Г(л, р) & х < Р(п. р)).

Заметим, что

ШК /’))<Ш(«.Н О) и 
э։(х(п, р)) < 4- 1. г)) для всех р, г, п.

Определим теперь для каждого А и л՜ значение ;(А, л) следующим 
образом.

Этап 1. Проверяем, выполнено ли условие А - Г(0. 1). Если 
оно выполнено, то полагаем

ЦА, х)^фд(х).
Если же это условие не выполнено, (а это проверяется алгорифмн- 
ческн), то переходим к этапу II.

Этап II. Проверяем, существует ли такая пара <?', /»>. что 
= Если такие п и р существуют, то полагаем

•(Л. лс)~К։д)(л).

В противном случае переходим к выполнению следующего этапа.
Этап III. Ищем такие п и р, что А^^(л, р). (очевидно, что 

А ■*£(«, р)- Начинаем одновременно вычислять (Еп(Р)) 11 знп՜ 
чения ф£л։р) на множестве Г(л, р).

Если все вычисления завершаются, то рассматриваем множество

В(п, р) Ц»£я(л(Е-(р))1

Обозначим это множество символом А(п. р). Из построения Лр/, р) 
видно, что (^(л. р)|>|£л| 2. следовательно |А(л, |£’„ 14֊ I. Вы
числяем теперь фел(р)(г) всех 1&(,։՛ Р)\- Вели и эти 
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вычислении завершаются, то рассматриваем полученные значения 
Фл.(»>(г) Для указанных г.

Возможны 2 случая:
я) +£л<₽4г) £для всех Указанных г;
б) противоположный случай.

Рассмотрим случай а). Поскольку |/\(л,/?)| |/?л| |-1, то по крайней
мере та элемента г, и ՝. имеют один и тот же образ относительно 

выберем такую пару, чтобы первый элемент был наименьшим, 
а второй- наименьшим из остальных возможных (такой выбор един
ственен). Пусть это будет пара <г։, г։>. Если Л=г։. то положим 
;(Л. а)-֊ >Л/1(р,(л՜), если же Л = г։. то положим

;(А, х)^£я(Д)(л).
В случае б) выберем наименьшее из г таких, что Ь£/|(,,,(2) £ Еп ; обоз
начим его через г,. Если Л=г3. то положим

с(Л, х)~1«я<яи).

Для всех остальных Л, принадлежащих Е(п. р). для которых : 
еше не задана, положим Е(Л, х)=^Фа(л).

Заметим, что если необходимые проверки на этапе III не осу
ществились, то Е(Л, л՜) окажется неопределенной. Это возможно толь
ко в том случае, когда ’Г содержит не общерекурсивные функции и 
автоматически получим :(Л, л) ='Ьа(.с), в соответствии с выбором а. 
Если же все вычисления завершаются, то вписывается па месте Л н 
Е соответствующая функция ’Ьд(х).

Па этом построение функции ; завершается.
Докажем, что искомая. Из построения ; легко видеть, что 

13'1', так как имеет номер #(//. р) в Е. Обратное также оче 
видно: каждому номеру в Е поставлена в соответствие некоторая 
функция из 'Г. И ■ I

Допустим, что существует собственный транслятор ? из Е в Чг. 
сохраняющий минимальность. Пусть Еп (р) есть некоторый (таких мо
жет быть несколько) ^֊-минимальный номер функции ?. Очевидно, 
что 3—ОРФ.

В силу этого определены все значения
'■'/„ipAEnip)) и '^я1/„(г) для z£F(n, р\

Если при этом имеет место случай а) этапа III, то окажется, что 
L-, но {И?))—£(2*), ° ™ время как по предположению 8 — транс
лятор. Следовательно, случай а) невозможен. Пусть имеет место 
б). Тогда существует такое ztQF(n, р), что Возможны 2
случая. Либо Sj сложность 3(z։) больше $։—сложности элементов Ея, 
либо меньше (так как Еп— множество уровня). Если бы имел место 
первый случай, то оказалось бы, что £ имела бы в языке Ч’ номер, 
сложность которого меньше, чем сложность Еп(р), что невозможно 
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в снЛу выбора Еп(р). либо '<—не транслятор, Во втором случае ока
залось бы, что номер г։ не у2֊ минимален в Е, что также невозмож
но в силу того, что ни один номер, меньший г,. не приписан функ
ции ՛?£„(/>( при построении. Итак, в каждом из рассмотренных случаев 
мы приходим к противоречию. Следовательно, такого транслятора 3 
не существует.

Докажем теперь, что невозможен транслятор а упомянутого ти
па из ’I* в Е.

В самом деле, х, —минимальными номерами могут оказаться 
лишь те. которые не совпадают с некоторым %{п, р). Но в этом слу- 
мае. согласно построению на этапе III, значение такого транслятора 
на своем х, минимальном номере, скажем Еп(р). не может совпа
дать ни с г։, ни с 7։, следовательно будет равно некоторому номеру 
функции фв, откуда непосредственно вытекает, что а не является 
транслятором. Теорема доказана.

Следствие. Каковы бы ни были функции сложности у։, х։ 
и универсальная нумерация 'Г, существует такая универсальная 
нумерация Е, что невозможны рекурсивные трансляторы из 'Г а 
Е и из Е в ’Г, сохраняющие свойство минимальности.
I Для доказательства достаточно убедиться в универсальности Н. 
Для этого достаточно доказать сводимость ‘Г к Е. Нетрудно видеть, 
что для нахождения образа номера и достаточно найти соответству
ющее число р) и затем вычислить р). которое и будет соот
ветствующим номером из Е. Технические детали такого построения 
хотя и громоздки, но очевидны.

Вычнслнтельиын центр Акилсмпн наук
Армянской ССР п Ереванского государственного университета

1. п. 1пм'иътъ

|1|ււ|ււաւ)սււ՝ձա|՚ար օս|սփմէււ| տրւսնսք |ւււ<||ւա ^բու յյւստրող иц<}нг|||»Иш1|шГ|

|1><|ւււնեւ՝|ւ մասին
Լոդվածոէ մ ապացուցված է. որ ին^պ/աին {ինեն 1Г. Ւ([ամի աք

սիոմին րավարարող ե Տ, ծավալ աքին րարդութ {ան էի անկցի աներ ր ե տե
ղագրման գործ ողա թ {ան նկատմամր փակ, հաստատուներ պարունակող Փ 
ա{,{որիի/մական {եղան, ղորէէթ{ան անի Փ-ին նա յնածավա/ աքնպիսի Ч ալ֊ 
ղորիիք մական {եղա, որ հնարավոր չէ սպաիմալ (րսս, համապատաս/սանարար 
$։ ե $յ ծավտլտքին հալաանիշների ) տրանսլյացիա Փ-ից '1 • ինչպես նաև 
Ղ’-ից Փ» Պ'/ արղրււնքը տարածվամ Լ նաև ունիվերսալ ալգորիթմական 
{եղաների դեպքի վրա, չնայած ալն հանգամանքին, որ աքդ {եղաների հա
մար տեղի անի Հ. էհսլերսի ունիվերսալ ալղորիթմական {եղաների իղոմոր- 
էիիղմի մասին հւսնրւսհալս, թեսրեմր է

JI H T E P A T y P A - ՛♦֊ 1' U 'l II b II b I* (I II b b
1 // Rogers], The Journal ol Symbolic Logic, 23. № 3, 331 -311 tlH5S). 

’ ,W. Blum. On (he slxe of machine*. Inlorm.iilon and Control, II №3, 257—265(I96<)
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Լ\1 1975 “ 4

УДК 517 91835

МАТЕМАТИКА

Л. А. Иоснфьнн

О разрешимости смешанных задач для уравнений 
с частными производными с начальными и |раннчнымн 

условиями на характеристиках

(Представлено чл. корр АН Армянском ССР Р Л. Александрином 20. VI 1975)

11ель работы —изучение разрешимости 
уравнений в частных производных, главная

смешанных задач для
часть которых содержит\։շ՚=

дХт օէո
(I)

где А| —оператор, действующий из некоторого гильбертова прос- 
А А А

транства Н в Н (определение Н будет дано ниже), а граничные и 
начальные условия задаются на характеристиках х = 0, х = а, / = 0. 
Г-л, в области л,/гН = |(), а | X10, л].

В работах (’-•’) изучалась разрешимость смешанных задач для 
уравнении, главная часть которых имела вид:

д’1 Ս 
ծէո

дт°Ц
(}Хтп = /(*, 0. (■’I+ *

Уравнению (2) соответствовало характеристическое уравнение//’ Վ հ (Ь)то = 0.

В работе (։) изучалась разрешимость смешанных задач да-
уравнений вида

дхп дРдх1
(4)

удовлетворяющих условию корректности задачи Коши, которое состо
ит в следующем: для чисти мнимых а =корни Ца) характеристи
ческого уравнения

Iп 4" լ (1կէ з е =. ()
I т

(51

удовлетворяют условию Ре/*=з з0 равномерно по а. фиксирование 
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которое >0, Ре 0>50. будем иметь среди корней <?/(%) / =| ..,/// г 
֊-корней, лежащих слева от мнимой осн, и г+ справа. Для (4) сме
шанные задачи рассматривались в областях />0; <>() (к х<1; <>(), 
|х>0 дли (2) в области х, /£Н = |0, а] |0, а] в работах (аэ) было 

доказано, что при фиксированных условиях по переменной ( (усло
виях Коши в (։) и сильно регулярных граничных условиях в (2)) для 
существования ограниченного обратного оператора \ ■’ число од
нородных граничных условий по переменной х при х = 0 и при 
х — а должно выбираться в соответствии с расположением корней 
характеристического уравнения, а именно, при х = 0 должно быть 
задано г_—граничных условий, а при х — а -г., и только так. В от-
лнчие от этого, если граница области является характеристикой для 
уравнения А։{/=/то, как показывает следующий пример, в выборе 
числа граничных условий по переменной х допустим некоторый про
извол (при фиксированных условиях по /)

I Пример:

\,и = П д/ ох*

(У| = 0 С/]=0 ц=<1
л-1 1 /-о

(6)/ ><։
Требуется найти решение этого уравнения, удовлетворяющее 

условиям (6). Решением будет функция

4*
о

^(1—х։)/(х։, ^х^!՝ .
и о

Это решение единственно и непрерывно зависит от [(х,(). В то 
же время вторая задача: найти решение этого же уравнения, удов
летворяющее условиям:

оии|=() 

Х-0 дх
= 0 

д-о
и\=о

1-0

также является однозначно разрешимой, решение дается формулой

и(х, 1) = (х—л,) / (х, /։) dx сП

I В строгой операторной формулировке (которая будет дана ни
же) это означало бы, что в данном примере как при граничных ус

ловиях (6), так и при (7) А ' существует, определен на всем Н и 
ограничен. Другая особенность задач с начальными и граничными 
условиями на характеристиках состоит и том, что в них выбор гра
ничных условий на х существенно влияет па вид членов, входящих < 9
в младшую часть уравнения. Это явление не наблюдается в задачах 
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г иехарактернстической главной частью.
1. Основные определения и обозначения. Всюду далее 6уд<1 

рассматриваться уравнение

AL = A, U+A' U =
д \ 0mU «֊»"-» dP^P.U <»>

(д \ от
(,— )— » 

д1/дхт
т-1л-1 0А+/’»

через А’ —младшая часть Л’= У яаа(*) т----- т~ •
А| ,Тр.- и дхР>

Рассмотрения ведутся в области (х./)£[0, л| <[0, а|. Пусть по/ 
заданы сильно регулярные граничные условия вида:

1 0) 4- 2 Ц«>(х, а) = 0 (9)
<;-0 у — 0

5=1... ri; ailf. flS(7 —комплексные числя.

Через I՛,, (t—обозначен дифференциальный полином порядка 
\ dt /

и относительно —֊ с непрерывными по / коэффициентами и коэф- 

if1
фнцнентом при —. равным 1. Известно (см. <*)), что при граннч- 

dtn
ны\ условиях (9) Г„ Z/,—') обладает полной системой собственных 

\ dt /
функций |?р(/)|, образующей базис Рнсса в /։|О, о] обозначим через 
|/р| соответствующую ему систему собственных значений. Известно 
(см. (‘И, что при больших шачеинях р |?р(/)| и рр| в первом при
ближении ведут себя так же, как собственные значения и собствен- 

d'1ные функции оператора — при граничных условиях (9).
0tn

Везде далее будем обозначать через р» = —. Пусть граничные 
)։Р

условия по переменной х однородные, распадающиеся и заданы сле
дующим образом:

f) — £Л«(0.0 ... Р'^(0./) = 0

Ul'՝'(a, t) /) = ... / ) =0

0 G<G<-• ■ —h 0</։<... —1
Л-| г — т 

d'n
Гигда (см. ։*) стр. *20) сопряженные относительно-------

dxm

(10)

(П)

। ранн'1-

ные условия будут иметь вид;
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Ц'«»(0,/)-=... = Ц/—л)(О.г) ֊ о.

(/?■)(</,/) = ... =С/Пм-*^а./) = о.

(12)

(13)

/.< • • • <7т— ՛> .А^-С • • • < 1т—к-

Обозначим через л։......... ц„,_, порядки производных, не входя
щие в (10), через т։.......тт * —не входящие в (И), через л։....... пг
— не входящие в (12) и через л։։.......тк не входящие в (13). Через
Н обозначим гильбертово пространство со скалярным произведением 

О о
(Л 4')// =]’ И(Л>. О (1х(Н соответственно через /7Г: (/,£)/£ = 

оо 
а

=) А(/)£иМ'
<1

Обозначим через |?^(О| —бнортогнальную к |?р(0| систем} 
функции. которая (см. (*)) тоже образует базис Рнсса в /., |0,л|. Че
рез Р* будем обозначать оператор проектирования 1.'(х,() на одно
мерное пространство, натянутое па базисную функцию ?*(/)

Рк £/(л, /) = (ф. Г). ?*(П)//, • ?*(/)
Всюду далее будем считать, чго О(х,/)^С'"’ ч|0.г։| |(),а| Че

рез Н обозначим замыкание по норме И множества всех конечных 
линейных комбинаций вида: Будем считан,, что \ кист-

*в«' I 
вует из // в Н.

2. Некоторые вспомогательные леммы. Основном теорема. 
Лемма 1. Пусть |?/։(01 полная я Н система собственных функ

ций оператора при сильно регулярных граничных ус

ловиях (9), а соответствующая ей систеча собственных 
б»( »?„(/) 

значений. Тогда для производных ——О^/^л 1 и собственных 

значений рр| справедливы оценки

|?'(0|<С|>-/. (II)

где с С С комплексные числа, зависящие от граничных условий (9)

и с-рЧ^С^ (15)

Доказательство основано на асимптотических формулах, полу
ченных в (1).

Лемма 2. Если граничные условия (10) (II) заданы такич 
рт + п

образом, что ядро оператора --------------  состоит из 0, то
дхт тп
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а

О'(л*Л)(/՜, ?/>)„,с|5 • Ч>(Л. 
и

(16)

где О'(л, ։) =

nj —I -
V Pe{i)xe О Л <;

1-0
v՛ Qf(:)-Vl «<л-^а 
мI -*0

и Рд:,) и С2Д;) — многочлены от ; порядка, меньшего или равного 
т— I. и А։ 1 —вполне непрерывный оператор.

Доказательство основано на построении функции Грина для one-

ратора ------- и том факте, что предел по норме Z.JO.а] \|0,«] после-
дхт

довательности вполне непрерывных операторов есть оператор вполне 
непрерывный (при этом существенно используется лемма I и порядок 
убывания функции гр(О)-

Основная теорема.
Пусть дано уравнение

т \ п \
л, Г,,-о Г Г дх‘։ч>Р։>

где

= f(x.t) (17)

"i + ni_\ 1 
nij-[ nij j-1

(17)

Пусть в области Аж ,= |о. а| |0, д| заданы сильно регулярные 
граничные условия по переменной вида х (9) и распадающиеся од- 
народные условия по переменной х, вида (10) —(11).

Пусть, кроме того, условия (!<•) (II, выбраны так, что ядро 
оператора А, состоит из 0. Тогда уравнение (17) эквивалентно 
уравнению • ।.

{/4-Л1-»А'(У=Л1-«/, (18)

которое является фредгольмовы м и, следовательно, разрешимо 

при правых частях f£H удовлетворяющих условию (f, (7) = 0 

где U решение уравнения

£/Д-(Л, ։Л')*(У = 0. ' ”,

Для доказательства фредгольмовости уравнения (18) необходи
мо доказать, что оператор А՜’ А' —вполне непрерывен. Здесь огра
ничимся. тем случаем, когда оператор 

лк
А'=-Ц- (19)

дхк
(для фугих видон А' доказательство аналогично, но приводит к 
более громоздким выкладкам).

Проинтегрирован по частям выражение (20), получим;

202



а
<^Р (О

_ в(х, и) — - - а (х, а) -* '•р(и}
Ь5*-’ 2

(20)

а

I»

<>*О(х.Е) 
№

>р (։)</։ |?рЮ-

Обозначим

/ — |О(дг, а) ^|а| - С(х, 0) - О (л. <“ >
О:*֊1 <?;»֊> *' ^*-2

а
1՝ дьв 

члены, стоящие вне интеграла ։—гг ?п (;)</։.
) о, ’ “
и

Если не выполнено условие (17'), то среди членов, входящих в 
(/), найдутся отличные от 0. и можно будет построить такую после
довательность функций ?р(:), что рил (20) сходиться не будет и 
Ар* V не будет вполне непрерывным.

II ример:
Рассмотрим уравнение

дх* (М "
=Л*,П. (21)

Пусть по / заданы сильно регулярные граничные условия (9), 
а условия по х имеют вид: </(<>./)»1/(«,/) — £/’(«. 0=0

Тогда

(> ч

о

Рассмотрим последовательность функции

2

ясно, что ’?р(0)= >р(а) = У(а)<=0.

7Т(Т

а 2(нР)։/’

пр»

2(13



Пусть
г?Ժ-V»

тогда

՝) гг </« • - ձ,1>Ծ. ր
*'Ն'Հ <ւ)Հ(</)-

(22)
а֊ՕԱ,0) Հ(0)փ...

о’

?,(/).

Ряд (22) расходится. Таким образом, .младшая часть 

включать и себя но переменной .г только члены, содержащие

может

Ս.Հ.дх

Институт манматнкн
AkiLU’Miiii наук Армянской С< Р

IL II. ԻՈ11ԻՖՈ1ԼՆ

Г (i III pui'i |1L|1|| |||1111 1|1|Ц||Г| «սկահ II uui Kifuili in յ |ւ li при jif in It G|ipni| 
t IHi 111 i in l| |i ած iiifigjiu|lib|ini| fiu։i|uiuuipm ilTili|i|i Hiuihii|i |ишпр

GL|i|i pit Ali||im pjiiili ifiuiihli

I l*?ju ատ ան րր ն վի ր վա «1 •ո դդանկ/ffi ն հա ր թ էս /ժ քան r/f’w
Ժ,Ո^Ո _ к

• I ♦ » I

dxm rHn
նասիրէս իք րսնր:

տեսքի է[ւխսս/ս(է մասով դ իֆ երենէ/խպ ադե րւոսւորնե րի տստմ՝

Л-/|7 ե է~ից կաքսված սրս քմ տննե ft ի վրա դրվում են պահանջներ. որոնք 
ապէսհոէիս մ են \յ օպերատորի ifiifni քւհնր ե //'/’*/ տնրնդ հա տ ա իք ք in նր: 
Ալնէս »ետե m սա t/նա սիրվում Լ .\ հ ի թ«ս քրստրեքի կրտսեր մասերի 
եր/t դրված են սրսրք աններն րստ X~/l ե (•իէ

г' Ոէ քքաարհ fftfn ր րււ If ր Տա и էրսг/ վսւ ւ/ Լ tufi 

\ ԱսքերաէՈէէրի քրիվ տնրնւրատուիքունրւ
սրսԿանջվա մ Լ

Л И Т Е Р Л Т У Р А — Դ I* Н '։ Ա Ь II I» к Я II b Ն

* dutn1 Н. К, Романки, Граничные задачи дли операторов вида ----- —Л. Дифференциала

||ысу|иш1ення.ЗД1. 1957—1970(1967). 1 В. К. Романна. ДАН СССР. 1959.2.269 2^2 
119*4) 3 S Snbotrv, ънг 1с probleines nifxies pour les equations аил dervees parllelln 
a deux variables indrp< ndanies. Calcutta Malli, sue Commemoration vol , 447 -44
1958 1959 4 Af Л Неимарк, Дннснные дифференциальные операторы. 
19< А

Наука*. 4.
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р

ЬХ1 1975 4

\ 1К 519.217

МАТЕМАТИКА

А. X. Симонян

О среднем числе уклонений разности гауссовского 
стационарною процесса и аппроксимирующей его ломаной

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А А Та л;։ ляном 2/\'11 1975)

В работе найден главный член асимптотики среднего числа ук- 

лонений (выбросов за фиксированный уровень а) разности 
дифференцируемого в среднем квадратичном гауссовского стационар

ного процесса Ег и аппроксимирующей его ломаной
Пусть процесс Е<, £'Е,=0, имеет ковариационную функцию рг с 

непрерывной компонентой в спектре и

при И| <։, (1)

где Ь 0, ։>0, а неотрицательная четная функция с։ дважды непре
рывно дифференцируема при 0<7 •"։, правильно меняется в нуле с 
показателем 2<£<4 (։) и

[ Нт с, • Г’^0. (2)
I / *0

Не уменьшая общности, полагаем далее р0=1.%1 - 1• т- е- £Е’ —£Е;=1. 
где есть производная пройесса Е, в среднем квадратичном. В ка
честве функции С/ можно взять, например, функцию |/|2+и , 
Г).

Булем рассматривать процесс Е/ при /£[(), й|. А е. Обозначим

д==—. Тогда Е,—и и 10, 1|. Для условного среднего £|:Л(/|Е0 = 
Л

— хи, Ед^л։| процесса Ед(/ справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Для любых х0, х։ н любого фиксированного и( |0. || 

имеет место

Нт £|Е/П(|Е0 х0, 
л ։п Ц л-։)=х„(1— «) + *,«• (3)

Доказательство этой леммы основывается на формуле
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где

А I'AmI’O---- ' Л11
Л(Л. ", Ар, ,Vj

Я(Л)
(41

/i(A. и, Лр, х։) =
Ро Ph Phu

Ph Ро ₽*(։֊«։
•*о х։ О

/»(л) = Ро Ph

Ph Ро
а

с нс поль зо пан нем выражений (1). (2) и предельным 
А I О.

переходом при

Известно, что £|5лн1^о =-*о» Ц = х11 есть нанлучшая оценка для 
гауссовского процесса (и £ |0, 1|) при 50=х0, ?л = х։ в том смыс
ле. что условная дисперсия

^(^Лн1’о — хо- ՝Л—•*։) I* 1՝о—-'•о» Ч/— •*11 (о

минимальная (*), .1 но лемме I для £[Е/|Ц|«0 = х0, ;л = -Ч1 главным 
членом асимптотики при А 1 0 является отрезок х0( I — м)4-х։м, «£|0,1|. 
так что главный член асимптотики для (5) при А^О заключается в 
выражении

£\ RftM—л0(1 -«)—х։и]։|Ев=х0, '/I — Л11-

На основании приведенных рассуждений при достаточно малых
А

А будем аппроксимировать процесс |1а |0,1| процессом = 
= ('1֊ «);0-Н/;Л.

Рассмотрим процесс ^и = ՝лн~*лн 11 обозначим через г,, (и. г>) 
(ц, V£ |0, 1|) его ковариационную функцию. Этот процесс гауссов
ский, дифференцируемый в среднем квадратичном, со средним нуль, 
но уже нестационарный, как показывает следующая лемма.

Л е м м а 2.

гд (и, v) = bh> Hh\ |u—— v(l—др — (I — v)u* — 

u(l֊n)։ -j- «(1 —v)—( I— u)v> -| (1 —l4-o(l)) (6)

при A J 0 для любых и, |0, 11.
Следствие.

D-^ = 2АЛЗ Hhu( 1 1 — (I -«p-» - «’֊՛](! фо( 1)) (A | 0) (7)

Л e м м a 3.

£гЩи=дА’“1/ул1-(|-«)? H- (1-w) + /Р ֊ " +

-b₽w(l - «p֊‘_Ji(l -M)«3֊’|(l -f- 0(1)) (8)

при A , 0.

В леммах используем тот факт, что

(9) 

где И/, медленно меняющаяся в нуле функция, т. е.

Нп1^֊А= 1(х>0) (։), (Ю)
hlU Hh
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а также то, что

ch- 'л/t՛ 'А/Л(1 1 о(1)) при А । 0. (II)
Лемма 4.

1)^и—~ЬК' 2^л1?(1-мр-|+?«,-,—11(14-0(1)) при А , 0. (12)

Лемма 4 также доказывается с применением формул (9) и (II).
Обозначим через \+(А) число пересечении снизу вверх фикси

рованного уровня а процессом <£|0, А| (’). Известно, что (»)

Л « р 
fy, (Л) = \

о и

из)

где р։(а. z) есть плотность вероятности события — а. ;' = г| и
/ х 1pt(a, z) =  .... exp

2к/detA 1

где 
/ Dli

л ' \ 5/л

Наша цель найти главный
Введем следующие обозначении

член асимптотики выражения (13).

7,(«)=3(1 и)5՜1 I.

7,(«) -(I-//)’ 4- (1-ц)+«’-и 4- Зм(1-«)1 1

Ъ(") ="(1—н)Н —(I—ир՜’—и’ '|.

7А«)=4т։(м)т։(« )—$(и).

Л е м м а 5.

-֊(a, z)'A *(д, ?)-=- Ъ(") 

bh?~-Hh
z «71(")

Лт»(«)

(։(«) ??(“>] L, 
т։(«)11

! «(И)

— 3(1 — ц)ц>-1

а
I։(w)A։

при Л 1 О'
Лемма 5 следует из лемм (2)—(4).

Л с м м а 6.

„ . 1 Г lJ/7(«) I a*7i(«) I .
CY ( h ) ~ — I ֊ ■ ехр \----- 77-, г.----Jdtl •

2* J 74(я) 1 I Л/р I<1
А , О.
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Т с о р е м а.

где

^֊й^Н^ехр а2
й(| 2։ ')й'/Ул

й 4 О,*5*(Л)

й( | 2-'- ‘)2?-1 П/г
-?|?2’֊-՝(?г 5)4֊НЗ| I

Доказательство теоремы основано на применении метола Лапласа щ 
теории асимптотических разложений.

Обозначим через Ъа (7) число выбросов процесса за полосу 
| а. о| на промежутке времени |0, 7՝|. Для этого промежутка |0.Г| 
главным членом асимптотики среднего числа ^д(Т') будет

а
К: 1 /7‘ - е х р

й( 1 2-')^ Н„
Л I 0 (14)

Следуя (’), будем говорить, что Л и 
разом, если

^а(О=Н=0(0 при

Г изменяются согласованным об.

й 4 0 и Т ] оо. (15)

Пользуясь соотношениями (14) и (15) можно показать, что

И' Нц '՝■֊
2Л(?) уа-?՜4»
—— 1 а1

1‘й /

I
при Т 1 ОО Р = О( 1).

Отсюда можно получить при конкретных выражениях функции 
главные члены асимптотики шага интерполяции Л, когда ц = О(I), 
Т ) оы. В частности, при НЛ=/.=соп81 получаем, соответственно,

й —“ при Г | ©о, р=О( 1).

Если же поставить обратную задачу, т. е. как велико должно быт* 
Г при й |0 и р = О(1), то из (14) и (15) видно, что

24?)
Нт™ п 6(1-22-’)й’ЯЛ ' М, р-о(1).

Заметим также, что, так как Р|т(а(7 )>0| <Ег1а(Т), то (14) являете՛’ 
оценкой сверху для вероятности уклонения разности гауссовского 
процесса и аппроксимирующей се ломаной на величину, по модул» 
большую а, на промежутке |0, 7'|.

В заключение выражаю искреннюю признательность Ю. К. Бел*1 
еву за постановку задачи и ценные указания.

Москопскнн государственный университет 
ни. М. В. Ломоносова

208 — ՛ яв



Il hl. 111ИППЛП1.

Դաաււյսւն ււսւսւ<||ւււնւււՐ ս|րո<|Խւ|ւ ն նրան մոաարկող phl|i»u||i 

uiuii'phrnt|»|սւն ջԼքլման միյփճ |>ւ||ւ մասին

Գ//ր;ր»ւ// 
if/jy անդամ

Xj-b դւսասյան, ստացիոնար, միջին րաոա կուսային իմաստով 
ք)ի*իերհնէյ!պի պատահական պրոցես Լ։ Ինյպի" ի' Հավան ակտ-

Vut թրոմբ Լ ալդ պրոցեսի մաքսիմալ շեդտմր' \Mh kh £ | 0. / |% 
(ւսրժե բներով կա/ւուցվտծ 1’^^1ս,ւ1՚!հ դերադանցամ tni/juif fl արժեքրր Հոդ-' 

վ ած ու մ ստացված 1ք այդ հավանականության վերրն դնահատականն աքն 
պայմանում, երր մոտարկման րայյր' ե-ր, ձդտում / դրոյի* Հնարավոր Լ 
դայքէնամ պտտկերսւցււէ մ uiniuhuif այն մաս/lb, pi> Ւնչպես րնւորեյ մոսւարկ- 
մ ան րայ/ր, կամ ավյտ( ինտերէ[ ւպի ե րկարութ յունր, որպեսզի պատահ ակտն 
պրոցեսր րեկյսւրէվ մոտ սւրկւ/ի անհրամեշտ և շտ ո t fl j ա մ ր:

ЛИТЕРАТУРА — Դ1’Ա 4 U Ъ || հ 3 II !• Ն

I 1 C. Qua Us and If. Watanabe, The Annals of MelheinaUcal Statistics, vol. 43. 
M 2 . 580—596 (1972). 3 P H Мирошин, Теории нсроятн. и се примем., W ill. 3. 

4^1—490 | 973. э ю. К. Беляев, Теория пероятн. и се прнмен., XI, 1. 120 128. 1966 
1 G. Klmeldorf and G. Wahba. The Annals of Mathematical Statistics. Vol. 11, № 2.

—Л02 (1970). 5 Г. Крамер, Л( Лидбеттер, Гауссопскнс стационарные процсс- 
|сы н их приложения, М.։ ..Мир’, 1969. • Ю. К. Беляев, Теория вероятн. и се 
прнмен., XII, 3. 444—157 11967).



лкзцилиъ ии2 <тпьр‘9пьъъьеь иц|мьыгми1՝ яьчпьзвъьр
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р

УДК 519.217

МАТЕМАТИКА

Г>. С. И.1х;п|сгнн

Центральная предельная теорема для случайных полей, 
удовлетворяющих условию сильного перемешивания

г Пр. .ъ г .ныено чл.корр АН Армянской ССР Р А Длсксанлряном 18/\'11 1975)

Пусть Е,, /£/՛ случайное поле со значениями в некотором 
измеримом пространстве (А\, э/) со стандартной а алгеброй зг его 
подмножеств. Стандартность з — алгебры зг означает, что существу

ет сепарабельное полное метрическое пространство Х^Х/ такое.

что -V, является борелевскнм подмножеством в Х( и а—алгебра в/ 

совпадает с совокупностью бореленских подмножеств X,, содержа
щихся в Хь Предполагается, что все пространства (Хь зД 
являются экземплярами одного н того же пространства (X, о). При 
любом. (А’у , в/) будет обозначать произведение пространств 
(А՜,, з,). Пусть /, V— конечные множества такие, что /П^—0 н

•(/, И) = 8ир |Р//НА/В)-Р/(Л)|
Р» (Д)>0

(!)

Здесь Р/,/с^’,|/|<оо *—конечномерные распределения случайно
го поля 5,. (£7 и Р)։у (А//?) — условная вероятность события А (-у/ 
при условии Я зу. Пусть функция ■?/(«/), </у; X?1 такова, что 
при (1— и фиксированном /. Мы скажем, что случайное после 5/. 
։ £ 7- удовлетворяет условию равномерного сильного перемешивания 
(р. с. п.), если при любых конечных /, Iх, /П И=0 имеет место не
равенство

7(/. I/)), (2)

де </(/, 1 ) — расстояние между множествами /. V. Пусть рДх)>
X— некоторая измеримая функция (£7 . Обозначим при любом ко

нечном /с0’ и

ВД-ХиМ д-еХ/, х = (х,, (31

Всюду н дальнейшем | • | —число точек п конечном множестве.
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Справедлива
Теорема 1 Пусть

Я) стационарно,, слушано' »<м<- ։,. tf./. „ , (Л- ,
удовлетворяет условию р. с. п., причем

|/|?(</)_ v ?'.(|.$|)<гк>
!0)

в) Aih‘,Gr)|։ = C“><Ос

в) (Li Я любою куби

□ 2 
/. •> С”|/|։С^>(1.

?r/e з’>։1— дисперсия величины = Тогда для любой
последовательности кубов /„ с центром в начале координат и 
длиной стороны 2п

||шРг/Ц,(Ь.)-Л1Ц.(Ь.)<։\ i ге-й
— \ •».„ / Cl- J

Доказательство этой теоремы основано на методе Бернштейна сведе
ния к независимым случайным величинам и использует аналогичную 
теорему Ибрагимова ((’), стр. 437), доказанную для одномерного 
случая. Нетривиальное™. обобщения на многомерный случай заклю
чается в том, что в этом случае граница множества растет с его рос
том. Некоторые результаты в этом направлении имеются в работе (։|

Пусть теперь Е/, /££* гиббсовское случайное поле с потенциа
лом Ф и значениями в пространстве (Х(,<з1,т1) тг М)>0 з — алге
бра я,—стандартна (см.(4)). Рассмотрим следующие классы потенциа
лов (см.(*), («))

Л’„= Ф: (т(Л>НфИ)» 
I т(Х)е 41ФЦ

V|J] sup /Ф(ж)|<1
лое /'-Z-. |J|O x£Aj

JO^Jc/.
И sup 

xf.Ay
|Ф(х)|<оо

Пусть 0£А' некоторый выделенный элемент из X (.вакуум*) 
такой, что Ф(х)=0 при любом х = (х,./£/) таким, что
Л/вв хотя бы при одном (£/. Введем пространства г<’=Л/ |9|, ։— 

алгебру о* =| АпЛ'։*: А£а,| и меру т‘, являются сужением меры т, 
на я — алгебру а*. Обозначим

ЛГ7=|Ф:С^т(1 CV.’JOI.

•Ф -л | ’
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Ccf) 1 + 2<’||1’I,M — 1 ] -1)

и 0 1® S sup |ф(*)К°°-
J'A$Jr.Z* .cgA7

Справедливы следующие теоремы (ср. (э), (4))
Теорема 2. Для всякого потенциала Ф£ЛГ.„ соответствую

щее ему гиббсовское случайное поле существует, единственно и 
удовлетворяет условию р. с. п„ причем функция

«/( dI |/|ф(</).

Гели потенциал «I» финитен (Ф(*/) 0. /)(/)> С, l)(J) диаметр
множества J). то функцию ?(</) можно положить равной

?(</) = e~^J, ։>0.

Если потенциал Ф убывает так, что

- И(^))т Sup |Ф(х)|<ею, 7>0
J ОрKZ՝,\J\<ot> х^Х}

то функцию 9(d) можно положить равной

?(</) = (/-оо.
(V

Теорем а 3. Для всякого потенциала Ф^Л*’", соответствующее 
ему гиббсовское случайное поле существует, единственно и удов
летворяет условию р. с. п., причем функция

При финитном потенциале ?((/) можно положить равной

?((/) = е а > 0.

Если потенциал Ф убывает так, что

v (</(/))’ sup |Ф(л)|<оо,
лоеЛ2՝.И<~ *e*J

г о

то функцию 9(d) можно положить равной

9(d) = ?((/)-(). d -оо.
ат

Как легко видеть из результатов работ (*). (4) для гиббсовских слу
чайных полей, с потенциалами из класса Л/*, а также для гнббсог 
скнх случайных полей с невырожденными потенциалами из класта 
А', выполняется условно в) теоремы 1, Из вышеприведенных теорем 
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и последнею утверждения вытекают следующие теоремы.
I е О рем а 4. Для всякого гиббсовского случайного поля с не- 

вырожденный потенциалом Ф£ЛГи таким, что

— (D(J)y |7| sup |Ф(л)| <

справедлива ц. п. т.
I е орем а 5. Для всякого гиббсовского случайного поля и по

тенциалом таким, что 

7 0g7cZ |7| < эд
(О(У))- sup |ф(.т)| <оо

справедлива ц. п. т.
Отметим, что для гиббсовских случайных полей с парным фи

нитным потенциалом ц. и. т. для энергии и числа частиц доказана 
а работе Мннлоса и Халфиной (5), однако результаты в (’) формули
руются в терминах потенциала и не используют условий слабой за
висимости.

В заключение автор выражает свою искреннюю благодарность 
I’. .1. Добрушину за постановку задачи и внимание к работе.

Институт математики
Академии паук Армянской С( Р

Р II. ՆՍՀԱ*1հՏ31ԼՆ

ЧЬ G шгп նանան umliiliiiliiti փ!ւ pLurl.iffi nwlLq |uuiiiGniri||i 
ii|ui|մւււքւ|ւ[ւ pwn|արարող п|ип1И1|1ни1|1пГ| ւ|ԱւշտԼւփ համար

Հողվածում ապացուցված Լ կենտրոնական սահմանային /ւնսրեմ ումեդ 
խառնուրդի պայմանին րավտրարող պատահական դաշտերի Համարէ

Արդյունրն սդտադործվամ Լ անվեր ք ութ յանում բավականաչափ արաղ 
եվադոդ պոտենցիալով Գիրսյսւն պատահական դաշտերի տամար կենտրո
նական սահմանային թեորեմ ապացուցելիս։ մփ դի կոր են դա նշանակում Լ, 
որ իր միշին արմերի նկատմամբ գումարային ոպինի ֆլոէկտուացիա յի հա- 
վանակաեաքք յոէնների բաշխումն տսիմպտոտորեն Ւաոէ սյսէն Լէ որր կարևոր 
Լ անսամբլների սահմանային հ ամ արմ ե բու թյան ապացուցման համարէ

JI II I I Р Л 1 У Р А — Դ Ր |Լ Կ 11 Ն ” ’’ И 3 11 Ի ե

1 И Л. Пбриеимов К) В Линник, Независимые и стационарно сичмниые ое.л- 
ЧИ11Ы. II 1,1 «Паука». 1965 ’ At Duwau D fngolaiter В. Snuirlard. Cornu։. Mafh 
Plivs. 6| (1973). a P. J], Дибрушин. В C. lluuiiic/fiUN, TcO|>er. Il млей, фишка. 20, 

223 (1971). 4 Ճ С. Нп.\опеп!чн% .Ишссгни АП Лрм. ССР". Сер . Магечлւиюг, 3, 
П (1975). а Р. Л. i\luHA0Ct A. Af. Տոատսաւ JIлвсстия АП < ССР*, сер. м.псм. 31, 5. 
1173 (1970)
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻ1*9ՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻ88Ա( 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С ( ,

1” ' ——————-

УДК 519.220

МАТЕМАТИК

И. П. Федчина

Касательная проблема Неванлинны—Пика с кратными точками

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р Л Александрином 25/VII 1975)

I. Пусть А'։ и N, гильбертовы пространства, причем «|=| 
= diin A'։^w, = dim .V,< . 9

Обозначим через |Лгу, Л*| пространство всех линейных опер
торон, действующих из Nj в (j, k— I, 2)

Через U’y*(D) обозначим класс оператор—функций w(z) сом
чениямп в j3(.VyA>) голоморфных в единичном диске: D - 1՝/|г|<1

Рассмотрим пространство /V = .Vl®/V։ и в нем матрицу

J=( /л' °
\ 0 -/.у,/

(Здесь и ниже мы говорим .матрица Л“։ вместо .оператор, л 
цпшый матрицей А и базисе [Л\, Л^։|").

В. II. Потаповым и II. В. Ковалишинон было показано (см. ('И 
чго общее решение проблемы Неванлинны Пика в классе ^(О) 
т различными точками записывается в виде дробно —линейного пр. | 
образования I

гс'(г)=|£(г)П1։(г)М1„(гЛ֊1 • |ВД11։,(г) + П։։(г)|, (1|

где f(z)—произвольная оператор—функция класса IVZ1։(ZJ). а мэтр 
на дробно—линейного преобразования

П(-’=( п’!г! )_п <•
\ Пп(г) llw(z) / д_| I—zkz /

zir£zj при |3I

есть произведение Бляшке- Потапова (см. (’)), в котором Р^ — J— нН 
екторы ранга

Автором настоящей заметки было показано (см. что обш₽

. Д'*)-множество всех сжимающих, (то-есть с нормон < I) oncpaW1 
из [Д'/ . Nk |.
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реШенне и классе 11м(О) так Называемой касательной проблемы 11е- 
ванлинны—Пика (в которой задаются значения операторов на 
некоторых подпространствах пространства .V,) также записывается в 
виде дробно— линейного преобразования (1) над произвольной опера
тор функцией При этом матрица (2) дробно-линейно
го преобразования (I) является произведением Бляшке Потапова с 
7—проекторами Р^ не обязательно ранга но все еше удовлет
воряющим условию (3),

Обратно, в ((’)• г’)) показано, что каждому произведению Бляш
ке—Потапова

т / 7 \
Г1(г)=П ( Ра + -—=—Ра) при

»-1\ '—’А? /

соответствует проблема 11енанлинны Пика, для которой Н(г)—мат
рица коэффициентов дробно-линейного преобразования, дающего 
общее решение.

Возникает вопрос: решение какой интерполяционной задачи за
пишется в виде дробно-линейного преобразования (I). матрица (2) 
которого есть произвольное произведение Бляшке— 11отапова (уже 
без требования (3)).

2. Рассмотрим следующую задачу:
(А) (Касательная проблема Неванлинны Пика < кратными 

точками).
Дана последовательность точек

г^П, кратности А=1, 2,1 •к<т,

и две последовательности операторов 

и
/V,!. Лш = г^л։. А=Г 2....... Л /==0............'*-!•

Требуется найти оператор- функцию аЧ’)01п(/9) такую, что

М2а)4*‘ = С^

----- !---- №<’* ... +НглМ',‘։ ։»С<‘> 
Ь-Ш

.Четко видеть, что задача (А) содержит рассмотренные раннее 
задачи, а именно:

1) при •»*=!, А=1, 2..........1 мы получаем касательную пробле
му Неванлинны—Пика с различными точками,

2) при 1 V >* = т, г> = л„ гапк А;‘» = л, (А = I, ... 



мы приходим к проблеме Неванлннны- Пика с кратными гонками՛.
3) при -<*=1. гь nt. rangH^»«//։ мы имеем проб

лем} Неванлннны—Пика с различными точками,
Займемся описанием решений задачи (А).

Как «'ыло показано в работе (։), множество решений w(z) из класса 
1ГИ(£>), удовлетворяющих условию w(z։) AJ։> = Q1’ при 
-C^>’Q։’>0 *. записывается в виде дробно-линейного преобра

зования

К’(’) = |£։(-)0։bU) + £։։U)|՜* • |А:՝|(2)Л|։(г)4֊5г։(г)].

। к £,(г) —произвольная оператор—функция из класса а ма
трица дробно-линейного преобразования имеет вид:

/Ն(’) 
/У„(г)

где /Jj” - J —ортогональный проектор на область значений
= ( ro’Y "Р" этом (?<■>==/-

\ Со /
Применяя аналог рекуррентного метода Шура—Неванлннны. ни- 

л}чим на т -ом шаге общее решение задачи (А).
Для того, чтобы сформулировать этот результат, введем удоб

ные для нас обозначения.

П\сть 1)\'։ =(_ су^)՛ (/’ = >. -........Л /в°. 1..........>—1).

.......  /, /=|.■,) J ортогональные проекторы на об
мети шачснии операторов 1)'; ^. (в предположении /.)''•'* У />£^>П՛՜" 

определяемых следующими рекуррентными формулами:

. 1>-Р1 [)р-‘ I 4-П(р) Пр. I I

. j 0, քր I,

П (Չ’’Դ Ру ) = /.
 р.-։ \ \-ZpZ ' /

Эта ыдача была рассмотрена В. П. Потаповым и И. В. Ковалишнной (устное 
сообщение).
Нерапснстпа /Г>0 означает, что для любого ментора /УО справедливо и»’Рл* 
вснстпо (///. /)>0. ■ * < յ
В п|>е тположси։1н հր- У /)/»-»>0 область тачсниМ Սր1 яплмстся поло*11’ 

• Р ' г О.Р
тельным пили ростра нет лом и У —проектор определяется по следующей форчу
ле: 1)рлл {Ор. / յ Օր г յ< О.р ’(Լր 1),ր п,р
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Теорема. Если = 2....... , ,л........
то формулой

= 1£(2)П1։(г)4-Пм(г)|-< . |адп1։(2)+П։։(г)|.
в которой /՛(:} произвольная оператор функция класса У7։.,(О), а

П(г)=( П1։(г) 
։ ։«( ֊)

задается общее решение задачи (А).
Выразим условия Э՞՞ У О^/>0 через исходные параметры за

дачи (А), для простоты записи ограничиваясь случаем Л 1. 2։=0 и 
обозначения лу՝ = Л/, С<’> = С/, / = о, 1......... >։-1.

Получим, что справедлива
Теорема. Для того, чтобы общее решение задачи (А) (Л-1, 

г։ = 0) записывалось в виде дробно-линейного преобразования 
(I I (2), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

которое можно записать в виде:

Л А С С.
где

/1П А, 
О Ао

(I о

А, • • • Л,|—1 
А։ • ♦ • Л.,-2 
Ло • • • А., л .

О • • • Ап

Рассмотрим теперь произвольное произведение Вляппл 1Ь>ы 
нова (2). Легко видеть, что если провести (‘) отщепление множителей 
методом В. П. Потапова, то У-проекторы Рь будут удовлетво
рять условиям

Можно показать, что существует интерполяционная задача вида 
(А), с параметрами А’Ч О/>. выражающимися через проекторы а-
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(Л=1. ....... /. / О, 1....... I), удовлетворяющими матричное
неравенству (4). общее решение которой записывается в виде (1) 
матрицей коэффициентов (2).

Таким образом мы показали, что касательная проблема Певец, 
лннны—Пика с кратными точками (задача (А)) является наиболее 
общей интерполяционной шдачей, общее решение которой описы^. 
ется при помощи произведения Бляшке —Потапова.

За постановку вопроса и постоянное внимание автор выражает 
Ю. П. Гинзбургу искреннюю благодарность.

Одесскпп |(11жс11<՝риоч՝тро11телы1иА институт

Ի. Պ ւնԳԱԻՆԱ
1ևս(|մսւււ|ատի1| կ ե տ ե г ո ւ| ।•ե ш I» । ի Г։ ա— ։|փկ|’ քթափող 111 ՛’111’| Ь ւք լ>

Հողվածում ղիտարկվում է ինտերպոլյացիոն ւղրորլեմ (ր աղմ աս/ատհկ 
կետերով Նետն լինա—^իկի շոշափող ւղրորլեմր որի Ա (հ) րնղՀսւնո՚ք
լուծումր սեղմող մ ա տ ր ի ղ - ֆ ո ւն կ ց ի ան ե ր ի ղասում ղրվում է ա / ղ

կամայական մ ատրից-ֆոլնկլյիա յից

К’(’) - |^(г)П„(с)+Пи(г)|֊ЧадП։1(г)4.Г1։1(г)|

կստորակա֊ ղծային Д հափոի» ոIք1յան տեսրովւ Այղ ձևափոխության ղործա 
կիէյնհրի մատրիղր

। հ|( | I 112(С) '

П„(с) րւ„(շ) ,/•

^'Սա/կ^ — Պոտաւղովի կամայական արտաղրյալն Լ է Տույլյ / տրված ЬиА 
• ա կտոակր ։ որ էղյաշկե—ո տ տ լղ ո վ ի կամա յա կա)/ արտտղր յալին համւսոքսէ- 
տասխանէոմ է հ!/ս/)/լիՆ ա—Պիկի որևԼ շոշափող սլրորլեմէ

Л И I I I» ձ Г У I» /\ — Դ I' II «I Ա Ն II I' Н Я II Ւ Ն

II Н Кавамшилгш, В. П, Потапов, ДАН Арм. ССР. т. ИХ. № I (1974) : 
Пптипив. Мультнцлпка 1НВПИЯ структура 1 нсрзстигноакицил матрни*фу||ХШ1Й. Трры 
Мтлкиаского магматического общества, г. 4, 125—236. 1955 3 И П Фе^чива. 
исследовании, т \ II. вып. 4(26), 1972. • .4 Е Ефимов, В П. Потапов,'!֊ растягиваю®1 
млтринм функции и их роль в аналитической теории электрических цепей Уснем։ 
тем наук, т XXVIII, выл I (160)' 1973.
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УДК 539 301

МкХАНИКА

Р. К. Алсксанин

Об одном классе решений уравнений плоской задачи 
теории упрут ости анизотропною тела

(Представлено чл корр ЛИ ЛрминскоП ССР О. М < шоп.точном ЮАН 1975»

Предлагается путь построения для угловой области системы соб
ственных функций однородного дифференциального уравнения и час» 
вых производных одного порядка с постоянными коэффициентами Эта 
возможность осуществляется в случае плоской задачи теории упругости 
для однородного анизотропного тела. С помощью построенной системы 
собственных функций исследуется поведение напряжений в угловой 
точке поперечного сечения призматического тела, находящеюся в ус
ловиях плоской деформации и имеющего в каждой точке плоскость 
упругой симметрии, нормаль пой к образующим его боковой поверхно
сти.

Начало прямолинейной декартовой системы координат поместим в 
иловой точке сечения призматического тела, направляя ось с нормаль 
во к плоскости упругой симметрии, а ось х по касательной одною и г 
ветвей контура поперечного сечения Угол между касательной второй 
ветви контура и осью х обозначим через

При отсутствии массовых сил функция напряжений удовлетворяет 
Дифференциальному уравнению ('>

о* Е д*Е д*Е п (ЕЕ . (ЕЕ
“"77 7777՜ -“"7777 4 ""77՜ '

(1.1)

где атп упругие постоянные материала.
Предполагается, что примыкающие к угловой точке части копира 

поперечного сечения свободны от внешних нагрузок I раннчные условия 

можно представить в виде

о2 Е (ЕЕ (ъ
—— к(пзц 4՜ ~ “ соавд ж_гСо։«, ՝
ду2 дхду у-..1п«.
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дЧ- . ,
——51па0 ч- —— Со§։0 
дхду дх1 л -гсом. 

у — г11։иф

дхду у- О
(1.2)

Решение уравнения (1.1) представляется в следующем виде

Г(.с. у) = Л(х Ч-*У)И’• (1,3)

Подставляя (1.3) в (1.1), получаем относительно 5 алгебраичес
кое уравнение четвертого порядка (’)•

4- (2«ц 4֊ ««)*■ ֊ 2«ц^։ -1֊ «„'> = 0. (|,4)

Уравнение (14) не имеет действительных корней, что на основании 
положительности потенциальной энергии деформации доказано в (’) 

Рассмотрим два возможных случая.
1 Когда корни уравнения (1.4) (*=1, 2. 3, I) простые.

= (1.5)

Решение (1.1), соответствующее каждому представим в виде 
суммы линейно независимых решений

Лл, у) = £ ЛЛ(л֊Ч о*у)'Ч 
<• I

(1.6)

где .4*—комплексные постоянные.
Удовлетворяя граничным условиям (1.2) на основании (1.6) для 

коэффициентов Лд. получаем систему однородных уравнений.

,4։ Л« 4 Л։ Я4 =0;

4՜ ''։Л։ 4 ''г՝։ 4՜ ^*Л4 = 0;

п,Л։ 4- а,А, 4 Й։Л, П4Л4 = О;

'<։н։Л1 '<//,Л, { г’*«ьЛ,Ч-г4а4Л։ = О.

где

«* = (СО8։04-''*5|П7в)‘ .

Введя обозначения

?* = агр(со5«в4-гч81нал1. (* = 1,3) (1«)

Ч..- =5 I'<з.< = а

из условия существования нетривиального решения системы (1.8) по
лучаем следующее уравнение относительно /.

4>Зс)1(л1пР) 4՜ |(3 — ։)* 4- (* — ₽)։|со8А(?1 4- «,) —

|(т — а)8 4- (•> Ч- ?)։|со8/.(<р։ - ■?,) = 0, (1.9)

где

/?, = |(Соь?0 г з։1па0)։ } 'а»1Н*։0|1г-, 
0՝։ |(созам ։51па0)։Ч->։»1п։70|Ч
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Решение уравнения (II). удовлетворяющее граничным хсловцам 
(1,2) и двум конкретным условиям на замыкающей части контура угло 
пип области! представляется в виде суммы собственных функций

/‘(х> у) = 1 £ Лих + ^у)’"4՛. (1.10)
։ * ч > * 1

। (С первую сумму необходимо распространять на все корни трансцен- 
денгпого уравнения (1.9), имеющие положительные действительные 
части, ч го вытекас! из |ребовання конечности накопленной удельной 
потенциальной энергии деформации в окрестности угловой точки

Переходя к полярной системе координат (г, 1) решение (1.10) 
можно представить с разделенными переменными

/Г(С?)=Х Г*"|/?■<•*՛(л;cos).+1т Л,sin/.+•;) 4- 
(>л)

4՜ С'л+>(Д3С05г + б 4- Я ։ sin I +&)|, (1.11)

r.ie Ah действительные постоянные,

Z?= |(cos? 4՜ 3 sin ?)։ 4- ■** sin*?-11Я,

G= | (cos? 4- ։sln®)։-f- 3sln* ?|‘я,

7 = arg(co$® 4֊ a sin ? 4- /-sin?). O=arg(cos? 4- ։sln?4֊/3sinf). 

Внутри рассматриваемой области f и О изменяются в интервалах

0<0<?г

2 . Рассмотрим случай двукратного корня уравнения (1.4)

i=i։ = ?։, ?=з 4֊ Ь. (2.1)

Решение уравнения (1.1), соответствующее каждому значению 
)■ представляется о виде

F(x, у) = Д(х 4- Зу)х н 4֊ В(х 4- оу)х+* 4 С(х 4- 5у)(х 4- йу)։ 4֊

4֊ D(x 4֊ 5у)(х 4- iyY , (2.2)

где Л, В, С, D— комплексные постоянные.
Переходя в (2.2) от декартовых координат к полярным, имеем

F(r, ф) = (гр)'+։(Д cos Х+0 4՜ Л sin' О 4՜ Ceos) "О 4* Wsln' ~8), (2.3)

где Д, В, С, D—действительные постоянные, *+=) 4-1. 1

?= |(cos? 4՜ з։1 п?)։ 4* v*sln*?|։Л, & = argfeos? 4՜ esln? 4՜ bsln?)

В случае изотропного материала: а=0, »=1. ри1 получаем хо
рошо известное представление решения бнгармоиического уравнения

/■(г, ?) = г‘ +•(Д cos '• э 4՜ В sin ' ? 4՜ Gcos) f Dsln' ®).

I ранпчныс условия в полярных координатах имеют вид:

221



A|f-u = O,

F|,-4=0.

Удовл створяя г ран н ч н ы м

UF
= 0;

9'0

dF

условиям (2.5), имеем:

(2.5)

Д 4֊С=0.

/ + Л֊Н֊/) = 0, 

4 cos/ 0, + fisln>+0։4- Ceos/ 0, | Dsin/ 0։ = <>,

—/U+cosz+O, )֊ Н> ՛.♦ cos/ +0։ Ci sin/- 0։ 4 D*~cosX"0։ = 0, (2.6) 
тле I

О, = nrg(cos։0 4- 3 sin ։0 4- Р Sin а0).

Для >. получается уравнение

*.*slns6։ — sln’>ei=O. (2.7)

У равнение (2.7) идентично уравнению, соответствующему изо
тропному клину (’••') с углом раствора в։.

Общее решение представляется в виде ряда

/ (/", (f) = v (го)'п ’(Ллсо5/.+е4-Дп51п/.+0+Слс°8Кя-04-Дя81пл;в) (2.8)
(1 пI

здесь
о<о<о։.

Представление функции напряжения в виде (111) ьли (2.8) лает 
возможность исследовать поведение напряжений в окрестности угловой 
точки поперечного сечения призматического анизотропного тела, нахо
дящегося в условиях плоской задачи теории упругости. Если уравнения 
(1 9) и (2.7) имеют корни н полосе 0<Re>-<^l комплексной плоскос
ти / напряжения, вычисляемые по формулам

1 оГ , 1 д։Р (РР д / 1 дР\ /00.~ “т —;• 3- — тт՛ дг* — ~ Т՜ ( — лГ ) '"
г ог г* о-Р дг* дг \ г ду /

при г -0 неограниченно возрастают. Порядок особенности равен 
1 Ре/,, где /, корень уравнения (1.9) или (2.7) с наименьшей дей
ствительной частью в полосе 0<Ре>-<1.

Напряженное состояние во втором случае зависит от двух упругих 
констант материала Этот случай включает в себя частный вид общей 
анизотропии. Отметим, что в случае общей ортотропии напряженное 
состояние также зависит от двух констант материала. Корни уравнения 

(1.5) имеют вид о=+(з /?). поэтому в случае общей ортотропии
характеристическое уравнение для собственного значения / полу
чается из уравнения (1.9) соответствующим подбором аргументов?* 
комплексных чисел В случае изотропного материала уравнения 
для / получается из (2.8), если в нем заменить 0։ через а0.
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Порядок особенности .нтряжеонП но nepimtiie ума с рлствоп,», 
>. ................. . особенности напряжена!։ для изотри..... . материала
при угле, равном 0։.

Известно, что в решениях первой краеьой задачи теории упру
гости изотропного тела особенность напряжений и угловых точках 
области имеется при углах 5#>г (’). Во втором случае рассмотренной 
выше анизотропии в зависимости от 8 - з-|- fo

®i = arg(cos։0 4֊з sbia0 4- bsin%)

может быть больше или меньше, чем в0. и так как при углах з0>п 
большему углу соответствует особенность более высокого порядка 
то в зависимости от анизотропии при одном и том же угле з0 поря
док особенности напряжении может быть выше или ниже, чем осо
бенность напряжений, полученная в случае изотропного тела, что не 
согласуется с утверждением работы (‘) о том. что ....наиболее сла
бая особенность поля напряжений имеет место в случае изотропного 
тела...*.

Случаи ’о = ՜, з0 = 2" являются предельными в том смысле, что 
н общем случае анизотропии приведенные углы в характеристи
ческих уравнениях для собственных значений стремятся к - и 2z, 
если % стремится к я и 2к.

Уравнения (1.9) и (2.7) п этих предельных случаях примут вид

sln’Hr—0 при а, = - 

8|п։2>я=0 при в0=2-.

Следовательно, при я0 = ՜ особенность напряжении отсутствует, 
а в случае я0=2к. когда поперечное сечение тела превращается в 
область с разрезом, особенность напряжений в основании разреза 
имеет порядок 0,5.

Вычислительный центр
Хкпдсмпп наук Армянской ССР

Ռ. «|. ԱԼԵՔՍԱՆՅԱՆԱնիզոտրոպ մարմնի աոաձզականւււթյան ւոեււու |> ւււմւ հարթ խնդրի 
1>սււ|ասարումների լուծումների մի դասի մասին

Աշխատանքում աոաշարկվոլմ Լ անկյունային տիրույթների համար ան֊ 
Ւհոտրոսյ մարմնի ա ոաձղական ո ւ թ յան տեսության հարթ խնդրի հավասա
րումների լուծումների կառուցման եղանակ, Այղ հնարավորությունն իրա֊ 
'ւ^նացվ,,^ Լ արւոարին ումից աղատ կողմերով անկյունային տիրույթի 
էԼպրո,մլ Կառուցված սեփական ֆունկցիաների օդնությամր հետադոտվոլմ 
< շարումների վարրր սլրիղմատիկ մարմնի րնդլայնական հատվածքի եղրա- 
1*1' անկյո,նային կետում, երր մարմնի նյութն ունի մարմնի կողմնային մա- 
^րեռյթի ծնիլին ուղղահայաց աււաձղական սիմետրիայի մեկ հարթություն,
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երբ յարվածա յին վիմակք կախված Լ Նյութի տոաձդական չորս կամ 
երկու Հաստատունն երիէ]. ստացված են սեվւական արմեբների համար հա- 
վաստրումներ է որոնց յուծոլմներր տալիս են լարումների եդակիութ լան կարդք 
անկ յուն այիե կետումւ 1’դոտրոպ նյութի դեպքում անկյունային կետում յա. 
րումների ե դա կ ի ու թ յունն ե րի ուս ումնա ս իրո» թ յո էնն ե ր ի Հայտնի արդյունքները 
հնարտվ որ Լ օդտադործել ան ի դ ո տ ր ո պ Ո է թ յան մ ասնավոր դեպքերի համար» 
Պ րիդմ աւոիկ մարմինների անկյունային կետերում հնարտվոր Լ , որ անիսո-, 
տ րոպութ յան դեպքում լ ա ր Ո ւ մ ն ե բն ունենան ավելի ցածր կարդի եդտ կիու- 
թյուն, քան իդոտրոպութ յան դեպքում ւ

Л И Т Е Р А Т У Р А - Դ Г IL Կ IL b Ո !• Р в fl b Ն
1 .7 Г Лехницкий. Теория упругости анизотропного тела, Гос. изд. тех.-тсор лит 

М. Л., 1950. ’ Af. Kntln. Abh. Aerodyn. Insl. Tech. Hochchule Aachen. 7. 1927. 
3 Al. /.. Il ilNams J. Appl. .Meeh, 19. 526(1952). 4 Д, Боджи, Труды ASME, т. 39, 
сер E. .V. 4 (1972). ь Я С Уфлннд, Интегральные преобразоиання и задачах тео
рии упругости, Изд. ДИ СССР, М.*-Л.։ 1963.
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Н Л У к АРМЯНСКОЙ ССР

1975 " ---------- :

УДК 53.01.45 -5-5374-538

ЭЛЕКТРОДИНАМИКА

Академик АП Армянской ССР А. Г. Иоснфьян

О физических основах дуальном электродинамики

(Предстаплско 21/УП 1975)

В теории электромагнитных волн и в особенности вопросах генери
рования и распространения электромагнитной энергии в большом клас
се задач, связанных с расчетом рамочных антенн и магнитных типах 
ноли- волноводах, а также исследованиях взаимодействия элементарных 
частиц с электромагнитным полем в свете концепции монополя мзг 
нитиого поля Дирака вводится группа уравнений Максвелла в форме, 
так называемой, обобщенной дуальной (двойственной) системы

В эту дуальную систему уравнений Максвелла включаются зарядо
вые источники в форме.

= /<1 сек
( -------

(I)

(1|У/?=рт

м

и плотности: а) «электрического тока* / = /пр I
ԺՕ/ а \

б) «магнитного тока"
-____ - _Ժ5/_լ\
1т ֊ /при, Հ

Как указывают Дж. Л. Стреттон (’) Ч. Г. Папаз (*), А. А. Се- 
менов (*) плотности магнитных зарядов рт и плотности магнитных 
токов Гт являются «фиктивными*, не имеющими реального физичес
кого существования.

Между тем, в работе (*) было показано, что при применении 
Двух обобщенных пространств Лагранжа: в одном пространстве кото
рого электрический заряд 7 является координатой, ток /=<? является 
обобщенной скоростью, магнитный поток Ф = £?—импульсом (элек- 
'рокинетическим количеством движения) можно определить <на нине 

п форме;
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л

что при Л-=го1Д приводится к первой группе урнвненни Максвелла 
в пиле:

rot£=-^-rot|fl < D|.

дА 
dt grad ъе |/? ■ U |.

Лу /) = о»,

Лу В = 0. (2)

В другом пространстве Лагранжа, применяя в качестве перемен
ных: магнитный поток Ф в качестве координаты, обобщенную 
скорость в форме напряжения производной от координаты У=Ф, 
электрический импульс р֊сФ в форме электрического потока—(за
ряда) и тогда обобщенной силой в этом пространстве будет .ток' в 
виде мде: -• ч Я

Л1 - - ֊ — Г 0*</$ = - — ([) К<П,
М <И 3 Л .)

что при О*֊rot А' приводит к первой группе уравнений в инверсно- 
сопряженной системе автора (•):

— dD* - —
rot D* = - - rot |D*Xt/*|

"* = ֊^֊ grad?nt-|D*X(/*]

JIV'D* =0

div5*=Pm. (3)

Очевидно, что уравнения (2) и (3) действуют в различных обоб 
щепных лагражовых пространствах и соответственно электромагнит 
ного поля н поэтому уравнения в форме (1), примененные в системе 
уравнений Максвелла, являются явно непоследовательными; между тем 
как (2) и (3) отражают «не фиктивные», а реальные возможности ннзн 
тования электромагнитного поля (4).

Всесоюзный научно-исследовательский
институт электромеханики
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Հայկակաէ ՍԱՀ Դ1Լ >Ակա1|Լմ||կոս Ալ. <Լ. |.||II 1.1ՏԱ1,Դոսս| Լ|Լկտրււ։ւ||ւք.աւ1|ւ1|սււ|. ֆիզիկական հիմունքների մաճին
Հայտնի Լ, որ Մարսվևլի հավասարումներից ստացվող ղու աք հավա» 

սւսրՈւմներու մ & մագնիսական * լ ի ց ր ե ր ր և « մսլ ղնիսա կան ս հոսանրներր
կրում են ֆիկտիվ բնույթ։ Աշխատանքում մատնանշվում Լ, որ եթե դիտարկ
վեն 1աղբանմի երկու րն ղՏանրտցվտծ տարածությոէննեյւր, ապա նրանցից 
մեկում (երբ ԼքեկտրակաՆ քիցբր րնղհանրացված կոորդինատ / । իսկ մտցնի 
սական Հոսրր* բնդհանրացված իմպուլս) տեղի ունեն Մարսվելի սովորական 
‘ւսվասարու մներր, իսկ մյուս տարածությունում (երր մաղնիսական հոսրյւ 

րնց Հանրացված կոորդինատ Լ, իսկ էլեկտրական (ի(յբբ րնղհանրացված 
իմպուլս) տեղի ունի հեղինակի կողմից ստացված համալուծ սիստեմրւ Այղ 
պսւտմաոով Լլ հետևութ լուն Լ տրվում, որ րնղւանրացված սիստ եմն աեՀե- 
տևողական Լւ

Л И Т Е Р А Т У Р А - ** Р И ‘«1И. О ► К В О ЬЪ

1 Дж. А Стрэггон, Теория электромагнетизма. Гостеаиздат. М —Л.. 1948. * Ч Г 
Попал, Теория распространения электромагнитных воли, Ihx АН Арм ССР, 1974 

I. 1 Семеноа, Теория электромагнитных волн, Ihx МГУ. 1962 • .1. Г Иосифы** 
ДАН \рм ССР. т LV. J* 2 (1972). т, LIX, № 4 (1971>
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УДК 530 145 ФИЗИКУI Л. Вирланин
Вклад дефектонов в теплоемкость кристалла। Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Г. С. Спакяном 4/1X1975)

Задача о вычислении сдвигов различных термодинамических ве
личин была поставлена н решена И. М. Лифшицем.

В настоящей работе будет вычислен вклад дефектонов, располо
женных вблизи поверхности Ферми, в теплоемкость квантового крис
талла, методом, развитым в работах (1Л).

Запишем волновую функцию дефектона в виде (*•*):

?(/?,. /?,)=?0(/?։ /?,)+//(/? /?д (1)

Входящий здесь интеграл

^•1»,- *«,)</1,
(2)

.'։(* Ч) е(*+<7)—2г(<7'/2) НО

связан с амплитудой рассеяния дефектонов. Последняя есть величина 
определяющая влияние взаимодействия на свойства системы. Следов» 
тельно, спектральная плотность ■*(«) будет:

где

•*( տ) = տրրէշ Հ01րո/ք (0)
14֊т0КеЛ (0) ՛

մ'2

(31

(4)
<7) + ?։(*+<7)|

а величина т0 —определяется соотношением:

Воспользуясь выражением спектральной плотности, можем представить 
сдвиг энергии
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Е-Ев=$р ?(£)

где функция

(5)

ф(г) = / 1п I—ехр Ъ/г

А -гамильтониан кристалла в основном состоянии, Л -добавка об к 
словленная взаимодействием дефектонов, в виде:

Л-£о= // ?(г) ,(2) ,о(г) (1г
(6)

где и —число дефектонов.

</‘2
Л |?Ф՝)|

сдвиг энергии при 7 = 0:

1/

£о = 2(Ч֊^)+֊ Г агсЦг >1т/'<и)
-з И֊'оКе//(О)

После простых вычислений, имеем:

(»)

Следовательно, вклад в теплоемкость кристалла будет:

АС =2 
з

4֊ 11пЛ (0) 4֊

ь0/ ----

(I
0 1 аг

11тЛ (0) РеЛ (0) ֊—Ре// (0)1т/, (0)
I “£

'01т/ (0) | 1-Кйе// (0)
.(9)э

Очевидно, что к выражению (9) должен быть прибавлен член ( ^-7*), 
соответствующий вкладу бозевскпх ветвей возбуждений в геплоем- 
кость крнсюлла (’). Эго ограничивает применимость полученной фор
мулы областью предельно низких температур:

/-«֊ г«г,
1 Дг Г/г — температура фермиевского вырождения, Лт - число тефек- 
П)||()н (выражаемое объемом поверхности фирмн), /у 1смп< р.п \ ра, 
’’’Ределяемая граничной частотой фононных возбуждении» Зав111имость 
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Т (То) н линейное поведение по Т сдвига (например, для 11еа) поз
воляют считать, что твердьи։ Не является кристаллом с дефектоиамп, 
что и достаточно хорошо объясняет экспериментальные результаты (•).

Выражаю глубокую благодарность академику И. М. Лифшицу за 
советы.Ереванский государственный университет

Դ. Ա. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆ
ԴեֆեկտոննԼրի ներւ|րււէմ|1 рյուրԼ։լի ?Լ ր »fn iGuilj и ւթյան մԼչ

Զրոյական տատանումների և ր յ ո ւր ե ղ ի ցանցի հ աս տ ա տուն ի համեմա, 
UI ակ անութ յունր րերում Լ կվ ա ղի մ ա սն ի կն ե րի աոաշացմանր։ Այն կվաղի- 
մասնիկն երր , որոնք ղտնվում են Ֆերմի մակերևույթի մոտ, ր յ ո ւ ր ե ղ ի 
չ ե րմուն ա կութ յան մեք աոէԱքացնոէմ են ջերմա и տիհանին Համեմատական 
յեղում, որր նշանակում Լք որ որին ակ , սլինղ հելիում ր ւղտրան ակում / 
ղեֆե կտորներ» Այս էսրղ յան րր շատ րով րաց տարում Լ ստացված
ավյալն երր :

JI ИТЕР АТУРА — ԴՐԱ ԿԱՆՈ!* РЗП I* Ն
И /II. Лифшиц, Nuovo. Ctmin. Suppl.. 3. 716 (1956). 1 //. Л-f. Лифшиц, УМН. 7. 170 (IMS). ’ I. Ф. Андреев, И. At. Лифшиц. ЖЭТФ. 56. 2057 (1969). 1 // .11. 

Лифшиц. Г. А Нарваинн. ЛАН АрмСС.Р, т. LVI1I, М2(1974). 5 //. Е. Дзалошишкшц 
П f Кондратенко, Н. С, Лелченков, ЖЭТФ. 62, 2318 (1972). e Е. С. Heltemi, 
С. Л. Swenson, Phys Rev. 128, 1512 (1962)
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ II ՍԼ ԴԽՏՈհ 1>ՅՈհՆՆԽՐԽ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 9,ԵԿՈԻՑ8ՆԵՐ 
Д ОКЛАД Ы А К АДЕМ ИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ЬХ1 1975 ------------------------

УДК 621.37/39

К. Л. Ьарсукоп. Г V Григорян
РАДИОФИЗИКА

О распространении электромагнитных волн в волноводе с 
неравномерно движущейся границей

(Представлено академиком АН Армянской ССР Э I Мирзабекнним 12/41 1975)

Исследования волноводов с подвижной границей оказываются 
существенными для решения многих вопросов радиофизики, таких, 
как влияние вибрации стенок на характеристики волновода, перестрой 
ка полосы пропускания, преобразования частот и ։. и. Известные к 
настоящему времени точные решения згой задачи относятся к плоскому 
голноводу, образованному двумя идеально-проводящими плоскостями, 
тля волны типа //яо В первой из этих работ рассматривается 

линейный закон движения границы х «4 "1'1, во второй параболи
ческий: х=/гт* +

Ниже предлагается исследование прямоугольного волновода для 
любого типа поляризации волны при параболическом законе движе
ния его стенки.

уравнения трех стенок прямоугольного

волновода без заполнения (։ = р 1*. а четвертая и момент времени 
1=0 начинает двигаться по закону

л- = х(т) = /п’4-2^-'. (1)

где а начальный размер волновода. ~ = с1. т, = 3<՜ есть начальная 
скорость движения стенки. С точностью до членов порядка ,< (1) 
моделирует раннозамедленное движение с ускорением ц ?1 /՛*, а •• 
пренебрежении членами с —равномерное со скоростью и. Гранич
ные условия, в предположении идеальной проводимое!и стенок волио 
пода, имеют вид:

Л 
ЕЯ=ЕЯ—О ПР» У=

Ег = Еу = 0 пр» л = 0 и

4 ^Ну = 0, Еу '}НЯ = 0 при х = х(-).

где Поля в волноводе выразим через две скалярные функ-
он



цин Д(’։(л-,-) и А<*Цх,~) соотношениями:

(3)

V д-2
"-о и-О

дН,„
7 Ох

4 'ГЧ 'л+ го1—— ех 
о-.

где Л постоянная распространения в волноводе, ^ц=/Л։4֊(*п/6)։, £ 
и /7 нормальные к осн Ох составляющие полей, ех орт оси Ох

Неизвестные функции Л(Р и Л<2) удовлетворяют обычным волно
вым уравнениям

бРД<>.2| <ЯД<‘Чп __ п
дх1 О'?

Л2Д(|.ит=0։ пл ’

Такое представление полей обеспечивает выполнение граничных 
условий при у=0 и у Л. Заметим, что (3) описывают .гибридные* 
волны в волноводе, состоящие из ТМ и ТЕ мод. так как только та
кой тип решения позволяет в общем случае удовлетворить первому 
из условий (2). . 1

Подстановка полей из (3) в граничные условия (2) приводит 
как яо нетрудно видеть, к следующим простым соотношениям для 
функций /V'’ и Л'։։:

дА{и^=°-"2+=0.
Ох О'

оА™ п

д-

— О при л = О

- О А՝-՝ —
3 —1 = 0 при х = л(т).

Ох

(5)

(б)

В уравнении (4) введем новые переменные, предложенные в ра
боте (’): - ■

?(* +л) - ?(т —л)

. I 
• —• — 

2
?(' + -*) 4՜ ?(' л) ,

где ?с.)-у I 4-1 1. ]

3 г
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Из (7) следует, что гр,,ниц» переходит в п-О. а х=7(т)
в 1. Проведя замену переменных (7) в (4) получим:

с^Д*1’» о*Д”-з>Л _ П
л* А,’ 4- Д я2а» (1 4- ■։>)» _ да. л _ 0Л (8)

Можно показать, что граничные условия с помощью замены (7) не 
реходят в следующие

(М<’>
_^о, Д<»> = о при 7( = 0 и т, = 1. (9)

Следовательно, в переменных 5,т( задача нахождения полей в 
волноводе сведена к решению уравнении (8) с граничными условия
ми (9).

Очевидно. (8) допускает разделение переменных. Будем искать 
Д<|/л в виде: л

= (10)

Если теперь подставить Д’1;2’ из (10) и (8). то получим

Ц‘- 2Г + |а«Д2 (। + ?г)» + ^1 ин. 2>_ о. И>.*>' 4- |(аДя?)’? г 

+р’|И'пг» = 0. (II)

где р* постоянная разделения, причем граничные условия (9) при
нимают вид

И<” (0)-0, И'> (!)=<».

И2>(0) = 0. И«(1)=0. (12)

Решениями уравнении (11) являются соответственно четная 
Л'‘пО и нечетная ои՝„('՝) функции параболического цилиндра, по
дробная теория которых содержится в работе О, где «я = р:'^«**3 11 
; =/Дп(ф) либо ; = /Дяа? 6+г\ с учетом граничных условий (12) 

| \ ?/
при Т( = О и (10) решения (8) могут быть представлены следующим 
образом:

д<|.2> 
л

т —О
•Л ՝лтП Аялфт()

' Кте^'пт (131

гле «лт -Ргт/Ап«3. «Л/Л " Рпт коэффициенты, определяемые из уело 
чий возбуждения данного типа колебаний, и верхняя <||՝ок.1 ото 
с»тся к ДО», л нижняя — к Я(2’.
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В работе (*) было исследовано распространение волны Нпо. кото
рое получается из (13) при нечетной функции параболического ци
линдра и значении п — 0. Здесь мы не будем повторять результаты 
работы (*) и заметим, что они обобщаются на наш случай, если в 
(’) заменить А на /л»_|- (хл/А)».

Поэтому ниже мы исследуем случай четной функции параболи 
ческого цилиндра, через которую выражается потенциал Л<’’. Гра
ничные условия в точке т/ = 1 приводят к следующим днсперсионныц 
соотношения м

0U.n (У Д„л?) - 0,

^'.п (/лпа?)=0, (II)

дающие зависимость между параметрами Лпа'1 и р. В соответствии с 
теоремой Штурма—Лиувилля уравнения (I I) имеют бесконечное чис
ло ветвей, причем, каждая из этих ветвей определена в области 0

р 'Н~. где »1 номер ветви. Граничные значения каждой функции 
в своей области могут быт։, легко найдены. В самом деле, при малых 

ветви обеих функций для нулей могут быт։, представлены фор- 
мхлами

fp'.'

где знак плюс берется для функции и знак минус для ои^ 

Очевидно, что при малых Д/։а? имеем р ■=• г.т и график дли четной 
функции идет ниже графика для нечетной. При р —0 (см.(’)) спит- 
пек।веющие значения функции могут быть найдены из соотношений 

где первое равенство относится к нечетной, я второе — к четной 
функции параболического цилиндра.

Для первых двух ветвей рассматриваемые зависимости пред
ставлены графически на рис. 1 в виде сплошных кривых, которые 
рассчитывались по представлениям функций параболического цилин
дра в виде степенных рядов, (см. (*)).

Точные выражения для оказываются сложными для физи
ческого анализа. Поэтому ниже мы получм. как и в (-). приближен
ное решение методом ВКБ, справедливое в достаточно широкой об
ласти значений переменных. Следуя (’), получим

= СП ( А"“ Y*+1)"Ч • COS ( у(15)

О

причем область применимости этой формулы дается неравенством 
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О, 105
։*’

при любых значениях 17.

(16)

Рис 1

Первое из граничных условии И*> (0) = О удовлетворяется авто
матически с точностью рассматриваемого приближения (16), а второе 
условие И^'(1) = (1 приводит к следующему уравнению 

(17)

где 7л = Длар/р, Это уравнение дает зависимость между параметрами
» I1. Графически эта снизь изображена на рис. I пунктирной 

линией для «=!, 2. Па этом же рисунке нанесена кривая Д/։«? = р։ 
дающая запас точности н одни порядок. Заметим, что расхождение 
мало между точным н приближенным значениями функции для любых 
значений «р и Д„</3 и уже при т = 2 составляет несколько процентов 
։|рн малых р, г. те нарушается условие (16). и ври дальнейшем увели 
чспии т это расхождение стремится к нулю. Заметим, что отклоие- ՝ 
чия точных значений от приближенных, даваемых соотношением (15),
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оказываются, как зто видно из рис. I, при малых р, разных знаков, 
Поступая аналогично со вторым уравнением (II), получим в 

конечном счете:

где 1шп = для?/11т- »пт " Ьпт~определяются из начальных условий 
расе м а т р и на е мои за да ч и.

Из выражения (IН) видно, что здесь образуются своеобразные 
.динамические* моды в виде прямой и обратной стоячих волн. 
Мгновенные частоты и поперечные волновые числа А ллопре
деляются из обычных соотношений

</ф *■
= ^х = ֊—’ (|9)

где
Ф ± — ■/ ոտ — 'пт

Заметим.

+ 0 Тлл»ч

[У/ГТТ^' + /Г+Т’^. ՝• 
О о

что они связаны между собой соотношением 

справедливым для стационарного волновода.
Следует также отметить, что при Ь ->эо функция Л(л’’ описывает 

волну типа ГМ в плоском волноводе. Все приведенные выше резуль
таты остаются справедливыми для этого случая, если в них поло
жить & = ос.

Ленинградский пр лена Ленина электротехнический 
институт нм. В И. Ульянова (Ленина)

«I. Ա. 14Ա41Ո1’ԿՈՎ. Դ. Ա. ԴՐՒԴՈՐՅԱՆ
Ա1ւհաւ|ասարւսշափ շսւրժւքւպ սահման ւււնԼ<յւււ| սւ|ի ք՚ատարամ է|հ1|1ՈՐամա<քնիսւււկան ա|ի1նԼրի տարածման մասին*• А 41 ա ղ ուա/ ա ւք Լ Լ)եկ^որամ աղնիստկան ա//»/»/» տտրտձ ու*Ռ ա ղղ ան կյՈւ^ 

աոանր/րի երկտ յնութ յաժ ր է Լրր ալիքատարի պտտերիր մեկր
շսւրժվու»! Լ Л'^=у էէ'ւ օրեՆրովպատի նոր*! ալի ո» ր/ղությամ րք Փոփոխի-
էքաՆի փոիւարիՆւքան ^իքոցով շարժվող պատով տիրույթր ձևափոխվում (
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........»1",նա>' "1ք1’1^Կ"^ "իքԱթի, որտեղ ո,,իր1, տարած„սէր Ն1/,պւա. 
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ФИЗИЧЕСКАЯ ХИМИЯ

С. Т. Барсамин, С А. Казарян

( '.труктурные превращения в полнхлоропрене при на) реве

(Прслггаплнсгсп академиком АН Армянской ССР Л Б. Налбандяном 4/УП 1975)

Структурирование каучука происходит в результате многих причин, 
в го.м числе за счет раскрытия двойных связей, разрыва боковых при- 
песков и др. В общем, картина термоокислительных и деструкционных 
процессов, сопровождающих процессы сшивания в каучуках и прева
лирующих над ними при повышенных температурах, ясна. В этом 
отношении некоторые особенности сшивания хлоропреновых каучуков 
обусловлены наличием атомов хлора, различно связанных с основной 
ненасыщенной карбоцепыо (1Л). >’« <

В настоящей работе изучаются структурные превращения хлоропре
нового каучука меркаптанового регулирования (наирит П с средним 
Л1, - 2500001 в процессе нагрева в среде воздуха. Для выяснения пове
дения двойных связей и боковых привесков при высокотемпературных 
структурных превращениях ПХП был исследован также ряд полимеров 
иолнбутадиен (СКВ), натуральный каучук (НК) бутаднеиакрилоннт 
рнльный сополимер (СКН-40), полидихлорбутадиен (ПДХБ), поливи
нилхлорид (ПВХ). пер.хлорвиннловая смола (ПСХ-С) и полистирол 
(ПС). ' ■

Исследования проводились методами дифференциально-термическо
го анализа (ДТА) и термогравиметрни (ТГ) на дериватографе системы 
Паулик-Эрден при скорости нагрева 2.5 град!мин в интервале темпера 
тхр 20—500 С Вес образцов составлял 800± 10 мг за исключением об
разца ПСХ-С (460 мг).

На рис. 1 изображены кривые ДТА, ТГ и Т вальцованного (кривые 
/. Г I ). термовулканнзованного (при 16(УС 30 мин. кривые 2, 2'. 2"1, 
серусодержащей (5 в. ч. 2пО. 4 в ч. МрО, 1 в. ч. дифенилгуаниднн. 
I в ч. сера на 100 в. ч. ПХП. кривые 3. 3', 3") и безсерной (5 в. ч. 2пО. 
4 в. ч. МдО на 100 в. ч. ПХП, кривые 4, 4‘. 4") смесей. На кривых ДТА 
(кривые /. 2. 3. •/), кроме низкотемпературного (25—70пС) эндотермиче
ского процесса плавления кристаллов ПХП (э), остальные процессы 
экзотермические, сопровождающиеся изменением веса, что наблюдается 
на кривых ТГ (кривые Г. 2'. 3‘, 4'). Такие экзотермы свидетельствуют 
о химической природе происходящих процессов, связанных с структур 
ными превращениями макромолекул. В низкотемпературной области 
деструкции (начало отклонения кривой ТГ от горизонтальной линии) Эй 
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дегидрохлорирование огтстасне,, слабо сипа.... а,֊. мор „ „„ложе.....
12. Потерн на . ........ .. Т1 (Г. у. Л соетаал.ю, 1-|.6% „вщ№,
образно., чт.. соотоетствует содержанию ,. анх слабо сажанного хлора 
(•I. Этот процесс полностью отсутствует лая образна, подвергнутого 
„рсдварптельной термообработке-вулканнзацн... Экзогер..... есьпе „по-
НССС.4 соответствующие сшивке но месту .того хлора, наблюдаемые ..а 
кривых ДТА ..евулкапизованних образцов (/, <), исчезают в термо-
. ............ . ........... . «арнапте (2) а соответствующе., убыло веса „е пай „о- 
лается <2|- Вулканизующие агенты юшшшруют этот процесс „ темне- 
ритура пика от 19(1 С снижается до 175 С. Прямым доказательством спе
цифики ПХП, обусловленной первым актом вулканизации за счет хлора 
в положении 1.2, является отсутствие аналогичного процесса у других 
диеновых каучуков (рис. 2, кривые /. 2, 3. 4).

Второй экзотермический процесс с пиком при 255 С (рис. I, кривые 
/. 2). ио-видимому, связан с присоединением кислорода к цепи каучука 
с образованием второй полярной группы Известно, что после заверше
ния окисления, наличие двух полярных групп в одном участке цепи 
(атом С1, кислородная группа) и появление в связи с этим возможности 
отщепления хлора в положении I, 4, ускоряет процесс дегидрохлорипо- 
иания (5). Поэтому процесс окисления сопровождается более медлен
ным спадом неса, чем высокотемпературный процесс дегидрохлориро
вания в области температур 300°—350сС (рис. I. кривые /', 2). Под
тверждением этого процесса окисления являются соответствующие экзо
термические пики в изученных нами каучуках Аналогичный процесс в 
ПК, СКВ. ПДХБ и полибутадиенном участке цепи в СКН-40 происхо
дит соответственно при температурах 205С. 182°С. 185СС и 183՞ С (рис. 
2. кривые /, 2. 3, 4). Окисление же акрилонитрильного участка цепи 
СКН-40 происходит при 267°С, что близко к соответствующей темпева- 
туре ПХП. Такне температурные сдвиги процессов окисления в указан
ных каучуках объясняются тем. что в неполярных каучуках акт присое
динения кислорода происходит при более низких температурах, чем 
в полярных (°). Эти экзотермические процессы косвенно характеризу
ют диффузию кислорода в каучук. Так. константа диффузии кислорода 
н НК. СКВ. пербунан и неопрен соответственно равна: 1.58; 1.5; 0.43 
0,38; У \()-*см* сек-1 (7). С этим соотношением согласуются площади 
соответственных пиков кривых ДТА (рис. 1, кривая /, рис. 2. кривые 
/. 2. 3). Специфичность этого процесса в ПХП заключается в том, что 
в изменении веса превалирует дегидрохлорирование, тогда как, напри 
мер, в СКВ окисление сопровождается даже увеличением веса (рис 2, 
кривая Г), что согласуется с взрывным характером данного процесса, 
списанного в литературе (8).

Третий, наиболее интенсивный, экзотермический процесс в области 
температур 280—360’С для ПХП (рис I. кривая /) связан с образова
нием трехмерной структуры за счет непредельных связен и отщепления 
основного количества хлора в положении I. 4. 1амн у пп рж.ъ нт 
обосновывается рядом экспериментальных результатов. ри
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ДТА для неопрена в атмосфере азота и воздуха доказан (*) процесс 
сшивания в результате дегидрохлорирования с инком при 377 С. Неко
торое смещение этого пика в данном эксперименте (350 С) объясняется 
более медленным нагревом (в 4 раза) образца. Этот процесс, сопро
вождаемый дегидрохлорированием согласуется с интенсивной убылью 
веса (рис. I, кривая / I. соответствующей количеств) гидрохлорида, и 
составляющей 38±2% от общего веса без учета доли хлора в положе 
Нии I, 2

Хвторы работы (2) обнаружили такой же процесс Дегндрохлорноп- 
ванн» в наприте II при длительном воздействии температуры 170'С, Ко- 
личсство отщепленного хлора при этом составляет 20%. Отмечается 
повышающее действие серы и мегаллокендиых вулканизаторов на ско
рость н степень дегидрохлорирования, особенно при высокой темпера
туре В нашем же эксперименте это ускорение приводит к смещению 
пика и области вулканизации в сторону низких температур соответст
венно на 25—33’ и 55—60 при введении в ПХП серы и металлооксид
ных вулканизаторов (рис. 1. кривые 4, 3). Наличие этих агентов приво
дит к более резкому спаду веса образцов (рис. I. кривые •/’. .?'), по 
сравнению с чистым ПХП

Относительно участия непредельных связей в процессе вулканиза
ции ПХП доказательством может служить не только классическое пред
ставление о раскрытии этих связей в процессе вулканизации диеновых 
каучуков, но и их дифференциально-термический анализ. В СКВ, НК, 
СКП -10, ПДХБ в аналогичной ПХП области температур наблюдается 
большой экзотермический процесс с пиками при температурах соответ
ственно 360. 370, 340, 334еС, (рис 2. кривые /, 2. 3. 4). В этих каучуках 
распада, подобного дегидрохлорированию не наблюдается (рис. 2. крн 
вые Г. 2‘. 3'. 4') (5Ч). В пользу участия двойных связей в процессе 
структурирования свидетельствует отсутствие подобных процессов для 
предельных полимерных цепей Это наблюдается на кривых ДТА для 
ПС. ПСХ-С и ПВХ. Следует отметить, что если ДТА ПС (рис. 3, кри
вая /) полностью подтверждает отсутствие процесса структурирования, 
то в случае ПСХ-С и ПВХ (рис. 3, кривая 2. 3) наблюдается незначи
тельный процесс сшивания с пиком на кривых ДТА при температуре 
>05 С. За сшивку этих полимеров, при участии кислорода, ответственнм 

двойные связи, образовавшиеся после дегидрохлорирования (рис. 3. 
кривые 2. 3) (10). 3 /Ь Жа

Высокотемпературный экзотермический пик при 445 С на кривой 
ДТА (рис. I кривая I) свидетельствует о термоокислителыюй деструк 
пни дегндрохлорированного остатка ПХП Подтверждением этого явля
ется. найденный авторами (я). аналогичный пик при нагреве неопрена 
г среде воздуха, который исчезает в среде азота. В этом интервале 
(400 С и выше) наблюдается дополнительная убыль веса, вызванная, 
по-виднмому, распадом углеродных связей и образованием новых лету
чих продуктов, в основном, окислов углерода (**). Такой термоокисли- 
тельный распад цепей наблюдается у всех исследованных каучуков
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I рис 2. кривые /. 2. 3. 7), IICX-C и 11ВХ (рис. 3, кривые 2, 3). Ik- про- 
теплу я на полный анализ продуктов деструкции, можно отметить, что и 
каучуках этот распад приводит к образованию предельных, нспредель 
них и циклических углеводородов (•), а также отдельных элементов 
распада боковых привесков (например, в случае СКН-40—HCN). Отме
чается некоторая особенность термической деструкции хлорсодержащпх 
карбоцепных полимеров (12). В них, в част пости н ПВХ и ПСХ-С, ппп 
450 С наб подается карбонизация с образованием осколков цепей с дие
новыми. тронными и кумулированными двойными связями. В случае 
же тсрмоокпслительной деструкции ПВХ экзотермический пик в облас
ти 100 500 С отнесен к окислительному процессу дегндрохлорнрован- 
ного остатка (”). Отличным от этих механизмов является деполиме
ризация полистирола, выраженная только эндотермическим процессом 
с пиком при 400 С (9).

Таким образом при высоких температурах в среде воздуха ПХП 
претерпевает следующие структурные превращения, характеризуемые 
никами экзотермических процессов на кривых ДТА:

пик при 190 С соответствует первому акту структурирования за 
счет отщепления слабого хлора в положении I, 2. Образованный гид
рохлорид составляет 1.0—1.5% от общего веса;

-пик при 255’С, ио-видимому, связан с присоединением кислорода 
к цепи каучука—гокнеленне цепи с образованием полярной группы. По
следняя ускоряет процесс дегидрохлорирования за счет хлора в поло
жении 1. 4.

-пик при 350 С соответствует второму акту структурирования за 
счет хлора в положении 1. 4 и раскрытия двойных связей. Процесс соп
ровождается интенсивным дегидрохлорированием и убыль веса со
ставляет ЗН • 2% Это соответствует содержанию хлора в положении 1. 4 
в цепи.

—пик при 445 С связан с термоокислительной деструкцией дегидро 
хлорированного остатка ПХП

При обобщении результатов выясняется, что высокотемпературный 
процесс структурирования в области температур 330—370 С, по-впдп- 
мому, является общим для чистых углеводородных диеновых каучуков 
и протекает по механизму отщепления боковых привесков и расхода i 
непредельных связен. В этом процессе регулирующую роль играют как 
природа боковых привесков, так и вулканизующие агенты и присутствие I 
кислорода. ■,

Общим для углеводородных дненовых каучуков и винильных пасы 
щепных полимеров в области температур 400—470*С является распад 
их цепей по термоокислительным механизмам.

Всесоюзный научно-исследовательский и 
проектный институт полимерных продуктов 
(ВНИИГ10ЛИМЕР)
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ճ. *. ՈԱ1'11|Լ1ր311Ն, I). Ա, ԱԱԱ|\գԱւ,'•ւոյխյորաոյրԼ!.]. կ-ՈՈոպւխծ՚-Հիւ. ,|երւԱփո|սո,մ6|,|,1| ւո111քայյւ1լմյ,ց
Կա^կք. կտս^ցվա^տյին վերափոխո,մներր տԿ/ւ են „,ն1ւնոլմ տար, 

ր1.ր պատճառներով. այդ թվում կրկնակի 
ղիկտլ ների կտրումով և այլնւ

Այս տեսակետից ^„րսպրԱային կա„ւչՈւկի որոշ յՈ,1,ահատկ,„էքյունՆ1,Րր 
պայմանավորված են լհադեցված ածխածնի շդթայի նկատմամբ քլորի 
ատոմի տարրեր ղիրրերՒօ*

Ներկա աշխատանքում ուսումնասիրվեմ Լ քլորոպրենա յին կառչռկի 
(մերկապտանային կարդավսրիչով-Նաիրիս, Պ ԱԿ ֊ 230000) կառուցված քա- 
յին վերափոխումներն օղի միջավայրում տաքացներոց, դիֆերենցիալ 
(I եր մ ո մ ետ րի կ անաչիդի և թերմո դրավիմեէորիա յի մեթոդներով,

Հետադասությունները ցո,յց տվեցին որ բլորոպրենն ենթարկվռմ ( 
հետևյալ կառուցված րւս յին վերափոխումների'
—. Կառոէցվածրային վերափոխումների առաջիս փուլը տեղի Լ ունենում 

190Շ»ում, 112 ղիրրամ ^ո,]1 կապված ր("րի հ աչվին ւ
— 255 Լ^֊ում տեղի Լ ունենում թթվածնի միացումը շղթ ային. ղա կաուշսւ*

կի օըսիղացումն Լ. բևեռ ույին խմբավորումների ղոյացումովլ վեր֊ 
ջինս տրտղացնում ( ղեհիղրս րլսրացմ ան պրոցեսը, այս անղամ 1,4 

էՒօքՒ ՈոՐՒ հաշվին,
— 340 0-Ում տեղի Լ էոԱենում կաււուցվածրային վերափոխման երկրորղ

փուլր /,4 ղիրրի ԸԼոցի 1Ղ^ա111 կրկնակի կապերի ըացման հաշվին։ 
Այս պրոցեսը 330 — 370 0՝ ում ընղհանուր / համարյա րոլռր շհաղեցված 

մս/րսւր ղիենա յին կաուչուկների համար, որը ցույց Լ տրված ներկա աչ- 
խատան ըու մ փորձերի արղյունրներով։

— 445 (3-ում պոլիրյորոոյրեեի մո[ե կուլի մՆտցորղի շերմաօրսիղացման
ւղատմաոով տեղի Լ ունենում վերջնական տրոհումէ Այո պրոցեսը 400— 
470 Ը-ում նույնպես ընղհանուր Լ վինիլային լհաղեցված կաուչուկների 
համար ւ

JI И Г է Р Л Г У Р Л — Դ Р 11 ’»11 ’•11 ի *ձ 111։ Ն

и я

io. ւ Puti.vti, fl .1. Оезпргинпн
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j ih.nv.Horo. <Xhmw, Л. 1968. » II ’ н :1 ՝1иха>юв՛ с в V"1"'1 

Р. 1> Романов Г И Кострыкина, ВМС. г. (A) XVI. с. 821 (19741 ’ Н И ^иР-н.
ВМС т (Л) IX. с. 545 (1967» ‘ Г I С.юх. Органнче 

-кие ускирнтели пулкан.иаи.1.. кзучумш. -Химин». Л. 1972 ՝ Л С Ку^иуии. Н Н 
.'1е*кев. Ю Jyee. Окисление каучуков и реэин. Гссхнмиадат. I- >'
ifp ЖиХ II с 4Х) (1'144'. ’ Ci. Amerongen. h Polymer Sci„ 5. 3.307 |19..>"» >՝

Sr.. " rirt. T.«..k U.b «< i960. • Ci. ՝^=

Термическое рал южение оргяничсскпк полнме|>ов. пер » .пн՝ |1о։ н ’ < .
ва. -М,.»- М 1967. ‘-A՜ С Г. Г ФгОо^а Деструкции и . табилниц. я
полни..... .... -Х1ШКН-. М, 1972- ” Л •> Н^Р^. Л. t
И. r..,apiJ. Н. Н Сташ^а. Г. И Н1^.,пМПластм.кеы- Ж 19.4 В. И 
Кпап^н .1. А Перлин. 3. С. Сеткин. Ю Г Ам. Р. М <՛— • А. 

<Ринкельшт,ин. Известии АН СССР. сер. хим №»>. (19”-»-
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УДК 553 409(474.25)

ПОЛЕЗНЫЕ ИСКОПАЕМЫЕ
А. А. Гюрджян. П. М. Бартнкян

О выявлении согласных рудных тел на Советашенском 
месторождении ртути

(Представлено академиком АП Армянской ССР II. Г Магакьяном 28/\’П 1975)

Одной из наиболее важных задач в процессе изучения Совета шеи- 
ского месторождения ртути является установление морфологических 
(инов рудных тел, ибо этим и обусловлен характер н направление раз
ведочных работ. В этом отношении, среди исследователей этою место
рождения имеются некоторые предположения, которые не всегда под
тверждаются в процессе поисково-разведочных работ.

Согласно данным А. Г. Мидяна ('), оруденение ртути приурочено к 
измененным, раздробленным дайкам санидиновых трахитов, (де око 
образует прожилки и мелкую вкрапленность. Ш. Антонян и др. (1972) 
отмечают трубообразные, линзообразные тела и линейно вытянутые 
гидротермально измененные зоны, имеющие согласные направления с 
основными складчатыми и разрывными структурами. Они выделяю! 
семь таких зон.

Изучение Совета (венского месторождения ртути позволило нам ны 
телпть согласные рудные тела, и в этой связи существенно изменяются 
наши представления о месторождении и его перспективах в целом Де
нт и том. что в пределах собственно Советашеиского месторождения 
ртути согласные рудные тела являются доминирующими, часть которых 
считали гидротермально измененными зонами.

Согласные рудные тела представляют собой выполнения трина 
тельных частей пермского палеорельефа, которые в дальнейшем бычи 
метасоматическн преобразованы в связи с внедрением субвулканнческих 
тел санидиновых трахитов. Изменение, преобразование этих выполю 
ник было довольно интенсивным, поскольку они по своим физическим 
свойствам представляли рыхлую массу. Они залегают под эоценовыми 
известняками, а также выходят на эрозионной поверхности перми и 
эоцена (рис. I).

Согласные рудные тела Советашенского месторождения лптологк- 
чески представлены обломочно-галечным материалом известняков, ан
дезитов и трахитов, представленным как окатанными, так и оезроуголь 
ными и слабо окатанными обломками (рис. 2). Обломочный материи-1 
сцементирован песчано-глинистой массой, большей частью трахитового 
состава В отдельных случаях, в результате интенсивного метасоматоза, 
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грахнтонднын материал преобладает ..лпЛ..еЛ1 "Н'-и'мадает над обломками известняков
Мощность отдельных согласных рудных 1СЛ варьирует от 10 до 

.֊э и прослеживается по простиранию на 30-40(1 м Содержание рту
ти в этих телах варьирует от сотых долей процента до 0.25% Макси

Рис. ! Геологические ралре 114 Совсгашенскою месторождения pryui, 
/— современные делювиальные отложения; 2—трахнанлезнгы (A’}). белесова

тая свита туфов, туфонесчаннков и тр. (Г}); 4 глинистые песчаники (/?,). 5—мерге

листые известняки (/?). 6 бигуминозиыс нзиестнякн (Р) 7—санидиновые трахиты

(А’| ). кон1.1омсра1о-6рск'нн1 соыаспых рудных тел. <Л -горные uupaOviiiii 
4Р тектонические нарушения

мильные содержании киновари сосредоточены в основании согласных 
гол и содержатся, в основном, в цементе конгломерато-брекчиш

Характер согласных рудных тел Совегашснского месторождения 
во многом напоминает аналогичные тела известного месторождения 
Монте-Ам пата в Италии (2). Злее»» оруденение также локализован։» в 
обломочно-1 алечных отложениях, именуемых дстригусом. заполнивших 
отрицательные части эрозионной поверхности известняков (рис 31. Роль 
Непроницаемого экрана здесь выполняют ।рахиты, а в условиях Сове 
га ше некого месторождения—эоценовые известняки, а на соседних участ
ках, возможно, другие породы

В практическом отношении большой интерес представляют 
участки вдоль контактовой липни пермских и эоценовых нзвестякоп. а
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Рис. 2. Конглпмерато-брекчин согласных рудных и՝л 
Соисташспского .месторождении ртути

Рис. ՛>. Согласные рудные тела месторождении Монте-Амиата (Италия) 
/—известняк; 2— трахит; 3—оруденелый детритус
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также других пород, перекрывающих пермские известняки, где воз
можно остались неэродированныс части согласных рудных тел.

Представление и согласном характере рудных тел на Советашсн- 
ском месторождении ртути дает основание по-новом՝ направит» поиске- 
во-разведочные работы и не нести больше затраты ио |мученню глубо
ких горизонтов рудных тел. представленных обломочно-г печным мате
риалом.

Управление геологии
Совета Министров Армянской ССР

IL IL. *311ЬРЯ311Л>. «П. IT. PKNHMILli
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МИКРОБИОЛОГИЯ

Р. Ш. Арутюнян, М. Д. Степанян, И А. Карапетян, 
академик М X. Чанлахян

Влияние регуляторов роста на восприимчивость растении 
гороха к клубеньковым бактериям и содержание 

ауксиноподобных и фенольных веществ

(Представлено 5/У 1975)

Средн факторов, определяющих вирулентность клубеньковых бак 
терпи некоторые исследователи определенное значение придавали спо
собности клубеньковых бактерий продуцировать гетероауксин или р — 
нндолилуксусную кислоту, содействующую процессу инвазии/։ 5) пола 
гая. что ауксиновый фактор является одной из причин, влияющих на 
процесс инокуляции (б)

Поданным наших исследований а также исследований В Д. 
Гагиева Г12՜11) выяснилось, что обработка бобовых растений регуля
торами роста меняет восприимчивость бобовых растений к клубенько
вым бактериям.

Результаты наших ииытоР. полученные при обработке регуляюрами 
росте растений, инокулированных соответствующим и штаммами клу
беньковых бактерий (табл. I) показывают, что при опрыскивании ра
стений растворами 3 -индолнлуксусной, а -нафтилуксусной и салицила- 
вон кислот восприимчивость корней растении гороха к инокуляции клу
беньковыми бактериями у гороха повышалась, что выражается в уве
личении числа клубеньков; и вместе с этим видно, что гиббереллин и 
морфактцн оказывают задерживающее действие на образование клу
беньков, г е понижают восприимчивость растении к заражению клу
беньковыми бактериями.

В настоящей работе, проведенной в течение лета 1974 года, прел՛ 
ставлены данные об изменениях в содержании активных соединений в 
корнях растений, вызванных действием этих регуляторов роста, меим> 
тих восприимчивость растений к клубеньковым бактериям.

Объектом исследования служили растения гороха. Семена до посе
ва де {инфицировали серной кислотой и многократно промывали водой, 
инокуляция суспензией клубеньковых бактерий нс производилась. Ра1 
тения выращивали в условиях вегетационного опыта и подвергали в.’З-
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Действию а нафтилуксусной. \-г гиАЛпп п р чш лол мл уксусной и салициловой кие-
лот. гиббереллина кииетни. „ морфпкт.ша путем опрыскивания „ч 
надземных частей в 10 сроков с 2.ди»11им интервалом. ОбрХкл 
растений была начата в период после появления 6—7 листьев. Пробы, 
взятые из корней растений подвергались экстракции бутанолом, после- 
чего методом тонкослойной хроматографии определяли՜ ауксиноподоб
ные и фенольные вещества. Разделение веществ проводили пользуясь 
растворителем бутанол уксусная кислота-вода 100:19 35. При наблюде
нии под ультрахнмископом проявились зоны. Вещества, расположенные 
в разных К[-ах хроматограмм идентифицировались с помощью цветных 
реакций. При этом за основу были приняты показатели, предложенные 
В. И. Кефели и Р X. Турецкой (|։|. Данные бнопроб обработаны стати 
этически.

Т а б ли q । /

Действие регуляторов роста IIJ ибраюпаши 
клубеньков у растений гороха*

Опыты Варианты

Коптро.ть
Гиббереллин 04)05% 
1—иидолнлуксуспан 

кислота 0 .005%
Морфам мп 0.0001%

Число клтбеньков

1212
665

1281
124

Контроль 
в нафтплуксуснан 

кислота 0.005%
Ретардант ССС 
Салициловая 
кислота 0.005%

286

1553
1480

668

Из хроматографических анализов корпев нсииикулириваниых рас 
гении, обработанных регуляторами роста, выяснилось, чю иод дгисгви 
ем изученных веществ изменяется содержание физиологически активных 
соединении в корнях растений гороха В корнях растении гороха, обра
ботанных гиббереллином и а нафтплуксуснон кислотой обпар\жеи< 
больше всего веществ, однако их число ш превышает контроля, меньше 
всего веществ обнаружено в корнях растений гороха, обработанных 
кинетином (рис. I). С помощью цветных реакций выяснилось, что боль
шинство из обнаруженных веществ являются фенол к арбе новы ми кисло- 
там». которые находится .. зонах «I 0.28-0,33. Ве.ц.е.ва . зонах R 
0.73—0.82. 0.98 являются флаванолглнкознда. п։ или фсиолальдегидами.

Характер же соединении, находящихся между 
веществ, цветными реакциями нс выявлен.

двумя этими группами

статья о списке литературы пол иормкоиым номером 10
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Для определения биологической активности веществ, находящихся 
в разных зонах R! .хроматограмм, использовался метод, предложенный 
\. II Бояркиным (’5). В корнях растений, обработанных изученными 
препаратами обнаружены вещества, стимулирующие рост корней 
(табл. 2 п рис. 2).

Рис I. Хроматограммы корней растений гороха, оораГипаипых рсгулитирамя росы 
I- контроль. 2—а-нафтил) ксусиаи кислота; Л— Г11<'берсллп11; 4— мирфактни; 5 кнниин

Эти вещества в большинстве случаев находятся на хрома пирам 
мах п зоне с R! 0,32—0,6, которая соответствует R) '1 -индол плуксусной 
кислоты. Из табл. 2 и рис. 2 видно также, что по сравнению с контролем 
больше всего ростстимулирующих веществ обнаруживается в корнях 
растений гороха, обработанных а -иафтнлуксусиой и салициловой кис
лотами I ели в контрольном варианте выявлены три активные зоны, из 
которых две с небольшой степенью достоверности (I 3.0, 3,05). и одна 
с большой (4,80). то в варианте с в -нафтплуксусной кислотой обнару
жены пять активных тон. из которых х двух довольно высокая степень 
достоверности (4,2; 4,87). а у остальных более низкая (3,5; 3,4; 3,3). 
При обработке растений салициловой кислотой в корнях растений об
наружены 4 активные зоны, имеющие достаточно высокую степень 
достоверности (5.76; 4.46; 4,19; 3.2). { ■

В корнях растений, обработанных гиббереллином выявлены Дн*՜ 
юны с достоверной активностью (4,88 и 3,45), а в варианте с морфан 
тинам обнаружен лишь только ингибитор роста с достоверной актив՛
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ь 3*

х - Сродная д/>и*б кислиц,

*«/

■I Дос ъобоонь'о

Рис. 2. Гистограммы, пока швающне содержанке фнэиолотнческн активны* веществ в 
корнях растений гороха, обработанных регуляторами роста. Гистограммы составлены 
по росту колеоптилей пшеницы пол действием элюатов "*՝'1՝_п’’ </^57
г... ,...»' /֊ОЛ; .>֊о.г«. «֊•« '-"•“■ *-*»•

Ю-О.Ы., ,/-0,?7; И-ОЖ И-0.85; И-0.50. «-0А>



Действие элюптов 1М разных зон |И хроматограмм корнен растений 
гороха, обработанных регуляторами роста, на рост колеоптилей пшеницы

Таблица 2

Контроль 
(необра
ботанный)

R!
Х+8х 

!

0.21
7.7+0.26

2.6

0.25

7.2+0.15
0.74

0.28

7,6+0,3
1.62

0.33
8.1+0.29

3.05

0.37
8.1+0.18

4.82

0.42
6,3+0.29

1.93

0.47
7.9+0.2

3,0

0,53
7,5+0,25

2,72

0>66
7,1+0.17

0.36

0,91
7.2+0,23

0.63

Контроль
7,0+0,22

АНУ Х+Бх
1

0.21
7 »6±0»29

2.75

0.28
8-2+0.30

4.2

0.33
7.5+0-26

2.67

0,37
7.7+0.33

2.79

0,42
7.8+0.25

3.52

0.50
8.5+0.31

4.87

0,57
7.3+0,31

1.95

0.77
7.1+0,22

1,71

0,82
7,9+0,31

3,41

0,85
7.8+0.28

з.зз
6,5+0.27

Салици
ловая 
кислота

ИГ
Х+Бх

1

0.28
7,9+0,17

3.21

0.33
7.6+0.22

1.93

0.37
7,9+0.26

2.65

0.42
8,8+0.25

5.46

0.50
8.3+0.22

4.19

0.66
7,7 +0,16

2,58

0.77
8.9+0,25

5.76

0.91
7,2+0,22 

0-64

0,94
6,5+0,28

1,39

7,0+0,22

Гиб
берел
лин

R!

Х+Бх 
։

0.21
8.3+0.18

2.96

0.28
8.3+0.19

2.6

0.33
7-5+0-23

0.3

0,37
8,2+0.18

2.59

0.42
9-5+о. 16

4.88

0.50
8.4+0.24

2,9

0,57

8.1+0.19
2,15

0.77
8,3+0,19

2,85

0.77

8,2+0,3
1,95

0,82

8.5+0.21
3.45

7,5+0,20

Морфа к- 
тин

Р(
Х±5х 

(

0.33
7.6+0.31

0-27

0,37
8.5+0-27

2.98

0.45
8,2+0.14

2,8

0.5
7.1+0.42

0.86

0.53
8,4+0,31

2.43

0,57
6,4+0.22

3,6

0,66
7.4+0.39

0.23

0.82
7.2+0.18

1,11

0,89
8,2+0,26

2,12

7.5+0,20

X — средняя длина колеоптилей, мм, 
Х+5х квадратичная ошибка отклонения от среднего;
I — степень достоверности.



постыл (3.8). Последние два препарат;։ , как уже сказано было раньше.........................«"₽"'»՝"->оеп. корней расе,,,,,-, ,орохп к ..... ' 
клубеньковыми бактериями.

Рапсе И наших опытах было установлено, что обработка бобовых 
растении стимуляторами роста: а -иафтнлуксусной. ?-пндолплуксусной 
салициловой кислотами и ретардантом ССС меняет восприимчивость 
бобовых растении к клубеньковым бактериям, существенно повышая 
образование клубе....... в. Обработка же бобовых растенпн стимулятором,
роста гиббереллином и ингибитором морфактнном, наоборот, стока- 
е1 интенсивность образования клубеньков.

В настоящей работе показано, что под действием изученных ве
ществ в корнях растении гороха изменяется содержание физиологиче
ски активных соединении: ауксиноподобных и фенольных веществ 
Наибольшее количество ауксиноподобных веществ обнаруживается в 
корнях растении гороха, обработанных я -нафтилуксусной и салипило- 
вон кислотами, меньше всего при обработке гиббереллином, тогда как 
в варианте с морфактнном установлено лишь образование ингибитора 
роста.

Из этого сопоставления вытекает, что влияние регуляторов роста на 
интенсивность образования клубеньков на корнях бобовых растений 
связано с усилением или ослаблением синтеза ауксиноподобных веществ 
в корнях растении.

Институт микробиологии
Академии наук Армянской ССР

դ. շ. гирпьряпмлаь. ւր. դ. ստեփանտան. ն. ա. կարապ11Տ51լն. 
ակարյԼմիկոս 1Г. Ք. շւԼՈՍԼևհԱՆ

Անման կ սւ г грн ւ|ււր|ւ չների ազրյեցո ։|>|гнОр при ри ր աբակւոերիանԼ г ի 
Г» կ տ տ И ա ։Гр ո|ոոի բույսի ւ|արակունակուբ յան ե աու’'սինանմաե 

ու ֆI»նո|ա ||ւն ն |ութնր|ւ պարունակության ւ|րա

Մեր նախկին փորձեքսո/ հաստատւԼեչ կ * ււր թիթ եոնածաւլկւսվոր բույսերն 
աճման խթանիչներով' 3 -նավթ իչրացախաթ թվով, } ֊ին ղո(ի(րա ց ախ ա թ թ վ ով, 
սաչիցիչա յին թթվով մ շտկելիս փոխվում / թիթ եհնածադկավոր բույսերի 
վարակունակությունը պ սպա ր ա բակտերիան երի նկատմամբ է կապես ու </ե ղա ցնե- 
չով ււչ .պարադս յացումր, իսկ թիթեոնաէսպկավոր բույսերն աճման խթանիչ 
ղիբերելինով և աճր կասեցնող մորֆակտինով մշակեյիս՝ րնղհակաոակր 
թոլ չանում կ ւղալարաղոյացման ինտենսիվութ յունրւ

Սույն աշխատանքում ուսումնասիրվել կ « -նավթիչքա ցախաթթվի. 3֊ 
ինղոչիչրացախաթթվի՝ սաչիւյիյային թթվի, ինչպես նաև զիրերելինի ու մոր- 
ֆակտինի ազդեցությունն ոյոոի բույսի արմատներում ֆիզիպողիապես ակ
տիվ նյութերի պարունակության վրա և ցույ9 կ արվեր որ ուսումնասիրված 
նյութերի ազդեցության տակ ոյոոի արմատներում փոխվում կ աուքսինան֊ 
ման ե ֆենպւպին նյութերի պարունակությունդ Ամենից շատ աուքսինան- 
ման նյութեր հայտնարերվում են է ֊նավթիչքացախաթթվով և սւպիցիյային 
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թ^վով մ չակած ոյոոի բույսի ար՚1 սւտԼ1/ււււմ, ամենից րիյ* ւյիրերեյինով 
մշակվածում, այնինչ մորֆակտինով մշակված տարրերակոէմ հաստատվել Լ 
միայն ամր կասեէյնույ նյութի աււաքէսցամրւ

Այստեղից հետևում Լ, որ աոման կ ա ր ղ ա վ ո րի չն ե ր ի ա ղղե ցութ յամ ր թի֊ 
թեոնածաղկավսր բույսերի արմ ատների վրա պ ւպարա ղսյացմաՆ ինտենսի. 
մայյումր կապված Լ արմատներո։ մ աուրսինտնման նյութերի սինթեզի 
Ոէ մ եղա ցմ ան կամ թուլացման Հետւ
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