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/ —растягивающие матрицы-функции и классическая 
проблема моментов

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяном 20/1У 19՜4>

В этой статье теория аналитических V-растягивающих матриц- 
функций применяется к исследованию различных проблем моментов.

§ 1. Проблема моментов Гамбургера (’).
Задана последовательность эрмитовых матриц т-го порядка

2Ո՝ •

Требуется найти эрмитову монотонно неубывающую матрицу-функцию

(է-0, 1, 2, . . .)

С каждой такой функцией =(//) связывается так называемая ассоции- 

рованная матрица-функция а'(г) класса /V ---------- =----- О I 

имеющая интегральное представление

(հԱւ) 
и — г

Известно, что а»(г) 
ние

прн условии (I) имеет асимптотическое разложе-

О ^2П
НЛ+1

В силу этого решение проблемы моментов сводится к отысканию 
всех матриц-функций К’(г)£Л' с заданным асимптотическим разложе
нием
I Из (I) легко следует, что



Будем в дальнейшем считать, что Лл>0. I
Решение усеченной проблемы моментов основывается на сле

дующих двух теоремах.
Теорема I: Для того, чтобы 

имела асимптотику
матрица-функция M’(z) £;V

2 (31

необходимо и достаточно', чтобы гс(~) удовлетворяла основному 
патричному неравенству

К'*(г)

>0. (4)

а । т(г )-«>*(?)

• Точнее, каждая w(x), имеющая асимптотику (3). удовлетворяет неравенству 
(4); каждая удовлетворяющая неравенству (4>, обладает асимптотикой

х—х

Это неравенство получено путем предельного перехода в пера 
венстве Шварца-Инка для функций класса М

| a”(Zy)— w’(z*) Л

Вводя обозначения

II Ал II
приходим к следующему предложению

Теорема 2: Общее решение w(z) неравенства (4) представ
ляется в виде пробно-линейного преобразования произвольной 
матрицы-функции ш(г) класса N

w(z) = |u(z)A(z) J(z)|՜’ |w(z)a(z) + f(*)|.
матрица коэффициентов которого Вп(х) имеет виО

>- I

Пт х?*  •’ о’(/) + =■—

4



гОе

(5)

является ^-растягивающей в верхней, полуплоскости, .^-унитар
ной на вещественной оси матрицей-функцией с полюсом П'՝рчс)ка п 
в точке г—со*.

' Следует отметить, что и отличие ու (*) матрица-функция Вп(:} является кратным 
иножнтеаем (♦) с полюсом п точке : лежлшей нл границе области հու *0

Как II в проблеме Неванлипны-Пика (’), можно показать, что 
.множество решений неравенства И'(г) заполняет матричный круг

| ю(г) - 5,,/?;1 Ь 5„R֊ >5; ֊ Тп и ■ ֊. и и*  /.

ЗдесьI (~3՞ —7'1)“В-'^В’՜'^-
С ростом я круги ։-,։(г) вкладываются друг в друга, радиусы моно
тонно убывая стремятся к определенным пределам р^, р</ и к конеч
ному пределу стремится центр $пКп'-

Наряду с изложенным решением усеченной проблемы рассмат
ривается последовательное решение проблемы моментов, а именно: 
I / $
ищется матрица-функция »(г) класса Л с двумя ( а*(г)~  — —-----

----- 1— ... )։ четырьмя ( к’(г)--------- 4------- 5------- ---------------- - • ) 
г1 / \ г г* г* г4------------- /

и т. Д. заданными коэффициентами асимптотического разложения 
Этот процесс приводит нас к рассмотрению растягивающих вверх 
ней полуплоскости, -/.-унитарных на вещественной осп матриц-функ-

точке ? = <->с двучленных элементарныхцнй с простым полюсом в 
множителей

О /
-/ 50ՀտճյՂՀ,;’*"

Ч к О -ту
десь I'յ = —/.-унитарная. Ау(г)

(6)

представляется в виде
Ау(г) ^ = 0. «/Л>0.

а $</>, ճ[ո (7=1. 2. . . .)— параметры Шура, строящиеся обычным 
путем по заданным моментам (ср. (•’•■’)).

Суперно нщия дробно-линейных преобразований
а»(с) = £|(г)|/.։(г)( . . . |/-я(г)(«*(г)|  | . . . | I.



где ш(?) произвольная функция класса Л', допускающем представле
ние

»»(?) =
и — г’

имеет матрицу коэффициентов
/ n(Z)£4~j(Z) • • - 2<-֊) ^ »(֊)

и дает общий вид функций К’(г)^Л с 2л заданными коэффициента
ми асимптотического разложения

w(?)—
\’л-; -^„'л 1

г’—1 zin

Таким образом, каждой проблеме моментов соответствует бесконеч
ное произведение двучленных множителей

П L.֊{z}= И U.bAz)
Т-1 >’>

(6)

и, наоборот, каждому произведению множителей (б') отвечает вполне 
определенная проблема моментов. Тем самым исследование пробле
мы моментов адэкватно изучению бесконечного произведения (б I.

Критерий полной неопределенности (delf^- O; dek,/ 0) формули
руется так: для того, чтобы проблема моментов была вполне неоп
ределенной, необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд

V «р. (Гу=|У,_, ... 
/-1

В этом последнем случае существует

Urn Ял(г) = Д(г)=
Л ►" V(z)

и общее решение проблемы моментов запишется в виде 
«•(г) = 4֊ </(?)) Нг)л(г) + с(г)|,

где ш(?) —произвольная матрица-функция класса Л'. В скалярном слу
чае этот критерий совпадает с известным критерием (՛) Гамбургера 
неопределенности проблемы моментов.

Сейчас предельные радиусы '>к, являются одновременно нео
собенными или особенными матрицами. Однако, в последнем случае 
построены примеры проблем моментов с любыми наперед заданными 
значениями рангов как левого, так и правого предельного радиусов 
§ 2. П р о б л е м а моментов Стилтьеса (').

Задана последовательность эрмитовых матриц

Л» (с;=с,к

г.



Ищется эрмитова монотонно неубывающая матрица-функция 
|(0<и<^оо) такая, что

I хСм*</р(и) = СА (* = 0,1,2,...) (8)

I °*
I С проблемой моментов Стилтьеса сопоставим специальную проб
лему моментов Гамбургера

I **I (7»*</з(/)-$ ։> = Сд.

I « (9)
Ж.

I (/2*+' =
“•с

I Легко видеть, что каждое решение р(м) проблемы (8) порождает 
нечетное решение з(/) проблемы (9). Обратно, каждое нечетное ре 
шенне ։(/) проблемы (9) порождает решение р(м) = 2з(> и)=2о(<) 
проблемы (8).

ЭВ
I Для ассоциированной матрицы-функции ге(г) = нечет-

Г.
Пость равносильна условию

■ а'*(/у)-}-ач^у) =0. (10)

В этом случае то(г) допускает следующее интегральное представле
ние

I 0
Будем рассматривать усеченную проблему (9) А=0, 1..........2л—1.
Неравенство (2) приводит нас сейчас к известным в скалярном случае 
необходимым условиям разрешимости проблемы

С։ ... Сп
С։ ... Сц-М

Ся+( . . Сы—1

> 0.

Решение основного матричного неравенства (4), записанное в 
виде дробно-линейного преобразования

®(2) = |.«.(?)й(т) + «Дг)| ՝|Мг)«(?) 4- с(?)|

имеет матрицу коэффициентов

7



где

/ <2(-) £(2) 
с(с) г/(г)

= /+2(֊^ИЛ<|-/=/ Ь 
/- ।

У, (—I*  )’#/Ьп-Э/ 
/-1

/-։

Дзя 2; = 1-1 И

^2л-(3/-П =( — IV

л
Ле... ц5г։ 1)

О

п
\ 5;« .’Л.'г.՝/ 

- ։

/Л 1.2/-։

п п
’ У У. ՛՝*-•-  //-’ •՛ •՝>* • - ։ .’ )

Л О 5а ... О
О 5։ О ... 5։я
\ О 54 ... о

г-^. ՛

О -^1П О ... 5<л 2

Л։։ О Л։։ ... О
О Ли О ... Л։,2л

А։։ О Л։։ . . . О

О Лз„,2 О ... Й.п Зп

^1п( *) —

и

о

О

Весьма существенным является то обстоятельство, что по сравнению 
с (5) матрица Ягл(?) облапает сейчас дополнительным свойством:

^„(/у)ЛЯ։л(/у)=Л, о !т
от

благодаря которому ассоциированная матрица-функция а>(2) будет 
удовлетворять условию (10) тогда и только тогда, когда этому усло
вию будет удовлетворять параметр <«(г).

Так как семейство матриц-функций ®»(г)£Л, обладающих свой
ством (10) компактно, то существует нечетное решение з(/) пробле
мы (9), а значит и решение р(//) проблемы Стилтьеса (8).

Пошаговое решение для четырех моментов 50, О, Л՝։. О приведет 
нас к произведению двух двучленных множителей

/.։(г)/.։(г)= I '։й|(г);

сейчас, однако, и.= 1\- / ру*  вследствие чего проблема (9)

адэкватна изучению бесконечного произведения вида

II />7'(г)й'/>(г) =-!!(/ /гео»)(/֊ /-о՛), 
>։ * /-։

где

8



г'*(о  'Т')’

Критерий полной неопределенности формулируется так: 
Для того, чтобы проблема моментов (9) была вполне неопределенной, 
необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд

+ (II)
I “

В скалярном случае ряд (II) совпадает с рядом Ч/ , составлен 

ным из коэффициентов непрерывной дроби, ассоциированной с проб
лемой моментов Стилтьеса

ЭД=-֊Г ,
I "֊г+5г1 —г

"1*4- — 4-

и, следовательно, приведенный критерий совпадает с критерием 
Стилтьеса (։) неопределенности проблемы моментов.

Классификация различных проблем Стилтьеса проводится по 
рангам радиусов предельного круга Вейля. II здесь существуют при
меры задач с любыми наперед заданными промежуточными значения
ми рангов левого и правого радиусов предельного круга Вейля.

В заключение отметим, что в проблеме моментов (9) при допол
нительном условии Х։<г=52* рант левого и правого предельных ра
диусов равны. Этот случай может найти физические применения.

Одесский технологический институт 
хаюдильнон промышленности

!•. Վ Կ11Վ1ԼՍ»ր,է*Ն 1Լ

_/-ձ<|քւրլ մսւէոր|ւցւււ-ֆւ1էն1|<յ|ււււնԼրբ և մոմենտների կ|աս|ւկ պրոբլեմը

ишр]ածամ դիտարկվ ա մ են մատրիցային դեպ րի 
ե // տիյտեսի մ ոմ ենտների պրորյեմներր »

Համթուրցերի հատած ւդրոր/եմ ի լւոծումր րերում Լ 
չրս - ֆուն կցի Ш յի հա մա ր

համար Համրուրդերի

դուդորղված մատրի-

ы(г) = խ»(*)ծ(շ)  1 </(<)| 1խ(ր)(|(տ) Վ ւ(շ)]

կոտորտկսւ - ւքծային ձևաւիոխսւքք յան, որի մատրիցան հանդիսանում է րադմա- 
պտտիկ արտադրի*,  այսինքն' վերին կիսա . արթուք) յանում ք-ձդոգ, իրա
կան աոանցրի վրա մ սանիտար մատրիցա-ֆունկցիա է որր 2 — Օ- կետում «ւ- 

նի П կարդի րևեոէ

9



U,jbm ՀԼաև ապացուցվում է ^ամբու րցերի մ ոմ են տների
աղեկվատովք յունն ե ր կ ան ց սւ մ ա րտ ա ցրի լն ե րի

WPl^

X

անվերջ արէոացրյալի սւրմանրւ

Վեյլի շրդանների սահմանային շառավիղների համար մոմենտներ I 

պրոբլեմում Հնարավոր են Հետևյալ ղեպ րերր' կամ երկու շառավիղներն կ 
վերածվող են, կամ երկուսն կ — վերածվող, րնղ որում այս բհլոր ղեսլբերւսւ 

ղոյությոէն ունեն Վեյլի շրջանի սահմ անա յին շառավիղների ցանկացած ն»ւ. 
խօրոբ տրված արժե բներ ո» հեցող ուսն ղերով մոմենտների պրոբլեմի օրինակ, 
ներ։ Տրված Լ մ ոմ ենտների պրոբլեմի լիովին անորոշով} յան Հայւոանիշւ

Ստիլտեսի մոմենտների պրոբլեմն այստեղ մեկնաբանվում Լ որպես' 
֊ամ բուրղերի մոմենտների մի որոշ հատուկ պրորլեմւ

JI II 1 f. P A I Н» ձ ֊Դ Ր И Կ Ա Ն II !• P 3 II !• Ն

1 //. Hamburger, L her elne Erwel Gerung des Silelljcsschun Momentenproblenu 
(Math. Ann. 81. |S20. 82. 1921). 2 H. В. Кава iuuiuhu, В П Потапов, Инпефиннт 
или метрика в проблеме Невлнлнннм-Пикл. ДАН ЛрмССР. т. L1X, № 1 (19741 

3 И В Кава.1ишина, Лрасдяг и лающие матрицы-функинн в задаче Каратеолори, ДАН 
АрмССР т. LIX, № 3 (1974). 4 //. В, Ковалишина, Аддкгинпое разложение произ
вольной реактивной матрицы-функции. Известии АН АрмССР. т. VI. № I (1971) 
J Г. J. Stiehjis, Recherches sur Ie fractions Continues*.  Ann de la fac. de sc de 
Toulouse. 1894. стр. 1—1*22;  1895. стр. 1—47. 1 .1 В. Ефимов, В. П. Потапов, Лрас 
тя|нваюшие млтрицы-функинн и их роль н аналитической теории электрических ис
пей. Успехи математических наук, том XXVIII, вып. 1 (169). 1973.
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

УДК 5179

МАТЕМАТИКА

Г. В, Внрабян

О кратной полноте собственных элементов для одного 
класса краевых задач, мероморфно зависящих от параметра

(Представлено ЧЛ корр АН Армянской ССР Р. А Алексэнлряном 21/У 1974)

■ В данной работе устанавливается теорема об т—кратной полноте 
системы собственных элементов тля следующей краевой задачи на 
собственные значения, мероморфно зависящей от параметра >:

ЗИ Ьи 4֊) Ми 4-Х1 .Хи 4֊ £ —— = (1)
* и.-а*

ժ՚յ

Ժս
дп

ժ'՜։«

он՝՜1
(2)

Здесь 1,М, А’, £*(Л=1,2........п -2)—однородные дифференциальные
операторы с постоянными коэффициентами порядка 2», с*- граница 
т мерною эллипсоида 2, в котором рассматривается краевая зада
ча (I). (2), тг*(Л=1,2 я—2)—действительные числи, /֊комплексный
параметр.
[ Краевая задача (1), (2) в случае п=2 рассмотрена нами в рабо
те (։).
I Пусть /?(2) означает множество всех полиномов от переменных 
х1։...,хт, удовлетворт ющнх граничным условиям (2). Относительно
дифференциальных операторов /.. Л1. /V. /.* предполагается

II)

(И)

(III) (- о. 
а* и

Целью настоящей работы является доказательство следующей
теоремы о кратной полноте.

и

и

О /4՜ /<’(’-)-



Тео ре мл. При выполнении условий (I) (’III) у систем* 
полино ииальных собственных функций краевой задачи (I), (2), ко. 

о
тора я п —кратно полна в пространстве 1Гу»(2). |

Доказательству этой теоремы предпошлем некоторые вспомога 
тельные построения и леммы.

Обозначим через #(’2) пространство всех полиномов от перемен
ных д։.....хт. Нетрудно заметить, как это следует из условия (I),

что отображение А :/?(’-’) -/?(’2) являете» изоморфизмом и поэтому 

существует обратный оператор А՜1. отображающий /?(2) на 
Применяя с обеих сторон уравнения (1) оператор £~‘, обратный к 
оператору А, перепишем краевую задачу (1>, (2) н виде операторного 

пучка в пространстве Р(-‘)

Ей сАи—'^Ви Ь V----- ------ С*//=0.

(41

|Де Д = -£-‘Л1, А/=֊£֊’М С*=£ 1 АЛ. (Л = 1.2........л-2).

Через обозначим пространство полиномов из £?(*-!), сте
пень которых не превышает п. 

м* О О
Тогда В(Щ=и /?.(*-’)• Скалярное произведение в R, (2) зада- 

»-г»
дим формулой

(/>.<?) = ( О’ \l.p-qdQ, (•)
•7 • I

Имеет место следующая
Лемма 1. Операторы Д, В, (Л=1,2...., п -2) для любого |>

числа х 2- отображают пространство /?։(‘2) в себя и являются 
сим метрическими относительно с калярного произведения (*), при 
чем операторы В, \!ак С* (Аг— 1,5?.....п—2) положительно опреде
ленные.

Рассмотрим гильбертову сумму п экземпляров пространств АА»(‘2|

Я,(У) = А>Д2)Ф • • • В Я,(2).
А М К I А

Скалярное произведение элементов/?=(/лр ,р։....... рп -а) и (/—

-?п из //,(•-’) имеет вид
• * п-2

1/Л 7|=</МН (Р'Л) Ь X (РЛ. С,*)
о

В конечномерном пространстве рассмотрим оператор /7,
заданный с помощью операторной матрицы, возникающей при линеа
ризации пучка (3) (’). I

12



I
АВ — С։ ,., — (■(... -------  Сп-1

"։ «/ «л а

Е О О ... О ... О

£ О О ... ֊1 Е ... о 
«£ 

• # •••••• >

Е О О ... О ... —- Е
I л_ -

о
| В силу леммы 1 оператор И отображает пространство //ч("2) в 
:ебя.

Лемма 2. Если р {р,р .рх,р^-^Н$(2) собственный вектор
пера тора П, соответствующий собственному значению то первая 

коипонента р£/Ы(2) является собственным элементом пучка (3) <՝ 

собственны и значением у—\1». и наоборот, если рСЦ^2\ есть соб
ственный элемент пучка (А) с собственным точением >. то вектор

> 1
|=(Р, ֊/».--------— Р,-

/ лд։— I

Д Л ®
----- —— Р) 6 //*(’-’) будет собственны и век-
>ап-1~\

■юром оператора //, соответствующим собственному точению у —
И//.

А А *.
Доказательство. Пусть р=(р՝р՛ /=0 и Нр-՝>р.

Ар~\~Вр 4— ^\Р\ •. • 4 ------- Сл-а/Ц г — ' Р>
й\ а п-2
Р -!р՛.

Р-г-Рх =*Ру
а՝• <•. <<••• • •

р֊|------— рп-2 =>Рп г
(1п—г ’

Отсюда имеем
Ар + -Вр | V1 1 - САр = >р.

>. *-։ /4/д»—1

или. что го же самое

Ер-уАр֊^Нр ՛< _С_сА./;-=О. ргО. р=-- 
»-1 р-«* *

Обратно, пусть р^-0 £ /?։(-) удовлетворяет уравнению (3). Тогда не
посредственно проверяется, что вектор

13



I «1 «л-а
/>=(/>. -р.------ '—р.......-—֊- Д)

/ *Д| I Кяя-1—1 ■

О 
является собственным для оператора // в Л/д(£2) с собственным зна
чением р=1/А. Лемма доказана.

О I

В пространстве Н,(У) рассмотрим оператор 6, заданный с помо
щью операторной матрицы

Е О О ... О
ОНО ...О

О О -С1 ...о 
а = ">

• • • • *

О О О ...— Сп 2 I
йп 2

Лем м а 3. Оператор—матрица О есть сим метрический, поло
жительно определенный оператор относительно скалярного про- 
и:<лсоения (*,*).

Доказательство. В самом деле, в силу леммы 1 для пронэволь
Лч А

них двух векторов р=(р.р'.ри.. .,/>п-з) и ?=(?,<,?։........?я_2) нз про

странства имеем

К'/\ ‘/1 = (Р.<1)+(Нр'я ') 4-^-С։Р։Л/Лч ...+ (—— Ся-г/?л-2.^֊з) = 
\«։ / \«л 2 /

= ! (/А ^<7 ) + (ри- С։ 7,
\ «1

= 1/’.о<7|. Я
о

Положительная определенность оператора О в Нл(&) следует из но 
ложителыюй определенности операторов Н, 1/о* С* (4=1,2....,л

и —)• В самом деле,

\^Р.Р\=(РРН(^Р.Р') (-Сур1.р1\ ...+(——С„ гр, 2. Р* 
\«։ / \ «л-։ '

с I Л
для любою вектора а из |0р./7|=0 следует р = р' = Р\^

= ... /7Я_2 = О, т. е./т—0. Лемма доказана. ж|

В пространстве //5(£2). наряду со скалярным произведением ( . / 
рассмотрим новое скалярное произведение

<р. <7> = |^;>, ч\. р.Я^Н^Щ.
Лемма I. Оператор матрица П является симметрически 

* пространстве //,(!-’) (.$ 2>) относительно скалярного прои,Й‘ 
пения (•, ♦). Я

14



(окязптельстно. Действительно, для любых днсх векторов/?-

(Р Р Р\.....Рч ;•) и </={</. ч , ж пространства/7,(2) имеем

< пР,д>~\апр4\ = \п р,(՝,я\=(Ар+пр ^-с1Ру н... ■
«1

+-—с” ^рп-2 и» + ~С։?,)г... I (р-

I
 а1 <*|

4՜------- Рч ».—— Ся.?(/„ .)=(/?, Ад ь֊Вд'4֊ - С.о-|
<*Л-2 Л л-2 (/։

’ ~։)т(вр'.цН (-Цлл । “?Л+. •• +
■ «■*-։ \«։ я, /
I / I ] \
■ + ( Ся 1рл-1,ч---------- дя ? )- \(1р. Н<!\=<р.Ид>

\ ^я-2 (1Я *2 /
Здесь мы использовали леммы I и 3.
I Аналогично определению л—кратной полноты, данному М. В. Кел 
дышем для полиномиальных пучков, вводим следующее.
I Определение. Мы скажем, совокупность собственных фун
кций |?! с собственными значениями |/.| пучка (3) образует л кратно 

полную систему в пространстве IV; (2), если система вектор-функцнй

Е / > «։ Чп֊ч \|
»== Ьт?»՜------- — ?........ .....................г I полна в гильбертовой сумме

\ * #•«,—1 го„_а—| )}

п экземпляров пространств (S) Ф .. ,Ф U,”<։‘(2).
Доказательство теоремы. Из леммы 4 следует, что one 

рвтор /7 в пространстве А/Л(2) для любого s 2* имеет полную сис
тему собственных векторов. Следовательно, объединение всех этих

Л IL- sa* - - * г 4 ж
систем собственных векторов будет полной в H(,2)=UHK(-) Замыка

ннеА/(!2) в метрике этого пространства совпадает с //(’-՛) = 
О

J՝= С’) и у'с*-’), поскольку, как это показано и (‘). замы

кание /?(2) совпадает с Поэтому у оператора /7 имеется

полная система собственных векторов в /7(-| U/. (2|.
А это н силу леммы 3 означает, что первые компоненты собствен
ных векторов оператора И образуют и кратно полную систему 

I полиномиальных собственных элементов операторного пучка 
1(3) и следовательно краевой задачи (1). (2) в гильбертовом нростран- 

о
■ стве MZb>(2). Теорема доказана.

Еревш1скнА гск.՝удпрственииА умивсрситсГ
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‘I- Ч, WUPm

p mifLui p |н] iflipnifnp^ l{Ui|oi|mA b<]puij|ili |uOq |i|i 
1.|Ь|Пй'нпГ||||||| puM|ifiuu|iuin|il| | |i|n| n« pjiuli 'Гши|)Г1

jltll if uh ф tttlptt'li tn pit h p\ih p ft t/hpmphpptu Ь/^ртЦ^^ 

mb ‘nut J tup
n—4 )3

Lu -f-' -j-is Nu 4֊ v —— £ди = О,
*’1 >-ak

и du
du „

du
dn ~1

si.

nplllhrj ;W, Л, I k (4f=l, 2......... n -2) umuiiiiiii 7/ tjnptb utl([tifijL p nt[ 'J,

Ifutpi/lt ti[tfybp!&։i[iui[ tuijhpututnp\jLp l&t шщшуив tp/wA /, иЪфш1риЪ 

tuuhpff fl — iplii/tit /</pu*lt tfliptuplipptti (dh nphif i

JI И T E P Л T У P Л — ч Г II I| Il Ъ II b I* 3 II b ъ

1 Г. В Вирабнн, ДАН Ары. ССР. т. XI.Ш. №1 (1966). 2 Л. /Л Mailer Maihcnu- 
llsche Zelbchrifl, 70 Band 5. 1959. 3 Г. В. Вирабян, ДАН Ары. ССР. т. XLVHI.M2 
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МАТЕМАТИКА

Г. Н. Петросян
О классе банков с разрешимой проблемой включения

[Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагнняном 21/У1 19“4|
Данная работа посвящена изучению отношений включения и 

бивалентности между схемами алгоритмов над памятью (они назы
ваются операторными схемами).Сама схема, составляющие ее операторы н предикаты, процесс 
выполнения схемы (при некоторой ее интерпретации) определяются 
традиционным образом При введении отношений между схемами и 
выделении класса исследуемых схем были использованы понятия, 
данные и работе (’I и полученные в ней результаты

Рассмотренные нами отношения между схемами близки к отно 
шепиям, исследуемым в работах (а’3). отличаясь от них тем. что 
результатом работы схемы считается состояние не всей памяти, а толь

ко некоторого ее участка.
Выделение класса схем осуществляется заданием базиса опера

торов И предикатов. Нами описаны такие базисы, для которых проб
лема включения (следовательно, эквивалентности) оказалась раз- 

Гшимой.
1. Зададимся множеством /? = |г); его элементы назовем 

ячейками, а само R — памятью.
2. Пусть Р — |/|—множество функциональных символов с при

писанной каждому символу арностью. Элементарным оператором на- 
аонем конструкцию, имеющую вид: \)г0:=/(гх......../>) или вид
2) гп : =г։; здесь/—функциональный символ арности к, а г0, г։.......г*
некоторые ячейки; каждую из ячеек гь в случае 1) и ячейку
г, в случае 2) назовем входом элементарного оператора; ячейку г0 в 
.обоих случаях будем называть его выходом.

у Непустую последовательность у - ; > • постРоеиНУЮ
и։ элементарных операторов Л/, I I........от. *’ различными выходами,
назовем оператором , через £>(у) обозначим объединение входов 
элементарных операторов Л։, ....Лт. а через/?(у) объединение их 
выходов.

•) В записи оператора V при т I скобки мгнут опускаться.
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3. Пусть II />[—множество предикатных символов с приписан
ной каждому символу арностью. Предикатом назовем конструкции 
вида к где/-арность символа р, а г|։..., л/—некоторщ
ячейки, называемые входами предиката; совокупность всех входов 
предиката п обозначим через 7)(п).

■I Введем понятия простого терма и предикатного терма. |]и 
определению,

1) всякий элемент г R есть терм; В
2) если £ А имеет арность к и Г1։..., /у термы, то /(Г։,. Г),  

т е р м . Як
*

Множество всех терминов обозначим через Е.

Предикатным термом назовем выражение вида р{7\, ... , Тц 
где р — предикатный символ арности /, а Г,..., Т1 — некоторые термы 
из Е. V

Множество всех предикатных термов обозначим через Л1.
5. Отображение множества R в множество Е назовем состоя

нием памяти; пусть Н=|Е1 - множество всех состояний памяти.
Каждому оператору у = Д։........ сопоставим отображение

Еу :Н • Н, определив его следующим образом: если г/о—выход эле
ментарного оператора Л/, 1= 1........т, и ;у = :', то для любого г Н

с(г), если г^|г|0, г։о........ гто[:
.... если г - г10 и оператор .4, имеет 

вид г/0: = /(г։1..........ли);
՝1ги)| если г — г/о и оператор А, имеет вид г/0: г1։.

Пусть п=/>(л....... .. г/) некоторый предикат; через яЕ, где
обозначим предикатный терм /Ц;(л։),..., Е(л/)).

6. Операторной схемой (просто схемой) назовем конечный 
ориентированный граф, в котором I) выделены две вершины одн», 
называемая входом схемы.—с пустым множеством входящих в нее дуг 
и одной исходящей и вторая, называемая выходом схемы.—с пустым 
множеством исходящих дуг; 2) каждой из остальных вершин 1 рзфа 
сопоставлен или оператор, или предикат, в первом случае из вершины 
исходит одна дуга, во втором—две, причем одна из них некоторым 
образом отмечена. Операторную схему будем обозначать символом 
Т?. V

7. Отображение р :/И-» [0,1! назовем функцией разметки Опе
раторную схему 9Х. рассматриваемую при заданном р, будем вазы՛ 
вать интерпретированной (и. схемой) и обозначать через

Я. Определнх։ процесс выполнения и. схемы р*Ж  на состоянии 
памяти Е£Н. На первом шаге этого процесса рассматриваются епмо 
состояние памяти : и та дуга схемы, что ведет из ее входя, на нек0 
тором шаге пронесся—какое-то состояние памяти Е' и какая -А1 
дуга /' Возможны случаи: /' ведет в выход схемы, у/ ведет в вер՜ 
шину с предикатом ", /' ведет в вершину с оператором у. В пер»"- 
случае процесс выполнения и. схемы рШ? на состоянии Е считаем ”
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конченным, и. схему и ЭД применкмоП к В, а состояние памяти
• | (оно обозначается через результатом применения рЭД к
В.1 Во втором и третьем случаях процесс выполнения и. схемы пЭД 
про юл ждется, т е. определяются состояние памяти 5" и дуга рас
сматриваемые на следующем шаге процесса. Если /' привела в вер
шину с предикатом г, то п качестве ; берется состояние памяти 
п н качестве дуги / отмеченная дуга, выходящая из этой преди
катной вершины, если только и неотмеченная — при - 0.
Пусть луга /' привела в вершину с оператором у: тогда берется 
равным ;'у, а в качестве дуги /" — единственная дуга, выходящая из 
этой операторной вершины.
I Таким образом, и. схема рЭД осуществляет частичное отображе
ние рЭД(В): 2-»3.
■ 9. Состояние памяти ;п, при котором каждой ячейке г£ Д’сопос
тавлен символ этой ячейки, будем называть начальным.
Н Обозначим через /. множество всех функций разметки.
■ Схему ЭД назовем пустой, если при всех р£ А на начальном 
состоянии ;0 отображение рЭД(?0) не определено.
К Пусть R'-произвольная подпамять памяти /?: равенство состояний 

: и на всех ячейках из /?' будем записывать ; — ; .

|Н Будем говорить, что схема ЭД, /?-в к л ю ч а е т в себя схему 
ЭД, (запишем это в виде ЭД,=!.ЭД21/?' 1). если при всех для кото
рых отображение |1ЭД։(;01 определено, выполняется равенство 
К*  рЭД,(£0) * |‘ЭД։(и-

И Схемы ЭД։ и ЭД, назовем R'- эквивалентными, если одно
временно ЭД։а.ЭД3|/?'| И ЭД»^ЭД։[/?'|.
И 10. Зададимся конечным множеством Г операторов и конечным 
множеством Р предикатов, выбранную пару множеств будем называть 
базисом и записывать в виде (Г. Р). Нами рассматриваются только 
такие схемы, все операторы'и предикаты которых принадлежат базису 
() , Р), проблемы пустоты, включения и эквивалентности, рассмотрен
ные для класса таких схем, называются проблемами в базисе ( )'՜. Р). 
■ II Обозначим через 1 множество всех конечных слов в алфави
те У, а через У՛"—множество всех бесконечных слов в алфавите У 
I Каждому слову' Л = у,... ут из у' сопоставим состояние памяти 
;0Л. определив его следующим образом
I =ПЛ - (...((соу։)У։)

I 12. Пусть Л£ У и К и проекцией слова Л на подпамять
R о назовем слово, полученное из Л удалением всех таких букв, для 
которых /?0[) /?(у) = 0; проекцию слова Л на обозначим через

I 13. Слову Л£)'*иУ"  и поднамятн /?0 Ссопоставим последо- 
Интел ьность, называемую историей и од памяти /?0 в слове А.
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Пусть Л имеет вид
<г

У։У>... ут ..;

по слову Л построим последовательность состояний памяти 
с е : е .'о՛ ՝։• • • • • ’ • •

определив ее элементы равенством В/= ։у;, /= 1, 2,.. . ;
найдем при՝ Л. пусть она имеет вид

У/1 . У/,..........У/, . • • •;

она определяет подпоследовательность состояний

Ч| ։ ’Т՝2 ։ ■ • • » « • • • ։

если ограничение состояния ; (рассматриваемого как отображение) 
па подпамять Ро обозначим через то последовательность

Ц (/?о). ........ Ч,

и будем называть историей подпамятн Ро в слове Л.
14. Базис (У, Р? назовем невырожденным относитель

но под памяти R. если
а) для любых й, Л'£ У  из равенства*

• Н(У)=(еЛЛбУ| I

М(/?о)=МТО

следует совпадение историй ячейки г н словах Л и Л', какой бы ни 
была г£Р0;

б) для всякого предиката "£Р

£>МС/?0 и у ;

15. Нами доказана » ,
Теорема. Если базис (}'.Р) не вырожденный относительно 

подпамяти Ро. то в базисе ( У,Р) для любого разрешима
проблема R՛ -включения схем.

Идея доказательства теоремы заключается в следующем: пусть 
/֊(ЯК) множество всех у из £. для которых рЯХ (։©) определено. Для 
заданных схем и ՝ЛХ։ определяется натуральное число - = ։։(ЗХ|. 2Х3) 
и по полученному т для схемы ЭД, эффективно строится конечное 
подмножество 4т(ЯХ„)С £(ЗХ։). Затем доказывается, что

\ ||‘ЗДА)-иЖ։(и|< > V Ь»ЯМ5о)~рЗХ։(и|.

Отсюда следует разрешимость проблемы /?'—эквивалентности и 
проблемы пустоты * I

16. Отметим существенность каждого из двух требований, входя
щих в определение невырожденности базиса.

Рассмотрим, например, базис (У1, Р՛) над памятью R |г,$|:
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у, < Г : « »); 5 : у1(г >

У» = г ։ = ((г), у,а Г ; = /(5)։

«,=/>(/•) -։ = д(1).
Легко проверить, что при /?в=/? требование а) удовлетворяется, 

а 6) нет. Можно покатать, что в этом базисе проблема пустоты 
неразрешима Доказательство этого факта использует доказательство 
неразрешимости проблемы пустоты для базиса (У». над памятью 
/?= к.Ф

У։ г *.  =/(г).

'1 ® А<).
У։ :=/(Վ У։ г =/(«):

последнее доказательство содержится в работе <4>.
С другой стороны, базис (У1, Р*}  над памятью /?=|г,5|;

ух֊г :-Я, л = $ : = н, у,֊т у4 г : = /(г),

'1агА(Г. 5). ~9=РЛГ^). Г.г = (\(г,$)

при Ру=/? удовлетвори?I требованию б) и не удовлетворяет требова
нию а). В работе (*■)  устанавливается неразрешимость проблемы 
пустоты в этом базисе.

17. Остановимся на связи полученного нами результата с резуль
татом, установленным в (®). где введено отношение логико-термальной 
эквивалентности между схемами и доказана разрешимость проблемы 
этой эквивалентности

Пусть (К, Р)— произвольный бнзнс над памятью R. расширив 
память R прибавлением к ней еще одной ячейки г0, можно построить 
новый базис (К, Р), который будет невырожденным относительно 
ячейки г0. Для всякой схемы 2Л а базисе (X, Р) можно построить со
ответствующую ей схем) ЗУ в башсе(Г. Pi Оба построения можно 
осуществить таким образом, что схемы 'JX, и ЗУ, в базисе (Г. Р) ло
гико-термально эквивалентны тогда и только тогда, когда соответству
ющие нм схемы 'ЗУ, и ЗУ., в базисе (X, Pi го—эквивалентны. 1акны 
образом разрешимость проблемы логико-термальной эквивалентности 
можно извлечь из установленного нами результата.

Автор приносит глубокую благодарность Р. II. Подловченко за 
постановку задачи н помощь при оформлении статьи.

Грена некий государстпеиныП университет

Դ Ь «bSI’illiein.Օտղիսնեէ ի մի ipuu|i մասին. որտեղ ||>|<М.||| Լ ս|սւս»կա6Լ|իության 
U| rnp|Lrfp

՛ներկա հՈ,,վածր վերարերռմ է տեսական
քամիչներից մեկին՝ Հաշվեկանոնների սխեմաների (կրճատ սխեմաների I
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Հ ամ արժ ե րութ յան րէ Ա խեմաներր կոնստրուկտիվ օր յեկտներ են, կառուցված 
օպերատորների և պրեդիկատների միջոցով, որոնց մ ե կն ա րկու մ ր սխեմաներ 
րին վեր է ածում հաչվե կանոններխ Լ'ստ սահմանման, սխեման պատ»
կ անում ( լլ\’ սխ եմ ային, եթե կամ ա յա կան մեկնարկի ժամանակ Պլ սխե֊ 
մայով րնորոշվող Հաչվեկանոնր պատկանում Լ սխեմայով րնորոշվոդ 
Հաշվեկանոնինէ Հոդվածում սահմանվում Լ /^0 - չվերածվող օպերատորների 
ե պրեդիկատնե րի ( ք՜Հ՝- չվերածվող րադիս ) դասի հասկա ցոդութ յունր և ապա^ 
լուցվում, որ այդպիսի րադիսներոէմ /Հ, - պտտկտնեյիության պրորյեմն տյղո 
րիքք ւ1 որեն յուծեյի է։
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МАТЕМАТИКА

К. Г. Валеев, И р Карпиян

Исследование устойчивости колебании линейных 
периодических возвратных систем

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М. Джрбашяном 5 \'1 1974)

Построению границ областей неустойчивости для возвратных (') 
и, в основном, для канонических систем посвящены работы (' |։). 
Здесь приводится новый способ построения, позволяющий дать удоб
ное аналитическое представление для границ Получены в общем виде 
условия устойчивости.

I Рассматривается система дифференциальных уравнений видя 
(1։).

1^(001^ НР-У(ОГ)
<11՝

<1 г
<11

+ |С+рР(0ОП=О. н 0.

Здесь У’ т-мерный вектор. О, р вещественные параметры, т т 
матрицы ()(-), Л'(”), Р(т) периодичны по т и разла։эются и ряды Фурье

(?(х)=£ = ?
Л- •

где матричные коэффициенты
- <г»=1И'||Г. "»=«'!!’• 'ЖТ (1-’'

удовлетворяют условиям

2 тИ<~. 2 *ЦЛГАН<=О. Ё
А- - »

Матрица С диагональная с элементами ш* .(«/ -0. /=]...... ,и)

Ищем решение системы (1.1) в виде ряда

Для векторов Г, получаем бесконечную систему линейных алгебрам 

ческих уравнений:
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|£(Д-|-*Мг 4- С|} д=нХ Л14_*(/Н $И)Г,=О (* 0. + 1. * 2,...), ц ,1

где Мь(Р) = <1-кР*-гЛг-лр4-Р -* (А=О, ±1,±2„..).' (ц
При р=О система (1.1) имеет характеристические показатели 
(/=1........т). Известно (’), что резонанс в возвратной системе нозм«.
жен при достаточно малых н>0, [9 %|, если

|“7±»л|=лво (ЛЛ=1,...,т; л-0,1,2,...). |

При р=0, 5=0о бесконечная матрица коэффициентов системы (13| 
превращается в диагональную с элементами
Ыр) = (Д + (* = о. +1. ±2,...;5-1..............т). (1.5)
При /?='Ч в случае резонанса несколько коэффициентов ^^(/шу) об
ращаются в нуль. Из множества чисел ..... т} выделимте
которые отличаются от /«у на целое кратное 9в. Обозначим их через 
₽>, . . р. (»^2т). Полагаем

г* = ®о'(Р«—Л). И = ш/ (5=1..............а). О

Неизвестные у*5, коэффициенты при которых |Г^Л(А՝»у) обращаются » 
нуль, назовем особыми. Переобозначим их через «, и объе
диним в вектор и. Остальные неизвестные у*։ переобозначим мере, 
г։, г9, . . . и объединим в вектор 7. Строки и столбцы бесконечной 
матрицы системы (1.3), которые содержат элементы £>ч(Л"у) - 0, на 
зовем особыми. Система (1.3) примет вид

(А )‘А)Л 4- = 0. + (С։4 \>С,)и 0, (1.6)

где Л„ С։ диагональные матрицы с элементами (1.5), а эле 
менты матриц Д։, Л, В., С։ составлены из элементов матриц И>(/Н 
(1.4). Гак как ОеМ։*0, то вектор 7. можно исключить из системы 
(1.6), что приведет к конечной системе уравнений относительно 
и։...........и«: .

■'' равнение для характеристических показателей р, близких к 
найдем из условия существования ненулевого решения системы (1.7)

I ак как при достаточно малых значениях |р /шу|, |ц|, |0 90| выпол
ниется неравенство || нЛ։'А։ || <3, то элементы определителя буду
голоморфны относительно р, ц, 9 в точке р /«>у, |»=<), 0 — 9, 

2. В случае
женин уравнение 
вид

о-
приблн 
примет

простого резонанса, когда и = 2, в первом 
(1.8) для характеристических показателей

то есть в первом приближении можно в качестве элементов
(2.1) 

опреДР
лителя взять элементы матрицы системы (1.3), находящиеся на пере 
сечении особых строк и столбцом. Пусть соотношение



«О—+ (/.Л=1............./и;л=|.2։. )

выполняется лишь при одном наборе индексов /, И п 
Урввнеиие (2.1) примет вид

(2.2)

— О,

где наедены обозначения

®»1 =р2 4 4 ик^Р’ 4- ^р !- -{{■>] 4-. . .

а» = ик^Чл ֊ «ОО* 4- *JJ’(p - nhi) 4֊ дон] 4 . . .

= PkfrV + Ч7'”р + Ч7Я11 4 • • •

о„ = (р nf)i)~ -f- <wj + н!С(Р «*0‘ i <3р ֊ «0/> 4 4-.,.

Вводя новые комплексные переменные v, /.

p=iu>/ iv, 9 -0О 4 / (2.5)

и отбрасывая в (2.4) члены второго порядка малости и выше, из (2.3) 
получаем квадратное уравнение относительно г. Условие кратности 
корней этого уравнения определяет границы области неустойчивой и 
а первом приближении:

; О(р’).

)• <2б>

При выводе этой формулы учитывалось, что для возвратных систем 
всегда выполнены условия *^’’=0, *|{2 = 0, lmg = 0.
При к точке |‘=0, О % примыкает область неустойчивости, 
при я 0 решения системы (1.1) будут устойчивы при достаточно 
малых значениях |р|. |6 — So|. При g = 0 вопрос об устойчивости не 
решается по первому приближению.

3. В общем резонансном случае уравнение (I 8) с учетом обоз
начений (2.5) принимает вид

l)et| 2ПА/-2П/?// £о»—2/?т>>.-/?»/’4 1‘Ф(1'« z՛ ^И=°- <31)

*десь II, /<• -диагональные матрицы соответственно с элементами 
Ы» • . Ы; Г„ . . г.. На пересечении 5-ой строки и т-го столб
ца диагональной матрицы 1 находится 41. еслн 11 '• ес,1Н 
Р» 0. Матрица Ф(т\ >, р) голоморфна н точке «•’ —' 1 ,։> ՛ Равне 
нне (3.1) преобразуется к виду;

Dell Л» 4 /?>+1‘1Г(։’. >. 1‘)1=°.
Т(». ։.. (.)—<2П/+а>+ Л'> 'ф|։՛. г)- '3-''

25



Так как Det П 0, то матрица Ч'(р, », р) голоморфна в точке 
=Р=0. Из теоремы 1 (։։) следует, что найдется матрица Н(>, р) |( 
ломорфная в точке t’ = X=p=O, такая, что уравнение (3.2) прим 
дется к алгебраическому уравнению порядка -I

Det | ft* R> -}֊ ]*/?(X, j»)| = 0.

Границы областей неустойчивости находятся из условия 
нулю дискриминанта Д(л, р)=Х*<* >> П (Г/ г5)’.

I • / г » а
4. Особенно интересен случай канонической системы

равенств

dt*
(С4֊рР(&О)У=0. (4.|iР = p(fjt).

Здесь и далее звездочкой обозначается переход к транспонированной 
комплексно-сопряженной матрице.
Бесконечная матрица (1.3) при Кед=0 и вещественных р, 5 будд 
эрмитовой. При этом коэффициенты системы (1.6) удовлетворяют ус
ловиям: Л|' = Л1։ .4‘ —Д., С" = С։, С2' = С։. Следовательно
матрица определителя (1.8) будет эрмитовой. В дальнейшем будр 
рассматриваться матрицы, голоморфно зависящие от параметров ;՛, 
!1 Такне матрицы будем называть эрмитовыми, если эти матрицы эр
митовы при вещественных значениях параметрон г\ /, р. Умножт 
матрицу определителя (3.1) слева и справа на диагональную с не 
шественными элементами матрицу 5 = (2П 4 Ег> \ А*/)1-. Приходим г 
уравнению

Del|/о //?), Ьр՝Г(о, I. р)| О, (421

где при вещественном v выполняются условия

Н ’(т», /, p)=4‘(ti, /. р), Ч'(«, /, р) = 5ф(-11, X, ■«).$.

Из теоремы 3 Iй) следует существование эрмитов »й голоморфной 
точке г> = > =р = 0, матрицы //(г, р) такой, что уравнение (4.2) мо
жет быть представлено в виде: Я|

Del |/с- + //?> -ф г/7(/, р)1 =0, //*(>> р) = р). (4.3>

Из представления (4.3) вытекает известная теорема М. Г. Крейна (4| 
о резонансных частотах для гамильтоновой системы (4.1). Действн 
тельно, если все числа одною знака, то / 1 /՛. Уравнение (4 1)
перейдет в уравнение

Det |/т»!՛//(/. р)| = ।>,

все корни которою всегда вещественны и, поэтому, решения система 
(4 1) будут устойчивыми. В частности, частоты вида (2.7) будут 
резонансными. В случае резонансной частоты 0о (2.2) уравнение (4 (| 
примет вид: Я|
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1*А.։('. I»)V -Н։АП<К» »*) 
р) -V + п> + рЛ„(л, р) = 0. *и('. р) = л։1о, Р)

Условие существования кратного корня этого уравнения может быть 
представлено в виде равенства

Ое1|Е' — рД(>. |>)| ֊0, (4.4)

Л('.
!*)+ Л„(>. 1‘) 2А„(>. р) ч

п \2Лг։(>, р) АнО.и) + М\и)/

Матрица Д(>, р) является эрмитовой и голоморфной в точке >=р=0. 
В силу теоремы 3 (и) найдется эрматовая голоморфная в точке 
/ =р = 0 матрица Е(|»), такая, что уравнение (4.4) может быть при 
велено к форме:

Г)е1|Л/ — рЛ(р)| = ' 1‘/и((‘)
—։‘Л|(Н

В силу эрмитовостн матрицы Л՝(р) выполнены равенства

При вещественном р для < получим выражение

Окончательный вывод сформулируем в виде теоремы.
Теорема. Пусть в системе (4.1) имеет место простой резонанс 
вида (2.2) и соотношение (2.2) для закрепленного % выполняема ч 
при одном наборе /, Л. п. Тогда границы области неустойчивости, 
примыкающей к точке р = (1, 5 = 0о иогут быть представлены в 
виде

± ||‘/։(10|. <4..֊»)

гое /։(р), 4(1») голоморфные функции в точке р = 0.
Замечание. Если р считать комплексной переменной, то условие 
кратности характеристических показателей, близких к ։*•»/ при доста
точно малых |р|, примет вид

н =% 4՜ 1*/п(։։) ± 1 ։1։/|։(1‘>/։|(!1),

где функции /։։(р), /։|(|») комплексно-сопряженные при вещественных 
значениях р. Пусть имеет место разложение

/,։(|‘) = «в+Н‘»| + нЧ • ■֊՝
Го։ да прнхо; »ш к выводу, что зввчевчв »,(>֊). ..прелелчкшие гра- 
вицы области неустойчивости, могут быть пред» i3B.it ни
веском относительно р виде

ау/ц I ол‘1 
2) «0<1он =°и 1 р/п(р) I1

/ <»ол* + 1՛
(4.7)
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Однако представление границ областей неустойчивости в виде (4.5) 
(4 6) принципиально лучше, чем представление (4.7), полученное по 
методу малого параметра (•). Функции р/,(н), будут голоморф, 
ними относительно коэффициентов ртф"’. При выполнении условия

II II «£*<«-

можно указать снизу положительную оценку радиуса круга голо
морфности для функций /։(р), /։(>1) в (4.5). Этого нельзя сделать для 
разложения ннда (4.7). В частности в работе (’) доказывается анали
тичность функций н (51) (4.7) при условии 0. В представлении 
вида (4.5) ограничение ао=/=О несущественно.

5. Выведем в общем виде уравнения границ области неустойчи 
вости в случае простого резонанса на частоте 0и (2.2) для системы 
(4.1). Придем к уравнению вида (2.3), где

т

г- I

г(-5) -(Л) 
г!

1р+$НУ I

О(р’).

ГП •

/I ----- Ц" *
• /Л • —, —

г - I »•» — \р |

ГН 
ап=11Ч;я) - ։1’ X

-I Ч 
Г/

« (р- дЛ/)«-*֊м>
: 0(рВ),

ОС

ак-(р-пЫ)г «»’ |֊С ________ Гп_____

(р 4-.^/)'•-!֊ °1?
4- 0(ра).

Ь 0(?3),

Л -

т

Г - I > ——«с

Штрих у суммы здесь и далее обозначает, что выпускаются два сла
гаемых, у которых при р = /шу, в = 0о знаменатели обращаются в 
нуль. Они соответствуют значениям индексов №0, г=/; $ = —л, г—Ь 
Во втором приближении учитываются лишь элементы матрицы коэф 
фнциептов системы 11.3), расположенные на главной диагонали.։ 
также на особых строках и столбцах Повторяя выводы предыдущего 
пункта, придем к общин формуле вида (4.5): I

8л*»у
(5.1)1Л(н)|-

Для /։(р) найдем выражение
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(5.2)

Вывод формулы связан с громоздкими выкладками и здесь не приво
дится. Построение границ области неустойчивости во втором прибли
жении осуществлялось в работах (,к). В общем виде формулы для 
областей неустойчивости были полечены впервые в (“), а затем в 
(«*) другим путем, приводящим к разложениям вида (4.7). 
Пример. Найдем область комбинационного резонанса системы

^Г֊-'и|У։ 2(»СО»2вГ8>С08&ПУ։=0. %

-^-=(•••’ 2; я1п 30/)у, 2(зсо$20/ з։со$5/)у։ <•
с/!1

Здесь я, 3, 7 — малые одного порядка малости. Из сравнения с обоз
начениями (1.2) найдем значения р՜).} 0 - >։, ■• = {)•, рж’ •> = ։,
ц-<։>и=а> ։1^л>= + 11. Из формул (5.1). (5.2) найдем границы 
области комбинационного резонанса при я=1 с точностью до малых 
второго порядка:

7
Н — ы, • о<։

(3<мж Ц- •5*֊»>а)а>
2«>|) Зо>1(ш1-р ^2)(и>| 3®2)(3<։»| 4

м»2(3о>։ I Зи^ЦЗи»! 4- 11 2) 3(^1 14>)(3^гт ‘"П

В этом случае, когда в коэффициенты системы входит несколько па
раметров, видна неаналитичность функции н (։, в точке ?
= 7 = 0.

В заключение отметим, что изложенный здесь метод исследования 
устойчивости, связанный с построением уравнения для характеристи
ческих показателей, может быть применен к изучению устойчивости 
возмущенных возвратных систем.

Кненскин ордена Трудового
Красного Знамени институт 
инженеров гражданской аанацнн

Ереванский политехнический институт 
им. К Маркса
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Կ. Դ Վ1ԼԱւէ|Վ. հ. 1Ւ ԿԱՐԴԱԱԱԼՆ
Դ«>ւէ1||ւն ii|inrpL!• ։ււկան Kbuiiurpura ս|ւստԼifնԼւփ uiiuiiuuliniւ(1ւԼւփ 

կ ւս । и ւ ն ո ւ p । in հ ո ւ и и ւ«Гն ւս и |ւ г п I p | ո 111 ր

/Л սու մնասիրվում (

|£ , ֊փ |C4֊|tP(&01y = 0

տիոլի ւզ տրրերական դ ո րծ ա կ ի լյն ե րո վ հետադարձ զծային դիֆ ե ր են if իա { Հա 
վա սարումն երի սիստեմի տատանումների կա յան nt թյուն ր t այսինքն այնէէքի
սի սիստեԱ ի, որի րնութադրոդ լքՈԱքիչներր սիմետրիկ 
ա ո ա Նդրի ն կ ա տ մ ա մ ր t

Վեյելշտրասի րնղհանրացվաժ VorbCl’tl էՍՈ g Z3tZ 
ստ արվել են կայունության տիրույթի եզրերն երկրորդ

ЛЬ դասավորված կեղ)

/I I, n ր l> մ ի о րքՆ ntթէամր 
ifոսրավորությամրւ Այղ

Л դ ր ե ft ր ներկա լարվում են H ի Ն կ ա տ մ ա մ ր ավելի հարմար անա/իտիկ տես. 
քքով, քան փոքր ւդարամեսւրի Օեթոդո V մՒնւ ույդ ստա լքված ներկա յադում 
ներր։

1'նութ ա զրոդ ցուցիչների Համար արվող հավասարումների կառուցման 
աոայարկվոդ մ եթոդր կիրաոելի Լ նաև դրդս վ ած Հետադարձ սիստեմներ/ւ
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МАТЕМАТИКА

В. А. Нгрснсян

Интегральная геометрия на многообразии /г-мерных плоскостей

(Представлено академиком АН Аршшскай ССР Л Шагиняном 27 IX 1974)

1. Настоящая работа является непосредственным продолже- 
ием работы ('). Здесь задача интегральной геометрии решается для 
лучая произвольных 6-мерных плоскостей в /?п 1« = 2р и не обяза- 
рльно А=л—1). Здесь в более полной мере, чем это делалось рань- 
ре, используется дифференциальное исчисление Картина.

2. Рассмотрим каноническое двойное расслоение

Л1* „ К1 99

R'1 н.,п II)

ре Нцп—многообразие всех 6-мерных ориентированных плоскостей 
н А?". А1;ч—многообразие инцидентных пар [((?, Л)/Р(;/?л|, где »- 

азмерность этого многообразия.
Пусть / функция на /?". В силу (I) / будет функцией и на Л/; 

Интегрируя / по 6-мерным плоскостям мы плЛучзем функцию ?(А) 
а Пало восстановить / по о(А).

3. Пусть 5 класс бесконечно дифференцируемых функций быст- 
о убывающих вместе с производными до порядка и 1 включатель- 
I" К каждой точке пространства присоединим семейство ортонормн- 
Ьванных реперов. Уравнения инфинитезимального перемещения ре- 
|ера будут

с!М = ш'е(

г/е|- = »и*е* /. к, 1=1......  п,

|ричем
I ш* 4֊ и>^ = 0.

г'Рмы удовлетворяют дифференциальным храню пням

I = ։՛>* /\ |,։*

(2)

(3)

(4)

(5)
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= — и? Дш'.

Пусть / - 5 функция на А*՞. Тогда

При /։-ом продолжении этого уравнения мы найдем

(61

(7|

(6)

(1/=/р>1.

Рассмотрим случай А =2. /? = 4. С каждым плоским элементом 
(О, А) многообразия 44$ , присоединим ортонормированные реперы 

|е/} /=1. ...» 4 так. чтобы векторы г։ и е5 лежали в плоскости А. 
Главными формами на .И? < будут а, 3 = 3,4 Л = 1,2. Рас. 
смотрим форму Я

՛• = Л Ш*ЛШГ Л”^-

։• не замкнутая форма на многообразии 44* 4. Пусть М Л. Вектор 
> -> -• ■*

<’։ направим по ,И<2. Тогда (2 = 44 4 *е։. Дифференцируя это соотно
шение и применяя (2)—(4) получаем

(1Ц -(и>1 /А)е։ 4- («’ 4- ■ (.»’ 4 /.ш’)еэ 4- (10* 4՜ )։и‘)*4-

Если фиксировать точку Q, получим
<։»* | <// = О

Ш1 и / <»>-1 О

<п® —| /.<♦»-’ = (!

(41

Уравнениями (Д) выделяется некоторое подмногообразие НДЦ) 
Последние два уравнения »•»’ лш’ = 0 накладывают на главные фор
мы ш* , два условия. Рассмотрим в /4в( (2) двухпараметрическое се
мейство плоскостей, проходящее через точку С]. Обозначим это но
вое подмногообразие через Р^С}). В остальных точках R* это парал
лельно перенесем. Обозначим его через Р. На О,(<2) форма 1> будет 
замкнутой.

Теорема Г. Пусть ։> = ։>/О։(/|. Тогда |» = с’/(р). где с'- 
0,(0)

некоторая не однозначная постоянная.
Доказательств։։. О—точная форма на части подмиогообрвзн։ 
Р,(Р) выделяемой условием /.^=0. Действительно

а ш1 / . «»г ---- ։։>
X

Форму и будем интегрировать не по всему Р^Ц), а по части 
вырезанной четырех мерной сферой радиуса /=>. с центром в точк< 
<2. Множество плоских элементов с центром иа сфере есть некоторо* 
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подмногообразие и Щр) и оно является границей л/.)4(р). Если при

менить теорему Стокса, учесть, что на <ь«=о. интегрировать 
повторно, то при Лв-*о получим

р| = /(р) |ЧЛНл««НЧМ). 

/'/<?) г
гДе I многообразие элементов, образованных двумерной плоскостью, 
проходящей через р, н единичным вектором в -։той плоскости. Г- 
состоит из всех элементов, двумерные плоскости которых принадле
жат многообразии) 7, при помощи которого />,(Р) выделено из РДр). 
Интегрируя сперва по множествам векторов, лежащих в одной 
плоскости, получаем 2г., <атем надо интегрировать Ни.,1 < ...<

Легко проверить что </(.»’ -г •-.')=0, следовательно подинте
гральная форма V и1’Л"4 замкнутая. Отсюда следует, что зна
чение интеграла Цог’Дш’ ! «} вычисляется не однозначно, а за 

т
висит лишь от класса гомологий, откуда берется соответствующий 
цикл 7.

4. Перейдем к случаю, когда А и п любые (А—четное). Преж
де всего выделим подмногообразие, по которому будем интегрировать 
форму. Присоединим с каждой точкой А-мернон плоскости Л се- 

мейство ортонормировании к реперов (е(-| /—I.......... л так, чтобы

векторы |ед | Л^1, . . ., А лежали в плоскости Л. Пусть И А.
•> ։>

Направляя с։ по ЛГр и фиксируя точку С? мы выделим некоторое 
подмногообразие в М*п уравнениями

ш’ф<й=О, .и։ + >.ю2 = 0, , . и>* ф).ш* = 0,

к.»*1-Е >.ш*+‘=0, . . ., + ми; = 0.

Последние //—А уравнений накладывают некоторые условия на ман
ные формы ։՛»’ , ю*. В этом подмногообразии выделим А-параметрнче< • 
кое семейство плоскостей в точке р. Обозначим его через /-МР). а 
в остальных точках Яп параллельно перенесем их.

Теорема 1. Пусть ф(;5 функции на /?« Рассмотрим форму 

а=А։_.ч««։Л • • • Л“>*Л«?Л ■ • • л-’/ Ч....... <■*=*+>------- п
на. многообразии (։ = АМ^ 1)(п—А). Ьслч А четно, то

р=гтвЯР), 
2м ф

с? _ отличная от нуля постоянная, которая
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класса гомологии, которому при надлежит цикл уц (ч—протлоль- 
ный к-мерный цикл в грассмановом многообразии, т. е. в многооб- 
разни к-мерных плоскостей, проходящих через точку Ц).

5. После интегрирования функции ( по слоям расслоения 
-П’п ‘Нцп мы получили функцию ։(Л) на многообразии плоскостей. 
Нам надо было по этим функциям «(Л) восстановить функцию /. Мы 
сейчас покажем, что эта задача сводится к применению теоремы 1 
Главными формами на /7»л будут

«»’ . И1\՛ + 1............... '> Л’=1.............к.
Пусть на /А., задана функция э. Тогда

(9)

Если дифференцировать эти соотношения внешним образом и приме
нить лемму Картана, получим

Л?. = <р«?ш{1 +

ДфЛ = •ЬЛдо’ * • ■ • т? • «л £

При А’-ом продолжении уравнения (9) получим и такие уравнения

Оказывается, что . ■ А ш** форма на многообразии Н,п.
Мы построили дифференциальный оператор

Л • • • Л*՛*;*•
который каждой функции на /У»л ставит в соответствии форму на 
этом же многообразии /У»л. I

6. Примем выше сказанное для нашей задачи.
Векторное поле на определяется компонентами . Назовем 
векторное поле нормальным, если с’у=0. На Л векторное поле 
определяется компонентами т4Л, т/ , т^,. Из инвариантности системы 
1О’у = 0, и»л -0 следует, что при т(՝ =0, ^ = 0 получим определенное 
векторное поле, которое назовем нормальным. Нормальные вектор
ные поля согласованные (см. (’)) и следовательно, определяются свои
ми компонентами . Назовем дифференциальный оператор нормаль 
ным. если он порожден нормальными векторными полями. Кроме 
двойного расслоения (1) мы имеем и расслоение Л’(/?л) -Л^п 
где КНп) расслоение ортонормированных реперов. Как /, так и ®(Л) 
являются функциями и на А’(/?л). Векторное поле на Л(/?л) назовем 
нормальным, если оно определяется своими компонентами , а ос
тальные компоненты равны нулю. Тем самым мы имеем согласован
ное векторное поле на двойном расслоении Р(Нп) - /У» Памп
был построен дифференциальный оператор, который каждой функннн 
на Н„п ставил в соответствии форму на //*„ (и значит на /Г(/?ЛН 
'Нот дифференциальный оператор нормальный, а поля согласованные 
И



Применяя теорему 2 о дифференцировании интеграла по паоам.-тт- 
на (’) получаем 1 '»>)

• • <Л«>?=( /.։^’Д • • - Л"’*Л"? • ֊ . . л«<;»

Если интегрировать эти формы по циклам о 
выше, найдем

которых была речь

f?«. ..’/"Г1 Л • • • J 2. 
1 л.1<?>

т е пришли на самом деле к теореме I.
Основная теорема. Пусть /8 на R'1 и пусть ? = (/ 

Функция на Нь.н, полученная интегрированием / по Л-мерным 
плоскостям. Тогда, при четном Л имеет место следующая теоре
ма обращения:

’о

՝де интеграл берется по произвольному k-мерному циклу в слое 
расслоенного пространства M\n--Rn над точкой Q - Rn. Множи
тель с։ — зависит только от класса гомологии, которому при
надлежит цикл 7, причем он не равен тождественно нулю

Автор выражает свою благодарность Л. М. Васильеву за полез
ные советы и за внимание к работе.

EpwbiiKKini государттнснНыЛ университет

•I.. И l.lil'lll-IIHILi.

Illiinbq|iui| b|il|punuu|inipjni ն|> Л-չսւփսւնի timppnipjn։ 
piuqiruiAlinipjiuli t||nu

1Լշի»աաանք.էւ մ տրված է Л-չափանի -,տրթութրոններով {"-հ՚՚^Պ
ֆ^ն114ի,Ա1ի ինտեգրալ միքՈէքով ֆանկցիափ վԼրակա^նման խնդրի նոր 
ապւսէքէքէ րքր, սրր րյիսէս» րկվսէձ է W. (ֆ անդ ի. 4\ րաեի և **• 
^•սսքիրովի կողմից ( Ռագոնի խնդրի ընդհանրացա մր '■

Թող Տ-ր ՀՈ-ո.մ անվեր! ղիֆևրենցեչի աչն ֆտնկցիաների ղասն է. որոնք 
֊րադ նվաղ.,, մ 1.ն մինչե իրենց (Ո I )֊ք7 ,1տՐ4Ւ ածանց^ների '•ետ եր-

•սորսր ի.շ...վ,անի հ հարթ... իէինների sA<„ կցվա մ են i Ct | ‘ I............Ո

Որթ „նորմավորված „եպերների րնտանիրն այնպես, որ , \
^նա,,ենր .պ ո= I (Q. //)|Q6A ՝ /?* ^4^-

է^ր՚նլ,. ք!հ ո֊ով ր,4պ, կողմնորոշն Л-չավ,անի
^"•թրոնրւ եթե ք (լՏ՝ա ինտեղրենր W ’ „ ՝ НС.Л ! րաավորվ
РрпЪ ;եր.„եր„վ, կստանանր ? (А) = ՝ Հ * "՚ 4֊^-

А
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հրաժեշտ Լ միրուքով վհրականղնեէ ք՝ րէ ՆուխորՈ ր ո, սրոպ ու ւրի,, J
որ եթե ինոէեպր/էն րա։ Հ . . , Дт* ա]’ 4 У

ֆորմր Dk(Q) րաէյմաձևու թ Համր, որր Q կետով էսՆէ/նոպ k օրորամ!, տրնէդ^ 
կս, МшА հէսրիք ո, թ րոնների րտէրք nt թ րսնն Լ' и/ո անձն աւր/ու •) հետեր^ք հաւխ
uiupui и եերրսք ЦГ Աք = ԼԼ V>” / <»l [ = ԼԼ (/ -•
f <-’=tf(Q), որուեպ Հ-րո միարժ ե ր հաոտասւէո

լոպիաների խմրիպ, որին պատկանում Լ Հ
Ո, ապա

ԽՆ.էՐՒ րնգհտնար լռ^սմր րերվամ է ս-1Դ 1/1т^
ՀՒյնս.կԱ.ն թեորեմ.-^ քՀՏ ֆո^կցխս I. /?М֊П..Г հ риП

ֆունկցիա к ^.„-ում: bpb k զո41 к. ապս.’

f ձր=Դս/(Չ).
1Q i

ււբտեղ ինտեցթումը կաաարվոււք I. M*n֊.f/tn շերտավորված inwpu.dm- 

րյան Q^/?n կետի վրայի կամայական Л-չափանի ցիկլով: q -ն կաի>ւ|ա» к
միայն К nifn IՈ q ի ների r Bh’np-

Л И T E P Л T У P A — Դ I* Il Կ IL Ն II I* к ft II !• Ն



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 Դհտ Ո հ|* 5 II ԻՆՆԵՐԻ ԱԿ ԱԴէ) ՄԻԱ) ի ԱԵԿՈ М 8Ն1)Ր
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ЬХ 1975 :

>ДК 51-5

МАТЕМАТИКА

И. П Федчнна

Описание решений касательной проблемы Неванлинны—Пика

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А А Александрином 1в/Х 1974)

В этой заметке продолжается изучение задачи, рассмотренной в 
(*)

Пусть и Н, фиксированные гильбертовы пространства, причем 
л։ = (Нп1 77, ^ла = (11т 772<по.

Обозначим через \Н, , Нь\ пространство всех линейных ограни
ченных операторов, действующих из //> в 77*  (у, 7 1. 2).

Через Н7)*(О)  обозначим класс оператор-функций М'(г) со зна
чениями в 77(77/ , Нь) . голоморфных в единичном лиске: О\: 
Ставится следующая задача:
(Л) (,касательная*  проблема Неванлинны - Пика)-

Дана последовательность точек

и две последовательности векторов 

7 С v«/ (£ //,)•♦*
и

r/(C77.J.

Требуется: 8) найти критерий существования такой оператор-
Функции 1Г1։(Л), что

«'(//)<// —Ц, ЦМ

б) найти критерий единственности решении,

,/А )—множество всех сжнмиоших (то есть с иприт! I < Г I 

' "-либо отрезок натурально, о ряд»: А' [1.2........- •”*"  ”«ь

Если н 11оследов/1Т<!льнос111 точек 
то будем пре Iполагать, что сП отвечает

/է V) есть групп*  совпадающих точек. 
ыкодссп'О линейно незаиненмыл гекг<|' "
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в) в случае, когда решение не единственно, дать полное описание 
всех решений. Ж

Критерий разрешимости поставленной задачи, как это показано 
н заметке (’). состоит в выполнении условия:

Я(., ,)=v а/ Ч > 0

для произвольных чисел Аг Л'.
Для получения описания всех решений задачи (Л) при V. 

= 11. 2.............. /л| рассмотрим два случая:

1) rang А(«, а) т

2) rang А (в. а) г<^т.

1. Случай невырождения формы. Разобьем последовательность 
точек г/, / £ Л' на р (1 р т) групп совпадающих точек:

*'2 • • • = , • • • | = * •

так, что точки

*и,= : Ь . • •» = | + >

различны.
Каждой группе совпадающих точек отвечает множество линейно 

независимых векторов которое будем обозначать |<Ъ/Г*  . /= 

= 1,2,..., р. Условия, которым должно удовлетворять решение 
задачи (А), перепишутся в виде: }

/= I, . . ., р, /г= |, 2............,
/’

\^р^т. 1 <у т, V ^=щ.

Для описания всех решений задачи (А) при ,У=|1, 2, . . ., т 
узловым пунктом является описание решений при Л =|1]. Как было 
показано в работе (Д, множество решений задачи (А), удовлетворя
ющих условию: а.։(2‘ь)а1։ = сп, ^|/п<?;11и11> записывается в виде 

дробно-линейного преобразования

а’(г) -|н։(г)/г,։(г)-| /г։,(г)Г’[Е1(г)/г„(г) |Ш
где '-։(z) произвольная оператор-функция из W'|։(D), я матриц»
дробно-линейного преобразования (I) имеет вид

где
'■'։icli

г‘п“։1 'н* и

“и"п

»։■• и

I1усть
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/ 0\
-!н%)

Легко показать, что оператор Р является /-ортогональным про
ектором. проектирующим пространство Н = Н&Н՝ на (положитель
ное) подпространство, натянутое на вектор / "։| \ При этом мат-

, к ж '
рнпа Р։(?) является /-сжимающей на Р, то есть

р;(г)УР,(г)^У.

и ./-унитарной на окружности С, то есть

/<(г)/р։(г)=/, |г|=1

Следуя В. П. Потапову (*)  (см. также 10. II. Гинзбург (։| ), на
зовем матрицу /?։(г) элементарным множителем. Формулу (11 симво
лически будем записывать в виде:

Нг)=1ч(г)|Р,(г).

11 ри меня я рек у ррен тн ый 
что справедлива

Теорема 1. Пусть

метод Шура —Неванлннны получим.

Я(г)=П 
I I

Рн(г) Р։:(г) ।

где Р(—У—ортогональный проектор на (положительное) подпрос
транство

К/?/ >(г"').../?,(г<'')Р0(֊’0)(/ аи ') <֊’>
\\~с1// \~е‘1 ՛ > 1

Р0(г<п)=/։ /=1։2.......л т.

Тогда формулой
то(г)=|։^(г)/?м(г)-Ь/?я(г)|-։|։даи’)/гм,(г) + ^|(‘’)|.

где ът(х) —произвольная оператор-функция класса II |=</>). даст
ся описание всех решений задачи (Д) для Л 1. 2.. Л"

Переходя к рассмотрению .касательной" проблемы Неванлинны 
Пика в случае, когда /V—натуральный ряд, придем к рассмотрено 
бесконечного произведения Бляшке—Потапова

П(^) =
(3)

где Р/—У—ортогональный проектор на подпростралс։ вс /. I 

ляемое по формуле (2). проблеме Невнн-
Определеиие. Будем называй, к. „ СХОДИКРЯ бесконечное 

линны—Пика вполне неопределенной, 
—. ........ ... <«• <։> >
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произведение Бляшке—Потапова (3). И
Исходя из теоремы I. нетрудно показать, что во вполне неопре

деленном случае общее решение задачи (Л), запишется в виде

ш(г)=|е(г)|П(г) (ц։

где П(г) определяется по формуле (3), а ;(г) произвольная оператор- 
функция из класса «'„(О).

Рассмотрим теперь сходящееся произведение Бляшке—Пота нога

П(г>= П И+ ֊1)Р/1. (5)

при /V*.

* В. П. Потаповым и II В. КовалншниоЙ было покатано другим методом, что 
матричная проблема Неванлинны Пика адэкпатна изучению бесконечного пропане- 
дения бинарных множителей полного ранга при условии, что 7/ .-а. когда / к

где Р/—произвольные положительные J -ортогональные проекторы
Выбрав н подпространстве 1-1=РН(Н //.) произвольный базис

/аЧ> \ ՝։ 'Я
( и построив векторы

\-Сц / X С1, /

где р<7։(-/)=։. у=1......... */,  1^-/<°о-
сформулируем .касательную" проблему Неванлинны—Пика- найти опе
ратор-функцию ю(х) из класса удовлетворяющую условиям.

»’(*/  =с{), /=1,2.......... »/. 1 1

Таким образом показано, что изучение множества решений .ка
сательной- проблемы Неванлинны—Пика во вполне неопределенном 
случае эквивалентно изучению произведения Бляшке -Потапова <*.)*.

С другой стороны, пусть да(г) решение задачи (А), определяе
мое по формуле (4); тогда

Л(:)=н:)/?С), |:|= 1.
где /Л՜-) построенное специальным образом сходящееся произведение 
Бляшке—Потапова при |г|<^|), является решением следу
ющей задачи, изученной В. М. Хдамяном. Д. к Лровым и ЛА. Г. Крей
ном (см.(®)): I
(В). Пусть заданы последовательность |1*| ։“ операторов из |//։./41 11 

число ;->0. Требуется найти оператор-функцию та
кую, что и <?-*(/")  = - ГС*/ гС)|Л|«и (*=1,2,...)

г
В работе (") В. ЛА. Адамяном доказано, что матрица дробно- 

линейиого преобразования, дающего описание решений таднчи (Я) 
во вполне неопределенном случае, является почти всюду J унитар
ной на границе |'.| 1. Применяя этот результат, можно показать, 
что справедлива
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Теорема 2. Бесконечное произведение Бляшке-Потапова

ПО) — П |/+('^-^-Й-| ՝)Р/|.
/֊1 \1 — г/г г1 /

где г/ гд при / ՛ К, Р{—произвольный положительный ]-ортого
нальный проектор, почти всюду 7-унитарно на границе
то есть

П*(',)^11(.)  = Л п. в. при |’.|=1

I Р г, Р/ -7 ортогональный проектор на подпространство /./, оп
ределяемое по формулам (2). ;-г(г) произвольная оператор-функция 
из класса Н',.(/9),

Требования, чтобы оператор-функция а»(г) удовлетворяла ос
тальным условиям задачи (Л), приводят к тому, чтобы -г(-> должна 
удовлетворять равенствам:

М*/ )./</+՛>=<?/ /=Г4 I.......

2. Вырожденный случай. Всегда можно считать, что первые г последо
вательные главных миноров матрицы формы Д(։.а) отличны от нуля

Введем обозначение

Воспользовавшись теоремой 1. получим описание решений зада
чи (.4), удовлетворяющих первым г условиям

где
да(г) -= |ег(г)!/?(г),

(6)

где /-г} 1, т.• •

а Ц(г) определяется по формуле (6).
Так как гап#Л(։,։)-г. то А/*=0  при /. Г I. • /п> отк

следует, что
Яг.Ь*  ,-ЮН—И»/Д' •> Р — г I,.

Пусть Н\" л.о.(«<^п)7 , |. //‘,п=л.о. г

(7)

Исходя из равенств (7) и воспользовавшись пи“ ■՛"՛՛՝՛՛ 1,(1 1 
«ми теории аналитических оператор-функиий ом., н.ш, и с 
легко показать, что матричное представление он» р-“՛ I

например. Г) )-

соответствующее разложениям //, Р\' Н՝:՝ имеет вид

(«)и
։г |(՝^



где v ,(г) произвольная оператор-функция класса nopqJ
К'»»—И) ('zi-n)|. .

Таким образом показано, что формулы (6), (8) дают описан».
решений задачи (Д) при Л'=| 1,..., т\ н вырожденном случае.

Заметим, чго если р л։, то ։r+։(z)= const и задача (Д) цМь, 
единственное решение.

Прннош) глубокую благодарность М. Г. Крейну за постанови
задачи и Ю. П. Гинзбургу за полезные обсуждения. 1

Одесский 11НжсмеркО"Стро111сльпыГ1 ‘институт

Ի. Պ. ՖեԴՉԻե1Լ

ՆԼ «и էւ|խւ Гни —Պ|.կքI *11  ոսփ n l| III I ||Г| H| г III՝ 11, if |i լ IIIЛIII if li ե г |i

Հողվածում ղիւոտրկվում Լ Հետևյսէ( քսնղիրր < հևան (ինն ա-Պ ի կ ի շոշափդ 
ղային խՆղիր)' Л

տված ЛЬ

կետերի և

l«'l. IQ1. 1=1,2,...
./A//tn որնե (г ի * tup ո ր ղ tn կ til Նոէ fl յունն ե րր ւ

այնպիսի օպերաւոոր-ֆանկցիա *£ ’( Z ) • npQ էքՈրծէէէմ է
Д ։ տարած Ոէ fJ քՈէ նից Д
D= տ|շ| 1 I միավոր չ

տարածության dim Л| dim հոյոմորֆւ
սանում, նորման ^1 ե / = I ,2, . .

Հողվածում ստացված Լ հևան քիՆՆ ա-Պ ի կի շ ոշտւիոդսէ յին խնղրի լուծոմ 
ների նկտրաղրոէք1 յունրւ Հատած պրււրյեմի ղեւղրում (I = 1 , 2, ...յա) նկս 
րաղուքքյոէնն ստացված է րնղհանուր ղեպրոէմ (ինչպես չվերածվող^ tufbitfL 

7/ վերածվողի Լիովին անորոշ ղեւղրում ստացէք ած Լ լած ոէմների նկարս 
ղրոէք! յՈէՆր Նեան(իննա~Պ իկի (րիվ շոշավէ ողա յին ւղրորլեմ ի ղեսյրում ւ Հա*  
տատված Լ շոշափողս! յին ii/piip լ!/il քւ Հ ա tltn (id ե քո t թ յ nib ր Pjjm?//ձ- Պոտոպր 
էյի աոաշին ւղ աւո ի կ ու fl յամր Լքեմ ենտ ա ր ր ա պմ tu ttjut տ կիչն ե րի արտաղրյ^^ 
nt until նաւ/իրու fl յանր, ինջսյես հաև ապացուցված Լ թեորեմ ա յղս(իսի ւսրս>* ։ 
ԿՐ!սԿՒ J“ ուեիէոտրության մասին միավոր շրհանաղծի վրաւ
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ДОКЛАДЫ A КАД EM И И H А У к АРМЯНСКОП С(Р
LX = 1975 - .

УДК 539.3

МЕХАНИК\

С. С. Заргарян

Плоская задача теории уируюсти для односвязных областей 
с углами при заданных на границе внешних силах

(Представлено чх-корр. АН Армянской ССР О М Санонджяном 17Д1 1974»

Методы решения основных задач плоской теории упругости для 
областей с гладкой границей изложены в монографии 11. И. Мус.хелн- 
швилн (’). Используя интегралы в смысле Радона-Стнлтьеса, Л. Г Маг 
нарадзе (-1) обобщил интегральное уравнение И II Мусхелншвнл । 
для первой и второй основных задач на случай областей с углами 
Применяя интегральные преобразования в биполярных координатах. 
Я С. Уфлянд решил ряд задач плоской теории упругости, а также 
изгиба упругих тонких плит для областей, составляющих внутренность 
или внешность круговой луночки. Эффективный метод решения рас
сматриваемых задач предложил С М. Белоносов (6). реализовав реше
ния ряда практически важных задач. Интегральное уравнение ( М. 
Белоносова построено при помощи методов конформного отображения 
н одностороннего преобразования Лапласа.

В настоящей статье предлагается другой способ решения первой 
основной задачи плоской теории упругости для одноевнзных областей, 
контуры которых имеют угловые точки, основанный на непосредствен 
ном выделении локальных решений, возникающих в окрестности угло
вых точек контура и сведении решения к интегральном) уравнению, 
относительно неизвестной плотности интегрального представления, 
которое является обобщением интегрального уравнения Шермана 
Лаурнчелла.

I. Пусть конечнпя односвязная область S ограничена к\с<>чно 
гладким замкнутым контуром Положим, что a.j(j - । .-<•֊•п1^ >|Л“ 
ние точки контура, отличные от точек возврата.

Бигнрмоннческую функцию £’(А*.у) будем искан, в виде
/ГТ

= <4(х, уН

где 2t-’0(.v,y)- /(-1-1-
представляет действительную функцию I Чп|< ՛•



<֊’/(л‘.у) = /։/(*֊<»/) + Z։/( *֊»։/)+ (г <*/)?»/(г—иу)4 (г up=v(r֊։J/)

комплексную бнгармоннческую функцию
(1.3)

переменной z=x-f/y> 0П|
сываюшую напряженное состояние в окрестности вершин сектора, ог, 
разованного касательными, проведенными к контуру £ и точке

Полагай, что в (1.3) г —а^=г^е^1 и что
/.1/(г-а7)=<Л/(г-а/)Л' +‘,

?,;(?-, <p։/(z-gy)=tf4/(?-o7-p , (Щ
получаем
/г(Г/н/)=Г/ / 6x/sin(/y-b 1 )н/4 ^/cos(/74- ПН/4Л/*1п('/֊ 1)н^

+ ^7соз(Х;—1)8у] (1.5)

1ле ^'.’/”^1/4՜^?/»

^4/)» ^1/’=^з/ * ГЛ/» (1.6)

i мнимая единица.
Следуя Вильямсу (;), удовлетворяя с помощью (1.5) однород. 

ным условиям для напряжений на прямолинейных сторонах *“•/=։/ и 
м7~3/. гд»՝ (//—։/)-угол, образованный касательными к контуру в точ
ке <// . причем 0 ?/—։, ^2՜, получаем систему четырех однородных 
уравнений для определения коэффициентов АЪ(А=1,2.3,4;/=1,2,../я1 
Требование наличия нетривиального решения у этой системы прнво 
лит к характеристическому уравнению относительно > ֊/:

sln^HS; I, )=/-sln2(3/ -i, ). (1.7.

Учитывая, что ранг матрицы указанной однородной системы pane՛ 
трем, нетривиальные решения системы имеют вид

где £՛
дЛ'։у=//(>7 — |)slnl(/y 1)3, 4 2»/| —(О — 1)$1п|(/7 1)?>— 2я, // | — 

֊1';֊1)Мп(//41)?/,

д*з/ = 1)COS(/., 41)3 j)cos|(//-ll'J/421/14- 

֊1 (>7-1)со5|()7-1)Зу-2։/)7|.

д ^3/e,/()/-J-1)s‘«l(7 и1%-2*/1 * l)slnKZ74-l%֊2«7>7i-

-(/j— l)sln(ky- |)3у,

л=>7(/7 1)со5[(/741)?/-2»/|—0/4 1)со$|(>7--1-1)'й -2а/ ( —

—О/—1)соз(Х/ —1)3>. (1^։

Комплексный корень характеристического уравнения (1-7) с 
наименьшей положи тельной действительной частью, будет харктерик՛ 
вать поведение решения я угловой точке, в окрестности которой |>Р" 
Не/, <1 напряжения будут обладать особенностью порядка 1- !?<*'/ 
Как показано в работе Л. 11 Каландия ("), получение характерно нм»'
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(КОГО уравнения (1.7) с помощью функции вида (12) возможно лишь 
при формальном предположении о Действительности . Благодаря при 
У1֊1ин։н<| функции пил.! (I 1| характеристическое уравнение (1.7), л 
Т;нокс коэффициенты соотетсгиуюшсн однородной (ИСКМЫ получаю, 
ся н предположений комплексности >■/.

Выражение для главного вектора усилии, приложенных к дуге 
контура от фиксированной точки /(| до переменной точки /. на с» новации 
(I I). (1.2) 11 (1-3) будет иметь вед (')

zj \ ■ — ‘‘я
- ?(') ;/□'(/) -ИО 1

ОХ 0у/ /->
?!,('•֊) (t-at ) ?(/(/ 0))

4֊Ы* ֊ "/) I т-.ч(/֊ I U 1<;(/ - 4j ) 4 <■/( / <</)! —

֊--Л’(*П ; Со.

7.
11.9)

где ;ц(г- а, ), ?2Д- а, ), б0(г а, )=/,/? <i/) = /,,(r а, ) 

определяются по (1.4), (г¥лф/>'п)(/х— главный вектор внешних уси
лий, приложенных к элементу дуги контура (1$ с внешней нормалью 
п. а Со комплексная постоянная, которая в рассматриваемом случае 
односвязной области может быть положена равной нулю.

Обозначая

?/(*>=?։/(* <Ь). (') =/։,(‘ а/) /;/> «А

/(/)=/ 1’(Л'й+/гп) <15, о по
V Г-

условие (1,9) можно написать п виде

?(/) + / 7(7՜) 4X04 1 ь (П+(/֊й/ )=/(гН֊'?/(И|=/(0. (1.4)
/*ц.

которое и является граничным условием для первой основнон ’՝*-1л |11 
для одпосвязнон области при наличии у ее контура ш хиовых и в-

Вводя обозначения

<р*(г)==?(2)+֊
Я1

Л »

1П । — I (1 I ° 1•!>*(г)=|(г)4- | Ь (г)— а/ 7/ (г)|

граничное условие (1 11) приводим, в частности, к ибышомх

Учитывая (1.4). (1.6). (18) я И- '«) граничное условие (I

записываем так

у (/)+< 7(0 +W -/('>֊ ДМ </)+5^ "•'4>
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где
2;у(/)=(1 /Л'։,)(/-<!, ) ։'НД1 4/\'зР(/֊‘О »(՛ 1-

-I Р/ ~՜ 1)(Лз/4 /Лц)( Г — а, )

-’</ (/)=' / (1 г I Лз/)(£ —а I) (/—п7 ) ^ (>.у 4՜ 1)( Л.7 |/ Л ։7)( /—а>) > -

4֊(I — /Л’з/)(Г —Л/) А

Для решения поставленной задачи необходимо определить го
ломорфные в 5 функции ?(?) и !•(*). а также т комплексных посто
янных Ьч из условия (1.14).

2. Следуя I. И. Шерман\ (9). функции ?(г) и о(г) будем искать 
н виде 11

где •••(-) подлежащая определению непрерывная комплексная функ 
цня точки границы, имеющая интегрируемую производную. Обобщена 
представлений (2.1) на случай кусочно-гладкой линии интегрировании 
возможно на основании результатов, приведенных в монографии (10)

Интегрируя второе из представлений (2.1) по частям, получаем

Учитывая, что функции ?(О и !<(/), определяемые по формулам 
Сохоцкого Племеля, в угловой точке «/ линии /. имеют устрани 
мый разрыв, будем приписывать в точке И) функциям ?(/) н ■}(/) пре 
дельные значения функций ?(г) и ՛>(’). когда точка г стремится ь 
узлу и/ по дуге А/֊։ или /-, . Эти предельные значения равны между 
собой ввиду непрерывности «>(/). Переходя в первом из формул (2.11 
и в (2.2) к пределу и подставив их значения в (1.12), получаем

1 .* - — / 1 Р____  -/ т I __(П - ֊ «■>(.)</—==/(/| V к:, (/)ф^,(О .
2~|.) т—/ 2«,1 т—/ Л||

I. I
(2.3)

Эго уравнение является обобщением интегрального уравнения 
Шермана-Лаурнчелла, на случай областей с кусочно-гладкой границей

Обозначив через • =//(") уравнения гладких дуг £/. легко ви
деть, что с помощью разложения по формуле Тейлора с остаточный 
членом в виде определенного интеграла, ядра уравнения (2.3) можно 
представить в виде £
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bent ' и t одновременно принадлежат Lt. Из (2.4) следует, что ядра 
уравнения (2.3) в угловых точках контура имеют конечные разрывы 
II, следовательно, для этого уравнения имеет место альтернатива Фред
гольма. Заметим что в (2.4) функция ft (-) отлична ог уравнения пря
мой. гак как в этом случае ядра (2.4) тождественно равны нулю, ес
ли н t одновременно принадлежат Lj.

Учитывая равносильность уравнений (1.4) и (2.3), коэффициенты 
bt/ будем определять как функционалы из условий

°* 1
(?(/) ьЗ(77 V (f)dt г

J F
« k Ok

3 Ьу | »!;(/)</ Г |,

Л=1,2,... т, причем ая,+։=а։.
Определитель этой системы отличен от нуля, так как, как это 

будет показано ниже, при /(/)=(), однородная система допускает толь
ко тривиальное решение.

Складывая уравнения системы (2.5), получаем равенство, в дей
ствительной части которого содержится выражение главною момента 
внешних сил, приложенных к £.. который полагается равным нулю, т. е

Ре Д/)Л=Ю. <2 6)

шИшНшИтКЯ . лСледовательно, определяемые из этой системы функционалы о 
Учитывают требование равенства нулю главного момента внешних сил

.В случае действительности >у, действительные фзнкпионэлы 
будем определять из действительной части (2.3). Можно пока за г к, и< 
Функционалы Ьц могут иметь другие представления, отличные ог 
Рсделяемых по (2.5)*.

3. Докажем разрешимость уравнения (2.31. Парни > уравнен 
։2-3), следуя Д. II. Шерману (*). <>удем рассматривать уравнение
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Г (О '?'(') ?*(')+* = ЛО, (3.1)

где ?(?) и / (:) определяются по (1 .12), г'пв’*- а

Умножая обе части (3.1) иа dt к интегрируя по /.,

(3.2)

получаем
•՝

( М(/)б//՜-֊1 4- 2*# = Г/(О<#-
Л' ' I Л V—*о ^~го /I. ь *

Из этого равенства, с учетом (2.6) и (3.2). видно, что />=0.
Следовательно, имея в виду (1.12). можно утверждать, что урав

нение (3.1) равносильно интегральному уравнению (2.3).
Покажем, что однородное уравнение

1 р -_ / 1 р___  -_ / т —
4֊ ֊ -5- <»0(т)^„ = -М1^/(0+^7(г)|,

2-1 । т—։ 2~1лж/ V/£ £
(3.3) 

полученное из (2.3) при /(/)=0 не имеет решений, отличных от три
виального. Пусть ?0(с) и %(з) функции, определяемые по (2.1) пос
редством плотности <ч0(՜), удовлетворяют на Л, согласно (1.11), условию

____  __ т । ____ ______
?оЮ 4-^0 (04֊%(П 4- 1 _’?;(/)֊+֊(/֊«>)?? V) 4֊ ’??(/) ֊0, (3.4)

равносильному уравнению (3.3). Функции <p®(z) и 'Ь’(з) определяются 
по формулам (1.10). в которых, на основании (1.4), (1.6) и (1.8), вмес
то функционалов Ьч следует подразумевать функционалы Ь".. Имея в 
виду обозначения (1.12), уравнения (3.3) и (3.4) равносильны также 
однородному уравнению

#)+^)Ш=0, (3.5)
полученному из (3.1), с учетом того, что />=().

На основании теоремы единственности (п) и условия (3.5) име
ем, что

r'it(z)*=itz+c, ь;(г)=-с (з.б)
Согласно (2.1), (2.2), (1.10), (1.4), (1.6), (1.8) и (3.6), равенства 

(1.12) можно переписать так:

tzz+cz= — I 4֊- V|^(1-i.Y37)(z—) 'J (1 ֊НЛу)(г—Д/ )'7|.
^“■1 J b--£ Z J*1 X

L
~c= I l'””< ■) ֊-"<(')+7Д I- D( Xn-iX^iz—,1/) 4 - 

4
-^7(1-։ХзЛ (z-U) )‘/-’|+^| G7 +1)(Л7- <xr;)(z-ej )“;֊

—ai lj (14-*2Gj)(z—cij J'v՜1)}. (3.7)
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Вследствие однозначности интегралов типа Копи, входящих в (3.7) 
заключаем, что

^у=0, (7=1,2, ...ш) (3.8)

С тедовательно и փ’(յ)=փօ (г).

Учитывая еще, что на основании первого из представлений (2.1 > 
и равенства (3.2), для случая, когда вместо ч>(т) подразумевается 
«о (") следует, что

2/1т [?0(£0) | =2г1ш (?;'(г0) | =2/г=Ю, 
равенства (3.7) принимают вид:

Обозначив

(3.9)

(3.10)

(3.11)
легко видеть, что равенства (3.9) равносильны условиям

0 для

из которых следует, что функции 5(г) и ;(з) голоморфны вне 5, при
чем с(ос) = 7(00) =0.

Исключая, далее, ^о('с) из (3.10) и (3.11), получаем

40 М*'(0 Н(/) = ֊2/с, (3.12)
которое является граничным условием первой основной задачи для 
бесконечной области, составляющей внешность I, при отсутствии 
внешних сил.

Пользуясь в отношении (3.12) рассуждениями, которые привели 
к решению (3.6) задачи (3.5), учитывая также, что 4 * )=--(:о)=0, 
получаем о(г) = -|(г)^=с==0, а следовательно и ։»о(':)=О.

В .заключение отметим, что вышеизложенное с незначительными 
изменениями применимо к бесконечной односвязной области с углами. 

Ереванский политехнический институт им. К. Маркса

Ս. II. ՕԱՐԴԱՐԺԱՆ

Աոաձզականարյան տեսության հսւրթ խնդիրը ւքիակասլ 
անկյուններով տիրու յթի Տամար արտաքին աժերի 

ազդեցՈէ թյան տակ
Հողվածում ա ո ա ջ ա րկվո։ մ կ մի նոր եղանակ աոաձղականության ւոեսոլ- 

թ/ս/ն հարթ իւնղիրր լուծելու Համար, երբ միակաոլ տիրույթն ունի վերջավոր 
թվով անկյուններ։
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Նախապես անջատելով անկյունային կետերում առաջացող տեղ ական 
jniA ու մն երր, խնղրի լուծոէ մր րերվում է մ ի իՆտեղրտք Հավտստրմ աՆ չէսծ. 
մանր, որր հ աե ղ ի и tub ո«մ Լ Շ ե րմ ան • Լա ւս ր ի չե ц ա յ ի ինտեղրտլ Հավէսստրմւսն 
րնղհտնր աց Ոէմր։

Ասրւ՛ gm ցվում է այղ Հավասարման լուծելիությունրէ
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Уждлемик All Армянский ССР А. Т. Бабаян, К Ц. Тагмаэян, Л. П. карапггян

Образование аммоний илнда в результате разрыва С —С связи 
при щелочном расщеплении дщидроизоиндолиниевых солей 

(Представлено 9/УП 1974)

Исследовалось щелочное расщепление 2,2-диалкнл Ъ метил- 
•|т, 4-днг ндронзоиндоли1гиевь1х солей, строение которых исключает воз
можность ароматизации через отщепление. Получены результаты.
согласующиеся с ранее высказанным предположением о промежуточ 
пом образовании илнда в результате разрыва С—С связи Показано, 
что в условиях нс благоприятных для гидролиза, выходы продуктов 
перегруппировки илнда повышаются. В случае солей, содержащих у 
азота этильную группу, наблюдается образование небольших количеств 
этилена, по-видимому, в результате ?—отщепления.

Ранее показано (’), что в результате водно-щелочного расщепле
ния диметолметаллил (3-виннл пропаргил)-и-(3-изолропеннлI-провар- 
гИл)-аммониевых солей (։) образуются 14,М -диметилбензил-(1П) и 
МДМ -диметил-з-фенил этил-(IV) амины, ди метиламин, ароматический 
углеводород (VI и формальдегид. Предполагалось, что соединения 
эти образуются в результате дальнейших превращений промежуточно 
образующейся дигидронзонндолнниевой соли (II) согласно схеме 2. 
включающей два направления реакция: (а)—образование экзомстиле- 
памина, в результате 1,6-отшепления и его превращение в 1\ при 
нагревании, и в V, под действием кислоты. (б| -образование илнда в 
результате разрыва С—С связи, и его перегруппировка в III

(СНд), »-CM։CHa-^_V

(jyj х X = н, CHj



В дальнейшем было установлено, что в присутствии каталитнче 
скнх количеств щелочи реакцию можно остановить на стадии обраю- 
вання днгндроизонндолинневой соли (III почти с количественным 
выходом (а). ’• *1

Однако для образования вышеперечисленных продуктов реакции 
может быть предложена и схема (2). включающая лишь одно направ
ление-образование илида и его дальнейшие превращения:

! _он_ д-ОН. (сн^гГсн" 
I сн/

СНЭ СИ
(CHjL№o/j> "

I СИ, 
^“"Гсн 1

Соммеле N ՝

гиЭралиэ (2)
CHjCH,

(СНд)2 NH * СН։0 *

Настоящее сообщение посвящено дальнейшим исследованиям в 
этой области на примере готовых 2,2-дналкил-4т-метил-4г. 4-дигидро- 
нэоиндолинневых солей VI а- г и VII а- в, полученных каталитической 
циклизацией соответствующих днал кил металлил (3-винил пропаргил )- 
н - (З-Циклогексенилоропаргнл)-аммониевых солен (гз).

Согласно литературным данным (*) для изомеризации экзометилен 
аминов, близких по строению с предполагаемыми согласно схеме И», 
в соответствующие N.N-Диалкил-^-феннлэтиламнны (IV) требуется 
продолжительное нагревание. ■ > дЦ

С целью выбора между схемами (I) и (2) нами изучалось рас
щепление дигидронзоиндолнниевон соли Via в условиях исключающих 
превращения экзометнленамина т. с. при низкой температуре (70՜ И 
30 I. а также без кислотной обработки продуктов реакции. Однако 
нее наши попытки выделить, пли хотя бы спектрально установить в 
продуктах реакции наличие экзометнленамина не привели к положи 
тельным результатам. Это дает нам основание предполагать, что при 
щелочном расщеплении 2.2-диалкил 4’-метил- la, I-дигндроизонндолиниг- 
вых солей, лишенных возможности ароматизации через отщепление, 
имеет место ароматизация никлогексадненового кольца в результате 
разрыва С С связи с образованием метнленнлида, дальнейшие прев
ращения которого н приводя। к конечным продуктам реакции согласно 
схеме (2). I

Результаты щелочного расщепления солей VI а—г и VII а - в 
приведены в табл. I Гам же в скобках приводятся выходы продуктов 
реакции солеи Via и VI6 в результате расщепления под действием
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Таблица I
Результаты водно-щелочного расщепления солей VI а—г и VII а—а В скобках 

приводятся ВЫХОДЫ продуктов расщепления пол действием порошка едкого кали

Выхоаы в % при R

Исходная соль Проаукты расщеплении
<a> 

(CH.|
(6) 
(CH,)S

O
(L

 H
.C

I 1
В
1.

R։N -СИ

СН, СИ

RjN -СН։СН

СИ

R:

(VI a—2)

м—СН 
н»с.,

СП

CH

CHjO

C,IL

ClIjNR

и.с

H.C

R,N

R։N

(VII a

CH

II..C nn
HjC 

R,NK

CH

CH, 

CH,O 

C,H.

17 (39» 36 (45) 38 42

И (29) 20 (29) 5 18

»■ — 3

55 (7) 18 (11 42 27

60 (71 20 (12) 37 30

35 10 25 20
сачесг- (качест-
пенно) венно)

—*■ 3

45

15

M)

30

20

60

20

15

15

io

(Ю

23

JO

20



Данные относительно оперные описываемых аминов
Таблица 2

Амин ы
Т. кип.

(Р к .и.и)
а-" п70 

пп

Найдено. %
Формула

Вычислено, %
1

Т. пл. 
лнкрата

с II N с Н и

СН։ СИ,

135-138 0.9560 1,5250 82,70 10.01 6.86 СнН 82,75 10.34 6.89 172 -173е<сн. ь»-сн.-0>
(8)

(СН»ЬК сна-сн,-/ Ч
145 150 О.Ч47О 1.5270 82.65 10.13 6,90 син։^ 82.75 10,34 6.69 187-189

(15)

сн3

сн, сн։

/—х 175-180 0.9Б82 1.52.50 76.15 9.30 6,70 с։дн։.ыо 76,09 9.25 6.83 200’
О[(СН,),)։М-СН։ / (30)

О|(СН»Ы,\֊СН,СН։ 170-173 0.9891 1.5252 76.13 9.32 6,72 с„н„ко 76.09 9.26 6,83 210
(30)

сн։



порошка едкого кали. Как и следовало ожидать в этих условиях не
благоприятных для । ндролиээ, выходы продуктов перегруппировки 
нлида повышаются. Соотношение продуктов перегруппировок Соммеле 
и Стивенса примерно сохраняется. Как видно из таблицы в случае 
соли У1в, содержащей этильные группы у азота, образуется небольшое 
количество этилена и в соответствии с этим установлено и наличие 
К-метил-Ы-этил-2-метилбензиламнпа, по-видимому, согласно схеме 3:

н

т. е. в результате а', ₽—отщепления.
В табл 2 приведены данные относительно аминов описываемых

впервые.
Институт органической химии
Академии паук Армянской ССР

Հայկական 111Ա Դ1Լ ակւս41.մ|>կոս IL. к ՐԱՈԱՅԱՆ, <։. Ծ. HUtTUR-Mlb, Լ Պ UIII’ll’I.l.s ՀԱԼ
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4№Ч1МИН> ии; <М՝$П1>МП1՝ЪЪЬ('Ь ичм-ыгмш аьчпьзвъы»
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р

УДК 5771 7

БИОХИМИЯ

А. А. Арутюнян. Е. <. Северин

Выделение и исследование аминокислотного состава некоторых 
пептидов С-концевой части гистона Г'1 тимуса теленка

(Представлено чл. корр АП Армянской ССР А А Галонном Ю/Х 1974 । <

Первичная структура гистона I I изучена не полностью. Рисшнф- 
розана последовательность аминокислот лини» !М -кон не во и части моле
кулы (՛ Надежных способов выяснения первичной структуры фраг 
ментов белков, богатых однотипными остатками аминокислот, и настои 
шее время не имеется. Представляет большие трудности также полу 
ченне гомогенных пептидов. Способ выделения пептидов, включающий 
методы гельфильтрации, ионообменной хроматографии и дополнитель
ной очистки пептидов электрофорезом или хроматографией на бумаге, 
достаточно трудоемок и требует не менее I микромоля белка Методы 
же расшифровки аминокислотной пос ледовательности достаточно ра •• 
работа ны и высокочувствительны (՝■֊!<) ։иА\).

В последнее время предпринимаются попытки разработать мето
дические приемы работы с малыми количествами белков и пептидов 
В частности, была показана возможность установления М-концевой 
последовательности белков, очищенных методом аналитического элек
трофореза в полиакриламидном геле ( I. и получение гомогенных псп 
тидов таких белков методом «отпечатков пальцев» (фннгерпрннг) ('՛։

В настоящей работе мы разработали методический прием выде
ления пептидов из малого количества белка. Этот метод использован 
для выделения некоторых пептидов из С-концевой части молекулы 
субфракцнн I гистона II тимуса теленка. Аминокислотный состав вы
деленных пептидов тучен при помощи разработанного нами дансиль
ного ультрамнкрометода анализа аминокислот.

Гистон П тимуса теленка (НО ,«г) расфракциопирован на амбер
лите IРС-50, по методу, описанному в работе (*) Расщепление суб- 
фракций гистона Р1 (15 -мс) по остатку тирозина проводили бромсук- 
пинимидом согласно прописи (։). Разделение С и И половинок моле 
кулы осуществляли на колонке сефадекса I 50 при скорости тока 
элюента (0,05М НСООН) 15 мл/ча( Энзиматическое расщеплешь 
«■-конпевых половинок (I мг) трипсином или химотрипсином проводили
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„ 1%-ном ^НдНСОз пр» соотношении фермент-субстрат I 80 в течение 
5 чш при 3/ С Электрофорез при pH 5.0 проводили на бумаге ватман 
ЗММ (4000 а. 40 .чмн). Хроматографию проводили я системе ряство 
ригелей: пиридин-уксусная кислота-бутанол-вода НО 3 14 12|

Выделение пептидов Пептиды разделяли методом фингерпринта 
на бумаге. Для выделения пептидов с бумаги были разработаны два 
специальных приема, смысл которых заключается в получении копии 
или отпечатка фингерпринта. окрашивание которого позволяет восста
навливать картину разделения на основном фннгерпрннте

Рис. 1. Схема поясняющая получение отпечатков фппг<,р11|»|||то1։ '՛' ।

пептидов 
щипается 
листами.
ЖСС1 КО1 о

к 1в\ м хроматографическим

Первый способ заключается в следующем н՝“ 4 » ь -։р՝>Ь1'!'1 ՛•’ 
на бумаге, полоска электрофореграммы ('). (Р1К ֊ 1 П111 

листам бумаги ватман I Между 
„о всей длине, вставляется ра .двигающий стержень (’> »« 

полиэтилена и виде треугольника, для ' ' ........ вы
грамм в процессе хроматографии После Р . । м
суживания хроматограмм, основной лист «ыщ■ вссгда

имеется большое Р«1Х0*Лепие в Р ожгення пепт„дпого пяг-
"а Разных листах, проводят п^ н |с1от ։ыу мяркерои (там.й пе
на на основании расхождений а՝111
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ресчег допустим, поскольку пептиды имеют Одинаковую R։ на обоих 
листах). 4

После восстановления картины на основном листе, пятна выреза֊ 
ют и элюируют. Контрольное окрашивание основного листа после 
вырезания пятен показывает, что практически всегда местонахождение 
пептидного пятна определено правильно.

Второй способ более простой и точный: обычный фннгерпрннт 
(ватман ЗММ). гидролизата белка осторожно опрыскивают водой до 
полного увлажнения, после чего, на него стелят сухой лист бумаги 
ватман I. Эти листы помещаю! между двумя листами тонкого пласти
ка и прокатывают через плотные резиновые ролики согласно рис. 1Б. 
Следует заметить, что сухой лист располагают таким образом, чтобы 
направление его расширения при промокании совпадало с направлени
ем прокатки. При увлажнении вспомогательного листа на нем получа
ется отпечаток фпнгерпринта. который проявляют 0,01%-ным раство
ром флуорескамнна в ацетоне по методу, описанному в работе (•)

Определение аминокислотного состава пептидов. Аминокислотный 
состав пептидов определяли дансильным методом. Дацсилироваиие 
амннокистот проводили в стеклянной ампуле (3>30 льн). В стеклянный 
капилляр, до фиксированной метки набирали 0.5—1 жкл 0.04М раствора 
ДПС С1 в ацетоне, после чего, до той же метки набирали 0.2.М раст 
нор КНСО5. Смесь перемешивали повторным переворачиванием ка
пилляра, после чего часть полученного раствора (0.5—I .як.») перено
сили в ампулу, в которой находился пептидный гидролизат. Ампулу՛ 
закрывали парафильмом и выдерживали 40 мин при комнатной тем
пературе (7| По окончании реакции дансилпрования, при помощи 
специальной установки на хроматографическую пластинку износили 
<•.2 ил» реакционной смеси Двухмерное хроматографическое разделе
ние ДНС-амннокислот проводили на полиамидных пленках размером 
5 6,5 см с использованием модифицированных хроматографических 
систем, предложенных в работах (*9). I система, вода-муравышаи 
кислота-пролаиол (100 2 5), 2 система: бензол-уксусная кислота- 
бутанол (90 10: 5). и 3 система: этнлацетат-метанол-уксусная кислота 
(-0 1 I). Интенсивность сигнала флуоресценции пятен ДНС-амшю- 
кисло! измеряли высокой узкой щелью (6'0.1 .в.ч) на спектрофотомет
ре для хроматограмм РМС) II фирмы «Цейс» (ФРГ) Относительное 
содержание аминокислот в смеси определяли после коррекции ЗНЗ 
чений сигнала флуоресценции пятен с помощью специальных коэф
фициентов. которые связывают сигнал флуоресценции пятна с содер
жанием соответствующей аминокислоты в смеси.

М-коицсвую последовательность аминокислот в пептидах опрс 
деляли метолом ДНС-Эдмана по методике, описанной в работе (,0)

Па ри< 2 показаны картины разделения триптических и химотрип
тических гидролизатов С-концевых половинок субфракций 1. 2 и 1 
■ метона Г1 тимуса теленка. Различия фингерприитов С-кониевых участ
ков разных субфракций гистона II обнаруживаются лишь в некоторых 
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исп гидах. Аминокислотный состав пептидов, полученных из ехбфрак- 
пии I. приведен в табл. I, а на рис. 3—аминокислотный состав неко
торых пептида» соотнесен к структуре, известной для субфракинн 3 ти
муса кролика. Видно, что эти пептиды по своему аминокислотному сос
таву, а также N-конпеиой последовательностью аминокислот полно
стью совпадают с ожидаемыми на структуре субфракции 3 пептида- 
Mill. Причем, этот факт подтверждается и на триптических и hi 

химотриптических пептидах, Следует заметить, что полная идентич
ность местоположения изученных триптических пептидов на всех

Рис 2 Пептидные карты |рнптиче.кич । \, Ь и В п химотриптических Н I гидролиз.։ 
тов С концевой части гистона П тимуса теленка В виде кружочков обозначена 
минорные пятна Пронумерованы лишь те пептиды, для которых научен ампнокне ч?.

и ып ст т а и

грех фингерпринтах (рис. 2..1, Б и В| позволяет сделать выводе том, 
что но всех трех субфракцпях этот участок молекулы имеет одинако
вую структуру. Причем это сходство структур определенных участков 
имеет место не только н субфрак Пнях гистона II. ио такие- а гистонах, 
выделенных из разных источников.

Анализ аминокислотного состава остальных пептидов показыва
ет, что в этих пептидах имеется очень высокое содержание лизина и 
аланина. Как видно на рис. 2, триптический гидролиз прошел не пол
ностью. поскольку количество пептидов на пептидной карте гораздо 
меньше, чем следовало ожидать. Этот результат объясняется тем, что 
в С-концевой части гистоновой молекулы имеется около 4.) остатков 
лизина, а лизиновые последовательности, как известно, с трудом и в г՛ 
же время неспецнфическп гидролизуются трипсином Однако, похоже, 
что и последовательности, образованные из этих пентилов у разных 
субфракцин, отличаются не сильно, так как большинство пептидов 
имеет идентичное местоположение на пептидных картах гн цюлн < и ՝в 
всех трех субфракннй.

Предложенные в настоящей работе методические приемы выкк 
пня пептидов с пятна бумажною фингерпринга в отличие от метода 
слабого предварительного окр;ш>|и։а11пя для локализации пептидов 
(«), позволяют получить пептидный материал, который может бы и. 
подвергнут деградация по Эдману. Кроме того, отсутствует риск потери
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Т а б .։ и ц л /

Аминокислотный состав пептидов (Цифрами обозначены аминокислоты М-копцевой 
последовательности)

О1у Бег Тйг Уа1 Ачр ОШ А1а Не Ьеи РЬе 1.у$ Л гк Рго

Триптические пептиды

1 1.0’ 0.9' Ь0 0.9
о
3

1.1 2.0
1.0' 0.9

о.х

4 1.2 1.8 1.0
о 2.0 0.9 1.0 1.0
ь 1.3՛ 2.2’ 1.0 0.8 1.1» 1.3
•• / 3.3' 1.6 0.9’ |.о 1.0 1.7
8 1.2 0.7 ЬО 1.2’ 0.9
9 1.1 1.0 1 ДР 3.5' 2.7 0,7 1.0

10 0.8» 2.8’ 2.0 1.0’
1) 1.0 1.8 4.5 4-0 3.2
12 1 1
13

3.01-1 1.0 0.8 ы 1.2
15 1 5 1
16 1.0 0.9 7.5
17 0.7 1.2’ 1.6' Ь.1 1.0
18 0.9' 0.7’ 1.6 0.7 2.7 0.6
19 1.3 1.3 1.0
20 Ь8» 2.0 1 -9 ЬО 1.0 0.8’ 2.0 0.8
21 1.0 1.4' 0.7» 0.9 0.8 1.0 0.8 Ь0’ 1,8 1.7
22 3-0' 3,0 1.0’ 0.9 0.6 0.7 Ь0
23 3.2 1.9 1.6 1.0 1.2 1.1 ЬО 1.1 0.9
24 2.2 2.2 2.0 0.9 1.1 1.7 1.3
25 1.0 1.1 0.7 Ь2 1.2 0,8

О1у БеГ Т11Г \'а! А՝р б!и Л1а 1.еи |>1м Ьу« Ри»

Химотриптические иепти ты

1 3.4 2.0 2< 0.8 ы 0.8 Ь2 ьо
2 
3

1.2
0.9 з.о ы

1.0
ьо

4 ьо 1.0
5 1.2 1.8 1.0
6 Ь2 1.0 1.0 1.0 0.9 ьо
7 2-8 2,1 2.0 1.0 з.о 1.0 3,0 1 .0
8 1.4 ЬЗ ьо 0.9 0.6 1.5 0.7 0,8 ьо 1.0
9 1.6 1.0 1.0 0 4) 0.3 5.3 1.2 2.1

10 0.6 0.9 1.0 1.0

пептида вследствие недоокраишвания, тем более, если учесть, что 
согласно нашим наблюдениям, кислые пептиды несколько слабее окра- 
шиваются флуорсч камином Метод анализа аминокислот имеет высо
кую чувствительность (порядка 2 ՝ 10 ‘’’М) и достаточно прост. Отме
тим. что в наших опытах для определения аминокислотного состава 
использовали лини. 1/50 1/100 часть пептида, полученною из пятна 
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бумажного фин1српр։ппа. На н.нп взгляд, этому методу лмииокт .ют- 
ноги анализа следует отдать предпочтение при работе с пептидами. а

Т1 Т2

ПТ’—3 -Ав р-7в!-С 1и-Ьув-Аоа-Авп-5ег-Ат£-11 е-Ьув-Ьеи~С1у-Ьеи-Ьув-иег-Ьви- 
н.----------- сз------------ ^~С4 ~^С2 ՀՀ

— Т5---------- ----------------------- Тб----------------------- —է-*----------------------- - Т7------------------------

7в1-Зег-Ьув-С1у-ТЬг-Ьеи-Уа1-С1и-ТКг-Ьув-С1у-ТЬг-С1и-Л1а-5<-г-С1у-Ьег-Гпе- 
сб----- ------------------------------------------ с 1------------------------------- ------------

Ьуе (Ьув42>Лор,Т11г р5еГрС1и,Рго1б,С1у4_5,А1а34>7а13Деи)

Рис. 3 Лмниокислотноя последовате льиость С коп целон части гистокл (I тимус* < 
кролика Հ). Амннокш !«>гный состав получении* триптических ։Т) и химптрнш- чгсхих 

(< I пегндев соотнесен к структуре о ноле стрелок

также при необходимости проведения большого количества параллель
ных определении, так как в этом случае фактическое время одного 
анализа заметно сокращается.

Институт молску»тярнс:П биолипш Академии наук СССР
Инет и гул биохимии АП Арм ССР

1Լ Д. ՀԱՐ1ԴՒ311ԻՆՅԱՆ. Ь. II. 11հՎհՐ1*Ն
Հւււյփ 1111՛<|ւ<1 >|Լ 1|о|> Ր1-6իսթոն|ւ Շ-^այրայիէ մսւս|ւ пгп^ ս|1ւււ|սւ|ւր|ն 1»ր|ւ ան^ա- 

սւոէմո ե ամինոթթվային 1|ա^մի ոաումնասիրությունը

Ատ ացվ ած են .’«ք///» րորցագեզձի 1’1 Հիսթոնի ենթաֆրէսկ^իաների Օ ժ այրու յին մասերի տրիպ տի կ էս կան ե խիմոտրիսրոի կական • ի զրո / ի էյ ա տ ո րն ե ր ի 
պ եսրո ի զա յին քարտեզները: կրկնօրինակման մեթոզի օզնությամ ր անպատ
ված են աո աքին սուըֆըակզիս յի С ծայրային մասի պեւզտիղները և դւսնսի- 
լտյին մեթոդով հետազոտված / վերյիններիս ամինաթթվային կազմը ձույց 

Լ տրված ։ որ անյատված սքեսյտիզների ամինաթթվային կսպմր Համապտտաս^ 
խտնոէմ Լ ճազտրի ուրյյազեղձի | I հիսթոնի երրորդ եՆքևսֆրակզիայի .ա- 
մար հայտնի ամինաթթվային հաքորդականուքյյանր» Լ*ստ որում, ամինա^ 
թթվային փոխանակումները հիսթոնի մոքեկույի այպ մասում էավանարար 
րայյտկայում են է
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ЭНТОМОЛО1 ИЯ

С М. Яблоков-Хизорян

Новый вид жесткокрылого-бурилыннка ил Сибири 
(Со1еор1ега, Еиспепт1(1ае)

(Лр1'дстз11лсио чл.-корр XII Армянской ССР Э \ Давтяном 2-1/1Х 1974)

О1пйакн5 ъНмпсиз 1аЫокоИ- КЬп2ог1ап, ьр. поу.
Новосибирск, Зырянка, на лету' над гнилыми ветками черемухи, 

14.6.1966, голотип, Я* • » коллекциях Зоологического института ЛИ \р 
,мянской ССР. ’ . ( .

Тело одноцветно черное, конечности темные, лапки осветлены, поло 
спетость серебристая, короткая, негустая. Длина 5 л.н. Рис. 1,в.

Голова наклонена вниз, глаза выпуклые, выступают из ее контура, 
лоб густо и грубо точечный на гладком фоне, с треугольным средин
ным владением, продолженным сзади до темени ввнде тонкой борозд
ки Усики пильчатые, немного длиннее головы и переднеспннкн, вмес
те взятых, толстые, их 1-й членик большой, изогнутый, 2֊й очень мал. 
следующие почти сходные. но 3-й длиннее 4-го, 9-й и 10-й узкие, тре
угольные. II и длинный, узкоовальный (рис. 1,6). Переднеспннка я 
такой же скульптуре, как лоб, ио с глазчатыми точками, с неровностя
ми. с 2 неглубокими .тискальными вдавленнямн неправильном формы, 
с узкой гладкой срединной полосой в основной половине, без основных 
ямок, с боков, около острых одних углов, с широким н плоским вдавле- 
нием Передний кран с тонкой приподнятой гладкой каймой, от него, за 
глазами, до середины переднеспннкн с у зкнм килем, простирающимся 
параллельно боковому краю (рис. 1,в). Задние углы сверху с килем, 
продолженным до основной трети переднеспннкн, их боковой кран 
килевидный, продолжен до передней трети переднеспннкн. проходя под 
таглазничным килем, но около него. Боковой край переднеспннкн по
догну! на переднегрудь, окаймлен до задних углов, кзади заметно изо
гнут, отграничивает широкий гладкий нотоплевральный шов. на который 
может закладываться усик, этот шов кзади изогнут и продолжен до 
газнковых впадин. Щиток треугольный Надкрылья слабо сужены за 
сильно закругленными плечами до коротко закругленного вершинного 
края, со следами укороченных бороздок, их скульптура такая же, как 
на лбу, но точки менее густые, с короткими поперечными морщинками.
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местами, в частности вдоль следов бороздок, расположены рядами. 
Вершинный скат коротко закруглен, спадает отвесно Грудь густо то
чечная и волосистая па гладком фоне, на загнутой час։н бокового край 
нсрсдиеспинки. соответствующей ее плеврам, и на переднегруди точки 
крупнее, глубже, глазчатые, по ее бокам скульптура ячеистая. Выступ 
переднегруди большой и треугольный 1-е три видимых стерннта брюш
ка с очень мелкой и негустой, на 2 последующих с грубой и вдавлен
ной точечностыо. Передние бедра с желобчатым вдавленном па их 
нижней стороне по всей длине. Задние тазики у основания широкие и 
с зубцом, равномерно сужены дистально, у вершины в 2 раза уже чем 
у основного расширения. Лапки типичного для зтого рода строения

Рис. 1. а 1нг'Ьа£и^ МЫНси* К1»п/. *р ное.
ЮЛОП.П, габитус; б У‘"к * п^н«-
пншм сбокх, г правая з-знаи нога сверху, 
о-ложный яйаека............ ՝еп|га1с

Ы



> 9 ложный яйцеклад очень длинный, с длинным (рис. 1,с)) 
$р|’С1||1ип еепкаН.

Этот вид Приналлсжнт к группе видов рода ОйгИадик I <Иг с длин
ными загл а зн нчным и килями, отличаясь от большинства прочих видон 
этой группы строением переднеспинки без основных вдавленнй и с 
гладкой срединной полосой По этим признакам може> быть сближен 
лишь с О ГоуеоЫиэ Е1си(. из Дальнею Востока и Японии, но у этого 
вида глаза плоские, лоб равномерно выпуклый, без ямки или бороздки, 
лишь с I крупной точкой у середины, усики тоньше, менее пильчатые, 
их членики с менее острыми вершинными зубцами, передиеспнпка с 
2 .тискальными вдавлениями и срединной полосой, ио вдавлення ямко- 
образные. меньше и глубже, округлые. Заглазничный киль отходит от 
внутреннего края глаза, дальше от бокового края, направлен косо 
кнаружи, короче. Боковой кант задних углов продолжен килеобразно 
почти до переднего края переднеспинки, проходит далеко от заглаз- 
ничного киля и параллельно боковому краю, который изогнут гораздо 
слабее. Вершинный скат надкрылий совсем плоский, спадает под очень 
острым углом Выступ переднегруди узко треугольный, с вершинным 
сужением и изогнутыми боковыми краями (как у Г) рудгпаеиа Б.) 
Плевральные швы не достигают тазиковых впадин, переднегрудь всю
ду точечная, без ячеистой скульптуры.

Зоологический институт
Академии наук Армянской ССР

II. 1Г. 3111>11|1|11Ч-Ы.2НГЛ1и

•|։и||Л ри||»1п| - 1л| 1|Г|Ь'Г(>г)Г||>р(1 Сюр (пЬишЦ 1*|’Г1,Р1,9
(Со1еор(ега. ЕиспепНйае)
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