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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ПОЛОГО БЕСКОНЕЧНОГО 
ЦИЛИНДРА С ДВУМЯ НАСАЖЕННЫМИ ДИСКАМИ

Осесимметричная контактная задача теории упругости для сплош­
ных и полых цилиндров в случае, когда на поверхности цилиндра 
насажен диск или насажены равноудаленные друг от друга диски, рас­
смотрена в работах [Г -4] и других.

В настоящей работе получено решение смешанной осесимметрич­
ной задачи для бесконечного полого цилиндра с двумя жесткими, 
гладкими дисками заданной формы, насаженными по внешней поверх­
ности, когда по внутренней поверхности и части внешней поверхности 
вне дисков приложены радиальные нагрузки. Для простоты предпола­
гаем, что касательные напряжения на поверхности цилиндра отсут­
ствуют. Решение рассматриваемой задачи представлено в виде интегра­
ла Фурье. Для определения неизвестных функций, входящих в интег­
рал Фурье, получены тройные интегральные уравнения, решение кото­
рых, следуя [5], сведено к парным рядам-уравнениям по тригономет­
рическим функциям. Далее задача сводится к решению квази-вполне 
регулярных бесконечных систем линейных алгебраических уравнений, 
свободные члены которых стремятся к пулю.

Г

__________________

Фиг. 1

Получены также формулы для контактных напряжений с выделен­
ными особенностями.

1. Предположим, что граничные условия рассматриваемой здесь 
задачи (фиг. 1) симметричны относительно плоскости 2 = 0. В силу 
симметрии достаточно рассмотреть деформацию части цилиндра в ин­
тервале 0 г < х .

Граничные условия для рассматриваемой части цилиндра имеют 
вид
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(А\, г) = /г (г) = | I (а) соз аг </а 0=<г<со
о

"г> (А1։ г)~-гх(К2, г) = О 0«Сг\со (1.1)

где / (а) = — I /։ (г) СОз аг с/г
* Л о

аГ (Я2, г) — (г) 0 г < а, Ь < г Г’՜

и, (А'о, г) = а} (г) а < г < Ь (1.2)

Полагаем, что/, (г), /3(г) —кусочно-непрерывные функции, а \(г) 
непрерывная функция с кусочно-непрерывной производной.

Условия симметрии по сечению г -• 0 запишутся в виде

и: (Г, 0) = (г. 0) = 0 < г < /?а (1.3)

В соответствии с (1.3) бигармоническую функцию Л. Лява для рас­
сматриваемой задачи представим в виде

Ф (г, г) = у {Ах (а) /0(аг) 4- А2 (а) К9(аг) 4֊ 

о
4-аг[Л3(а) Д (аг) 4֊ Л4(а) Кх (аг)]} вт аге/а (1.4)

где Л(х), А', (х)—модифицированные цилиндрические функции соответ­
ственно первого и второго рода, /1,(а) -неизвестные функции.

Напряжения и перемещения в силу (1.4) представятся в виде

4(«г) л։(>)
аг аг ]

4֊ А3 (а) [(1 - 2>) /0(аг) 4 * гД («г)] ֊ А (а) [(1 - 2у) К. (аг) ֊

— аг (аг)] соз аг с/а

«.- = а՛1 ■[ А^)1^г) \ Л.,(а)А;(аг)4֊ Л3(а)[2(2-7)/0(аг) -г

и
— а гД (аг)] Л4 (а) [2 (2 - >) ЛГ0(аг) аг Кх (аг)]} сов«гЛ

«-
0« = ֊ ։’|л։(«) ^-4։(а) + (1 -2»)[Л։(«) /0(аг) -

о

- А4 (а) (аг)] соя аге/ а (1.5)
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= ( «* И։ (а) А («г) А (а) А.; (аг) 4- Ал <а)[2 (1 — 7) /1 (аг) -|- 
о

!- аг/Даг)] г А4 (а) [2 (1 — V) Л\ (аг) аг К« (аг)]} мп 72(17

А. (а) Л\(аг)
о

I- А. (а) «г (аг) -4.(а) аг Х0(аг) со$ах</а

1м; = ------
26՝

{Л։ (а) /0(аг) Л8(а)К0(«г) + А(*)[4(1—*) /0(аг) +
о

~«г/1(зг)] Д։ р) [4(1 — ?) К'(| (аг) ֊ аг Х\ (аг)]) зш агг/а

где 6՝ модуль сдвига, у—коэффициент Пуассона. 
Введя обозначение

ЛГ(а) — — д= ՛ Л։(а) + АМ г0(1) + ^1>| + 
V• I

А, (а) [(1 2,) /„ (Т) Т 7 /, ( ;)] ֊ А, (а) [(1 - 2,) КМ - Т Ц (1.6) 

и далее решая относительно т4, (а)(/=1, 2, 3, 4) систему алгебраичес­
ких уравнений, из (1.6) и уравнений, получаемых из граничных условий 
(1.1), получим

А(»)=— (/=1, 2,3, 4) (1.7)
Л

где 

н н

֊ 7 [ 2(1р~') +?] •$?-!> | 2---; Ч- + 7 | ■%’+

+ 2(1~7) +Р -(1 ~-¥- + 7 R2 (1.8)
V *Г

д- =~9, + ֊Г <?; (/”1,2,3, 4) (1.9)
а* а3

<?■(?, 7) ”2(1 ֊>»4 КМ 
р

2(1 4֊Р Л-։(7) -^КМЗХ+

2(1 - у) (?) 5, (₽, т) - 2 (1 - у) Ио(3) -У?.
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+ 2(1-,)1 Ц—4_ + ? A\(?)S4(f), ■() 
I Р

<7я(Р. 7) =-2(1֊’)^/о(7)֊|—
F I Н

/>(•:) +

Ч-^Ф, 7)Ш-Н 211г֊֊+Р 
р

А(?)52(р, 7)4֊

4֊2(1-*)₽/о(?)$3(?։ 7) - 2(1-') 2(1 ֊ V) А(3)Ш 7) (1.10)

7з(?> ?) = --֊ ^(7) 4֊ ^(3)^(3, 7)

2(1 - ч + ? ^(3)\(3, 7)

74(3. 7) = - (7)+ ?/«(?) 53(?. 7)

+ -2(18~v) +р Ат։?. 7)

(£=1,2, 3,4) (1.11)

-Ш 7) = /о(7)Ко(Р)-Ко(1)/о(?)

•М0, 7) = 4(7)^(?)-|-К0(т)А(?) (1.12)

5а(₽, 7) = 4(7)^о(?)-г^(7)/о(Р)

■Ш т) = 7։(7)^(?) /С։(7)Л(?)

9 = а/?։։ 7 = а/?2 (1.13)

Подстанин (1.5) и полученные выражения (1.7) —(1.12) для А, (л) 
в первое и третье из граничных условий (1.2), окончательно получим 
следующие тройные интегральные уравнения относительно Л՜(а):

а А'(я) cosizd'J. — 0<z<Za
о 

• •

| [1 A/(a)]Z(a)cosazc/a = H(z) a<Zz<ib (1.14) 
о

•Ф 

։/(«)cos-Jzrfa- b<^z<_
и 

где

№>-11^|7-’И'П^ + ,И
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/У(0) = 1 (1.15)

Н(г) -53֊5а ¥ соя яг^я

Таким образом, неизвестные функции А, (я), выражаемые форму­
лами (1.7), будут определены, если будет найдена А՜(а) из тронных 
интегральных уравнений (1.14). Далее могут быть найдены компоненты 
напряжений и перемещения в любой точке цилиндра.

Если в вышеприведенных выражениях положить

А(а); Д4(а) = 0, Я. =0, /1(г)=0 (/ (а) = 0),

то предельным переходом получим выражения, соответствующие за­
даче бесконечного сплошного вала радиуса /<>, определяемые гранич­
ными условиями (1.2). Решение этой задачи для сплошного вала так­
же сводится к решению уравнений (1.14), в которых, однако, следует 
положить

1—7

А(я) = 1---------------
7/;(•*•)

а функции /4։(я) и Да(л) определяются через А'(я) следующими фор­
мулами:

/։,<«)=

(1.17)

2(1 >)/,(•;) 4-7/о (7)^+, да
** т/о2Ы-

Приведем асимптотическое разложение для выражений А'(я), оп­
ределяемых формулами (1.15) и (1.16), при больших значениях г

=-*-* ± +0 Ш (>■!*>
л2 а <г \ а3 /

Таким образом, функция /V (я) ограничена сверху и при возрас­
тании аргумента стремится к нулю, как 0 ( - ) •

\ « /
2. Для решения полученных тройных интегральных уравнений 

методом Трантера [5] представим (1.14) в виде

созяг</ я = /2 (г)
и
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\ [1 -2V(a)]A'(a)(cosaz-l)</a = H(2) - /7(0) - /7*(z) (a<z<6) 

о (2.1)

J я Л(а) cosxzc/a =/2 (z) (6<z<^eo)

о
Отметим, что при таком представлении возможно теряется свобод­
ный член при // (z).

Пользуясь значениями интегралов

cos | 2л arc sin֊֊

(z<b) (2.2)

Лл (6а) cosaz .1 ---------------------- di =

1— cos
2л

2rcarc sin -- 
b

(— 1)» 62>

(*< Ъ)

(2.3)

о

о
я

о

2n(z- I Z- /г')

где /։(х)—функция Бесселя 7-го порядка первого рода с действитель­
ным аргументом, решение (2.1) представим в виде [5]

я X (а) (2.4)

Благодаря выбору (2.4), в силу (2.2) нетрудно убедиться, что третье 
уравнение (2.1) удовлетворяется тождественно, а из первых двух урав­
нений (2.1) с учетом (2.2) и (2.3) для определения неизвестных ко­
эффициентов с,, получим следующие парные ряды-уравнения:

(2.5)

Здесь введены следующие обозначения:

, . © , . %z = b sin — > а = о SJn — 
2 2

(2.6)
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Т(։) = Н’(։)-^ [Ш 1п У ,, <>В+ 
~ 3 V \у‘—х I

(сои «£ 1) СО5 ау<?а
а

(2.7)

Применив методы решения парных рядов-уравнений, предложен­
ные в работах [6, 7], к решению (2.5), для определения неизвестных 
сп получим следующую бесконечную систему линейных алгебраических 
уравнений

с* — У, сп 4- ‘»л (к = 1, 2, * • •) 
г։֊>0

(2.8)

где

и= ֊^(сО8ф0) -Г — (

?■>

| Л (а) R (а, &) .Д (6а) </а 
о

1пк =
Гн

<70 | /V(а) /? (а, 0) /2л (6а) </а 
о

к °>к~^ с 05 0) 1д — ; р-։(6)ГДсо56Иг А<л| (2.9) 

?0О

6

(СОБ ф — СО5 0)]

СО5 — </'^
2

(соя 0 — созф)1՛'2

У';, (х) = Рк-х (х) |- Рк (л), /д(х) = Рк-1 (х) Рк (х),

Рк(х) — полиномы Лежандра.
Отметим, что при решении (1.14) второе уравнение заменялось 

вторым уравнением (2.1) и при этом возможно терялось постоянное 
слагаемое, вследствие чего (1.14) и (2.1) могут быть не эквивалентны. 
Для того, чтобы полученное решение (2.4) и (2.8) удовлетворяло урав­
нениям (1.14), постоянную с0 найдем из второго уравнения (1.14).
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Подставив (2.4) во второе уравнение (1.14), получим при фикси­
рованном значении z — z0^[a, 6] следующее уравнение для определе­
ния неизвестной с0:

2 сЛ (z0)֊b (Д(х)В(х, z0) = H(za) (2.10)

где

£>„ (г) - \ Jz, (Wcosizdi (2.П)
о

. 2 f l-JV(a)Li (х, z) = l ---------------cos a .r cos azo*
я J a 

о
Таким образом, выражая из бесконечной системы (2.8) все неизвест­
ные Ck (fc=l, 2,•• •) через с0 и далее подставляя их в уравнение 
(2.10), найдем сс.

Докажем теперь, что полученная система (2.8) квази-вполне ре­

гулярна. Покажем, что ՝>՛. |’;П1Ь1 стремится к нулю при возрастании 
л=Л

Пользуясь интегральным представлением функций Бесселя

Jin (z) — — cos 2л 0 cos (z sin 3) <У0 (2-12)
о 

н выражением

^(26)=-i- + 2cos2n‘l (2.13)
2 n֊l

где S (х)—дельта-функция Дирака, а также неравенствами [7] 

2 2|Г*(х)|<57т’ 1^(х)|<֊4=
I к у к

для суммы модулей коэффициентов при неизвестных будем иметь

к ~ С б
3 ИлJ (cos ?o)i т т 2 | ^(cos 0) tg — с/0 X
n-0 л=О J

X N (я) R (a, 0) J2 (6a) c/1 (cos ©0) 
о

•| ^(cosG)tg-i^
4 IJ 2

(2.14)
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где

(2.15)

Интегрируя (2.15) ио частям и учитывая, что 7 (0)—дифференциру­
емая функция и обращается в нуль при б = - (что следует из (2.9) и 
(2.15)), будем иметь

S l*J <1A (cos ?о) I г у I z (?оИ* (cos <?0) 
л-0 4 I

[x'COZJcosGM <֊֊= 4 + 1Г(Ъ)| I С 
V. ~ V
■?<։ <го 

т

(2.16)

то есть при больших значениях к сумма 5՝. |7rtJ стремится к нулк>

как о( —U= I ՛ следовательно, бесконечная система (2.8) квази-вполне
\ |/ к J

регулярна. Функции к\ (С) и (6) непрерывны, следовательно, сво­
бодный член ш* в (2.8) имеет порядок О (Л՜՜1՛2), значит систему (2.8) 
можно решать методом последовательных приближений.

Вычислим контактные напряжения, то есть найдем значение пер­
вого интеграла из (1.14) в области о z < 6. Подставляя значение 
Л(а) по (2.4) в первый интеграл (1.14), при z<^b получим

(Л., с) =-£Ш= . 0<z<6 (2.17)
Г b~ z՜ 

где 
«-

£)(z)== V с* cos/<ф, 2 arc sin— (2.18)
Йо b

Для выделения особенности в окрестности точки z — а подста­
вим значение с* из бесконечной системы (2.8) в (2.17) и, пользуясь 
значением суммы [7]

J/2cos-i֊
** 2
2 Г։<с« °) si" k<? = (cos G-cos у)1«' (? > 0) <2Л9>
U1

0 (ф < 0)

для ?7>а, окончательно получим

МZ
MR2. -)- + 2 (г) (a<z<Z>)

(?о<?<*)
(2.20)
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րյւօ

^ = ֊ I &,+ 2 է.Չ.(=յ + ք \ ֊ (?օ)
Հ • ւ.֊-օ

I (6) ԺՕ

է 1 | ՇՕՅ 0 — €05 Հ 
0

ր5 (0)+ջ^զ(6)
_________ յւ-0_______

I շօտ 0 ՜ շօտ ©

<2»(6)=յ’*(«)*(«. »)/*.(*»)*

0

ՒԽօուրջ՚ւ աօւոոսաս
ՃՒ1 /\pMHHcxoH (ՅՇՐ

ՈօշրյՂյոձ» 29 II 1972

1Լ *. ՄէՎՔՈՆՅԱՆ

ԵՐԿՈԻ ՀԱԳՑՎԱԾ ՍԿԱՎԱՌԱԿՆԵՐՈՎ ՍՆԱՄԵՋ ԱՆՎԵՐՋ. ԳԼԱՆԻ ԱՌԱՆՑՔԱՍԻՄԵՏՐԻԿ ԽՆԴԻՐԸ
Ամփոփում

Ստացված Լ սնամեջ անվերջ դլան ի խառը խնդրի չուծումը, երբ դլանք) 
արտաքին մակերևույթի վրա հազրված են երկու միանման կոշտ սկավաոակ֊ 
նհրէ Գլանի ներքին և սկավաոակների միջև րնկած արտաքին մւսկերևույք1ների 
վրա կիրառված են ում եր, որոնք ազդում են մակերևույթների նորմալի էոդ~ 
դուք}յամր>

Անհայտ ֆունկցիաների որոշման Համար ստացված են եռակի քւնւոեզրալ 
հավաաււրոսքներ, որոնց լուծումները, Տրանտերի մեթոդի օդտա դո րծ մ ա մ ր, 
րերվամ են եռանկյունաչափական ֆունկցիաներով զույդ շւր/րք-հւսվաւէարում֊ 
ներիւ

Այնուհետև խնդրի լուծումը քերվում Լ քվազի.լիովին յւեդուլյար զծային 
հանրահաշվական հավասարումների անվեր* սիստեմի լուծմանը)

ԱսէացւԼած են քանաձևեր կոնտակտային /արումների համայք, ոյւոնցում 
անյաւով ած են եզակիությունները*
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AXISYMMETRIC PROBLEM FOR A HOLLOW INFINITE 
CYLINDER WITH TWO DISKS FITTED ON

A. P. MELKONIAN

Summary

A solution is abtained of the axisymmetric mixed problem for an 
infinite hollow cylinder with two identical rigid smooth disks of a given 
shape fitted on the external surface. To the internal surface and to a 
part of the external surface out of the disks a radial pressure is ap­
plied. For determination of unknown functions the trippie integral equ­
ations are derived, and their solution, following Tranter's method, is 
reduced to the dual series-equations by trigonometric functions. Later the 
problem is reduced to the solution of a quasi-quite regular infinite system 
of linear algebraic equations.

The formulas for { be contact stresses with separated singularities 
are presented.
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И 3 В Е С Т И я__ А КАДЕ М И И II А У К АРМЯНСКОЙ С С 1'
ՄԼխանիկա XXV. № 5, 1972 Механика

С. О. САРКИСЯН

О МЕТОДЕ УПРУГИХ РЕШЕНИЙ В ТЕОРИИ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Основные уравнения теории малых упруго-пластических дефор­
маций тонкой цилиндрической оболочки представляют собой эллипти­
ческую квазилинейную систему, которая получается из уравнений рав­
новесия [1]

д Л__ ^^12 _
дх ду

дТ, д8г2 1 /^- + = у (1>
ду дх R \ Оу дх /

1 т д*Мл _ {) д-Н _ д*М.. 7
R ' дх- дх ду су-

где вместо усилий и моментов подставлено их выражение через де­
формации [2]

(2>

4 \ 2 / \ 2 /

~^՜?լշ/շ ута Уз

В этих выражениях г2, ^...— соответственно относительные удли­
нения и сдвиг элемента срединной поверхности оболочки, х1а— 
изменения нормальных кривизн и кручения

-’*• е։ = м.։. =2 = "Г ■“ = м9 -1 V. (3)
յ\

•/■х Н'.л, х2;
1 ,1 ...

^!Հ9 ո ք</, Хл2------- 1 Ա> (4)
л
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Далее, в формулах (2)

֊,՛— интенсивность напряжений, е. —интенсивность деформаций. Между
з. и е1 существует определенный закон

з.= 3(7(1—-л>(е,)|е,. (6)

где (7—модуль сдвига материала, (» — функция е;, определяющая 
пластические свойства материала и для реальных материалов с упроч­
нением, удовлетворяющая условиям [2, 3|

О «С а> (е.) =С с» (е.) 4՜ - е. ). < 1 (7)ас. I
Как легко видеть, эти условия равносильны следующим условиям:

О < ш (е ) =С »՛ (е ) Н---------------- --------е =-------- —------- л < 1 (8)
е1 — е. </е>

Интенсивность деформации для оболочки имеет следующее вы­
ражение [2]

е,- = ֊֊4=1 Л֊2гЛ։֊1֊ггЛ (9)
I -э

где
Т’: = Ц 4- *։еа 4- 4՜ Е{2

Р„ = е1х1 4 4- -֊ ахх, 4- ~ £27.։ 4- £,гх,2 (10)
Ав Ай

Р* = 4- 4- *2 4- у-?2

Пусть оболочка в плане занимает область 5 с границей Г

5=((х, у):\х\<11, |^</21, г = ггига, г, = г; и г?

г; = {(х, у): X = — П = |(х, у): х 1и Ы</։|

г։ = г\г, (ы... = х, * = •֊)
Здесь \—полудлина оболочки, Гр Г^—левый и правый торец оболоч­
ки соответственно. Будем рассматривать следующие граничные за­
дачи.

1) Найти решение (1), если

«1г. = ^11՝, = «,'|г։ = о>.г|г։ = 0 (11)

граничные условия на Г2

Н, V, Ш, и>у, Тп, 5п, Мп, М, 1^7'2, =0 (12) 
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где п означает нормальное сечение оболочки, /'„—нормальное к кон­
туру усилие в плоскости оболочки. 5П тангенциальное, /V,, перере­
зывающее усилие, М„ — изгибающий момент.

II) Найти решение (1), если

7Ж — г;, +4֊ =5;г
\ л /г,

(М-г//,).-. = л;,
(13)

условия на Г2- те же самые (12).
Для решения задач (I), (П) будут использованы следующие спе­

циальные функциональные пространства.
Класс функций, заданных в полосе |х| С /։, периодических по у с 

периодом 2/-, н зависимости от вводимой метрики в нем может при­
водить к различным функциональным пространствам. В отличие от 
обычных пространств С (5), 1-,, (5), будем снабжать простран­
ства в случае периодичности по у значком градус.

Важнейшие свойства вышеупомянутых классов функций полностью 
переносятся на случаи частичной и полной периодичности. В частно­
сти, пространство (5 ) вполне аналогично пространству С. Л. Со­
болева и для него справедливы [7] такого же рода теоремы вложе­
ния [6], как для классов 1^л)(5).

Пусть С\ множество вектор-функций фг, ?з)> удовлетворя­
ющих граничным условиям (11): функции ©р <р2 имеют интегрируемые 
с квадратом первые производные в 5, а имеют интегрируемые с 
квадратом вторые производные 8 5. Зададим на С։ скалярное произ­
ведение

где

(л, С\^'>Рс(/8
$ .V

5Р = •/<«»•/<») ֊- 4- — х<*> А«) 4- •/.<«> •/<*) 4 7.<дЦ$>* I IX а 1л I»

?,Р _=(«>:(*> . 3. .(а -<Ь) |. А I ,(«)<«> .1. «(«).(&)
,гг ”։ "1 2 1 с2 > 2 сг > -2 > пг "п 

(14)

(15)

(16)

й обычная цилиндрическая жесткость оболочки, С—жесткость обо­
лочки на растяжение.

Замыкание С։ в норме (14) назовем пространством /7; (5 ). Сле­
довательно,

" й ( <4 + т ~ 4,) 4֊

+ с [ (4 + м։ + <1 + 42)</5 (17)
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Аналогично, пусть С2—множество вектор-функций ^ (?։. ?3), удов­
летворяющих условиям

с. dS =■ О, (18)

где функции у? имеют интегрируемые с квадратом первые произ­
водные в S, a имеет интегрируемые с квадратом вторые производ­
ные в 5. Скалярное произведение на С., задаем по-прежнему (14). За­
мыкая С., во введенной норме, получаем гильбертово пространство 
HAS).

Для дальнейших рассмотрений удо >но для произвольных вектор- 
функций ■՝•(«, V, ш), где tu(x, у) —дважды дифференцируемая функция, 
а п(х, ։/), v(x, у) дифференцируемые функции, ввести в точке ска­
лярное произведение и норму ио формулам

(«>р (Mu) ьР: - 2хоР։։ 2'''Р>.

...||: I Л z-P,

(19)

(20)

где IP., ьРп, ьРк, согласно выражениям (10), представляют собой

_L ф։> _|_ 1
2 1 - 2

ЪР, — е< е<"»> -|- Ц; зге;)4_5(р)гг;) + гСа£С,) (21)

- х', "֊) г<? ՝> ֊֊ — 7<" J։ 1 2 ։ 2 х12։> Ч?’ (22)

ЗР։* = s< “•> х’*1«) — ef ’•> хЬЛ I J-sfJxb) I- 
2 1 2

— £<•“,) ф) a. -L 
2 ’ 2 2

s<p>x՛՜>-u egOxg»> (23)

Легко проверить, что при этом выполняются аксиомы скалярного про­
изведения, за исключением одной: из ю — 0 не следует ю = 0, но мы 
этим свойством в дальнейшем нс пользуемся.

Определение 7. Обобщенным решением задачи (1) назовем век­
тор-функцию а (и, v, w) Нх (5'::), удовлетворяющую интегральному 
равенству

Л/2
(Я. = 4G ( j ... (а, ֊r)dSdz j (Д?1 + r?s + (24)

к -л?2 , J

для любой вектор-функции ¥(?!> Фе« 9з)
Определение 2. Обобщенным решением задачи (II) назовем век­

тор-функцию Ь (и, V, и>) Н>($ ). удовлетворяющую интегральному 
равенству

2 Известия АН Армянской ССР. Мехнанка. № 5
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Л.2
(&» ;՝ = 46' °’(&» ?)757г֊4- (%®։ 4 ^?гЧ՜

х -л.<2 5

+ ) (77'п ~ -$;2?21 ч- м;^я) </Г։ (25)

•՛.
для любой вектор-функции ® (®։, ®2, г3) Н;(5 ).

Заметим, что если некоторая вектор-функция—обобщенное реше­
ние задачи (I) или (П) в смысле принятого выше определения, то вы­
полнены все условия равновесия оболочки, если их сформулировать с 
помощью принципа возможных перемещений Лагранжа.

Заметим также, что в случае задачи (И) необходимые условия 
разрешимости задачи (И) состоят в том [5|, что система внешних сил 
должна быть статически эквивалентна нулю. В последующем в случае 
задачи (11) мы предполагаем, что выполняются необходимые условия 
равновесия оболочки. Используя результат [4], получим, что если

(5 ), то с1? ), И7?՛՛ (5 ). Если обозначим норму
в II7/(5 ) через •!!, р л. . а норму в С(8 ՛՛) через |4, из теоремы вло­
жения [6] вытекает, что ?։, ?2, ?з,,чДД5 ), 1 <Р<С » тзС^*(•$ ) 
и, кроме того,

2 т'' ; ||^,(^) (т > 0) (26)
где

2 = ГЫ» -Л /•. о, Ии. э.
/ = и, V, гих, шч\ а = 5, 7

= ?зуу» Ъху» ?1У»

Здесь 7֊ кусочно-гладкий контур из 1 <С/•> <С ?х > а т ие зависит 
от выбора •=, но зависит от | а, />,.

Если теперь (5 ), нетрудно убедиться, что оъ ),
(5 ) и имеют место все вышеупомянутые теоремы вложения и 

неравенства (26).
Введем операторы /-1 и В соотношениями

Л.12
(Аа, ~46'^ го(«, с)</57д4- (А’г1 4֊75 (27)

х л-

для любого ф(?3, <?2, ?3)СМ(^* ) и
л,.2

(ВЬ, ?)«.(« =40 ( ( ^(1>, ?)^+ ( (Х?։ +

4֊ Г?2 4 2?3)75 ֊ Г ( Т;ъ ■ 5[2?; ■: М;?3х)7Г։ (28) 
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для любого ?(-р ?։, ?3)£/7 (5՜ ). Легко показать, что операторы 
Л и В действуют соответственно в пространствах Н{ (Л* ) и Н. (5' ). 
В самом деле, при фиксированном Ь //-(■$ ), если X. ¥£1^(3 );
Т։\ 5*а, Л/։’££,,(Г"), ), где !</><*, !<?<«
имеем

АТ
|4С^ ш(Л, 4- (Хъ Ь У?։ • 2р3) <&'+

Г ж Дт л-

А.2
=С 4> (7 | Ь - = ' </$4г — т * >//,{$•)

5 -^2
М2 .• М2

<4б’л^ | \\btfdSdz у|?:</5с/г )Т ֊г т!| у Рщ-Г) =

-ЛГ2 5 -ЛТ
АТ

= 4С/([ р()Ч 4։՜’ 4й +

Л' -АТ

Выше мы использовали условия (7), неравенства Гельдера и (26). 
Итак, получили, что функционал в левой части (25) линеен относи- 
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только о в пространстве Н., (5 ). Пользуясь теоремой Рисса, полу­
чим (28), где оператор /> будет действовать в пространстве И. (5 ). 
Точно таким же образом можно обосновать (27).

Очевидно, отыскание обобщенного решения краевой задачи (1) 
эквивалентно решению операторного уравнения

а = Аа (29)

а отыскание обобщенного решения краевой задачи (И) эквивалентно 
решению операторного уравнения

l) = ВЬ (30)

Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) A. Y£L.,{$ ), /££,.(.№), ме !</;<■, 1 «
2) ш (е.) удовлетворяет условиям (7).
Тогда оператор А (а) есть оператор сжатия ио всем про­

странстве (.8 ), причем имеет место соотношение

|И (^х) — А (Л2)||/Л(5՛) ' Ü«i — Й2:/А(.г՛)

для любых а., ), откуда вытекает однозначная разреши­
мость задачи ( 1).

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы /. кроме
того на Гt N}'^L.։ Л//. S,’,, 1де
Тогда оператор В(Ь) есть нератор сжатия во всем простран­
стве H..(S ), причем имеет место соотношение

В (1).У {tAS^ л Ий, — IHu.iS )

для любых 1)у, Ь<£Н.,{В՛ ), откуда вытекает однозначная разреши­
мость задачи (II).

Эти две теоремы доказываются совершенно аналогичным образом, 
поэтому приведем доказательство только первой теоремы. Из (27) 
получим

л:2
'■ A (at) - A } = 46’ \ ( Н<в,))(«р Аа՝ - Аа.,) —

5 ֊Л’2

— «> (е[а,у)(а.., Aat — Аа.,) dSdz

Обозначая A (rt։) А (а.) - О, используя неравенства Буняковского, 
неравенства треугольника и (8), (19), (20), получим

Л/2
= 4G f [ { « И«՝1) («. ֊ «=. V) -

S -/,'-2

Прелиолагается, что система внешних сил статически эквивалентна нулю.
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40 (е!а‘О—^(ер*՛*) е(.а՝^ —■ —--------------
— с\а^ 1 с'՝.а>^

(а2? Ф) • (1$<1г

ля
(в?1*: ?)1 +

<о (е<.Л|>) ш(е\я^)
е(а.) _ е(а։) е<а՝' X

х |М~^!-(*г, ?)]<^ 1<М

(е^).а։-а2||-|-1> е;-*> X
а) (е}в|) — со (с*а,։) 

е^«) — е}в»>

X <ц. у ■, 11 </5л <
}1«й11

ш (е(л.) _ со (е(л>>)
и> (/а.) + ------ !----------- ‘ е(а,)

в<в‘> — е(а։>
1'а» а2Н'Я^.г=^

А/2 Л,֊2 ։

=^4(7 л «1 - А2 •||0||</5т7г =^4(7л( I | [;«! — а$\~ с!8 с1г )2 X
•У -Л/2 .У Л/2

Л/2 ,
X ((" (’ИР^Л: =• ’101 ֊ 

.у -л,2
Итак, получили

\'А (й1) ~
где Ар (8 )—любые.

Из теорем 1 и 2 вытекает, что метод упругих решений для рас­
сматриваемых задач теории пластичности будет сходиться в соответ­
ствующих пространствах со скоростью геометрической прогрессии со 
знаменателем / при любом выборе начального приближения.

Пользуясь случаем, автор выражает глубокую благодарность 
И. И. Воровичу за ценные советы при выполнении настоящей работы.

Ереванский государственный 
университет

Посту пила 28 I 1972
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II. 2. IIԱՐԴՍ ՅԱՆ

ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱԱԱՆԹՆհՐԻ ՏԻՍՈԻԹՅԱՆ llb.9 ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ
1 .ՈԻԾՈ1'ԱՆեՐԻ ՄհԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ii փ ո ։ մ

Դիտարկված են զլանային թաղանթների էսոսւձգա-սզլասէոիկական տեսու­
թյան երկու հիմնական եզրային խնդիրները: Սահմ անելով նշված խնդիրների 
ընդհանրացված լուծւոմներր, եզրային իւնզիրներր բերվում են օպերատորա­
յին հավասարումներիէ Այնուհետև ապացուցվում է, որ այղ օպերատորները 
համապաաասխան էներգետիկ տարածություններում սեղմվող ենէ

ON THE METHOD OF ELASTIC SOLUTIONS IN THE 
THEORY OF CYLINDRICAL SHELLS

S. O. SARKISSIAN

S u m m ary

Two principal boundary problems in the clastic-plastic theory of 
cylindrical shells are considered. The boundary problems are reduced to 
the operator equations and these operators arc proved to be operators 
of compression in the appropriate energetic spaces.
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ИССЛЕДОВАНИЯ ХАРАКТЕРА ^НАПРЯЖЕННОГО 
СОСТОЯНИЯ В ЧАСТИЧНО ЗАДЕЛАННОЙ ОКРЕСТНОСТИ 

КРАЯ ПОВЕРХНОСТИ СОЕДИНЕНИЯ НАГРУЖЕННОГО
СОСТАВНОГО ТЕЛА

Исследования напряженного состояния составного упругого тела 
проведены в работах [1 -3] и др. В работе |4] рассмотрены некото­
рые общие вопросы особенностей напряжений в составных телах. Осо­
бенности напряженного состояния окрестности угловых точек контура 
области в плоской задаче теории упругости для составного тела ис­
следованы в работах |5 9].

В этой работе при помощи местного решения плоской задачи те­
ории упругости [10] исследуется поведение поля напряжений в ок­
рестности угловой точки контура, представляющей собой край поверх­
ности соединения двух материалов, имеющих разные упругие свой­
ства. Па поверхности тела с одной стороны от края выполняются усло­
вия заделки, а с другой стороны поверхность свободна от внешней 
нагрузки. Составное тело подвергнуто внешней нагрузке, обуславли­
вающей плоскую деформацию или плоское напряженное состояние. 
Рассматриваемая задача при помощи функции напряжений Эри приво­
дится к отысканию собственных значений трехточечной краевой зада­
чи для обыкновенного дифференциального уравнения. Необходимые 
собственные значения вычислены на ЭВМ для плоского напряженного 
состояния составного тела при различных комбинациях значений пара­
метров задачи. Анализ результатов вычислений показывает, что ха­
рактер напряженного состояния около рассматриваемого края поверх­
ности соединения существенным образом зависит от упругих деформа- 
тивных характеристик соединенных материалов.

1. Пусть тело состоит из двух спаянных между собой по боко­
вым поверхностям цилиндрических тел с различными характеристиками 
упругости. Поперечное сечение тела представляет собой составной 
сектор с прямолинейными сторонами 9 = 2 и 9 —3 (фиг. 1), при
этом о=0—линия раздела областей I и П (контактная линия). Сторо­
на ç= я заделана, то есть на стороне отсутствуют перемещения 
1/г = и? = 0. Сторона 9= 3 свободна, то есть 0. На остальной
части боковой поверхности рассматриваемого тела действует внешняя 
нагрузка.

При отсутствии массовых сил компоненты напряжений -г, 'г-
выражаются через функцию напряжений Эри Ф(г, 9) формулами
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___ 1 ЭФ I 3 / 1 ЭФ\
г Ог г2 Э®'*' Ог2 Ог \ г О? )

Функция Ф в областях I и II удовлетворяет бигармоническому 
уравнению

/ д2 1 д 1 д2 \2?’ф = (тт+ — -Т-+ — тт) ф=0 О-2)\(7Г‘ Г Ог Г‘ УО* /

Задача решается в полярных координатах (г, ®), причем поляр­
ная ось направлена но линии © = 0 (фиг, 1).

Фиг. I

Краевые условия и условия на линии раздела имеют вид |11, 12|

Ф = — = О при V = ֊ ?

ч / 1 <^Ф։ 2 Э2Ф։ , 2 ЭФД

\ г Ог2д? г дгд? г3 дъ /

3 <72Ф, 2 ЭФ, , 1 <?Ф, л------- —.— —----------- --- ------------------ — о
г՝ дгд? г3 д? г3 О?3

1 ЭФ, , 1 Э2Ф, 
■ • ..

г Ог г՛ Оу

Ф։ =х ср

Ех \ Г Ог

1 / I ^Ф2 
Еа \ г дг

-----— = о при ^=-2 
дг

^Ф։ <?Фо
2’ “7՜ ~ ~Т՜՜0^> 0^

1 (72С|>։ <?гф, \
------------ -  — у.------ - ։ =
г2 г>ф2 дг- )

1 <?*Ф., _ \
г2 ду 2 дг2 /

1,__2_^+ 2^Ь\ +
у г- дгд'^ г3 д'? /

(1.3)

(1.4)

з глф։ } X
>■■՛■ г3 </- г3 д?3
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/ 1 сРФ8___ 2 0:Ф, 2 <?Ф,\
\ Г дг'д* г‘ М? ” Гд д? )+

3 <ГФ։ 2 (?ф: , I Э»Ф, ]

г 0Г09 И 09 д?1 ]
lipn V

где Ф,(/=1, 2) представляют функцию Ф в областях I и И соответ­
ственно: 1 f и \ (/ 1. 2) модули упругости и коэффициенты Пуассона 

материалов.
Решение уравнения (1.2) представляется в виде

= ,) (1-5)

Здесь / некоторый параметр, а

Н/ Л п sin (л -J-1)1? т- Л л cos (л 1>? 4- Л я s1n(> — 1)? 4- Л/icosp — 1)?

(i = l, 2) (1.6)

представляет собой общее решение обыкновенного дифференциально­
го уравнения

f»}v + 20.« +1) в՜, + С'« - 1)=нг О (1.7)

Имеем граничные условия

Нг (>., <р) = 0.  0 при ? = _ р

^-+p. + iXi-/.vje,=o (1.8)
<7з-

4֊-|(2 + vj)/'J-t-(l-,'i)i rl]-֊-L = 0 при О = а 

Оф* О ?

и условия на линии соединения

дн, <)й, 
Н. — й. -- = —* 

0? 09

-֊- I + (' + 1X1 - >’■)н; I = 4* + () + 1)(1 “ Н’
£։ | дг I £, дг

(1.9)
4-|-тт+։<2 + ’.)'։+(1 ’.)х+11 =
л։ 1 09* 0^ |

= *4՜ <1~7՜ + К2 + *։)/* + (1 “ ъ)>։ + 1 I ! Г’РИ ? = °
£։ I д? I

которые получены после подстановки (1.5) и (1.2), (1-3) и (1.4).
В (1.6) Л,/(г = 1, 2; /- 1, 2. 3, 4) постоянные интегрирования. 

Подставляя (1.6) в условия (1.8) и (1.9), получаем следующую одно­
родную систему линейных уравнений относительно коэффициентов 
А,:
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> + <SiAu 4- >' v։*G’ Ап 4֊ (n X - 4)5ГЛ„ 4֊ Ы ֊ 4)СГЛи = О 

1 ’ vi Cj A}1 — X *i 5i Л1г 4֊ ( 'i >■ 4՜ 4)Ci Ли— ( vf X |- 4) 5i Ли —О

—5'/Л.Л 4՜ С^ЛЙ — 5? Лта • Сч /124 — О

X Сч А.д 4՜ ' •$? Л~. • X С? Аи 4* > 5? Лг։ = О

'7 X Л1։ 4- (*։‘ , — 4)ЛН - ju ъ 4e֊p(S >•' 4)Лм=0 (1.10) 

v։ > ц Л„ 4֊ ( V X“ 4֊ 4)ДМ-j*S >/ А» -։»( S > ’ 4֊ 4)Л^ = 0

X * Аи 4" ՛ Л։> — X Л:։ — X Л23 = О

Л։:4- А<~ -4»~ Дя - О

В этой системе для краткости приняты обозначения 

£, 4
Н = —- л‘ =Х t 1, X՜ = Х - 1, */=Ъ4-1 (/=1,2)

57 = sin (X 4-1)1, $; = sin (>• 4- 1) р, £։ = sin (X — 1) z,

5s = sin (>. — !)£

Cj = cos (X 4- 1) a, q; = cos (X 4- 1) /. C\ = e°s (X — 1) «,

Cj = cos(X— 1)2

Для существования нетривиального решения однородной системы 
(1.10) линейных алгебраических уравнении относительно коэффициен­

тов Л/, (7=1, 2; у = 1, 2, 3, 4) необходимо, чтобы определитель этой 
системы равнялся нулю

А (X, р, v;, а, 3) = 0 (1.11)

После ряда громоздких преобразований условие (1.11) можно 
представить в виде

[т։(\՝т,. — лп.) sin 7 sin SpX* — [4n2(mj sin՝ ։ 4՜ sin" j}) 4՜ 

r sin 3sin 3cos (a ~ ֊ (wj - 4)[(j»m2 — m։)(\։m.:rnx —

— m] — 4m։ — 4|iml)]sinJX3sin:/j։ 4- XJsin*X8 m](j*n».j лц)[4р-

(Jim, — m։)| sin՝i| — {/n։(m։ 4)(}vn, zn։)[4 4- (1-12)

4՜ (!‘nbj — /n։)] sin: pl л: sln։ /з 4- 8;‘/n։ (nj։ — 4) sin Xa sin /.p cos /. (a 4֊ p) 4՜

4֊ 4j4’/n։ (nJ, 4) sin; Xa 4- 4j‘:m,(m3 - 4) sin1 Xp 4 16u։ = 0

где ml = vt » = *3 •
Двухкратный корен։» / 1 уравнения (1.11) исключаем, так как

ему нс соответствует нетривиальное решение рассматриваемой 
ной задачи для функции Н,

Уравнения (1.12) можно получить и другим путем [13].

крас-
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В частных случаях уравнение (1.12) примет вид

.51п27л=
(3֊

4

MU +
sin2a

3 —V, .
при £ = 0 (1-13)

5'ш2
(3

4
M(14֊v2)

->■* 1 l~,; Singp 
3 ֊ г.

при 7 — 0 (1.14)

г 1, 1 -1 - м
;«in'X (а + р) —------------------------ л2---------sin՜ (т֊;/) при u = l v։ — У >

(3 — v)(l I- ՝4 з - V
(1.15)

а когда р - О, получаем

s։n2/?->2sins8 ֊ 0 (1.16)

sin2 ла— —х—— - л2 sin՜՛ а ֊ 0 
( Л ֊ З)2

(1.17)

Соотношения (1.13) (1.15) совпадают с соотношениями, полученными 
в работах [14, 15], в которых исследованы напряжения вблизи верши­
ны однородного сектора с одним защемленным и другим свободным 
краями. Тот же вопрос с применением комплексного переменного, рас­
смотрев в [13]. Соотношение (1.16) соответствует случаю (£։ 0),
когда тело является однородным клином со свободными краями, а со­
отношение (1.17) соответствует (£. • ) клину с защемленными кра­
ями.

Для каждой комбинации конкретных значений параметров я, 3, р, 
\ и уравнение (1.12) имеет бесконечное множество корней, распо­
ложенных в комплексной плоскости / симметрично относительно осей 
координат. Принимая, что все корни уравнения (1.12) простые, про­
нумеруем их но возрастанию действительных частей так, чтобы нечет­
ным номерам соответствовали корни (1.12), расположенные на верхней 
полуплоскости, а четным —на нижней.

Решение плоской задачи теории упругости в рассматриваемой 
области может быть представлено в виде ряда [16, 17]

где

Ф = 2 /։+] й(?։

е (?,>•/) { w։(?> Ч ) при
в2 (?» Ч ) при —3 <; 7 -S 0

(1.18)

(1.19)

Система функций в (о, /,) в интервале ( а) является четы­
рехкратно полной н классе действительных функции, непрерывных со 
своими производными до четвертого порядка в интервалах ( - 3, 0), 
(О, а) и удовлетворяющих условиям (1.8) и (1.9).

Члены ряда (1.18), соответствующие собственным значениям с 
отрицательными действительными частями, обусловливают напряжен­
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ные состояния, приводящие к накоплению бесконечной энергии упру­
гой деформации в конечном объеме окрестности края поверхности соеди­
нения [18]. После отбрасывания этих слагаемых в (1.18), остается двух­
кратно полная система функций 8 (ф, а,- ), позволяющая представить в 
виде ряда два компонента внешней нагрузки на замыкающей части 
контура рассматриваемой области.

Из (1.1) и (1.18) видно, что если

0<Ие>1<1

то напряжения при приближении к угловой точке линии раздела об­
ластей неограниченно возрастают, причем порядок особенности равен 
|Ие —1|. При напряжения затухают при приближении к 
краю поверхности соединения.

Исследование характера напряженного состояния в окрестности 
края поверхности соединения нагруженного составного тела при за­
данных граничных условиях в плоской задаче, таким образом, приво­
дится к отысканию корней с наименьшей положительной действитель­
ной частые трансцендентного уравнения (1.12).

В зависимости от параметров «, р, '«|3, ч, исходной задачи ис­
комый корень (1.12) определен на ЭВМ для двух серий различных 
комбинаций значений этих параметров.

2. Рассмотрены два случая ’1^>1, а 4֊ ?>т 11 >'

= 0.3

<1, *4-К

7՞абл

7Г
7'

ииа >
’ т? >45’ \ = 72

— И 1.00 1.0625 1.125 1.25 2.0 4.0 8.0 16.0 32.0

6 1.018 1.030 1,042 1.063 1.141 1,218 1.260 1.282 1.293
, 1 7 0.926 0.936 0.946 0.962 0.023 1.079 1.110 1.125 1.133

8 0.856 0.864 0.872 0.885 0.932 0,975 О.'>98 1.009 1.025
9 0.801 0.808 0.814 0.825 0.862 0.896 0.913 0.921 0.926

4 1.018 1.037 1,054 1.087 1.227 1.401 1.525 1.602 1.645
5 0.926 0.943 0.959 0.988 1.111 1.261 1.3-2 1.423 1.457

2 6 0.856 0.871 0.885 0.910 1.015 1.135 1.213 1.256 1.278
7 0.801 0.811 0.826 0.848 0.937 1.033 1.089 М13 1.735
8 0.758 0.770 0.780 0.799 0.973 0.949 0.991 1.013 1.023
9 0.725 0.735 0.744 0.760 0.823 0.883 0.913 0.929 0.937

2 1.018 1.030 1.042 1.063 1.141 1.217 1.260 1.282 1.293
3 0.926 0.941 1.954 0.978 1.075 1.177 1.237 1.270 1.286
4 0.856 0.871 0.885 0.910 1.015 1.135 1.212 1.255 1.278

3 5 0.801 0.816 0.830 0.855 0.961 1.092 1.181 1.234 1.263
6 0,758 0,772 0.786 0.810 0.914 1.045 1.140 1.199 1.233
7 0.725 0.738 0.751 0.774 0.873 0.997 1.085 1.138 1.167

О 0.700 0.713 0.724 0.746 0.832 0.950 1.021 1.057 1.075
9 0.683 0.695 0.706 0,726 0.812 0.907 0.957 0.978 0.988

а) Когда Н?>1 и коэффициенты Пуассона обоих материалов оди­
наковы (ч։ = м2 -- 0.3), то анализ данных, полученных на ЭВМ и при-
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веденных в табл. 1, показывает, что около частично заделанного края 

поверхности соединения нагруженного составного тела (г — 0) напря­
жения затухают для всех }‘ > 1 при значениях углов а и 8, удовле­
творяющих условию где предельные значения с суммы а 4֊

удовлетворяют условию , ֊—• При дальяейшета увеличении ц ин-
О

тервал затухания напряжений увеличивается. При остальных значени­
ях углов ст и |3 напряжения имеют особенность при приближении к краю 
поверхности соединения материалов (г ■ 0), причем порядок особен­

ности напряжений убывает с увеличением р — — и возрастает при 

увеличении значении углов х и

р>45° Л = 0.4 V- = *0.2
Таблица 2

1'2* 
«

24^\ 'А 1.00 1.0625 1.125 1.25 2.0 4.0 8.0 16.0 32.0

1
6
7
8
9

1.029
0.943
0.878
0.828

1.043 
0.955 
0.888 
0.836

1.056
0.966
0.897
0.843

1.080
0.985
0.912
0.856

1.173
1.058
0.970
0.902

1.268
1.129
1.024
0.943

1.322
1.168
1.052
0.965

1.350
1.188
1 .<167
0.975

1.365 
1.198
1.074 
0.481

2

3
4
5
6
7
8
9

1.097
0.988
0.907
0.845
0.797
0.761
0.735

1.117 
0.007 
0.924 
0,860 
0.811 
0.774 
0.746

1.135 
1.024 
0.940 
0.874 
0.824 
0.785 
0.756

1.170
1.056
0.969
0.901
0.847
0.806
0.775

1.3:3
1.194
1.095
1.012
0.945
0.891
0.848

1.488
1.370 
1.255
1.150 
1.059 
0.984 
0.923

1.608
1.500 
1.373
1.245 
1.133
1.03'» 
0.964

1.681
1.584
1.418
1.303
1.171
1.069
0.985

1.722
1.634
1.493
1.335
1.196
1.083
0.995

3

2 
3
4
5 
6
7 
8
9

0.970
0.887
0.824
0.775
0.739
0.711
0.692
0.681

0.982
0.900
0.837
0.789
0.752
0.724
0.704
0.693

0.993
0.913
0.850
0.802
0.765
0.736
0.716
0.705

1.013
0.935
0.874
0.826
0.788
0.759
0.738
0.726

1.086 
1.025 
0.972 
0.927
0.888 
0.857 
0.833 
0.820

1.158
1 ■
1.08։.
1.05’
1.017

0.961
0.947

1.199
1.119 
1.159 
1.137
1.111
1.089 
;.О61 
1.049

1.220
1.211
1.201
1.191
1.179
1.164 
1.145 
1.123

1.231
1.221
1.224
1.220
1.218
1.210
1.903
1.139

При относительном увеличении коэффициента Пуассона соот­
ветствующего материалу с большим модулем упругости (Е1'^>Е^\, на­
ходящемуся на стороне заделки, область затухания напряжений рас­
ширяется, а порядок особенности напряжений уменьшается (табл. 2). 
При относительном увеличении коэффициента Пуассона 7«, соответ­
ствующего материалу с меньшим модулем упругости, имеющему сво­
бодную поверхность, область затухания напряжений суживается, а 
порядок особенности напряжений увеличивается (табл. 3). Таким обра­
зом, изменение коэффициентов 11уассона влияет и на интервал зату­
хания напряжений, и на особенности напряжений (табл. 2, 3).
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б) Когда 1, а ֊Ь £=^=90 и коэффициенты Пуассона обоих ма­
териалов одинаковы (-*։ = = 0.3).

Таблица 3 
а|-3>45° *։ = 0.2 V« _ 0.4

’’ТГ ՛■' 24

р. 1.00 1.0625 1.125 1.25 2.0 4.0 8.0 16.0 32.0

6 1 .006 1.017 1.027 1.045 1.111 1.173 1.206 1.223 1.232
1 7 0.909 0.918 0.926 0.940 0.990 1.036 1.060 1.073 1.079

8 0.835 0.842 0.849 0.860 0.899 0.934 0.952 0.961 0.966

4 1.050 1.069 1.087 1.120 1.259 1.426 1.536 1.599 1.634
5 0.946 0.963 0.978 1.007 1.121 1.257 1.339 1.385 1.409

2 6 0.866 0.832 0.891 0.918 1.013 1.116 1.176 1.207 1.223
7 0.804 0.816 0.827 0.847 0.930 1.004 1.047 1.069 1.081
8 0.754 0.765 0.771 0.791 0.854 0.915 0.948 0.964 0.972

2 1.071 1.088 1.101 1.123 1.208 1.288 1.332 1.354 1.366
3 0.973 0.989 1.004 1.030 1.134 1.242 1 .304 1.337 1.353
4 0.894 0.910 0.925 0.952 1.064 1.191 1.268 1.310 1.331

3 5 0.831 0.846 0.861 0.887 0.999 1.131 1.217 1.264 1.288
6 0.780 0.794 0.808 0.833 0.933 1.064 1.143 | 1.186 1.207
7 0.740 0.753 0.765 0.788 0.884 0.992 1.055 1.086 1.001
8 0.707 0.720 0.731 0.752 0.836 0.924 0.969 0.990 1.000
9 0.683 0.694 0.704 0.723 0.795 0.864 0.896 0.910 . 0.917

а4֊?<90® ^ = **-0.3
Таблица 4*

121 24?"
г

>А 0.9375 0.875 0.75 0.5 0.25 0.125 0.0625

1 1.512 1.142 0.833
2 1.863 1.822 1.729 1.491 1.125 0.830 0.609

1 3 1.511 1.479 1.408 1.221 0.928 0.690 0.512
4 1.282 1.257 1.201 1.052 0.810 0.609 0.459
5 1.121 1.102 1.058 0.936 0.732 0.557 0.425
6 1.004 0.988 0.652 0.676 0.521 0.404

1 1.523 1.503 1.455 1.317 1.056 0.808 0.604
2 1.282 1.257 1.201 1.052 0.810 0.608 0.457

2 3 1 116 1.093 1.039 0.901 0.688 0.518 0.397
4 0.997 0.976 0.927 0.803 0.614 0.468 0.368
5 0.908 0.889 0.846 0.735 0.566 0.436 0.354
6 0.840 0.823 0.785 0.686 0.533 0.416 0.352

1 1.129 1.119 1.093 1.014 0.846 0.768 0.512
2 1 .004 0.988 0.953 0.852 0.674 0.618 0.340

3 3 0.911 0.894 0.855 0.752 0.585 0.450 0.359
4 0.840 0.823 0.784 0.685 0.531 0 41.3 0.346
5 0.786 0.769 0.732 0.637 0.496 0.393 0.352
6 0.744 0.728 0.693 0.603 0.473 0.383 0.386

;ропу|цск1<ып 8 таблицах 4, 5 и 6 кориц больше двух.

Анализ данных, приведенных в табл. 4, показывает, что напряже­
ния затухают около частично заделанного края поверхности соедине-
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ния нагруженного составного тела (г -0) при значениях углов а и 
удовлетворяющих условию *’Де предельные значения *р сум­

мы а-гр больше “ для всех а Н изменяется в пределах

0.75> ^>0.5. При уменьшении ц ——
Е»

интервал затухания напря­

жений суживается и при значениях 0.0625 полностью исчезает, не­
зависимо от значений углов а и 3. Для остальных значений углов 
2 и / напряжения имеют особенность при г - 0, то есть при прибли­
жении к краю поверхности соединения материалов напряжения неогра­
ниченно возрастают. Порядок особенности напряжений увеличивается 

/■՛
с уменьшением соотношения и — и с увеличением значении а и

При относительном увеличении коэффициента Пуассона /1։ соот­
ветствующего материалу с меньшим модулем упругости (£։<_/4)» име­
ющему заделанную поверхность, область затухания напряжений сужи­
вается, а порядок особенности напряжений увеличивается. При увели­
чении у2, соответствующего материалу с большим модулем упругости 
(Е2^>£։), имеющему свободную поверхность, область затухания напря­

жений расширяется, а порядок особенности напряжений уменьшается 
(табл. 5, 6).

Таблица 5 
а -|- р < 90° *։ = 0.4 у2 = 0.2

Нг
0.9375 0.875 0.75 0.5 0.25

1
0.125 0.0625

1

1 1.932 1.481 1.099 0.805
2 1.804 1.763 1.673 1.441 1 087 0.803 0.592

1 3 1.482 1.440 1.376 1.189 0.902 0.671 0.502
4 1.270 1.244 1.186 1.033 0.792 0.596 0.452
5 1.122 1.101 1.053 0.926 0.719 0.547 0.423
6 1.013 0.996 0.956 0.849 0.668 0.515 0.406

1 1.450 1.431 1.387 1.257 1.012 0.779 0.586
2 1.227 1.203 1.151 1.010 0.781 0.591 0.449

2 3 1.076 1.052 1 .002 0.871 0.667 0.507 0.396
4 0.968 0.947 0.900 0.780 0.600 • | (£] 0.374
5 0.839 0.870 0.827 0.718 0.556 0.434 0.368
6 0.829 0.811 0.773 0.674 0.526 0.418 0.378

1 1.075 1.065 0.041 0.967 0.811 0.645 0.499
2 0.958 0.943 0.910 0.816 0.651 0.505 0.398

3 3 0.872 0.866 0.821 0.724 0.569 0.444 0.368
։ 0.809 0.793 0.757 0.663 0.520 0.413 0.368
5 0.761 0.745 0.710 0.621 0.489 0.399 0.400
6 0.724 0.709 0.676 0.592 0.470

1 ■
0.396 0.521

Итак, изменение коэффициентов Пуассона влияет на особенность 
напряжения и влечет за собой существенное изменение интервала ос­

тальных параметров задачи, когда напряжения неограниченно нозра- 
стают при приближении к краю поверхности соединения материалов.
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Подробный анализ искомого корня уравнения (1.12) показывает,
что в диапазоне изменения суммы углов 0<^а. г Р <^ " 
от значений углон т. и р, а также от деформатинных

в зависимости 
характеристик

Таблица б
а г Р : ֊ 90° V, = 0.2 V., = 0.4

а/тг 0.9375 0.875 0.75 0.5 0.25 0.125 0.0625

1 1.611 1.190 0.866շ 1 .927 1.885 1.791 1.547 1.169 0.860 0.629
1 3 1.54! 1.510 1.440 1 .254 0.958 0.712 0.526

4 1.291 1.268 1.216 1 .072 0.831 0.625 0.676
5 1.119 1.101 1.061 0.947 0.747 0 569 0.431
6 0.994 0.980 0.948 0.856 0.686 0.529 0.406

ւ 1.609 1.876 1.537 1.387 1.107 0.842 0.626
2 1.346 1.320 1.260 1.101 0.843 0.629 0.46-3

շ 3 1.163 1.138 1.082 0.937 0.712 0.532 0,402
4 1 .029 1.007 0.957 0.829 0.932 0.477 0.367
5 0.928 0.909 0.866 0.754 0.579 0.441 0.347
6 0.851 0.835 0.797 0.698 | 0.542 0.418 0.338

1 1.195 1.184 1.156 1.070 0.888 0.695 0.527
2 1 .059 1.042 1 .004 0.894 0.702 0.533 0.405

3 3 0.956 0.938 0.896 0.784 0.604 0.459 0.356
4 0.877 0.856 0.817 0.710 0.645 0.417 0.334
5 0.814 0.797 0.757 0.657 0.506 0.392 0.327
6 г 0.765 0.718 0.712 0.618 0.479 0.377 0.333

материалов, напряжения при приближении к краю поверхности соеди­
нения затухают или беспредельно возрастают. Конечные напряжения 
при г = 0 возникают только при эпизодических комбинациях а, /, и, 
*։» V...

Автор считает своим долгом выразить глубокую признательность 
К. С. Чобаняну за внимание к этой работе.
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1.ԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ՎԻմԱԿ1* ԲՆՈՒՅԹԻ ՈՒՍՈՒՄՆԱՍԻՐՈՒԹՅՈՒՆ!! ԲՍՌՆԱՎՈՐՎԱԾ 
ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ՄԱՐՄՆԻ ՄԻԱՑՄԱՆ ՄԱ»ւՆՐՍՎՈՒ:1ԹԻ ՄԱՍԱՄԲ

ԱՄՐԱԿՑՎԱԾ Ե<»ՐԻ ՇՐՋԱԿԱՅՔՈՒՄ՛

Ա մ »ի ո փ ո ւ մ

Աշխատանքում առաձգականության սւեսոլթյան հարթ տեղական
Լուծումների օգնությամբ ուսումնասիրվում Լ լարումների ղաշաի վարրր բա֊ 
ղաէյրյտյ մարմնի մ խորման մակերևույթի եզրի մոա, երբ միացված մարմիննե- 
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ՐՒՁ մեկի արտաքին մակերևույթը ամրակցված է, իսկ երկրորդ մարմնի ար­
տաքին մակերևույթ ր՝ աղատ:

Դիտարկվող խնդրի լուծումը բերվում I; գծային սովորական դիֆերենցիալ 
Հավասարման համար բազմակետ ոչ ինքնահամալսւծ եզրային խնդրի մի սե­
փական արժեքի որոնման։

Խնդրի ւզարամետրերի որոշ արժեքների համար կատարված կ հաշվարկ­
ների արդյունքների վերլուծսւթ յան և րացահայտված է լարվածային վիճակի 
րնոէւքէր' կա քսված միացված նյութերի ասաձդա կան բնութ աթվերից և մ իա ցւ1 ան 
մակերես։յթի ու մարմնի արտաքին մակերևույթի միջև կազմված նյութերին 
վ ձ ր ար ե րէքւլ ղ ա ն կ յո ւնն երից։

INVESTIGATION ON THE NATURE OF STRESS STATE IN THE 
NEIGHBOURHOOD OF THE PARTLY FIXED BRINK OF THE 

JUNCTION SURFACE OF A LOADED COMPOSITE BODY

A. G AVETIS1AN

S u m m a r y

By means of local solution of the plane problem in the theory of 
elasticity the behaviour of the stress field in the neighbourhood of the 
brink of the junction surface of a body is investigated where the exter­
nal surface of one of the joined bodies is fixed and that of the second 
is tree. The solution of the problem is reduced to the determination of 
a proper value of a multipoint non-self-adjoint boundary-value problem 
for a linear ordinary differential equation.

An analysis of the calculation results is carried out for the para­
meter values, and the nature of stress state, depending on the charac­
teristics of joined elastic materials and angles between the junction 
surface and surface of the body is revealed.
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К. Л. АБГАРЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ НА ЗАДАННОМ 
ПРОМЕЖУТКЕ ВРЕМЕНИ

1. При рассмотрении реальных объектов нас обычно интересует 
их поведение в течение некоторого конечного промежутка времени, 
поэтому устойчивость движения как характеристика качества объекта 
должна отражать определенные свойства его движения на этом конеч­
ном промежутке времени. В некоторых случаях, как, например, в слу­
чае линейной автономной системы, свойства движения в течение ко­
нечного промежутка времени и бесконечного (при I — < ) находятся в 
тесной взаимосвязи, и поэтому при исследовании таких систем может 
быть использовано понятие устойчивости, введенное для бесконечного 
промежутка времени и тогда, когда интересующий промежуток време­
ни конечен, а именно, можно, например, принять, что исследуемое 
движение устойчиво на заданном конечном промежутке времени, если 
оно устойчиво по Ляпунову, и неустойчиво на заданном конечном про­
межутке, если оно неустойчиво по Ляпунову. Установление с достаточ­
ным основанием такого соответствия возможно все же в исключитель­
ных случаях. В общем случае понятие устойчивости, введенное для 
бесконечного промежутка, не может быть использовано для оценки 
свойств движения в пределах конечного промежутка, и вот почему.

Задача устойчивости движения реальных объектов обычно сво­
дится к исследованию решений некоторых систем дифференциальных, 
мнтсгро-дифференциальпых или другого типа уравнений. Ясно, что ис­
следование устойчивости движения объекта путем анализа решений 
соответствующих уравнений имеет смысл лишь при условии должной 
адекватности математической модели физической реальности. Часто 
такая адекватность выполняется в пределах только конечного про­
межутка времени, и тогда свойства решений уравнений при f ■ ՛ не 
имеют никакого отношения к свойствам движения рассматриваемого 
объекта. Но даже если адекватность соблюдается при всех это 
еще не значит, что между понятиями устойчивости движения на ко­
нечном и бесконечном промежутках времени возможно установить ра­
зумное взаимнооднозначное соответствие. В самом деле, решения двух 

„ dx { , dx r . ։ .
систем дифференциальных уравнении = /։(/, х) и — '=hv,xh >‘АС 

dt dl
/. (f, 0), /2(/, 0) 0, ив пределах конечного промежутка < t 7’
/1 (/, х), на этом промежутке совпадают. Вместе с тем впол­
не может случиться, что, например, тривиальное решение первой сис-
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темы устойчиво по Ляпунову» а тривиальное решение второй систе­
мы—неустойчиво, поскольку решение задачи устойчивости по Ляпунову 
определяется свойствами функций Д и на промежутке [/0, со), а при 
/ 7’ эти функции могут отличаться друг от друга как угодно.

Соображения такого рода и определяют необходимость введения 
самостоятельного понятия об устойчивости движения на конечном про­
межутке времени.

Вопрос об устойчивости движения на конечном промежутке вре­
мени, по-видимому, впервые, был поставлен Н. Г. Четаевым [1]. В 
настоящее время известно несколько отличающихся друг от друга 
постановок задачи устойчивости движения на конечном промежутке 
времени (см. [1 — 7| и др.). Общим для всех постановок является вве­
дение определенной функциональной связи между областями предель­
ных отклонений параметров движения в начальный момент и при 
/ /о в пределах конечного (наперед заданного или незаданного) про­
межутка времени. Различие же между ними проявляется, во-первых, в 
характере ограничений, налагаемых на отклонения параметров дви­
жения и, во-вторых, г; способе задания области предельных отклоне­
ний.

Мы здесь рассматриваем задачу об устойчивости движения на 
конечном промежутке времени в следующей постановке.

Определение. Если уравнения возмущенного движения таковы, 
что при достаточно малом р>>0 любое решение х (/) уравнений, на­
чальное значение х0 -х(/0) которого удовлетворяет условию

(С(/0)х0, С(/0)х0)<р3 (1.1)

на заданном промежутке /0=5/< Г удовлетворяет условию

(С(0х, (7(/)х)<р2 (1.2)

где С(/) — заданная ограниченная матрица, то нсвозмущенное движение 
по отношению к области (1.2) устойчиво на |'/0, Т)\ в противном слу­
чае неустойчиво.

В отличие от определения устойчивости, приведенного в [7], здесь 
конечный промежуток времени, на котором рассматривается устойчи­
вость, считается заданным.

Область предельных отклонений параметров движения х, 
($ = !,-••, п)—элементов столбцовой матрицы х задается посредством 
неотрицательной функции И(£, х) =(С(/)х, О (I) х), определяемой 
матрицей 6՛ (/). В зависимости от способа задания б’ (/) область пре­
дельных отклонений (1.2) приобретает тот или иной вид. Пусть, на­
пример, К (/) — матрица, преобразующая матрицу коэффициентов ли­
нейной части уравнении возмущенного движения и к каноническому 
виду, так что К 1 (/) и (/)Л’(/) = А (/), где А (/)—диагональная или ква- 
зидиагональная матрица ( в частности, — матрица Жордана ); при 
6’(0=^ (6>) область, задаваемая соотношением (1.2), совпадаете



Об устойчивости движения на заданном промежутке времени 37_  —   ' ' - ■ ■ ' ' - - ’   ~ - - ■ ■ >■>—=>

областью предельных отклонений, введенной Г. В. Каменковым [3], а 
при <?(/) == К՜՜’(/)—с областью предельных отклонений, предложенной 
А. А. Лебедевым [4].

Мы будем связывать выбор области предельных отклонений не с 
каноническими преобразованиями матрицы коэффициентов уравнений 
первого приближения, а с каноническими преобразованиями самих урав­
нений первого приближения.

Допустим, что

— = иц)х (1.3)
сП

—векторно-матричное уравнение возмущенного движения первого при­
ближения, где (7—квадратная матрица порядка п, непрерывная на 
|/0, Г], аА'(/)—невырожденная и дифференцируемая на [/0, 7՝| квадрат­
ная матрица порядка п с нормированными столбцами Кх (/), Л'3 (/), 

■ , — 1, / !,•••» п) и такая, что подстановка

* = К(Оу (1.4)
приводит уравнение (1.3) к каноническому виду

^֊ = Л(0» (1.5)
Л

где Л = (}.р • • •, д„)։ а л,- (у л) некоторые скалярные
функции /.

Оставляя пока в стороне вопрос о существовании такой матрицы 
К(1), положим 6'(/) К՜'(1). Тогда область предельных отклонений
будет определена соотношением

ио, *)  = (№(()*.  /Г’0)х)<г<։ (1.6)

Геометрически область (1.6) представляет собой п-мерный эллип­
соид. ограниченный поверхностью

(К՜1 (Ох, Л“։ (/)«)=?’ (1.7)

Каждый из 2л лучей х = ± (/) 5 (о !>•• •, л; 5^>0) пересека­
ет поверхность (1.7) один раз при значении параметра 5 = р. Действи­
тельно,

<*- ’ (о к, (о Р, к՜' а) к, (о р) = Р= у =р’ 
։-1

1 ('*  = /) \
о /

=

Точки пересечения этих лучей с поверхностью (1.7) находятся 
от начала координат (л- ~ 0) на неизменном расстоянии р, ибо 

(0?! = ЦЛГ, (OiР = Р ֊ const.
Можно было бы еще показать, что лучи х — ± К--. (t) s располо­

жены симметрично относительно главных осей эллипсоида (1.6) и на­
правлены по диагоналям «-мерного параллелепипеда, грани которого 
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касаются эллипсоида в его вершинах. С течением времени меняется 
ориентация главных осей эллипсоида, и сам он может деформироваться 
(то есть могут меняться размеры его полуосей), но при этом остаются 
на неизменном расстоянии от начала координат псе точки пересечения 
лучей x=Ke(t)s с поверхностью эллипсоида.

Ниже устанавливаются условия устойчивости и неустойчивости 
невозмущенного движения на конечном (заданном) промежутке време­
ни по отношению к области (1.6) и исследуется вопрос о существова­
нии и структуре преобразующей матрицы К(().

‘2. Пусть уравнения возмущенного движения представлены в виде

(/х
֊=L/(t)x + h(t, х) (2.1)
dt

где Л—столбцовая матрица, элементы которой являются нелинейными 
функциями отклонений х», причем равномерно по / в пределах проме­
жутка [/0, Г|

птЦ^- = 0 (2.2)
-° м

При замене переменных (1.4) область предельных отклонений и 
уравнения возмущенного движения принимают соответственно вид

4г^А(/)//4-Л/(ОА(Л Ку) 
dt

Здесь
Полная производная по t в силу уравнений возмущенного движе­

ния от функции И(/, х) = И (t, Ку) = |lÿ||։, положительно определенной 
на р0, К], равна

dV "
֊ = У 2 Re Л31^3|*  -ь 2 Re (г/*МЛ)  (2.3)

*7 - 1 -2(ехр î‘2ReX.rf--֊ + (2.4)
и(*в, х0) "Л J / W’

W Уо У (ЭД, У*) = Уо (ЭД, а
1 t

՛]> (/, у) -------- ----------  i Re ( у* exp i 2 Re A d~ Mh dt՛
J \ J /
r, f

df ав։
где у п) элементы столбцовой матрицы у, а ;/*  — матрица,
эрмитово сопряженная матрице у.

Интегрируя (2.3) вдоль решения уравнений возмущенного движе­
ния, получим после некоторых преобразований
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В силу (2.2), как нетрудно показать, равномерно по / в преде­
лах промежутка [/0, Г]

Нт (/, у) = 0 (2.5)
у-°

Обозначим

Re ) □<//, и (t) = max, pc (/)

Теорема 2.1. Если

н(0<0 (/Н[/О, Г]) (2.6)

то невоз.иущенног движение (тривиальное решение уравнения (2.1)) 
обладает устойчивостью на заданном промежутке [1$, Т) по от­
ношению к области (1.6).

Доказательство. В силу условия (2.6) существует такое 
Sj>0, что в пределах замкнутого промежутка [/0, Г] •«-(/) -%. Учи­
тывая это, получим при достаточно малых о^>0 min (%, ГГ /0))

t
exp i 2 Re 1 ՝) ֊y֊01'՜- V (e֊^֊'> 1 ) Mt 

J ' Ы Ш’
•ft

<-2<ф —/0)
С другой стороны, в силу (2.5) можно указать такое ?0 > 0, что 

при всех Ы<Сро будем иметь |f(f, ÿ)l<C^ и тогда И(/, х) И(/о, х0), 
а это означает, что любое решение уравнения (2.1), удовлетворяющее 
условию /(Zo, х0)<р*  где ? произвольное положительное число из 
промежутка О<^р-<ро, в пределах промежутка |/0, 7') удовлетворяет 
условию И(/, xj-^p՜’, что и доказывает теорему.

Теорема 2.2. Если в какой-нибудь точке Т)

и(7)>0 (2.7)

то Неврямущенное движение (тривиальное решение уравнения (2.1)) 
неустойчиво на заданном промежутке [/(„ Т) ио отношению к об­
ласти (1.6).

Доказательство. Пусть для определенности (/) щ (/). 
Рассмотрим частное решение х = Ку\ определенное начальными ус­
ловиями ,7։(fo)֊p, у9 (/0) 0 (а «7= s). Вдоль этого решения

t
И(I, х°) = И(/о, х“) | 1 + (ехр 1՛ 2 Re dl - 1) + (f - f0) ф (f, ÿ“)]

Откуда

V(t, Xе) = И(i0, X»)[l + (e^։ô<'-'•> - 1) 4- (7֊ (0)ç, (/, v«)]
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Случаи / = /0 сводится к случаю { (/,֊, Г), так как из '/(/0)’>« 
по непрерывности следует р(/)>0 в пределах некоторого конечной 
отрезка [Го, дЬ и значит р(/։)>0 при - (/0, /04֊Д)с(/0, Г).

Итак, пусть /£(/0, Г). При условии (2.7) ег,«»нг-'>) I =с>0,։ 
в соответствии с (2.5) существует такое р0 > 0, что при всех у, у др» 
летворяющих неравенству у -Ср0, (/— /0)|?(/, и потому

+ |/)=хЧ>0 (0<1։<2<).

В силу этого для любого р£(0, ?«> | 14-։։)

и (7. **)>  И(/в.
и значит условии устойчивости не выполняются.

'Георема 2.3. Если в какой-нибудь точке ! £ р0, 7')

НО «о (2.8)

то невозмущенное движение (тривиальное решение уравнения (2.1)) 
может не обладать устойчивостью на заданном промежутке 
[/0, Т) по отношению к области (1.6).

Доказательство. Соотношение (2.8) допускает существовапие 
такого частного решения х՜’ = Ад/°, что при любом сколь угодно ма­
лом р

И(6 х) = И(Гв. х*)[1  Ч-и —/0)1|(7, »/)]

Отсюда следует, что в зависимости от свойств нелинейной части 
уравнения (2.1) может иметь место и неравенство Рл(/, х°) И(/о, х£),
а это означает невыполнение условий устойчивости.

3. В частом случае линейной системы (Л(/. х)֊_ 0) доказанные 
теоремы трансформируются в следующую теорему.

Теорема 3.1. Для устойчивости невоэмущенною движения 
линейной системы (тривиальною решения уравнения (1.3)) на за- 
данном промежутке |/в. 7') относительно области (1.6) необходи­
мо и достаточно, чтобы

?(/)<0 (/£[/<>. Г))

Теорема легко доказывается посредством соотношения (2.4) с 
учетом того, что в данном случае ?(С у)=0.

Замечание. Любопытно отметить, что в рассматриваемой поста­
новке устойчивость или неустойчивость линейной системы на конечном 
промежутке определяется знаками функций р(/), верхние пределы 
которых представляют собой характеристические показатели системы. 
В самом деле, фундаментальная матрица решений уравнении (1.3) со­

стоит из столбцов
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х- = Кя (/) ехр (t) dt (с = 1,• • •, п)

Поэтому, учитывая, что ЦЛТ1 = 1,
t

i- (х3) — lim--------- 4 >•« dt Нт р0 (/)
/֊ /0 J

4. Теперь о существовании и структуре преобразования линей­
ной дифференциальной системы к диагональному виду. Имеет место

Теорема 4.1. Пусть J(t)—квадратная матрица порядка п, 
непрерывная на [£0> 7’]. Toi да преобразование

X — K(t)y (4.1)

с невырожденной и дифференцируемой на [/0, 7] матрицей К при­
водит векторно-матричное уравнение (1.3) к уравнению

= (4.2)
dt

с диагональной и непрерывной на [/0, 7] матрицей Л тогда и толь­
ко moi да, когда

K(t) = X(t)CY(t) (4.3)

:де X —единственное решение матричного уравнения

~=их, (4.4)
dt

С—постоянная невырожденная матрица порядка n, a Y— непре­
рывно дифференцируемая и невырожденная на 7J диагональная 
матрица порядка п.

Доказательство. При замене переменных согласно (4.1) и 
(4.3) уравнение (1.3) принимает вид

^С = _Г>^ (4.5)
dt dt J

В силу свойств матрицы Y матрица преобразованного уравнения 

непрерывна на [/0, 7] и имеет диагональную структуру.
Пусть, далее, К՜ (/)—матрица преобразования (4.1), приводящего 

уравнение (1.3) к виду (4.2). Покажем, что эта матрица представи­
ма в форме (4.3). Матрица К преобразования уравнения (1.3) к виду 
(4.2) связана с матрицами П и Л соотношением
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^-=UK- КХ 
dt

Учитывая это и используя (4.4) и (4.5), легко показать, чтс

— (%՜1 KY՜1 ) О, то есть X : KY՜1 = const. Отсюда следует (4.3), 
dt
Теорема доказана.

Из всего множества матриц К, определенных равенством (4.3), 
можно выделить подмножество тех, столбцы которых имеют единич­
ную норму. Имея в виду, что С=(с։,- сп) (с s—столбцовые матри­
цы), а К в общем случае может быть представлена в виде

Y = diag(r։e։’’*,-  • -, г„е"'л)

где r3(t) н 0.3 (/)— непрерывно дифференцируемые вещественные ска­
лярные функции и г ■.(/') 0 (з — 1, • • •. л) при всех i из промежутка

Т\, в соответствии с условием нормировки столбцов матрицы К—
ЦХсвГ^е'՝01| 1 (а—п)

Re Л =

Таким образом, может быть сформулирована еще
Теорема 4.2. 13 условиях теоремы 4.1 при дополнительном 

условии
|£J = 1, (3 = 1,-.-,«)

наложенном на столоны матрицы К (К1}---, К„), общее выраже­
ние для матрицы преобразования уравнения (1.3) к виду (4.2) 
представляется соотношением

K=XCY

где Y определено равенством (4.6).
Следствие. В условиях теоремы 4.2

d In 1^0,1] </!n[L¥cJI \
dt ' ' dt )

I A I* /^1 dbn\ hn Л = — diagf—---- J
‘ \ dt dt /

Эти соотношения получаются путем подстановки (4.6) в (4.5).
Примечание. Область предельных отклонений задается посред­

ством матрицы К, которая в соответствии с вышеизложенным опре­
деляется неоднозначно из-за произвола, имеющегося в выборе матри­
цы С и скалярных функций О0 ((). Произвол в выборе функций 9, в 
данном случае несущественен, поскольку условия устойчивости дви­
жения формулируются через Re Л и никак не зависят от (ш А. Что ка­
сается матрицы С, то каждому С будет соответствовать определенная
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область предельных отклонений и определенная матрица 1че так что 
условия устойчивости движения существенно зависят от выбора мат­
рицы С. Поэтому для определенности в каждом конкретном случае 
необходимо дополнительно задаваться матрицей С. Задание матри­
цы С означает задание области предельных отклонений в начальный 
момент /0, поскольку, как легко видеть, С — С 1 (/0).

Московский авиационный 
институт

Поступил« 21 VII 1971

«I. Ա. ԱՐԴԱՐՅԱՆ

ՏՐՎԱԾ ԺԱՄԱՆԱԿԱՄԻՋՈՑՈՒՄ ՇԱՐԺՄԱՆ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Հոդվածում մտցվում Լ տրված (վերջավոր) ժամանակամիջոցում շարժ- 
ման կայունության հասկացություն և բտցահա յավու մ են չդրդոՎած շարժման 
կայունության ու անկայունության անհրաժեշտ ո։ բավարար պա յմաններր 
շարժման պարամեւոբեբի սահ՛մանային շեղումների տիրույթի նկատմամբ, որր 
տրվում է դրգոված շարժման աոաջին մոտավորության հավասարումների 
օիստեմր անկյւււնա դծային մատրիցայով սիստեմի բերող ձևաւիոխության 
մատիիցայովւ Նշվում են այդպիսի ձևափոիէութ յան դււյաթյան պայմաններր 
և րերվոէԼ/ է ՛ոյ՛ք ձևաւիււ քսության մատրիցայի րնդհանուր աԼսրրւ

ON STABILITY OF MOTION AT A GIVEN TIME INTERVAL

K. A. ABGARIAN

S u m m a r y

The paper is concerned with a concept on motion stability at a 
given (finite) time interval and with conditions necessary and sufficient 
for stability and non-stability of non-disturbed motion with respect to 
the region of maximum deviation of motion parameters given by the 
matrix of transformation in the system of disturbed motion equations 
in the first approximation to the diagonal matrix system. The con­
ditions and the general expression for the matrix of this transformation 
are presented.
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НЕСТАЦИОНАРНЫЙ СКОС ПОТОКА ЗА ТРЕУГОЛЬНЫМ 

КРЫЛОМ ПРИ СВЕРХЗВУКОВОМ ДВИЖЕНИИ

Вопрос определения аэродинамических характеристик хвостового 
оперения летательного аппарата имеет большое практическое значение 
хак с точки зрения управления летательными аппаратами, так и с 
точки зрения аэроупругости.

При определении аэродинамических сил и моментов хвостового 
оперения возникает вопрос нахождения скоса потока за крылом. Эта 
задача в частных случаях рассмотрена в работах [5, 7] и др., а общая 
постановка дана Н. Н. Кислягиным [3].

В настоящей статье даются формулы для вычисления скоса по­
тока при общей постановке задачи для крыла треугольной формы в 
плане, имеющего сверхзвуковые передние кромки.

Пусть топкое слабоизогнутное треугольное крыло движется в 
идеальной сжимаемой жидкости с малым углом атаки и с некоторым 
углом скольжения 30. Будем считать, что основное движение крыла 
является прямолинейным поступательным с постоянной сверхзвуковой 
скоростью и. Предположим также, что, кроме основного движения, 
крыло совершает малые добавочные колебания.

Скос потока представим через коэффициенты вращательных про­
изводных (2, 3] и воспользуемся формулами вычисления этих коэффи­
циентов [2], которые для случая малых чисел Струхаля имеют вид:

.! \' у- т? Լ х — х (т.)
Է*)

1_________ Ժ2
Г(х —;)(//

Հ(։) (’» г0 ^Т1 (1)

(7=1, 2; 7 = 1, 3, 4)

Формула (1) написана в безразмерных характеристических коор­
динатах ху, которые связаны с декартовыми координатами хху1 
(фиг. 1) следующим образом:

2 2 1 , 2
х-—7^—х1----- Т У» У ~тгх' ’1к I 1к ւ

где к — ГЛ/2 — 1 , М — — число Маха, а — скорость звука в не- 
«

возмущенном потоке, /—характерный линейный размер (размах) крыла.



46 Р Ш Соломон ян■' " ' Г՜" ' =иг—— ■   -- -- - ——   — ■ -    

ь
В формуле (1) знак У.р. означает главное значение интегра*

ла по Адамару [4], у — /(л-) есть уравнение задней кромки крыла, 
х«=7. (//)—уравнение той же кромки крыла, решенное относительно 
переменной х. Функции Д{'՝(л-, у) (' 1. 2; — 1, 3, 4) выражаются
формулами

/?’ (*, у) = ֊ ■ 4- АП>(х, у) (3)

лг>(х. у) ֊ ֊ (к+֊) 1՛ (' «<՛>(<, г,) ~ \* </г, +
8 \ к / 3 3 \ (х с)(у - л)

и^>(х, у), (7 = 1, 3,4) (4)

где Б'У (х, у) заданы условием плавного обтекания крыла и имеют 
следующие значения [2]:

В<>' (х, у) = 1; (X. у)= ֊4 (Х~У>- <х’ У) - - <х + У>
о Ь

I — •— относительное удлинение, Л՜—площадь крыла.

Уравнения кромок крыла будут (фиг. 1): 
у= — ^х правой передней кромки, 
у — а|^—левой передней кромки,
у — р2х I е / (х) — задней кромки, 

где угловые коэффициенты и число е выражаются через геометриче՜ 
скис параметры крыла и число Маха
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1 1-^г(т-з0)
1 - — ։%)

1 — Лс1£&}

1 — -- Зо)
1 Ч-Н^-Но)

8 1 1 • с1Я- ?-,.
X (1 — бс^о)

Волнами возмущений, исходящими из точки О, крыло делится на 
три области (I, II и Г), а задняя кромка на три отрезка *ВС, СС и 
С'А с различными аналитическими выражениями для потенциален.

В формулах (3) и (4) функции .4՛/* (х. у) являются значениями 
потенциалов возмущенных скоростей на указанных отрезках. Для вы­
числения этих функций при малых числах Струхаля пользуемся фор­
мулами, имеющимися в работе [2].

Для крыла треугольной формы в плане, когда точка М располо­
жена в области (фиг. 2), функции /./‘Цх, у) имеют следующие вы­
ражения:

д(х, »н у у чч-тп,1 -
֊ + (-^1 I 

V * 1
Л։>(х. у) = ֊ ~ | ^-г2(х, у)-^~^-21(х, у)] ф

+ 2 2й!7 я, |Л-'1у"|֊4-(-1)ль |
;-о„=0 1 ։ I

(5)

1 ՝_ ±_+ 2 [«!>,_ *" ’/'՛+ Л֊*)"*(*. »)] (6)

л-0

/<1) / \ )։^՜ З?2 “* 1 72/ \ 1_ е 1՜ (1 — ?2)* 7 { П ,
Лпи !/)= —-----------—А(х- -------------------з-----------Д(*« у)] ь

+ 22
у —0 л—0

-^^7<2г.,(°)[т + <-1>'*> |) +

1 , л 3__
+ И”։-п х՞ ՛՛ У ' П -г Ч(ЧДУ - х)п К(х, у)] (7)

л —0

у) = - лЛ/'(1 %(*, у) +
1 32^^ 2
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+ 2'Iпх" 2 у ՝ л + Р{п}(у — х)п^<х, у)] <В 9)

В формулах (5)—(10) и для дальнейших расчетов, с целью сокра­
щения закиси, введены следующие обозначения функций

= У *2х. 2-Лх, у} = у - З2 х ֊ е, Za = .։/ ——е

&՛. / = Со \у. %) = siy + а;«. /(//)= (с — у)

(2։. J - <21 (X, у. а>) = △; (у - х) + (1 I яр е

<2։ (0)=Q1(x, у. 0) = 320/ х)4-е

<?2 / ֊ <?2 (х, */) — — A; X |- е

(h. j -- <?з (х. »J — д/х 4- (??. 4- ?г) е

Й- = 2 (х, «у) = i*(37?2x 14е)

у — х _ т:
j ֊ ?։ (х, у, ay) = arc sin ------ — . i(, - l/o у= —-

у + ^х 2

«=о

Лв(х. у) = '-£֊ ( k + -1) U |(р -1) х ֊ е]2? (х. у) - 
64 \ к / [

*-ж<9+4₽’-9^(* *)!+

+i 2 «'гг-՞1 №-■&■ I ֊+(֊I?■?/ - 

/=0л®0 ' 1 2
_«7ЗД_|1 + ( 

г 1 s
'ТУ2 "Ч 7Л-А'Н’(х. </)] (10>
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У '4(*. У- «/) — агсзт
(У4-<ф(у- х)+(1-а;)е

Д/(У — х) 4՜ (1 + »у) е

С (</. я?) — аге з!п
^уУ + <&е

К(х> у) | е24 (?։ —1)е(у х) $‘(у — х)2

Л2(л. .у) агс1а | у рДх~е 
«?— У

Ниже приводятся значения коэффициентов, участвующие в рас­
четах, которые зависят только от геометрических характеристик кры­
ла (70, «р Э, ).) и числа Маха.

■1=»’®р Ь = 7։ = а2+“?> д/ = ?։ —V = 1 Ч- °2

,м- 1 +«;

л (3 4- а2.)
оЛ. Ъ = _-------£_ , ^(2. 2) _8з.? 32 аз 2з.у

32* а»

'•֊М- (1

>•(14֊ а2) 
8а3.

256/с <
;.2Д/Ч1 + а2)2 

512к ’•}

^(1֊ар 
8«:Г 

յ

>_к^___
32

= Х2М? °;՜1 

256 ^5

й-Л = -
/2№(3а<-4а2 — 3)

1536 (/ = 0, 1)

.2) ^2^, (21
Ь 16*

16
>й , А(1)

16
- ?42 _

1611

/2Л/2
256/< ‘

2 (2 ~ 7з)» Ь<г>^-'1^.гЛс.
384 к՝(

(1% =

6”’ =

М2) — _ (■. — 2^\ </<։> ' , ./{П _ ' ^*12
02 256Л72(։3 11)։ 16 /и ։՜ 1671

»..). «--^Р+ы
3^> ^’-֊Й-а-тЛе 

/0° И 16 г 71
.ап — /‘«2^'~г и)

Р' - 16у=;,

■I Известия АН Армянской ССР. Механика. .V? 5
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Р»’= 7б7>+ 1֊37,(2 + 1,) +27,(1 ֊7,) 4-3(2,, 4 7>2 

₽?»“֊ 7^֊/;, 1<п?(2 + 7.) г2(₽>-1)(1 ֊ 7,>7, + 6^(2т։ + 7,)]<= 

/ ֊’ М՝֊՝'
Р? = “~Т&к^ 131? (2 + Ь) - 23։7, (1 ֊ 7,) ֊ 3(27, + 7,) И

0 + и)е. < = ֊^֊Ъ)

чУ=

16

Х’М2^ 
768 7?93 11? (4 ֊ 37։) ֊27,(1 + ъ» ֊ (47, - 37։)>։

<?',”= <4 - 3’>> - 2Ь <! + Ъ><1 и - 2?’ (47, - 37,)]е

Ч^֊ - - 37,) + 2^=7, (1 + 7,) + ₽* (47, ֊ 3Та)|

гт - _ 1^1
16*

УМ* У--е, г?> =-----------7.. -- ------
164- т’7,

«»/ — Зе ®‘ - 14 к*.

Подставляя в формулу (2) значения функций Д'^х, у) из (5)—(10) 
и выполняя интегрирование, получим выражения для у) в следу­
ющем виде:

6<» (х, у} = ֊ 1 + 1> [ Г<^(Х, у) -|- ( 1 )//п»^(х, у) -

- -1 (х, у) + (- 1)'£<’/>(х, у)Й (11)
V )

) 1 _1_ («г։?’(*. У) = ֊ -֊^֊ (х, у) + (е - гх) +

+ ֊2 У й ;г-'”1/-?}г-”(х, у) 4- (- 1)'Л-<у->(х, у)- 
к ;-ол=о '

֊֊147 "’(*. у) + (-1)'^7։-'’|(х, у)| [ +

֊. 3 Н1”, Л. (х, у) + р<՝> (х. г)1 (12)

«?’(*. у) ֊ -г‘{х՛ 1-(1-пх+е։+
О I 4;'՜
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+ ձ-Տ 2 У) ( Կ՚քչ-Հ֊ ’>(*, у)-
r' i֊~<)n֊o I

֊ у) -I- (֊ Wr” (*. y)l ! ֊

+ 77 У К1,։֊л Ял. 1-/. (-V. у) 4֊ Հ” M.U, ;/)| (13)-
" л=0

(х. ՛ M ' ° Z2(x, y)-h
’ ժ 32 У к 2

+ Հ 2 ft? i QV>(«. y) + ( i ÿ)
Я’ i-Q

֊ 1 IL»’/»(X, y) + (- ÿ)l] -Г

I՜ “T 2 W։-» i{՛՝- ։ » (*’ У> + Հ2’ М*(х> ?7>l (141
” «=֊0

°"’ÿ} ՜-՝- т I (e -Tx) z=(x> v) '՜ T V՜z^x՝y} + 
о I Zp՜ о p

Լ S 2 tŸ/'-">lQ7 ">(x, ,) + (_1)/г<....| -их. y) -
" }Հ. I)/!-.<>

- ֊Щ”7 ”(x. ;/) + (-lV£<-/ •>(։, ÿ)]J I-

։ ’
•1 ֊ s l^։2 .,«■ (*■ -V) + rt21 № .V)I (’5)

(1=0'

Û'2>(x. y) - — J J- IO՜- l)x L’IZUx, y) 
8 l«P

+ ^(9 + 4F-W)Z}2(X. g)] +

+ Հ V. È «i2 Z՜՞1 ! fô"j3՜՞>(յէ՛ y> ։ ՜ ’ )/fV."73 ՝ ">(x- ֊v)

[ Пл-0 '

֊•V։4"7~”(x, y) i (- i)>4:y-«’(x.y)i} +

1 2
-----Г V |Հ>% 2-'1 (x> .'/) q'„2>^(x, ։/)] (16) 

” ЛТ"О
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В формулах (11) (16) для скосов потока №(х, у) входят функ­
ции

/*4'*^ °1 О д С 1 1 /-Г —=== ? ть а ) (/;
’У и 1 у—У дх .) р х — с

М*> Г(Ч)

(п = 0, 1; т = 1, 2, 3; / = 0, 1)

оу 3 I у—‘4 ох
*<*)

X
5<2;(е, ъ 0) <2г($,

Х(Ч>

~Ч.

У ___ ։ , —
„ I V 1’ ''ГI г. С 5" У ; </; . л 1пл. т (х. у) = —— —---------— (л, т = 0, 1, 2)

Оу Л Г У—'Г1 ох О | х— с 
х<*> 4ч)

№ (х, у) = ± Г А Г .
дУ .) I у—Т1 V1 I X - ; 

4-г) Т0)>

которые, после выполнения действий в правых частях, имеют вид

Г0'°/>(х, У‘^- 4рау

1Г2

у. *,) = Ц4(2?։ + Д/)«’.-ЗД’1у +

+ ?։[Д?+ 4«’(?» 4-^)] х-А’е!

у. V) = -^֊-1 - л? № + ֊ 4»’^ (2у +

+ 23) 4 8а;А,, г2 + ба* (?* у 4 4ар2 (?о. /(2г / 4֊

(17)

(18)

(19)

-ь (21 , 24а*Р2 г. (х, </)(?= <22. / 4- 3<2о. /) 4֊ 1ба^2* (х, у)}

(х, у, «,•) = ֊ (З^у - ^,.х 4- Р’е - За*е) | 
«и

+ 4оГ|2«/+ ^(х, «/)! <2°)
4Р

Г^. у.-:) » ֊ 3эд;/(4^+^) + —2,(х. у)Х

Х[(«’֊4Д..)?’х + (5г* + ^,)у ! (₽։+2»>| +
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+ ֊^тм-е)*+51>’| <21>

^о°’/2)(х» У> %) = ֊-֊^֊^/(37’4-127—8)։/ — ^ (V2 —47 + 
»р

I- 8) 4- [72 (Р2 ֊ 5а?) 4- 43* (1 ֊ 4֊ 4а? (1 4֊ 33*) | е (23)

Ш <Д5 <4^ 4’ 4*?д/* (2// 4 ֊

3--’
֊ Н ֊ ֊— △ ։ 183’(У, 9 4֊ 2?2 (3 4֊ 2?2) О> (у. «,) х

X £ (х, у) 4- А? (3?֊‘ 4֊ 4? 4֊ 3) 2/ (х, у) 4֊ 8?* О> (у, *!) <Л (х, а,) 4֊ 

4֊8?*7^(х, а.) Ь23*(27֊1)(7 4֊3)А/22(х, ар25(х. у)} (24)

^•/։)(х. У) = ֊ |А.(2у 4- - 2а>{ - ֊^(х, у) X
О։' 4р

X [(3? -2) Д,у - Д^х 4֊ (?«+ «7 4- Д,)е] (25)

47» (*. у) - - (ЗА’ |4»‘ + 2/1 + 84,ф 12г, 4-2,1 - 

о -г «։
у) ^֊(А;(2г 1)Х 

10;-' ■4^1''՛*
Х[3?2<2։./-а?7е]Л(х, у) 4֊ 3^ |(?0(у, а.) - Д./2(х, «/)]С?о(//. *у) 4֊ 

4- ЗЗ1 (<21. у - 3= (^., (х, ау) ] <22 (х, ау) — а; е ? | (21, / 4֊ 7 <22 (х, ау)]} (2б) 

.V
Л՞/ .У> <֊,) = - V. Р. Г .. _ 71 +

2р 3 I У֊^ Г ^4-р‘х— еХ(Л)
I +4 -- (27)

Р 3 V /=(х. т;)
Х(*) 

у ,.г у
—ъ, Г ^х՝ г,> а/)

'1 Уу—п И\4֊а?х ‘ 7 ] И’?(;/֊■'։)
Х(*) 7 Х(г)

|у
(*> У՛ =------ — V- У- С -—֊- -

■ 7 ' 2? 3 I у л !7 ч4-₽։х - е
Х(х)

| ~ ((։7Ч 2?։)Л |3/ (х) + «1 •/■ + ^е<- Л>+
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+ 2Հ- flQ»(4.«/) + 2^(x, r,)| —?(*/'>*> + (շ«)
P J I y-ն V Zz{x, vj)

g/ I ‘ 10 Ti 4- ՀՀ X 
J Ւ (y - Հ) Պ

7.(x)

A’2 (x. Հ) Ժղ -

ï(x)

Հ 4՜ «2 X
------- — /?J (x, Հ, a J ժղ

У ~rl

y.
Qo( n. а>) C h. «J (f'i

J 1 'y-Պ J/Zs(x, հ) 
X (ж)

a.2
a.) փ 123*(?0(պ, a.)Z3(x. TJ) h

xù>
8^2Дх. Հ)|- _£1?/2Ц1_֊_ +

4-^ խօ,/+96(հ^ +
X (x)

֊ 16». i’ |/(Y' г>Г /?,(X. 4)rfo ;(3ß4«?)/: + 

J » y — ^i Ւ*X <x>
4 [Sa> ֊ (33= 4- 5xJ) Z (x)| Л - հ/ (x) (432 x ֊ e) /0|

Հձ.
+w՜1 - 5‘"^+։4ш'(2e ՜ ?։*> -32/x) 1 J~- - l3՝"/e ՝z (x՝>-

•2<2MC2e - ß=x)| У, - e 2^Х) 7(Х)^ -Ւ

+ 1176/, + 320»>л I I65»}x7,) ֊|/,+
OU Л

16a^e
4- 2^x/2 4 «ХЛ1 - ՜Յթ— + ß2)/2 ֊ 
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1' у—г, 43 Ч
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В формулах (17)—(44) введены следующие обозначения:

Й”’ (х. ч. «>) = -^֊ /!"? (Рз) - + ₽։) Й’(Рз)+
V?

+ >5Л?’<₽1) + ₽7”?(р։) (я> = 1. 2. 3)
й»

СГ’ (х, ч, «>) = А1>(Р1) + (т = 0, 1, 2)

е (21 (0, т], я7)
Р1 = т.՛ — е, Р2 = — Т р3 = ------- ----------
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В последнем интеграле р принимает значения р1։ ра и р3. Все 
интегралы типов 1т , /{Д\ }к и /֊1 выражаются через эллиптические 
интегралы

4 = Е (8, 9) 
Г V*

9
4 = й1/----[- 0։ (х, 76 0) П (о, 4֊, д) -}֊ <5Х (0, 7}, 0) Е (В, д)]
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о։> I
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Щ)=֊
0)

а; 1 (х, ау)

I

1[Ш*,^ 0)
*, Ч, «у) V V

«}еу<г 
ъ ау) 7

Е (В, д)

2 , г—
П (8, 9‘, ?) +-?'/_*-Е (8, 7) +

. ^-<2։ (х, 7}, 0) 6(х, тн ау) / а^ед՝
1----—Т—~ ----------- — П ( о. ------- --------------- , п

г’<?։(х, 7}, а у) \ рг<2х(х, Т], ау)

Ду |>(е~^(х, 7))
?<2о(п> а;)

2 ,/^-г ^(х, а>)Е(о, д) I
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'■> Ч\

/ _ 1 еу 7. (х) „ / пЛ—тн/^Чт”*
хП(т՛—’’’\ * у

71 =  2ЛДе-у) П (— • - 
?։е<2о<!Л */) \ 2

где обозначены

'10/.(— (* -7) <
4р I ху

е 3"х
<2о(у> Ч'

2_
Р’е

} . 1 е(т։ —92х е)3 = агс $ш I/ -т-------- ---------- ■•֊
1' ?2*Дх — т?-Ь е) 7е

У - 3:!х е 
^•х

а - г/Зй
я'~ Г Уху

’ 71

а(х, Т„ аД х. -1֊ {₽>:; (ч, ау) [<?։ (0, та 0) ֊) £а(х •
Р*

I 7<-в)]^(’}, -2/) + [С?1 (0, 7„ 0)(х 4-т1 е) -^‘(е т,) х] Рл (т;, а,)-}- 

4- (е ֊ г.) 0^0, т1} 0)хI

А(^. Ъ, Р^г, 3;)-2[<2,(0, г„ 0) •?’(« +
р

+ Т1 — е)]р3(то а у) 4- 0։ (0, тъ 0)(х 4- Ч в) ֊ (е — >})х;

Через Е и П обозначены эллиптические интегралы С1 
ственно первого и третьего родов.

Для области 3; (фиг. 1) формулы коэффициентов вращат 
производных скосов потока имеют сравнительно простой вид и 
дят так:

б;։)(х, у) 14-
7?ао

Щ'(х, У) =
>■ 1 4- 33а
8 2?3

72(х, у) е— у х

П-.0 I V

вр^.У>= ?)а֊е+(1 } +
о I Ч/

+42 у)—4п"о’-’)(х, у) ]
П л=4> 1 V’
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«?>(*. у}—'Ш32^Т ՜' 7?(х' у)+տ)

յ,)|
г ।

у г- Զ ~2 1
°з2) (*- У) = — ֊֊ (е - ?х) Հ, (х, у) Ч- — — /Дх, у) 4 

о 2р? 8 р‘

9 1 ( 1 I
+ ձ2 ^ о՜"’ гЛа у)—т^Г'о’ я,<х՛ 4

*և ո=Հ) • V 1

«?»(«. !/)=֊{е]4(*>г) + 4г(9 
О I. 2р՜ О['

1 '2 1 (
֊ 9Р) Щх, у) I + -Ճ- շ ^-•՛« V, .V) ֊

' “ ռ=0

Если в эти формулы подставить а, вместо я^, то получим выра­
жение для коэффициентов вращательных производных скосов потока 
для области 3] (фиг. 1). При подстановке а0=а1='р получаются форму­
ла для скосов потока за крылом бесконечного размаха.

Пользуясь случаем, выражаю мою искреннюю благодарность 
проф. Р. /К. Ме.жлуману за большой интерес к задаче и ценные за­
мечания, а также Дж. Арутюняну за помощь при проверке полу­
ченных результатов.
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Ռ. ձ. ՍՈԼՈՄՈՆ5ԱՆ

ՀՈՍԱՆՔԻ ՈՉ-.ՍՏԱ8ԻՈՆԱՐ ՌԵՔՈԻՌՅՈՒՆՀ ԵՌԱՆԿՅՈՒՆԻ ԹԵՎԻ ԵՏԵՎԻՆ 
ՆՐԱ. ԴԵՐԱԱՅՆԱՅԻՆ ՇԱՐԺՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

1Լշխւ» աան [> ւււմ այրված են բարակ, թույչ ծոված, ււ/լանոէէ) ե սան կյւր ւն ի 
աեսրով հ գերձայնային եզրեր ունեցող ետևին հոսանքի ոչ-ստ ացիոնա ր 
ի ե.րուի ւոլն ր հաշվեյոէ բանաձևեր, երբ իևր ղե րձայնա յ ին ա րսւ ղուի յա ւե բ շարժ֊ 
վո։.մ Լ սեղմելի իդեալական հեղուկի մեջ։

Ա/դ բանաձևերր սէոացվել են ք^եի հարթության վրա ղանվող այն տիրույթ­
ների կետերի համար, որոնր րնւկած հն գրգէւման ալիբի, թևի ետևի եզրից նրա 
բեկման ե թևի եաևի եզրի միջև, երր Ստրուիէսւ/ի թվերր փորր ենր

Սաացված բանաձևերր հնարավորություն են տալիս հաջվումներր շարու-
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NON-STATIONARY DOWNWASH BEHIND A TRIANGULAR 
WING IN SUPERSONIC MOTION

R. Sh. SOLOMONIAN

S u rn m a r y

Rated formulae for non-stationary downwash behind a thin slightly 
curved wing which has a traingular formula in the plan and supersonic 
edges whose apex is turned forward when it moves in the ideal com­
pressible fluid with supersonic speed are given in this paper.

These formulae are obtained for area points situated on the plane 
of the wing between the disturbance waves, their reflection from the 
back edge and the back edge itself at small Strouhal numbers.

The above formulae make it possible to continue the downstream 
calculations at infinitum according to the formulae previously derived 
for this part of the wing plane.
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Г. М. ИВАНОВ

ОБРАТНЫЕ УПРУГАЯ И УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ИЗОТРОПНОГО МАССИВА, ОСЛАВЛЕННОГО ДВУМЯ 

ОДИНАКОВЫМИ ВЫРАБОТКАМИ

Определяется форма контуров двух одинаковых выработок в изо­
тропном массиве либо пр:։ условии постоянства тангенциального нап­
ряжения на указанных контурах, либо при условии одновременности 
перехода в пластическое состояние всех точек краев выработок.

Для массива с одной выработкой подобные задачи решены Г. 11. 
Чюепановым [5, 6].

§1. Рассмотрим плоскую деформацию изотропного массива, ос­
лабленного двумя одинаковыми выработками. Будем считать, что к 
контурам выработок приложены постоянное нормальное давление Р и 
рапные нулю касательные усилия, а на бесконечности действуют уси­
лия сдвига х и растягивающие усилия р (вдоль линии центров) и д 
(поперек линии центров). Задача состоит в определении такой формы 
выработок, при которой тангенциальное напряжение, действующее на 
их контурах, является постоянной величиной.

Введем прямоугольную систему координат ХОУ, направляя ось 
ОХ по линии центров и совмещая начало координат с точкой, равно­
удаленной от центров выработок. Расстояние между центрами обозна­
чим через 21, контуры выработок—через £։ и £2, а область вне этих 
контуров—через 5 (фиг. 1).

Компоненты напряжений, возникающие в массиве, выразим через 
голоморфные функции Ф (д) и '1' .(г) [4, 3]

+ =./ = 4 Ре Ф (г)
(1.1)

<5У - Зх 4- 2АжУ - 2[(г - г)Ф' (г) ֊Ь '1\(г)]
5 Известия ЛИ Армянской ССР, Механика. № 5



66 Г М. Иванов

Комплексные потенциалы Ф(г) и '1 $(2), удовлетворяющие гранич­
ным условиям на бесконечности

= з; = <л >:у = (1.2)
представим в виде

ФЫ = Г4-Ф0(г), 'ГД2) - Г, ± Ч;(г)
(1.3)

I - (р + <?)/4, г* = ((] — р)/2 4֊ Г-

Здесь Ф<,(г) и Ч*0(г)- -функции голоморфные в области и имеющие 
на бесконечности порядок О(я՜-). Следуя работе [1], представим их 
в интегральной форме Коши

Фо(*)= %֊֊ [Ф<М<“п , Ч.(г) = V-?— С
Р, 2^- .՝ I.. г Р_, 2^I .) /п — г

п
В силу симметрии задачи функции Ф0(г) и 4‘0(г) являются чет­

ными, а контуры и Ь., -симметричными относительно начала коорди­
нат, то есть

Фо( г)-Ф0(Д ։1г0(-г)=Ч-0(г); (1.5)

На основания последних равенств представления (1.4) можно 
принести к виду

Ф„(г) = Ф։(г) + Ф,(г) = Ф.Ы+^7 (՝ *- (1.6)
Д'-г ] ֊ 2

А.
>1'։(г) = Ч’,(г) + Чг.(։)«=Ч'։(г) 4֊ -1֊ |

2-/ .) /։ -р х

Здесь Ф](г) и ՝Г։(г) —функции, голоморфные в области вне правого 
контура /п.

Отобразим конформно внешность единичной окружности на 
внешность контур.։ Л։ с помощью функции

2 <ч(ч) /^Чо(-) -Г /, и'о(^) ֊ ՝ + У/пЛ ’ (1-7)
։-1

где R и лп> неизвестные постоянные, характеризующие размер и 
форму искомых контуров.

Функции 4>.(г) и Ч'։(г), голоморфные в плоскости вне 7, пред­
ставим рядами Лорана

ф.(»)-ФиГ.)= Уоа՜*, 1г1(2)=ч’11(С) = 2б4:-‘ (1.8)
НК к-2" 4^-2

Введем обозначения

го = “’о(С), /о = и1о(3)> ==е,’*!И (1.9}
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В некоторой области вблизи правого контура, где имеет место нера­
венство

/?ко+^о1<2/ (1.Ю)
справедливо разложение

(։> + *)-՝ ((„ +г,)' (1.П)
К г=й

Здесь ։ — /?/2/ малый параметр.
Разложения (1.8) и (1.11) подставим в интегралы (1.6). Ограни­

чиваясь слагаемыми, содержащими £ в степени не выше четвертой, 
будем иметь

Ф2(г) А-г 4֊ Я..г-, ’1\(7) Яо 4-2^0 4-(1.12) 
где

А(, — (е2 -1 2т1г4)а.. е3а3 4*
(1.13)

А — — 2«3а2 4՜ За4а3, /42 «= 3&‘а2

Постоянные В;: определяются формулами вида (1.13), если в них а» 
заменить на Ь„.

На контуре £։ должны выполняться краевые условия
зг = р, Ав=О, а9 = 0 (1.14)

где <2—неизвестная постоянная величина.
На основании равенств |4]

-« 4֊ 2/.г5 — з2 ——У— (оу — зд. -|- 2/тЛ1/)
о> (а)

(1-15)
■=г 4՜ Зо = 

и выражений (1.1), граничные условия (1.14) запишем в виде

Ф(^)^-Ф(О = 2А 44 «РА <2 (1.16)

ок, (:•) _։’-=44-[(/1-<1)Ф'(/,) + Чг*«։)] = В. 2В=Ц-Р (1.17) 
% (5)

Принимая во внимание выражения (1.3), (3.6), (1.12), представим 
условие (1.16) таким образом:

2Г 4՜ Аа -|- Ао {- Аи;о(3) А А11>о (3) 4՜ 42«)о(0) I-
_____ (1-18)

А А1 ։։>о(~)]՜ 4- Фи(3)4- Фц(3)—2>4

Применяя метод Н. И. Мусхелишвили [4|, найдем отсюда, что 
Фи(ч) — 0. то есть а.. — а3 — а4 =--•••= 0. Следовательно,

Ф(г) = Г (1.19)
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Кроме того, из условия (1.18) находим искомое значение танген­
циального напряжения на контурах выработок

зо=С?=,р4-</ В (1.20)

Учитывая равенство (1.19), а также выписанные выше выражения 
для функции Ч?*#(г), преобразуем условие (1.17) к следующему виду:

°Ч (~) [Г. 4֊ Д» 4֊ 4- ад] = В^} (1.21)

Приравняем в этом равенстве коэффициенты при одинаковых сте­
пенях о* (/<,>—2). Будем иметь

Ь: — т։(Г# : В^ — т .Ву (лп֊ 4֊ тя)Вй — В

Ья — 2тп, (Г* 4- До) — (т] 4՜ 2т3)В1 - 4гахт.:В2 = 0 (1.22)

6; - тхЬ: — 3/пЛ( Г# Д>) — 3/л։/л»3Л?։ — (тх Зяг; — 6тхтл)В2 = 0

1\ -| В(, 4՜ тхВ.2 — гпхВ, Вх — — 2т.,В

Вй — — ЗтаВ, ть = 0 (/< 4)

Таким образом, в третьем приближении (с точностью порядка >‘) 
форма искомого „равнопрочного“ контура определяется функцией

«о(з)=о + -21 + ^+41 О-23)
О б2 б3

Функцию Ч п(С) найдем методом Н. И. Мусхелишвили из усло­
вия (1.21)

^(О = ^(С) ֊ Г, - во - />>0(С) ֊ В^(;)

Г(С) « |СЧ(С)Г։ [^4֊(ГФ4-50)(С4-^) 4- (1.24)

4- В։(? ֊ т.,) 4- В^ + -т\- т,)]
Тогда

Ч\(г) = Г(С) (1.25)

Входящие в выражения (1.23), (1.24) постоянные /п։, т2, Ь2,
Ь9, Ь4 определяются из системы нелинейных алгебраических уравнений 
(1.22). Для ее решения применим метод малого параметра. Будем ис­
кать указанные постоянные в виде

тк = 3 ткп е՞. Ьк = 3 (I-26)
л-0 п=0

Последние выражения подставим в уравнения (1.22) и приравняем ко­
эффициенты при одинаковых степенях -. При этом, в соответствии с 
принятой точностью решения, будем отбрасывать слагаемые, содержа­
щие £ в степени выше четвертой. После элементарных выкладок по­
лучим простые расчетные формулы
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/п։ =/л։0 4-т12е2 4-7м54»4, т.: = тп։2Л т9

т10 — — л1։г = т^т^— 1. ти - тг1)тп |-7тп։о/п12

Ьь ~ ^1'0 “Ь ^22$2 "I’ ^24е'. ^4 = ^40 4՜ ^425а 4՜ ^.Ц5՝*

4- "»1(Ао)£Э (1.27)

6.՛,-, В ~ -•., ^22 — 10^30 ~ ^32^՜ *

6?։ = п)иГ* 4 тм(Ь,.. бт^Ьы) 4- лл1262О

о։(։ = гп^Ь.^ 6,։2 = ^1;7>2о '

6.։. — ГП Г|(7։_Пд 4՜ •*7‘12^.2 ^14^20 3/Л|.Л %

§2 . Аналогичным образом решается задача определения формы 
контуров выработок при условии, что все точки этих контуров одно­
временно переходят п пластическое состояние. В этом случае пласти­
ческую зону составляют линии Ьг и Ь.,, а упругая зона занимает об­
ласть Л'. В пластической зоне, то есть на контурах Ьх и А.> имеет мес­
то условие пластичности [2]

(«» - 9 У 4- 4-'^ = 4№ (24)

и первые два условия (1.14).
Следовательно, на /п

св = = Р ± 2К (2,2)

где знак выбирается из физических соображений.
Напряжения, возникающие в упругой зоне, можно представить, 

каки выше, через комплексные потенциалы 4>(г) и ’^(.г). На контуре 
£։ упругие и пластические напряжения должны совпадать [2]. Это ус­
ловие приводит к решению по существу такой же краевой задачи, 
что и в §1.

Огличне состоит лишь в том, что здесь величина тангенциально­
го напряжения на контурах выработок задается выражением (2.2). 
При этом равенство (1.20) является условием, накладываемым на 
внешние нагрузки, которое необходимо для существования решения 
обратной упруго-пластической задачи.

§3 . В качестве примера найдем форму контуров „равного сопро­
тивления“ для первой задачи при действии нормального давления на 
контурах выработок и отсутствии усилий на бесконечности. В этом 
случае

О. = — Л ~ = 0, т1а = — 1
то есть

е2 £3 а4ш0(о) = а---------4-— ± — (3.1)
с о2 о3



70 Г. М. Иваной

Такой же получается форма искомых контуров в случае всесторонне­
го растяжения, когда р — <7, а Р 0. При этом -Р-
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INVERSE ELASTIC AND ELASTIC-PLASTIC PROBLEMS 
FOR ISOTROPIC MEDIUM WEAKENED BY TWO EQUAL HOLES

G. M. IVANOV

S u tn m a г у

The form of the countours of two equal holes in isotropic medium 
is defined. It is assumed that tangential stress is constant on these 
countours or all its points are transformed into plastic slate at the same 
time.
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Н. Е. САРКИСЯНО ВЛИЯНИИ ТЕРМИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ НА УСТАЛОСТНЫЕ СВОЙСТВА НЕТКАНОГО СТЕКЛОПЛАСТИКА
В настоящей работе исследовалось влияние предварительной тер­мической обработки образцов на усталостные свойства (прочность, деформативность и разогрев) ортогонально равнопрочно армированного слоистого пластика типа СВАМ при длительном пульсирующем растя­жении вдоль направления стекловолокон.Общая методика экспериментов описана в работах [1, 2]. Цикли­ческие испытания нетканого стеклопластика на эпокси-фенольном свя­зующем проводились при соблюдении режима мягкого нагружения и частоте 1200 инкл'мнн. Образны для испытаний имели форму двух­сторонней лопатки размерами 5 15X30 мм, соответствующими тол­щине, ширине и длине рабочего участка образца. Радиус кривизны перехода к головкам образца составлял 50 мм.Термическая обработка композита производилась но режиму, при­мерно соответствующему примененному в работе [3|. Воздушная среда нагревалась со скоростью — 2.0 ?/>пл/иин до температуры 90 С. кото­рая затем поддерживалась в течение часа. Дальнейший нагрев следо­вал при скорости — 1.0 град/мим. По достижении температуры среды в 150 С последняя сохранялась неизменной в течение одного часа. Затем происходило медленное остывание образцов вместе с термошка­фом (скорость охлаждения -֊0.2—0.4 град:мин). Указанный режим термообработки повторялся па следующий день е доведением макси­мальной температуры среды до 160 С.Испытание термообработанпых образцов производилось после трс-хдненного хранения их в обычной лабораторной среде.Термическая обработка стеклопластика по описанному выше ре­жиму не повлияла на вид графика зависимости деформаций от напряже­ния (е — з), характеризующийся двумя точками перелома диаграммы (двумя порогами трещинообразования), ранее [1 | установленной для слоистого пластика СВАМ 1:1.Изменение величины модуля упругости по участкам графика за­висимости з — з оказывается в пределах естественного разброса экс. периментальных результатов и составляет в среднем 6.40% (модули упругости начального участка зависимости с ՛- соответственно равны 2820 и 2960 кге/млг).
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Напряжение, соответствующее пижнему порогу трещинообразова­ния, практически не изменяется. Это имеет место, по-видимому, пото­му, что термическая обработка не может „снять“ исходной поврежда­емости материала, степень которой как раз и влияет на положение нижнего порога трещинообразования [4]. Однако, термическая обра­ботка существенно сказывается на величине напряжения, соответству­ющей верхнему порогу трещинообразования, которая при этом дости­гает 37.60 кгс/млг, что на 19% выше, чем для стеклопластика, не подвергшегося термообработке [1]. Полученный результат логичен, так как термическая обработка („закалка“) полимерного композита должна способствовать завершению процесса полимеризации, который по каким-либо причинам нс мог быть полностью завершен при про­мышленном изготовлении листов. Как это видно из данных приведен­ной здесь таблицы, повышается также и предел прочности пластика. Правда, повышение прочности оказывается незначительным (около 6%).

Таблица

Состояние композита
Предел прочности при статическом растяжении Усталостная прочность на базе 10б циклон’шах* хге/мм-

Продельная деформация разрушения Температура разогрева при разрушении
«С

кге/мм*
г. % % V, %Без термообра­ботки 43.10 7.52 16.10 1.20 4.20 88.0+2.0С термообра­боткой 45.80 6.53 15.70 1.15 13.00 77.0+6.0

Влияние предварительной термической обработки на циклическую

оси ординат отложены значения коэффициента усталостной прочности материала К, в данном случае равные отношению максимального на­
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пряжения цикла к величине предела кратковременной прочности ком­позита при статическом растяжении. Усталостные диаграммы построены по корреляционным уравнениям, вычисленным по статистическому ме­тоду малого числа измерений [5]. Точки на кривых соответствуют средним значениям из трех экспериментальных результатов.Как это следует из фиг. 1, предварительная термообработка об­разцов мало влияет на циклическую прочность стеклопластика при отнулевом растяжении вдоль направления волокон. Однако, при этом коэффициент усталостной прочности К всегда выше для образцов, предварительно не подвергшихся тепловому воздействию. Это осо­бенно заметно при малых циклах выносливости пластика (/V<30’цик­лов). Абсолютное значение циклической прочности также несколько выше для негермообработанного стеклопластика (см. таблицу).Полученные результаты свидетельствуют о том, что между цик­лической и статической кратковременной прочностью нетканого стек­лопластика не всегда имеет место непосредственная прямая зависи­мость [6, 7]. Термическая обработка, равно как и усиление степени ортогонального армирования стеклопластика в одном направлении, при­водит к известному повышению предела кратковременной прочности. Однако, это сопровождается некоторым увеличением хрупкости мате­риала. Последняя же играет заметную роль в снижении прочности ма­териала при циклическом нагружении. Поэтому можно полагать, что снижение усталостной прочности из-за сравнительно большей склон­ности материала к повреждаемости превалирует над некоторым повы­шением статической прочности, полученным при термической обработ­ке. По-видимому, охрупчиванием материала следует объяснить и замет­но высокое рассеяние характеристик стеклопластика по циклической деформативности и разогреву, наблюдавшееся в экспериментах (см. данные приведенной таблицы).Предварительная термическая обработка нетканого стеклопласти­ка незначительно влияет на кинетику циклической де нормативности и разогрева. Рост деформаций цикла и температуры разогрева на по­верхности образцов в зависимости от циклического напряжения и про­должительности нагружения происходит по кривым, располагающимся довольно близко к приведенным и работах [1, 2].По-прежнему наблюдается постоянство критических значений де­формации цикла и температуры разогрева (в частности, их предель­ных значений ер и ТР. соответствующих моменту разрушения) при ис­пытаниях с различными уровнями циклического напряжения (выносли­вости композита).Для иллюстрации сказанного выше на фиг. 2, в частности, показа­ны кривые разогрева △ 7'—.Л/, соответствующие термообработанному образцу и образцу, предварительно не подвергшемуся тепловому воз­действию. Эти кривые свидетельствуют о малом влиянии предыстории 
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образцов (в данном случае термообработки) на разогрев стеклоплас­тика. Разница в значениях температуры разогрева на основном (ли­нейном) участке выносливости материала составляет лишь 2—5 С. Следует также отметить, что при циклическом нагружении термообра­ботанный пластик нагревается заметно меньше, особенно на нелиней­ном участке кривой А Т ֊1\\ предшествующем разрушению. Средняя температура разогрева при разрушении термообработанных образ-

Фиг. 2Сравнительное снижение величин предельной деформации разру­шения г։, и температуры разогрева при разрушении Гр (см. таблицу), наблюдающееся при циклическом нагружении стеклопластика, предва­рительно подвергшегося температурным воздействиям, по-видимому, следует объяснить некоторым охрупчиванием материала, имеющим место при термической обработке полимерного композита.
Выводы. 1. Предварительная термическая обработка нетканого стеклопластика типа СВАМ по примененному режиму приводит к неко­торому повышению прочности композита при статическом растяжении вдоль направления волокон. 11ри этом особенно заметно увеличивается напряжение, соответствующее верхней точке перелома графика зави­симости „напряжение- -деформация" (верхнему порогу трещипообразова- ния) стекловолокнистого материала.2. Термическая обработка качественно не меняет кинетики цикли­ческой деформативности и разогрева. В количественном отношеннп она приводит к некоторому снижению циклической прочности и умень­шению критических величин деформации цикла и температуры разо­грева (в частности, их предельных значений и Гр, соответствующих
* В таблн.чньифзначсниях ТР учтена также температура лабораторной среды; там же указана среднскаадратичсскне отклонении среднего значения Тр. кычи* лен­ные по «сем яксперпменталыпчм результатам нозаинсимо от величины циклического напряжения. а также коэффициенты вариации V для предельней деформации к прочности 3,։. 
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моменту разрушения), что можно объяснить охрупчиванием стеклово­локнистого полимерного композита при термической обработке.Институт мпхалнкм Поступила 28 X 1971АН Армянской ССР
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THE EFFECT OF THERMAL TREATMENT ON FATIGUE PROPERTY OF NON-FABRIC FIBREGLASS PLASTICSN. E. SARKISIANS u m m a r yThe effect of preliminary thermal treatment on the fatique proper­ty (strength, deformation and heating) of samples of orthogonal unis- trongly reinforced flaky plastics of „CBAM“ type under prolonged pul­sating stretch along glass fibres is investigated.The thermal treatment of the fibre-glass leads to no qualitative changes in kinetics of cyclic deformation and heating. Quantitatively, it causes some deterioration in cyclic strength and decrease in critical va­lues of cyclic deformation and temperature of heating.
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Ю. Л. САРКИСЯН. Г. А. САРКИСЯН

СИНТЕЗ СФЕРИЧЕСКОГО КРУГОВОГО НАПРАВЛЯЮЩЕГО 
ЧЕТЫРЕХЗВЕННИКА ПРИ ЗАДАННОМ ЗНАЧЕНИИ 

ВХОДНОГО УГЛА

Пространственные направляющие механизмы находят растущее 
применение в современных машинах-автоматах, системах ориентации, 
автомобильных подвесках, биомеханических устройствах и т. д. Одна­
ко, только недавно некоторые исследователи обратили внимание на 
большие возможности применения пространственных направляющих 
механизмов в качестве генераторов периодического движения Ц], [2], 
(3]. В работе [4] предложен аналитический метод синтеза сферическо­
го четырехзвенника по заданной траектории точки шатуна. В насто­
ящей статье этот метод применяется к задаче проектирования сфери­
ческого кругового направляющего четырехзвенника при заданном зна­
чении угла поворота ведущего кривошипа, соответствующем окружно­
му участку шатунной кривой. Присоединяя к данному четырехзвенни- 
ку пространственную двухповодковую группу, можно получить шести­
звенный механизм с заданной продолжительностью выстоя ведомого 
звена.

Фиг. 1

Постановка задачи и анализ исходного ч ’тырех зввпника. Рас­
сматриваемая задача формулируется следующим образом. Даны раз­
меры сферического четырехзвенника АВСО и требуется найти на 
продольной оси шатуна точку, траектория которой при повороте не-
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дущего звена на заданный угол мало отличается от окружности 
(фиг. 1).

Для простоты совместим ось вращения звена АВ исходного 
четырехзвенника с осью абсцисс, поместим точку А в начале коор­
динат, а ось вращения звена СО расположим в координатной плоскос­
ти хоу, направляя ее параллельно оси ординат. Все точки оси шату­
на описывают шатунные кривые, лежащие на сферах с общим цен­
тром 0. Но для того, чтобы сферическая траектория <77 точки Е мало 
отличалась от окружности, точки ее должны располагаться достаточ­
но близко к некоторой плоскости Н. Расстояние точки Е от этой плос­
кости определяется следующим выражением:

? Мхк -j- NyE 4- LzF + 1 
± VM* -\-№+L' (О

где МУ N, L—коэффициенты уравнения плоскости в отрезках. Следо­
вательно, величину BE—by определяющую положение искомой точки 
Е на оси шатуна и коэффициенты М, /V, L необходимо определить из- 
условий минимума отклонения о.

Принимая обозначения
k

= х =хс х։р У—Ус~У/р z=zc~zb b

координаты чочки Е можно представить в следующем виде:

ХЕ = хн + ',х

Уе = Ув + 'У՛

zF=Z{f + <Z՛

Чтобы связать координаты 7 , 2. со входным углом сле­
дует выразить через г координаты точек В и С. Из фиг. 1 следует:

хв - хл = °’ Уд =~ a sin?, zz/ = acos? (4>

I1одставляя в условие постоянства расстояния ВС соотношения 
(4) и обозначая у с - Л, получаем:

х2(. -4- (Л 4֊ a sin ?)2 -г (zc — о cos ?)՛- — Ь՝ (5)

В соответствии с фиг. 1 имеем

Zc— ± I с2—(лгс—х0)2 (6)

Преобразуя выражение (5) с учетом формулы (6), получаем квад­
ратное уравнение'относительно хс, решение которого имеет вид

_ - и± 1 I/2 4WQ (7)
хг- 21Г
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где
IF = х(; 4- a2 cos2 о

И — х0(е 2ancos<j>)

Q — -—|- (х! - с1) a ՝ cos2 <?
а՜ 4

е — (Л 4- a sin ?)*’ — a2 cos2 ? — с2 £г — х%

Таким образом, при заданном значении £ координаты искомой 
точки Е выражаются в виде известных линейных функций (3) от неиз­
вестного параметра л.

Вычисление неизвестных параметров. Для минимизации в за­
данном интервале переменного расстояния ՛> целесообразно применять 
метод квадратического приближения. 11ри этом неизвестные параме­
тры находятся из условия минимума суммы

5 = 3 '-г в 2 [ЛГ/, (х,) 4- /V/, (Л-,.) + £/, (х,) + /։ (X,. )]= (8)
/—О 1*-0

где приняты обозначения 

G =---------!-------- ,
ЛР֊г №+£2

/о(*,-) xCi, fx{x.)^yc, fz(x.)=zzc, f3(x.) =1
(9)

a /n-1-1—число выбранных положений в заданном интервале [ф0, <p/i: | 
входного угла.

Необходимые условия минимума суммы (8) сводятся к уравнениям 

^=0, ^ = о, ^ = 0, ^=0 (10)
дМ дЫ 6Ь дс

Последнее из условий (10) с учетом соотношений (3) принимает 
вид

у{Мх\ ^4-^)0.= 
1-0

= V (Мх. 4՜ Ыу\ 4- Ьг.)(Мхс_ • Ыус. 4- £гс. ֊4֊ 1 )=0 
/-о

Если первый множитель под знаком суммы н интервале прибли­
жения ©т1 нс меняет знака, то на основании теоремы о среднем 
значении получаем

(Мл4 4- Му՝к . У ; 1\'ус. 4- £дс. 4- 1) = 0,
«=о 

где 0 \ к \ т.
Отсюда следует 

л (. т ги
•Т- = 2г-“2<Мхс1 + ^с. + ^с. + 1) = 0 (II)
д'- ,0 ;-и ' '



80 К). Л Саркис я ։. Г А Саркисян

Как показывает анализ, величина Л/х'4- М/։ /У, пропорциональ­
ная косинусу учла между отрезком ВС и нормалью к плоскости дви­
жения звена С/Д обычно сохраняет знак при повороте ведущего зве­
на на заданный угол. Поэтому принимая в некотором приближении 
равенство (11) и учитывая выражения (8), (9), условия (10) можно 
свести к следующей линейной системе:

Ма^ 4 Лао։ 4 -г а<и ֊ 0 

^О\о т т /-Оц «л ~ О 

А/а-о 4֊ .¥а;։ Еа.։ 4 огз ֊ 0

А/ал 4֊ 4 Да։։ а,։ ** О
где

А = 0. 1. 2. 3

/-0, 1, 2, 3

(12)

(13)

Система (10) совместил, если детерминант ее расширении» матри­
цы равен нулю. Учитывая выражения (3). (9), (11), это уравнение 
можно преобразовать к виду

.4../.* 4՜ 0 /1Д* • Аг — 0

4։л А . ՝ ՛. ‘ А

4* .4лл ~*՜ А» 

0 т /4Д 0 4՜ .4։г/ — А.

А.^* 4- Аг 4- о

А^А А,г 4՜ А.

Дм*՜ 4- 2.4иХ

0 4- -4ил4- А՝

.4 Д 4֊ 0

-4։Д 4- А,

АЛ4-4։

0 4֊ Л։9

о

(14)

где

4> 2^,՛ А=2»в/8(.
/—0 • -0 ^=0
т т т

Л<= 2 гв{' у *<у Я1. Л,= У Х,гв., А-.^х;
/-0 /-0 (-0
т ж ЛП т

А= 2 *. А= 1 х(уг Л„=2</(3 (15)
1~0 1^4 /-0 (-0

т я т т
и,։=2«;. н* 

> 
1

II

/-(1 1^0 1*4) /-о
г» ш га

Аи=^(гЙ11/1+««,֊'/)■ 
/֊0 1-0

2Л(Г։, 
/-0

У1։в = т 1- 1

Прежде чем перейти к преобразованиям, обозначим через /Лд/ 
детерминант, образованный из известных коэффициентов /'-ых слагае­
мых первого, /-ых слагаемых второго, А'-ых слагаемых третьего и /-ых 
слагаем». , четвертого столбце:: детерминанта (11), причем ։ 1, 2;
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/= 1, 2, 3; к = 1. 2, 3; 1 = 1. 2. Определитель (14) можно предста­
вить в виде суммы двух новых определителей по первому столбцу. 
Многократно повторяя эту операцию относительно новых определите­
лей и далее группируя полученное выражение по степеням л, получаем

Д>т г Д>* - Д>* - Д/4 + Bj3 4- Д>.’ 4- Дк = 0 (16)
где

Д ֊“ Ди։> Д = Дш 4“ Дш 4՜ Дз»р В1 = DU։. 4- Д։з։ 4՜ Дш 4* Даз» 4՜ 

4- Д»„ 4- Ди- 4- Д։։։ • Д /Дш • l)vrst 4- Д*Л Р Дз։- 4- Дз։։

4՜ Д»к 4- Д»з։ - Диз ■ Dnn 4՜ Дии Д = Дш 4" Д3и 4՜ Дм» 4"

Дш 4 Д»з 4֊ Д»3» - Д3». 4֊ Дз;։. Д = Дмз 4- Дгаз 4- Дш 4-

4-Дм». Д = Дш (17)

Так как коэффициенты Д и Д равны нулю, равенство (16) при­
нимает вид

Д>4 4- Д'1 4- Д>։ 4- Д' 4֊ Д = 0 (18)

Таким образом, условие совместности системы (12) сводится к 
уравнению четвертой степени (18). Дли действительных корней этого 
уравнения по соотношениям, входящим в левую часть равенства (14), 
вычисляем коэффициенты и... системы (12). Неизвестные М, N, L на­
ходим по любым трем уравнениям системы (12). Четвертое уравнение 
в силу равенства (18) удовлетворяется тождественно.

Точку D находим как проекцию точки пересечения 0 осей враща­
тельных пар на найденную плоскость Н. С этой целью решаем урав­
нение прямой, проходящей через 0 и перпендикулярной к плоскости 
Н, с уравнением этой плоскости

* — *о у _ г
М N L

(19)
Мх 4- Ny 4 Lz 4-1 = О

Решая систему (19) относительно х, у, г, получаем

XD = X<,+ Mt, уп = М. zD=Ll (20)
где

, = (1 4- Мх.)
М* 4- № 4֊Д’

Направляющие косинусы оси вращения звена CD равны

cos я — рЛ/, cos? = pN, cos f = рД (21)
где и֊нормирующий множитель

_________1_______
I' Af։+№-f-L=

6 Известия ЛИ Армянской ССР, Механика. № 5
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Длину звена ЕЕ находим по одному из выражений

К == 1/(ХЕ,~՜ Х/'У՜ + УеУ -Ь (2Л-. 2г)2 /= 1. 2,- • /П

Величину отклонения шатунной кривой точки Е от окружности 
подсчитываем по формуле (1).

Дополнительные. условия синтеза. Для образования механизма 
с остановкой к найденному круговому направляющему четырехзвенни- 
ку присоединяется двухповодковая группа ЕГО. с двумя сферическими 
и одной вращательной парами (фиг. 2). При повороте звена АВ на 
угол точка Е, очевидно, остается неподвижной, обеспечивая 
требуемый выстой рычага ЕС.

К исходному четырехзвеннику АВСй предъявляются некоторые 
конструктивные требования. Согласно первому из них размеры а, Ь, с, 
х0» должны быть выбраны так, чтобы обеспечить возожность полно­
го поворота ведущего звена АВ. Анализируя обобщенную теорему 
Грасгофа |5] для рассматриваемого нами частного случая сфери­
ческого четырехзненника, получаем следующие условия существования 
кривошипа АВ: 

(23)

где /inii։ — минимальный из углов 0, 0, v>.
Формулы для определения межосевых углов 0, у, ф непосред­

ственно следуют из «риг. 1

Ö = arc cos —г— 
/°։ +

՝1» = arc cos—— (24)
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ц> = аге соз
а2 — л" /г с2 — к2

2ИЛ* + с*)(аг + х5)
(24)

Легко видеть, что выражениями (24) определяются острые меж- 
осепые углы, входящие в условия (23).

Исходя из соображений конструктивного оформления и размеще­
ния механизма, будем требовать, чтобы длины звеньев были подобра­
ны в определенных пределах

I'։ < а 'С кх, — ко х\} к.„ кл^с к'3
(25) 

— к.х к к.х, к5 =С Ь < к\, к^ R к6

Если первые пять неравенств учитываются при выборе размеров 
исходного четырехзвенника, то последнее неравенство проверяется 
уже после синтеза. Значения корней уравнения (18) / = 0 и /■ — 1 ве­
дут к тривиальным механизмам, поскольку при этом чертящая точка 
Е совпадает соответственно с точками В и С. Следовательно, чтобы 
получить конструктивно приемлемый механизм, точка Е не должна 
располагаться в окрестности точек В и С. Это условие выражается 
неравенствами

кп^к^ Д, Д^л<1 А, 14-Д<Х^^0 (26)

где - А'о, к{> предельные значения параметра л, а Л—величина, опре­
деляющая недопустимые зоны па оси шатуна.

Наконец, для обеспечения требуемой точности выстоя ведомого 
звена ЕС шестизвенника накладывается следующее ограничение:

Ч։оп • (27)
где максимальное отклонение приближающей шатунной кривой 
77 от окружности, а ол„„ — допускаемое значение отклонения 2.

На основе полученных уравнений для машины „Раздав—2м со­
ставлена универсальная программа синтеза сферического кругового 
направляющего механизма по заданному значению входного угла при 
наложенных ограничениях (23 27). В настоящее время ведется работа 
по разработке справочных данных.

Примеры.
1. Проектировать сферический четырехзвенник, воспроизводящий 

при повороте ведущего звена от о։;. = 210 до <?/п 270 дугу окруж­
ности при условии, что отклонение '■> не должно превышать величину 
3ЛФИ. = ±0.001.

Размеры исходного четырехзвенника АВСИ, полученные варьиро­
ванием в соответствии с условиями (23), (24), равны

х0 = 0.5, Л = 0.45, с ֊ 1.2, а = 0.25, 6-1.4
Значения координат х(: вычисляются при отрицательном знаке 

перед корнем в выражении (7), причем число выбранных положении в 
интервале [?0, <рт] равно 21.
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В данном примере уравнение (18) имеет следующие действитель­
ные корни:

\ = 0.2377346, л2 = 0.222063

После решения системы (12) по формулам (20 — 22) находятся 
соответственно при /։ и Л, следующие параметры присоединяемого- 
звена ЕР:

хг = 0.2019831, уг = — 0.036105, гг = 0.266386, R ֊-= 0.33515 

хР.= 0.18425, уг —0.028742. >= 0.266386, R' = 0.32201 

Величины неувязки неиспользованного четвертого уравнения сов­
местной системы (12) при и соответственно равны

8 = 0.000011, е'= 0.000065

Максимальные значения отклонений > подсчитанных по формуле 
(1), равны

Зта։ = 0.000151, Йюак = 0.000149

2. Проектировать сферический круговой направляющий механизм, 
если задан следующий интервал приближения: «0 = 210 , > = 300 .

Искомый механизм получен при следующих размерах исходного 
четырехзвенника:

х0 = ֊ 0.2, Л = 0.25, с = 0.45, а = 0.55, к = 0.7

Только один из корней уравнения (18) >. = —0.502648 приводит 
к конструктивно приемлемому механизму. Размеры присоединяемого 
звена равны

хг -֊- 0.318654. у с = — 0.00032, гг =֊- - 0.00207, с = 0.6981.

Анализ отклонений о показывает, что механизм обеспечивает до­
статочную точность воспроизведения окружности, причем —0.00201.

Ереванский политехнический Поступила 25 VI 1971
институт

Bill՛. I.. 11ԱՐԴ11-1ԱՆ. Դ. Ա. ՍԱՐԴՍ ՏԱՆ

ՍՖՆՐԻԿ ՇՐՋԱՆԱԳԾԱՅԻՆ ՈԻՎՎՈՐԴ ՔԱԴ0ՎԱԿԻ ՍԻՆԹԵ9.Ր ՄՈՒՏՔԻ 
ԱՆԿՅԱՆ ՏՐՎԱԾ ԱՐԺԵՔԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Հողվածը նվիրված է այնպիսի ւմիեըիկ բաոօղակի սինթեզին, որի շար­
ժաթևի երկայնական աոանցրի որոշակի կետի հետագիծը տանող օղակի տված 
պտույտի րնթացրում մոտենում է շրջանագծի։

(/ըոնեյի չափերը որոշվում են արտագծող կետի շրջանագծից շեւ/մ ան մի­
ջին րտոակոէսային մեծni.flյան մինիմումի պայմաններից։ 11ինթ եղի ընթաց- 
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րում հաշվի են առնվում որոշ կոնստրուկտիվ սահմանափակող պայմաններ, 
որմնք ներկայացվում են անհավասարությունների աևսրովտ «ձրաղղան—21< 
հաշվիչ մեքենայի վրա կատարված հտշվարկներր ցայց են ւրււ/ե/ մոասցման 
րարձր ճշտություն։

SYNTHESIS OF A SPHERICAL FOUR-BAR CIRCLE-GENERATING 
MECHANISM WITH A GIVEN VALUE OF THE INPUT ANGLE

Y. L. SARKISYAN. G A SARKISSIAN

S u m m a г у

The paper considers the problem of synthesis of a spherical four- 
bar linkage compelling the point on the axis of the connecting rod to 
move approximately in a circle while the driving link turns through 
a given angle. The sought-for parameters are found from the conditions 
for a minimum of the mean-square sum of the deviation from the circle. 
When synthesizing the mechanism some inequality-constraints are also 
imposed. The calculations carried out on the „Razdan 2“ computer 
show a high accuracy of approximation.
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