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КРУЧЕНИЕ КРУГЛОГО СОСТАВНОГО СТЕРЖНЯ

Решения ряда конкретных задач упругого кручения составных 
стержней в постановке Мусхслишнили приведены в [!, 2]. Там же 
имеются обзоры работ по этим задачам.

В настоящей заметке получено замкнутое решение задачи о кру­
чении составного круглого стержня с линией раздела между областя­
ми поперечного сечения, соответствующими различным материалам, 
являющейся дугой окружности. Эта задача может быть рассмотрена 
как обобщение задачи Вебера [3].

На численном примере доказано, что при одном и том же кру­
тящем моменте максимальное касательное напряжение скручиваемого 
составного стержня при определенных сочетаниях соединяемых мате­
риалов будет меньше соответствующего напряжения однородного 
стержня таких же размеров.

Фиг, 1 Фиг 2

Исследовано поведение напряжений в окрестности точки пересе­
чения линии раздела с контуром поперечного сечения скручиваемого 
стержня для предельного значения угла между его боковой поверхно­
стью и поверхностью раздела.

1. Составной круглый стержень с поперечным сечением, изобра­
женным на <риг. 1. с линией раздела областей, являющейся дугой ок­
ружности, подвергается кручению моментами, приложенными к торцам 
стержня. Каждая часть стержня однородна и изотропна.
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Функцию напряжений удобно определять в биполярной системе 
координат (а, Р), связанной с прямоугольной системой (х, у) зависи­
мостями [4]

a = lgj (а -гх)2 + у‘ — lg I (а — х)~ ± у-
(1.1)

8 = arc tg---- —--------arc tg----- - -------J- тс
а 4- х х — а

Граница и линия раздела области поперечного сечения рассмат­
риваемого стержня являются координатными линиями.

Для радиуса гг дуги Р = имеем

а
|sin р2|

(1.2)

Гак как биполярные координаты получаются из прямоугольных 
координат конформным преобразованием, то гармонический оператор 
от какой-либо функции преобразуется в биполярных координатах в 
оператор

d*U дгЦ _ ,/ d-U д-Ц \ 
дх' ' ду2 * I д* " /

(1.3)

где g характеризует масштаб преобразования и дается формулой

ch a cos 3
(1.4)

■В биполярных координатах функция напряжений при кручении в 
области поперечного сечения стержня удовлетворяет уравнению

ггбЛ = -2(7/6 (/=1,2) (1.5)
На контуре поперечного сечения функции (Л («, 3) должны удов­

летворять граничным условиям

иг (а, 82) = 0; и2 (а, ₽2- к) = 0 (1.6)

и условиям сопряжения [5] па линии раздела

1
*-₽« (7-(/,(«, .М = £Л(«, Pi);

дО\ дЦ2 (1.7)
(,г? ?֊-?.

Между материалами принимается полное зацепление без начальных 
напряжений.

Функции О1 (я, 3) (7=1,2) ։пцем в виде

Для безразмерной функции £) получаем гармоническое
уравнение
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и + ?>=0 (։._1>2) (19)
Оа2 аУ

С учетом четности функции 6'/ (а, р) по переменной а ищем ре­
шение уравнения (1.9) в виде интегралов Фурье

■ос

Фг(°> ?) ։ Mi (^) sh z {$ — 3,) 7?։ (z) shz (32 — ji*]cos га </z (1.10)

(0<а <со; 2X <₽<W

Ф2(я, %)-• j [Д, (z) sh z(fL — n - ,3) 13.. (г) sh z (°։— 3)] cos га dz (1.11)

о
(0<а<ос; 32 r<3<pj

Удовлетворив условиям (1.6) и (1.7), получим выражения А., В1 
(i 1, 2). Подставив значения этих коэффициентов в (1.10) и (1.11), 
после ряда преобразований получим следующие выражения для функ­
ций Ф; (я, Р) (7 - 1, 2):

1 z ?'֊ z ~ 
sh zn sh z (fl — Sj)

Ф։(а, p)--4 ■sh z °, C-л etg 32
D shz(k-fc)

_ ctgg,chz(3;-i:-S,) (G _G) s(>։(?։ )со։г1(/г (1Д2)
sh z v.

(0<a<>; &<?<?,)

Ф2 (a, sh z (fl. — r) sh z (ft, — ft) 
sh z " sh z (" — ft, — ft2)

sh zft,___ G’3ctgft2
D shz(-֊|- ft, ֊ £.,)

_ etg & ch z (fa - 3J 
sh z к

(G'j — G’s) sh z (B.2 — r. — й) cos zzdz (1.13)

(0<7<~; бг 
где

£> = б\ эЬ z (3, — ^) СЬ г (3; — - — рх) — б^сЬ г (£2 - ?х) $Ь г (?3 — т. — 3։)
(1.14)

Касательные напряжения %- и выражаются через функцию 
напряжений следующим образом '4]:

_ (Ч! (а, р) , _ д 13 (а, р)
*аг = + Я------ ’ “!’.•= + 8------ - - (1.15)

ар дл

Верхний знак относится к случаю н^>0, а нижний—к случаю S<0.
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2. Рассмотрим конкретный случай, когда \ = 0, то есть область 
I представляет собой круговой сегмент (фиг. 2).

Функции напряжений Ц(а, “) (/ -1. 2) принимают вид

Ц(*. ?) = <7։*аг соя — с1е 3, яш 3 ; 
сЬ а 4֊ соз 3

2(0 — в ) (*__________гсЬг(,32 ֊-) яЬ г (3., 3) соя 2 а ______
яЬ г — [0\811 г 32сй г(^.2—— Оп с!1 г 3 яЬ г ([< — к)] 

о
(0<а< о; 0 <?.<&) (2.1)

£/,(«, ₽) = с_.оа=( ^֊\_С^АП1 4. 
сИ а — соя 3

2 , $ _ & 1 ՛__________ 2 сЬ 2 яЬ Л (За — т: соя г л дг
4 я!1 г -[6'։ яЬ г с 11 г(32 — г.) — (7, с1։ г ,1. яЬ г (£., — ~)]

(О < « <С ; & — " <1 Р \ 0) (2.2)

Вычислим напряжение в точке В (?= О, -7 — -՛-) пересечения линии 
раздела с контуром поперечного сечения стержня.

Пусть (л, — — > (7, 2(7: — С. На линии раздела ^ = 0 для вы-
О

числения касательных напряжений получаем следующую формулу:

2 а֊'Ь-° 2

-г 2/ (сИ л 4- 1)
Х’с1Ь сЬ -к- е'’^ 

3 3
сЬ кь - ( 5 6 яЬ՜՜ —77—

С1. е'^՞
* 3 3

сЬ (5-6 я!г —7—

5֊

(2.з)

.4 о

I
V'. сЬ —(2 7՝а-։)е <֊

С11 •/;֊ 

г; , Зд.1Т , 2%- /;-.•։
_ ;л-с1к ------- с1Ь — е А1 у1 2 Х 3_________ 3

2 ^4 $Ь 3^-
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где
^ = (ЗА 1-1)/, Р* (Зк -г 2) /

V... = ЗА/, I — аге $т (иЧ-ЛЧ?А = 3/

Значение касательных напряжений в точке В получается перехо­
дом к пределу в (2.3), когда а — ос. После несложных вычислений по­
лучаем

Пт Ч'?Ь-Й=° о*= 2)ЧГ-»ас 1

Очевидно, что при 6\ = 6'2 “ С на контуре принимают конеч­
ные значения.

А если и 3^> или, что то же самое и

<. —' то п той же точке касательные напряжения имеют особен­

ность. В частности, при (к. — 2(/\ - 6’, имеем

где

-'!|1 =«1Э- I)

;с1։_з~сЬ~з-е
сЬ>^/ 2 |-3»Ь=-^-

О о
։Ь | 2 + з11։֊!^Л

, 2 Ча” . О ,
сЬ —-— (2 -г I '^я) е ,{

о
сЬ ՝ц~

Переходя к пределу в (2.4), когда ? • , получаем особенность

(2.4)

х (/֊1, 2)
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Таким образом, в зависимости от отношений модулей сдвига 6\, 
(Л и величины угла в точке 13 может возникать нулевое, отличное 
от нулевого конечное или бесконечное напряжение.

3. Рассмотрим следующий случай ֊ 3. когда напря-

жения около краев поверхности соединения конечны.
Для функции напряжений имеем следующие выражения:

и^. ₽) = С։0а*{ —S21L- 
I ch а -р cos ft

2 ctg ft5 (
6

sh z ft2 sh z (ft — ft,)

sh z ~ sh ֊-֊
2

cos z 9 dz —

2(6\- G։)clgft։ 4G2 ctg ft2
Gt |- G2

. sh zfa sh 2 (ft. — ft) 
cos z 2 dz

I . . z՜7 sh z sh —-

<4(’.

(0 <1 Co,

C f, '• | COSP) =■- 62°a -T------------ h
I ch а — cos ft

(3.1)

2 c,g ?J f shz(k-*)sh^,-i)) cos ztdt +

•< sh z^sh —-
0 2

2 (G'.2 Gj) cth ft, т 4G't ctg ft3 j' sh zft, sh z (3., — - ft)
G^G2 J shz^sh —

0 2

cos zidz

(0<a<eo, (3.2)

Жесткость при кручении составного призматического стержня 
рассматриваемого сечения определяется формулой

с /Г г/Да, 3)</a</[j ГС U2(*,$)dad$
.՝ .1 (chа — cos?)" J J (ch а-j-cos ?)2
9, 0 ?,-г. о

Подставив выражения (3.1) и (3.2) в (3.3) и произведя интегри­
рование, для определения жесткости при кручении получим следую­
щую формулу:

q ^2 ~<z' (Go — Gy) д' I ? • sin ? cos ? (2 cos՜ ft — 3) ?l .
2 sin’ft, 2 sin’ft . лг
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+ —---- —— (с1? 9.. - с!$ 8։)? (& — .чм & соер։) —
510“/!

/* гзЬ2гр1сЬ-^—
- 4га4 ֊ (с1£ ?2- ?։)-՜ I ----------------- —- ---- </г (3.4)

С1+6։ .! з^зЬ —
о 2

В частности, положив в (3.4) ^--0, получим жесткость на круче­
ние составного круглого стержня, собранною из двух полуцилиндров 
[6|.

Подставив (3.1) и (3.2) в выражение (1.15), получим формулы 
для определения касательных напряжений

С И « С08 3

(сЬ а 4- соз ₽)х

С^М1£1Е2ксо5г։|/2 +
о зЬ г ~ ,чЬ —

2

•ь
6\ : с,

Г ^Ь^.сЬг^-Р) со։ г

'Й = Со & агг

,7 зЬ г - з!։ —— 
2

с!1 * ЯШ 8
(сИ а |- С05 °)՜

(3.5)2(С2 — 61 ) с 1^3,

* »1։ г - ») сЬг(Р1 » 

кЬ г п зИ •յ^- 
2

соз г а с/с

2(6*— 6,) С1у3, - 4б\ с!у^ Г с 81։ г .4 сЬ г (3. ֊ п 3)
с1+с» 3 зЬг-а,-^-

- - 

с об г а (1г

(3.6)
В частном случае, подставляя в (3.5) 3 3,, а в (3.6) ;3 - {52— и,

предельным переходом а • сс получим

НттПЯ . =Ип։:^|., . _ = ֊^££֊0Г1
•֊ '՜1 ■ •-■ (А 6’.1 ••

где
а

| з։п 82!

Таким образом, в зависимости от отношения модулей сдвига на 
крае поверхности контакта скручиваемого составного стержня возни­
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кает касательное напряжение любой величины при одном и том же 
крутящем моменте.

Ниже приводится таблица, где даны значения касательных напря­
жений (7=1, 2) в характерных точках сечения и жесткость 
стержня на кручение для одного отношения модулей сдвига Се С, = 2

Таблица

~х
х>

Н
 « о ւ

օ|
 ;1

*Ա
>

* II II 1 ° “
1^ 0,

6 
а 0

-О
О II

* 
1

II с՝ |
 *| 

° 
1 о “О

II 11 8 
*

с/Գ

0.15814 0.56024 -0 2358! ֊0.47163 0.51398 0.82573

В однородных призматических стержнях, работающих па круче­
ние, разрушение начинается на их боковой поверхности, где касатель­
ные напряжения имеют максимальное значение.

Результаты вычисления, приведенные в таблице, показывают, что 
при определенных формах поверхностей соединения и отношениях мо­
дулей сдвигов соединяемых материалов, максимальное касательное 
напряжение при одном и том же скручивающем моменте и одинако­
вых размерах поперечного сечения в составном стержне меньше, чем 
в однородном.

Таким образом, заменой части материала поверхностной зоны 
стержня более податливым можно увеличить его прочность и механи­
ческую выносливость, если близки пределы прочности вспомогатель­
ного и основного материалов составного скручиваемого стержня.

Институт механики АП Армянской ССР Поступили 21 VI 1971

I.. Ա. ՀԱ1'111՚ր.;1|ԱՕ,:1|1.Ն. 1|. Ա. Չ11է'Ա.Ն311.Ն

ՈԱՂԱԴՐՅԱԼ ԿԼՈՐ <1Ո’ԼԻ ՈԼՈՐՈԻ1քԸ

Ա մ փ п փ п ւ մ

Աշիւ ատ ան բում ստացված I; փակ /ածում բաղադրյալ կլոր ձողի ոլորման 
խնդրի Համար, երբ նյութերի բաժանման ղիծր հան դի սան ում է շրջանային 
աղեղւ

11ւււէ1ւմնասիրված է /արումների վսէրրր նյութերի միացման մակերևույթի 
եզրի վրա բաժանման և կողմնային մակերեու յթների կաղմած անկյան ստ՚Հ- 
մ անալին արժե բների ղեսյրում ։

թվային օրինակով ցույց Լ արված, որ նյութի աոաձդական հատկությու­
նից կախված մ իևնոլյն ոքորոդ մոմենտի ղեւդ բում շոշափող լարումների մար- 
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սիմ ում ր կարելի Լ ւիորրաւյնել, համ եմ ատած Նույն րնղլա/նական կտրվածք/ 
ուներող հտմսաեէէ ձողի հետ։

ON TORSION OF A CIRCULAR COMPOSITE ROD

I. A. HARUT1UNIAN, K. S. CHOBANIAN

S u m m a г у

A closed solution for the torsion problem of a composite circular 
rod of constant cross-section with a division line, forming a circle arch, 
between the regions corresponding to different materials, is obtained.

The behaviour of stresses in the vicinity of the point of inter­
section of the division line with the cross-section contour of the rod un­
der torsion for the limit angle between its side surface and the di­
vision surface is studied.

A numerical example is presented to show that under one and the 
same torque the maximum tangential stress for the composite rod un­
der torsion with specified combinations of the materials to be bound 
together will be smaller than the corresponding stress for a homoge­
neous rod of identical dimensions.
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Р. Е. МКРТЧЯН

БОЛЬШИЕ УПРУГИЕ ДЕФОРМАЦИИ ИЗГИБА И 
УДЛИНЕНИЯ ЧАСТИ ТРУБЫ ИЗ МАТЕРИАЛА, 

РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩЕГОСЯ ДЕФОРМАЦИЯМ 
РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ

Рассматривается задача симметричного изгиба и простого растя­
жения части круглой цилиндрической трубы из сжимаемого упругого 
материала, разносопротивляющегося деформациям растяжения и сжа­
тия, при больших деформациях. Отдельно исследуется случай, когда 
часть трубы выпрямляется до прямоугольного параллелепипеда.

В качестве примера рассматривается задача выпрямления полкой 
трубы до прямоугольного параллелепипеда, когда его деформации на­
ходятся в пределах справедливости соотношений теории упругости 
второго порядка.

Работа основывается на общей нелинейной теории упругости [1] 
и на соотношениях, выведенных в [2] для материала, разносопротив­
ляющегося деформациям растяжения и сжатия. Эти соотношения вы­
ражают упругие свойства материала полнее, чем соответствующие со­
отношения, полученные из единой функции энергии деформаций для 
всех деформированных состояний.

Чистый изгиб прямоугольной пластинки и круглого стержня, из­
готовленных из разномодульного материала, в случае малых деформа­
ций рассмотрен в работах |3, 4].

Принимается, что если материал деформированного гела растя­
гивается (сжимается) по всем направлениям, то его упругие свойства 
по всем направлениям одинаковы и отличаются от упругих свойств 
того же тела при сжатии (растяжении) его со всех сторон. Тогда 
функция энергии деформации материала Ж зависит только от инвари­
антов деформации — № (Д, Л, /л) и 1Г՜՜ = IVх ”(/х, Д) при растя­
жении и сжатии материала со всех сторон соответственно.

Если н какой-то точке деформированного тела материал растяги­
вается (сжимается) по главному направлению деформаций у (з֊- 1, 2, 3) 
и сжимается (растягивается) по всем перпендикулярным к нему 
направлениям, то 1Г имеет вид |2|

где

^=^(4. л. /3. Հ<յ։)) 
^=г(;,(л, л. ք(յյ))

(1)

(2)
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(по индексу « не суммировать)
и 8,.— компоненты ковариантных метрических тензоров деформи­

рованного и недеформироваиного состояний относительно ортогональ­
ной системы координат 0.... которая в каждой точке деформированного 
тела совпадает с главными направлениями деформаций у..

Функциям 11/ , № , и Й^д> соответствуют контрвариантные 
компоненты напряжений |2|

(3)
~ Ф(Л)? — Ч (л)В'? -г Р(л)С'?-Г

где
. _ 2

фо) ~ од ’ ՝։<■>

՛” I /э/’ч«)’

2уц Ц- ' р<֊՛ 21 4 0/,

М'^ <“>

5" = 1^4 — д'' ^квгк

8а> 81՛ ~ ковариантные и коптрвариантныс компоненты метри­
ческих тензоров деформированного и недеформированного состояний 
соответственно относительно подвижной системы координат В£ 
{г = 1, 2, 3|.

и -(У) определяются аналогичными выражениями.
Когда деформации тела находятся в пределах справедливости со­

отношений теории упругости второго порядка, Функция энергии дефор­
мации определяется выражениями [2]

11^ А\ г /Ъ. -Л — А /։ /’о : |- А-, ,/з

/11 /2 А_‘У՝1 Ал .Л ф- Д3 /з

- V 4- А. ֊ А. + Дь/։ -1- А7(зх) (5)

= И' —Аа А- - А.^г ^оУ։’1'(.{5)

где А1, Аг ,• • •, Аз —упругие постоянные

Д = 4(Л - Аг)

А? ~ 8 (Л4 —/1.1) ; 4(Дз —/1з ) :-4(Л5 —Аз )

Л=2(Дз'֊ЛП4-2(Л--Л5+) (6)

ЛЭ-6(Д;-Д4) 4-3(Д3‘ - Д3-Э4-Д3--Д3֊ 
причем

АСА-^Аг^-АГА-^Аг (7)
У1=Л-з, /,=4-24+3, /3=/э-4+/1֊1 (8}
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В рамках линейной теории упругости

№' = ~ V !>‘ л՜ 4՜('՜12:11 >՛ ։₽" = - ֊411՜/։ । 4 <' 2" )2 о 2 8
(9>

«/.„-(Г -Кг |.֊ни 1Г(1) = №■

где )Л = Х~=Х (Ю)

' , Iх , >• и и —постоянные Лямэ, соответствующие функциям 
и № соответственно.

1. Пусть часть круглой цилиндрической трубы из рассматривав֊ 
мого материала в системе цилиндрических координат '։>, 0, х3 в неде- 
формированном состоянии ограничена цилиндрическими поверхностями 
{' = = [,2 и плоскостями 0 ± Оо, х3 - £.

Рассматриваемое тело испытывает простое растяжение и цилин­
дрический изгиб, определяемые соотношениями

г = г (г,), 0 = аЬ, у3 — 6х3 (1.1)

где (&п 0„, = (г, (•; ^1֊-цилиндрические координаты, определяющие
деформированное тело, а и Ь—постоянные.

Известным способом [1] определяем метрические тензоры отно­
сительно системы г, О, ул

<7„ = с11=6’и=6֊м-1, =г', С"-.- —
г2

-б^=о (/.-;) (1։2^

Р2 1
— ...а՜ /г

ка = -.-’ (1.3)
р-

«„ = «"=<> ('■¥-»

7;, — — ((7,7 — #,. ) ковариантные компо-
■2-՛

центы деформаций, убеждаемся, что система (г, 6, у3) в каждой точ­
ке деформированного тела совпадает с главными направлениями де­
формации (так как 0 при / у) и, следовательно, •?”

О՛,., -= и т- Д- Тогда из (2) находим

т(1>։ = -֊-(г? !’■ '<^ = -4К՜՜1 )՛ ■;<«) = 4(42 ։> (1֊4> 
£> \ у / 2^

Если материал деформированного тела растягивается по направ­
лению б< (0։ — г, 62 = 0, 0д = г/3) и сжимается по перпендикулярным к 
нему направлениям, то из (3) с помощью (4), (1.2) и (1.3) определяем

г2 ’ 
р

Г7Н = Г*.

с!г
Здесь

Определяя по формуле
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•;՛> ■-<•?ф«+4 (+ <>՛)। /<.>+'•?«<՛.> 8«<
° • /а2г2^ а‘Ь՝՝г" \ ... . . агг։ й. ,

г ъ> — ф(«> + ( — - ֊֊֊ —) '« ։։> - Л,) + ֊■ С1-5)

^=^ф;.։+(^ +*и+ ***;>

где 'ч- символы Кронекера.
Аналогичные выражения могут быть получены и для случая, ког­

да материал сжимается только по направлению Ч. Тогда в выражени­
ях (1.5) вместо величин с одним штрихом будут фигурировать анало­
гичные величины с двумя штрихами. Если материал растягивается или 
сжимается по всем направлениям, то вместо указанных величин будут 
аналогичные величины с индексом ( --) или (—). В этом случае по­
следние члены (1.5), содержащие функцию н,5ь будут отсутствовать.

Уравнения равновесия в данном случае приводятся к одному

֊^— (Г-”) = г--.^ (1.6)
(/г

где и символизируют те напряжения, которые имеются в дефор­
мированном теле в каждом конкретном случае.

Для решения задачи принимаем, что известны: постоянные а и 6, 
радиус одной из граничных цилиндрических поверхностей деформиро­
ванного тела и нормальная равномерно распределенная нагрузка, дей­
ствующая на этой поверхности, то есть

Р = ?р г=Гр (1.7)
или

р-рд г-г... = Л (1.8)

На основании (1.7) из (1.1) определяются •,3.. для всего тела и 
ц2?> на поверхности г — г։.

Для определения вида напряженного состояния у граничной по­
верхности г гг нужно определить также ; при г==г}. Принимая

О, подставляем В равенство "п(? Рх выражение -и, соот­
ветствующее знакам 7<г։>, откуда определяем г?|Р=?։, а из (1.4)—

• Если цП)|;,„.Р1 \0, повторяем указанные вычисления, под­
ставляя вместо выражение, соответствующее отрицательному
ЧП)*

Таким образом, получаем необходимые граничные условия для 
решения (1.6), которое после подстановки выражений -и и ~-2, соот­
ветствующих определенным знакам 7(Н), 7(22) и 7<33), приводятся к не­
линейному дифференциальному уравнению второго порядка относи­
тельно функции г(р)
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P — f'l: г ~ Г\ — Г?L? ?1
Уравнение (i.6) интегрируем в пределах всего тела и-из fl.4) 

определяем функции 7(П) и - const). Если они в пределах
тела не меняют своего знака, то найденное решение (функции г(р) и 
и ?•..) будет искомое. Если *(1։) и или один из них в пределах 
трубы меняет свой знак, то найденное решение справедливо только 
для участка, где 7^., и '[,22) сохраняют свои знаки. Радиус разделяю­
щей поверхности этого участка г3 (соответствующий цН) = 0) либо 
г4 (соответствующий 7f>n. = 0) находим из полученных решений и из

•и i /г « Р* равенства ~ 1 либо ——՝

Для следующего участка, начинающегося с разделяющей поверх­
ности, интегрируем (1.6), заранее подставляя туда выражения ՛" и 
соответствующие новым знакам у 5։}, а граничные условия получаем 
из предыдущих решений. Затем продолжаем аналогичным образом.

Подставляя найденные значения г ([») и г для каждого участка в 
соответствующие выражения напряжений находим напряженное 
состояние рассматриваемого тела.

Заметим, что при нахождении разделяющих поверхностей ука­
занных участков и для проверки может пригодиться также условие 
равенства соответствующих напряжений примыкающих участков на их 
разделяющей поверхности.

Из рассматриваемой задачи в частном случае, когда Uo — ~ и 
а — 1, получаем случай растяжения и симметричного расширения круг­
лой цилиндрической трубы, но изложенный метод не позволяет рас­
смотреть случай, когда часть трубы выпрямляется до прямоугольного 
параллелепипеда. Этот случай рассматривается отдельно в следующем 
пункте.

2. Пусть рассматриваемая часть трубы после деформации преоб­
разуется в прямоугольный параллелепипед.

Для определения деформированного тела выберем прямоугольные 
декартовы координаты (у։, у„, yj так, что у !/՝.'-/('՛), у> ֊<-•՛>; 
?/» =

Тогда координаты точки у, Ь, х3 недеформированного состояния 
выражаются соотношениями

?-Мл). = X, (2.1)
с d

Тогда метрические тензоры определятся выражениями

Gij — G,J =

։ p _ 1 /г) q\Sn — ~7Г ՛ Я22 — ~Г ’ o3.i — ГТ (*--^)
Z/f C’ (Г
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= .У՜. У*2 = ~~ ՝ = <?
Г

^=£’7—0 ('¥=/). *՝ле у*,- ֊֊֊ 
а?

Здесь направления системы (у}, у2, у3) в каждой точке параллелепи­
педа совпадают с главными направлениями деформации (так как 
7,7 " 0 при /). Компоненты будут

ЧП) “ у ЧЗЗ) =՜^ ~ О ($•$)

Когда материал параллелепипеда растягивается по одному из на­
правлений у, (5 =- 1, 2, 3), а по перпендикулярным к нему направлени­
ям сжимается, из (3), (4) к (2.2) определяем физические компоненты 
напряжения которые в данном случае (в прямоугольных декар­
товых координатах) совпадают с тензором

--= »?*,’.) + у} (-֊■ + *•;„ + р1։)+н;։1г,.

=4 + (^ + «

(с-/!2 \
№ +■ 4 ю+А.> +<1՜ е(Л։

%.7 = ° ('=?*■/)
Если материал параллелепипеда сжимается по направлению у_ и 

растягивается по перпендикулярным к нему направлениям, то а'։)П 
определяются аналогичными (2.4) выражениями, где величины с одним 
штрихом заменяются соответствующими величинами с двумя штриха­
ми. В выражения ~։или 5~ (соответствующие растяжению или сжатию 
материала по всем направлениям) вместо указанных величин должны 
входить соответствующие величины с индексом ( ) или (— ).

Как видно из полученных уравнений, деформированное и напря­
женное состояния зависят от постоянных с, <7 и от у (от у непосред­
ственно не зависят). Следовательно, начало координат системы (г/։. 

Уз) можно выбрать в любой точке линии (у2 0, уэ 0). Для
простоты его возьмем на грани параллелепипеда, соответствующей 
граничной цилиндрической поверхности у = н недеформированного со­
стояния, то есть у - Г։ - 0 при о —

Уравнения равновесия в данном случае приводятся

^ = 0 или ^11 = 0 (2.5)
Л/

2 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 4
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откуда следует
sn = const — Р (2-6)

Здесь з։։ символизирует то напряжение л\)п> 3J։> 3։։). которое 
соответствует знакам 7 ;1}, и ;(33,.

Предположим, известны постоянные е. d и равномерно распреде­
ленная нормальная нагрузка Р на одной из граней у \\ - 0 или 
у = (соответствующей цилиндрической поверхности ?։ или ;-..).

Из (2.3) определяем . ,, и ;(iJ> ֊ const. Затем из (6), подстав­
ляя туда выражение т;1, соответствующее знакам 7(J1, , i:j, при f- р, 
и интуитивно выбранному знаку 7fin» получим алгебраическое уравне­
ние относительно функции у . Из этого уравнения и из (2.3) определя­
ем значения у и ,.1!( при у- р։. Если знак полученного ՝;(1 не сов­
падает с выбранным знаком 711П. то повторяем указанные действия для 
уточненного знака Т. 3!.

Из указанного алгебраического уравнения для зоны, начинающей­
ся из грани у — Y} 0, где '1(11) и ;՛. не меняю՛! своего знака, полу­
чаем

А/;=/(р) (2.7)
откуда

у- (/։?)</? (2-8)
V

где совпадает с у,, сели ((11) и \ (2.yf в пределах параллелепипеда со­
храняют свои знак. В противном случае р* совпадает с радиусом р3 
соответствующей разделяющей плоскости у — Y:., где 7,;п -О, или с 
радиусом у։ соответствующей плоскости у У'4, где ;г , = О-

Радиус. определяем из (2.3). принимая ; . , 0, а ?.։ из
уравнения (2.6), подставляя туда у — 1.

Указанным способом для каждой зоны определяем функции у и 
у ('•'), которые подставляя в (2.4), определяем напряжения.

Болес подробно этот случай рассматривается в следующем пунк­
те на примере.

3. Предположим, рассматриваемая часть трубы изготовлена из ма­
териала, для которого упругие постоянные теории упругости второго 
порядка, входящие в выражения W (5), определяются следующим об­
разом:

1 л 1

л? ֊ ֊(>■-i-2г ) л; = ֊֊(>֊ 1-2!*-)
О о
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3 3- Дз+.= -“(х-ЬЗГ) лг = -£.(Л4-Зн֊) (3.1>
о О

3 .3
Д/ = (' 4֊ 2^ ) А< = ֊֊ (>• ֊1֊ 2г)

10 10

9 9
Л5‘ = — И4 Аз = — I֊-О о

где л, и ц~—постоянные Лямэ (см. (9) и (10)).
Приведенные постоянные выбраны по результатам работы [5|.
Из (6) и (3.1) определяем

/1в = — и- , Д, = 3 (р ) (3.2)

Тогда для случая, когда материал тела растягивается по всем направ­
лениям, из (4), (2.4) и (3.1), произведя предварительно соответствую­
щие изменения в (2.4), получаем

°й=(4֊5''у՝+9" 19 ' у> -32 +$ +

2 2
4֊ 3' —^֊ 4֊ 59 -| 25.5 л- Юле/2 —18*1՛ <Г- 4-1.5л</։ 4-

Р*

4------------------- - 1.5Х _£--------10 /. ֊'--- 18ц+ _с*_ \ = р
Р4 Р* Р5 )

с I 112 с"10л"=-18'‘ '»*.+ 3>.^_-|-59;.-

С՝ с~
4֊ 25.5 Л 19 л — - 32«»*- -- ------10 >.</’- 18 г (3.3)

Р2 Р։
е?(1- с* с' \-3>.-Ц- -1-4.5։.А. 9ПЛ-+ 1.5/.^ )

?2 ?* Р'1 /

-^70-5х-1°)- 18Г £ ~ ЗХ <ру] + 59+

2 2
4-25.5л— 10/.֊^֊ — 18р+-֊֊ 19).^—32|1* (I2 ֊•-

Р” Р

3/ 1.5 л .£_ + 4.5). _ц 9^4- \
о2 /

дл = о (/^*у)

Когда материал сжимается но всем направлениям, для зг. получа­
ем аналогичные выражения, где вместо п фигурирует р . Для ос­
тальных случаев деформированного состояния имеем

= 4՜ (3.4)՛
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Здесь

3(։)А<- Т<*№» (Л — 1, 2, 3)

(но индексам к я $ не суммировать)

•(П= 14^= Ь5)(Р+֊ !1՜)

?<3>е=47^(9<У‘՜ ֊!1՜)

(3.5)

(3.6)

Пусть круглая цилиндрическая труба из рассматриваемого мате­
риала, для которого '/ 3100 л-?, см', чт = 776 лгг.'елг, ’» - 345 к։ см՝, в
системе цилиндрических координат у, ՛>. хЛ определяется цилиндричес­
кими поверхностями р։ — 20 елг, -24 см и плоскостями х, - + 15с.п, 
0 :!. я (в этом месте стенка трубы разрезана). 'Груба деформируется 
в прямоугольный параллелепипед так, что с 23, с/ 0.952, а его грани 
у = У։=0 и у = У» свободны от напряжений (Р 0), то есть зп = 0.

Из (2.3) определяем

_ 264.5 1 пл.
• <гэ)— °*041

Принимая ■1|1.1<С0 и подставляя в - 0 выражение Т?|11 из (3.4), 
соответствующее 7<21^>0., 'й^рСО, для р—20 с.и находим г. 0.8952. 
Следовательно, у грани у — У. 0 действительно 71П,<10, и напряжения 
а'2 7 определяем из (3.4).

Из уравнения 0, подставляя туда значение уг 1 (соответ­
ствующее 7|.։։ —0), получаем р3= 22 см, а из равенства 1^=0 опре­
деляем радиус 4 23 см.

Таким образом, в параллелепипеде получаем три зоны: в зоне 
20=^р=^22 7(22)^>0, 7(3а)<С0 и в зоне 22^40^23 имеем

0, Тз^՛՜ 0 и л зоне 23=С5-^24 7(Н)^>0, 7<22^0,
Т(И)<° и =

Из уравнений -0, 0 и 0, подставляя туда соот­
ветствующие выражения о1։ из (3.4), (3.5) и значения постоянных, по­
лучаем

у. = |, 1.803-144֊^— | 634-1֊-55530-1- —0.827

где 20«^р<22

у= | 1.803-117 -1- - 1/ 713-1-----48360-1- ֊ 0.950

где 22 < р < 23
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г/,֊- |/ 1.614-117 у- - | 5614֊ ֊48360 -֊֊֊0.827

где '23 г, ՝֊; 24

Из этих уравнений определяем функции у, для каждой зоны. 
Затем из (3.4) и (3.5) с помощью (3.6) определяем напряжения каж­
дой зоны. Результаты вычислений приведены на фиг. I.

Фиг. 1

Нормальные нагрузки, действующие на гранях параллелепипеда, 
у* = ± «= ± 72.2 см и ?;3 - ± Л, — ± 14.3 см эквивалентны резуль­
тирующим силам .'V., - 9180 лч и /V, ֊ 9230 кг и результирующим мо­
ментам М., — 366 кгм и Л/, 90 кгм относительно осей у, и у2 соот­
ветственно.

Институт механики АН Армянской ССР Поступила 31 V 1971

Ռ. Ь. ՄհՐՏՑՅԱՆ

ԱԴՄԱՆ ԵՎ ՍԵՂՄՄԱՆ ԴԵՖՈՐՄԱՑԻԱՆԵՐԻՆ ՏԱՐՐԵՐ ԴԻՄԱԴՐՈՂ ՆՅՈՒԹԻՑ 
ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ԽՈՂՈՎԱԿԻ ՄԱՍԻ ԾՌՄԱՆ ԵՎ ԵՐԿԱՐԱՑՄԱՆ ՄԵԾ 

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՌԵՖՈՐՄԱՑԻԱՆԵՐԸ

II. մ փ ո փ и է մ

Մեծ դեֆորմացիաների աււկայա ք1 յան ւ/եւղրում ղիտարկվում Լ ձգման և 
ււեղմման դեֆորմարիաներն տարրեր ղիմաղրՈէթյուն ցույց տվող սւոաձդա֊ 
կան սեղսեէի նյութից պատրաաոված կչոր խողովակի ղլանային սեկտորի 
էոեսքով մասի սիմետրիկ ծռման խ^ւդիրր՝ Աքն դեպրր, երր խողովակի մասը
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Д. . - — «■ I ■ ■■■ __յ_^^=ա- ՛ - ——~—~ '~

ուղղվում /; մինչև ուղղանկյուն զոլդահե/ւանիւաւ դաոնալը։, ուռւոմնաււիրվւււմ 
է. աոանձին:

Որպես օրինակ դիտարկվում / //'/"/ խողովակի մինչև ուղղանկյուն ղու- 
դահ եռանիստի վիմակր ա զզվելու խնդիրը, երր դեֆորմ արիաները գտնվում են 
երկրորդ կարգի առաձգականով! յան տեսութ յան առնչությունների կիրառե­
լիության սահմ աններում։

LARGE ELASTIC DEFORMATIONS OF FLEXURE AND 
EXTENSION OF A TUBE SECTION HETERORESISTANT 

TO TENSION AND COMPRESSION

R. E. MKRTCHIAN

S u m in ary

The problem on symmetric flexure and extention of a tube section 
in the form of a cylindrical sector of compressible elastic material he- 

teroresistant to tension and compression under large deformations is 
considered. The ease of a tube section, straightened to a cuboid, is 
examined separately.

The problem of straightening the whole tube to a cuboid, where 
its deformations are within the limits of correctness of the elasticity 
theory relations of the second order, is presented as an example.

ЛИТЕРАТУРА

1. Грин А., Адкинс Дж. Большие упругие деформации и нелинейная механика 
Й сплошной среды. Изд. „Мир", М, 1965.
2. Мкртчян Р. Г. Об одной модели .материала, раэносоиротиплякяпегося деформа­

циям растяжения и сжатия. Изв. АН Арм.ССР Механика т. XXIII, № 5. 1970.
3. Хачатрян А. А. Чистый изгиб прямоугольной пластинки, изготовленной из разно- 

модульиого .материала. Изи. АН Арм.ССР, Механике, т. XXV. № 1. 1972.
•1. Мкртчян Дж. 3. Чистый изгиб круглого стержня, изготовленного из разномодуль- 

иого материала. Изв. АН Арм.ССР, Механика, т. XXII. № 4. 1969.
5. Зоолинский Н. В., Риз П. /!. О некоторых задачах нелинейной теории упругос­

ти. ПММ, т. И, вып. 4, 1939.



zu.3WiU.L UU2 ։Н‘811м*:;пнл.ь|‘ь ik։iu.%birbu.3i՛ SbWiimr
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С и

XXV. № 4. 1972 Механика

С. О САРКИСЯН

О МЕТОДЕ УПРУГИХ РЕШЕНИЙ В ТЕОРИИ ПЛАСТИНОК

Как известно 11 ], основное уравнение теории малых упруго-плас- 
тичссиих деформаций тонкой пластинки представляет собой квази-ли­
нейное уравнение эллиптического типа четвертого порядка 

(1)

где q— поперечная нагрузка на пластинку, D обычная цилиндричес­
кая жесткость пластинки

2 = 1--^-. / = — \^-rdz (2)
D 3 J е.

-ЯГ2
о/ —интенсивность напряжений, «».— интенсивность деформаций, h— 
толщина пластинки, zn х։а—изменение кривизн срединной плоскос­
ти пластинки

= U’TJ. х. = *t2 = (3)
w—поперечный прогиб пластинки.

Между ■=, и е существует зависимость, которая определяет плас­
тические свойства материала. Этот закон в общем виде можно запи­
сать следующим образом (1):

=, = 36՝[1 -֊‘«(*31^ (4)

где G —модуль сдвига материала, «—функция е,. определяющая плас­
тические свойства материала и для реальных материалов с упрочнени­
ем удовлетворяющая условиям |1, 2]

+ (5)

Как легко видеть, эти условия равносильны следующим услови­
ям:

, . . w(ej—
О < «(е;) < » (e,) Ь------------ - ------- е, = --------—-------< / < 1 (6)
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Интенсивность деформаций для пластинки имеет следующее выраже­
ние:

е, = V - ^х.. Т (7)
О

Пусть 5—ограниченная область, занятая пластинкой в плане, 
Г—граница 5. Будем рассматривать следующие граничные задачи.

1. Найти решение (1). если

0, ди> 
дп

= 0 
г

II. Найти решение (1), если

Л\ - = л;, мх\, = м\ду /г

(8)

(9)

где п —нормаль к Г, -перерезывающая сила, Л7։ —изгибающий мо­
мент.

Для решения задач (I), (II) будут использованы следующие спе­
циальные функциональные пространства.

1) Пусть С\ множество функций ш(х, у), удовлетворяющих ус­
ловиям (8) и имеющих интегрируемые с квадратом вторые производ­
ные в 5. Зададим на С։ скалярное произведение

л՜
Wtx.rW2.rx4- ֊֊ гн1.глШ2уУ 

£•

+ ~ Ю1уу«>2.гх «Пуу«’2уу 4֊ 
£ /

Замыкание С։ в норме (10) назовем //;\ . Из (10) вытекает

(10)

й ( («'лл Ь «’уу +

$

(11)

Для дальнейшего удобно для произвольных дважды дифференцируе­
мых функций «.• (х, у) ввести в точке скалярное произведение и норму 
по формулам

(и’п и»2) = «>]Ххи’2хх т — «Пхг«»2уу -|-

>1 = I ш-г 4֊ хх и'уу 4՜ «/;.у 4֊ «£у

(12)

(13)

Легко проверить, что при этом выполняются аксиомы скалярного про­
изведения, за исключением одной: из ||ад|| — 0 нс следует а.՛ - 0, но 
мы этим свойством в дальнейшем не пользуемся.
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Используя (12) и (13), можем записать выражения (10) и (11) 
соответственно следующим образом:

(ту։, то2)я<$ (шр той)</5 (14)
5

I Мя|5- = ° М* (15)
-У

2) Аналогично, пусть С множество функций го (х. у), имеющих 
в 5 интегрируемые с квадратом вторые производные, удовлетворяющие 
условиям

\ шг/Л = О, \ г шс13 = 0

5 $

На I функции и'(л՛, у) не подчинены никаким условиям. Скаляр­
ное произведение на С2 зададим по-прежнему выражением (14). Замы­
кая 0' во введенной норме, получаем гильбертово пространство Н^.

Определение 1. Обобщенным решением задачи (1) назовем функ­
цию ту (х, удовлетворяющую интегральному равенству

Л/2

(«\ 4(7 ( ( <’>(ту. »)г2</5^г ' (17)
х -л,֊՝2 5

для любой функции $ £ //).$■•
Определение 2. Решением задачи (II) назовем функцию ш(х. у)£Н->$, 

удовлетворяющую интегральному равенству

(о», ?)м>5 ֊ 4(7 ш (до. ©) г'-с/Зс/г ֊г \ ср?
X —й/2 X

Г + ^? + л/;-^)</г (18)

ДЛЯ любой функции ср /Л>5.
Заметим, что если функция —обобщенное решение задачи (I) или 

(II) в смысле принятого определения, то выполнены все условия рав­
новесия пластинки, если их сформулировать с помощью принципа воз­
можных перемещений Лагранжа. Кроме того, обобщенное решение 
всегда будет классическим, если оно четыре раза непрерывно диффе­
ренцируемо. Заметим также, что в задаче (11) необходимые условия 
равновесия пластинки или необходимые условия разрешимости задачи 
(И) состоят в том [3], что система внешних сил статически эквивален­
тна нулю. В последующем в случае задачи (II) мы предполагаем, что 
выполняются необходимые условия равновесия пластинки. Из резуль-
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татов работ* [4, 5] известно, что если область 5 звездна относительно 
каждой точки некоторого свс-его круга и то w £ (5). Ес
ли использовать теоремы вложения [6]. получим, что u» v, wv /Л( (S), 
где q 1 и произвольна, n՛ С (5). Кроме того, имеют место нера­
венства

u՛ m ГП :.՛ , . , ж w; Ц9<

' m w,. -|(Л> - m м»Ц5, «' . /.»(՝)' //r (20)

Далее, если Г* — некоторый кусочно-гладкий контур класса
(m. ^)> целиком лежащий в 5, то при любом </' I имеют место со­

отношения

( J |ш, - т (?) ur/Zix, (jlwypdr* z- m (</) A (21)

1 lycTb теперь w //,. и область 5 звездна относительно каждой 
точки некоторого своего круга, тогда легко убедиться, что имеет 
.место интегральное представление С. Л. Соболева [6], то есть 
w ■- ^/'(5), и, следовательно, имеют место все вышеупомянутые тео­
ремы вложения и неравенства (19, 20, 21).

Введем операторы А и В соотношениями
4/3

(Д-u՛. -)//ь = 46' j ~г </ ? dS (22

л՜ - */.• з
для любого ? Н. ֊. и

(Bw. г)к:з 4бЦ ^}zzdSdz — *| qrz dS-\-

S -A.T 5

+ [(^? + M,-A)rfr (23)
r

для любого оС/’/зл. Легко показать, что операторы /I и В действуют 
соответственно в пространствах //՛.,> и Н>.\.

В самом деле, при фиксированном w( /Л-л, если q Лр(5) при 
р 1, Л7։'Г;£р(Г) при р 1, М^Ь^(Г) при <7 > 1, имеем

• ('м 7ЛКЖГ домторежум» лмгссртаиню И. И Вароинчп.
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' При этом мы использовали условия (5), неравенства Гельдера и нера­
венства типа (19, 20, 21).

Итак, получили, что функционал в левой части (18) линеен отно­
сительно ? в пространстве /*/■_. %; используя теорему Рисса, получим 
(23), где оператор Л будет действовать в пространстве /7 , Точно 
таким же образом можно обосновать (22).

Очевидно, отыскание обобщенного решения краевой задачи (I) 
эквивалентно решению операторного уравнения

и» = Л(а>) (24)

а отыскание обобщенного решения краевой задачи (I!) эквивалентно ре­
шению операторного уравнения

ш — 5 (тс) (2?)

Теорема 1. Пусть выполняются условия:

1) </^£р(5) при р >1;

2) удовлетворяет условиям (5).

Тогда оператор А(ш) есть оператор сжатия во всем пространстве 
Н\ ։, причем имеет место соотношение

А (и՛,) — А ('Ш..)||л| .> и.'1 ДЛЯ любых Я»,, Ш:; ( Н\ <

откуда вытекает однозначная разрешимость задачи (I).
I е орем а 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1: кроме 

того, на Г (Г) при /» 1, М‘ ֊ ) при </^>1, Г£Л։(лп, 0)'.
Тогда оператор 7?(и») есть оператор сжатия во всем простран­

стве /7;.у, причем имеет место соотношение

В («»։) — В («»._.) < '• !!«■՛։ ֊

откуда вытекает однозначная разрешимость задачи (II).
Эти две теоремы доказываются совершенно аналогичным обра­

зом, поэтому приведем доказательство только первой теоремы.
Из (22) получим

й/2,
Л (и»:) Л (пь.),^ . = 4бр | Н(ер) (т<’։. Аи>1 - Л««») —

Л
— о) (еР) (ал., Ли»։ — Лол,)] г՝<13(1г

Предполагается, что система инешиих сил статически эккияалептпп пулю.
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Буняковского,Обозначая Л (ад.) — А («.՛„) = у, используя неравенства 
неравенства треугольника и (12), (13), (6), получим

։»(е{г>) (2) 
е'К-ер е‘

Л,'2
X г' <18(1г 46'

5 л/2

е{” — ер» |ш։|!

<46 | <» (е}п) I и.՛, — |'<|| —

$ —11'-1

(е}։>) 1(«Ч «’«,■?)) —

<ц (ер) (е։’п) 

ер - е<а>
г' <18(12 ■ ֊

а’։1՛

к.'сГ:' >: г-с/5б/г<

Итак, получим
А («.՛!) /1 (и'2),//։л. < л — и«.,//)։., где и'х, и>.г^/7]Л любые.

Из теорем 1 и 2 вытекает, что метод упругих решений для 
рассматриваемых задач теории пластичности будет сходиться R соот­
ветствующих пространствах со скоростью геометрической прогрес­
сии со знаменателем л при любом выборе начального приближения.

11ользуясь случаем, автор выражает глубокую благодарность 
И. И. Воровичу за ценные советы при выполнении настоящей работы.

Ереванский государственный 
университет

Поступила 28 I 1972
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Ս. Z. ԱԱՐԴ113ԱՆ

ՍԱԼԵՐԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԵՋ ԱՌԱՈԴԱԵԱՆ ԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐԻ ՄԵԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

II. ւ1՚ փ ո փ и t մ

Դիտարկված են սալերի աոաձգա֊ պլաստիկական աեսո/թ յան երկու 
Հիմնական եզրային խնդիրները։

Սահմանելով նշված խնդիրների րնդհանրացված լտծոէմնևրը, եզրային 
խնդիրները բերվում են օպերատորային Հավասարումների։ Այնուհետև ապա֊ 
ցուցվում է՛, որ այդ օպերաաւ/րները համապատասխան էներղեւոիկ tnարածու֊ 
(I/աններում սեղմվող են է

ON THE METHOD OF ELASTIC SOLUTION IN THE 
THEORY OF PLATES

S. O. SARKISSIAN

Summary

Two principal boundary problems in the elastic-plastic theory of 
plates are considered.

The boundary problems are reduced to the operator equations and 
the latter are shown to be operators of compression in the correspon­
ding energetic spaces.
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И. Л. ВЕКОВИЩЕВА

ТЕОРИЯ ИЗГИБА ТОНКИХ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ПЛАСТИН

Рассмотрим теорию деформации и поляризации тонких пьезоэлек­
трических пластин в случае, когда срединная поверхность не оста­
ется плоской. Изучаемые пластинки по существу своему являются 
анизотропными, причем следует сразу исключить из рассмотрения ор­
тотропные пластинки и пластинки с более высокой степенью симмет­
рии, поскольку в указанных случаях принципиально не может суще­
ствовать пьезоэлектрический эффект. Здесь будем рассматривать пла­
стинку, структурная единица материала которой в каждой точке имеет 
одну плоскость симметрии, параллельную срединной плоскости, а так­
же некоторые другие элементы симметрии, которыми обладают крис­
таллографические классы 7, 12, 14, 19, 22, 24, 26, 30. Номера клас­
сов, соответствующие работе [1], перечислены в порядке увеличения 
числа элементов симметрии дополнительно к одной плоскости сим­
метрии.

Теории анизотропных пластин при отсутствии пьезоэффекта в 
отечественной литературе посвящены монографии С. Г. Лехницкого 
[2] и С. А. Амбарцумяна [3], главы из книги В. С. Саркисяна [4], а 
такжё обширная журнальная литература.

Так же, как в теории упругости, тонкой назовем пластинку, тол­
щина которой мала по сравнению с другими размерами, а прогибы 
малы по сравнению с толщиной. Рассмотрим упругое равновесие тон­
кой 'однородной пьезоэлектрической пластинки постоянной толщины Л. 
Пусть пластинка закреплена по всему краю или по части его и де­
формируется изгибающей нагрузкой. Изгибающая нагрузка состоит 
из нагрузки (х,. х2), распределенной по поверхности и нормальной 
к срединной плоскости в недеформированной состоянии, а также из 
нагрузок (заданных или реакций), распределенных по краю в виде из­
гибающих моментов и сил. нормальных к недеформированной средин­
ной поверхности. Объемными силами пренебрегаем.

Примем срединную плоскость недеформированной пластинки за 
плоскость х։.г2. Ось л;-, направим в сторону ненагруженной внешней 
поверхности. Обозначим через хи (х։, х2) перемещения в направлении 
оси х3 точек, принадлежащих срединной поверхности.

В основу приближенной теории изгиба кладутся следующие I ипо- 
тезы Кирхгофа:
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1) гипотезы прямых нормалей, которые при отсутствии растяже­
ния срединной плоскости имеют вид

:11 — ----
д2ш

'։ ЛЙ՜ ’ Чг 2*з
д2™ 

дх^х.
(1)

то есть деформации удлинения и сдвига для произвольного слоя жест­
кой пластинки, лежащего на расстоянии хЛ от срединной поверхности, 
изменяются по линейному закону.

2) напряжения зЛЛ малы по сравнению с зп, з._,.„ 512.
Введем в рассмотрение функцию двух координат V(хр х2), ха­

рактеризующую распределение потенциала электрического поля в про­
извольном слое пластинки, параллельном срединной поверхности. В 
дополнение к гипотезам Кирхгофа для случая пьезоэлектрических 
пластин необходимо принять следующую гипотезу:

3) 
^1» 2 ОГ 

-- —-----
Л дх1

Еп_ = 2 дУ— хЛ-------л дх.
(2)

согласно которой в условиях тонкой пластинки вектор электрического 
поля для произвольного слоя пластинки, лежащего на расстоянии х-л 
от срединной поверхности, изменяется по линейному закону. Причем 
в срединной поверхности при х3=0 электрическое поле, так же, как и 
деформации, отсутствует.

Общие уравнения для пьезоэлектрической сплошной среды рас­
смотрены п работе [5]. В данном случае необходимо использовать 
следующие соотношения (для записи уравнений выберем Международ­
ную систему единиц СИ)

(3)

Здесь <зы — компоненты относительной деформации и механическо­
го напряжения: Е;, /)>,— векторы напряженности электрического поля 
и индукции; — компоненты модулей гибкости, измеренных при 
постоянной индукции; — коэффициенты диэлектрической восприим­
чивости, измеренной при постоянном механическом напряжении;
пьезоэлектрические модули. Все подстрочные индексы в соотношениях 
(3) принимают значения 1, 2, 3. Знаки суммирования по дважды пов­
торяющимся индексам в одночленных выражениях опущены. В даль­
нейшем для сокращения записи надстрочные индексы Риз будут 
опущены.

Форма матрицы коэффициентов для класса 7 по отношению к 
выбранной вами системе координат имеет вид
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(4)

Здесь индексы принимают значения /, у 1, 2,•••, 6: к. I 1, 2, 3. 
Жирной точкой обозначены коэффициенты, отличные от нуля, а бледной 
точкой֊ коэффициенты, равные нулю. Таким образом, для класса 7 
имеем отличных от нуля 9 модулей гибкости, 3 диэлектрических воспри­
имчивости и 5 пьезомодулей. Решение задачи для остальных из перечис­
ленных кристаллографических классов будет частным случаем рассмат­
риваемой задачи с учетом дополнительных нулей в матрице коэффици­
ентов. Заметим, что форма матрицы коэффициентов 5,7 (левый верх­
ний угол выражения (4)) совпадает с матрицей упругих коэффициен­
тов для ортотропных материалов, но данный кристаллографический 
класс не является ортотропным, так как не имеет трех плоскостей 
симметрии.

Выберем из системы (3) пять уравнений, левые части которых 
представляют собой (1) и (2):

Ч = $11 °1 "Г $12 32 о 11^1 

^2=$12<51 ' $22 $2 " £12^1

= % Зп о 2в (5)

212 =2-г \ПА

^2 — §1» °6 3՜ ^22 ^2

Решая систему уравнений (5) относительно з1։ а2, -зс, /),, £>„ с учетом 
(1) и (2), получим

°1 =

32 =

— Хз(

— *з(

'Аи

'лК

, Д 
дх\

-֊ - I- А > о /»ОО

д2ш 
дх} 

д*т

сч | с 
сч 

| 

1

дУ \

дУ \
дХ1 )дх?.

2 А

к 24 

д¥ \
~хз( дххдх2

— А 
к “ дх. ) (6)

“х’(ч дх* 1 Лз։ дх\ + ТА“
/1 дХу /

■ х’('՛ 2Л д'и' □_ 
< 45 дххдх2 '

2-А 
/։

дУ \

“ /
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Постоянные А,, выражаются через элементы матрицы (4):

’гс 
ь*

1 
1

«
«Л

՜ 
й՜ 

-с
(7)

-1-
5Пб ^26

а 26 ^122

, да»

411 "V

Л 1

«2з - Я։2

«12 812

лн = А- «12 «22

8 п 812
5П «12л 1

^»12
д2 8п Т4 11

^2-1 — д„ £11 £12

Аз= -
1

д..

«г. -811
Чп

֊ -к
Д2

«11

«12 *•'*2

л _ л _ _ .?2ч д _ «оч
311 - Д, 33" Д։ 55 “ д։

Для определения зГ1 и /), используем уравнения

±1- _ - о, + °к_ + = о
^л՜, Ох.-. дх3 дхх дх. дх3 (8)

ООг 01), ОО,
—- ч------- ~ 'I- — = о

Охх Ох» Ох3

Так как на внешние поверхности свободный заряд () не наносится, а 
также к этим поверхностям приложены лишь нормальные напряжения, 

!, то есть при х3 - ± — 

то получаем
з = 0 Оэ = 0

в5 = .։ (А 1 %4 1 -и щ I Ии । -л»>

ь
14.
4

(Дг, 2Д3.։)

а 4^4
35 Ох֊

д'ы ’ О и.

2 

^^4՝. 
+ 1֊а

0х՝’0х., 2- б/х;‘
а» и

Охх0хг
(9)

11 Ох'

д!У 
"дх‘- '

; “2Лзз) 0x^x3,

2~А
Л 53 дх}

2 А 2
” Ь

1
2

(А, А1)

3 Известия ЛИ Армянской ССР. Механика, № -1
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Составим выражения перерезывающих сил Л'։ и АС изгибающих и 
скручивающего моментов Л/р М2, /Д.:, а также величины заряда ~ и 
электрических моментов Р., Р~, отнесенных к единице длины сече­
ния срединной плоскости

и выразим их через функции ад и К, подставляя в (10) и (11) выра­
жения (6) и (9)

В —
11 дх^

2 п о^У 2I, В" ЛГ ■ I. В^

О 'ХО
В" дх*

С/Лад

дгш
~0А

()х?.

2

А
<7֊ И

м, = -1 А, д2ш
дх2

2#эз

ЙК
д’ад
Ох'-)

1 —а:՛.' 0х,0х..

ОУ I 
й’х՛! | 

дУд2™ —в., 
Л * Ох.

д-и)2 дУ
дх^дхл К Ох2

В.'оЛ ' \ •Ох?

д-У 9 ‘и-֊4֊ —В 
и К ‘

О-У

(Ры
Р'- В" дх‘ в °'и'

<М I
*-в^
К Ох,

(12)

м>

Я

2 
л

— й
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R = - 2В«*• I *։Л
дли!

дххдхй + тг՛ дх.

где введено обозначение для постоянных

п л Л3&/ ֊ * А:- —— 
12

(13)

Выделим в пластинке элемент и виде прямоугольного параллеле­
пипеда с ребрами (!хх, дх.., Л. Статические условия равновесного со­
стояния элемента, а также условие его электрической нейтральности 
имеют вид

о (14)
дх1 дх., дх1 дх..

+ & м = 0
дх., дх{

- _ (2 = 0, = О
дх1 дх*

(15)

Подставляя в первые из уравнения (14) и (15) соответствующие вы­
ражения (12) для ЛО ЛО получим систему двух дифференциальных 
уравнений в частных производных с постоянными коэффициентами от­
носительно двух неизвестных функций хи и V

«и ~Ох\
+ 2<^-ь2^з) 4֊ Я ֊’ дх]

дх] (Яч 4- 2В3-.) д'1/ 
дх^х] (16)

в՝’ д^- + (в*՝ д'ы 
дхкдх?,

2 
л

Вводя обозначения операторов, систему (16) можно записать сокра­
щенно

2 9£3И=<7, 4--4֊4И=0 (17)
Л л

I аким образом, задача сводится к решению той же самой мате­
матической проблемы, что и и случае плоской задачи для бесконечно 
длинного пьезоэлектрического стержня, изложенной в работе [6]. От­
личие состоит в том, что первое дифференциальное уравнение систе­
мы (17) неоднородно. В работе [6] найдено общее решение однородной 
системы вида (17). Отметим, что при отсутствии пьезоэффекта систе-
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ма (17) сводится к уравнению прогибов ортотропной пластинки, ука­
занному в работах [2 и 3].

Приведем некоторые возможные граничные условия, которым 
должны удовлетворять искомые функции ш и И:

1) пластинка защемлена по всему контуру и на линии защемле­
ния функция V равна нулю. Тогда на всем контуре

ш = 0, — = 0, И = 0

2) контур пластинки шарнирно оперт и от контура отсчитывают­
ся значения функции V

ш = 0, М.^0, И=0

Здесь МГ1 изгибающий момент на площадке с внешней нормалью п. 
Возможны и другие граничные условия, а также любые их соче­

тания на различных участках контура.
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U. մ փ n փ >ւ I մ

Սնիւ{11 արո պ մարմնի առաձգականության տեսության ընդհանուր հավա֊ 
սարումների, էլեկտրաստատիկայի Հավասարումների և ւդիեւլոկլեկտ րական 
երևույթի տեսության հավասարումների հիման վրա դիտարկվում է միջին 
հարթության ուղղահայաց բեռով բարակ >դ ի եղո էլեկտր ական <։ա/ի ծ ո մ ան մա­
սին խնդիրը: Մուուււվոր տեսութ յան հիմ բում դրված Լ հ ի րխ հ ւ:!իի Հիււյոթեդր և 
աււաջարկւէոււ1 Լ լրտցոլցիշ հխդոթեդ րննարկւէոդ դեսլըի համար/ Ստացված Լ 
երկու դիֆերենցիալ հաւէտ սարումների սիստեմ, որ սւևսբով նման կ հարթ 
խնդրի ռեպրի սիստեմին: ՓնտրւԷող երկու ֆունկցիաների Համար նշւէած են մի 
ր ա նի ե զ ր ա յ ի ն պայմանն ե ր ւ

THE THEORY OF BENDING OF PIEZOELECTRIC THIN PLATES

I. A. VEKOVISGHEVA

S ii in m a г у

The problem on thin piesoelectric plate bending by a load placed 
normally to the medial plane is considered in terms of the general equ-
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ations of elasticity for an anisotropic body, of electrostatics and piezo­
electricity. The approximation theory is based on Kirchhoff’s hypothes­
es while a supplementary hypothesis is suggested for the case of pie­
zoelectric material. A system of two differential equations identical to 
those for the case of the plane problem is obtained. Certain boundary 
conditions for the two functions sought are presented.
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Г. Л МОВСИСЯН

К УСТОЙЧИВОСТИ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН ПРИ 
СМЕШАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Решению различных задач для прямоугольных пластин со сме­
шанными граничными условиями посвящены работы [ 1 ], [2], |3]. В 
частности, и [3| определяются критические усилия потерн устойчи­
вости прямоугольных пластин, равномерно сжатых в одном направле­
нии, при следующих граничных условиях: кромки, к которым прило­
жены усилия, свободно оперты, а на двух других кромках заданы 
смешанные условия.

Настоящая работа также посвящена определению критических 
значений усилий потери устойчивости равномерно сжатых в одном 
направлении прямоугольных пластин, когда имеются следующие гра­
ничные условия: кромки, в направлении которых происходит сжатие, 
оперты, а на двух других кромках заданы смешанные условия.

Взяв формы выпучивания пластин в виде рядов Фурье и удов­
летворив граничным условиям, для постоянных интегрирования полу­
чим парные ряды— уравнения, которые приводятся к бесконечной си­
стеме линейных алгебраических уравнений. Критические значения уси­
лий определим путем приравнивания нулю определителя этой систе- 

Доказывается сходимость процесса итераций, что дает основание 
рассматривать укороченную систему уравнений.

1. Сохранив обозначения [4], дифференциальное уравнение устой­
чивости пластины берем в виде

Дгг’»+№ — = 0 дх-
Согласно определению граничные условия будут (фиг. 1)

«• = ------ — 0 при у — ± Ь
Оу*

= о
йх

(1.1)

(1.2)

(1.3)
при с у < С

при х - 1 а

Решение (1.1) разыскиваем в виде
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W = У, fm (х) sin 7֊ (у 4 Ь) 
—1

(1.4)

удовлетворяющем условиям (1.2). Для наглядности представим zu в
виде

w = W, 4 (1.5)
где

Г п։~ (1.6)d՝l /| j!H (x?Sin у
т 1 "

Л ( / к (2m 1)՜W., у п, (х) cos-----—------у (1.7)

Отметим, что (1.6) представляет антисимметричный случай поте­
рн устойчивости по отношению оси х, а (1.7)- симметричный. Каждый 
из этих возможных случаев будем рассматривать в отдельности.

2. Антисимметричный случаи. Подставив (1.6) в уравнение 
(1.1), для /т (х) получим следующее дифференциальное уравнение:

£՝’(*)-[ (2.1)

откуда получим
/л. (*) = С^'сЬ^Х т С[։-} СОЯ к..Х 4 С<^зЫ',Х֊|֊ С'М 81П (2.2)

где

1" и V Ы) - ~о՜) + (~Г) - ~и (2.3)

А-.. ~ I ՛ । ՝ 7 \2 /V» / т \2 _ / т к \г ,
' I \ 2£> ‘ /9 \ Ь / \ Ь 7 1

Удовлетворив условиям (1.3), для коэффициентов и С'^1 по­
лучим следующие парные ряды:

У С'^ (A-, cos к.а th к}а i к., sin k..a) sin у = 0 (0 '^֊ у с)
՝ Ь ՛ (2.4)



40 Г. А. .Чокисан

У' С';р ( к] к2 ) cos к_а sin —— у = 0 (c<j/-^c6)
m-1 ’ Ь

У С^1 (к, cos к а к՝ sin к2а с th 4:1a)sin у 0 (0 у -С с)
«-։ h

(2.5)
У С^} (к\ 4- к?,) sin к:а sin —— у 0 (с у < Ь)

ш-1 '6

а коэффициенты С?}1 и CV определятся следующим образом:

_ (43»COS ; С<3) — _ ГУ4.13*П (2 М
ch А-,« ''' "' sli А։a

Учитывая, что наименьшее значение /V, получается в случае сим­
метрии по отношению оси у [3], в дальнейшем будем исследовать 
систему (2.4). Отметим, что совершенно аналогичным образом можно 
исследовать и систему (2.5).

Заменив в системе (2.4)

и введя обозначение

(2.7)

(2.8)

9=тс
получим парные ряды

у/иУт----- Ь^а + к^км s.nm? 0 (0<?<р)
™Т։ I /(2L_y

I \ 2D / D \ b J
(2.9)

У rn Km sin m s - 0 (3 < у r)

которые путем некоторых преобразований приведем к виду

У > m (1 sin Hl ? 0 (0 '■. ? - 5 Э) 
т J

(2.10)

У т Y„ sin rn ? = 0 (3 ?• < т:)
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где
ууп) 1 ___ т (*» *Ь кха 4֊ к., 1% к..а) я

। V V ь (2Л1)
I V 2/>/ о \ ь )

Учитывая, что /х — / (Ь х, можно показать, что при пг—
имеет порядок

= У 4- О| 
т~ (2.12)

где

? =
1 /У,-
8 D

ь- (2.13)

Выполнив преобразования, подобные [3], парные ряды-уравнения 
(2.10) приведем к виду

V т Y,n (1 — М’’) ут (cos (i) = 0 (0 6 ?)
<11 -I

(2.14)

У т Ym ут (cos 0) = 0 ($ < 0 п) 
<п —I

Отсюда для определения коэффициентов У», согласно [5] полу­
чим следующую бесконечную систему линейных алгебраических урав­
нений:

Yn^^bnmYm (л = 1, 2, 3,-• •) (2.15)
«1—1 

где
тA‘J' Пут (cos /) z„ (cos 3) - туп (cos p) z,„ (cos 3)

<’,։m - 2 /r -

bnn = |2 2Pn-i (cos /) P„ (cos 3) -p P֊ . (cos 6) P;(cos£) —
(2.16)

— 4 У А (cos P)[cos ° Pt (cos 3) — Px ti (cos p)]|

Заметим, что функция у,, (л՛) и zn (х) являются линейными комбина­
циями полиномов Лежандра.

Для существования ненулевых решений, необходимо, чтобы оп­
ределитель системы уравнений

«С-

Yn- ^\bnm К, =0 (п=1, 2, 3,...) (2.17)
т-=»1

равнялся нулю. Критические значения М- определим из этого условия. 
Сходимость процесса итераций можно доказать аналогично доказа­
тельству [2], произведенному для такой же системы.
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3. Симметричный случаи. Подставив (1.7) в (1.1), для fm (л՜) 
получим следующее выражение:

/„, (х) — Ц^сЬ 5,х D'^coss:x D)J'shsxx -| D'n[> sin s2x (ЗД)
где

1 V 1 \ 2D ) D
{2т HU

26

•>
4֊ {‘1гп - 1)п

26
■ N՝

2D
(3.2)

। ՛ 17/
s’ 1 1 ( 2D / D {2т 1)в 2 (2т 4-1)- 2 . М-

2D26 26

Удовлетворяя граничным условиям (1.3), для коэффициентов 
1.)^ (։- 1, 2, 3, 4) получим системы уравнений, подобные полученным для 
аналогичного случая [3]. Здесь также, как и в предыдущем случае, 
будем рассматривать случай симметрии по отношению оси у.

Обозначив через

2 р(:> 1 72Y^Y _ Л7 I (2m Ч- 1)т:
2m •-1 Г \ 2D ) D | 2Ь cos s2a

я։

(3.3)
v ==

систему относительно коэффициентов приведем к следующему 
виду:

£Au(l֊ A^cos^m ;-)? = 0 (0^?<S)
. Я=0 \ 2 /

(3.4)
У f т — — ) Л„, cos ( т ■■ -i- \ i = 0 (£ < ® =Ся)

m-0X 2 ’ 4 - ’
Заметим, что /V^ будет иметь такой же порядок, что и Л^, то есть

№’= A- ■bO/'J֊') (3.5)
iiv \ ггг /

Парные ряды-уравнения (3.4) совершенно подобны полученным в 
[3] уравнениям для симметричного случая. Следовательно, аналогичным 
образом получим следующую бесконечную систему

9n -I- 1 ”А, - -֊֊֊L S Ап (п= 0, 1, 2,- • •)
т—9

(3.6)
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где

алт ( Р„ (соз 0) Рт (соз б) с/соб 6

+ (—1)" Р>, (сОзЬ)Р 1,2 (СО5 б) <?СО5 0 (3.7)
о

Для вычисления данных интегралов от полиномов Лежандра можно 
применить формулы, приведенные в [3]. Критические значения М оп­
ределятся из условия существования ненулевых значений коэффици­
ентов /1„. Учитывая, что Л'';’ также имеет порядок О(1/тп'*) аналогич­
но [3], можно доказать сходимость процесса итераций.

4. Определим критические значения усилий потери устойчивости 
прямоугольной пластины, когда имеются следующие граничные усло­
вия (фиг. 2): 

—а = 0 при у 0 и у Ь 
г}у֊

-՜1— = 0 при 0 у с 
ОХ

и’ ’ --- — — 0 при с < у < Ь
Ох՝

Решение, которое будем искать в виде

при х = ± а

ги -

(4.1)

(4.2)

(4.3)

будет содержать в себе все возможные формы потери устойчивости 
пластины. Следовательно, ход решения данной задачи полностью бу­
дет совпадать с решением первой задачи в случае антисимметрии от­
носительно оси х. Критические значения Лг, определятся также из 
определителя системы (2.17).

Для пластин, у которых отношение Л Ь 200, при различных от­

ношениях сторон а/6 и 3֊ —с на ЭВМ „Раздан—3й были решены 
Ь

определители восьмого и десятого порядков.
В табл. 1 приводятся значения безразмерной величины 

М — Ю', полученные из определителя восьмого порядка, с которыми 

полностью совпадают значения, полученные из определителя десятого 
порядка.
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Таблица /

*2а/Ь 0
_1__ 

4

1 _
2 ”

_3__

4
т.

0.6 1266 1543 2359 3227 3302
0.8 1036 1253 1787 2126 2154
1 987 1156 1495 1652 1664
1.6 1037 1577 1979 2167 218(1
2 987 1223 1285 1300 1302
2.5 1019 1078 1151 1175 1177
3 987 1031 1075 1086 1087
4 987 1126 1187 1'201 1202

Заметим, что все приведенные в таблице значения при $ ֊ О и 
8 — “ совпадают с [4], кроме случая, когда 8 = г, а 2а Ь — 1.6. Для 
наглядности построим кривые изменения критических усилий р. зави­
симости от отношения сторон пластинки и от участка защемления 
(фиг. 3). По оси абсцисс отложены 8, а по оси ординат—безразмер-

ные параметры —отношение критического усилия Лг, для данного 3 
к М, когда стороны х = Ь а полностью оперты (3 0). Как видно из 
фиг. 3, для малых значений а/b значения Nx увеличиваются вместе с 
увеличением 3, а, начиная со значения 1, изменение происходит

О 1медленнее и в основном до значения р = —т:, то есть когда защемлена 
&

половина кромки. Таким образом, как и отмечено в [4], влияние за­
делки краев на величину Л\ уменьшается с увеличением отношения 
а[Ь.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Поступила 30 V! 1971
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Դ. Ա. 1րՈՎ111՚ՍՅԱՆ

bU.ll-e ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՎ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ՍԱԼԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 
ՇՈՒՐ.9Ր

II. մ փ и փ и 1 մ

Աշխատ տնքամ դիտարկվում Լ ուղղանկյուն կայունության խնդիրը,
երբ նրա երկա կււղմերր աղատ հենված են, իսկ մյուս երկու կողմերի դրա, 
որտեղ կիրաոված են ում երր, տրված են խաոր պա յմ աններ: Սայի կայունու­
թյան կորցնեյոլ ձև երր վերցվում են Հքւոէրիեի շարքերի տես րով: հնտեդրման 
Հասւոաւոունների Համար եզրային պայմաններից ստացվում են ղոպղ 

՚Հ ավւոս ա րամներ, որոնր բերվում են գծային Հանրահաշվական Հավասարում­
ների անվերջ սիստեմի։ ճիգերի կրիտիկական արժեքները որոշվում են այդ 
սիստեմի որոշչի ղրո յինեյու պայմանից։ Բերվում ( թվային սրինակ:

ON STABILITY OF A RECTANGULAR PLATE UNDER 
MIXED BOUNDARY CONDITIONS

G. A. MOVSJSIAN

Summary

In this paper the critical values of stability loss forces for a rec­
tangular plate with mixed boundary conditions are determined. I he for­
ces are assumed to be applied to those two opposite sides on which 
mixed boundary conditions are specified while the other two sides are 
thought of as freely supported. The forms of buckling are taken in 
Fourier’s series. For the integration constants dual trigonometric series 
are obtained from the boundary conditions; these series are reduced to 
the infinite sets of linear algebraic equations. I he values of critical 
forces are defined by equating the determinant of the set to zero. I he 
process of iteration is proved to converge. A numerical example is 
given.
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Г. И. АВАНЕСОВА

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ АНИЗОТРОПНОЙ 
ОБОЛОЧКИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ КОЛЬЦЕВОГО УСИЛИЯ С

УЧЕТОМ ДОКРИТИЧЕСКОГО ПРОГИБА

В данной работе рассматривается устойчивость анизотропной 
круговой цилиндрической оболочки радиуса /?, нагруженной кольцевой 
обжимающей нагрузкой с?0. Предполагается, что в каждой точке обо­
лочки имеется лишь одна плоскость упругой симметрии, которая па­
раллельна координатной поверхности.

За координатную поверхность принимается средняя поверхность 
оболочки; координатные линии направлены: х по образующей цилин­
дра, у—по направляющей дуге и г — по радиусу кривизны.

В отношении указанной оболочки принимается гипотеза недефор- 
мируемых нормалей, а прогибы считаются сравнимыми с толщиной 
оболочки Л.

В случае, когда оболочка сделана из ортотропного материала и 
главные физические и геометрические направления не совпадают, обо­
лочка работает как анизотропная. В данной работе определен опти­
мальный угол ? между главными геометрическими и физическими на­
правлениями для различных случаев сочетания упругих постоянных обо­
лочки.

1. В силу указанных предположений, уравнения устойчивости 
обрлочки с учетом начального докритического прогиба запишутся
в виде [ 11, [4]

I т иг- ^1Г/ 1Ь, (/>,*.) и՜ — л „ -г
дуг дх~ ду с/х՜ R Ох

I (Л р3»7 1
,к • ду* с/х2 R дх*

(1.1)

о4 д'=■ /Л,֊^ > 12РИ)֊—֊
/?х о у' дх'ду

ч- 4Д,
д' д'

41).. —
дх'ду дхду3

л»
Ь М^) = - 4֊ >1ц —■ 4-(Д68 . 2Д12) „

дх' °У՝ Охгду

(1.2>

-2А.—у-г
Ох3ду дхду
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(-V. у), г (х. у) возмущения радиального перемещения и силовой 
функции,

Вц коэффициент упругости для ортотропной оболочки,

Л,։=—= ֊& . 
1 — ЗД 1 — V։ 1 »»*։

£а=֊֊?—, В„=вк, В,„ = ВЯ = О 
1 — V.*

Коэффициенты А։к определяются по Формулам

_ С^С^_ С|6 С31|С2Я спсм
о ’ '41! <>՛— «и.

. СпСм- С2Ь с^с..а СпС„
֊ о ՛ /։и1------------------------о------------------

А - С»С--՜ . д _ СщСм - С1։С..в
^61} — О Лив - о

(1.3)

(1-4)

2 = (с„с22 - С?2) свв - 2С1:С։ПСИ ֊ сис?6 - а,с?6 (1.5)

Сул 5/лЛ
В случае несовпадения главных физических и геометрических 

направлений коэффициенты упругости Вул определяются по следующим 
выражениям:

Вц - СО54 ? : 2 (Я։։ 4֊ 2^.) 8»п2 г СОЗ2 ? — В'^ 5НГ ? (1.6)

В22 Ви 31П ’ С Ь 2 ( В\., 2566) 51П' ? СОЗ' 9 -|- />՝22 СОЯ։ ф

/?։2 [5Н 4֊ 13'ъ — 2 (Вг1 4֊ 223^)1 з։п՜ ? СО52 ?

1ли 4՜ в.22 - 2 (ВГ2 ֊ 22?^)] з։п= СО.Ч- ?

2?и:- \В22 ЙШ2 О - СОЙ'՜ ՛? (2?!2 2^,) СОЯ 2с] 31П 2с

Всв= ~ [В:/2 соь՜'9 — В\, з։п= ф - (В\2 -ф 2В'(/>) соз 2; | <։п 2?

где угол между главными геометрическими и физическими направ­
лениями: В;к - коэффициент упругости при ? = 0.

Изучим начальное докритическое состояние. До потери статичес­
кой устойчивости деформации оболочки будут осесимметричными. 
Принимая 1Г0= т0 ?<>(*)> уравнения (1.1) можно заменить
уравнением четвертого порядка

7о 117,
<7х4 АИ22Л2 А)П '
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Введем переменную a=x/Ä и обозначим л4 =-----------
4£>ПЛМ

Тогда уравнение (1.7) можно представить в следующем виде:

1--' | 4/.‘ 1Г0- (1.8)
Dn

При рассмотрении бесконечной оболочки принимается, что коль­
цевая нагрузка приложена в сечении а = 0, тогда

W . 4>R’- е-'° (cos X։ + sin и) (1.9)
8Z)n/.J

а усилия вдоль дуги равны

Р„ = - ֊֊ = ֊ е֊1’ (cos л + sin U) (1.10)
^**22 * * Öx-*11<*22 ’

При рассмотрении дальнейшего равновесного состояния оболочки, 
уже не являющегося осесимметричным, заменим систему уравнений 
(1.1) разрешающим уравнением восьмого порядка

1 1Г дг IV՜’1ЛЛадх4Мд.)| 1Г (--L И = P9Lt{A}k} ”л (1.11)
R- дх' ду

где Z., (Djk) и Л2(Лд.) -- уже указанные операторы; PtJ — усилия вдоль 
дуги окружности.

Предполагая оболочку достаточно длинной, представим решение 
уравнения (1.11) в виде

1Г = Г։(а)е֊->’ (1.12)
г ц п число волл в окружном направлении, fJ=-----—безразмерная ко-

& R 
ордината

|£; (ОЙ)ХД5(ЛА)| Г, R-УУУ = _ P.,„-R‘L\(A,k) Г, (1.13) 
dr

L\W ֊'А. — - Щ. ~ in ֊ 2 (О1։ + 20«) пг 4- 
dr dr (h2

+ -d— in* 4- D...n' (1.14)
d

L2 (Ait) - At, -У- + 2Л„ ~ in - (A„ + 2Л։;) П- - 
d'J. ’ </a3 dr

-----  1п՛՝ 4՜ du
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Применим преобразование Фурье, учитывая, что
некоторой функции и ее оригинал (а) связаны

трансформанта 
соотношениями

1Г;”- (а) е;л ': с/х, Г, (а) = Н^е՜’՜1’ с/я

уравнение трансформанты получаем в виде

(1.15)

(£?’ X £г ’ + /?=54) 1Р1” - 2֊^ Рч IV,е'” </։ 
) 2“ о

(1.16)

- А1֊«։4 4£>1в$Ъ + 2 (£>։2 + 2/)м)52и2 - 4авян3 4- А2п4 

— Л22$4 2Л2>3я3п 4՜ (Де6 4՜ 2Д։2) $гп- 2/110яп3 4՜ Дип4

Интеграл правой части уравнения (1.16) может быть заменен следую֊
щим образом:

| (118>
О

Ро։'лР, Ру ։>)—трансформанты функции Ру 
Учтя (1.10), можно записать

р(.'»-рП р!»~р) ----------- -------------  I-----------!----------- ---------- 1______
I (5-р)'։4֊4/֊4 (54֊^ + 4л<

Обозначая
, /£</) ;■ £<*> 4- Я*?

И’> = р --------

(1.19)

(1.20)

получим однородные интегральные уравнения Фредгольма второго ро­
да с симметричным ядром

И։) = <7о ^(5. р) У{р](!р
о

(1.21)

1 / Л /^>
р) — л-Л ] £'■> х £'/> + Л’֊։4 И Ц» X Я։/>4<1’22)

Искомая нагрузка входит в данное уравнение в качестве незави­
симого параметра, то есть мы имеем задачу о собственных значениях 
уравнения (1.21). Для определения первой критической нагрузки мож­
но воспользоваться теорией симметричных интегральных уравнений, в 
которой для определения характеристического числа в первом прибли­
жении применяют выражение

И?вес:ия АН Армянской ССР. Механика, .\? •>
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9;== •$։ = ( \ *'*'($• р)<Шр (1.23)
о о

Верхняя критическая нагрузка может быть определена по формуле

1 _ _1_ П К1 ? ?

</0 * ЕН £{•> Л’ в’

В случае изотропной оболочки

1 12(1 - Г___ (л» ■ ггг«/я
д0 г£Л* ] (5; /. 1֊ 4/‘з4

1 I 4 4-— 4
1 12(1 ~ Л>: п*

Ч„ ?Eh>n у 4-^4՜
Полученное выражение совпадает с результатом, приведенным в 

работе [2), то есть при указанном подходе к решению задачи устой­
чивости учет докритическою прогиба не влияет ид величину критиче­
ской нагрузки. Это обстоятельство не противоречит результатам работ 
|4, 5|, в которых указывается на зависимость критической нагрузки 
от краевых условий на торцах цилиндра, поскольку в данной задаче 
рассматривается цилиндр бесконечной длины.

2. Для иллюстрации вышесказанного ниже приведены значения 
критической нагрузки д: — -^2- » вычисленные на ЭВМ для оболо- 

£71
чек со следующими сочетаниями упругих постоянных при ? 0
(табл. 1).

Таблица 1

в «« в<я

1 * Е 0.5£

11 2£ Е 0.5£

III 10£ 0.5£

Для определения п։р сравниваются значения </«Р при различных д 
для указанных случаев J, II, III при ? ֊0 (табл. 2).

В табл. 3 приведены значения критической нагрузки при различ­
ных ? для II и III случая сочетания упругих постоянных.



Таблица

1 6 7 8 9 10

՛ ։ 1 О՜3-0.395784 1 О՜3-0.387871 10“3-0.384708 10“3.0.387214 10’3-0.395456 10 "3-0.40894

И 10 ՝3-0.452232 10՜3.0.43869 10 3-0.431481 10 3-0.431551 И)-3-0.438778 10-:‘(1.45235

ГП 10 3-0.598511 10 3-0.568646 1 (Г3-0.552806 1 О՜3-0.550669 10 ’’•0.560414 10 3-0.57969

Таблица 3

Лкр * 
Л’ 0 30’ 45° 60’ 90

7 1! 10"3 0.43148 10-3-0.443153 10 3-0.416612 10-3-0.371393 10~3 0.293830

8 III 10-3-0.550669
1

10" 3 0.655796 иг3- 0.675157 10“3-0.576155 10“3-0.174139
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Оптимальный угол © ориентации физических и геометрических 
направлений меняется в зависимости от соотношения />’п &2. При уве­

личении последнего он сдвигается к —> при уменьшении—к нулю.

При £i։>£23 niing, достигается при ? = —(!, 3, 5..-). Величина

(тах</кр т։п</кр) растет при увеличении В^В...,.

Գ. 1՛. ԱՎԱՆԵԱՈՎԱ

ՕՎԱԿԱԶԵՎ ՐՍՈԻ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՏԱԿ ԳՏՆՎՈՂ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ 
ԹԱՂԱՆԹԻ կայունության ս՛ասին՝ մինչկրիտիկական

ՃԿՎԱԾՔԻ ՀՍ.Շ՚ԼԱ1ՒՈՒԱՈՎ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Աշխատանքում դիտարկվում /. օղակաձև սեղմող սււքևրի աղդերաթյան 
աակ անիղոտրուղ շրջանային կարվածքով ղրսնային անվերջ թաղանթի կա- 
յանււէթյան խնդիրքէ Վերջինս րերվսւմ Հ ինտեղրաք Հավասարման։

Անիղո տրս։ղ ս։թ էէէէնր ։ղ ա րէ ան ա վո րվ՛ած I, օրթ ոտր/սղ թ աղանթի 7'/"//'՜ 
կական ե երկրաչափական դքխավոր ուղղու թ յունների չՀամնկնհրւվ։

Աշխատանքում որոշվում Լ Նշված ոլղղութ յոէնների միջև կազմված օւղ- 
աիմաք անկյունը։

ON STABILITY OF A CYLINDRICAL ANISOTROPIC SHELL

G. 1. /AVANESOVA

S u in in a г у

The work deals with a problem of stability of an infinite aniso­
tropic cylindrical shell under circular squeezing stresses. The problem is 
reduced to solving an integral equation.

Anisotropy is stipulated by nun-coincidence of I he principal phy­
sical and geometric directions of the orthotropic shell.

The optimum angle between the specified directions is determined.

литература

1. Амбарцумян С. А Теория анизотропных оболочек, Физматгиз, М., 1961.
2. Волъмир /I. С- Устойчивость упруги֊ систем Физмат։из, М., 1963.
3. Снеддон И Преобразования Фурье, ИЛ., М., 1955.
4. Багдасарян Г. Е., Гнуни В. 1[- Динамическая устойчивость анизотропной цилин­

дрической оболочки. Докл. АН Арм.ССР, т. XI, № 5, 1965.
5. Мяченков Н. г-1. Устойчивость ортотропных оболочек пр.чщииия, находящихся под 

действием осесимметричных нагрузок. Инж. ж., МТТ, № 1, 1968.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ II А У к А Р М Я И С К О И С С Р 

ւՈխարփկա XXV, № 4. 1972 Механика

М. С. САРКИСЯН

К ТЕОРИИ ИДЕАЛЬНОЙ ПЛАСТИЧНОСТИ ТЕЛ, 
МАТЕРИАЛ КОТОРЫХ ПО-РАЗНОМУ СОПРОТИВЛЯЕТСЯ

РАСТЯЖЕНИЮ И СЖАТИЮ

В технических приложениях часто встречаются тела, материал 
которых по-разному сопротивляется растяжению и сжатию. К ним от­
носятся многие естественные и искусственные материалы. В по­
следние годы появились многочисленные работы, посвященные разви­
тию теории упругости таких разносопротивляющнхся тел [1 -3]. Ре­
шения частных задач идеально-пластических тел, обладающих различ­
ными пределами текучести при растяжении и сжатии, рассматривались 
в работах [4 6]. При этом кусочно-линейные отрезки, принятые в ка­
честве функции текучести, подходящим образом выбраны для частных 
задач и не следуют из общего условия пластичности.

В настоящей работе для изотропных материалов, обладающих 
различными пределами текучести при растяжении и сжатии, предлага­
ется обобщение классических условий пластичности Мизеса и Трес- 
ха-С-ен-Венана. На основе этих обобщений приводятся основные урав­
нения и соотношения теории идеальной пластичности разносопротивля- 
ющегося тела.

1. При построении модели идеально-пластического тела важное 
значение имеет выбор формы условия текучести Для изотропных тел 
это условие должно быть функцией главных напряжений, то есть ин­
вариантов тензора напряжений. Использование того эксперименталь­
ного факта, что влияние среднего давления на текучесть пренебрежи­
мо мало, приводит к заметному упрощению. Таким образом, если при­
нимается. что ।войстиз материала не зависят от среднего давления, 
то для изотропных тел условие текучести в общем случае представ­
ляется в виде

/(3։. =->1 Зд) с (1.1)

где 5р з2, главные компоненты девиатора тензора напряжений 

R < = =(-'у’. ’ = => + ’= + ’։ (1-2)

< константа материала, связанная с пределами текучести.

Если воспользоваться геометрической интерпретацией напряженно­
го состояния, то п пространстве главных напряжений условие текучести 
(1.1) будет уравнением цилиндрической поверхности с образующими,
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параллельными прямой з,; з3. Для определения условия пластич­
ности (1.1) достаточно рассмотреть свойства кривой текучести сле­
да этой цилиндрической поверхности на девиаторной плоскости 
а, — о3 = 0. Свойства изотропии материала приводят к тому, что 
эта кривая должна быть симметрична относительно главных осей и со­
стоять из шести одинаковых дуг с центральным углом 60 . Кроме то­
го, если материал одинаково сопротивляется пластическому растяже­
нию и сжатию, то кривая текучести должна состоять из двенадцати 
одинаковых дуг с центральным углом 30°. Отметим также, что кривая 
текучести должна удовлетворять требованию выпуклости, вытекающе­
му из постулата Друкера [7].

Простейшее предположение о виде функции (1.1) может быть, что 
она —квадратичная форма от з’., поэтому примем

= (1'3) 

&

где с,-у — постоянные коэффициенты, подлежащие экспериментальному 
определению. Здесь и в дальнейшем принято правило сокращенной за­
писи, где по повторяющемуся индексу проводится суммирование.

Если рассматриваемый материал тела обычный изотропный, то 
есть одинаково сопротивляется растяжению и сжатию, то следует 
принять, что

Сц — Слп = с33, с1= — с13 — с>з (1.4)

и выражение (1.3) примет следующий вид:

1 2 3 2
/«/) Си (< 4- 32 ) 4-(з; 32 з2з3-I-3^) (1.5)

$ п11ринимая во внимание, что

з;ч--24֊з3 = 0 (1.6)

(1.5) представляется в виде
1 .2 2 2

/(3,7') — “ (сп ’ сз ) — с՜ (1.7)

Для определения постоянной величины (сп — с^'с՜, входящей в (1.7), 
достаточно провести один эксперимент на одноосное растяжение или 
сжатие. Определяя эту постоянную, мы получаем условие постоян­
ства интенсивности касательных напряжений условие пластичности 
Мизеса

З222
'272՜ (=; ; 4-з3 ) = 1 (1.8)

где о։—предел текучести материала при простом растяжении и сжа­
тии.
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2. Аналогичными рассуждениями можно получить и условие плас­
тичности для изотропных тел, имеющих различные пределы текучести 
ври растяжении и сжатии. 11ри независимости условия пластичности от 
среднего давления следует, что в этом случае функция текучести (1.3) 
должна зависеть уже от знаков главных компонент девиатора напря­
жений.

Нетрудно видеть, что, в зависимости от знаков У., в данной точ­
ке возможны следующие два вида напряженных состоянии:

|о;>о, з;<о, о.|<о , '։>о, з՜ о, ^<б| (2.1)

Здесь и в дальнейшем принято, что з: л2 =3.
Принимая функцию текучести в форме (1.3), необходимо учесть, 

что коэффициенты с,, для напряженных состояний вида О и I) бу­
дут различными, поэтому приводим их значения в отдельности.

Для напряженных состояний О

Си = С , С22 С31 = С , С23 — С32 С13 = С'։2 (2.2)

Для напряженных состояний I)

СП ~ С22 — С ’ С33 = С > С«5 :՜ С12’ с13 “ С2Э * (2.3)
Из условия непрерывности функции (1.3) и се производных при =2=0, 

то есть на границе между областями /У и О ' , следует, что в обеих 
областях должно быть

С12 ~ сзз = (2Д)
Гаким образом, согласно (2.2)֊ (2.4) получим следующие выражения 
функции текучести (1.3):

для напряженных состояний О

. 1 Л ,2
/ (=,/) — — с ("։ - ՛ “з ) С’,2(31 ~ 323з~ 3з31) ~

1 з4-~-(с-֊с֊)з1 =С­

или, принимая во внимание (1.6),
1 2 2 2 1 2

~(с ֊ с։г)(5, | О2 • =, ) —(с - с-)У -С- (2.5)
Л.

для напряженных состояний /9
1 -■221 2
— (с -С12)(з։ 4-3, -а3 )-֊-—(с՜ с4) о' -с՝ (2.6)

/С

Выражения (2.5). (2.6) будут условиями пластичности, если путем 
простого эксперимента найти постоянные, (фигурирующие в них. Не­
трудно видеть, что для этого достаточно провести только испытание 
образца на одноосное растяжение и сжатие. В действительности, в 
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случае простого растяжения, когда ?։ к, О, ~я — 0, главные ком­
поненты девиатора будут

2 1 1=; = 4*. »;="*. в.=-4А (2-7>ООО
а н случае простого сжатия, когда '։ = 0, «։*=0. з։ = —5,

1.1.2 04
= Т։' °’=Т։> а։= Т5 (2֊8)
ОО о

где А- и 5 —пределы текучести материала соответственно при простом 
растяжении и сжатии. Подставляя (2.7) в (2.5). .1 (2.8) в (2.6), полу-
чим

ел 
сч

ь 
и

и 
и

1 
1

+■ и̂х 
•

сч| О
' 

см |с>м 
с 

с
1 

1

1 
<-

и 
о

— 
со 

г— | сп

откуда определяются следующие величины:

(2.Ю)

Таким образом, подставляя (2.10) в (2.5), (2.6), получим условие плас­
тичности для изотропных материалов, имеющих различные пределы 
текучести при растяжении и сжатии. Для напряженных состояний вида 
И՜ оно представляется в виде

а для напряженных состояний вида £)

3. Рассмотрим следующую геометрическую интерпретацию усло­
вия пластичности (2.11), (2.12). Представим главные компоненты девиа­
тора напряжений н следующем тригонометрическом виде:

— —$— 1:<и\ ( « ՛՛"з՜ * / '2 —з— *‘пи|

’> ■^М-/’։1П(՝”-Т:: ) (31)

где ы—угол вида напряженного состояния
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1 . / 3|/'3 А \ - - /QQ,
w = “у՜ arc sin i------------- A- ) ■--------< cj .<-------- (3-2)

3 \ 2 4J / 6 6

L. и /3֊—инварианты девиатора

/,2 = — з. У.., /а = —У..« (3.3)'2 2 г/ IJ՝ •։ tj /к kt ՝ '

Сравнивая (2.1) с (3.1). (3.2), видим, что для напряженных сос­

тояний D ~ угол «I изменяется н интервале — «■* < 0, а для £)+

он изменяется н интервале 0 =t': и» . Таким образом, напряженные

состояния вида (2.1) на девиаторной плоскости выделяют дне сскто-

ральные области: D и D' 'б ' >
I 6 I

а граница— --- U) '7 О
6

между ними определяется из условия "՛ — 0. Принимая во внимание 
(3.1), две ветви кривой текучести (2.11), (2.12) можно представить в
виде

(3.5) 
На девиаторной плоскости кривые (3.4), (3.5) удобно относить к по­
лярной системе координат, где полярным радиусом может служить 
интенсивность касательных напряжений /г, аполярным углом — угол ».՛•:

(3-6)
6

» ks 1 а г.I. = —у—....... .... —- » 0 ^ <՛> ■
’ $ | А2 4- 2 ($2 — A2) cos-' / fi----- — г. 'j

* \ 3 / (3.7)

Рассматривая (3.6) и (3.7) как функции от угла <«, убеждаемся, что 
ври « 0 значения этих функций и первых производных совпадают, а
вторые производные не совпадают. Таким образом, на кривой текуче­
сти точка н> = 0 является точкой сопряжения для кривых (3.6), 
(3.7). Условие выпуклости кривой текучести требует, чтобы кривизна 
ее сохранила знак в интервале изменения учла <у. Поэтому из форму­
лы кривизны плоской кривой следует, что необходимо выполнение 
условия

/■1+24'-4/р о (3.8)
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Вычисления показывают, что для любых точек на кривых (3.6), (3.7) 
условие (3.8) будет выполнено, если А,$<<| 2 и $.&<?! 2. Как 
видно из (3.6) и (3.7), в этом случае они представляются уравнениями 
дуг эллипсов, имеющих различные эксцентриситеты. Таким образом, 

если отбросит!, ограничение з„то есть — — > от-
6 6

носящееся к изменению угла «•>, то кривая текучести будет состоять 
из дуг двух различных эллипсов (3.6) и (3.7), сопряженных в точках 
/>1։ Вй, • • •, (фиг.Т). Приведенное условие пластичности является 
гладким в пространстве главных напряжений и его можно рассматри­
вать как обобщение условия пластичности Мизеса.

В теории пластичности широко пользуются условием пластич­
ности Треска-Сеи-Венана, являющимся в пространстве главных напря­
жений кусочно-линейной аппроксимацией условия пластичности Ми­
зеса. Рассмотрим теперь аналогичную аппроксимацию, обобщающую 
условие пластичности Треска-Сен-Венана и для кривых пластичности 
(3.6), (3.7). Таким обобщением является условие пластичности, интер­
претирующееся в пространстве главных напряжений шестигранной 
призмой, грани которой перпендикулярны к дсвиаторпон плоскости, а 
ребра проходят через экспериментальные точки А» А.., ■ • •, Ас, соот­
ветствующие пределам текучести при растяжении и сжатии [8]. Урав­
нения граней этой призмы представляются в следующем виде (фиг. 1):

~г՜ (-1 3“) (Зз ~՜ '1) ~ 1»
к $

к 5

-֊- (32- 34)~ — (31 -=з)-=±Ъ 
К 5

И,А). (АА)

(АА). (А5АА (3.9)

(АА). (А.АХ)
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а если воспользоваться тригонометрическими представлениями (3.1), 
то в форме

2Л (3.10)
1

-------- С 05
5

4. Обратимся теперь к определению закона пластического тече­
ния. Согласно ассоциированному закону течения, принимая (2.11) и 
(2.12) в качестве пластических потенциалов, для скоростей пласти­
ческих деформаций получим следующие выражения:

для напряженных состояний вида £)՜

для напряженных состояний вида

Здесь /. ֊положительный неопределенный множитель, —единичный 
тензор, т՛, п1 направляющие косинусы главных направлений от­
носительно некоторой фиксированной ортогональной системы коорди­
нат х., определяемые из формул [9]

(4.3)

В законе течения (4.1), (4.2) главные напряжения и направляю­
щие косинусы следует выразить через 
ннй. Используя формулы [9]

составляющие тензора напряже-

2
2

3/.,? сое 3»>
о., -о

I 3 соя <»

1/^Г / 2 •
г— I. Л СО5 I " I1 . , /з . / 2 \ \ з

3 ' 3 I, \ 3 ) 3//со53»>
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где У,-/- следующий тензор

$»/ = 4з։п 3« ч-1 з ( 4,з^ —-- г,7 (4.5>

и подставляя (3.1), (4.4) в (4.1), (4.2), получаем закон течения в сле­
дующем виде:

для напряженных состояний вида /7՜

Нетрудно видеть, что >. определяется с помощью диссипативной 
функции. Используя закон течения (4.1), (4.2) и соответствующие ус­
ловия пластичности (3.4), (3.5), получаем

= = JL>. (4.8)

Принимая во внимание
II7 = 2/2 Г2 cos (ш — *) (4.9)

будем иметь
л — 3/2 r2cos (и>—•!•) (4.10)

где Го и ^ — инварианты девиатора тензора 4/, аналогичные (3.2), 
(3.3) '

4= arc sin (4.11)

Как видно из (4.6), (4.7) и (4.10), вследствие неподобия девиато­
ров напряжений и скоростей деформаций в закон течения входят углы 
видов напряженных и деформированных состояний, что довольно ос­
ложняет характер связей этих девиаторов.

11ередко полезным может оказываться использование кусочно-ли­
нейного условия текучести (3.9). Поэтому рассмотрим закон течения, 
соответствующий одной из граней или ребер призмы текучести (3.9).

Предельным напряженным состояниям, когда------— — — • бу-
6 6
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дет соответствовать грань /Ц/Ц) уравнение которой есть

:5)= 1 (4.12)

Принимая его в качестве пластического потенциала, согласно (4.3) бу­
дем иметь

у (I,-1, гпп^)----- - (/».п( — т.т})
К 5

(4.13)

После подстановки (4.4) и (4.13) закон течения представляется в сле­
дующем виде:

------- СО5 
к

и>

г1 . / ~
֊Г --------51П I Ю Г -------

к \. 3

. 1 . /
Н------------ 51П | О)-----------

5 \ 3 сох 3<и
(4.14)

1
к

1
X

1

2./

- , г з
Как следует из (3.1), при ш=—— имеем: —-—I.,, з3

О о
21 3

2’ а при м> =---- у— имеем: ",о
2 Р з

32= 5з =

Л, то есть совпадают значения двух главных напряжений.

В этих случаях значения направляющих косинусов (4.4) оказываются
неопределёнными, поэтому следует, что [9]

,  о
^.7=0. V —֊ (4.15)

Компоненты девиатора напряжений связываются двумя 
соотношениями следующего вида:

независимыми

322 —

|__з_
՛ з '22 - /2 ֊4

'зз - •2
23

(4.16)

3
I з

3

3

п

I 3

I з
3

- о

- О

Ззз '2
13и = 0

полученными из (4.15). IIредельным напряжениям при ш
6
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соответствуют ребра и А.. призмы текучести и, как следует из 
(4.14), скорости деформаций в этом случае превращаются в неопре­
деленность. Тогда, определяя значения I.. из условия пластичности 

(4.12) соответственно: при и) —» = $ | 3, при ю —-----— »
6 ' 6

12 = 4 Г 3 и подставляя в (4.16), получаем три независимые связи 
между компонентами девиатора напряжений. Используя условие экс­
тремальности диссипативной функции, закон течения в этом случае 
можно представить в виде

<*3<7
I- (4.17)

где Хр л3—множители Лагранжа. Окончательное выражение (4.17) 
будет аналогичным с законом течения, получаемым из условия Треска- 
Сен-Венана [10 -11].

Отмстим, что при рассмотрении упруго-пластических задач пред­
полагается, что полная деформация состоит из упругих и пластичес­
ких частей

(4.18)

Скорости упругих деформаций определяются из обобщенного за­
кона Гука [3] и связаны напряжениями, направляющими косинусами и 
скоростями их. При сложных нагружениях выражения их получаются до­
вольно сложными и громоздкими. Однако при простых нагружениях, 
когда направления главных осей не изменяются:

I, ~ т.; — ni = 0 (4.19)

достигается значительное упрощение и г'՜/ будут связаны со ско­
ростями напряжений и направляющими косинусами [3].

5. По схеме жестко-пластического тела рассмотрим плоское де­
формированное состояние, когда

(5.1)

а остальные отличные от нуля компоненты скорости деформации не 
зависят от координаты х3. Тогда, согласно (5.1) и (4.4), направляю-
щие 
виде:

косинусы главных направлений представятся в следующем

/։ = cos?, — sin ?, пх = —sine, лу = cos ?, л?3=1,

1а = п3 = zn։ ֊ т: = 0 (5.2)

где <? угол между первым главным направлением и осью
Из условия изотропии следует, что зи =-з23 = 0, а з33- среднее 

главное напряжение. Компоненты напряжения на основании известных 
формул преобразования принимают следующий вид:
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Зн = -“(«։ • =з) Ь՜՜ (31 53)соз2?
л,

Из последнего уравнения (5.4) следует

ь2 к2 _
2к2 г

(5.5)

Принимая во внимание (1.6), (5.5), для главных значений девиатора 
напряжений будем иметь

2к2-$2. ч , . . . к- .------------------- (о. -5.), —------------------ (з. — - ), 5„ =------------------------- (о. —5.)
3^-5՝ 2 3£2-з։ 3 ЗР-5*

(5.6)
Среднее главное напряжение =.» определяется следующим образом:

«. = »„ = — (=, + ^)4֊ —---- 3,), ֊ — <«■<() (5.7)2 ’ 2(3/.—5:) ’ 6

Согласно (5.3) (5.6) закон течения можно представить в виде

2к- — 5е41-'- Г2----- (’1 -=э)со8 2®
кЦЗк2-.^)

, 2к* - г
'' к2 (Зк2 - 52) ('1 -Зд)сО5 2? (5.8)

. 2к՝֊֊з։г1в = л------------------
к֊{3к‘-з2)

(31 - сз) 51П 2-?
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Условие пластичности (2.11) принимает следующий вид:

3 Ч 3(2£= ֊$=) (5.9)

Из (5.6) и (3.1) можно определить угол вида напряженного состояния

tgu» = L 3(s8-**)
ЗЛ’-s2 ’ (5.Ю)

Теперь, предполагая, что напряженное состояние относится к ти
пу D , получаем формулы, аналогичные (5.4)—(5.10). 
чения (4.2) следует, что

Из закона те-

w О о

A'2-s2 . -----------а. 
2s֊՜ - к- 3 (5.И)

и главные значения девиатора напряжений будут 

s8
3s՜֊ - к֊

■' — ~ к՜ 
2 3s2 -к2

._к- Ъ2 .
"3 3s"-F S‘

Среднее главное напряжение з._, будет
(5.12)

1
•2 — Ззз 2

3(r֊F)
2 (3s2֊ I'u)

(5.13)

Закон течения представляется в виде
2S2 _

=11 = -7-Т-,---- — (о, ֊ *) COS 2 ?
S- (3s* — к-)

9 Л_ /.г
£23 = ֊ >• • .. - — (*. - =3) cos 2 ? (5.

s- (3s՜ — k~)

2 Л _ L*
-I- == '•------------------ (51 °3) sin 2x-s-(3s2-Zr’) 1 3

а условие пластичности (2.12) принимает вид

. / 2 (3s2-А:2)
S| -3(2s=--P)

Угол вида напряженного состояния определяется по формуле

t8W = ~4f!--A-"՜4՜՜’ ’’«“'«■g- (5.

Полученные цюрмулы (5.3), (5.9) и (5.15) подсказывают, что 
ли ввести обозначения

Р= -֊֊ (3i 4՜ «Л з, ֊ з3 = 2^
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то дли обоих случаев напряженных состояний D и I) и3 уравнения 
равновесия получаем следующую нелинейную систему уравнений от­
носительно неизвестных функций р- р[хх, х:} и <г ֊֊ ® (л-։, ,гг):

4— ֊2*. ( sin 2? 4^- - cos 2։ = 0 (5.17)
ох- \ дхх дх2 /

4P-+2k,( cos2'?—I- sin 2? 4s-Y- О 
dx., \ дх. Ox., /

Из (5.8) и (5.14) следует, что система уравнений относительно ско­
ростей т.'р ил имеет следующий вид:

2-^- Ctsf2>/J^+о
d*i \ дхх дх.. / (5.18)

2_it+ctg2T7_^ + _^\ = 0 
дх2 \ дхх дх. /

Заметим, что системы уравнений (5.17) и (5.18), описывающие 
поля напряжений и скоростей деформаций разносопротивляющегося 
тела в условиях плоской деформации, совпадают с уравнениями для 
обычных изотропных тел |12]. Однако, по-разному определяются 
напряжение о33: (5.7), (5.13) и значения коэффициента ks. При задан­
ных значениях характеристик материала k и s сначала необходимо из 
(5.10) и (5.15) определить угол вида напряженного состояния w, затем 
из (5.9) или (5.14) определяется соответствующее значение ka.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса
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հու/անութ յան օրենքի հիման վրա ստացված են տարադիմ ադրող մարմիննե­
րի իդեալական ւդ լ ա aut ի կա ff յան տեսության հիմնական հավասարումները և 
աււՆչուք) յ անները։

ON THE THEORY OF IDEAL PLASTICITY OF SOLIDS 
WHOSE MATERIAL IS HETERORESISTANT TO EXTENSION 

AND COMPRESSION

M. S. SARKISSIAN

S u m ni a г у

Some aspects of the ideal plasticity theory of solids with diffe­
rent yielding limits in extension and compression are considered. Under 
the familiar assumptions of the ideal plasticity theory, and taking the 
yield function to be a quadratic function of principal values of the 
stress deviator, the plasticity criterion, generalizing that of Mises, is 
obtained. The yield curve, plotted on the deviation plane, is shown to 
consist of two conjugated arches of two different ellipses. On the ba­
sis of the associated flow rule the major equations and relations of 
the ideal plasticity theory of solids, heteroresistant to extension and 
compression, are derived.
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Л. Н. АНДРЕЕВ, 10. В. НЕМИРОВСКИЙ

О НЕКОТОРЫХ ОСОБЕННОСТЯХ ДЕФОРМИРОВАНИЯ
УПРУГИХ И ВЯЗКО-УПРУГИХ БЕЗМОМЕНТНЫХ 
АРМИРОВАННЫХ И ОСЛАБЛЕННЫХ ОБОЛОЧЕК

Особенностью армированных материалов является анизотропия их 
деформативных свойств. Последнее обстоятельство влечет за собой 
появление ряда специфических особенностей в напряженном состоянии 
и характере смещений, возникающих в безмоментных оболочках из та­
ких материалов [1J. Поскольку армированные материалы допускают 
возможность регулирования анизотропных свойств, то целесообразно 
исследовать характер особенностей поведения конструкции (при из­
вестных свойствах элементов армированного материала) еще до ее ре­
ализации с тем, чтобы реализовать наиболее рациональную с точки 
зрения эксплуатации конструкцию.

В настоящей работе исследованы некоторые специфические осо­
бенности характера деформирования армированных безмоментных обо­
лочек, когда элементы композитного материала обладают упругими и 
вязко-упругими свойствами.

1. В качестве модели армированного материала используется мо­
дель, предложенная в [2, 3]. Тогда усилия Ttj в рассматриваемой безмо- 
ментной оболочке связаны с напряжениями а(„) в арматурных элемен­
тах и напряжениями в связующем следующими зависимостями:

л՛
Г1} - аа?. 4- V — иЛ з^у) lil։l{n (i, j =* 1, 2) (1.1)

Г1

.V 
= о„ — а = Л - и>- = V.л 

п=-.1

/ь, = со5ал, /2п sin

Здесь '1,,—толщина арматурного слоя, содержащего семейство арми­
рующих элементов с номером п, u>n—интенсивность армирования в 
этом слое, з„—угол между касательной к арматуре семейства п и на­
правлением ортогональной системы координат х2, л֊3, связанной 
с оболочкой, А толщина оболочки, Л'՜ общее число семейств арми­
рующих элементов.

11реднолагая, чтг проскальзывание между арматурой и связую­
щим отсутствует, получим следующие зависимости между деформаци­
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ями =(П| армирующих элементов, деформациями ^'(1| прослоек связую­
щего в пределах арматурного слоя и деформациями связующего

= 511! ֊22 “ 2£12^п/2п (1-2)

Допустим, что все материалы композиции в общем случае обла­
дают вязко-упругими свойствами и в пределах каждого арматурного 
слоя ведут себя как одномерные элементы. Тогда зависимости между 
напряжениями и деформациями в связующем материале и в армирую­
щих элементах имеют вид [4]

/

«?, ттз|г'՜ ]г?(' +
о

<

+ Г^[6/ О-3)
о

(/,/=1,2, /^=у)
Г

□?, = 2С[ ։։։- |г§(<—

О

Г (1Л)
з<«) — £՛• 5<»> । ։ <п)(/ *) <е

о
I

рю- (Ч,(*-ч«юЬ)л 
о

Здесь Е, 6՛, V- модули Юнга, сдвига и коэффициент Пуассона ма­
териала связующего: Еп модули Юнга материалов армирующих эле­
ментов; Е''։։ — Е, когда жесткость связующего имеет тот же порядок, 

что и жесткость армирующих элементов или выше; Е1̂ ■= 0, когда 
жёсткость связующего в пределах арматурного слоя намного меньше 
жесткости армирующих элементов. Ядра релаксации Г?, 1'5, Г(п>, Г^։) 

определяются для исходных материалов обычным образом [4].
Подставляя выражения (1.3) и (1.4) в равенства (1.1), получим 

следующие зависимости между усилиями и деформациями в рассмат­
риваемых безмоментных оболочках

т=КтУ>
7'= |7’„, Ги, Г։.||', е Ьн, ^։аГ. к, 1, 2, 3 (1.5)

- а£ у -
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* - п . Г - -«» = »»= ^(1-^+2^.^

- _ 5' —
вЙ = вЛ=2 ^1^/в (1’6)

л--1

— - АГ _
«^«СП-Г»)- У/У’,!’ 

"■« 1

Л. = «.„Ен (1—Г(Я}) Ь < £2(1-^)

Здесь Г—интегральные операторы, такие, что

г
Г/ = ^'Г(/—-)/0)։Л (1.7)

О

штрих при матрице обозначает операцию транспонирования.
Отметим, что, если принять я (1.6) £’(Я) 0, то соотношения (1.5)

будут верны также для оболочек с высверленными непрерывными ка­
налами. Будем называть такие оболочки ослабленными.

Если принять Г(ж) Е 0. то уравнения (1.5), (1.6) определяют 
связь между усилиями и деформациями для армированных оболочек с 

упругой арматурой и вязко-упругим связующим. При Г? - Г!|== 

= Г°п) = 0 получим уравнения для оболочек с упругим заполнителем и 
**• 

вязко-упругой арматурой. И, наконец, при Г^== Г£ — Г$= Г^а) = Г(п) = 0 

получим уравнения для армированных оболочек из упругого мате­
риала.

Уравнения (1.5)—(1.7) в совокупности с (1.2)—(1.4) позволяют не 
только выяснить характерные особенности деформирования армиро­
ванных оболочек, но также и ответить на вопрос, какими причинами 
вызваны эти особенности.

С помощью преобразования Лапласа [4] соотношения (1.5) при­
ведем к виду

т=₽։<„!«• (р>. р«'(р)=16^.17՜. 1М=кл՜1 ад) 

где звездочкой отмечены трансформации соответствующих функций, 
р параметр преобразования. Применяя преобразование Лапласа так­
же к уравнениям равновесия и граничным условиям, приведем задачу 
о вязко-упругих оболочках к упругой задаче для трансформант. I (ри 
известном решении упругой задачи оригиналы отыскиваются затем пу­
тем обращения интеграла Лапласа [4].
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2. Рассматривая оболочки вращения, в качестве направлений х։, 
х2, х3 выберем меридианальное, окружное и нормальное и предполо­
жим, что оболочка нагружена симметричными поверхностными и кон­
турными усилиями. Если на каком-либо контуре существует закрепле­
ние, то его также считаем симметричным. Тогда [1]

(-1У
R/ соя՜ Ь

Г (Л՜, С08 0 -|- Х3 8Н1 в) </$ - Т

ад. (/, ; = ], 2; /=£;) (2.1)

• б I 1' / 1’ С11‘ ^2 !• ^'1\ R» гт,
Р"х СО59.Ц [ ь1} 2612 — Ь„^—-Ти +

г/$ • ֊г То СО5 &

4֊ А% Гп Ь\л1\2 ■ Ь^2К.2ХЛ -г <?о З’П &
/?Л

В этих выражениях /?,(/ = 1, 2) главные радиусы кривизны поверх­
ности: г радиус круга в сечении, перпендикулярном к оси вращения; 
х—длина дуги меридиана; 0—угол между касательной к меридиану и 
осью вращения оболочки х; X (х), Х3 ($)—компоненты нагрузки п на­
правлениях х/, х3: и', и\ трансформанты смещений н направлениях 
л\, х3; и^, Ир, У константы интегрирования.

Сравнивая выражения (2.2) с соответствующими выражениями 
для смещений упругой ортотропной оболочки 11 ], нетрудно видеть, 
что армированная оболочка будет деформироваться как ортотропная, 

если 6[п — 6ц, //,3=А.д = 0, следовательно, а1։ а31 -- агл = а ։ .= 0.
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Как видно из (1.6), это справедливо, либо когда Zin = 0, 1^, О, то 
есть арматура расположена в направлении меридиана и параллелей, 
либо когда расположенная в неглавных направлениях арматура состо­
ит из пар одинаковых семейств нитей, расположенных так, что в каж­
дой точке меридиана нити такой пары отклонены по обе стороны ме­
ридиана на одинаковый угол.

В случае Л’=2 для материала связующего с ядром

при упругом изменении объема и для упругих армирующих элементов 
коэффициенты 6’/1։ (р) равны

(Р)
Скт (Р^)9 + <*Ьп<Р?У- ~ /кт Р? ~ 8km . 

А (рЛ 41֊*) (р? ֊ '••)(/?? — >-г)

2
(1 у) аЕ — у i»rEr

г» J

(к. т — 1, 2, 3)

А ֊ аЕ^аЕ^аЕ— У_<»,Е, ) + 

I '• г : '
(2-3)

2
4-(1 4-v) sinJ(ai — aj [(1 — v) sin2 * *(«4 — я2) г 2 cos* («։ а2)]П^^'

r=l

а։, я2—соответственно первый и второй углы армирования: л։—кор­
ни многочлена второй степени относительно (рр)

ДО)ЧВД) С = 0

В^^-\аЕ

Я I
2

(2 — х) 5' <՛*/■ Ег 4-2(1 — х) аЕ — (1 — v) sin2 («! — я.,) X

2
X[(l у)(а։ 4՜ 6) sin- (а։ а2) 2(«։ 1) cos2 (а^ — я2)] [”] шг£г

г-1

С = —— (1 —•/)<■£• 
А

4- (1 4- v) sin'-'(z։ — я2) X

X [(1 у) aj) sin1 (а, — z.J — 2а։ cos՜ (а։ а2) ] | ] Е,.

Здесь
1 -2у

2(1 4-՝0

с։7 = (аЕ)~ — аЕ (1

2(1 у)

2
у) У (пг.. 4֊ nrj ) I,

di, = (3 — 2х) (аЕ)* -՛- аЕ (1 -г У [(а։ -I- 2 — х) тг 4֊
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-4֊ (о։ 4- Ь 4՜ 1 —х) «,_,•] 4- (2н1 6) I. (2.4)

(1 — х)(3 - х)(аЕ)2 аЛ’(1 4՜ 7) У [(1 — 7а1 (2 - х))/пг Н֊

(ах (6 4՜ 1 ~ 4 Ь (1 - х)) лгу | «! (а; 4՜ 26) /у

2
= (1 х)’(аЕ)2 4֊ а£(1 4 '4 (1 — х) У (тг |- Ьпг/) 4- а]Ы.

тг 2^,Ег соз- \ $»п։ пг. = (1 •/) <՝՝гЕгЕг

2
I; = 2(1 + '4(1 ֊ 72)51п2(а1 -*4П АЛ <Л /’ г = Ь 2;

с33 = (1 Н)
2

2 (аЕ)2 4- аЕ У (/иг3 4֊ пг3) 4֊ /3 
г=1

<4з = (14- ՝4
)2 (а3 4- 2 — 2х) (аЕ)։ -֊ аЕУ [(а։ г-2 ֊ '4 тг3 4֊

4-(а1 •_ Ь 4֊ 1 4л,з1 (2^1 (2.5)

Лз = (1 + 4
2

2(1 — х)(1 — х 4֊ 2Й1) («Е)24- «Е2[(1 х 4 ах(7—х)) тг34~ 
г—։

— (6 (1 — х) 4- ах (6 4՜ 1 — 4) п4՜ а։ (й1 4՜ 26) 731

/Лп = (14՜'*) 2а։ (1 — 4։(аЕ)2 4֊

2
4֊ аЕа3 (1 - /■) У (/п,3 4֊ Ьпг3) 4֊ а- Ы3 

г 1

тг.} 2»>г Ег соя՜ 2хр л/( (1 — '4 шг З’н2 2аг

2
/л = 2 (1 — з!гг (аг а2) х'щ- (а։ — а2) |֊| «гЕг 

г— 1

2
сг2 ■-» — V (аА’)г — (1 4- 4г«£ 210А /*г/^ |- / (2.6)

б/|2 ---- у 4֊ 37(1-X) (аЕ)2֊
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2
— (1 4- *)* аЕ (2а 1 -֊ 1 — *)2 *>ГЕГ 1}г Р2г 4֊ (2а։ ֊ Ь) I 

Г=1

/„ :=_(1֊х)(х֊3х>֊3>)(а£)2֊
2

— (1 4-V)2 а. (а։ - 2 — 2х) аЕ V ">гЕ,1\г Е2г и1(а1֊г2Ь)1
г- 1

= ֊ (1 - х)’| V + х(1~27) | (аЕ)г—

2
(1 4՜ ^)в(1 — *) а\аЕ У шгЕг Е1г /?,г 4 а\Ы

Г=1

I = <1 + '|)<1՜75) ։։п. (а1 _ а։) п гЕг ։1П 2аг

— (1 - *)(«! 4 Н՛ 1 - «) в'ш 2*г/уг - (2а։ 4 6)/^

= (1 + V) | а£ | 2 ((֊1)' 1 у- + °-<2 «). ։!пЧ_

— (1 ->)[ах(6т 1-^)4 6(1

#.3=(14-՝0[а£а։(1֊

-х)]8т2аг^^ -а1(а1 + 26)/^

2
\ Ч’ с // «։п4а,шЛг((-1) —5----------

(1 — ՝/) Ь б'ш 2аг Р-г - |
2

/7 = 2 (1 - V2) 81п2(а1 5Ш (ах ֊г р‘*>г£’./,.г
г - I

У. г - I, 2; / /

Здесь при вычислениях для простоты было принято ЕУ = 0, то есть 

прослойки связующего в пределах арматурного слоя не принимались 
во внимание.
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В случае .-'V — 1 соответствующие выражения для ^.,п(т?) получим 

из (2.3)—(2.7), принимая ю2 Е2 — 0.
Чтобы определить далее зависимость перемещений и, v, w от 

времени, необходимо воспользоваться, учитывая выражение (2.3)—(2.7), 
обратным преобразованием Лапласа.

3. Рассмотрим теперь некоторые простые конкретные примеры, 
чтобы исследовать особенности деформирования армированных оболо­
чек.

Пусть замкнутая цилиндрическая оболочка радиуса Æ при /V=l 
нагружена равномерно распределенным по поверхности внешним дав­
лением интенсивности с/. Причем один из торцов ее закреплен, а дру­
гой свободен. Тогда после интегрирования (2.1), (2.2) с учетом крае­
вых условий

-.4„ о = v|s -я.,—о О

= Г12|,-Д = о

и вычисления оригиналов искомых функций получим

Лх — 7\2 ֊ 0, 7 22 — R,,

и Fi2(t) Rqs. v — Rqs, п՛ = F22(t) R՜ q (3.1) 
где

('■ ~ 1)д I- <Jy- -1 ^+/\m (*-1) skm ‘

Л (•< — 1 )(x — 1 — /.t)(z - 1 -

Ckm Ц + Xî ' Am 4 ■+• T
'■ e

. AmZ2 * A<A + &m / 1 (3.2)
—).j)(/.2 —-Z 4-1)

При 1 = 0 и /--* со из (3.1), (3.2) имеем соответственно

{l ({R aE'i-+ (1 cos'-'asin2 у.

аЕ •՛>.£, а Е

= qR(l Н 
аЕ(аЕ^-^Е1)"У (3.3)

R'q а£ ֊ (1 — 4 i"i [2 cos'՜ 7 sin-a ; (1 v) cos1*] 

аЕ и>։ Ег т аЕ

v0 — sin 2х (v cos2 у- — sin-' y)
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qR a£(l — -x)[6 (1 — 7) — 1] a, "'։ Et[b (1— v) — 2] cos2 я sin2 a
/2 — ““ ՛ “* ՛ ~ ~՛՜ ъ

aE (1 — x) [wj £x-7֊ u£(l — x)|

„ = --------- ?/?(•■+/)■»■ (3.4)
a£(l x) [u»։ £։ 4-a£ (1 — x)]

A,?7 a£(l /-) ajl ») ш, £x cos'з [2sin: s 4-/> (1 7) cos'-э]
a£ (1 — x)[w։ £։ ,-r aE (1 — x)|

v- = sin 2x [cos (1 — v) b cos'"' j]

На фиг. 1 приведена зависимость величины v0 от угла армировании a 
a£

при значениях параметров • 0.3, —-»0.5. Из этих графиков низ
•“։ л»

выражений (3.3) видно, например, что ։ф-о 0 не только при ։ О, 

или w։ £։ 0, но также и при a аге tg I * . 11ричем в послед­

нем случае получаем наибольшее смешение ш. I 1ол։..<уяеь выражением

(1.2), получим следующее значение для напряжения в арматуре при 
։ = о

г = £։ I =---------- - (*С05*а — -------- — о0 (3.5)
о.։£։4-а£ <..։£։4-а£

График зависимости зл от а изображен на фиг. 1. Как видно из этого 
графика и из выражения (3.5), при значении угла армирования, равном 
а = агс(£ | * , напряжение н арматуре равно нулю. И оболочка в 
этом случае ведет себя, как изотропная.

Обращаясь к выражениям (1.6), нетрудно видеть, что в случае ос­
лабленных упругих оболочек получим те же выражения (3.3) и (3,5)՛ 
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для смещений и напряжений в перегородках, если Ег заменить на 
wj Е.

На фиг. 1 приведен также график зависимости величины —— 
v0 

от угла армирования «, который наглядно показывает, что с течением 
времени происходит перераспределение напряжений между элементами 
армированной оболочки. В результате, как видно из выражения (3.4), 
при — х: напряжение н арматуре отсутствует, когда

a arctg|/

Если замкнутая круговая цилиндрическая оболочка при N = 1 на 
одном из торцов 0 закреплена полностью, а другое торцевое се­
чение s = L несет равномерно распределенное сдвигающее усилие ин­
тенсивностью Г3*. то пользуясь граничными условиями

«I» -о = = 0, 7'и|«=4 = О, Г12|« l — Т.±

и полагая — q2 с/л --= 0, из (2.1) —(2.3), (3.2) получим

« = ^зО) Л'5« 11 ~ GaV) 'r3’s, и> - E,3(f) R Т* (3.6)

где Fkm (/) определяются выражениями (3.2). При I -0 и I -» из 
(3.6) получим, соответственно

(1 -Ь v) ш. Е3Т^ 2(1 v) u>j £։ 73*s
Ey SW°’ ՝ aE (”»r Ey . aE)

(l -r ՝4 wx KiRT^ 
aE{aE ■ Ey)

и,, sin 2« (cos՜« У sin՜’«) 

Vo — COS՜ 2« 1-2(1 ՝/ > cos2« sin2 }

w(1 = sin 2«. (v cos2« — sin2a) 

u>i g\U - ’рц/Л"5
ut. Ex -•֊ (1—z) a£)(l — */.)

2(1 I- ’*) а у т; E у s

_________ ^^^^^‘(l 4- y)________
aE (1 z) [o>։ A'։ — a£(l 7.)] U’ ՛

h«. = sin 2a [cos 2a (1 v)6sin2a]

V- = (1 x) ~7—1֊ cos" 2« 4- 2(1 v) Z> cos2 a sin՜«

Wx — sin 2a [(1 — v) b Cos2 « — cos 2«]
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Графики величин ։/0. ис. а>0 и и. , V- , а՛- в зависимости от угла ар­
мирования з при значениях параметров

-^--0.5. >=0.3, * = 0.6
»։ Е1

принедены на фиг. 2 сплошными к штрихованными кривыми, соответ­
ственно. Отметим следующие особенности:

м|г-о = 0 при

ш|։.-и = 0 при

м|»— в 0 при

ш/,— = 0 при

При / = 0 напряжение в арматуре

а = аге I V

з = аге I 7

։ х(1 — 2*)
а «* агсс<х | *4- ------2--------

, , 7 (1՜ го
а = аге 1% у V !--------- $--------

в соответствии с зависимостью (1.2)
равно

с — =
аЕ -г «'։ Ех

достигает наибольшего значения при а = — и равно нулю при а = 0,

— • Величины и, ш и - являются нечетными функциями от а и в ин­

тервале ----- — =^з=^0 будут иметь те же числовые значения, но с
2 

обратными знаками.
Рассмотрим теперь круговую цилиндрическую оболочку при 

N =2 ю։ = ш2 Е5> а. = а, : - а, нагруженную всесторонним гид­
ростатическим давлением Р. После интегрирования уравнений равно­
весия находим

Г„=
РЕ — — 9
2

Га ■-= - РР. г,= = о

Для перемещений имеем следующие выражения:

И(з, 0= ֊—֊ 1^1(0 4-2^,(О) 5

V (5, /) в0

А>гРи.(/)= ֊֊^ Гп(/)4֊2А-։_.(/)|

(3.7)

При / = 0 из (3.7) получим
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, Л. EP(l-v2)s 
u(s, 0) =--------------- —------- щ, v = 0

аЕ

z пч E2P(l-v5)
w(s. 0)  -------------—-------- w0

аЕ 

(3.8)

2(1— ՝/■՝) <о։ Е, sin2 a [3 sin5a — 2] -֊* (1 — 2v) aE
11л '—  -------------- '

2 (1 -r) [(2 - (I •/) sin22a) ш, Et 4- aE]

2 (1 v2) Wj Et cos* a [3 cos2 x 1] -r (2 7) aE---------------------------------------------------------------- -----------------
2 (1 - ^5) [(2 - (1 -I- V) sin= 2a) mt Ег 4- aEJ

Из выражений (3.8) следует, что при выполнении неравенства 
1^3 (1 — 2v) аЕ
1 -> —---------- - ------— существуют углы армирования, при которых

2 (l—v^^Ej
/ л\ л 1 6(2 — v) аЕ

u\s, 0) = О, а при выполнении неравенства 1------ сущестау-
(1 ~ v2) и»х Е։

ют углы армирования, при которых «՛ (0) = 0. На фиг. 3 приведе- 

ны графики величин и(1, и՝п в зависимости от угла армирования а при

значениях параметрон V = 0.3, —*- =0.5; 1.5; 0.05. Напряжение в 
‘4 Е։

арматуре при I = 0, вычисленное с помощью формулы (1.2), в данном 
случае равно

РЕ 1֊2Н(1 + >)5т5а РЕ5 _ —-- ------ ----------- * ■ - - - — . *
2'4 2 4--££. (1 -՝;)5>пг2а 2<01

Ш1Е։

Графики величины а0 в зависимости от угла армирования а при значе- 
аЕ

ниях параметров V = 0.3, 0.5; 1.5; 0.05 приведены на фиг. 4.
Ех

На фиг. 5 приведены графики величин в зависимости от отно-
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й£ *
шения -------- и 'J угла армирования, при котором этот max достига-

»1
ется (v = 0.3).

Пусть теперь усеченная коническая оболочка с углом раствора 
29 при Л՛ — 2 или /V - 1 несет равномерно распределенную нормально 
приложенную поверхностную нагрузку интенсивностью д. Один из тор-

нов $0 = 0 полностью закреплен, а другой торец $ = Ь свободен. Пос­
ле интегрирования уравнений (2.1) (2.2) с учетом краевых условий

и|*-о = гл|։-о = 0, Гп|։_д = Г1г|։_д — О

получим следующие выражения: 

W (։, о = II Л:(/) - Л + 2</----- (Z) (s' _ S)
s —s

(3.9)

где функции определяются выражениями (3.2). Из этих выра­
жений, учитывая (3.2), видно, что 1՛ = 0 только при изменяющемся по 
определенному закону вдоль меридиана угле армирования.
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Если замкнутый сферический пояс при N = 1 одним из торцов 
$о = 0 закреплен полностью, а другое его торцевое сечение s = L не­
сет равномерно распределенное тангенциальное усилие интенсивности 
7'*, то после интегрирования уравнений (2.1) —(2.2) с учетом краевых 
условий

<4-0 = V|,=o = О

= г*, 712|,.£«о 

получим следующие выражения:

U(S, <)=^Р[Л1(0-2/^(0 + /;'։։(0] ч4 + 
z A

4- cos ) In tg / 4- -2I cos2 ֊4՜ (3.10)
\RJ \2R 4/| R ՝ '

v (s, 0 = ~ I/7’» (0 ֊ (/)]I cos f -J) In tg (4 4
I X A. / \ К *1 /

. . s 4tg- cos
L_

R

. L
RT* C°S'^

w(s, 0=^-F։J(f)֊FK(0]--------- v~ +
2 cos2 —

R

+ (л։ (о - 2 (о -г /■- (о] I sm () in tg (4 ^/4) 4
£ I \ A / \ ZA /

4 tg'4- I cos’ A <312)

Подставляя в (3.11) функции F«3(t), определяемые при /V = 1 
по формулам (3.2), получим

, R Г* (1 4 v) ш։ Ех . , Ох
V (s. 0 = ----------5—- 1—-Sin4a----------- ----------- 1— ---------— -

2а£ (1 —-z)[(l — у.) а£ 4 ioj EJ

, * - i + Jr * +
(у. — 1) и>։ Е։

г г с / 1 \ I с / 1М (1-х)а£4'О‘£аЕ (<х1 4 У- — 1) -I- «>t £■ (at — 1)] “ «чЕ,)
и»! Ех [(1 — у) а£4 £j] (а£ 1֊ £j)

б Известия АН Армянской ССР, Механика, № 4
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Формула (3.13) показывает, что при углах армирования а = 0, — • —
4 2

V ($, /) = 0 при всех /.
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Ա. Ն. ԱՆԳՐեհՎ, 5ՈԻ. Վ. ՆԵՄ1՝ՐՈՎՍԿ1*

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ԵՎ ՄԱԾՈՒՑԻԿ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ, ԱՐՄԱՎՈՐՎԱԾ ԵՎ 
ԹՈՒԼԱՑՎԱԾ ԱՆՄՈՄԵՆՏ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ԴԵՖՈՐՄԱՑՄԱՆ ՄԻ ՔԱՆԻ

ԱՌԱՆՁՆԱՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ и փ и ւ մ

ներկա աշիւատանրում հետազոտված են արմավորված անմոմենտ թո։֊ 
ղանթների դևֆորմացման բնույթի մի րանի յուրահատուկ առանձնահատկու­
թյունները, երր կոմպոզիցիոն նյութի էլեմենտներն օձտված են առաձզական 
և մածուցիկ առաձզական հատկություններով։

ON CERTAIN PECULIARITIES IN DEFORMATION OF 
VISCOUS ELASTIC MOMENTLESS REINFORCED AND 

WEAKENED SHELLS

A, N. ANDREEV, Yu. V. NEMIROVSKY

Summary

Certain peculiarities in mode of deformation of reinforced moment- 
less shells, where the components of composite material have elastic 
and viscous-elastic properties, are investigated.
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