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ОБ ОДНОЙ ПЛОСКОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ 
ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ СОСТАВНОГО 

ПРЯМОУГОЛЬНИКА

Плоская задача для прямоугольника была рассмотрена многими 
авторами [1—7|. В работе 11] дано точное решение указанной задачи 
при произвольном симметричном нагружении границ прямоугольника. 
В работе |2] решена та же задача при несимметричных граничных 
условиях, заданных в напряжениях. В работах {6—7] рассматривается 
плоская задача для однородного изотропного прямоугольника с двумя 
осями симметрии, когда граничные условия на сторонах у = ± К за­
даны в смешанном виде, а на сторонах х - ± / либо известны напря­
жения, либо же заданы условия симметрии. Касательные напряжения 
по контуру прямоугольника отсутствуют.

А. А. Баблояном и Н. О. Гулканян [3] была решена плоская 
задача теории упругости для прямоугольника, когда красные условия 
на всех участках границы заданы в смешанном виде. При помощи 
парных тригонометрических уравнений задача приведена к решению 
двух квази-вполпе регулярных систем линейных алгебраических урав­
нений. Плоская смешанная задача для прямоугольника, заделанного в 
стенку обоими концами па некоторую глубину, в случае симметрич­
ных граничных условий относительно вертикальной оси рассмотрена в 
работе |4|. Как и в работе |3], здесь задача решена способом приве­
дения ее к решению парных тригонометрических уравнений.

В настоящей работе рассматривается плоская смешанная задача 
линейной термоупругости для прямоугольника, составленного из двух 
различных материалов, когда прямоугольник находится в стационар­
ном температурном поле, а граничные условия заданы в смешанном 
виде, то есть на части верхнего и нижнего участков границы заданы 
напряжения, а на остальных частях границы нормальное перемещение 
и касательное напряжение.

Задача решается методом Фурье. Задача сначала сводится к 
решению системы парных уравнений, а затем к квази-вполне регуляр­
ным бесконечным системам линейных алгебраических уравнений. При­
водится подробное исследование этих систем. Получены удобные для 
вычислений формулы для контактных напряжений и нормальных пере­
мещений в точках границы вне участков контакта.
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В конце приведен числовой пример. Вычислены значения контакт­
ных напряжений и нормального перемещения в центре прямоугольника 
в зависимости от влияния температуры и способа заделки.

1. Рассмотрим плоскую задачу для прямоугольника, составлен­
ного из двух прямоугольных слоев различных материалов с толщинами 
Л։ и Л, (фиг. 1). Прямоугольник находится под влиянием стационар­

ного температурного поля. На 
участке границы у=Ьу, |х| 
действует равномерно распре­
деленная нормальная нагрузка 
с интенснвЕостыо Р, участок 
у = /г.:, I л 1 < /2 свободен от
внешних усилий, а на осталь­
ных частях границы известны 
нормальные перемещения. Ка- 
еательные напряжения на кон­

туре прямоугольника отсутствуют. Как известно {6], в плоской задаче
теории упругости напряжения и перемещения пр:1, наличии стационар­
ного температурного поля (7:7’ 0) могут быть выражены через одну

1 . ^1’1 , CTf г՝ , Г
£ 1,1 Ох՜ Оу ) ,!

где Е -модуль упругости, v -- коэффициент Пуассона, а- коэффи­
циент линейного расширения материала, Т (л՜, у ) — температура точек 
прямоугольника (для простоты, в пашей задаче принято Т 7q —const).

Граничные условия для бигармонической функции Ф (.г, у) имеют 
вид

'ху (х, Л։) = Тлу (х, — Л2) = ‘ху (± », у) = о

=у(х, /»,) = - p<|xl</։), z,f{Xt -Л2)=0 (|x|</2) (1.2)

v(x, ±Лх ) = 0 (Z/<|x|<«), u(", y) aQ+bny (? = 1, 2)

В силу симметрии .функцию Ф(х, у) будем искать только в области 
х 0, удовлетворяя при этом условиям симметрии

«(0, «7) = Ц0, 1,) = 0 (1.3)

Функцию Ф(х,//) в каждой подобласти ищем в виде ряда Фурье

Ф(х, (/) = Г1>։(х’г/) (х>°’ ^>0)
(Ф2 (х, </) (х>0, 7/<0)

бигармоническую функцию Ф (х, у/) соотношениями

с)2 * * * *ф </:ф
~.г — ~ ~ ' ~ху ~~ --------

ду“ дх~ дхду

1 ( д'-’Ф , <?ф I Г . , Г п
~=Г \ —Г d* — ’-ГМ՜’ 7 В ՝х' -у- (,х ‘ С<& + ֊
Е U ty f' X I J

(1.1)
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Ф,(х, у) = Р"՝!Г ^Р‘,‘՝У -I- 2 1X1° 511ку+
Л-1

-|- ВЦ. ’ с К /су ку (С* зЬ ку | IX ՛ сЬ Ъ/)] сох кх (/—1,2) (1.4)

При этом в формулах (1.1) напряжения» перемещения, з также упру­
гие постоянные нужно брать с индексом 1 или 2 соответственно.

Кроме граничных условий и условий симметрии функция Ф (х, у) 
(Ф։ и Ф2) должна удовлетворять условиям непрерывности перемеще­
ний и соответствуь щи.ч напряжений, го есть

«։ = "?» vi^v2, о,0> = зр, (У = 0, 0<х<՜) (1.5)

Удовлетворяя граничным условиям (1.2), (1.3) и (1.5), для неизвестных 
коэффициентов Вк', С[!\ /Л'՜, а также для коэффициентов мно­
гочлена вне ряда получаем следующие выражения:

с0 - а = о. р\" = р!2>. г.ехр?} = ^е,р?}
/>''> = А£(1 (/=1,2)

6՜ 2 \ - /

Л'Ч= + ■'1)^%. (1 -I-
2^4 эЬ /412 Е.,к^к зЬ /42’

Л<»= (1 + м»!51^ (1 + у,)^1^
2Агсц I£՛ Е^к ։Ь >4”

«П д(2> (1 + У,)Ч'’Л (1 + 7,.)Ч”Л
‘ 1 “ Е.к^^ ЕМк^

г.у (И-у.^’Л , (Ц-у։)Л1։Г*
и —дакз1,4~’+ £Д։ьё" ’

с,:, = + е'?Ук _ (1-|-у,)А-%
2А֊ч- $Ь !./* Е^‘к бЬ

й'> = _ д + л)/*1^ _ (1 ^у^е!,'1^
24815Ь)4'։ Е^к^Л1'

= _ (И-у„)Л?)У^ _ (1 + У,) «'^Хк
2Лч зЬ 14* Е^к^к зЬ ?4։>

где введены следующие обозначения:

?(П_4с1Ь^ Д, / 8 
к Е,Е.: ' дДа£2 _дА)с1ь>4։1 + >4'’|֊4г +

7 I Е^Е.,

4 \ сМ"
ЕгЕ2) 1Ь>4” зь2>42) вЬ’х^Чы.!1’
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4cthX? Հ./_ .
—---- ---- - ձ.,ձ,

£։Æ... дД ■ ‘
7֊)cth^ + ^ 
£\4>/

4 
'Os

. л л _ _±_\ i шрж 
\ 2 4 £։£2/ thx? г sh=X? sh'XBhX?

ß? =-
E,

cth X? ֊) ֊ Cth X? 
£3

Հ2,(ձ։ + |-օէհՀ'ԴէհՀյ))֊

- 4 °։l> '44 4 cth zl’։
£„ E,

+>4"(հ.+ 4cth>4a>cth>4')'
\ £> ’>

44° ,

MW 
sir À* * th

sh=>.5?։ +

sh’/.V’th/i"

2

r(i) = ?_£±ձճ _i_ Ճ cth’/? 4-
'k £,էհՀ2) ՛ £2 Л '

. , 2 cth մД , 2л? cth X? .
. 2 £2thX?/ ' £jSh2X? ' sh’X?

*-շ 111 Aft ճյ
(1.7)

էհ//
tM?\ 2>.ÿ>cth i.g>
thxl'7 ’ £,sh:>.V> sh’/.V’

2 cth X?

E,

2ձ,։էհ>4։» 4cthW ձ,ձ54” 
Դ £, էհ Հ2’ 4 ՜ £,£. + th )42’

, 2 M'cth >4' д;>4|)>42> 
Æ.shW ՚ sh=4։’

(.,, _ 2ձ3էէհ>43) _ 4cth»>411 _ A,at>4ä> 
Գ ՜ £յէհ4։) 1 E.E. th >i։։

2 ձ.1411 cth 44W 
£':sh։>4° ■ shä>4։

rV’ = cth >4։) — cth >■?’ + A. cth Л" A,x"’ (cth >4" cth մ՛’ ֊ 1 ) 

փ ՜
г? == cth X? [—cth /.? -r Aj Cth X?- A։À? (cth X? cth X? -1) 

I E,
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Л” = - АИ?г+7-4֊ >«’ - “Ь ֊ 
I П Е. ։ Ся л

МЛ» д,д?43> _ аМ'Ч31
1Ь>1։>։Ь>43’ ։Ь:>4:| ։Ь’>4” ։Ь >1,։

/г=“п&՜+ТЁ(с1,։ " С‘Ь 4"»+ 
’ п 1-41 е> ։

А,А??’ А,Д^’
։1> )4”И1/4” ։Ь’>4" ։Ь։/4"1Ь>4''

81'>֊ ֊^с11> /4” I- Л։с1|14" + Л1(.кг'(с1ьх4'’с111>4”- 1)
Е։
֊ С ։ Ь >4" + А, с։ь >4” - а/.1’ (։»Ь 4” с։Ь >4" ֊ 1)

*-м*֊^х***+-^)*

+ 4 
Е։£.

(сН» >1' — сН։ X*’)*

А, = 1±}- 1±д Д, = 1±2֊ +1^, А = 1=^21 +1±2?
£, £: ' £. £, £г

\=^-* + ЦЛ։. А։ ;4'>=^, >4^ = ^
£։ г,

Отметим, что через и Ук обозначены выражения

- 2к сЬ Х1։) х- С1” 5Ь / V ) = (1 - >։) Хк 

- 2к фр сИ Ур СР зЬ /?’) = ։ I -г у,

Они определяются из формул

Л = ^-[4։)4/1”֊бУ’£/П и>4

(1.8)

(1.9)ту
где

о‘։- 22*
4 с!|1

4с11>’)4'’
+ £МЬ>42։

__2£ /д> 4 ։ь=
зЬ։ Хр \ Е\

А,\£,£։

4с1Ь»>Р 4 (£,£,)՜'411
£,£։։Ь>4'’ ' 5Ь։х4"։Ь=>4”
,(.Л . А,мГ
Г вЬ«>4"։Ь>4” ^»Ь’ХУ^Ь’Х^

8
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ар
(! + ■,,) (£•&)-'Г 2

shxV’shX1^ £,
cth 4” + A cth xf> + )4"Лг + iHig ) + 

E.. \ E2 th 4 1 /

+ >? (ь, + - дХ'Ч” (Cth >4" - Cth xj”)!
X Ej th a). 7 j

(1.10)

(14-у;)(£Л)'' 
sh 4’' sh 4*’

-j-cthkj?+-| cthxV’ + xl1’^ 2cthXf>\ . 
£ithxV>rtf> =

+ >■*’ (+ 1֊£) - W (cth ;4" - cth x>?) 

\ E։thA£7

Й” = 1~*~ 1 4 cth /.*"* Д„
25* I E.E, ' I?

) cth X*։> 4՜
X EtEj

4cth= 42) 4cthg>.<? 4(E,Eg) ‘/P
Ei t h 4° E, E.,th /£> ' sha).l։)sh8/4?>

sh^th^ shU^sh’/i2»

v>* = 4’>6(? - 61%L2)
a lA" и UP являются решениями следующих парных уравнений:

24iZi'>coSi<?=Q(I'։ (0<¥«Zf)

(/=1,2) (1.11)
у (.'*1 cos Z.-C Q?’+ v 7»>cosZ:o (/, < c c)
*-l k-1

Здесь приняты следующие обозначения:

Qjo = 2pjl) Д_ л 2QV) 2Л։р(О _ >։ + 2А։рШ +

4- ГОЯ։Е։А։ -i-EjC.

Q(2) = 2Рр, 2QP = 2/г>Р!2) + va (3AiPj2> - 2Л; РР 4֊ РР) + 

+ r022EJh-Е.:С,

'(Р = ирир ч- МриР, '(12»= иРиР 4- Мрир (1.12)

М1,= 1 ֊ ՛> Np-= 1 а<!։"
2ф* * 2о>*

йЛй» = (1±?/Ж ;ир = 11±_^1 
2«?* 2и>*

причем последние величины имеют порядок

NP = О(е-М), М^Р -- О(ке Л = min [Л1։ Л2} (Z = 1, 2) (1.13)
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Таким образом, для окончательного определения неизвестных коэф­
фициентов (1.6), нужно определить У1" И У?> из системы парных ря­
дов-уравнений (1.11). Далее могут быть найдены компоненты напря­
жений и перемещений в любой точке прямоугольника.

2. Применив известные методы решения парных рядов-уравнений 
по косинусам [5], уравнения (1.11) сводим к следующей системе двух 
бесконечных систем линейных алгебраических уравнений:

УР= 2«W+ S ii-'M’+rfi1’

2 ֊fWzJcosZ,) ■ 4Q',''lncos — ֊-= 2Q^ (/=1,2) (2.4)
л-1 2

В силу соотношений (1.6) и (1.12) решение системы (2.1) UiP и £7д2' 
выражено через Р\1', P\։)t aft, Ьо. Подставляя эти значения и Uk'՛ 
п (2.4) и разрешая полученную систему относительно Р\1>, Р?\ опре­
делим их значения через аа и 60. После этого найденные значения 
Р\՛՛ ьи Р\՝' подставим в U1’, ур и выразим последние через а0 и 60. 
Постоянные же aft, 60, характеризующие линейный закон перемеще-

I ‘J՛ (n = l,2,...) (2.1)

У<։> = 2 аЖ} ■ 2 &
A֊-.) Jc-l

где введены обозначения

аЙ=2’1*М,)ЛН/,), б!2=2 d',,1' = Qi,)n-‘ z„(cosZ,)

r.
Afc (x) = yk (cos 6) yn (cos 6) tg Y dfi =

X

ifik (cos x) ya (cos x) nzn (cos x) yk (cos x) {ni֊k) (2.2) 
n~ — IP

. . . 2 4- 4 cos x -• Pi (cos x) — Pi i (cosx)—2/\-֊i (cosx)P*(cosx) ./K(X)֊ 4-

2 A- 1
T 7 У Pm (cos x) [Pm (cosx) cosx — Pm I (cosx))

Здесь P*(x) полиномы Лежандра, а yk(x) и z,. (х) имеют вид

«/*(-*) Рк-\ (х) 4- Л(х), zJt(x) = A_i(x) - Pt(x) (]х|<1)(2.3)

Из второго я четвертого уравнений системы (1.11), подставляя в них 
(2.1), для коэффициентов полинома в выражении (1.4) получим сле­
дующую систему двух алгебраических уравнений: 



ния бокового штампа, будем определять из условия равенства нулю 
главного вектора А’ и главного момента Л/ сил, действующих на бо­
ковом штампе, то есть

Л, Л,
j ^xdy = 0, | lF*dy - 0 (2.5)

-Л- -Л,
Интересен также тот случай, когда «0 — = 0, то есть боковой штамп
неподвижен. Докажем, что полученная выше бесконечная система (2.1) 

со
квази-вполне регулярна. Для этого нужно оценить ряды 2 | а$| и 

k-\
со
2 |6À<-|. На основании (1.13), с использованием свойств функций г/Дя) 

.у - J
z._ (*) (5], а также интегрального неравенства Буияковского, нетрудно 
получить

ОО . т-, ОО г
+ 0'=։-2) (2.6)

Л-1 п е Ь~1 п е

Каждая из полученных оценок стремится к нулю при п—> -<■՝. Поэ­
тому. начиная с некоторого значения п0, сумма модулей коэффици­
ентов при неизвестных станет меньше единицы. Следовательно, беско­
нечная система (2.1), свободные члены которой стремятся к нулю как 
</'4 = о(п~ ”), квази-вполне регулярна. В оценке (2.6) .4,-, Д-, С,-, 
Di—постоянные, значения которых зависят от геометрии и физиче­
ских свойств материалов.

3. Подставляя в выражение (1.1) значения функции Ф(х, у) из 
(1.4), учитывая при этом (1.6), для определения перемещений и на­
пряжений получим следующие формулы:

4՛՛ '2PÏ"֊V#х* Ч”+ -֊«thky֊ 

ку (cV 4-Л-“ cth ку)

+ ° Г* [й" - =И> к» 4֊ *S(411 - Й'1 «*h ) J) cos кх
/So Sn Kn^

,<1) _ v к | (1 -U vQ yh ку 
ЙьЬАЛ, ’

4‘>- f!" 

^ky

** ՛ + ֊ - eV> - ку ( fi" 4- <’> cth ку) -|.

+ -"-g sVz^1 Â7/ ‘Ль *' r<*՝} ~ <։>cthM [sin/rx
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«1иг/) = С1--^Р$‘1 I | ■2(1£--;) Л'1-^-а0 -1 (Ц-'Л'ЧТ'ф-

|(1 -I-у,) 511 Агу
1 2 зЬ к/г1

хк
111 ку

: 7 4||+’41|-МА՛" (3.1)

(1 -4- Уг) П) ку 
Е., нЬ 1с Л..

й<։> «У к '0§к
11) /< у 4* 2) - -

2 ^>ук (сое 2«','’ ֊
А— I

(/ = 1,2) (3.3)

< IV֊1 СО8"о“ 00 Г ^(соз9)1я^-</0

'2__ У__  R..,. — ____ V А.,(0 I _________ ____ ____
2 ’ ) 2 1 * ] ]/ соэ © — СО5 б

— ку Г-.։>С111 ку) сон кх

где
у0 = (1 у։):(14֊У1)

Эти формулы верны для той части прямоугольника, которая соответ­
ствует первому материалу. Аналогичные формулы получим и для 
нижнего материала, если в (3.1) во всех величинах (кроме С։) ин­
дексы „1“ и „2“ заменить местами, а также

А)^֊Л2, аН)72-^\
хк -֊ п (3.2)

Поскольку некоторые ряды, входящие в выражения перемещений и 
напряжения, на границе прямоугольника сходятся медленно (условно), 
улучшим сходимость этих рядов на границах области с выделением 
особенностей. Для этого в выражения (3.1) для V/ подставим 
значения Х&, Ук из бесконечных систем (2.1). После ряда выкладок 
для контактных напряжений под штампами и перемещений гц вне 
штампа получим следующие пригодные для расчета формулы:

. ф
։1П 2

/2՜

оо
У. ,м>

1<~1 ։
Ук (ео$ 9) </0 

1/ сое б — соз ®

2
I СОЗ 1( — СОБ ©

1-(- 1)
Р (11

2
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А б е

֊ 2<?!° т-—֊-- т| | соз о — соз б
(0<?<Л)

Аналогично могут быть получены формулы для у) и (Л(~, ,у). 
Как видно из этих формул, и соответствующих точках н конце штам­
пов л == /,• имеет место концентрация напряжений.

4. В качестве численного примера рассмотрим дне прямоуголь­

ные пластинки одинаковой толщины А, - -- — -■> составленные из
6

меди и стали, находящиеся в контакте одной кромкой и сжимаемые 
жесткими штампами, симметрично расположенными у краев относи­
тельно главных осей прямоугольника. Физико-механические характе­
ристики выбранных материалов имеют следующие значения:

ах = 1710՜6—!— £х =1.1210° —. ». = 0.34 
грид см

. (4.1)
«.. = 12-10՜6 —> £.:£, = 1.91, ».. = 0.28

град

а размеры прямоугольника выберем /։ = /2 = / = — г, / = 4Л = —

7 'аблцца

Л !/ R 0, Л/=0 «о А 0

5.-./6 -!б -1.3301 Тв-0.9103 Р -4.1778 То—0.9524 р
5г./Ь -т./6 -1.4521 То-1.9968 р -4.5609 То-2.0427р
2*/3 г./12 -0.7918 То-1.0463 р -2.4835 То-1.0714 р
5^/6 ֊/12 -0.7472 То-0.9851 р -2.3502 То-1.0090 р

-/12 -0.1923 То—0.7652 р 0.6109 То—0.7713 р
2г/3 0 -0.7572 То-1.1893 р -2.4200 То-1.2139 р
5х/6 0 -0.3786 То-0.7417 р -1.1926 То-0.7538 р

п 0 -0.2249 То-0.5329 р -0.7132 То -0.5401 Р
2г./3 -?/12 -0.8277 То-1.4754 р -2.5961 То-1.5017 р
5г./6 --/12 -0.7864 Го-1.2744 Л -2.4271 То-1.2994 р

• • —“/12 -0.1133 То—0.0530 Р -0.3642 То-0.0567 Р

Для определения основных величин нужно решить бесконечную си­
стему (2.1). Поскольку коэффициенты при неизвестных 1Л' и У™ 
убывают достаточно быстро (по строкам—порядка О(п~3;2), а по столб­
цам О(е~?|'1)), оставаясь меньше единицы, то взяв по четыре члена 
из каждого ряда, получим неоднородную систему линейных алгебраи­
ческих уравнении с восемью неизвестными. Решая систему, получим
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значения Ui'> И 47f», выраженные через постоянную Р\Подставляя 
эти значения в (2.4) и (2.5), а также в уравнения, получившиеся из 
условий равенства нулю в какой-либо точке под штампом (взято 
х = 5л/6) перемещения у։, относительно Р\\ Р{\\ а.3, и полу­
чим пять уравнений, откуда и найдем значения этих коэффициентов, 
а, следовательно, и Սէ՝, и Z7.՜1 в зависимости от температуры Т и 
нормальной нагрузки р. Значения напряжений (7 = 1, 2) в несколь­
ких точках прямоугольника при R = М — 0 и а3 — 60 — О приведены 
н таблице.

Для перемещения точки 0(0, 0) получим

֊ = 5.3763 7; + 0.2041 р при R = 0, /И = 0

- £xvj = 9.2784 Го 4- 0.1216 р при а0 = 6а 0

Автор выражает благодарность А. А. Баблояну зз руководство ра­
ботой в за ценные советы.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса Поступило б IV 1971

Մ. Գ. 1ր1։Լ₽ՈՆՅԱՆ

ՐԱ4.ԱԴՐՅԱ1. ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ՋԻՐՄԱՌԱՋԴԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՀԱՐԹ 
ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՄԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում Լ գծային ջերմ առաձգակէռնութ յան հարթ խառը խնդիրը 
բաղադրյալ ուղղանկյան համար, որը գտնվում /; ստացիոնար ջերմային ոաշ- 
տոււք և բոլոր ճակատներով սեղմվում é կոշտ դրոշմներով, որոնք ուղղանկյան 
ուղղաձիգ առանցքի նկատմամբ դասավորված են համաշափ։

Ընդունված Ւ. արտաքին շոշափող լարումների բացակայու թյուն: Խնդիրր 
լուծվում ( ֆուրմ, ի մեթոդով։ Լուծումը նախ բերվում Լ եոանկրունաչոււիական 
գուլդ հավասարումների սիստեմի լուծմանը, իսկ ապա' Հանրահաշվական հա- 
վասարումների անվերջ սիստեմների, որոնք րւ/ ա դ ի - լի ո վ ին ւէեդուլյա ր ենւ 
ներված կ այդ սիստեմների մանրամասն հետաղոաումը։ Ատեւցված են կոն- 
տակւոային լարումների և նււրմալ տեղափոխումների համար բանաձևեր։

Բհրված է թվային օրինակ։
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A CONTACT PROBLEM OF THERMOELASTICITY FOR 
A COMPOSITE RECTANGLE

M. G. MELKONIAN

S u m m a r y

A plane problem of thermoelasticity for a composite rectangular 
region with mixed boundary conditions is considered. The rectangle is 
assumed to be in a stationary heat field and compressed by rigid 
stamps placed in the rectangle’s corners symmetrically with respect te 
its vertical axis. Shear stresses are supposed to vanish throughout the 
rectangular region boundary. The problem is solved by the Fourier 
method. The solution is reduced to a system of dual trigonometric 
equations which are solved by infinite sets of quasi-regular linear 
equations. A numerical example is presented.
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1Ո>{սարփկա XXV- № I. 1972 Механик*

А. А. ХАЧАТРЯН

ЧИСТЫЙ ИЗГИБ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ, 
ИЗГОТОВЛЕННОЙ ИЗ РАЗНОМОДУЛЬНОГО МАТЕРИАЛА

1. Рассмотрим прямоугольную пластинку, находящуюся под дей­
ствием изгибающих моментов интенсивности = Л/։ и = М.,, 
равномерно распределенных ио ее краям (фиг. 1). Пусть пластинка 
изготовлена из разномодульного материала [1, 2] с упругими посто­
янными

1 1
°11 £+> °п Е՜'

у+ V՜

“1, = ՜£7՜ = ՜£ր

Под действием указанных на фиг. 1 изгибающих моментов верх­
ние слои пластинки растягиваются, а нижние — сжимаются. Следова-
тельно, нормальные напряжения 'л и ՜„ по толщине пластинки меняют

свои знаки, обращаясь в нуль где-то на уровне г = — у։ и 
2

Л
2 ’*

соответственно.
Для определенности предположим а32 

видно, что и т12 будут положительными 
считать, что 7л=^='^. Для изложе­
ния удобно будет принять неравен­
ство •'.2В дальнейшем мы вы­
ясним, при каких соотношениях 
между моментами и это не­
равенство будет справедливым.

Таким образом, пластинка по 
толщине делится на следующие три 
области с различными знаками на­
пряжений з> и У/

а,л {Е > Е ). Тогда оче- 
и при М1 — ԽԼ естественно

։) - 4<г<у7՛1 <°> ’» °)՛ 2> у т<> <
(=,>0, ։,<0),

(’->0. з,>0).

Законы упругости для этих областей будут [1, 2]

ел- = а2.уз, -|- о։е5у 
Դ = а^-зх 4֊ а221.,

при
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ег = апэ, - а։;з, 

4 = 4:- ; 4։4

К_
2

А
—՝Ч-2 4 (1.1)

ел = аиз, 4* О1-Ч 

су — а1:3» 4- апз,

Л 
при —

'2

Принимая гипотезу Кирхгоффа-Лява, для компонент 
будем иметь

деформации

(1.2)

где с.. *1 — деформации и изменения 
(/»0) пластинки.

Подставляя (1.2) в (1.1) и решая

кривизн срединной

относительно з, и

поверхности

зу, получим

4 = 4 4- «4

0, = Зе!1 4 А . ֊ 4 А
а Л

9

А
24 А <*1:1 ■ _ 4А Я.։А

при

ана_.._. — <։>*

_ «и-.՛ “и-
4--------------------- 5

апа.>. - аг

•3 аи£1

- °;՜

и.:*1 ~ и\:'-
5 а։։а-. — а,?

о»4 - “
41°“ — 42

при
А
2 Тд (1.3)

ан — о։.՛

4 =

о

Л
2

ап — 4 к

2 2. _ а։»4 —4А
V 5 7~ап — а։:

Эти напряжения должны быть непрерывными по высоте пластинки
то есть они должны удовлетворять следующим условиям:

~ Д1А
2 5

ац — аи

с = з.
А

= 0, и-.՜"! (1.4)= О
|,..+о

Удовлетворяя условиям (1.4), находим

— | ЧЧ 4֊ опх. - а18ж. 

и։:ах - аг.

Ь 
9

(1.5)
А

2
5? ։=

«։»а2: «։?

Отмстим, что при этом непрерывность напряжений ^при

/ ? Л \ г
и зл (при г - т4: ) обеспечивается автоматически.

А
2 ’,։
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С учетом (1.5) выражения для напряжении (1.3) приведем к виду

Эти напряжения в пластинке вызывают следующие усилия и моменты:

Г» = \ зл</г — О,

М, - /И.,

— О

(1.7)

где интегрирование производится по всей толщине пластинки.
Подставляя значения напряжений из (1.6) в (1.7), получим сле­

дующую систему четырех уравнений относительно неизвестных <4, 
т(1 и ж;

(а..֊/., а
СИ-Ч։)2 к 2֊ Ъ '<•
*~7 -2՜ Чи
аз2 — а »2 апа2» — а у;

/ -И1 ֊ п
(Он'Ч О и7՜՛.’) •> •• 6

ан — а։з

(аиХ2
(1 ֊ '^֊

2 
ап а12

Ой
2 -I- Гц ~т~ 
аца22 а?2 .

(аиг... - о,Л) -Цн-М- = 0 (1.8)

022 — 012

2 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 1
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(1 4-т1:)2(2 —тн) 3(т12- 7а) 4-7.; — 7,3
----------5--------5--------- г------------------------ 2--------4-

<02 — «!2 «п« 22 — 012

(ап/։ - и12х2)
(1-^42 4-^) _ 48 м 

ап — ап А3

(ап7-2— а^х,)
(1 — <>)г(2 1. 7^) 3 (т,. — 7„) -{- /3 -

ай—ап апа22—012

. , ,(1 Ч-Л1)2(2-7и) 48..
4՜ (а^ — а։2х։) ------- ~------ ------ =----- М.~

а& — ай /г՝

Решение этой системы в общем виде связано с математическими 
трудностями. Однако, приведенный ниже некоторый качественный 
анализ вносит полную ясность в решение поставленной задачи.

С помощью первых двух уравнений последние дна уравнения 
системы (1.8) можно представить и виде

^22^3 ^12^2
48 ЛД

Л3 А

48 М, 
ап/. а։.у/.։ — .

/Р Дл

где

Л. = 4Л
022

-1- (^, - 
а։2

(1 4- та)‘ 
2 2«22 — 012

(1 ֊

«11 «22

ч.)8
•2— а 12

А 4(1

— »12

(1 4՜ г<й)“ (I г/2):
ан «н«22~ «ы ан-֊ ап

Из (1.9) найдем

48 / М, МЛ
71 — '֊ \ / □ ( а‘։ ' л ' а։-‘ л I

(а„а2._. — ап) Л 3\ А. А,./

48 / М} , МЛ
'/2 ( ■ \ 13 ( а'2 ~Л л )

(апаи — ап) Л3 \ А1 А.,/

Подставляя теперь значения и х, из (1.11) в первые два уравнения 
системы (1.8), получим следующую систему двух уравнений относи­
тельно 7И и т(2:

I О-Ьт/гГ  (1֊ ^ I м, а^֊ «н) (1 Ч2)* М._ _ 
| 022 — 012 апа2о֊ ай! А1 (ай ай)(апап.>- ай) А..

(1.12)
ап(аз,-^ои)(1 4֊ С1)2 Мх_ + I (1 ֊г _ (1 ~ = у

(в22 ап) (апОа — ап) Аг |аПа22—а?2 а'й — а\- А2

Система (1.12) является однородной относительно М1;А1 и М..1А... 
Поэтому вместо одного из этих двух уравнений можно взять урав-
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пение, подучающееся при приравнивании нулю определителя системы 
(1.12). Тогда с учетом последнего преобразуется и другое уравне­
ние и окончательно получим следующую систему для определения 
Ъ и

причем из принятого выше предположения (а22^> аи) следует, что 
а 1, 6 <С 1 и с<^1.

Прежде всего нас интересует существование и единственность 
решения системы (1.13) в интервале 0<^ >։1 < 1. Для этого на
плоскости т1Ь рассмотрим график։։ функций, выражаемых уравне­
ниями (1.13). Первая представляет собой монотонно убывающую функ- 
щпо в интервале /0 <; 1. Учитывая принятое выше предположе­
ние можно ограничиться исследованием функций к интервале
(*о> где

1-6
1 + ь

(1.15)

Вторая представляет собой монотонно возрастающую функцию в ин­
тервале (л0, 1), причем для нее неравенство выполняется при

(1.16)

Отсюда можно заключить, что графики рассматриваемых функций мо­
гут пересекаться в интервале (>0, а„), если для а, выполняется нера­
венство /а <_ /1 А2, причем это пересечение будет единственным. 
А из этого неравенства следует, что 0.<^р<1, то есть
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Таким образом, если для материала пластинки а^^-Он, то при 
Мг М.: 0 (р<О) система (1.13) дает единственное решение, удов­
летворяющее неравенству 7П 0. Это решение заключено в пря­
моугольнике (фиг. 2), определяемом неравенствами

I а2 4֊-^ -1

- -- , - ----(1.17)

Очевидно, что при М. > М\ 0 и ау: «п будем иметь •/;.
Если же о՛;՝ <С «и« то при положительных моментах Л/, и М.. в при* 

пятой системе координат ?•, и будут . 
отрицательными.

Отметим, что для каждого конкрет­
ного материала и при заданных значе­
ниях моментов из системы (1.13) с лю­
бой точностью можно вычислить >,։ и \... 
Далее с помощью приведенных выше 
формул можно вычислить все интересую­
щие нас величины.

Ниже приведем некоторые частные 
случаи рассмотренной задачи, которые 
решаются до конца.

а) М, = М. = Л/
В этом случае очевидно, что >)։ т}2 — е-

Поэтому
£, 7.։ = = X.

ел — еу = з 4՜ = '• (1.18)

7. 
=х = -

«22 4֊ а12

X 5Д. _ ---------- -------
«114- аи

при

при

_Л 
‘ 2

/1

2

2 11

£
2

г----- -
л
2 "

Л

(1.19)

Вычисляя теперь усилия и моменты, найдем

Л = Г,
•/7? 1(1 Ч-тз)2

«г24- «г.-

(1 *,)*

«хх «и
(1.20)

48
(1 -тЛ8(2 М)

^22 4՜ «12
(1.21)

= 0

= м
«XX

С учетом (1.20) уравнение (1.21) можно представить в виде 

---------------------- --  м
12 (аи 4֊ а12)

(1.22)
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Из (1.20) МОЖНО ВЫЧИСЛИТЬ т

г։- _Е°«4-с<32—1 (! 23)
I а22.ч- О12+ | аи4-аг.

Учитывая (1.14), нетрудно показать, что в этом случае значе­
ние »} (1.23) совпадает с /... (1.15).

Из (1.22), учитывая (1.23), для >■ найдем 

зм ________ _________
у՝ = — (1 «за4՜ в:2-г I <*114՜ а։г)՜ (1.24)

Подставляя теперь найденные значения /, и ՛/• в (1.18), для ֊ получим

г = ֊~֊(ае2֊ап) (1.25)
у Л**

б) Цилиндрический изгиб бесконечной полосы.
Пусть пластинка, бесконечно длинная но направлению оси у, из­

гибается моментами Л/, Л/. В этом случае очевидно, что деформа­
ции по направлению у отсутствуют (еу 0). Поэтому

/ h \ het = 5, 4֊ г/., = г.Ц- -֊ vJ, (1.26)

с,л h h
при "Т <г<Т”'

anvi / Л \3< = -о—— ( 2-------- Л1 )'Оп-°:Л 2 )
аг. Л h

3V =------- при — К*< ,7
а11 - 2

(1.27)

з, =

Вычисляя усилия и моменты, па идем

-'֊՛./՛- ». <1 ֊; т0* o>i (J рГ I = 0
8 <&- «П «՝;• I

М!= tjtf g2,.(l -i- yJ'(2 - yj) , fl» (1 — т^)г(2 r T;>
48 °n — a?2

С учетом (1.28) уравнение (1.29) приведем к виду

х, (1 -I- g)s м
12 (си — с»)

Из (1.28) для получим

V Q» (g-h — Д?г) - - Г Q22 (о?1 — Д»)

И а։1 (а;2 — а'У 4֊ 1 aâ2 (а֊։ — cj,)

Из (1.30), учитывая (1.31), имеем

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)
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Подставляя найденные значения ■, и уч в (1.26), для г։ получим

зл/
е: ~ —՛'—(«и «и) + «У (1 -33)

2аиа..Лг

Вычислив теперь усилия и момент в сечениях, перпендикуляр­
ных к оси у, получим

Г,” м^_ ^ЛС|2(а]14.а։г)+гХазг а>1)] (1.34)
2апа.,.:Н 4апай2

Как видно из формул (1.34), в отличие от обычного материала 
(пп = а.,.,), в этом случае при цилиндрическом изгибе в продольном 
направлении появляется тангенциальное усилие.

в) Чистый изгиб узкой полосы (балки).
Пусть пластинка по направлению I/ имеет малую ширину и из­

гибается моментами М, == М. В этом случае фактически мы имеем 
дело с изгибом балки и поэтому естественно считать, что в сечениях, 
перпендикулярных к оси у, напряжения отсутствуют (зу — 0).

Тогда будем иметь

Вычисляя усилия и моменты, найдем

т, = <1~у>)2
8 I а22 ап

(1.35)

(1.36)

(1.37)

Л€ = |ап (1 4֊ ■><)։(2 г,) + вя(1-ч)«(2-г()] = Л/ (1.38)
4оапа22

С учетом (1.37) уравнение (1.38) приведем к виду

Из (1.37) для т, получим

----- 1<£ц (140)
V ам 4- | а։։

Из (1.39), с учетом (1.40), имеем

с-«)
Л
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Отметим, что формула (1.41) впервые была получена С. П. Тимо­
шенко [3].

2. Рассмотрим изгиб прямоугольной пластинки под действием 
изгибающих моментов с различными знаками: Мх — М1, М.у = М2 
(фиг. 3).

Следует отметить, что при таком нагружении имеем новую за­
дачу, существенно отличную от предыдущего случая. Однако, ход
решения задачи не отличается от 
предыдущего, в связи с чем неко­
торые подробности не приводятся.

Здесь также предполагая 
нетрудно заметить, что 

пластинка по толщине делится на 
следующие три области с различ­
ными знаками напряжений -г и зь.: 
и—|<*< ֊’«(=.<0. ъ>0).

Фиг. 3.

2> -4ъо<4’!* (5'<о> ’’<°>՛ з> 4’'-<г<4(=’>()'=’<0)-£> £ £ £

Принимая гипотезу Кирхгоффа-Лява (1.2), законы упругости для этих 
областей можно привести к виду

апа.: -а֊։

г 4-ОолХа ^12՛՜՜!
апа.^ — а|2

л
2՝

кри

При этом для компонент деформации срединной поверхности пла 
стинки будем иметь
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։։ = ~ I ^*1 —«1^61 I- -----֊;֊
I «22 - «и 2

г 
. . а.,п7.. - а,пу-.. I Л

®2 == а12(7։1 г,՛..) -֊֊^-------р- —

(2.2)

Вычисляя теперь усилии и моменты и учитывая, что Тх= 7'у=0, 
Мл — М}, М,։ = М.., получим следующую систему четырех уравне­
ний остносительно неизвестных ;х։, х2, 7։ и у<2:

2
а

(«;-Л ’ «12*2)
и -ъУ

«1 ։ «22 «!’■

Г12

а?з .

(«11Х1 «12У2) 2՜ — О

«1։ «22 «42

(1-<аУ
(«52*2 а„х։)

апа22 а'{..

-(а1։7.2 а12х։)
«п«_2 «12

(2.3)

(а. а^Хо)
(1-^)2(2 •'»,) 

«11«22 С1р|

зих л2)
«22 «?2

(«пут «127з) <1 Л.)2 (2 I- Л;) 48
----- М,/Р 1

(«8**2 " * «12*1)

«и «22 «52 «22 - «?2

֊: (апх2 - а:2х։)
(1 7аГ(2-7н)

«И«22 «|2

48 Л/ 
---------м /г

«Л«.։: «г՝

С учетом первых двух уравнений последние два уравнения си­
стемы (2.3) можно представить в виде

аа. ./■,

«■„2Х2 «12*1 *՜

4§_ ЛА
Л3 В,

48 /И;
Л3 В.

(2.4)

где

Д 4(1-31)
и ։,

а____и);
а'*, - ар

апа,. - а и2, —

(1 >.,);
«п «’.'2 ор.

_а_____

«П«22՜ ~ «12

(2.5)
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Из (2.4) получим

•18 / Му М., \
Х’՜ («£“ А3 Г* Вг а“ В,)

48 / М.. Мх \
*2՜ (а^2 ау/?Г22^

(2.6)

Подставляя (2.6) в первые два уравнения системы (2.3), получим

' (1т _ (М,)2 I Л£, ап)(1 ֊^)- М. = 0
. «•» “«12 «и«з2—«?? I В, (ап«2с—(«22“ «9 В2

Ыоц-апШ-^)8 + I (1 ; т|2)= _ (1֊т;2)2 ] Л4<= 0 
аца^, — а'У (а;2 — а֊2) Д։ | аЯ, а*2 апа22—а֊2 £,

(2.7)

Эта система однородная относительно МуВг и М2)В2.
Поступая аналогично предыдущему случаю, окончательно полу­

чим следующую систему для определения ти и т}г:

прячем, согласно предположению а22^>аГ։, имеем п<^1.
На плоскости т?։, т12 рассмотрим графики функций, выражаемых 

уравнениями (2.8). Рассмотрим пока случай р<1. Здесь можно огра­
ничиться исследованием функций в интервале (=0, с2), где

I т~ рл — 1
° 1! т* -|- рп -}- 1 (2.10)

поскольку, как видно из второго уравнения (2.8), только в этом ин­
тервале выполняется неравенство г։1 - у,.. 0.

В указанном интервале первая из (2.8) представляет собой мо­
нотонно убывающую функцию, график которой симметрично распо­
ложен относительно биссектрисы координатного угла г12 = гп и пере­
секается с ней при т}1 =

1 ли ՜ -г п —1 
Г т2 4- п 4-1

(2.И)
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Приведем значения этой функции при указанных характерных зна­
чениях аргумента

??й(՝о) — '2> т1г(?1) ~ ’1’ '^(’й)— ’’О (2.12)

В рассматриваемом интервале вторая из (2.8) представляет со­
бой (при |*<1) монотонно возрастающую функцию и при указанных 
характерных значениях аргумента принимает следующие значения:

4 ли2 
М«о) = " *о» ’?։(’։)=--------- м» — 0) — 4- со (2.13)

п

Исходя из (2.9), можно ^показать, что т2 > 2 (2 • У'З ) п^>7п.
Тогда для (2.13) будем иметь

”«(■=,) ֊ — ֊5, >28-г։»^ 
п

На основании приведенного выше можно заключить, что графики 
рассматриваемых функций при принятых предположениях пересекаются 
в интервале (с0, £։).

Таким образом, если для материала пластинки аи «и, то при 
МУ>М., (?<С1) система (2.8) дает единственное решение, удовлет­

воряющее неравенству Это
решение заключено в прямоугольнике 
(фиг. 4), определяемом неравенствами

:0

Очевидно, что при М1 (р^>1) и 
«2г > ап будем иметь тн >

Рассмотрим частный случай, когда 
М- = М..-= М. В этом случае очевидно, 

1| что Л'2=>,՛. Однако, п отличие от рас­
смотренных выше частных случаев, здесь 
по толщине пластинки имеем три обла­
сти с различными знаками напряжений.

Записывая соответствующие уравнения и соотношения (их не 
будем приводить), замечаем, что в этом случае

X, Б1 = 5.
^1'

«г,2 -}- о,..

При этом уравнения для определения и х существенно упрощаются 
и мы находим

У т1-- п — 1

И т ~ п -г 1
ЬМ { , (| тЧ- л +1)’

х — — (а,2 — аг.) ----------------------------
Л3 ’ 2т2 -

зм
А*

(«22 ~ Рг„՛)

*1
И ’’т

Институт моха пики 
АН Армянской С СР

пг -|- п — 1 
2т2 — п?!

Поступила 23 XII 1970
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Ա. Ա. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

ՏԱՐԱՍ՚ւՈ ՈԻԼ ՆՑՈ1ՓՓՑ ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ 11Ա1.Ւ ԱԱՔՈԻՐ 
ԱՌՈՒՄՐ.

Ա Ա* փ n փ n ւ մ

Դիտարկէքած /; աս։րամ иղուլ նյութիր սյասւրասԱէված ուղղանկյուն սայի
Հոման խնդիրր, երբ փ ո ի։ nt ղղահ ա յա րյ եղրերէէէմ աղղող մոմենտներր միև­
նույն ն՛շանի են և երբ նրանբ նշանով տարբեր են։ կերված են մի շարբ մսա­
նավոր ղես/րեր, սրոնր Համար սա աղված են վերջնական բանաձևեր։

PURE BENDING OF A RECTANGULAR PLATE MADE OF 
HETEROMODULUS MATERIALS

A. A. KHACHATRIAN

S u m m a г у

Bending by moments acting on reciprocally perpendicular sides 
of a rectangular plate made of heteromodulus materials is considered. 
Some particular cases are presented for which final formulas are ob­
tained.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Մհխանիկա XXV. № 1, 1972 »Механике

Р. Е. МКРТЧЯН

БОЛЬШИЕ УПРУГИЕ ДЕФОРМАЦИИ НЕСЖИМАЕМОГО 
МАТЕРИАЛА, РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩЕГОСЯ
ДЕФОРМАЦИЯМ РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ

Проблема разносопротивляемости материала растягивающим и 
сжимающим напряжениям обсуждалась в ряде исследований [1—4| 
и др.

В настоящей работе на основании соображений, приведённых в 
[5], предлагается метод исследования упругих свойств несжимаемого 
материала, разносопротивляющегося деформациям растяжения и сжа­
тия. Из условия непрерывности напряжений и функции энергии де­
формации приводится способ определения упругих постоянных в рам­
ках теории упругости второго порядка.

Рассматривается задача больших упругих деформаций для про­
стого растяжения и симметричного расширения круглой цилиндриче­
ской трубы из указанного материала. Приводится пример выворачи­
вания наизнанку круглой цилиндрической трубы, когда для ее де­
формаций справедливы соотношения теории упругости второго по­
рядит։.

1. Рассмотрим деформацию первоначально однородной упругой 
несжимаемой среды, разпосопротивляющейся деформациям растяже­
ния и сжатия. Рассуждения о существовании такого материала при­
ведены в [5].

С децюрмируемым телом свяжем ортогональную систему коор­

динат (9,, 0։, 05) так, чтобы а каждой точке она совпадала с глав­

ными направлениями тензора деформаций у.., у*).  Ковариантные 
и контрвариантные компоненты метрических тензоров недсформиро- 
ванного и деформированного состояний относительно системы (61։ 02, 0а) 
обозначим о'7, (}г-/ и С ({, } — 1, 2, 3) соответственно.

В настоящей работе слова „растяженш.-" и „сжатие՛ относятся к деформа­
ция.м.

Предположим, что в какой-то области деформированного тела ма­

териал растягивается*  по направлению &.?, а по перпендикулярным к 
нему направлениям сжимается. Тогда упругие свойства материала по 
всем направлениям, перпендикулярным оси одинаковы и различа­
ются от упругих свойств материала по направлению |5]. Можно 
принять, что в пределах этой области материал однороден в том В 

է
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смысле, что упругие свойства, отнесенные к осям {г>г, 0„, бд), одина­
ковы в каждой точке этой области.

Функция энергии деформации материала 1^’ п указанной области 
будет зависеть от инвариантов деформаций /2 — и от без­
размерной компоненты ;1>5) [5]

| ^=^)(/р 4. т(„>) (1.1)

где

1Л компоненты ковариантного тензора деформаций относительно О/, 

е։։ — главное значение деформаций удлинения по направлению </. 
(5-1,2, 3).

Если в какой-то области деформированного тела материал сжи- 
'мается по направлению б, и по перпендикулярным к нему направле­
ниям растягивается, то 1^՜ имеет другой вид

1^- /2, /3) (1.3)

Коптрвариантные компоненты тензора напряжения, соответствую­

щие выражаются [5, б]

-й-«>;.> §"՛ -г ч7.>в,/+р;<>с'/ + ал»
где

|| ь.,-2֊^ (15)

■ м1՝}=5- а=- *" 8՛՝&։

А,. - скалярная инвариантная функция от координат, которая может 

। быть определена из уравнений равновесия; у.՝, 6\.- и б“՜' кова­
риантные и контрвариантные компоненты метрических тензоров не- 
деформированиого и деформированного состояний соответственно отно­
сительно подвижной системы координат б՛.

Компоненты коптрвариачтпого тензора напряжений */ ’{, соотвст- 

стнующие функции определяются аналогичным образом.
Предположим, что и какой-то области деформированного тела 

| материал по направлению ։/? растягивается, по ;;3 сжимается, а но 

1/1 деформации равны пулю. Тогда из того условия, что напряже­
ния и функция энергии деформации должны быть непрерывными, по­
лучаем
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» и —   ■*  . — - ~1- ' ;-=■ —- —. - •— — » __ I

* Эти равенства имеют место только в указанной области.

^(А, А. 1(22))= ^-3) (А, /2, т^)*
(Е6)

‘(2) '13)

Эти равенства должны быть использованы для определения упругих 
свойств материала.

Рассмотрим случай, когда функция 1^,-... может быть аппроксими­
рована степенным рядом по переменным (А —-3), (Л —3) и ф։։

<-)= 3 СбмА-з^А-З)^ (1.7)
/. е-0

Здесь См. ~ 0, так как в недеформиропанном состоянии ПА») равна 
нулю.

(А 3) и (/.,— 3), вообще говоря, оказываются второго порядка 
малости по отношению к главным удлинениям |7]. а '<(лл, — величина 
первого порядка малости.

Если в уравнении (1.7) пренебрегаем членами более- высокой сте­
пени, чем третья, по отношению к главным удлинениям, то получаем

— Сю։ (А - 3) -|- Со\ь(С — 3) 4՜ С<ы ՛

— С«й‘1(М) 4՜ С։<ц (А՜ 3) 4- Сип (А ~ 3) А,,*  (1.8)

Из (1.5) и (1.8) определяются функции Ф<։), Ч* (.о и ^(»)

Ф<։> = 2 ( Сил 4՜ С։о1 А«)), («> - 2 (Смо 4 Сон А*»))

^(5) = Сом 4*  2С«)21(։։) ; ЗСосз'А55}-I Сю1(А 3) 4՜ Сон (А ~

Функции НА а). Ф(»>, и определяются аналогичными выра­
жениями.

В какой-то точке деформированного тела рассмотрим напряжен­
ное состояние элементарного параллелепипеда, ребра которого парал­
лельны главным направлениям деформаций. Системы координат (/-, д*  

и 5՛ выберем так, чтобы в этой точке они совпадали с системой уд. . 

Если указанный параллелепипед растягивается по направлению у.,, 

сжимается по у3, а по направлению деформации равны нулю, то 
его деформацию можно представить состоящей только из однородных 
растяжений с коэффициентами растяжений /^=1, /? > 1, г ч <2 1.

Заметим, что для указанного параллелепипеда справедливы ра­
венства (1.6). Подставляя в (1.6) значения напряжений, соответствую­
щее функциям П^{2) и НАз> [8], получаем равенства
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•п = ф(2) 4- (а2 4- Х5) Ч1“^) р.:2) = Ф(3) 4- (/.о 4- /.5) Ч'(3) 4֊р(з)

— /лф^) + Х| (1 4- Х5)Ч’<2> -| р<2) 4- =•- /<Ф(з) г 'ё (1 г $а)^’(3) 1՜ АЗ)

= >-зФ(2) 4՜ ^з(1 4՜ >֊■>) 4՛ (2) •] р,.^ = ЛаФ(З) Х3 (1 | к- ) Ч|’(з)+р(3>4-Н(й)уИ(^

,23 = ХЭ1 = ,12 - о (1.10)

Подставляя в (1.10) значения функций из (1.9) и при­
нимая но внимание, что в данном случае

Ш=X=>.?, X =>; 

#33

Д == /2 = 1 | ко | /з, Д = /7>Лз = 1

■ 422) = (к- 433) 

получаем

2С100 4*  Спя ?-2 — С|о| -- ( /•? -- — ') (2Сою Сои >-2 — Соц).4՜ р:,2) ~՜- 
\ !՛: /

=,2С’.с<) I 0101 77*  — С101 +
>՝2 К-։

Сои Г; рс))

>'> (2С’нм> 4- ՝Л?С11Ц - Сю1) Н (1 + 1?) ( 2С’но ! Со-1- Сои) 4՜ Р(2| 4՜ 

, . о ,.
4՜ Сом Ссо2>ё — Сой 4------ Ск® (/•'.; — 1)՜ 4՜

4
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Из .тих равенств находим

Сои = Сон = Ctoi — Cooi — Ссоз = СодЗ = О

Спи = C1D1 = '2 (&Jo - СоЦ>) — Со.;՛? = CfXK’ (1.12’

Спхст՜ 3 Clito = C10Q i- ЗС«Ю

Подставляя эти значения упругих постоянных в первое условие (1.6), 
убеждаемся, что непрерывность функции энергии деформации удов­
летворяется.

Таким образом, для IF(4) и IF(։> в рамках теории упругости вто­
рого порядка получаем выражения

г(;, = с; (/, - 3) + с. {/, - з) + 2Q-;., ֊ с(/, -з> Т(„, (} П)

= с; (/, - 3) - £ (4- 3) - 2£?„, + С«- ЗЦ„, 

где
С| — Сию, С? = Сою, Cj — Cjw, Cj = Сою

С = 2 (Сою — Сою) = 2 (С՜? — С?) •

Если, например, s = 1, то из (1.13) получаем

U<i)= С! (А 3) + С;(/.-3)-2С(7(П)Ч-7(зз,)7(н> П-М)

В выражениях (1.9) сокращается число постоянных, и они при­
водятся к следующим:

Фм=2(С;֊С1(в)), т;։)=2Й, в;з> = 4С7(„)-С(А-3)

(1.15)

*;.! 2(с;-с;(в|), %>=2й, н(‘„= 4с7(„)+с(/,-з)
2. Рассмотрим следующую задачу.
Пусть круглая цилиндрическая труба, изготовленная из несжи­

маемого упругого материала, разносопротивляющсгося деформациям 
растяжения и сжатия, одновременно испытывает следующие дефор­
мации:

1) простое растяжение в направлении оси трубы с коэффициен­
том растяжения

2) однородное раздувание-, при котором внешний и внутренний 
радиусы трубы Uj и а.: переходят в г, ֊- I4«i и г, -- р2а2.

Для определения деформированного тела выберем систему ци­
линдрических координат г. О, z так. чтобы ось z совпадала с осью 
трубы. В каждой точке деформированного тела эта система совпа­
дает с главными направлениями деформаций (jyr, у.., ул). Координаты 

точки (г, 0, z) в недеформированном состоянии будут = Qr, ГЛ — ’ 

где Q определяется из условия несжимаемости
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0 = —]/0;-Х(и;а?֊г=) - —1/<й + ).(г=-нЗаЗ) (2.1)
Г г

Ковариантные и контрвариантные компоненты метрических тен­
зоров деформированного и недеформированного состояний опреде­
ляются [8]

Предположим, в какой-то области деформированной трубы ма­
териал растягивается по направлению г, а по перпендикулярным к 
нему направлениям сжимается. Тогда из (1.4) и (1.5), подставляя туда 
значения (2.2) и инвариантов Д и А [8]

/։
О2 1 
— — — 4- /2 
X2 (2=

. г,к £ 0* -1 (2й /?
(2.3)

находим

I <:՝> = 5^1+(Л++§е;„

1 Л 1 , / 1 . \ 1Т-' , 1 •
*П) р'-/-* ’ \ > ’г՝ (2гг’’։ / ՝՝> г2 ^<։)

■ ։’<!>;■>+(<?=-֊

■ 4? ֊° (2-4)
Из уравнений равновесия, которые в данном случае приводятся [8]

^■.1; г2"(п 0 ^Р<1) 0 ,9

~ 0 (2‘5)
определяем неизвестную функцию

I ₽<'1>-|-֊ф(1>-*-(֊+<2 г)%1) —е<п
3 Известия АН Армянской ССР, Механика, № !
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откуда

Р(П ~^П) ("Г Ф") ч’(1) ~ ” й(1) — Лп (И 1-^4п (2^ 

где

« Ж? 1га
г.-. радиус той цилиндрической 
сматривасмая область (в частном 
стоянная интегрирования.

Подставляя значение р(и из

поверхности, откуда начинается рас- 
случае г, совпадает с. г})\ Нцу — по-

(2.6) в (2.4), получаем

•<)> Л1>(г)

В области, где материал растягивается по направлению б и сжи­
мается по г и г, напряжения определяются аналогичным путем

'(?) — Из) £<•«(/•)

^2) (Н I (Я ~ тк)<1>(2) (в*  ~ 77й12» “

Л \л <г՜/ \ С/՜/ 6՜ г

А/(2> - постоянная интегрирования.
Если в какой-то области деформированной трубы материал ра­

стягивается по направлению г, а по перпендикулярным к нему на­
правлениям сжимается, то получаем
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•{}!= Н(3) — £,з)(г)

к -«+(»- й*  *(§  - 7)’*+ '■՛“՛■
-•» —՛» _ -чз _ о 
43) ~ ’(3) ~ 4» ~ и

*........... В1”

г«

Нч) постоянная интегрирования.
Таким образом, напряженное состояние деформированного тела 

может быть определено из (2.7)—(2.12) или из выражений кото­
рые определяются анало> ичиым образом (всего шесть видов), в алии- 
симостн от знаком см (7(о или 1<։). Так как ем в пределах дефор­
мированной трубы могут менять знак, то возможно появление несколь­
ких областей, где напряжения определяются различными выражениями. 
Тогда становится существенным определение разделяющих поверхно­
стей указанных областей. Эти поверхности могут быть определены из 
равенств

■!<..> = О (։= 1.2.3) (2.13)

На поверхностях (в областях), где имеют место равенства (2.13), 
линейные элементы по направлению не деформируются. Из (1.2) и 
(2.13) находим, что линейные элементы по направлению г не де­
формируются, если

1 /0: . \ а: — 1
- 2 ) 2£р = 2

= а? - ± = 0 (2,14)
2/?р = 2

Здесь Л’։ радиус цилиндрической поверхности, на которой линей­
ные элементы по направлению г нс деформируются. Из (2.14) иа- 
ходнм
| " и 1-4) (2Л5>

Аналогичным образом определяем радиус цилиндрической поверх- 
постм, на которой линейные элементы по направлению €»3 О не де­
формируются
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„ , /1 . /1 -М
^=а4/ ~1-=т-=^у т^т- <2-161

Линейные элементы по направлению г после деформации сохра 
няют свою длину, если

Т(33) — О или 1 ■ — ± 1 (2.17,

Если в пределах деформированной трубы главные удлинения н< 

меняют своего знака, то постоянные интегрирования Нх. (или Н 0 он՛ 
ределяются из граничных условий обычным способом [6, 8]. В слу­
чае, когда в трубе возникают различные области напряженного состоя­
ния, принимаем, что труба состоит из нескольких различных слоев, 
Тогда постоянные интегрирования определяем из граничных условий 
и из условии неразрывности напряжений на разделяющих поверхно 
стих указанных областей [9].

Исследуем деформированное состояние п зависимости от значе 
иий л, и։ (или |с.), причем из (2.1) следует, что 14(14) выражается 
через р;.(14) следующим образом:

14 -֊-|/ '{ а?-°2)

1 ’  (2.1§

14 = 4,1/ +

Рассмотрим случай, когда 0<л<1 (г33<^0 и материал по на­
правлению г сжимается). Если /?, и/?... определяемые из (2.15) и (2.16), 
выходят за пределы трубы или их значения мнимые, то главные уд­
линения и пределах трубы не меняют своего знака, а напряженное 
состояние в трубе определяется одним определенным видом вира՛ 
жений.

Из (2.15) в (2.16) следует, что значение Л'։ действительное число, 

когда 14’ тогда как значение R,. действительное, когда
/. * ). I

Отсюда вытекает, что одновременно значения Л>1 и R» не могут 
быть действительными и следовательно, если главное удлинение 
еп(е22) меняет свой знак, то е22(еп) не может быть знакопеременным;

Из условия несжимаемости следует, что в рассматриваемом слу­
чае материал нс может сжиматься ио направлениям /՝ и 0 одновре­
менно (так как по направлению г сжимается). Следовательно, если 
главное удлинение еп (е22) в пределах деформированной трубы меняет 
свой знак, то е2.»(е1։)^>0 во всех точках трубы. Распространяя эти 
рассуждения па пространство, частью которого является рассматри 
наемая труба, приходим к заключению, что если значение радиус, 
А\ (А\) действительное (или значение /?•>(/?,) мнимое), го е...(еп)^>0



Большие упругие деформации несжимаемого материала 37

На основании этих рассуждений рассмотрим следующие случаи: 

а) /?£•> ^1^1 ги или и։ > — (следует из (2.15)). Так как А, 

•выходит за пределы трубы и имеет действительное значение, то глав- 
Ные удлинения и пределах трубы не меняют своего знака, а материал 
по направлению 0 растягивается (е22^>0). Из (1.2) и (2.2) следует

<4։ = -у (' - 1 ) < ° (так как Mh > 1)

■то есть материал по направлению г сжимается. Напряжения т(’֊' оп­
ределяются из (2.9);

б) А։3>р։а}, или u։ < 1 (следует из (2.16)). Аналогичным обра­
зом находим, что еп > 0, e2S < 0;

в) при Ai’ > ;i2d2 и Ai>< P2G2 или — > 1 (следует из (2.15)
л

в (2.16)), еп О, Спо >-0. Из (2.18) можно найти условие для «х;

г) при цхах А։> р2«2 или на основании (2.15) ~ в

зоне I4O, < г > А։ имеет место ех1>0, е22 > 0, а в А։>г.> рйа= 
«ц < 0, е22 > 0;

д) при Pjü, У А2> рйа2 или Pj > 1^>Р» в зоне Аа вы­

полняется еп > 0, е22 > 0, а в R.. г >• р2а2 е1Х > 0, <?22 0.
Аналогичным образом можно провести исследование деформиро­

ванного состояния в зависимости от значений А։ и А. в для случаев 
/>1, Х = 1, ).< — !, 0>л> 1и) -1.

3. Рассмотрим следующий пример.
Пусть труба, изготовленная из рассматриваемого материала, вы­

ворачивается наизнанку так, что / <^ 1, и для ее деформаций спра­
ведливы соотношения теории упругости второго порядка.

Заметим, что, когда '/■ принимает отрицательные значения, со­
гласно (2.15) и (2.16), значения Ах и А2 всегда реальные.

Предположим еще, что рйа2 А;. > А։ 3> '4ае Тогда на основа­

нии (2.15) и (2.16) 14 — > ?՛■. ■> 1.
л

й зоне А, (еп>0, еа.2<0, е33 > 0) напряжения опре­
деляются выражениями, аналогичными (2.9) и (2.10), где вместо вели­
чин с одним штрихом фигурируют те же величины с двумя штрихами. 
Если значения Фф, Ч’(2} и Н{2)> определенные из (1.15), подставить в 
указанные выражения, получим

"(2» #(3)֊ М)(г)

*<'“=-<»■ 2<c;+c-;(H>)(± ^+2й(- q*)-
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— • I*".  . ~

+ С^(/։-3) 4сА1(И)

4’ + 2(с; I С-;(й1) ч 2й(—- ֊)

-'23 _ -'31 -»12 _ л
•(2) - -(2) -(2> и

где

42,(г^2Ш? ^)(с;- С7к)+с;(<з։ -э Гт
С 2С </г
0=/] 3) г

Из (1.2), (2.1) и (2.2) определяем 

_!_/_£ \
Т(И> 2 \<?2 / г 2 ($։֊ ).)

(3.1)

(3.2)

Подставляя эти значения и значение 1Х из (2.3) н (3.2) и выполняя ин­
тегрирование, получаем

(г) (֊£ -Ь Й ֊ (ф ֊ X 1п (^'{) )

С(^ -1) .
2/ 1П (!֊>?.) <? (3.3)

В зоне /?2 > г > /?։ (сп՝\0, 
деляем из (2.11), (2.12) и (1.15)

е։г ՛> 0, е33 > 0) напряжения опре-

*<”) •- Мз)~ ЦзАг)

<3)֊Ь2(С;-С^)(1-^ 2С7(^-(?2)

(3.5)£-гй.)[о-֊о=<ед + >ь^
^(/?») значение С) при г /?г.
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В зоне РзО. > г > /?5 (еп <0, > 0, е33>0) для определения
«жйниЙ получаем выражения

=Ц։) ֊ Дп (г)

I - "<։! - 2 (С։ ^и11^(о2՜՜^՜) ^^2(о=

В. +Я5[4С-[(1,։ с (А 3)] (3.6)

[ ^--;!! + 2(с; с1|Ш)Л= ^\+2С;(г.-±) +

^[4Сг(11) - С(1, 3)]
А՜

.-23 - -'31 _ -’12 _ л
•(!> ‘(1) ՝(!) и

ТАС

1 л
7(11> ~ 2 \ )*  /

Дп(г) = ֊-(/с;֊|֊>.'‘|с;֊-֊с) (?։- 02(А’г)-г>1п 21

— [(?•»-()ч/?. )- 2/.ОЧ-2'О2(/?-)| (3.7)
4л*

Для определения постоянных Н,՛^, и Нщ, входящих в выра­
жения (3.1), (3.4) и (3.6), из граничных условий и из условий нераз*  
шьности напряжений на поверхностях г - /Д иг- 7?2 получаем [9] 

|

Н(3>= М -4..)(/?։) (3.8)

/7(1) = Н։3) — к(3) (А'2) = Дц (г:)

где /V, и /V. нормальные напряжения на граничных цилиндрических 
поверхностях г гг и г г., деформированной трубы. Между и
М из (3.8) получаем соотношение

/Уг— М 7.0) (го) 4 Д(3) (/?о) £(2)(/?1)

Институт мехинихи
АН Армянской ССР Поступила 15 XII 1970



40 P E Мкртчян

lk b. ՄԿՐՏՕՅԱՆ

ԶԴւրԱՆ ԵՎ llb'l.U irilj» ԴԵՖՈՐ ԱԿՑԻԱՆԵՐԻՆ ՏԱՐՐԵՐ *|-Խ1ր1ԼԴՐՈ!• է՚>:3ՈԽՆ 
ՑՈԻՑՑ ՏՎՈՂ Ա.Ն111Ր1.11'1։1.Ի ՆՅՈՒԹԻ 11՜ԻԾ ԱՈԱՋԳԱԿԱՆ ԴԻՖՈՐԱԱՑԻԱՆԵՐՐ.

II . մ փ ո փ ո է մ

Մե<'. գեֆորմացիանևրի աոկայռւթյան գեպրոււէ առաջարկվում է ձգման և 
սեղմ ւ քան գեֆորմ ացիւռներին տարրեր դիլքագրոլթյռւն ցէ՚ւյց Ա1.Ո.աձգւԱ֊
կան նյութի !աւոկություններր ուսումնասիրեյու մեթոգ: Լարումների ե գեֆոր֊ 
մացիանհրի էներգիա յի ֆունկցիայի անրնդհատության պայմանից ելներւվ, 
երկրորգ կարգի առաձգականության տեսության սահմաններու։/, րերվում Լ 
նշւԼած նյութի առաձգական Հաստատունները որոշելու եղանակ:

Դիտարկվում է նշված նյութից պատրաստված կք՚՚ր ցրոնա լին խողովակի 
պարզ ձգման և սիմետրիկ րնգսւրձակման խնգրի լուծոււէ ր մեծ առաձգական 
գեֆորմ ացիանեիի սւեսութ յամր։ Որպես օրինակ րերվում Հ կյռր գլանա լին խո~ 
ղովակի շուո արման իքնգիրր, երր նրա գեֆորմացիէսներր գտնվում են եր~ 
կրորդ կարւյի ա ո ա ձւլ ա կ ան ո ւ թ յ ան տեսության կիրառելի ոլթյան սահմ աննե­
րում լ

LARGE ELASTIC DEFORMATIONS OF AN INCOMPRESSIBLE 
MEDIUM HETERORESISTANT TO TENSION AND COMPRESSION

DEFORMATIONS

R. E. MKRTCHIAN

S u tn m а г у

The method Io investigate the properties of elastic incompressible 
medium heteroresistant to tension and compression deformations in the 
presence of large deformations is suggested. In virtue of the principle 
of continuity of stresses and the strain-energy function a way to deter­
mine elastic constants within the second order elasticity theory is 
shown.

The problem of large elastic deformations tor simple extension 
and symmetrical expansion of a circular cylindrical tube of the above 
medium is considered. An example of the circular cylindrical tube 
turned inside out when its deformations arc within the limits of cor­
rectness of correlations of the second order elasticity theory is given.
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Р. М. КИРАКОСЯН

УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИЙ ОСЕСИММЕТРИЧНЫЙ ИЗГИБ 
КРУГЛОЙ ЗАЩЕМЛЕННОЙ ПЛАСТИНКИ ПОД 

ДЕЙСТВИЕМ КОНУСООБРАЗНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ НАГРУЗКИ

Рассматривается осесимметричный упруго-пластический изгиб за­
щемленной по контуру круглой пластинки, несущей нагрузку, конус 
образное распределение которой при постоянной равнодействующе 
устремляется к равномерному. При этом изменение нагрузки счит 
ется настолько медленным, чтобы возможно было пренебречь ина 
ционными эффектами.

Показано, что в упругом случае в результате изменения нагр$ 
ки во всей пластинке- происходит только процесс разгрузки. Смита 
что пластинка будет только разгружаться и в упруго-нластичесж 
случае, строится решение поставленной задачи с нспольэовзни։ 
предварительно найденного точного решения начальной упруго-п; 
стамеской задачи. Далее показано, что волучеяное таким образ։ 
решение обеспечивает разгрузку во всей пластинке.

1. Рассмотрим защемленную круглую пластинку толщины А и 
радиуса а. Пусть пластинка несет распределенную нагрузку конусо­
образного очертания

'/(г) = <7о | 1 —~) (1-1)

способную вызывать упруго-пластические деформации. Допустим, что 
нагрузка с течением времени медленно и монотонно изменяется от 
своего начального состояния (1.1) и при неизменной равнодейству։ 
щей С? = ~аа стремится к равномерной нагрузке

Для текущих значений нагрузки будем иметь

Ч\ - '/о I1 - с\ 2а /
где парамётр па: ружения 0 <- ?(г) <.2 3 являете.։ монотонно возрастаю 
щей функцией времени (фиг. ։).
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Рассмотрим начальную задачу, то есть задачу упр.уго-пластичес- 
кого изгиба пластинки под постоянной во времени нагрузкой (1.1).

Для конкретности ограничимся случаем линейного упрочнения 
материала.

Следуя [1|, разрешающее уравнение пластинки представим в ви­
де системы двух дифференциальных уравнений первого порядка

Jz 
d? ~ V

dv~ =' V
4(l-2)-(3x-2v)r7y д'—

֊7,--------------—~<?(М) (1.4)
2(1 .2)+(3z-2v£- 

dv

где

2 — 0 при s - ֊г՜-С 1. 2 = / ^1— ~ при £>1

Н ^7 = ~ 2 ]/ (t5>

I £֊ ֊ > - <։* - П’ ’= "-£% °՛ *
р

й -предел упругих деформаций, sj - интенсивность деформаций сдвига 
на поверхностях пластинки z = ± Л 2, >.-֊ const — параметр упрочне­
ния, С—некоторая постоянная, подлежащая определению.

С учетом (1.1) и (1.5) получим

q - </i — е-? (1.6)

где

qQhC2 - '2qi r _qJiCz 
41 2ts D՝ 92 ՛ 3aC“3c։aZ) (1.7)
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В центре пластинки имеем [1]

р = ОС, 7. = -Х(1 > о, ?• — о (1.8)
Хотя и относительно V и / имеем задачу Коши с известными 

начальными условиями (1.8), все же непосредственное численное ин­
тегрирование уравнений (1.4) невозможно. Это ясно, так как началь­
ные условия (1.8) заданы в бесконечно удаленной точке р — ос. Сле­
довательно, необходимо предварительно определить значения х и о для 
некоторого конечного значения аргумента у. С этой целью, следуя 
[1], для уравнений (1.4) в окрестности ;՛ — (г 0) получим следую­
щее асимптотическое разложение решений:

71
16(1 — /) + — 4- 

4хо

________ ___________
10(1- 4+^1 5

8/-,֊ 32х-о

е՜*

Задаваясь некоторым большим значением аргумента из (1.9) 
определяем значения х, и у։. Теперь для уравнений (1.4) вместо (1.8) 
будем иметь условия

р =г рг, X = 7.р V = V, (1.10)

позволяющие численно интегрировать уравнения (1.4) по методу ко­
нечных разностей.

Пусть р = у* есть граница раздела упругой и упруго-пластиче­
ских областей, то есть

г = 1 при р = р* (х = х*. V = иж) (1.11)

С помощью уравнений (1.4), после обеспечения непрерывности хи »8 
точке р*. для упругой части пластинки получим

зое +с-՛
7։V - (1.12)*

10
где
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с3 = и*е—?՛ 21.е՜^
8 10

С1

2 с՜2*'-16 е
Чг 
30 (1.13)

В случае, когда с приближением к краю пластинки опять появится 
область пластических деформаций, необходимо из формул (1.12) пе­
рейти снова к численному интегрированию уравнений (1.4). Имея в виду 
это обстоятельство, нам представляется рациональным интегрирование 
уравнений (1.4) с начала до конца численно, полагая для упругой 
части пластинки

2
д/. ду

(1.14)

Имея значение р , при котором х превращается п нуль (условие за­
щемления), можно определить постоянную С

О ՛
С — ае а (1.15)

Следует отметить одну специфическую особенность задачи, име­
ющую место по сравнению со случаем равномерно распределенной 
нагрузки, рассмотренным А. А. Ильюшиным [1]. С целью получения 
численного решения достаточно общего характера необходимо при 
произвольных значениях других параметров задаваться только зна­
чениями относительных нагрузок с/1 и ц.:. Так как эти нагрузки за­
висят друг от друга, то это влечет за собой предварительное задание 
значения постоянной С

с = а
2 91

(1.16)

Очевидно, что в истинном случае значение С должно совпадать со 
значением (1.15), определяемым из граничного условия. Сравнивая 
(1.15) с (1.16), для значения рп получим трансцендентное уравнение

Нахождением (/«,, а следовательно, и постоянной С фактически завер­
шается решение начальной упруго-пластической задачи.

Прогибы пластинки вычисляются по формуле

то ((,)=—_ (;.а-<р<=г) (1Д8
/I ՝ '

где для х при больших можно использовать асимптотическое разло­
жение (1.9).
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При решении задачи упруго-пластического изгиба пластинки дАЛ 
произвольною текущего состояния нагрузки (1.3) существенно ваяио 
выяснить характер изменения деформированного состояния пластичес­
ких областей пластинки вследствие изменения нагрузки, то есть вы­
яснить вопрос о том, разгружаются они (их отдельные части) или на­
гружаются с возрастанием параметра а.

На основе гипотезы Кирхгоффз-Лява условие нагружения и раз­
грузки пластинки в данном случае сводится соответственно к усло­
виям возрастания и убывания квадратичной формы [1]

л = *1 4- х։х2 : х2| / X, . х„------— (1.19)
\ г вг >

Следовательно, в разгружаемых областях пластинки должно соблю­
даться условие

— <0 (1.20>
дз.

а в областях нагружения- условие

дР,, 
Оз. (1.2:

Вся трудность решения поставленной задачи заключается в том, что 
заранее невозможно различать разгружаемые пластические области 
от нагружаемых.

2. Рассмотрим вопрос о характере деформирования пластинки при 
ее упругом изгибе.

Проинтегрировав дифференциальное уравнение 2] осесиметрич- 
кого упругого изгиба круглой пластинки под нагрузкой (1.3) и удовле­
творив условиям защемления по контуру, находим

(х (2.1)
£> \ а /

где

.. 1 х . 2-3« < 29 21« „ . 43 27а»X ------ .г* ----------л--------------Л 4----------------
64 450 1440 4800

/) — — - 5 цилиндрическая жесткость пластинки.

Квадратичная форма (1.19) примет вид
2 . _ 

К — Р1
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А- *? + *։ *2 Т *2
3 О 29—91 а,1 = А(1_я)д.,-^12^_*^ 12.3)

1 а .. 2 — 3« . 29 21а
16 Х ՜ 90 Х 720

Нетрудно убедиться, что при возрастании параметра нагружения а в 
НТервВле 0-Са-С2/3 квадратичная форма А, следовательно, и Р' , 
■бывает для всех (фиг. 2). Это означает, что в течение
’стремления нагрузки (1.1) к равномерной нагрузке (1.2) во ксей 
другой пластинке происходит только процесс разгрузки.

Будем считать, что это имеет место и в случае упруго-пласти­
ческого изгиба пластинки. Тогда, имея п виду упругий характер про­
цесса разгрузки, решение задачи упруго-пластического изгиба пла­
стинки под действием переменной нагрузки (1.3) можно представить в 
нндс-

ш (р,а) — иГ (р) — Да» (о,а) (2.4)
где

. , . </оа* / 1 С’֊4, 1 С5-5о 7 С=֊21 9 \Да» (р,а) - -— а ( —- - а ------- е------- —е Н--------)
27? \32 а. 75 ав 240 а3 800 /

и' (р) упруго-пластические прогибы пластинки под действием посто­
янной но времени илгрузкн (1.1) (формула (1.18)). Кривизны срединной 
плоскости пластинки согласно с (1.19) и (2.4) примут вид

•л։ (о,а) = — (?.а)
и С*

'■2<М) |2.5)/I С“
где
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'1 (р, л) = 2 Д- (V 
а՜

. - / 3 С ՝ . 4 С3 3, 7 \/.) (ко. 1— ------- е"н'_ 1
V 8 а- 15 а3 120/

Мм) а— а՜
֊ / 1 Сг % 1 С* 7 V/■ — ар. (-------с՜՜֊--------е зр ----- I

V 8 а- 15 а3 120/

Имея (2.5), нетрудно проверить условие (1.20), то есть выяснить
вопрос о том, что полученное решение (2.4) обеспечивает разгрузку всей 
пластинки.

В нижеприведенных таблицах представлены некоторые результаты 
численного решения задачи при '֊ 0.95 для трех случаев, когда зона
пластических деформаций в центре пластинки распространяется до 
глубин, составляющих 18, 1/4 и 3/8 части толщины пластинки (^ = 
2/3, 1 и 2). На основе данных столбцов „4 7“, где помещены зна­
чения приведенной интенсивности деформаций сдвига

А(р. а) - 7ч(р,а) /։ (р,а)^(?, «) (о,а)

легко заметить, что решение (2.4) обеспечивает разг рузку всей пла­
стинки.

хп 2_. 7։ 10, 7, 5.19. -£ 0.778. ?и ֊0.25 
з а

7п<7лида 7

гX = --- -
а •л V

а — 0 .֊0.2 з 0.4 3 0.6

2 3 4 5 7

0.007 0.667 0 1.964 1.438 0.994 0.632
0.023 0.666 0.002 1.953 1.430 0.989 0.628
0.058 0.661 0.012 1.897 1.387 0.958 0.607
0.078 0.656 0.020 1.844 1.348 0.929 0.588
0.105 0.648 0.035 1.756 1.282 0.882 0.556
0.142 0.634 0.060 1.614 1.176 0.807 0.507
0.192 0.611 0.096 1.403 1.021 0.699 0.438
0.253 0.575 0.145 1.124 0.821 0.565 0.356
0.349 0.522 0.220 0.767 0.568 0.398 0.258
0.472 0.438 0.352 0.348 0.263 0.190 0.128
0.637 0.303 0.558 0.171 0.086 0.060 0.038
0.860 0.096 0.821 0.699 0.554 0.426 0.315
0.904 0.054 0.876 0.934 0.755 0.596 0.455
0.951 0.008 0.924 1.221 1.009 0.818 0.646
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Т'нбдигш 2

'•о=1. д, 1(1. 7, 4.7. ■— 0.705, о -0.35 
а

X Л г
Рх

а 0 | т 0.2 з 0.4 3 = 0.6
1 2 3 < 5 Ь

0.006 1 0 2.957 2.303 1.730 1.239
0 039 0.991 0.012 2.887 2.245 1.684 1.203
0.095 0.965 0.067 2.569 1.983 1.472 1.03-3
0.129 0.939 0.112 2.308 1.770 1.303 0.907
0.174 0.896 0.179 1.930 1.465 1,064 0.727
0.235 0.829 0.266 1.452 1.087 0.776 0.517
0.317 0.736 0.356 0.951 0.707 0.498 0.326
0.427 0.618 0.441 0.515 0.389 0.281 0.190
0.577 0.460 0.627 0.161 0.123 0.090 0.063
0.779 0.231 0.918 0.362 0.276 0.202 0.139
0.819 0.184 0.974 0.506 0.393 0.294 0.210
0.861 0.133 1.030 0.691 0.547 0.420 0.310
0.905 0.080 1.106 0.962 0.781 0.618 0.475
0.951 0.021 1.291 1.563 1.322 1.101 0.901

7'дголнуа 3

'■о 2. 91=10, 7, 4 .25, 
а

0.638, ?<|=֊0.45

Р
1 0 « .0.2 ,0.4 т=0.6

3 4 5 4 7

0.006 2 0 7.950 6.852 5.835 4.899
0.019 1.997 0.008 7.896 6 802 5.791 4.860
0.0-17 1.978 0.044 7.603 6.539 5.555 4.652
0.064 1.960 0.079 7.331 6.295 5.337 4.459
0.086 1.928 0.139 6.870 5.881 4.969 4.134
0.117 1.873 0.237 6.128 5.218 4.381 3.617
0.157 1.781 0.387 5.033 4.246 3.527 2.874
0.212 1.636 0.588 3.636 3.022 2.465 1.966
0.287 1.427 0.801 2.200 1.793 1.427 1.105
0.387 1.161 0.950 1.086 0.873 0.684 0.518
0.522 0.867 1.003 0.432 0.35! 0.284 0.222
0.705 0.547 1.172 0.231 0.180 0.136 0.099 .
0.952 0.148 1.819 1.701 1.449 1.217 1.006
1.000 0.030 3.174 6.492 5,992 5.513 5.053

Институт механики 
АН Армянской ССР

■1 Известия А11 Армянской ССР, Механика, № 1
Поступила 25 XII 1970
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Ռ. ։ր «ւԻՐԱԿՈՍՏԱՆ

ԱԱՐԱԿՅՎԱԱ ԿԼՈՐ 11Ա1.1» ԱՌԱԱԴԱ-ՊԼԱ11Տ1'ԿԱԿԱՆ ԱԱԱՆՑՔԱ-111վքհ$ՐհԿ 
TFO-nbin: ԿՈնւԱեՎ ՐԱՇԽՎԱԱ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ PblH' ԱԱԴ1ւՑ111»Թ:)ԱՆ ՏԱԿ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում է եզրում ամ րակցված կր՚ր սալի ա ո ա ձգւս ֊ պլա աո իկա կան 
աոանցրասիմետրիկ ծոումր, երբ սայի կոնաձև բաշխված բեոր 'ասաատուն 
համազորով ձ՚յաոլմ է Հավասարաչափ բաշխված բհռխ (‘նզ որում րեոի էիս լիս­
ի՛ hi[ljt!Հոր ! 'վ1 ու դրվում Լ սւյնրան դանդաղ. որպեսզի հնարավոր լինի իներ­
ցիոն էֆեկտներն արհամարհելւ

Հոպց է տրվում, որ րեոի նշված վւոփոխոլխյունր առաձգական սողում 
աոայացնում է միայն բեռնակափ tn մ. Ենթադրելով, որ աւքբողշ սալում տեղի 
կունենա միայն րեոնաթ տփում նաև սալի արւաձզա֊պլասաիկական ծռման 
ոեպրում, կառուցվում է գրված խնդրի լուծումը' օգտագործելով նախնական 
սւոաձւրււ֊ պւաստիկական խնդրի նախօրռր գտած ճշգրիտ լուծումը։ Հետագա֊ 
յոլմ ցույց Լ տրվում, որ այս կերպ ստացված րււծումր ապ ահովում Լ ամրուլյ 
սալի րեսնախավէում ։

ON ELASTIC-PLASTIC AXISYMMETRICAL BENDING OF 
A CIRCULAR FASTENED PLATE UNDER THE EFFECT OF 

A CONICAL DISTRIBUTED VARIABLE LOAD

R. M. KIRAKOSIAN

S u in тагу

The ehdic-plas ■ ic axisymmetrical bending of a circular plate fa­
stened over its contour, carrying a load shose conical distribution with 
a constat.: . esul! nl .ends to be uniform, is considered. The variation 
in load js assumed to be so slow that inertial effects may be neglected. 
It is shown .h? ii: ։he elastic r.se due o variation in load the process 
of unloading alone t.dces place throughout the plate. Assuming the 
plate to be only unloading in the elas’. -pLaslic case os well, the so­
lution ■ ‘.lit- proi.ism ՛ ioune by emp.oy.ng the solution for the initial 
elastic-plastic problem obtained preliminary.

The solution thus found is shown to provide unloading throughout 
the plate.
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ВЫВОД НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 
СРЕДЫ ВБЛИЗИ ВОЛНЫ

или твердых тел в жидкость.

Рассматривается задача определения возмущенного движения жид­
кости в окрестности касания слабой ударной волны 5 произвольного 
вида с точечной иля дифракционной волной - (фиг. 1).

Подобная задача встречается при отражении ударной волны от 
угла в задаче проникания ударных волн 
Ставится задача определения нели­
нейных уравнений, описывающих ок­
рестность В соединения волн для 
произвольной среды. Поскольку 
вывод указанных упрощенных урав­
нений является громоздким, здесь 
предлагается метод получения урав­
нений с помощью характеристик.

Вначале рассмотрена произ­
вольная гиперболическая линейная 
система с постоянными коэффи­
циентами

. ди . ди л ди . ди .„՝ ,
А֊ — + А—4-А.— Ч-АЗ/ 0 (1)

dx иу oz dt

где А. А« А« К матрицы, и — вектор.
Уравнение плоских волн для (1) имеет вид

*х Е ty 4- -'z t — 0 (2)

где согласно уравнению (]) а я (?.’(). причем имеет место уравне­
ние поверхности нормалей

det l.-4|'z-f- Aj 4՜ А*— А) О (3)

Во всех задачах, указан’:..?: выше, начальная волна 5{(, из ко­
торой возникают волны 5 и ֊, имеет угловую точку 0 или ребро Ь 
(например, г плоской задаче). Уравнение дифракционной волны 
возникающей из вершины 0 начальной волны, является огибающей 
плоских волн (2) и имеет вид

а3х 4- КгУ 4- 73г I = О I = /лпфР.

>*+>=о  «)
ОЪ
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х — г О

Для удобства, начало координат выбирается в вершине 0, осн у, г 
направляются по линиям кривизны 5,„ ось >• направлена перпендику­
лярно в сторону движения. 1 огда

2 
х°

уравнение имеет вид

_ -2
2 * (5)

где к*,  к. кривизны линий у, г.
Уравнение волны 5, возникшей 

/ имеет вид
из х0 х0(։/0, г0). в момент

а (л- х0) 7<-՜ *о)  = '

Хо)֊-^

Ху)---
07

дх<^

(։/ £/о) О

(г

<>

4-7 О

Поскольку в О •;<! - 0, а вкЪ из (4) и (6) можно получить

где

(6)

3
б>‘-з։ 

х . ■>

6"
^7 с___
х" 30

(7)

1 I ■ ^'7.п
Г 1 х <’•* ’' ։՜ ‘Х'ЛГ°4

В полученных формулах предположено, что 7 = а (В-\ 7'֊), то есть

<*7о  <^7о
<7я ()у֊0, причем в (7) удержаны ——- для срав-
<7?о <*7о

нения с плоской задачей при произвольной ориентации осей. Урав­
нения волн 5 и - имеют вид

֊ О

У

ъ
5*0 _

? - №у0, ~
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ИЛИ

<.j. «о* 9 9

(8)

1
2 <f\

/ф /дафр.
1 _2<
2 ,0%

■г <л-

Условие а д (Р, *г)  может, вообще говоря, не выполняться. Тогда 
из (6) можно получить

г У
)

^АПф? — I
Кх д^д-,а Уо*о 2Кх (с^° Адг )го

1
2Кх

(9)

В задаче магнитной гидродинамики, которая рассматривается 
ниже, уравнение поверхности нормалей имеет вид |5] 

1 в. 1 4кр а 'в- 2 п
-г-г.---- зч---------------- =---- &---- *----- :— cos՞ У О(х‘ - 3֊ - 7а)։ я- — р- -|֊т 4га

где

cose в-- ֊ Bi ֊1- в՛ -| я:
Ву^-?֊г

О есть угол нормали к волне с магнитным полем В. Здесь а 
рость звука в жидкости.

Предполагая, что плоскость х, у можно выбрать так,
**

она проходила через начальное магнитное поле В , В. можно считать

малым, откуда следует по (10), что —• мало и (9) примет фор- 
<75(77

му (8).
То же заключение выполняется для /ДПфР.. Для произвольной 

среды в плоской задаче 1 0, и (8) снова имеет место. В про-
(?։3^

странственной задаче, когда 50 имеет угол в точке 0, например, н

(10)

ско-

чтобы
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осесимметричной задаче, линии z0 const сходятся и точку 0 [2, 3], 

причем для кривизны линий уа - const имеет место /<.։ ֊ — • тогда на 
1Л» 

основании (9) можно получить порядки и слагаемое, содержа­
щее в правой части (9), можно отбросить.

Таким образом, нижеследующие выкладки годятся как для пло­
ской, так и для пространственной задачи, когда 50 образует угол в 0.

В самой общей задаче для уравнений с постоянными коэффициен­
тами из (9) можно, переходя от уй, г0 к новым координатам, полу­
чить снова сумму их квадратов, и тогда все дальнейшие рассуждения 
будут верны в этих координатах, где кривизны нужно заменить соот­
ветствующими коэффициентами.

Вычисляя кривизны линий Zq на - в виде 

I, — 1г 1- — 1г

можно получить

I (12)
ДС<։ £,со

где с0 — есть скорость волны в 0, причем /,։. / дает уравнение
%

5. То же уравнение получится для системы уравнений (1) с перемен- 
н ым и коэффициента м и.

—~ —
Пусть х, 7՝ обозначают длины дуг линий кривизны у0) на по­

верхности 8, отсчитываемые от В-, 1с., их кривизны, /сг, 1с3 -кри­
визны указанных линии на ֊, где предположено, что линии кривизны 
8 и - совпадают. Тогда можно из геометрических соображений найти 
равенство

у _ / к? с > к* ^4 ч":
‘Q • дафр. _ S I

2с0 2с0
(13)

где с0 есть скорость волны в некоторой точке В. Возвращая волны в 
начальное положение и учитывая, что /,Р Лм>фр. совпадает со време­
нем пробега от начальной волны 5Й до гиперсферы - х0, обра­
зовавшейся в момент г и имеющей кривизны в точке 0, равные £1։ /<„ 
предполагая, что главные направления на 80 и 1Р՜ одинаковые в ок­
рестности 0, можно получить равенство [1|

_ р . А»___ у1 _ .^2_____ (14)
2с, 2с, 2с» " 2с° 0 
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причем из (13) и (14) получится формула (12). дающая при = { 
уравнение характеристической поверхности 5 системы (1) в линейной 
задаче.

11усть углы нормали волне - в начальном положении с осями 
у, г будут &, *..  Можно показать, что имеют место соотношения

* Предполагая, что интенсивность 5 раина можно для скачкообразной ли­
новкой волны 5 найти порядке ~ -֊ *(, 0 — 0в ~ 7 , ш։ ~ 1, —~ 1.

где 0с, —значения О, в точке /Л
Соотношения (15) проверены для системы уравнений (1) с по­

стоянными коэффициентами, для некоторого уравнения с переменным 
коэффициентом [3] и для движущейся жидкости с начальными ско­
ростями частиц V. У г (у), ^'ч 0 и начальной скоростью звука
«о «о<«/) [4].

Согласно (12) и (15) уравнение полны 5, /ф = (, запишется в 
виде

•лифр. I — '

___(' •’«)՛ (» ’Л1՛
2(^-А’:)с0 2(Аа —Л4)сй

где со = (0) начальная скорость полны. Из (16) видно, что ха­
рактеристическая поверхность 5 удовлетворяет в линейной задаче н 
окрестности В уравнению

£1 М(0)^(А, - Аа) ( V АД (0) d (Ад — Аа) ( V /17 |
dt 2 dl \ ~д(> / 2 dt ' <Х /

Дифференциальное уравнение характеристик в нелинейной по­
становке имеет вид [5]

где сп - скорость поверхности /'~0 относительно частиц, V, —ско­
рость частиц ио нормали к волне.

Следует отметить, что, вообще говоря, система координат ", у0, 
г0 не является ортого:։ -.льной, поскольку лучи системы (1) не пер­
пендикулярны фронту полны.

Из линейного решения [1|, а также из уравнения (17) видно, что 
?0 _ г; уд /'__ г )«♦

порядок малости равен-------- — с« —------ Уравнение (18) можно
А'1 ֊ А. к3 - Л4

переписать в виде
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</Г

дЕ
где ■֊- вычисляется и частице.

В криволинейных координатах имеет место

7Л О Г дЕ дг дЕ (/0 дЕ С
(И (>1 о- (]( ■>". <!! (И

Обозначая координату но нормали к нснозмущенной волне через 
(/& V /<^՜ V

Х1 и соответственный параметр .Ламе через /7. = <( 3- ) ( — ) 4-
\\дх/ \ду/ ՝

+ причем

Я։ = И։+с (21)

где Ии с невозмущенные значения с„, можно получить с/х, 

Нг(Н, Нг — г>д Н, и, обозначая ог У\ -дц, где гих У\, можно 
<11

найти II, — = wl — с.
<Н

Подставляя полученные равенства в (19) и учитывая, что в пер­
вом порядке нормальная скорость волны

е.=г)щ /22)

(причем величина л в задаче магнитной газодинамики будет указана 
далее) можно получить уравнение характеристик

дЕ дЕ го1 с дЕ с/0 дЕ д'

с - / (23)

В линейной задаче правую часть следует отбросить и (24) должно 
перейти в (17), откуда находится вид функции /, и уравнение нели­
нейных характеристик запишется в виде

о(____ д’. Н1 дЬ (Ц <%д1_
л -ф/ "€Г±У

д’ I Н{ \ дЬ (?; /

где Ф содержит первые и вторые степени аргументов.
и д-. д- д' . /ло.Учитывая малость —• — . —. Ф, (23) можно записать в виде 

д( дЬ д^



Вывод нелинейных уравнений движения среды вблизи волны 57

(25)

(26)

У+4֊У-^ 
\дь; \д:/ нх 

где 
г_ /7,(0) д(к՝ А-..,) 

2 сП

Нх (0) с/(к3 + £4) 
2 сП

Таким образом, получено дифференциальное уравнение характе­
ристик для произвольной среды в окрестности соединения волн. 

Соответствующее уравнение второго порядка имеет вид

02? п д~? л-г1 1 сНплп------  — I ----- - х------ --- ------ то, ----- и». -----------
д/д' дЬ- д? Н. 1 дт= 1 д/ (27)

дг
где можно полагать — ֊ гп,, причем т значение ш, н линейной од­

номерной (относительно '-) задаче, которое находится по 
теории |3].

Для д<? д<?уточнения смысла — > — нужно иметь уравнения 

лучевой

в проек­

циях на касательную к волне.
В магнитной газодинамике имеют место уравнения

- : го! (у* Я)

— + ^?)<«-г֊?/’֊7-(гХВ)Х5 0 (28)
о/ Р 4”Р

где В—вектор магнитной индукции, V — вектор скорости частиц, р 
плотность, Р давление.

Выбирая ось х, по нормали к невоимущенкой волне, оси х2, хл 
п касательной плоскости к волне, причем плоскость ха, х., проходит 

через нормаль и вектор В, вводя обозначения

В. = В՝! Ь{
I V, И, -֊№, . 12 3

с !'0-|-Р>

Р Р.-УРг

где 6/, Ри ֊ малые возмущенные значения соответствующих 
д .. д ՛՛величин, и учитывая, что ---- --------- --------- > можно в порядке ----- по-

дх.՝ дх. сП дх.
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лучить из (28) условия к.» харлкт -рис тике. которые получаются такие 
из условий совместности |5]

р — & л W
' с

Ь,
.С.^.

е Й
(291

w rtie 4)
~ с’Й

Ь։ — О, Ьг О, и», о

Здесь п0 начальная скорость звука к жидкости. 
Уравнение для с имеет пил

. . , В? \ &Н?

р ;
Из уравнения адндбатичеос г՛.՛.-.'лс.’.ует; ( : • псрвог.; порядке. Пе|

ное уравнение (28) в проекции на нормаль с учетом того, что
(Н

дЬ. запишется в основном порядке 
д:

оЬ. ՝. ди>,
дг ^Н;д^~՜ & Я

С' 4=?о I

где производные яр л. по л ставлены согласно (29).
Из второго уравнения (28) в проекция на х3 получится в осп6| 

ном порядке

О/֊'
аг Н3 дх3

где

4 kwi bib,

От ортогональных координат т, х3, х2 можно перейти к криволиней­
ным коомдинлтам 
причем *

где '• ГФ, х}), (’. лл) (или у/0, .-о),
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д <К д
дх3 дхл

огда уравнения (31) и (32) примут вид

дЬх 1 дгох Е&сНх 
н.'оТ 

с‘ — Н:

дк Нх ды։ 
о- н3 а:

н՝ /ЙН1Н1У (33)
я,

то есть уравнения (31), (32) в данном приближении имеют место и 
для координат т, 6, не являющихся ортогональными.

Предполагая более общую зависимость, то есть & — &(-, х3. хЛ), 
С = С(т, х2> х3), можно получить (33), где вместо 6։, к имеется их ли­
лейная комбинация.

Отсюда получится

, Нх д? д<£ д'?к — ——-> — = и, — ֊ V
Н3д< дЬ Л

. 1 В?сЯ, (34>

1
Н

и уравнения (27), (33) примут вид

дгих ду- д\ л- 1 диу, гЛплп
-- ------I---------х-----------------то,----- - — о».----------- — О

Нх д- ‘ д(
(35) 

ды, с/р. дтих _ д՝<
д') д~ д1 д՝

Для определения значения / следует использовать уравнение для сП| 
которое имеет вид [5]

см — <; (а2 ^-) а2 -Д = 0 

(36)
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где нелинейная скорость звука а приближенно выражается я виде

п 1 гл
а а« - —х— —֊֊ 

֊ Ро°<>

где п — показатель адиабаты.
Отсюда в первом порядке с учетом (29) получится

СЛ = С |-

2 = а? 2?
3 °Г. е-
2 % а? 2с-

(37)п И

причем

«1՜
Д'," ! Й"

Таким образом, найдены упрощенные нелинейные уравнения (35) в 
окрестности соединения волк .$’ и -- в магнитной газодинамике.

При отсутствии магнитного поля имеет место соотношение

<1(к, Ы

/<4)
(В

Я? /7,(0) 

Я,
(38)

Я? /7,(0)

Отсюда и из уравневик (27) после перехода согласно (15) к перемен­
ным ' , можно получить соответствующие нелинейные уравнения 
[4, 6]. Кроме того, уравнения (35) могут быть проверены для перво­
начально неподвижной однородной электропроводящей жидкости [7], 
для ко I оро получены в плоской задаче другим путем упрощенные 
нелинейные уравнения вблизи В, которые совпадают с уравнениями, 
получаемыми из (35). Как показывает линейное решение [3], для .% 
с угловой точкой уравнения (35) не зависят от координаты ”.

В одномерной по ' задаче нелинейные уравнения в окрестности 
волны для движущейся жидкости получены и [8, 9].

Другой подход к получению нелинейных уравнений состоит в 
том, что в уравнениях движения произвольной среды

^)(*,9, г,У)А + Д(х,л,։,УЗ-֊0> <• 4,
ОХк

где х0 — уУ х3=2г, и |4/;} — вектор (7, у — 1,..., т
и по повторяющимся индексам проведено суммирование), записывается
и, V, .т,, где //(.г, у, г) основное движение перед волной, 
|«/|- | V.'. Оставляя в уравнениях малые порядка </,, причем вблизи

волны ---- ~ 1 и поэтому в нелинейных слагаемых следует оставить
д~
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лишь производные по - и все М/ выразить через и-: Р ио условиям 

совместности на характеристике а)к.՝----  и, 0, и затем разрешая ли-
дхк

венные члены уравнений относительно Р, можно получить уравнение 

дР
д (/>, <7. •% V) Р -Ь • • Дм (р, «у, 5, V) к,Р —

(И

Здесь Д есть характеристический полином для матрицы

где а}/’ До ■՛՛ (1'), kjP — правые части указанных упрощенных 

уравнений, то есть нелинейные слагаемые, причем в уравнении ne вы- 
- д дписаны производные низшего порядка и обозначено р —՝ Ч ~ ՝

дх ду 
д д

s - —, ՝<— —.
Oz dt

Удобно перейти к координатам &, С, Z, где 0 = const, const 
дают луч для линейных уравнений, причем 0 б (л*,  у), С = С(т/, г). 
Например, для уравнений с постоянными коэффициентами

0֊ 0о =

е/7.0 
х~-^у

С֊֊Со =
XX

или

6-80-
^20 v г г ВНа (jv2 и

Ч>
- Ь՛ ’ -Ч> — <7М-Го

Удерживая малые основного порядка, можно получить уравнение для I пространственной задачи 

д՝Р 1 /г?а д2Р дЧд֊Р о д'*  д֊Р \ 
д1д- 2 дх*  дудх*  2 дхгдх. ।

К ֊ ֊^ с" Р д-Р
* сП ~ 

где взамен невыпнеанных производных низшего порядка добавлено 
чр </1пФ։ г> .. у—-------------- > учитывающее значение / п линейной одномерной по "
д՜ <П 

задаче, то есть лучевое решение Ф,_, с/х Н2(1Г>, с!х3 Н^՜-, Н.:> Н3 
коэффициенты Ламе по б, ч, смысл /7։, с„, л-г 1 указан ранее, причем 
правая часть получена из сопоставления с уравнением одномерных 
характеристик.

Выбирая р։, по направлению линий кривизны на поверхности

О, и указанное

уравнение перейдет в найденное ранее уравнение (27).

J л(р, Д(х, Р, *(,  - 1) о, можно найти
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Для уравнений магнитной газодинамики неоднородной движу­
щейся жидкости, выбирая ось ,г по нормали к волне, можно конкре­
тизировать коэффициенты в (39)

= Г —&V, — Т-В^У, ֊ — = ВуВг V

с (За*  4 За? 2с-') (а*а?-  ар—и?с2) — ся (с2- а*  а?) (64 а*  - а?)
—2?“ а02՜^)^՜

г (За*  -г- За? 2с2) а02а? 
(2с2 а*-а?Л^՜

В2 = В] 4- В՛!, ֊։֊ В:

Другим путем нелинейные уравнения в окрестности волны в маг­
нитной газодинамике получены преподавателем Е.ГУ М. Минасяном, 
которым также показано путем вычисления интегралов для лучевого 
решения, что поток энергии волны в магнитной газодинамике имеет 

В1\~
вид р0Р2~—-։ где о — величина возмущенной скорости частиц, ха­

рактеризует площадь фронта внутри лучевой трубки и, приравняв 
значение потока энергии постоянной, можно найти в лучевом прибли­
жении V и по условиям совместности значение пл, Ф.

Этот результат и задаче газовой динамики, где с ап, найден 
в [10].
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DERIVATION OF NON-LINEAR EQUATIONS FOR THE MEDIUM 
MOTION NEAR THE WAVE

A. G. BAGDOEV. Z, N. DANOYAN

S u m m a г у

The problem of derivation of simplified non-linear equations for 
Ihe medium motion in the neighbourhood of junction of a shock wave 
of arbitrary shape with a diffracted or pointed wave is considered. 
The linear and non-linear equations of characteristics in the above- 
-mentioned neighbourhood are derived, and then the non-linear equation 
along the ray is obtained which is supplemented by two simplified 
equations projected on the directions tangent to the wave.

Л И ТЕРАТУРА

I. Bat доел А. Г. Определенно о с лбе н ноете Г։ фронтов воли. Дохл. АН Арм.ССР,
№ 4. 1970.

2. Багдаев А. Г. Определение ппраяс'гр-'в дш.  ..еняя з окрестности встреч фрон­
тон волн. Изп. ЛЯ Арм.ССР, Механика. т. XXJI. № 5. 1969.

*

3. Багдаев Л. Определение решети з охре гипстн особой линки ударной полны. 
Тр. Ереванского политехи. ин-та, № 5. 1971.

4, Баг доев А. Г. Исследование окрестности полны вблизи особой линии. Изи. АН 
Арм.ССР, Механика, т. XXIV, № 1. 1971.

5. Yaffre.y A., Tanuiti T. ftfon-iinsor v/ave propagation. New-York—London, 1964.
6. Шефтер Г. Af. Учет эффектом [-вязкости и теплопроводности при распростра­

ненна пмцульсон я неоднородной движущейся жидкости. ПММ, № I. 1969.
7. Багдаев А. Г. Определение параметров движения среды вблизи каустики. Изя.

АН АрмССР, Механика, т. ХХ1П, № 2, 1970.
8. Guiraud У. P. Acoustique géométrique 'et bruit balistique. Comptes Rendus, 

t. 258. 1964. 4425.
9. Ры..;Оп О. С. Затухание ударных поли u неоднородных средах. ПМТФ, № 2, 

1961.
10 Рылов О. С., Шафтер Г. М. Об энергии звуковых поли. ПММ, т. XXVI. № 5,

1962.



ZU.3UU.UUAi 11112 Ш11ЬР-ЗП1‘ЪЪ1»(‘Ь и.։|11.‘Н»1Г1«и.ЗЬ зьчьиильр
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
1Г1.]>1шП|1|ци XXV. № I. 1972 Механика

Р. М. БЛРСЕГЯН

НЕРАВНОМЕРНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ ЖИДКОСТИ В 
ПРЯМОУГОЛЬНОМ МАССИВЕ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ 

ЧИСЛОМ ВОДОНОСНЫХ ГОРИЗОНТОВ

В работах [1, 2] рассмотрены вопросы соответственно об устано­
вившейся и неустановивщейся фильтрации подземных вод к одной 
скважине в бесконечном пласте, состоящем из взаимосвязанных го­
ризонтальных напорных горизонтов, сообщающихся между собой через 
разделяющиеся слабопроницаемые прослойки.

Ниже рассматривается одномерная установившаяся и пеустано- 
вившаяся фильтрация жидкости по закону Дарси в массиве прямо­
угольного сечения с произвольным числом (п) водоносных горизонтов и 

состоит из п водоносных г<

Фиг. 1,

с переменными мощностями последних.
Пусть массив, вертикальный разрез которого показан на фиг. 1, 

«зонтов, разделенных слабопроницаемыми 
прослойками. В нулевом и (п 1)-ом го­
ризонтах напоры /?0 и Л„+1 считаются 
постоянными. Предполагаем, что коэф­
фициенты фильтрации К( и мощности 
Т{ (7 — 1, 2, ..., п) водоносных горизон­
тов, являются произвольными, один раз 
дифференцируемыми функциями от х, а 
коэффициенты фильтрации К, и мощно­
сти Т{ (7 = 1, 2, ..., п) слабонроницаемых 
прослоек произвольными функциями, 
нигде не обращающимися в нуль в рас­
сматриваемом интервале изменения ар­
гумента х. Пьезометрические напоры А/ 
(7 1,2,...,«) отсчитываются от оси Ох. 

11рииимая движение жидкости в во­
доносных горизонтах горизонтальным, а 
в слабонроницаемых прослойках вер­
тикальным, то есть применяя схему Мяг 

тиева-Гирине кого (строгое обоснование основных допущений этой схемы 
дается в работе [3]), находим уравнение движения 7-го водоносного 
горизонта в виде [4]
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Р- ; \ Т՜ / \ 7՞ I \ (1К,(х) г,- ■ > (1Т:(х) I (1!цК{(х}Т^х)-— Г,(х)------------- ;- Мх)----- ------ —
ах՜ ах ах | ах

֊ Д'-(А<-Л(-1)+^-(Л/11-Л/) = 0 (1)
/ Г ֊1 / ։

где /ц — Л,(х)— напор /-го водоносного горизонта.
Уравнения (!) являются общими уравнениями одномерной неран- 

Еомерной фильтрации жидкости в массиве с произвольным числом во- 
юносяых горизонтов. Из этих уравнений можно, как частный случав, 
юлучнть уравнения движения жидкости а) в массиве с произвольным 

числом горизонтально залегаемых водоносных горизонтов и с пере­
менными коэффициентами фильтрации последних, в) с постоянными 
коэффициентами фильтрации водоносных горизонтов и с переменными 
мощностями последних, к с) для случая, когда как коэффициенты 
фильтрации, так и мощности водоносных горизонтов являются посто­
янными величинами. Задачи одномерной фильтрации, относящиеся к 
последнему случаю, ввиду его простоты, легко решаются.

Ищем решение системы п дифференциальных уравнений (1) 
(/=1, 2, .... п) для одного случая, полагая

А', (х) = ֊֊֊֊' Т\ (х) = Т„ (х)
Л/>(х) »2^

К,- (х) = /./ Кп (х), Т( (х) = Тп (х)

где ч;, р։., /■{ и 7։/ — постоянные.
Тогда из системы (1) с помощью подстановки

г=Г——

ЗА'Дх) Л(х)

которую в дальнейшем назовем преобразованием х, получим следую­
щую систему уравнений для Л,-(г) (/=1, 2, л):

Г /Гт > > I — — (А<+։ — Л.) В — 0 (3)
Ая(х)/Л(х) 1 </г- I н, I)

Так как “ (3> к„ (/) г. Ы л °՛то

(Л,-/.,-.,)-Л-(А.+1֊Л,) =0 (4)

Перепишем систему (4) в виде

- (ъ_։ - ~:։) л.- - -г;л.+։ - о (5)
(1г՝

где
Т/-1 = "ч 7/’Л-։

5 Известия /ХН Армянской ССР. Механики, V 1
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При ֊ 0 система (5) превращается в систему алгебраиче- 
dz"

ских уравнении, откуда определяются частные решения системы (5)

Л,- Л,- const (/ = 1, 2, ..., п)

соответствующие статистическому состоянию водоносных горизонтов.
Общее решение h( однородной системы, соответствующей си­

стеме (5), ищем в виде

Л/ = /4/ е”

Подставляя Л,- в однородную систему, соответствующую (5), и сокра­
щая на ег-, получим

I ((V՜ ч-| ~'(!)-4/Н- ։ = 0 (б)

(/= 1, 2,..., л)

Так как для существования нетривиальных решении системы (6) оп­
ределитель ее должен быть равен нулю, то для г ‘получим следую­
щее характеристическое уравнение:

l^2 tö.r fl U 0.-. 0 0

Ti Ii - -i2 Й՛- 0 0
= 0 (7)

0 0 0... In —1 © „2 ..
'"r ~ In-I — tn

В работе [1] доказано, что уравнение типа (7) относительно г 
имеет п простых корней. Если каждый корень гь(1е 1,2,..., п, 
п 1, ...» 2л) уравнения (7) подставить в систему (6) и решить ее от­
носительно Aik, то можно найти решения системы (5) в виде

-п гк:
hi = /и I- Yzl/te (Z = 1, 2, .... n) 

k

где постоянные Ац определяются с помощью заданных граничных 
условий, которые могут быть трех видов (1, II и III родов).

В качестве примера рассмотрим случай, когда массив состоит 
из двух водоносных горизонтов, разобщенных слабопроницаемой про­
слойкой.

Искомые напоры Л։ и Л2 удовлетворяют системе уравнений

'П ("Лл‘ ‘>л= - чЛ - 0 
dz-

d~h п
& —Г* -НЛ (а Н-72) h2 4- — 0

dz

(8)
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7о7Л 4֊ 7з (7о -г 71) /»з 
7о71 4՜՜ 7о7з А 717*

Частными решениями системы (8), соответствующим!։ статическому 
состоянию горизонтов, будут

/,;= <-ъ(Т1-гЪ)6о
7 о7 5 + 7о7՞ 7 п а

Общее решение однородной системы, соответствующей системе (8) 
будем искать в виде

/?1 = Аге':, к* — Лаегг

Подставляя в однородную систему и сокращая на ег՜, получим

—(7о+71)1А 11А = 0 /9)
1։А |г^. (Т1-Н2)1 А = о

Для г- имеем уравнение

(7о -г՜ 71) 71
71 ^2 ֊ (71 -г 7«)

Подставляя в (9) полученные из (10) значения г,-0’=1....... 4) (г։— Г 2»
г. - — г4) получим с точностью до постоянного множителя Л? и 
тогда и общее решение системы (8)

= 0 (Ю)

/1« Аг С\ с

/га'1

где Г{ корни уравнения (10), а С,-—произвольные постоянные, оп­
ределяемые граничными условиями.

При неустановившсйся фильтрации для схемы, приведенной на 
фиг. 1, искомые напоры /и (х, /) в водоносных горизонтах удовлетво­
ряют следующей системе дифференциальных уравнений параболиче­
ского типа

<?Л։
(И дх*

Т с1К{ д, й 77 I а/։,
Их (1х | дх

- (А, - Л,->) £ (Ь,» - Л.-) (12)
I1-\ /<

где 5,- - ֊ эсрфективная порозность 7-го горизонта, остальные параметры, 
входящие в (12). тождественны с одноименными параметрами системы (1).
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При — 0 и — — О (/ - 1. 2,..., п) система (12) превращается 
Ох' 01

в систему алгебраических уравнений, однозначно определяющих ча­
стные решения системы (12), соответствующие статистическому со­
стоянию водоносных горизонтов.

Для решения системы (12) применим к пен преобразование Лап­
ласа по времени I (Л, Н/). Учитывав, что при / = /ц = /л, полу­
чим

к _ <Г՝Н. ... вК< „ (П\ М
гУх* 4х <1х </.т

|'֊(«. «<.,)- >-//,» = >,/.; + /»,М (13)1

//-։ Л

При предположении (2) с помощью преобразования : из (13) по­
лучим систему, аналогичную системе (5), с одинаковыми коэффи­
циентами , 7^,, 7;

?/■““ 4՜ ~ (Т/-1 + 7/ Р:<) + *С(Н< ։ = —(Н)

(7=1, 2, ... , л)

Обозначим через Н; частные решения системы (14); очевидно, 
.. * ‘ *что П( ——» где -1 — определитель системы. 

Д
Общие решения Н, однородной системы, соответствующей си­

стеме (14), будем искать в виде

й = Ае~

Подставляя Hi в однородную систему, соответствующую (14), н 
сокращая на е-г, получим

7Г_։Д/-։ - &г* - 7,_, — vj — pti) A,(15м

(/=1,2, ... ,п) До = Д.н = О

Система (151 будет иметь нетривиальное решение относительно.1 
А/, если ее определитель равен нулю

Рч Ъ О--- О О

71 “ Р;: 7? * ’ 0 0
= 0 I

о о о .. 7яи-т; Р’л
(16)
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—1 ------ -- ----------- ■
Уравнение (16) имеет 2л простых корней г*. Подставляя каждое зна­
чение Гк в систему (15), находим решения |.4п, Д-2, ... , ДД։ и тогда 
решение системы (14) можно записать в виде

. 2,1 Гк~
H^Hi v^Aike (17)

fc-l
0 = 1,2, ... , л)

Постоянные А,к определяются с помощью граничных условий, ко­
торые задаются для каждого горизонта и могут быть 1-го, 2-го или 
3-го родов.

Переходя к оригиналам в (17), находим решение системы (14), 
тем самым и решение задачи.

Отметим, что из вышеуказанных задач, как частный случай, 
можно получить решения для часто принятого в настоящее время слу­
чая горизонтально-залегаемых горизонтов, с постоянными коэффи­
циентами фильтрации. Для этого достаточно мощности и коэффициенты 
фильтрации как водоносных горизонтов, так и слабопроницаемых про­
слоек принять постоянными.

Очевидно, что решение задач движения жидкости к одной сква­
жине в бесконечном или конечном массиве с учетом переменных мощ­
ностей и коэффициентов фильтрации слоев массива при условиях (2) 
не отличаются от вышеприведенных решений для задач прямоуголь­
ного массива.

В качестве примера рассмотрим распространенный в практике 
случай, когда прямоугольный массив состоит их двух воноиоспых го­
ризонтов, разобщенных слабопроницаемой прослойкой. Кровля мас­
сива, напор над которой /?0 = const, и его подошва, напор под кото­
рой /», = const, — слабопроницаемые прослойки.

После применения к системе уравнений (12) (/*=1,2) преобра­
зования Лапласа и ^-преобразования получим систему уравнений

d- р
dzH. • тЛф 7М - (2֊; + рз) Н:
dz~ р

для которой за начальные условия были приняты напоры

/։; s и /2; = h.fi. ■ 2Лз
3 3

устанавливающие статическое состояние водоносных горизонтов (для 
упрощения расчетов принято = 7. = у2 = 7 и р։ — 3., — р).

Частными решениями системы (18) являются выражения

И՛ = ^h\p’ -|- и\Р -г bi н՝ — 4՜ ааР 4՜ Ь.<
1 р (*р- + 4-7/7 ф З7-') ’ ’ “ р (з*р* ■ 4г. р -]֊ З-(’)
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где

а1 - ~ 4՜ 4ЛД а: - -7՜ (4А0 4- 8Л3)
О о

/>1 ֊ 72 (2/10 4- Л3), Ь2 = 72 (2А3 4- А„)

Общее решение однородной системы, соответствующей системе (18), 
будем искать в виде

Л/։ — А։е'г, Н. — Д2егг

Подставляя эти решения в однородную систему, соответствующую 
системе (18), получим

(г2Р֊27֊-/*)Л4-7Л = о {19)
7 А 4՜ (гр — 27 - р1)А > = о

Приравнивая нулю определитель системы (19!, получим

Подставляя значения г,-(7 = 1, 2, 3, 4) в систему (1$)), получим с точ­
ностью до постоянного множителя следующую систему функций:

Н1։’=*С1е’‘՜, НР = -С,е՛՜

Тогда общие решения системы (18) будут

R = _52/1> 1' д- у Г - е4 ’
р(^ + 4*7/>4-3?) £

и _ М а>р г։г /• />- Г.,: р г,։1 п . « .. о, — ’Щ С'-՜՛? I С--,е ~՜՜ О,ср (а*р* 4֊ 4-֊(р 4- Зг) 1 - 3

Для определения постоянных С,- предположим, что заданы по­
стоянные значения напоров и Л2 на границах массива в пределах 
водоносных горизонтов, которые в преобразовании г имеют вид

/»! |։г_0 = Ап, | , = Л։։
/ / / I ֊ / (21)
'1- 0 ~ "Л’ — ''22

Переходя к изображениям в (21), находим постоянные С.л и С, 
(р=1, 2. 7 = 3, 4)

с“ = т-;—П-л I (А„ - /<;1) ег"'֊ (Л;1 - лй) - (Я,- н;) (ег՝‘‘ 1) р 
/.р {е —е ' ) |

Г,1 ։ ։ Г,/
(,։ = У7Т^-----щГ՜ т ь..})е — (/?12 • А,..) — (Я։ 4- Н2) (с 1)р

2р(е’—е )
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Решением системы (20) будут функция /7։-(/=1, 2)

Н, = н! + < П' ! (Ак - Ля) вЬ г, г + (Ли - Ля) Г, (I — г)֊ 
р бЬ г,- I I

— р (Н\ — Н>) [зЬ г/ (/ — г) 4- зЬ г,- г] 4-

4-------- -------- |(Лдл г /?/...) бЬ г?/-] г (Ап 4՜ /»а) зК Г2։֊1 (/ — г) —
р$Ъ Г2/-1 / I

р (Н1-Г Н1) I вЬ г-ц 1 (/ — г) 4 $Ь Г2,-1 г]|

Переходя к оригиналам, получим решения частной задачи 1ц (г) 
преобразовании г

где

и») 9Лп’о — За։7 4֊ ~ ~ ^13" =------------ 65?-------------® = 25?------------

9[а;+(- 1/л;1 - 3[ аг 4- (֊ 1)417 4-4֊ (֊ 1)^1
"1 607=

> _ [ас + (֊ 1)41 7 ֊ [/»; 4- (֊ 1)4] У? ֊ [6-.. 4- (֊ 1/бх1 =
2/՜ 2з-;֊'



1'2 Р. Лк Е&рсегян

() и »)3 (и, /) —тета-функции Якоби.
Приведем один численный пример для случая, когда массив со­

стоит из двух водоносных горизонтов, разобщенных слабопроницае­
мыми прослойками. Напоры над верхним слабопроницаемым слоем (Лр) 
и под нижним слабопропицаёмым слоем (Л3) принимаем постоянными. 
Пусть

К. (х) = ае '. Г2(х) Ье', Го (.г) = Но Г8 (*)

7\ (х) = Н Г,, (х), 1\_ (х) = р, Т, (х), Ко (л-) =
А,(х)

А\(х) = ^(х)’ <(х) ֊
КЛх)

где а, а, 6, |17 и V, (/ 0, 1,2)- постоянные. С помощью преобра­
зования г имеем

- — 1 
аЬ (а -г р)

Тогда искомые напоры А։ и А2 в водоносных горизонтах удовлетво­
ряют системе дифференциальных уравнений (8). При этом

№ = ₽н = К>. -'оН = ~о> IV։ ֊ Ъ

НГ'з = 7։» !1о = 5А2

Общее решение системы (8) имеет вид (П), где Л։ и /;■> определяются 
по формулам (8'). Постоянные С, {/ 1, 2, 3, 4) определим, задавая
граничные условия:

|х_о ~ ж.в/ = ^։2> ~ ^֊/ ~ ^22

которые после преобразования г будут

Л11։-«, ЛМ’ Лх I- г։ = ЛИ> = Л2Р Л2 /,« = Л22

Постоянные С. определяются из системы

Лп - л; ֊ А (С^1') - В (С..^ 4֊ с4ег‘г')

Л12 = а; ֊ А (С,/'” 4- с\е^) - В(С^ 4֊ С.։/*г։)

~ Аг 4՜ Сгег‘՛ - С.е г" Слег' ?- С’4е՜"՜'

А22 Ь-2 — С\еГ1*՜1 С..е՜ 'г’ -г Сле‘՜՜ САс՜

и имеют вид
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где

М֊֊>е 
{ч'з “о

В =

Рассмотрим численный пример для следующих исходных данных: 

а = 0.01 м/сек, Ь = 15 .ч, а = 0.001. 3 = 0.0005, / = 2000 .ч, 

Лп = 10 м, = 30 .ч, Аи = 15 м, Ь»; = 35 мг 

14 = 0.1, н = 0.3, 14 = 0.1, 4=10՜*, у։ = 5-ю՜7, 

4=10՜7, 70 = 3-Ю՜7, 7։ = 510՜5, 7- 3-10՜*

Ло = 5 .и, к3 = 40 .ч.

Тогда

2)2 10-\ Гзю’х
А։ ^7.5+ 24.3 е +20е

2)2.10'эг /ЗГ.ЦГ’х
лг^ 15 4-35.2? - Юе

По .чтим Цюрмулам можно вычислить напоры н любом сечении, 
например, для х 1000 ,ч (г — 987)

Л: 12.6 лс, Л, 18.9 .ч.

Ерспинсипй иолнт<1«11ИчссжйГ| мпггптут
пи, К. Мл риса Поступи А а 13 XI 1970



74 P. M. Bapccrnu

Ռ. IF. ր։|Ա»։1ԵՂ5ԱՆ

2b։l.nbi||‘ ԱՆՀԱՎԱՍԱՐԱՉԱՓ ՖԻԼՏՐԱՑԻԱՆ ՑԱՆԿԱՑԱԾ ԹՎՈՎ 
ՋՐԱՏԱՐ ՀՈՐԻԶՈՆՆԵՐՈՎ ՈԻ՚Լ՚ԼԱՆԿՅՈԻՆ Հ(1'1.11.ՇԵԻՏ11Ի1ր

Ա մ փ ո ւ|ւ ո ւ մ

Դի mtn րկվ ում Լ հեզուկքւ Դարսիի օրեն բով h Ս յատիհ-Դիրինսկսլ սքսեմայեն 
ենթ արկվող անհավասարաչափ ստացիոնար և ոչ ււտացիււնար ֆիլտրացիան 
ցանկացած թվով ջրատար հորիզոն ունեցող հողաշերտում։ Տքրատար Հււրիղոն- 
ները իրարից բաժանվում են վատ թ ա փ ան g t/ղ շերտերով»

՛Սերբին ջրատար հորիզոնի հզորությունը և ՚իի լա րա g իայի ղործակիցր կա­
մայական մեկ անդամ դիֆերենցեյի ֆունկցիաներ են։ Մյուս ջրատար շերտերի 
հզորություններն ա ֆիրորացիայի ւլսրծւսկիցներր և վատ թափանցոդ շերտերի 
հզորությունները ուղիղ համ եմ ատական են ներրին շերտի հղորոէթյւսնր և ֆի[- 
էորրացիայի գործ ակ g ի ն հ ամ ա ։դ ատ ասքս ա նար ար ։

Երկրորդ կարգի դիֆերենցիալ հավասարումների սիստեմր լուծելիս կի­
րառվում Լ ինտեզրս։/ ձևափոխ ni թ յւ։լն, որից հետո ùtn ut gift է ւմ է հաստատուն 
դործակիցներով դիֆերենgիաt հավասարս՛ մների ւ/իստեմ։

//րսլես օրինակ ղիա արկված I; հեղուկի ոչ ստացիոնար անհավասարաչափ 
շարժումը երկու, ջրատար հորիզոններով հողաշերտում ։

NON-UNIFORM FILTRATION OF FLUID IN RECTANGULAR 
PIECE OF SOIL WITH ARBITRARY NUMBER OF 

WATER-BEARING LAYERS

R. M. BARSEGHJAN

Summary

On the basis of Darsi's law and Myatiev-Girinski’s model the non- 
uniform steady and noh-steady filtration of fluid is discussed for ,,n“ 
layers of rectangular soil. The water-bearing layers are assumed to be 
separated by poorly permeable layers.

The thickness and the coefficient of filtration of the lowermost 
layer are assumed to be arbitrary, once differentiable functions. The 
thicknesses and coefficient of filtration of the other water-bearing 
layers as well as the thickness of the poorly permeable layers are as­
sumed to be respectively proportional to the thickness and coefficient 
of the lowermost layer.

Integral transformation is applied in solving the system of dif­
ferential equations of the second order, thus resulting in a system of 
differential equations with constant coefficients.

An example of non-uniform and non-steady flow of fluid in two 
water-bearing layers is given.
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К. X. ШЛХБАЗЯН, С. Б. ГАРАНЯН

СИНТЕЗ ОДНОКОНТУРНОГО ПРОСТРАНСТВЕННОГО 
ПЯТИЗВЕННОГО МЕХАНИЗМА ПО ИЗВЕСТНЫМ 

ДИСКРЕТНЫМ ПОЛОЖЕНИЯМ ШАТУННОЙ ТОЧКИ

Необходимость решения многих важных задач проектирования 
исполнительных механизмов для систем ориентации, космической тех­
ники, машин-автоматов и т. д. обусловили быстрое развитие теории 
синтеза пространственных механизмов.

Авторами работ [1|—15|, ;7] созданы основные положения про­
странственной кинематической геометрии. Частная задача синтеза ме­
ханизма, воспроизводящего заданные в пространстве точки, решена (ме­
тодом квадратического приближения) н работе |6].

В данной статье дан синтез пространственного пятизвеяного ме­
ханизма типа ВССССС (фиг. 2), предназначенного также для воспро­
изведения заданных в пространстве точек. Этот механизм, ио-видимо­
му, — наиболее приемлемый среди пятизвенных механизмов для вос- 
нр шзяедения пространственных точек. Например, по сравнению с ме­
ханизмом ’ (фиг. 1), он обладает следующими преимуществами:

Фиг. 1.

а) отсутствие недостатков, связанных с наличием сферической 
пары с пальцем;

б) одноконтурность механизма:
п) простота синтеза (меньший объем расчетных формул, следо­

вательно, и вычислений).
Отметим, кстати, что при подсчете степени подвижности меха­

низмов, изображенных на фиг. 1 и 2, следует учесть, что они соответ­
ственно имеют два и три плавающих звена.
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В основе нижеизложенного интерполяционного синтеза лежит 
обобщенное на пространственный случай основное расчетное уравнение 
работы [8].

Постановка задачи. Пусть в системе х у г дано п точек 
М< (ЛЦ МД г- (1, 2......... л).

Требуется спроектировать пространственный пятизвенный меха­
низм. имеющий на шатуне точку, траектория которой проходит через 
заданные точки М,-.

Для наглядности данную задачу разобьем на составные, совокуп­
ность решении которых даст решение поставленной задачи.

1. Определение области существования некоторых свободных 
параметров и их выбор. Для изображенного на фиг. 1 пятизвенного 
механизма выбираем плоскость и центр вращения шарнирной точки Н 
кривошипа ОН

н- + Н: = & (1)

Обозначим длину отрезков М;Н< через б. Тогда первую состав­
ную задачу можно сформулировать так.

Параметры Ь и б выбрать так, чтобы на окружности (1) можно 
было отыскать точки Н,- {Н,х, Н^,), соответствующие расстояния кото­
рых до заданных точек были бы постоянной величиной, равной с/.

Значения параметров Ь и б в зависимости от координат заданных 
точек М-։ (М,, М,„, можно выбрать по условиям

б > | М1л |гаах, 2 (б -г 6) > а

где а — наибольшая из величин | М,-„ |тах и I ?ЛД1։։и.
Условия (2) являются необходимыми, но недостаточными для су­

ществования решения задачи I и служат лишь для непосредственного 
выбора значений Ь и б. Далее эти значения проверяются по условию

+ । М1- <г֊ -ь^-аь-(М^ + М]я) о (3)

являющемуся необходимым и достаточным для существования реше­
ния задачи. Как и следовало ожидать, случай равенства в условии (3) 
определяет поверхность тора.

После выбора 6 и б из нижеследующей системы

М'1. + (М/у Н,УГ- 4- (М= ֊ Н>:у б-

№ Н;, = Ь՞ (4)

определяем ординаты точек Н(

Н(^
а։ + / И; —т(-р։_ 

%
(5)

где
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& =
1г-<Р)

-£+*=- <?У-№М-:

Имея /71у. по формуле

/«ту / Z,«г- = arc cos---- — (6)
b

определим углы наклона кривошипа.
Из уравнения (1) найдем величины Ни.

Направляющие косинусы прямых 1ЦМ, определим по формулам

Mix о Miv-H(9
cosaf = ——. cos?, = ——---------cos7,.=------------ ------- (7)

d d d

2. Синтез шатуна. Имея координаты точки НдН;ц. Н;:} и на­
правляющие косинусы прямых H-Mi, можем приступить к решению сле­
дующей задачи.

В пространстве х у z дано несколько положений H,-Mi(i = 1,2,..., п) 
некоторой прямой ИМ (ось шатуна).

Требуется на прямой НМ отыскать точку /V, положения Л՛,- которой 
лежат на некоторой сферической поверхности. (Эту задачу, по анало­
гии с подобной плоской задачей, можно назвать также задачей синтеза 
ио положениям осн шатуна).

Центр сферы 5 есть точка пересечения плоскостей симметрии от­
резков между искомыми точками /V/. Уравнения этих плоскостей (их 
число на единицу меньше числа заданных прямых) можно представить 
в виде

֊ /V։r) (2х N,, - /V,,) + (NJV AU (2^ ֊ - M,) -

4- (/VA- ֊ Nif) (2z - N/s ֊ M-) « 0 (8)

7= (2, 3......... n)

Координаты искомой точки /V, через неизвестную длину I 
(l—HfH,) и координаты точки Hi выражаются соотношениями

.V,-. = Zcos я/

N;,J = Hit, 4- / cos 3/ (9)

Hi: — Hi: -Г I COS 7-

Отметим, что длина / может принимать также отрицательные значе­
ния. означающие, что искомые точки лежат на той стороне от точки 
Н, которая соответствует отрицательному направлению прямой. Это 
объясняется тем, что если э., [>., — углы наклона прямой /ЛЛ7/, то
ISO • ау, 180 • 4, 180е также углы наклона этой прямой.
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С учетом равенств (9) уравнения (8) после преобразований можно 
представить в виде

lBjx + (Cf+lDj)y -(Q, + lFj)z + lE, = 0 (10)
где

Cj = И},, — Hhj

Ql = Hi։ - Я,-

В, = cos a, — cos 7։
(10')

Dj =- cos cos ?j

Fj — cos 7Z cos 'ij

E,֊ — H\.t cos p։ 4- H\: cos y, (Hi,, cos 3y //.. cos -։/)

/ = (2. 3,.... n)

Для определения координат центра 5(х, у, г) сферы, уравнения 
(10) должны рассматривать как одну систему

1В..х 4- (С, 4- Юг) у 4֊ (Q. 4- IF.) .֊ 4- IE. = 0

1В3х (C3 + lD3)y + (Q3 + lF3)z±lE3 = () (10")

1Впх Е (Сп Ю„) у 4- ((Л 4՜ 1Еп) г 4՜ 1Еп - 0

Если заданное число положении прямой НМ меньше пяти, то, как видно 
из системы (10), для определенности ее решений надо произвольно за­
даваться значениями 5 - п параметров, за исключением тех значений, 
при которых ранг системы может оказаться меньше числа неизвестных, 
подлежащих определению.

В общем случае поставленную задачу можн 0 решить для п — 7
(см., например, [3]).

Ниже мы ограничимся решением задачи для п = 5.

и

При этом система (10”) имеет определенное

В. С. 4֊ Ц>3 Ол + 1Е. Е,

В3 С3Ц1)3 (& + 1Г3 Е3 
а —

В. С.4-//Л 41+1^ Е՝

В:. С3^Ю3 (2.4֊ //< Е3

г — 3

решение, если

0 -(И)

(12)
где А - определители расширенной матрицы системы 

г ранг матрицы
В. C,+-ID3 QZ^֊IFZ £J

В3 С3֊\ ID3 Q3֊~IF3 Е3
Ь’։ С. -ID, Q, + iF, E,
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Условие (11) приводится к уравнению

Р:,1"' Ч^ 1՜ (13)

что всегда имеет место, если

ч1 - 
где

Е, /Л /Л Е,

= о, е, ел
Р* в. е. е, ’ 

в;, О;, е5 е5

а. а а а\ 
Ь Ъ & Ел 
В. й. <Л Е, 

А О,

Уравнение (13) есть основное 
изложенным здесь способом.

Л*5>0 (14)

в.. а о, е.
к _ вз с, Е,

В, С, (2„ Е,

Л с. а. е,
(15)

В2 С2 Е„ Е2

В3 С\ Е, Е3
В, С\ Г< Е4

Д С5 Е5 Е, 

расчетное уравнение при синтезе

Если условие (14) не выполняется, то следует варьировать зна­
чениями свободно выбранных параметров Ь и с1.

Установив совместность системы (10"), определяем корни I -- /։ и 
I ~ Г. уравнения (13).

Координаты двух шарнирных точек /V' и /V" оси шатуна опреде­
ляются по формулам (9), а координаты их центров 51(х։, уъ д։) и 
5., (л-.;. (/., г,) -из первых трех уравнений системы (10").

Длина шатуна вычисляется по формуле

(16)

3. Синтез «адомых дзеньгз. Ведомые звенья определяются парами 
точек .V', 51 и /V5?. Так как координаты этих точек уже определены, 
то для залершення синтеза остается лишь определить их длины

| (х։ ֊ МУ (У1 Л/Ь;у 4֊ (г1 - .\<։у (17)

ЛьГ +(</.-Л'։՝։)-' (։2-М՜,)’ (18)

Замечание՝. Основное расчетное уравнение позволяет поставлен­
ную задачу решать без помоши ЭВМ. Однако, запрограммировать за­
дачи позволит не только намного ускорить процесс проектирования, 
но и варьированием свободно выбранных параметров получить сколько 
угодно решений задачи, тем самым давая возможность выбрать меха­
низм, удовлетворязйщий также дополнительным требованиям синтеза.
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П р и м ер. В системе координат г у г заданы пять точек 
Мх (о, 0.2, 0.4), М.(0.5, 0.5, 1). А73 (0.3, 0.6, 0.6), М։(0.4, 1, 0.8), 
Л/5(—0.6, 1.1, 1.3). Требуется определить размеры и расположение 
пятизвенного направляющего механизма (фиг. 2), воспроизводящего 
данные точки.

По условиям (2) выбрано Ь = (1 1. Эти значения проверены по
неравенству (3).

Из (15) получено
р,= 0.032279, ^ = 0.017862, £5 =0.052216

Определены корни уравнения (13)

Д = 1.024939, /..= 1.578302

По (16) вычислена длина шатуна

£ = 2.603241

Ио (9) определены координаты подвижных шарнирных точек ве­
домых звеньев в некотором положении (расчеты произведены для пер­
вого положения).

М, = 0, А'ь = 1.767795, М, = 0.877663

= 0, = 0.761982, М.. = 0.263584

По (10") определены координаты неподвижных шарнирных точек 
ведомых звеньев

х։ = 0.255864, ух = 1.005876, = 0.773898

х= = - 0.148982, у.. = 1.168704, г2 -= 1.116284

Косинусы углов наклона кривошипа равны ординатам точек /£ . 
Наконец, по (17) и (18) определены длины ведомых звеньев

Л/'5а = 0.810398, Л'"5г = 0.956407
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II. մ փ ս փ ո ւ մ

Նշված է սին թե/լվա ծ մեխանիզմի մի քանի առավելությունները >^րիշ 
հնգօղակ մեխանիզմների Համ եմաա/1էթ յամ ր, որոնր կարող են ։/ ե րա րսւ ա զրե լ 
նույն չարմ աթևա չին կևսւերը։
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-ինգ ղիրրի համար սա արված Լ, Հավասարում. որր ւ/ինթ եղման շարադրր֊ 
ված եղանակի ղեպքում հանգես Հ գալիս որպես հիմնական հաշվարկային հա­
վասարում։

Խնդիրր րնղ Հանուր դե /// րււ ւմ լուծելի Հ կեաի ավչած յոթ դիրքերի համար՛ 
Լուծված Լ թվային օրինակ:

SYNTHESIS OF A SPATIAL FIVE-BAR MECHANISM 
BY SPECIFIED DISCRETE POSITIONS OF THE COUPLER-POINT

K. Kh. SHAHBAZIAN, S. R. GARANIAN

S u ։n in a r y

The synthesis of a spatial five-bar mechanism by specified discrete 
positions of the coupler-point is presented.

Some advantages of the synthesized mechanism over other five-bar 
mechanisms which can reproduce the same points are shown. An equa­
tion for five positions if derived which is the principal calculating 
equation for the above method of synthesis. In the general case the 
problem is solved for seven positions. A numerical example is given.
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