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НЁУСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ РЕАЛЬНОГО ГАЗА 
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЕ С ПРОНИЦАЕМЫМИ

СТЕНКАМИ

Решение задачи о неустановившемся движении реального газа 
яо длинному газопроводу с учетом пористости газопровода имеет 
большое теоретическое и практическое значение.

В настоящей работе при помощи численных методов исследуется 
нестационарное движение реального газа в цилиндрической трубе с 
проницаемыми стенками. Определяются законы распределений давле
ния, скорости и плотности, а также изменение расхода газа в газо
проводе, в зависимости от заданного закона расхода в конце газо
провода.

§ 1. Дифференциальные уравнения движения. 
Начальные и граничные условия

Рассмотрим нестационарное, изотермическое движение реального 
газа в длинном газопроводе с проницаемыми стенками. Движение газа 
принимается одномерным [1].

-ншнин 
___ з । ь | $ х

■ НИПИП

Фиг. 1.

Скорость отсоса принимаем пропорциональной давлению, то есть
V = ар

где а- коэффициент пропорциональности, зависящий от степени прони
цаемости стенок трубы.

Задача в такой постановке описывается системой дифференциаль
ных уравнений

др «рп։
дх 8՜'

“ я Г Н ~ (1Л)
о։ ох г0

Р = Л С £$рИ 
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где р, и и р соответственно средние по сечению давление, скорость 
и плотность газа,

; безразмерный коэффициент сопротивления»
£ - гидравлический радиус сечения трубы,

/\ ֊ газовая постоянная,
Т— абсолютная температура, 
% ускорение силы тяжести, 
г0- радиус трубы, 
С весовой расход, 

к площадь поперечного сечения трубы. 
Требуется определить давление, плотность, скорость и расход 

газа в любой момент времени в любом сечении газопровода при не
стационарном режиме работы, обусловленном переменным потребле
нием газа в сутки.

Система дифференциальных уравнений (1.1) приводится к сле
дующему нелинейному уравнению относительно квадрата давления:

/ = ТдР՜ дР , *Р Г 45 дГ
^х2 “ | 4^РТ Р их д1 1 г0 Г' <>ХТ1 дх 1 ’ }

где

Р(х, /) = р-(х, 1)

Решим уравнение 
условиях:

■ри х = 0

(1.2) при следующих граничных и начальных

Р Р„ = const

при х — А — (1.3>
дх 4 հօտ2

при ( — 0 P=P^x)

Здесь 6’(0 — заданная функция, характеризующая закон измене
ния расхода в конце трубопровода;

Ра (л՜) функция, показывающая закон изменения квадрата 
давления вдоль трубопровода при стационарном режиме:

А — длина трубопровода.

§ 2. Определение функции Р.}(х}

Стационарное одномерное движение реального газа в цилиндри
ческой трубе с проницаемыми стенками описывается системой диф
ференциальных уравнений

■*> ~ ~ &

— ($и ) -|- р = 0
4х г0

р — рст/? Т
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Систему (2.1) легко привести к нелинейному обыкновенному диф
ференциальному уравнению второго порядка относительно квадрата 
давления

^ = ^1 —* £ (2.2)
</х՝ г0 | / </ дх

Уравнение (2,2) можно привести к квадратуре.
Решение »того уравнения выражается через функцию Вейер- 

штрасса.
Так как основная задача, то есть уравнение (1.2) решается чи

сленным методом, то считаем целесообразным уравнение (2.2) решать 
численно и применить результат как начальное условие для задачи 
(1.2) (1.3).

Итак, стационарная задача приводится к решению уравнения (2.2) 
с граничными условиями

Р=Л| при х=0 23)
Р — Рк при л* Д

где Р„ и Р. значения квадратов давления к начале и конце трубо
провода.

Приведя уравнение (2.2) и граничные условия (2.3) к безраз
мерному виду, решаем методом проб и ошибок [2].

Имеем

Р"=2аР| ~Р'՜

Р-1 при х-() (2.4)
о А .
Р —  при х == 1

Рч 
где

" т;| -/Гг~

Обозначим | Р =\г\ или Р = г"

Р" = - 2г/

Подставляя в (2.4), получаем

z

Уравнение (2.4) заменяем системой двух дифференциальных уравнений 
первого порядка

dx
(2.5)

А = - аРИ
dx z
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Обозначим г(0) через / и попробуем найти два таких значения л։ и 
Л ('•։ < >• < '2)> чтобы

для Ц: Р(1)<-—для М ?(1) (2.6)

Так как /->(11 есть непрерывная функция от то можно методом 
проб быстрее сузить длину отрезка |/ч , и найти такое значение /, 

р
при котором Р (|| с желаемой точностью равняется - ՛֊• 

Р п
Решение уравнения (2.4) для различных значений л приводится 

в виде таблицы.

Таблица

№№ X > 5.6-10 * 
м*1кг •€(•«

г ֊5.6-10-* 
мЧкг-сек

։-5.61О < 
кг • сек

1—5.6-Ю՜3 
л/3 «։ • сек

—1 0.025 1.02121914 1.02122988 1.02278533 .03666673
0 0.025 0.97878086 0.97877012 0.97721467 0.96333327
1 0.075 0.93634259 0.93631367 0.93198412 0.89417516
2 0.125 1).89390438 0.89386145 0.88718765 0.83008584
3 0.175 0.85146620 0.85141327 0.84'2802՛։ 4 0.77052924
4 0.225 0.80902505 0.80896893 0.79880616 0.71503133
5 0.275 0.76658996 0.76652826 0.75517691 0.66317159
6 0.325 0.72415189 0.72409106 0.71189332 0.61457585
7 0.375 0.68171385 0.68165711 0.66893422 0.56891021
5 0.425 0.63927585 0 63922629 0.62627895 (1 67.587569
9 0.475 0.59583789 0.59679833 0.58390715 0.48520381

10 0.525 0.55439992 0.55437308 0.54179880 0.44665265
11 0.575 0.51196201 0.5Н95034 0.49993417 0.41000351
12 0.625 0.46952411 0.46952990 0.45829.378 0.37505795
13 0.675 0.42708623 0 42711159 0.41685845 0.34163523
14 0.725 0.38464837 0.38469521 0.37560918 0.30957013
15 0.775 0.34221053 0.34228057 0.33452721 0.27871090
16 0.825 0.29977271 0.29986746 0.29359395 0.24891757
17 0.875 0.25733490 0.25745572 0.25279099 0.22006034
18 0.925 0.2148971՛՜ 0.21504514 0.21210006 0.19201825
19 0.975 0.17245931 0.17263554 0.17150299 0.16467788
20 1.025 0.13008145 0.13022646 0.13096497 0.13779647

§ 3. Решение задачи (1.2) (1.3)

Рассмотрим модельную задачу

1 Э2Ф дФ= ЛГ(А՜’ 0 4֊֊/֊/(.г, /)Ф- 5(л-. О (3.1)
о։ М(х,1) дх* ах
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Ф(х, 0) ֊/(х)

Ф(0, /) = ?(/) (3.2)

Возьмем сетку узлов:

х‘= (1 + т) А; = )к 

//=֊•1,0, 1,2..... /V; / = 0,1,2»...;
(3.3)

и для внутреннего узла (/, у) запишем разностное уравнение

Ф/у _ФЬл । 1 Ф/-4.1., 2Ф;,7 +Ф/-1, > _
' к Ми А2

№, Ф' ’ ֊ >Ф'՜1' ; Я,. IФ», . + &. ։ (3.4)
Л

(/-0, 1, 2,..., М-1; у— 1, 2, 3,...)

апроксимирующее уравнение (3.1) в узле (/, у) с точностью до 
О (А Л2).

Здесь Л шаг по переменной х, а к — шаг но переменной /.
Схема разбиения показана на фиг. 2.

Выбор шага но времени к производится в зависимости от шага 
по переменной х, сохраняя условие устойчивости конечно-разностной 
схемы. Как показано на фиг. 2, для решения данной задачи приме
нена устойчивая, неявная разностная схема [3].

Апроксимации начальных и граничных условий -будут:

Ф(х/. 0) =/(х,) (/֊ 1,0, 1,2.....  .Л/)

Ф(0, /,) = пб) (у- 1, 2, 3,...) (3.5)
Фх, Фл--.,., ^,(0) (7=1>2>з>...)
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Решение задачи (3.4) (3.5) производим методом прогонки [4]. Видо
изменив уравнение (3.4). получим

Флм. / (2 /гМ./Н,-. /)ф,.? (■

/-•Л/. (3-6)

4 (1 ЬМ/, . 7) Ф,--1.) ----- — Ф| / ■. 1т М;, )■ .57 , ֊- О
А.

которое при / т принимает вид

Ф/ ։. л1 — А/.т Ф/. ш Н- С{. Ф/ । = 0 (3.7)

где

Л/, кН{.м )

С.-,т = 1 ж.м,.

л о и- / ։ кА{,т 2 — М. / 1
к \ п

(т 1.2.3....)

Л.„ = — М'.ЛФ, 
к

Будем перегонять левое граничное условие в правый граничный узел,
то есть будем находить такие и Е, чтобы при всех
/= 0, 1, 2....,’ .Л/

Ф։.-։.„=АтФгт+£/.т (3.8)

Подставляя Ф, : Г1 из (3.8) в (3.7), будем иметь 

Ф/ч֊). - А,֊. Ф/. „ С,-. (Я,, •։•/. Е, .п) В; т ֊ О 

или, разрешая относительно т

Фг. ш |, ф/ : Е^,т (3.9)

где

°'՝-=л—т^г՜ (3'10)
™{. п| м», т’-'։. т

Е, 1. п, = (В,, т — С,-. тЕ<. „,) О; м.т (3.11)

Зная А{. В,-_ С,-. находим с помошью рекуррентных соот
ношении (3.10) и (3.11) Е; и, далее, с помощью (3.8) обрат
ной прогонкой находим последовательно Д/ 1, .V 2,...,0).

Вернемся конкретно к задаче (1.2)—(1.3). 
Имеем

д^Р , ; 1 ЛР дР
г-л V 4'^РТ Р 'дх д։

^Р < ; дР
го 1 '2'^,РТ дх

или
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оР ___________ 1__________<РР V2 д
dt / ~ • 1 оРдх* г6 (3.12)

I ^RTPffx

Обозначим 

•_____ 1 оР
'i'-'gP Т Р Ох = М(х, /)

— I Р = //(.г. о 
ги

Уравнение (3.12) принимает вид

дР 1 сРР
oi М(х, /) дх9

Н \ х, 1} Р (3.13)

Для удобства вычислений уравнение (3.13), граничные и начальные 
условия (1.3) предварительно -приводим к безразмерному виду с по
мощью соотношений

Р = рцр\ х £*', t -֊ tof' (3.14)

где Р" квадрат давления в начале трубопровода,
L характерная длина (длина трубопровода),
/1։ характерное время.
Сравнивая уравнение (3.13) с уравнением (3.1), замечаем, что в 

данном случае Л’(л-, /) 0, -S'(x, /) —0, а М(х, /) и //(л, /) опреде
ляются вышенанисанными формулами, апроксимапия которых в узле 
(/, / ) будет:

_Т_ 1 Алг-А-ьмГ

1 Ор 
р Ох

4'.gR Т Р(. i-\ Л 13.15)

/Л., = ^1 А.,-, (3.16)
'о

Следовательно, вышеизложенный разностный метод решения мо
дельной задачи (3.1 I (3.2) вполне применим для решения задачи 
(1.2) (1.3). С этой целью на основе формул, соответствующих фор
мулам (3.6) (3.11), была составлена программа на ЭВМ „Раздан-3", 
реализующая метод прогонки.

Определяя давление из уравнения (1.2), можно вычислить плот
ность. скорость и расход газа в любом сечении газопровода для 
любого момента времени по формулам:

М.у, /) - ֊^(х. П
<7 А /

(3.17)

и(х, /) — (3.18)
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С, (х, /) = * р (х, 0 и(х, О
/\ 1

(3.19)

СДх.О <)
1\ 1

(3.20)

где 6\ (х, /) расход газа, протекающего через сечение 5 со ско
ростью и,

С2(х, И—расход газа, протекающего через пористую боковую 
поверхность цилиндрической трубы единичной длины со скоростью 
г = Рр.

§ 4. Численный пример

Для вычисления численного примера были использованы метод 
вычисления и данные работы }[5]. кроме длины трубопровода, кото
рую в этом случае приняли 10 км (С = 10 км).

Интервал [0; 1], соответствующий длине газопровода, разбивается 
на 20 участков, то есть

Л = 0.05, а £ = 0.01

Для проверки точности вычислений задачи решаем, уменьшая 
шаги /1 и к вдвое, вчетверо, и сравниваем полученные результаты. 
Совпадение с достаточной степенью точности результатов говорит о 
практической сходимости метода.

Вычисления произведены для случаев

а 0; 5.610՜-; 5.6105.610 4; 5.6-1 О՜3

Распределения давления по длине газопровода н любой момент 
времени приведены на фиг. 3, 4, 5, 6, 7.
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При а - 0 получаем результаты в более уточненном виде. Здесь 
имеем в виду тот факт, что при выводе уравнения (1.2) из системы 
уравнений (1.1). в отличие от других работ, никаких допущений не де
лали. На основании полученных результатов можно сделать следую
щие выводы.

Фиг.

I. В рассматриваемом интервале значений т перепад давления 
по длине пористой трубы увеличивается. Это обстоятельство под
тверждает экспериментальные результ ты р боты [6).
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2. Значение давления в одинаковых сечениях для пористой трубы 
больше, чем значение его для непроницаемой трубы.

3. Давление при увеличении коэффициента ?■ до некоторого кри
тического значения ам, увеличивается, после чего начинает падать.

Ереванский гдсударстпенный* 
университет Поступила 15 VII 1971

Դ. ճ. ՐԱ8ԱՋԱՆՅԱՆ. I., b. Դ11.ՆԻնԼ:|ԱՆ

ԻՐԱԿԱՆ ԳԱք»Ի ՈՋ-ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ 6ԱՐԺՈԻ11(! ԱԱԿՈՏԿԵՆ ՊԱՏԻՐՈՎ 
ԳԼԱՆԱՅԻՆ 1սՈՎՈՎԱ’|ՈԻԱ

Ա մ փ ո փ и I մ

4‘ի տա րկված ( իրական ղազի ոչ- urn այյիոն ա ր, իզոթերմ շարմոլմր ծտ- 
կոտկեն պատկերով լրանային խողովակում։ Որոնվում է ճնշման րտշիւման 
սրենրր ծակոտկենության գործակցի տարրեր արմ երների համար։

եսնգիրր րերվում Լ երկրորւ/ կարգի մասնական ածանցյսւյներով ոչ գծա
յին գի'.իերենցի։պ հտվասարման ինտեգրմ անր՝ խաոր եզրային պայմաններով։

Լուծումր կատարվում Լ թվային մ եթ ոգներով։ Այգ նպատակով կազմված 
է ծրագիր ոձրտգդան— 3» էլեկտրոնային հաշվիչ մերենայի համար։

//րոշվում Լ '1ա'ւք' ճնշման րաշխման որենբր մամանակի տարրեր ակրն- 
թարթն երի համարէ

Լուծված Լ թվային օրինակ։ Կառուցված են ճնշման գրաֆի կն ե րր մ ամա
նակի ատրրեր որո >երի և ծակոտկենության գործ ակրի տարրեր ա րմ ե րնհրի 
համ ար։

UNSTEADY MOTION OF THE REAL GAS IN A CYLINDRICAL 
TUBE WITH PERMEABLE WALLS

G. H. BABADJANIAN, L. E. DANIELIAN

S u m m ary

Unsteady isotermal motion of the real gas in a cylindrical permeable 
tube is considered. The problem is reduced to the solution of a second 
order nonlinear differential equation in partial derivations with mixed 
boundary conditions.

The solution is obtained by a numerical method on the “Razdan-3“ 

d*
computer.
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Р. К. АЛЕКСАНЯН

СТАЦИОНАРНОЕ ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ В 
СОСТАВНОМ КРУГОВОМ СЕКТОРЕ

Температурная задача или эквивалентные ей задачи теории упру
гости и электростатики для кеднородных сред рассмотрены в рабо
тах |Г 5] и др.

В настоящей статье рассматривается задача о плоском стацио
нарном температурном поле в составном круговом секторе. Решение 
строится при помощи системы собственных функций обыкновенного 
дифференциального оператора, порождаемого рассматриваемой крае
вой задачей для уравнения Лапласа.

1. Поместим начало полярной системы координат в вершине со
ставного сектора, направим полярную ось по линия раздела сред с 
различными коэффициентами теплопроводности (фиг. 1). Предпола
гается, что контакт между средами является идеальным и что отсут
ствуют тепловые источники.

Функции распределения температуры в областям I и И удовле
творяют уравнению Лапласа [1]

и следующим условиям на хинин раздела и на границе области: 

^1՛^. - 0 0< г<1

& 0<г<г: (1.2)

/И*) ֊ф3<«<0
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*4U=AUo. о<г<1
О'? ,р=о

где kt и к2- коэффициенты теплопроводности соответствующих ма
териалов.

Решение (1.1) в областях I и II представляем в следующем виде:

£/Цг, 9)=/’(Acos Z.("? +A sin/.՝'՝?) (; = ։, 2) (1.3)

Удовлетворяя условиям (1.2), на основании (1.3) находим

).<” = >Я = к, В.= ^В,, А = Л,

А ։ cos • ?j — By sin 44 = 0 (1.4)

A., cos hps B.. sin 'i.*.. 0

k} 
где p. = —-

K2
Из условия существования нетривиального решения однородной 

системы (1.4) для /. получим следующее уравнение:

(ц- Dsin '> (?։ -I- ф2) 4 (1 Н) sin / (?j - О] (1.5)

Функции распределения температуры п областях I и II можно 
представить в виде ряда по функциям (1.3), соответствующим поло
жительным корням уравнения (1.5). Отрицательные корни уравнения 
(1.5) для функции распределения [температуры не представляют ин
тереса, так как температура должна быть ограниченной.

Для каждого собственного числа не являющегося одновре
менно корнем уравнения cos лп'?։ —-О, из системы (1.4) получим

Au = А2п = - Bin В:п = pBu (n = 1, 2,...) (1.6)

Общее решение рассматриваемой задачи можно представить в виде

со
U УВпгп1М?) (0<г<1, «<?<?,) (1.7)

п— ։
где

£/и(?) = ( sinZ,1? tgM^cosMsj ^18)
I £Ал(?) = Hsin >„? tg'n?։ cos'nrx ?2

Если уравнения (1.5) и cos'-« 0 имеют общие корни, то в 

(1.7) появляется ряд вида 4 A„r " cos

Система функций £4 ('f) ортогональна в интервале ( : о cj
с кусочно-постоянным весом

= = const
1/с2 = const <՜ ? < 0

(1.9)
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Входящие в (1.7) коэффициенты Яп можно определить, задаваясь 
температурой или условием подвода тепла на дуговых частях кон
туров областей I и II.

Пусть 6/|г֊ ։ =/(?) ( ?1)- Разложим /(֊) в области
(—г ?1) в ряд по ортогональным функциям

со
Л?) = £вЛ(?) (1.10)

Л — 1
где 

?• 
[ *(?)/(?)(/.(?)</?

а„ = ——--------------------------- (л = 1, 2,...)
( Н?) £/;(<?) </?

Для распределения температуры получим

г/(г, <?) V (0<г <1. (1.11)
и— I

2. Рассмотрим температурное поле в полукруге для следующих 
частных случаев.

а) Пусть —» а температура на дуговых частях кон-
2

туров областей I и 11 определяется следующим образом:

Л(<?) = const (г 1.

(2.1)
/а (ф) Mie const (г~ 1’ —

Для остальных граничных и контактных условий принимаем (1.2). 
Корни уравнения (1.5) в этом случае натуральные числа ' 1. 2,....
Температурная функция в областях I и II имеет следующий вид:

ОО
и\ (г. ф) — У Li:r. г" sin ЪгГ' 

п «•I

ЭС
У ''' cos ('2н 1) ?

«-1

0 < 1, 5՜)

^(
ОС оэ
У г՜” sin 2пг У 5_Л_|г‘г cos (2?? 1)ф «ж

п — 1 л I 

(2.2)

о г<1,
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Из граничных условий (2.1) находим

_2(4/О1 Цю) 1 (
Ml i9

р 4 (^'02 ( 1Г
/?■>_ 1 =>------------------------------- -------------

(n 1, 2,...) (2.3)

Подставляя (2.3) в (2-2) ” суммируя, получим

hl-VII

(/ (г, f) = U'-֊l arctg 2f~sil-l2t
Г п(1 |l) К 1 г*

2(Z/M ։ 2 г cos?I---------- arctg------------------------------
-(1 + 9 l֊r2

r; , „ч 21l(^oi ^0=) . 2rsin2?
-(14-10 1 r*

2(*4> ;*£/<,,) д 2rcos? 
x(l-|0 * S1֊r-

В случае Z/0J — Uüi (J„ получим

2UQ 2rcos? _
Ui (r, ?) -----arctg — , (i 1, 2)

- 1 — r*

(2.4)

Распределение температуры в областях I и II не зависит от от

ношения коэффициентов теплопроводности ц - • Теплообмен между
k2 

составляющими частями полукруга в этом случае отсутствует и по
лученное решение совпадает с известными для отдельных областей 
I в II решениями |8|. - з-

6) Пусть ?։ = ֊֊-՝ ?2 = -- и /։ (?) = U» (?) V* Для собст- 
4 4

венных чисел < в этом случае из (1.5) получим

г.„ = 2п, е== — arc cos---------------- 4 (п 1)■ „2. 2

== arccos---- ----------- 4п (/? = 1. 2,...)
- 2(1 п)

Температурные функции для этого случая строим в виде суммы

^1 = ^10 (0<г<1,
4 (2-6> 

£Л։ i и.2, о)

Из уравнений (1.4) для корней /J'' 2п \п 1.2. ...1 получим

л՛;? = о,
2 Илпсспп։ АН Армянской ССР. Ме ханика:/\№му

*М*п*йк՛' 
^’U'rL’fr,
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Для /„ ~ Д1 — arc cos —- ----- ------ • 4 (я 1), (п 1,2,...) из
х 2(1 • Р»

уравнений (1.4) получим

Д- cos^-r Ä.” sin 7 - 0 .

A*’ cos 3; jiÄ,’1 sin З7 0

где

7 —arccos —-------------  (2.8)
2 2(1 Т-Р)

Из (2.7) получим

Д? /Л’ ։?; или Д'? (я 1.2....)

Эти дни значения А. нс противоречивые, так как

откуда

При = 42

Ч’7=|ИяЗт (2.9)

2 1 — И A i 10 4
— arccos ---------------- 4я (я = 1, 2,...) из уран-֊ 2(1 4-р) ун

нений (1.4) получим

Д? cos ՛; Bl՜’ sin 7 = 0

Д'/ cos 3; ։.iB;’’sin37 0

Используя граничное условие на дуге г = 1. /Д;) = ^о (/= 1.2), 

с помощью (1.10) и (2.5) для коэффициентов В?,. Д 2-7-1, Вп , В1;,' по
лучим следующие значения:

~ 0,
Д4»1 ^^0 ( 1 )
Л-’-* Г(3 и) 2я 1

ß''> = А -___,А ь А’.-'- (п 1,2,...)

где

32 Uo sin: 7___________
- (3jisec:3* sec:7)cos3r

После „некоторых преобразований окончательно для слагаемых, 
входящих к՝ суммы (2.6), получим следующие выражения:
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( 1 )я г*' cos 4л? |
s։n

«-о “л

(2.11>

иял = |
4 cos 3*( I

Г*, ( 1)"г‘"$1п4л?

~п

4

_sin(±Гу з-;) 2 <

I (о«г«1,

При других значениях углов yj и лля распределения темпе
ратуры в областях 1 и II получаются разложения, аналогичные (2.10) 
; (2.11).

Ряды собственных функций, соответствующие нецелым значе
ниям собственных чисел »,,, можно выразить через неполную бзта- 
функцню

t/u = 2?.;(r, с) v
( 1)' г'" cos 4л -

Р + «

. « . / I 1м . I. Ч1 ( 1) /• sm 4 л ?j >------------------------------
„.U Р п

2;; (г,
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Вводя обозначение z- - Fe' (0-Cr-^l, 0 <©< — ]• после неко- 
X 4 /

торых преобразований получим

2-:
^2 '^F^z}

или

и}}^2 ©jRe F (z) «JLm^(z) (2-12)

где

F(z} z ՛' i —— dz{, />=— — “ arecos— ------- : 
Jl z, r. 2r. 2(14-p)

Ar*՛" cos (4p? ;) ֊r. Ar՜1՛՛' sin (4рэ — 7)
8 cos * 7- Seos՜;'

при 0 < |i <
6 3

Аналогичным путем получим

F
-------------sin 4^ 4 ©’cos 4^) ^’Re<l>(z) <j>’Ltn Ф (z)

1—

ZA>։ = ’l I ^ReF(z) j։ L։n/-”(z)
I P

ilF
U...։~ ' (--j sin 4т- Ьчсоз4֊) 1*\ф (z) |«Л3 Lm Ф (z)

1 P

(2.13)

(2.14)

(2.151

где

Aг '*cos(/ 4p~F
4 cos 7

Ar '' cos < 4/?^ 3;)
4 cos З7

Лг~4;* cos (4jw -I 3՜;)

4 cos З7

Ar‘ sin (7 4pp)
4 cos 7

A r*՛՛ s i n (4px> З7)
4 cos З7

Ar՜ l'" sin (4/?’? - 3;՜)
4 cos З7

Для рациональных значений параметра р распределение темп« 
ратуры нчобластях 1 и П выражается через элементарные функции.

При некоторых значениях отношения коэффициентов теплопр< 
водности составляющих сектор материалов вычислено распределена 

г. Зг 
температуры в областях I и II в случае = —• ©;: =— Результат
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вычисления для сектора круга оадиуса а представлены графически 
(фиг. 2, 3).

Фиг. 2.

Фиг. 3.

3. Рассмотрим распределение температуры в составном секторе, 
>:<>|да на его контуре задана температура.

Распределение температуры ищем в следующем виде:

ТДг, ф) УДг. ф)-г И/(г, е) («•=!» 2) (3.1)

•де функции У{ (г, -) (/ 1, 2)
ловлям (1.2), а функции 1Л(г, у)

удовлетворяют уравнению (1.1) и ус
ов редели ются уравнением

А К = О (/ 1. 2) (3.2)

в условиями

И, !_֊-= ■'.,(>•),

= К

>4 (г)

к™>\ -к^\

(Щ <>? .=₽ о

(3.3)
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Функции \-(г) (7 = 1,2) непрерывны и удовлетворяют условию 

'п (0) = (0).
Рассмотрим множество чисел '3,,;, среди которых нет корней 

уравнения (1.5). Пусть множество {%) удовлетворяет условиям тео
ремы Мюнтца-Соса [7], на основании которой произвольную непре
рывную функцию можно равномерно аппроксимировать на (0, 1) поли
номами вида

(3.4)

Представляя функции 7i, (г) (7 = 1. 2) в виде степенных рядов

ОО

vJ|(r) = au 2 a„r , Tj2(r) = b0 1 V b,tr (3.5)
» 1 л = 1

местное решение уравнений (3.2) в окрестности начала координат 
ищем в виде

~ и 
v։ (г, -) Ло У, г " (Ап cos Б,, sin /„?)

л-1
op О-б)

%
v3(r, -А) Со у г( С„ cos Z)nsin£„?)

J&—1

Удовлетворяя при помощи (3.5) и (3.6) условиям (3.3), для иско
мых коэффициентов получим

А^ — Cq п,։ b(,

А,. C„ — (<i„p sin Z>„sinS'n<p։) (3.7)

1 О
Д, -= В.. -֊(an cos fr.?s bl COS •'։>'r I )

где

- CM (!l l)sin(?։ (? 1)s։n(?։ ?•>)> (3.8)

Согласно условию подбора чисел /„ А(3„)=А=0. Подставляя зна
чения коэффициентов из (3.7) в (3.5), получим решения уравнений (3.2). 
удовлетворяющие условиям (3.3). Заменим /Д?) в (1.2) функциями 
/(?) /,'(?). где Д'(?) значения 16 (г,?) при г 1. Тогда 7', (г, -)

будут решениями стационарной задачи теплопроводности для состав
ного сектору, когда на дуговые и радиальных частях контура задана 
температура, которая в рассматриваемой области может быть пред
ставлена в следующем виде:
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S /
Л (Г, ®) Го V Г ' (Л, cos 3„'г 2?„$։пЗя?) V £> '£/։»(?) (3.9)

п— ։ п ՝։

(0<Г<1, 0 ?<: у։)

T’J'՜-?) = У r ”(C,cos3a© /Л, sin ft,?) У А’пг '7Л,։ (<?) (3.10)
л—I л — I

(0<г-<1, <0)

где

МЛ?) sin ).n? tgZ„Vi cos >.я®, (0 < ? < ?։)

ps։n/„® tgcos t.nv, ( z., ?• 0)

Отметим, что решение задачи теплопроводности для составного 
сектора может быть представлено в виде (3.9) и (3.10) при более об
щих граничных условиях, например, когда на границе области задан 
подвод тепла или на некотором участке границы задан подвод тепла, 
а на остальном температура.

Определение распределения температуры н составном секторе 
необходимо для исследования полей температурных напряжений н 
окрестности края поверхности соединения составного элемента.

Инегиту։ матсмЬтнкн и механики
ЛИ Армянской ССР Поступила 22 X 1970
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STATIONARY TEMPERATURE FIELD IN A COMPOSITE 
CIRCULAR SECTOR

R. К ALEXAN IAN

S u in in a г у

The problem of a plane stationary temperature field in a compo
site circular sector made of two different materials is considered.

The temperature distribution is represented as a series of eigen 
functions of a corresponding two-interval boundary problem.

The temperature distribution al 9 -- 45 , ? — 135 is determined 
or some values of the ratio of thermal conduction coefficients for the 
sector materials.
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Р. М. КИРАКОСЯН

НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ ОБ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОМ 
РАВНОВЕСИИ ТЕЛА ПРИ ПЕРЕМЕННЫХ ВНЕШНИХ

ВОЗДЕЙСТВИЯХ

На ренонс общих теорем теории упруго-пластических сред, до
казываются некоторые теоремы об упруго-пластическом равновесии 
т*л.< при переменных внешних воздействиях, при этом рассматривают
ся устойчивые в смысле постулата Друккера идеально-пластические 
Н произвольно упрочняющиеся материалы.

1. В прямоугольной декартовой системе координат х։ рассмо
трим тело, находящееся под действием массовых сил X , поверхностных 
нагрузок Р, , приложенных на части поверхности 5/։, и перемещений 
»и-, заданных на остальной части поверхности тела 5„. Будем считать, 
что эти воздействия зависят от времени /, но они настолько медлен
но изменяются, что можно пренебречь инерционными эффектами. 
Вес деформации считаются малыми, в силу чего при составлении 
уравнений равновесия и граничных условий прёнебрегаются изменения 
Геометрии тела, вызванные его деформированием. Материал тела пред
полагаем устойчивым в смысле постулата Друккера, идеально-плас
тическим или произвольно упрочняющимся с регулярной или сингу
лярной поверхностью текучести. Для упрочняющихся материалов до
полнительно будем считать, что функции упрочнения нс зависят гот 
скоростей напряжений. Таким образом, рассматриваются те материалы, 
для которых доказаны общие теоремы теории упруго-пластических 
Сред [1].

Известно, что распределение, скоростей напряжений 3/, в упроч
няющемся материале статически возможно, если оно удовлетворяет 
дифференциальным уравнениям равновесия п объеме тела И и краевым 
условиям для напряжений на .Ч\„. Статически возможное распределение 
скоростей напряжений в идеально-пластическом материале должно также 
удовлетворять дополнительному условию

/’ = ^֊-,7^0, если /—О (1.1)
' ч

так хак материал не может воспринимать напряжения, превышающие 
предел текучести (/ функция текучести).

Согласно минимальному принципу для скоростей напряжений [1], 
абсолютней минимум выражения*

Случай рззрыяиых полей иг рассматривается.
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(1.2)

определенного для всех статически возможных распределений скоро
стей напряжений отвечает действительному распределению ско
ростей з,г • Здесь через ч,> обозначены скорости деформаций, соот
ветствующие статически возможным скоростям напряжений Зф п,- - 
единичный вектор внешней нормали к поверхности тела, суммирова
ние производится по повторяющимся латинским индексам.

Рассмотрим решение краевой задачи в скоростях напряжений 5 
линейно упругой постановке, то есть распределение скоростей упру
гих напряжений -)/' при тех же скоростях изменения воздействий 
X; , Р, И 1Ц(,.

Очевидно, что эти скорости в случае упрочняющихся материалов 
всегда, а в случае идеально-пластических материалов при соблюдении 
дополнительного условия (1.1) являются статически возможными. Сле
довательно, в качестве статически возможного распределения скоро? 
стей напряжений можно принимать поле скоростей упругих напряже
ний 4Г, при этом не забывая, что в случае идеально-пластических 
материалов это означает ограничиться классом задач, для которых 
условие (1.1) удовлетворяется.

Полагая з,-г - 4/, согласно минимальному принципу для скоро
стей напряжений имеем

֊ 1 4'1^11'1<Л’ ( -у Сц ( ^(,пцц </$ (1.3)
& ' ։ «у

V V %
где з,,- и действительные поля скоростей напряжений и рефор
маций. Скорости деформаций £,֊/' соответствуют статически возмож- 

„ '(е)ным скоростям напряжении з17 и имеют вид

’’(о_  д Д(«) ՝' <•)_ '<*) ‘‘.м и Д|

где 4/> действительные скорости деформаций в идеально линейно- 
упругом теле при скоростях воздействий X,-, Р,- и а 7 ско
рости пластических деформаций, которые имели бы место, если бы 
действительные напряжения с։- изменялись бы со скоростями 4;>-

Уравнение виртуальных работ [1]

сц$ц</г> — Х( и,(1и 4֊ Рцц</& (1.5)
ПУ*

справедливо для любого распределения скоростей напряжений ^֊.урав
новешенного внешними нагрузками X/, Р,-, и для любого поля скоро-
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стен перемещений п։- с соответствующим ему распределением ско-
росте» деформаций

-ч Т (м'՜ / н՜ и‘՝ /)

(запятая перед индексом / означает частную производную по коорди
нате X/). В уравнении виртуальных работ (1.5) поля скоростей
-</. вообще говоря, не связаны между собой.

равпове
Заметим, что разность скоростей

шена и соответствует нулевым
напряжений |з'/՜' зг-. | самоу- 

скоростям на 5'/։; действитель
ные скорости деформаций е,-. совместны и 
на 5И скоростям м,ч>. 11рименяя уравнение 
для [о*/’ с,] и :гу , находим

соответствуют заданным 
виртуальных работ (1.5)

Зо]" м. I [4? (1.6)

и

С помощью (1.5) и (1.6) неравенство (1.3) приводим к виду

( е'7мЛ, у о (1.7)

где

/'։‘Г Д/, =/;]</<.< (1.8)

Минимальный принцип для скоростей напряжений для идеально 
линейно-упругого тела формулируется так же, как и для упруго-пла
стического тела, только с той разницей, что скорости деформаций 
-и, соответствующие статически возможным скоростям напряжений 
'а, определяются из соотношений упругости

֊Н— Атал-Ш (1.9)

В качестве статически возможного поля скоростей напряжений в рас
смотренном „упругом" теле можно принять =,•, - о/(, то есть дейст
вительное поле скоростей напряжений в реальном упруго-пластическом 
теле при тех же скоростях воздействий X, А и /ы.. При этом роль 
действительных скоростей напряжений и деформаций играют 4? и 

решение „упругой" задачи в скоростях.
Согласно минимальному принципу для скоростей напряжений 

„упругого" тела при -з/, — имеем
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-֊- ( | "цп/и, УЛЧ)''</г> ֊ з‘’’п/нЛ|</з (1.10]

Пользуясь уравнением виртуальных работ (1.5). для самоуранноке 
шейных скоростей напряжений («/. ] и действительных скоросте
деформаций „упругого*4 тели ч, , будем иметь

(1.11

Учитывая (1.11), из (1.10) получим

। 1®О5О ‘</՛ ։‘Г 2«,•/։!*'| </о 0 (1.12
*

Гак как |1]

•*/ = «о ' Р//

где р, скорости остаточных напряжений, из (1.9) для ч. имеем

Ъ-/ А,/и I «лк — - «й’ ч^ (1.13

Здесь через =■ обозначены скорости упругих деформаций, соответ 
стнуюшйе скоростям остаточных напряжений о...

Подставляя (1.13) н (1.12). находим

( * Зо2г’’* «г/4Г] Л-՛ ՛;-• 0 (1.14

Из уравнения виртуальных ра»5от (1.5) для самсуравновешенных ска 
ростов [:,/ - -з'Л’| и совместных скоростей деформаций [:.•/ ч'1], ко
торым отвечают скорости перемещений, рапные нулю па имеем

0=,. «;;’|л֊-о (1.15

V

Вычитая из (1.14) два раза (1.15) и имея в виду равенство

։О “ <о‘ *0» 4 1ц

иол74нм
Л V г.

] | «// 0 (1.16

Как будет показано ниже, неравенства (1.7) к (1.16) позволяют дОМ 
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зать некоторые теоремы об упруго-пластическом равновесии тела при 
переменных внешних воздействиях.

2. Теорема о приспособляемости при произвольном упрочне
нии материала. Известные теоремы Мела на и КоЙтера о приспособ
ляемости тел к переменным нагрузкам относятся к идеально-пласти
ческим материалам. Для упрочняющихся материалов в силу появляю
щейся деформационно։։ неоднородности пластических свойств нельзя 
•жидать существования теорем о приспособляемости в обычном смысле. 
Вопрос о приспособляемости при упрочнении материала, разумеется, 
должен ставиться вполне конкретно, с указанием конкретной про
граммы изменения внешних воздействий, предшествующей наступле
нию приспособляемости.

Пусть в момент времени I = /0 в теле из упрочняющегося мате
риала реализовано упруго-пластическое состояние

°«7 = «// (*о), е*/ = ֊'/ ('о) (2Л)‘

•твечиющее значениям воздействия

X - X; (/0), Р( ы*1 - на. (/ь)

при данной истории их изменения.
Допустим, что в дальнейшем к некотором интервале времени

/ /։ воздействия на тело X, Р,_ и ис изменяются таким обра
зом, что ни в одной точке тела не появляются новые пластические 
деформации. Тогда будем говорить, что тело из упрочняющегося ма
териала. имеющее при I = /0 упруго-пластическое состояние (2.1), при
способились к дальнейшим изменениям внешних воздействий в дан։н>м 
интервале времени Термин „приспособляемость“ при уп
рочнении материала будем понимать именно в этом смысле. Гог да 
справедлива следующая теорема.

Теорема. Для тою. чтобы тело из упрочняющеюся мате
риала. имеющей* при I упруго-пластическое состояние (2.1), 
приспособились к дальнейшим изменениям [внешних воздействий 
X, Р; и и,., в интервале времени I /։, необходимо и доста
точно, чтобы Напряжения

г
/0 з I, (2.2)

ни и одной точке тели не вызывали бы новых пластических де
формаций. то есть удовлетвори лосгг бы условие

= о, /. </֊<(, (2.3)-

^Необходимость условия (2.3) непосредственно вытекает из определе
ния приспособляемости.
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Заметим, что достаточное условие приспособляемости тела при 
устойчивых упрочняющихся материалах с помощью постулата Друк- 
кера можно представить в виде

Ъ} Й/Л» = 0, /0 < I < /։ (2.4)

и

где -(> и 5։-; действительные скорости напряжений и пластических 
деформаций.

Достаточность же условия (2.3) докажем путем установления 
неравенства

5/'' З;/'^ >• «гу <//</« (2.5)
и ••

Нетрудно заметить, что, складывая (1.7) и (1.16), приходим к нера
венству (2.5), чем и завершается доказательство сформулированной 
теоремы.

В качестве примера применения этой теоремы может служить 
задача об упруго-пластическом осесимметричном изгибе круглой за
щемленной пластинки под действием конусообразно распределенной 
нагрузки, которая при постоянной равнодействующей устремляется >: 
равномерной нагрузке.

Заметим, что доказанная теорема о приспособляемости позво
ляет, в частности, выяснить вопрос о наступлении процесса разгрузки 
во всех точках тела.

3. Теорема о работе скоростей внешних нагрузок. Из (1.16) 
силу постулата Друкксра ’следует неотрицательность интеграла 
(1.8), который при фиксированных перемещениях на 5„ г помощь! 
уравнения виртуальных работ (1.5) приводится к виду

Таким образом, доказана следующая теорема.
Т с о р е м а. При фиксированных перемещениях на 5а работ 

скоростей внешних нагрузок X, я /Л для упру го-пластического т 
ла из упрочняющеюся материала (или из идеально-пластическох 
материала, но при соблюдении условия (1.1)) не меньше, чем л 
случае упругого материала.

Теорему в общем случае можно доказать и для идеально-пласп 
ческих материалов, освобождаясь от ограничения, налагаемого ус.м 
вием (1.1). Однако, на этом останавливаться не будем.

4. Теорема о действительности статически возможных скорости 
изменения упругих напряжений для тел из идеально-пластических ма
териалов.
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Для устойчивых идеально-пластических материалов, согласно 
постулату Друккера, имеем [I]

3й,£// = 0 (4.1)

для всех соответственных скоростей изменения напряжений и скоро
стей пластических деформаций.

Имея и виду это обстоятельство, для значения интеграла / 
(1.8) из неравенств (1.7) и (1.16), соответственно, получим

У СО и />0 (4.2)

Комбинируя эти неравенства, приходим к результату

У = о (4.3)
В сиду этого, в случае идеально-пластических материалов, значения 
выражения (1.2), определенные для статически возможных скоростей 
упругих напряжений 4*’ и действительных скоростей совпадают. 
Согласно минимальному принципу это равносильно совпадению са
мих скоростей напряжений, то есть

4/ = (4.4)

Отсюда вытекает теорема. 7> случае идеально-пластических ма
териалов статически возможные скорости упругих напряжений 
являются действительными.

Из этой теоремы, в частности, вытекает, что если в некотором 
интервале времени скорости упругих напряжений обеспе
чивают приспособляемость упруго-пластического тела из идеально- 
пластического материала, то приспособлямость на самом деле будет 
«•пес печена. Этот результат отличается от теоремы о приспособляе
мости Медана тем, что предполагает наличие решения упруго-пласти
ческой задачи для некоторого момента времени /0, что позволяет 
существенно упростить вопрос выяснения приспособляемости тела к 
дальнейшим изменениям внешних воздействий при I 1։).
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SOME THEOREMS ON ELASTIC-PLASTIC EQUILIBRIUM OF A 
SOLID UNDER VARIABLE EXTERNAL EFFECTS

R M KIRAKOSiAN

S ti in in a г у

On the basis of general theorems for elestic-plaslic media sonic 
theorems on elastic-plastic equilibrium of a solid under variable externa 
effects are proved.

Perfeclly plastic and arbitrary hardening materials are considers 
in terms of Drucker’s postulate.
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Г. А. МОВСИСЯН

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ КРИТИЧЕСКИХ УСИЛИЙ ПОТЕРИ 
УСТОЙЧИВОСТИ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН ПРИ 

СМЕШАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Настоящая работа посвящена определению критическою усилия 
потерн устойчивости равномерно сжатой в одном направлении прямо
угольной пластинки при следующих граничных условиях: стороны, 

■ и которым приложены усилия, свободно оперты, а на двух других 
сторонах заданы смешанные условия. Формы выпучивания пластинки 
ищутся в виде рядов Фурье. Для определения 'постоянных интегри
рования получаются парные ряды-уравнения, которые приводятся к 
бесконечной системе линейных алгебраических уравнений. Критические 
значения усилий определяются из условия приравнивания нулю опре
делителя этой системы.

Доказывается сходимость процесса итераций.
Насколько нам известно, ранее были рассмотрены задача изгиба 

прямоугольной пластинки со смешанными условиями [1], а также за
дача свободных колебании [2].

1. Уравнение устойчивости пластинки берем в виде 

Ру3у-ад — = О
дх՝

где сохранены обозначения [3].
Имеем следующие граничные 

■условия ((риг. 1):

д'10
«՛ — ~ 0 при х = 1!- а

дх՝
(1.2)

дхи п чв ֊ — = о
<7

ад -----= О
<7°

при

при

при у — ± Ь 
с

(1-3)

Решение (1.1) ищем в виде

с

с

ш - У /» (?) ։ш 'п'|х + °) (1.4)
т-.։ 2а

3 Иэ1и‘сп|.| АН Армянской ССР, Механика, № 6



34 Г. А. Мовсисян

удовлетворяющее условиям (1.2). Представляя (1.4) в виде

где

<"1

w.,=

ZC = Wj 74/2 (1.5)

os
У AiQ/) Sin x (1.6)

a

(1.7)’i Jt. \У) cos л

соответственно представляют два возможных случая формы поте] 
устойчивости относительно оси у: антисимметричный и симметричный, 
будем рассматривать каждый из них в отдельности.

2. Антисимметричный случай. Подставив (1.6) в уравнен»
(1.1), для определения функции получим следующее дифферен 
циальное уравнение:

Av(yj jv7^Y]/„<«) = о (2.1
\ а / |\а/ \ а / )

Общее решение (2.1) будет

/л («/) = Au ch Zc։ у A? cos к.,у A,'.'1 sh kx у AJ sin к2у (2.2

где

Удовлетворяя граничным условиям (1.3), для коэффициентов /1У и А, 
получим следующие системы уравнений: 

со
У A«' (I'j th kxb cos k2b k2 sin kJ) ) sin л՛ = 0 * 0 .v c) 

cc
У A,7 (к\ kl) cos k.,b sin x = 0 (c < x < a)

m—I * U

co
У A,?! (Z-'i cth kxb sin k..b k. cos к Jr) sin x 0 (0 -< x C c) 

co
У An} (ki ֊r kl) sin k.,b sin m ֊ x = 0 (c < x ft) 

причем

Л(1>. д(2> cos k2b Л(3) Л(4) i\nk2b
Zlm — J ' —՛ ЛЛщ — -—-—-—

ch kJ) sh k.b
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Учитывая, что наименьшее значение Л(, получается в случае сим
метрии по отношению к оси л՜ [3], в дальнейшем будем рассматривать 
си՛;гему (2.4). В то же время следует отметить, что все исследова
ния, которые будут проведены для системы (2.4), совершенно анало
гичным образом можно распространить на (2.5).

В системе (2.4) заменив

Й=2 —I ֊ (2.7)

и введя обозначения

Х.. = Л‘?1 ЛТсоя^б 
(2.8)

© = —х, [■։ — —с 
а а

получим

V у <fcj th А-,6 - кЛ%кгЬ . . п
15Z Лт---------------- ===—2—^— sin z?։© = 0 (0 р)

ОС

5] п\Хт sin .ту = 0 (3 < у т:)
ni*»i

Производя некоторые преобразования, систему (2.9) приведем к виду

со
yx„,(l - )Vm)sin/П<р = 0 (0<Ф<р)

ш—1
со
У mZwsin п։э - 0

•ri -1

тде

Ми — 1 — 1/ -—(&։ th £։6 - £../>)
* TV.,-

(2.10)

(2.11)

Имея в виду, что 1^/л = гЧЬх, можно показать, что при т — ЛГи։ 
имеет порядок

(2.12)

(2.13)

где

1 а; /У, 
8 г* D

Продифференцируем первое уравнение (2.10), умножим на cos ©/2 X 
X (cos© — -cos0)֊, а затем проинтегрируем по от 0 до {-՝. Второе
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уравнение (2.10) умножим на cos ?/2 (cos Q * -cos©)՜՜1' и проинтегри
руем по от 0 до ". После перечисленных преобразований, исполь
зуя формулы для интегральных представлений полиномов Лежандра (4]

уп (cos 6) рт j (cosO) Рт (cos 6) cos m? cos ?/2 </ -
(cos cosO)1՜

2 I 2 i’ sin гпэ cos ?;2 d~
- J (cosO — cos ?)1՜

(2.14)«
_ •

t r.\ D I r\ Di h\ 2 I 2 (’ sin m? sin 7/2'«/?
zm (cos G) = P-n-1 (cos 4 - /4 (cos 0) - ------- - --------------------—— =■

" J (cos'? cos V).'
V

2 |z 2 Г cos т±> sin 9/2
- J (cos') cos?)1՜ 

0

парные ряды-уравнения приведем к следующему виду: 
ос
V П?Х| (1 AQ.yw(cosG) = О (0<G<3)

(2.15>

2^^(cosO) = 0 (3<G<^) 
ГП=»1

Из (2.15) для определения коэффициентов X, согласно [5] по
лучим следующую бесконечную систему линейных алгебраических 
уравнений:

ОС
(л = 1, 2.3, ...) (2.16).

«и*-։

где введены следующие обозначения:
3

ап։п = '-֊- ) yrn (cos 6) уп (cos G) d(J 
t *■*0

nyl։l (cos 3) zn (cos — myn (cos 3) z,„ (cos 3)

2 n~ — m՛
(2.17).

3
ОиЛ= ֊֊ ( z/;Xcos 5) tg ֊— t/G = - J 2 2Л>_| (cos P« (cos p)

(I
n —1 v

4֊ Pn-1 (cos °) — Pn (cos P) — 4 v pk (cos p)(cos pPfc.(cos /) Pi i (cos P)B
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Для существования ненулевых решений для коэффициентов X. необ
ходимо, чтобы определитель системы уравнений

Хп- V а„тХ„, =0 (п = 1,2, 3, ...) (2.18)
m I

равнялся нулю. Воспользовавшись этим условием, найдем критические 
значения Л1՜.,.

Доказательство процесса итераций будет совершенно аналогич
ным доказательству [2].

3. Симметричный случаи. Подставив (1.7) в (1.1), для /„,(//) 

получим, следующее выражение:

(г/) ' ch В՝;,',' cos s2y г В'„’’ sh sxy В'£' sin s2y (3.1)

где

{2т ,■ 1)п ’ Л\_ (2 т 1)?"2
2а I D 4а4

Из граничных условий (1.3) получаем следующие системы уравнений:

У /J,;'(Sj th sxb cos s.,b —s. sin s.,6 ) cos ----- --— x 0 (0
2«

, 1 I _
V Z?',?1 (si ’ •"'-') CO5 ■* ՝bctJS ~~ л'— 0 (c jc ><a)
В ■ 2«

(3.3)

V В',' (.$J cth s,b sin s..6 - s.. cos s.,6) cos ? .v = 0 (0 -< x -< c)
■£> “ 2«

(3.4)
У B^՛ (sj s$) sin s. b cos 1 • л՜ = 0 (c x a) 

2a

Й' = Д? Й,՝1 = - S« -^=*. (3.5)

ch sxb sh Sj6

Как и в антисимметричном случае, здесь также будем рассматривать 
систему (3.3).

Систему (3.3) можно привести к виду

/п-4-֊-Ъ-° (0
.00
У. Zn (1 — jV,n) cos 

m—ii

V (m----- д- ) /л. cos ( т 0 (?< ?'՝ “)

&=fi՝ ՛

(3.6)



38 I Л Мовсисян

где
z„, Bl;’I Жcos s.b

(3.7)

/Vm = l— ]/ s tgs.,6)

Заметим, что Л',„ будет иметь такой же порядок, что и Л'.,,, то есть

(3.8)

Согласно |6| решения парных рядов-уравнений (3.6) получаются н 
следующем виде:

Zn- - \ZmNi, Рп(сон9)Р,п(со5е)(/со5 0
2 i

(3.9)
4֊ ֊2֊ -1 V Zm ( 1Г С р„ (COS 6) sin G</0 С ------------------------

“I 2 ,.։-(> J J (cos 9 - cos ֊•)
3 9

(л = 0, 1, 2, ...) 

Учитывая, что

(------- --------------- 1й։ = -"-£2_р 15(-cos6) (3.10)

J(cg$0- cos?) 2
•1 

а 

с г.-8

I Р„ (cos 0) Р (..■ ( — cos ')) sin (id!t - I (—1)" P„ (cos P֊\ 2 (cos 0) d'. 

? я

решение (3.6) представится в виде

z” 2,,9 1 (л = 0,1,2,.,;) l3.ll)

где

Лгя, \ Р., (cos 0) Рт (cos о) d cos fj

4՜ ( 1) ' i Pn (cos G) P-i 2 (cos 5) d cosO
(3.12)
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Для вычисления интегралов можно воспользоваться формулами

■ Л„ (х) <1х = ֊ -4т—--------— [Р՛- (*) Р... (х) - Р„1л-)А,(х)1
(т — п) (т - п -1֊ 1)

(3.
('р2. . . 1 [ Р2/ ч п 0. (л)
\P.,(x)dx ֊ хР„[х) 2(1 гП ——т----- -
.՝ 2п + 1 I £։ *4֊1 

причем

Р„(х) -- -------у[л-Рл(л-) Рп . । (л*))

‘2 /г.
Р |.2<cosG)= 1 2’ • sin ---  1

2 /
(3.14)

I 9
P|»2(cos^) = — 

• •

,'х / I • sin - - ) и Е ( » sin — 1 полные нормальные эллиптиче-
Н \ 2 2 г' • 2 2 /

ские интегралы Лежандра соответственно первого и второго рода.
Для определения критического значения усилий восполь

зуемся условием существования ненулевых значений коэффициентов Z-.- 
Докажем сходимость процесса итераций.

Обозначая через

V(-irzm
Л1—0

"7^
Ся = Рп (cos 0) р- 1.7 (cos 0) d cos G (3.15)

и
ц

«о,п Л,п I Рп (COS (>) рт (cos 0) d cos о

из (3.11) получим

-У«.. 7: ( DV-A
ГП -(I

(3.16)

Следовательно, для неизвестных b и Z,, получим следующую систему 
уравнений:
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со
А— У (- 1)"Х = 0

йив
(3.17)

(—1)'с„Л 7п
9п -х- 1

9 — У а,1т7„, ֊֊ 0 (л 0,1,2,...)

Учитывая (3.81 и что при больших п /Л, (л՛) стремится к нулю как 
17?1-, легко проверить, что, начиная с некоторого п , (п п։), т п0). 
процесс итераций для определителя системы (3.17), а следовательно 
и для системы (3.11) будет сходящимся.

4. В качестве второй задачи определим критические значения 
потери устойчивости прямоугольной пластины при следующих гра

ничных условиях («риг. 2):

«՛ - -֊У = 0 при л՜ 0 и л а (4.1) 
сЛг"

ю = — 0 при 0<х<с

<,"го о -«’ —----- — 0 при с < л' а
0'1/

при у Ь

Следовательно, решение (1.1) будем искать в виде

Ш У (4.3)

содержащем в себе все возможные формы потери устойчивости. Как 
видно, ход решения данной задачи полностью будет совпадать с ре
шением первой задачи в случае антисимметрии относительно оси у. 
Критические значения /V, определяются также из определителя си
стемы (2.18).

В заключение приведем результаты численного примера. Вычис
ления производились на ЭВМ ,,Раздан֊3“ для пластин, у которых 
Л 1 с "

при различных значениях отношении сторон и ։> —с,
6 100 Ь а

В тех случаях, когда .. 2, были решены определители второго и 
Ь

третьего порядка, а при 2 восьмого и десятого порядка. В 
Ь

табл. 1 приводятся зпячения безразмерной величины :\'х ‘ 10՛, полу

ченные из определителей третьего ( “ - 2} и десятого 2) по

рядка.
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Габлпц,։ /

0
1
4 ' 2 ~

3
4 ’ -

0.4} 2 3594 3640 3717 3754 3758
6.5| ‘Г 2489 2553 2656 2708 2714
0 6| 2՜ 1907 1975 2108 2180 2187

1 2 1117 1225 1505 1707 1730
2 987 1137 1456 1833 18‘>8
4 987 1075 1100 1393 1720
6 987 1025 1073 1171 1740
8 987 1007 1027 1099 1720

Значения - 0 и 3 ~ означают, что стороны у - г 6 полностью
свободно оперты или полностью наделаны, следовательно, /V» можно 
вычислить по [3].

Следует отметить, что приведенные значения практически сов
падают со значениями, полученными из определителей второго 

(-- < 2) и восьмого /— 2) порядка (наибольшее отклонение со- 
\ о / \ Ь /
станляет всего лишь 0.06%). Как видно из таблицы, значение 

Л'. /> ^՝ ։'мссте с возрастанием р увеличивается, оставаясь между 

известными из [3] пределами, причем это увеличение для разных от

ношений -1 происходит не с одинаковой скоростью.
Ь

Ермпнскмй политехнический институт 
им. К. Маркса Поступила 16 IV 1971
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ON DEFINITION OF CRITICAL INSTABILITY FORCES FOR A 
RECTANGULAR PLATE WITH MIXED BOUNDARY 

CONDITIONS

G. A MOVSIS1AN

S ii m in ary

The value of critical forces of instability for o rectangular plate 
with mixed boundary conditions is determined. It is supposed that 
forces arc applied to those two opposite sides which are freely sup
ported. The deflection forms are taken in the Fourier series. For the 
constants of integration dual trigonometrical series are obtained from 
the boundary conditions; these series arc reduced to an infinite set of 
linear algebraic equations. The values of critical forces are defined 
equating the determinant of the set to zero. It is proved that the 
process of iteration converges. A numerical example is given.

Л И ТЕРАТУРА

I. Мина' ян /’. С. Об одной смешанной задаче изгиба прямоугольной плаетиний 
Докл. АН АрмССР. Г. 22. № 1. 1956.

2. Мовсисян 1'. /1. К опродслохкю частот собственных колебаний прямоугольна! 
пластины при смеш-типых граничных условиях. И ж. АН АрмССР, Мехлнигл. 
т. XXIV. N? 5. 1971.

3. Тимошенко С. 11. Устойчивость упругих снегом ГИТТЛ, М-Л., 1946.
4- Лебедев //. Н- Специальные функции и их приложении. ГИТТЛ, М-, 1953-
5. Баблвян А. А. Решение некоторых парных уравнений ПММ, т. 31. и. 4, 1967.
6. Бабло ян А А. Решение некоторых „парных" рядов. Дока. АН АрмССР. > 

№ 3. 1964.



UIL H’SnbR-anbbWI’ U.hll/bblJI>U.ai՛ Sb4b‘ilMM’P
И J в г с T Л Я Л К Л Д F. М II II II Л У К АРМЯНСКОЙ ССР

1ГЦмшБ]>1|ш XXIV, .Ns 6, 1971 Механика

Ю. В. ТЛТЕВОСЯН. в. Е НАКОРЯКОВ, А. П. БУРДУКОВ

ИССЛЕДОВАНИЕ КАСАТЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 
В ВЕРТИКАЛЬНОМ ДВУХФАЗНОМ ПОТОКЕ

Исследование закономерностей изменения основных гидродина
мических параметров, характеризующих течение газожидкостных 
֊ г.и сей, имеет большое значение, так как без знания этих парамет
ров невозможно создать единую теорию, описывающую двухфазное 
течение.

Одним из важных параметров является касательное напряжение 
на стенке *. Прямых методов измерения ' при течении двухфазных 
ср_д практически нет. Измерение потерь на трение в двухфазных 
потоках проводится косвенным образом, через измерение среднего по 
сечению истинного газосодержания методы измерения которого 
|'2; 3] не дают надежных результатов при большом диапазоне газо
содержания в потоке.

Простейшим приближением для расчета - служит гомогенная мо
дель, по которой 

где а-։.и приведенная скорость смеси,
С՛ коэффициент трения гомогенного потока [1],

d, L диаметр и длина канала соответственно.
Широко известен также метод Локкарта-Мартинелли [4].
В работе описываются результаты измерения касательных на

пряжений на стенке канала при изотермическом неустановившемся 
течении двухфазного, потока электрохимическим методом, который 
дает возможность получить действительное напряжение на стенке ка
нала [5]. Метод заключается в измерении предельного диффузионного 
тока J в электролитической ячейке, состоящей из текущего н канале 
электролита, анода и поляризованного катода-датчика. В качестве 
электролита используется 0.001 0.15 Л1’ водный раствор ферри-фер-
ровнанида с (роковым 0.5 N раствором NaOH. Связь между " и / 
выражается за вис и м о с т ыо

1.87 ц/1
/• 7Л ՝1У:С*

где С концентрация А’;,/'е |С'А>Гв объеме электролита, 
!) коэффициент диффузии,

! продольный размер датчика по потоку.
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Фиг. I. Схема нксигрмментальной 
установки.

А—ширина датчика, 
/•’— число Фарадея, 
р — коэффициент динамической вязкости.
Формула (2) применима для двухфазного потока, если на стенке! 

канала существует сплошная пленка жидкости. Опыты проводились 
на вертикальной трубе диаметром 
й 86.-I .ил». Схема установки по
казана на фиг. 1.

Установка представляет из 
себя замкнутый циркуляционный 
контур со следующими основными 
узлами: бак с водяным холодиль
ником (емкостью 300 л), центра-, 
бежный насос (производители« 
стью 55 .и чае), расходомернш* 
устройства ио газу и по жидкости, 
смеситель, вертикальная тр.у(й 
длиной 6.5 .и, бак первичной сепа
рации, сепаратор тарельчатого ти
па н сливной трубопровод. Все 
узлы изготовлены из нержавеющей 
стали, а также из органического 
стекла и винипласта. Эксперимен
тальный участок состоит из 3 бло
ков (в каждом по 4 датчика) и 2-х. 
секций оргстеклянных труб общей 
длиной 1.5 .и. Блок датчиков со

стоит из корпуса и 2.-х оргстеклянных втулок с заделанными запод
лицо никелевыми пластинками (фиг. 2).

Средний размер датчиков в исследуемых опытах ранен / 2 .«.«<
/1 = 20 леи. Проверкой качества датчиков служило сопоставление дан
ных измерений электрохимическим методом с расчетными значениями ■
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по известным зависимостям для различных значений числа Рейнольдса 
Ке для однофазной жидкости (фиг. 3).

Фиг. 3. Тарировка ДАТЧИКОВ ( расчет ио Бла.чиусу, 
• ЗХСПРр||МС)1ТЛЛ|||<|>|е точки)

В качестве газовой фазы н опытах использовался чистый азот. 
Температура жидкости поддерживалась в пределах 22 25՝С.

Значения кинематической вязкости были измерены нами в диа
пазоне изменения температуры от 15 30 С, а данные ио коэффици
енту диффузии были взяты из литературы [8]. Перед и после каж
дой серии опытов производился замер концентрации ионон ферри
цианида в растворе потенциометрическим титрованием. Газожидко
стная смесь создавалась в смесителе на расстоянии 35 калибров от 
первого датчика, вдуво.м газа через сопло. Опыты проводились в 
диапазоне приведенных скоростей жидкости -а՛ - 0.05 : 0.956 .и'сек; 
максимальные скорости газа достигали 2 м сек. Во время каждой 
серии опытов расход жидкости поддерживался постоянным, а изме
нялся расход газа. В измерительной электрической цепи величина 
регулируемого напряжения измерялась ламповым вольтметром, а ве
личина предельного диффузионного тока миллиамперметром и одновре
менно записывалась на осцилло
графе Н-700.

Для исследования течения 
I акимов на участке визуализа
ции проводилась киносъемка.

На фиг. 4 представлены ре
зультаты опытов для разных зна
чений п՝' в виде зависимости - 
от расходного объемного газо- 
содержания 3, а также расчет
ные данные по методу Локкар
та-Мартинелли [4] И эксперимен- Фиг- ’• Обработка .чкаириме.пальиых дац- 

т. »֊,. пых авторов н координатах -„ италъные данные I онера [7]. Из 
графика видно, что при п՛' 0.956 м сек и ) 0.6 расчет по [4] даст
заниженные значения а при / < 0.6 — завышенные. С уменьшением
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ш,', расхождения наших экспериментальных данных от данных [4] н 
чннаются при 3 0.3. Экспериментальные данные Тонера при 3 >(].ё
имеют хорошее совпадение с нашим экспериментом.

На фиг. 5 представлена обработка наших данных в координата; 
от «՛ :/шн при постоянных числах Фру да, где

А = (3

Зону стержневого режима можно представить в виде степенно; 
функции -/т0 — А (А ) '(?<՛,, шн )" (4), где т я п угловые коэффициент! 
линий при А = const и w’.'/«** const.

%
числах Фруда.

Окончательно формула имеет вид

где ‘о —трение, вычисленное по гомогенной модели.
Визуальным наблюдением и киносъемкой отчетливо зафиксиро

ваны три режима течения потока: пузырьковый, снарядный, стерж
невой.

Границы этих режимов на фиг. 4 нанесены пунктирными линиями. 
Пузырконый режим наблюдается при 3—0.18 0.35, причем с уве
личением п՛ граница перехода к снарядному режиму по 3 смещается 
в сторону больШ'йх 3.

Снарядный режим наблюдался при 3 0.18 0.75 для малых рас
ходов жидкости и 3 0.35 0.5 для больших расходов. Граница пё-
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рсхода к стержневому режиму с увеличением «» смещается в сторо
ну меньших £.

Висни у: гсплофизики
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Այիւատանրում tfiitn եղված են ուղղահայաց խողովակի պատի վրա ղոյա- 
!>'"] շփման Ոէէքի փորձնական եղան ակով չափման արդյունրներր, երր խողո
վակով հոոոէմ Լ հեղոէկ֊ղուղ սիստեմ t

Չաւիումներր կատարված են էլեկտրաքիմիական եղանակով հեղուկի և 
ւրսղի տարբեր բերված արաղոլթչոէննևրի (ծախսի) ղեւղրամ։

STUDY OF WALL SHEAR. STRESSES IN A VERTICAL 
TWO-PHASE FLOW

Yu. W. TATEVQS1AN. \V. E. NAKOR1AKOV, A. P. BURDUKOV

Summary

The work presents the results of experimental study of the wall 
shear stresses of a two-phase flow in a vertical channel at various li
quid and gas velocities, using electrochemical method.
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К. С. КАРАПЕТЯН. Р А. КОТИК ЯК-

ВЛИЯНИЕ ДЛИТЕЛЬНОГО РАСТЯЖЕНИЯ НА 
ПРОЧНОСТЬ И ДЕФОРМАТИВНОСТЬ БЕТОНА

В процессе длительного загружения бетона, вследствие развива! 
щихся деформаций ползучести, изменяются прочность и деформати&] 
ныс свойства бетона. Из немногочисленных опытов известно, что । 
зависимости от различных факторов длительное загружение можй 
привести как к увеличению прочности и модуля деформации бетона 
так и к их падению.

Вопрос о том. как влияет длительное растяжение на прочност! 
и деформативность бетона, до сих пор малоисследован. Исследоваши 
А. В. Саталкина и Б. А. Сенченко [1] показали, что при определен
ных условиях длительное растяжение бетона в раннем возрасте может 
привести к увеличению его прочности на растяжение. То же самое 
известно и из опытов Ф. А. Абасова |1|.

Влияние длительного растяжения на прочность и деформативность 
бетона изучалось также одним из авторов настоящей статьи. Исследова
ния позволили установить, что влияние длительного растяжения поми
мо величины напряжения в процессе длительного нагружения, в большой 
мере зависит и от направления растягивающей нагрузки по отношению 
к слоям бетонирования. Благодаря длительному растяжению влияние 
анизотропии на прочность п деформации бетона уменьшается [2|.

Настоящая работа посвящена исследованию влияния длительного 
растяжения на прочность я деформативность бетона в зависимости ог 
величины напряжения и возраста бетона к моменту загружения.

Методика исследования

Для исследования влияния длительного растяжения на прочность 
и деформативность бетона были использованы образцы из большой 
серии опытов по изучению зависимости между напряжениями и дефор
мациями ползучести при растяжении с учетом старения бетона.

Опыты были поставлены на больших восьмерках сечением 10• Юелг, 
высотой 60 см, изготовленные из тяжелого бетона состава 1:1, 81:2, 
19 (по весу), В Ц 0.485. Материалами для приготовления бетона яв
лялись базальтовый щебень, кварцевый песок и шлаконортландцеме.чг 
марки 600.

Всего было приготовлено шесть замесов бетона и из каждого из
готовлено по '20 восьмерок и необходимое количество кубиков с реб
ром 10 см. Восьмерки бетонировались в горизонтальном положении. 
Приготовление бетона производилось вручную, а уплотнение на вибро-



Влияние ллв։ единого ргстяжепг.я ва прочиосгь беплш 49

площадке при Продолжительности вибрации 30 сек. Образцы освобож
дались от форм через 48 нас и далее находились н обычных лабора
торных условиях.

На длительное растяжение образцы загружались и возрасте бето
на! 3; 7; 14; 27; 84 и 280 сут. при относительных напряжениях: 0.2; 
0. 4; 0.6; 0.7 и 0.8 в каждом возрасте. Как правило, все образцы, 
л.нружаемые в одном возрасте, принадлежали одному замесу бетона. 
После разгрузки образцом и измерения их обратимых деформаций 
нее они были испытаны под кратковременной растягивающей нагруз
кой до разрушения. Одновременно испытывались и те образцы, на ко
торых определялись усадочные деформации. Испытание образцов про- 
иаподклось ступсньчатым повышением на։ рузки и измерением дефор* 
Ч1ЦНЙ до момента разрушения. Испытание каждого образца длилось 
вс более 3-х минут.

Влияние длительного растяжения на прочность бетона при 
растяжении

В Табл. 1 приведены прочностные показатели испытанных образцов.
Как видно из данных табл. 1, длительное растяжение привело к 

| понижении» прочности тех образцов, которые были загружены на дли
тельное растяжение в возрасте 3 и 7 сут. 11адение прочности тем 
՛!՛. ■1ст1в։тельяёе, чем моложе бетон и больше относительное напряже
ние в момент длительного загружеиия.

Тпблии^ Г
Влинпне длительного растяжения на прочное и- бетона при растижнннн
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сс = г К х R. ' = « = = X. 0 0.2 0.4 0.6 0.7 0.8

3 117 7.7 537 639 12.4 12 4 12.7 п.5 11.0 8.8
1.66 1.00 1.02 0.92 0.88 0.71

7 180 8.7 557 661 14.9 14.2 14.6 1X2 11.8 12 7
1.00 0.95 0.98 0.89 • 1.7“ 0.86

Н 230 10.6 547 662 14.6 14.4 14.1 11 4 13.3 14.1
1.0 0.99 0.99 0.99 0.91 0.97

/7 238 14.2 539 66-1 13.7 13.7 ИЗ 12.2 13.2
1.0*» 1 00 I .04 0.89 0.96
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По данным испытаний образцов, загруженных в возрасте бетона 
14; 27; 84 и 280 сут. длительное растяжение уже практически нс ока
зывает влияния на прочность бетона.
1 И»мччин АН Армяпткой ССР, Мслаимка» № о
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Влияние длительного растяжения на последующие деформации 
бетона под кратковременной растягивающей нагрузкой

Экспериментальные данные деформаций бетонных восьмерок по/, 
кратковременной растягивающей нагрузкой подвергались статистичее 
кой обработке но методике [3], позволяющей одновременно учитывать 
все точки каждой экспериментальной кривой.

Экспериментальные кривые аппроксимировались но корреляцион
ному уравнению

а----

1—6 —
(1)

Между обратимыми значениями величин и - R,, этого уравне
ния существует линейная зависимость, что намного облегчило выч 
сление значений параметров а и 6.

Для оценки линейности корреляционных уравнений вычислял« 
критерий - 1 г’,։ ։| е։о основная ошибка з; | '/«. где г, । коз«
фициент корреляции, п число точек экспериментальной кривой. Свя; 
между двумя статистическими величинами можно полагать линейно 
если выполняется неравенство [3]

Данные табл. 2 показывают, что корреляция между обратным 
значениями деформаций бетона и относительным напряжением являе 
ся существенно линейной для всех возрастов и длительно действ՛ 
ющих нагрузок.

В табл. 3 приведены деформации бетонных восьмерок под кратк՛ 
временной растягивающей нагрузкой (при Р 800 лч) и данные кя 
статистической обработки. Как видим, показатель точности экспери
ментов в большинстве случаев не превышает 5 7 %, что говорит о 
хорошей точности экспериментов.

На фиг. 1 для каждого возраста бетона - на отдельном графике 
представлено семейство кривых кратковременных деформаций при растя
жении тех образцов, которые ранее испытывали разные постоянны« 
растягивающие напряжения в процессе длительного загружения, а так 
же для сравнения кривая деформаций усадочных образцов. Кривы 
деформаций рассчитаны по выражению (1) с использованием знамени! 
параметров а и b (табл. 2).

Исследования К.С. Карапетяна [4] показали, что, когда п процесс« 
длительного сжатия бетой претерпевает линейную или скоропроходк- 
щую нелинейную ползучесть, то независимо от возраста бетона г 
моменту длительного загружения последующие деформации бетона 
под кратковременной сжимающей нагрузкой уменьшаются.
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При нелинейной ползучести, когда нелинейность деформаций пол
зучести во времени увеличивается, последующие деформации бетона 
под кратковременной сжимающей нагрузкой увеличиваются и одно- 
нременно изменяется характер их зависимости от напряжении.

Таблица 2

Вырвет Ситона 
Г моменту АЛИ-

Относительное па- 
|ряжснйг а момент

Число экс- 
перимен-

Параметры корре
ляционного уран- КоаффИ- С

>։’Л1|11ОГО Ь'1Г|>\- длительного за- та лысых нении 5
КСПНЯ II суш. гружения точек « 6

0 36 5.26 0.42 0.995 0.30
0.2 36 4 33 0.37 0.999 0.11

ч 0.4 18 5.92 0.36 0.999 0.11
0.6 36 5.70 0.31 0.997 0.23
0.7 54 5.25 0.48
0.8 18 4.04 0.48 Т-.

(1 36 5.27 0.43 0.996 0.25
0.2 36 5 29 0.44 0.997 0.23

7 0.4 54 5.81 <».35 1.000 0.00
0.6 54 4.96 0.46 О.оо2 0.36
0.8 54 5.81 0.46 0.981 0.5ч

0 36 5.81 0.35 1.00 0.00
0.2 36 5 20 0.43

14 0.4 54 5.40 0 38
0.6 54 5.80 0.52 0.998 0.10
0.7 54 4 61 0 54 —
0.8 36 6.34 0.35 0.995 0.30

0 36 5 63 0.38
0.2 86 5.31 0.38 0.999 0 и

27 0.4 36 5.60 0.35 —
0.6 54 6.05 0.27
0.7 36 7.45 0.26

0 Зб 4.35 0.44
0.2 36 4.93 0.45

ял 0.4 54 5.55 0.41 — —
0.6 54 6.30 0.40 0.996 0.27
0.7 36 5.88 0.47 0.997 0.23
0.8 36 5.82 0.42

0 18 5.78 0.38 1.00 0.00
0.2 36 4 73 0.49 1.00 0.00

ж» 0.4 54 5.70 0.36
0.6 54 5.61 0.28 0.997 0.23
0.7 36 6.34 0.35 1.000 0.00
0.8 18 6.74 0.31 0.999 0.11

Таким образом, влияние длительного сжатия на последующие
деформации бетона тесно связано с ползучестью, которая в завиеи-
мости от величины напряжения и возраста бетона к моменту заг ру же-
ним может быть линейной ։ нелинейной.

Нет сомнения, что и’влияние длительного растяжения на дефор
мации бетона также связано с пилением ползучести.
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На фиг. 1 обращает на себя внимание то обстоятельство, чЭД 
длительное растяжение бетона лаже п зрелом возрасте относительг 
высокими уровнями напряжений не приводит к изменению характер» 
кривых деформаций, как «то имеет место при длительном сжатии | Г).

Фиг. 3.

С другой стороны, если длительное сжатие бетона в раннем возрасте 
приводит к уменьшению ее последующих деформаций под кратковре
менной сжимающей нагрузкой, то, как следует из верхних двух гра
фиков фиг.1, длительное растяжение, наоборот, приводит к увеличен!”' 
растяжимости бетона. На этих графиках (' 3 и 7 сут.) все крины»
деформаций длительно растянутых образцов расположились ниже кр|Г 
вой деформаций усадочных образцов, и деформации бетона получили։-» 
тем больше, чем больше было относительное напряженно в момент 
длительного затру женин.

Рассматривая остальные четыре графика (риг. 1 (' 14; 27; 841
280 сут'), нетрудно ыметить, что мл этих графиках кривая деформа
ций длительно растянутых образцом, для которых ' 0.2, легла
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Данные статической <и
Таблицу 5

В^р„ст 6с.-----------------------------
7rni.ll г МП. Относи ГСЛЬНО,- Ц

И1Нк1оК
-М

И 0УЗИ|п

Относитель
ные дефор
мации при 
Р 800 К1

>Р-н>4

Сроднее 
квадратич
ное откло

нение

Крэффиии 
ент вариа

ции V * 0

Показатель 
точности 

0՛“

1йе1гту дли-
Тглыюго :«.Ч-

ГрУЖ. ИНН 
^-т

напряжении в 
момент дли

тельного за
гружен и я

0 4 4.22 0.6952 16.36 8.2
0.2 4 4.97 0.6185 12.43 6.2

3 0.4 4 4.40 0.4545 10.33 5.20.6 4 5.22 1.4805 28.33 14.20.7 6 5.28 1.2460 23.93 9.8
0.8 2 6.50 0.7075 10.88 7.7

0 4 3.55 0.3700 10.42 5 2
;7

0.2 4 4.17 0.6655 15.93 7.7
0.4 6 4.05 0.5090 12.57 5.1
0.6 6 4.30 0.8365 19.45 7.2
(1.8 6 5.10 0.5750 11.57 4.7

0 4 4.00 0.1663 4.1Ъ 2.1
0.2 4 3.85 0,3870 10.05 5.2

14 0.4 6 3.93 1.1250 28.60 11.7
0.6 6 4.87 0.1320 8.87 3.6
0.7 4 4.10 0.0200 4.8-8 2.4
0.8 1 4.35 0.6450 14.80 7.4

0 4 3.93 0.1500 3.82 1.9
0.2 4 3.83 0.3860 10.07 5.027 0.4 4 4.03 0.3200 7.97 4.0
0.6 6 4.77 0.4590 9.62 3-9
0.7 4 5.58 1.7290 30.80 15.5

0 4 3.65 0.4020 11.01
0.2 4 3.32 0.4110 12 40 6.2

84 0.4 6 3.53 0,3333 9.43
0.6 6 3.90 0.2830 7.26 3 0
0.7 4 4.15 0.0580 1.40 0.7
0.8 4 4.25 0.0815 23.1 11.6

0 2 4.65 0.4990 10.64 7.5
0.2 4 4.17 0.4180 10 .14 5.0

281» 0.4 6 4.20 0.7320 17.42 7.1
0.6 6 4.61 0.3333 7 16 2.9
0.7 4 4.47 0.4990 11.16 5.6
0.8 - 4.70 0.5500 11.70 8.3

выше кривой деформаций усадочных образцов, а 
։ые, соответствующие з, R, 0.4; 0.6; 0.7 и 0.8

Таким образом, при " — 14 су/??., если в
зыружения ■ R-. 0.2, то длительное растяжение приводит к ионы- 

все остальные крн- 
ниже.

м о м е нт л л и тел ь в о г о

шению модуля деформации бетона, а с дальнейшим повышением : R 
имеет место обратное явление (табл. 4).
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Влияние длительного растяжения на модуль деформации бетона
Таблица 4

Возрвег бе
тона к мо
менту дли

тельного на
гружения 

в суш.

Относитель
ное напря

жение н мо
мент дли

тельного на
гружения

Модуль деформации бе- Модуль деформации образцов, подг 
тона но касательной н вергнухых длительному рвстяже- 
Тс.ч-. когда опсоситель- нию в •|'п',о от модуля деформа-

ное напряжение при 
крагкоирехенном расря

жении составляет

цин усадочных образцов, когда 
относительное напряжение при 

кра।конп. растяжении еостаадяет
0 0.25 0.50 0 75 0 0.25 0.50 0.75

0 260 212 168 124 100 100 100 100
0.2 209 173 141 111 80 82 84 86
0.4 223 190 159 131 86 90 95 102
0.6 241 182 132 90 93 86 79 69
0.7 225 174 130 92 87 82 77 71
0.8 218 169 126 89 84 79 75 69

0 282 225 174 122 100 160 100 100
0.2 267 211 162 120 95 94 93 98
0.4 251 209 171 137 89 93 98 112
0.6 266 208 158 114 94 92 91 93
0.8 210 172 130 94 78 76 75 77

0 251 209 171 137 100 100 100 100
0.2 276 2?.| • 170 127 110 Н15 99 93

14 0.4 267 21'> 175 136 106 105 102 99
1)6 24 8 188 136 92 99 90 80 67
0.7 289 216 154 102 115 103 90 74
0.8 223 186 152 121 89 89 89 88

0 243 199 179 124 100 100 100 100
0.2 258 211 190 132 106 106 106 106

27 0.4 255 212 174 139 105 107 97 112
0.6 202 176 151 129 83 88 84 юз
0.7 177 155 134 115 73 78 75 93

0 288 175 129 100 100 ЦЮ 100 100
0.2 314 247 189 138 109 108 108 107

84 0.4 283 228 179 136 98 КМ) 102 105
0 6 252 204 161 123 88 89 92 95
0.7 265 206 155 111 92 90 89 86
0.8 251 201 157 118 87 88 90 91

0 232 190 152 119 100 100 100 100
0.2 275 212 157 НО 118 111 103 106

280 0.4 237 196 159 126 |<12 103 104 106
0.6 214 185 158 134 92 97 104 113
0.7 222 185 151 121 96 97 99 102
0-8 206 175 147 121 89 81 97 102

Выводы

1. Влияние длительного растяжения на прочность бетона на рас
тяжение в большой мерс зависит от возраста бетона - и относитель
ного напряжения ■ R. н момент длительного загружения. Если бетон 
подвергается длительному растяжении» в молодом возрасте -<7 сут.> 
то прочность бетона понижается и притом тем чувствительнее, чем 
моложе бетон и больше - R н момент длительного загружения. 11ри

3 сут. и ՛ R՝, 0.8 Понижение прочности на растяжение состав
ляет 28%.
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С дальнейшим увеличением возраста бетона ~ 14 сут. дли
тельно»: растяжение практически не оказывает влияния на прочность 
бетона.

2. Влияние длительного растяжения на последующие деформации 
бетона иод кратковременной растягивающей нагрузкой также в боль
шой мерс зависит от возраста бетона и относительного напряжения в 
момент длительного нагружения. В случае загружения в молодом воз
расте 7 сут.) длительное растяжение приводит к уменьшению 
модуля деформации бетона. При - 3 сут. и ;.А?Г 0.8 уменьшение
’.юд\ля деформации составляет до 30°,„.

Если же т 14 сут, то при з АС, — ().'> длительное растяжение 
приводит к некоторому повышению модуля деформации бетона, а 
при А’,. • 0.4 имеет место обратное явление.
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THE EFFECT OF CONTINUOUS TENSION ON DURABILITY 
AND DEFORMATION OF CONCRETE

К S. KARAPETIAN, R A. KOT IKI AN

S u m in ary

The paper deals with the effect of continuous tension on dural 
lity and deformation of concrete depending- on the age and value 
stress. The investigation shows that the effect of continuous tehsli 
on the durability and deformation of concrete depends largely upi 
the age at the moment of loading and on the strength of relate 
stresses. At small ages (՛ 7 days) the durability of concrete ai
module of deformation decrease with the increase in relative strassi 
When - - 3 days and : /<*,, — 0.8 the decrease in durability is 28 
while the module of deformation is 30,

Sudscquent increase in age has practically no effect upon I 
durability of concrete.
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ДЕФОРМАЦИИ УСАДКИ И ПОЛЗУЧЕСТИ 
ВЫСОКОПРОЧНЫХ БЕТОНОВ И ИХ ВЛИЯНИЕ НА 

ПОТЕРИ ПРЕДНАПРЯЖЕНИЯ ЦЕНТРАЛЬНО ОБЖАТЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ

Экспериментальное исследование указанных в заголовке вопросов 
проведено авторами с 1967 по 1969 г. в ДИСИ по оригинальной 
программе, учитывающей отсутствие подобных исследований, особенно 
с учетом нелинейной ползучести бетона. Длительным испытаниям 
подвергнуть? образцы размерами 100 X 100 X Н00 мм: ЭУ бетон
ные для изучения усадки ֊1 шт. из бетона М-600 и 3 шт.

М-700: ЭН железобетонные преднапряженные для исследо
вания усадки и ползучести и их влияния на потери напряжений при 
центральном обжатии 24 и 30 шт. соответственно из бетонов 
М-600 и 700. В каждой из 10 для каждой марки бетона групп было, 
как правило, два или три элемента, и лишь в двух группах по 
одному. В нескольких группах были гакже близнецы с изолированной 
от влагопотерь поверхностью — по два образца, а к группе с проект
ным уровнем <_ R ,.. . = 0.50 было две подгруппы неизолирован
ных образцов по два (М-600) и три (М-700) элемента. Гамма уров
ней создавалась для изучения линейной (условно-линейной) и нели
нейной ползучести бетонов марок 600 и 700.

Для получения бетонов применены: цемент ибртландский 
Здолбуновского ЦШК, /?, = 513 л-гс/елг* по ГОСТ 10178 62, рас
ход 440 и 595 кг соответственно для М-600 и 700; песок квар
цевый 11росяповского карьера, М.: = 3.2, объемная и удельная массы 
1420 и 2510 кг м': щебень гранитный из карьера Пенизевичи, круп
ность до 20 мм, объемная и удельная массы 1390 (1420 для М-700) 
и 2590 кг м?: вода речная днепровская; пластификатор ССБ. рас
ход 1 л на 1 смеси бетона. Для бетона М-600 применён номи
нальный состав смеси 1:1.09:2.97, полевой 1:1.18:3.00. ВЦ =0.4, 
удобоукладываемость 45 сек. То же для бетона М-700: 1:0.94:1.64; 
1:1.02:1.68: 0.34; 6(1 сек.

Приготовление и виброукладку бетонной смеси осуществляли в 
производственных условиях Днепропетровского ЗМЖБК. Опытные 
образцы бетонировали на открытом стенде. Разреженные пучки арма
туры с натяжением па упоры выполняли из высокопрочной проволоки 
класса Вр-11 (ГОСТ 8480-63) </> 5 мм, при этом обеспечено дис-

Рекомендомппная размер пнуть, как и кГ См’ (^10 1 Мнм ио скетемс СИ).
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перепое армирование образцов ЭП. Контроль натяжения арматуры 
домкратами двойного действия ДП 55 300 выполняли по маномет
рам насосной станции и по динамометрам с помощью электронно-из
мерительной установки АИ-1. .։ также выборочно на ряде проволок 

по датчикам сопротивления и электронным частотомером И ПН-6.
При достижении бетоном 70°, прочности произведен мгновенный 

отпуск арматуры с упоров. Замеры деформаций по двум противопо
ложным граням образцов (и уровне серединного слоя) выполняли на 
базах 500 лен переносным индикатором часового типа е ценой деле
ния шкалы 0.01 лгл». После отпуска арматуры часть образцов паро- 
мзрлировлли (слой 1 3 .ни парафина, обмазка солидолом, обертка н 
два слоя калькой) и установили н вертикальном положении и стеллажи 
на 400 сут. Температура воздуха в помещении лаборатории в период 
длительных наблюдений была на уровне 19.5 • 5.5 С и 22.5 7.5 С
соответственно при испытаниях образцов из бетон։»։։ М-600 и 700, 
а влажность (»0 19° о. Кроме основных образцов испытаны также
контрольные кубы и призмы для определения прочности, модуля упру
гости и длительной деформатнниости бетонов при сжатии с разными 
уровнями постоянной нагрузки.

В момент отпуска арматуры образцов ЭП из бетона М-600 
(' 10 гут.) его прочность в кубах с ребром 100 и 200 лиг достигла
455 и 405 кк «лг. а в призмах размерами 100x 100x400 мм 360 
Kir ։•.։։ . Эти характеристики для бетона М 700 (', 15 гут.) со
ставили соответственно 577. 495 и 470 к։с см . В возрасте 28 сут. эти 
бетоны в указанных образцах набрали прочность (по порядку): 659, 
588 и 494 Kic см'; 763, 694 и 541 кге см՛. При этом модули упруго
сти достигли 395000 и 398000 кк см:. а к моментам обжатия составля
ли 312000 и 370000 xtc см". соответственно. Во всех случаях средний 
опытный модуль упругости арматуры класса Вр-1Г 2 10° кгс. см՜.

Контролируемые напряжения, замеренные разными способами, ока
зались близко совпадающими, а неравномерность натяжения отдельных 
проволок в пучке составила 3.5 0. Потери напряжений арматуры 
от релаксации з|ф были близки к вычисленным по СНиП [4] (табл. 1), 
а от деформаций анкеров выше теоретических. Эти два вида 
потерь введены н общие потери напряжений.

Определение потерь напряжений арматуры производилось из 
условия совместности деформаций ее и бетона. Построенные таким 
образом графики потерь вызванных полными деформациями бетонов, 
приведены на фиг. 1 и 2. В изображенных графически процессах для 
образцов без изоляции отмечается наиболее интенсивное нарастание 
деформаций и потерь в перцы» 90 (для М-600) и 60 (для М-700) 
суток, а кгТ20 суткам они практически стабилизировались. Харак
тер роста и стабилизации величин деформаций и потерь качественно 
совпадает для бетонов обеих марок. Некоторое превышение этих ха- 
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Рактерцстик в образцах из бетона М-700 над таковыми для бетона 
М-600, рчевидно, связано с большой разницей в расходе цемента 
на I .и՛' смеси.

Таблица !

анкеров. величина

Уровни 
обжатия бс- а ֊° Напряжения и потерн папряжс-

О

Мапкп ботони,
тона о 5. = 5» ннн, ктг г:.«-1

»'Л образцов ЭИ 2 !'1 3...
о 2 С - нр

И и 2 С Сэ) <««) Э|И» То я =
— >>

0.30 0.19 1.19 106.3 6450 0 380 6070 *.67 7140
0.40 с зо 2.02 109.5 6450 0 380 6070 109 11900
0.50 0.38 2.65 120.9 6450 0 380 6070 138 16600
о: 5о 0.37 1.93 114.1 8570 274 542 7754 133 152(10

м-боо. 0.60 0 42 2.23 120,6 8570 271 542 7754 151 18200
МИЙАНрованные 0.70 0.49 2.65 121.0 8570 274 542 7754 176 21300

0.80 0.72 2.97 126.0 11470 915 187 10368 259 32600
П.90 0.83 3.52 122.9 11470 915 187 10368 298 36600
1.00 О 92 3.96 124.1 11470 915 187 10368 329 40900

М-600, 
иТ0Л11|1ОВ-Т иные

0.30
0.40

0.18
0.29

1.12
1.98

112.0
111.6

6270
6270

0
0

242
242

6028
6028

63
106

7100
11890

0.50 0.37 2.56 123.9 6270 0 242 6028 135 16500

0.30 0.23 1.81 118.8 6660 11 - 6619 109 12900
0.40 0.32 2.61 120.1 6660 41 66Ю 151 182<К»

М-700.
0.50 0.11 3.44 121 .8 6660 11 6619 192 23 юо
0.50 0.50 2.20 115.5 12890 1355 — 11535 234 27000

п г изолированные 0.60 0.67 3.18 115 8 12890 1355 11535 313 36200
0.70 0.73 3.53 119.2 12890 1355 11535 342 40700
0.80 0.63 3.34 124 8 11300 904 10396 294 36700
0.90 0.76 4.18 126.1 11300 904 10396 356 44800
1 .ио 0.83 4.06 125.8 11300 904 10396 390 49000

0.30 0.25 1.91 115.5 6660 41 6619 117 12900
М-700, 0.40 0.32 2.60 120.6 6660 41 6619 152 18200

0.50 0.40 3.43 122.1 6660 41 —. 6619 191 23400
0.80 0.62 3.28 126.7 11300 904 _ 10396 250 36700
1.1'0 0.79 4 47 131.8 11300 904 — 10396 372 490(0

ПрХМС ч а н и с: Контролируем яс на ։ряжен ни ар матуры обрп яцов (М-700) при-
котоиты за иычеточ потерь напряжений от деформаций 

рых не была зафиксирована.

Расположение кривых в зависимости от величины уровня обжатия 
закономерно, хотя и отмечаются отклонения от нормы в позициях 
кривых (фиг. 1) для уровней 0.49 и 0.72 (бетон М-600) и 0.76 (М-700), 
опытные данные по которым получены на одном для каждого "уровня 
образце.

Наибольшие величины полных потерь напряжении арматуры з„„о 
(табл. 2) по отношению к ее начальному напряжению в образцах 
К4 бетона М-600 для всей гаммы уровней составили 34.5 53.0° .0
или 1 среднем 44.Г1։. Для бетона М 700 33.1 52.3° 0, в среднем 
44.2'у. Из рассмотрения кривых для бетона М-600 при уровнях 
0,37 и 0.38 видно, что большая разница в проценте армирования об-
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разцов этих двух подгрупп (проектный уровень обжатия 0.50) прак 
тически нс влияет на величины полных деформаций бетона и обус 
ловленпых ими потерь напряжений арматуры.

Фиг I- Опытны«’ графики полных (сред
них по группе образцов) отноепгель- 
пых деформаций неизолированных бето
нов М-600 и 700 н вызванных ими по
терь напряжений арматуры, <й>к,мощен
ные е кривыми |гмнеритуры и илажностн 

воздуха.

Фиг. '2. Опытные графики пол։пп 
(средних по группе образцов) отпо и 
тельных деформации изолированны ւ 
неизолированных бетонов М-601) и 700 I 
вызванных ими потерь напряжений ар
матуры. совмещенные с кривыми гем։«

ротуры и влажности воздуха.

Сопоставление опытных данных для бетонов с изоляцией и без не։ 
показывает (фиг. 2), что процессы нарастания во времени рассматри
ваемых величин заметно различны. Если в первые 7 еутп. полны։ 
деформации и потери напряжений изолированных образцов были ран 
ны (или близки), либо выше, чем неизолированных близнецов, то за 
тем эти величины оказались намного меньше аналогичных для бетон« 
без изоляции. Однако затухания процессов деформирования не обна 
ружено даже к концу наблюдений. Изоляция поверхности бетон։ 
М-600 вызвала снижение исследуемых характеристик к 400 суткам 
действия обжатия при низких и средних уровнях в среднем на 27.2" и 
что значительно превышает соответствующие цифры для бетона М- 
400 171. В образцах из бетона М-700 такое снижение достигло 23.3՛ч 
а при самом высоком уровне обжатия составило лишь 11.7%. Наиболь
шие величины полных потерь напряжений арматуры изолированны 
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Образцов из бетона М-600 но отношению к начальным ее напряже
ниям составили по порядку увеличения уровней (табл. 2): 25.3, 28.9, 
*0.0%, а для бетона М-700 30.8, 34.3, 39.8, 31.5. 46.2°.(|. В этом 
смысле различие между бетонами М-600 и 700 мало.

Таблица 2

Маркл бетона, 
»ид опытных 
вбрлзцоп ЭП

Д
ен

гт
нк

тс
ль

пы
с 

ур
ов

ни
 об

ж
ат

ия
 

бе
то

на
 тй

Потери предварительного напряжения 
арматуры, лчг. е.ч7

оОтноше
ние в

Установив
шиеся |пт- 
пря женим 
(лгхе'г.։Р) и 
усилия («1) 
арматуры

*1(110 «) <^3> 1 =ип
*ипп 'об. II

-|1»,-
5н

0.19 466 912 714 1626 2092 2-172 38.3 3978 4670
0.30 824 912 1002 1914 2738 3118 48.3 3332 6530
0.37 1100 912 1224 2136 3236 40.52 47.3 4518 8-860

М-600. 0.38 110 1 912 1140 2052 3216 3.596 55.8 2854 7800
•1« мол кровя II- 0.42 1240 912 1498 2410 3650 1166 52.1 4114 *>000

мы* 0.49 1320 '»12 1210 2122 3442 1258 49.7 4312 11800
0.72 1810 912 1598 2510 1350 5452 47.6 6018 18900
0.83 1%6 912 1642 2556 4520 5622 45.0 584« 20600
0.92 2210 912 1650 2564 4772 587-1 51.2 5596 22300

М-600, 0.18 480 398 648 1046 1526 1768 28.2 4502 5300
0.27 740 39« 804 1202 1712 1984 31.6 4286 8400
0.37 980 398 юзо 1428 2408 2650 42.2 3620 9920

0.23 748 1188 74« 1936 2681 2725 41.0 3935 7710
0.32 930 1188 1022 2210 3140 3181 47.7 2369 6520
0.41 1120 1188 101« 2206 3326 3367 50.5 2193 7710

М-700. 0.50 1326 1188 1320 2508 3834 5189 40.3 7701 18020
ягизо^рокап- 0.63 1650 1188 1698 2886 4536 54-10 48.2 5760 20300

ные 0.67 1922 118-8 1700 2888 4810 6165 47.8 6725 21100
0.73 1978 1188 1710 2898 4876 6231 48.4 6659 23500
0.76 2000 1188 185б 3044 5044 5948 52.5 5352 23050
0.83 2206 1188 2042 3230 5436 6340 56.1 4960 23400

0.25 812 560 672 1232 2044 2085 31.3 4575 8550
М-700. 0.32 966 560 746 1306 2272 2313 34.7 4347 11910

жзллирокпнныс 0.40 1230 560 848 1408 2638 2679 •10.2 3981 14060
0.62 1560 560 1154 1714 3274 117« 37.0 7122 25150
0.79 2400 560 1840 1714 4800 570-1 50.5 5596 26300

Потери напряжений арматуры от деформаций упругого обжатия 
бетонов з,Шо (табл. 2) начти линейно зависели от величины уровней 
обжатия. Некоторое отклонение от линейной связи обнаружено при 
высоких уровнях, что вызвано интенсивным неупругим деформирова
нием бетона в первые минуты после создания обжатия. Эта почти ли
нейная связь определяется начальными напряжениями в бетоне (табл. 1) 
и начальным его модулем упругости.

Средние отношения потерь напряжений от упругого обжатия к 
начальным напряжениям и к соответствующим полным потерям =-.-,ц к 
концу периода наблюдений соответственно составили: 14.3 и 36.8° 0 
(М-600), 15.1 и 39.3% (М-700). И здесь различие между бетонами 
двух смежных марок незначительно.
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Из рассмотрения семейства кривых суммарных деформаций (к по-Я 
терь з,н. •- -(11) в функции времени (фиг. 3) видно, что усадка бетонов I 
без изоляция ощутимо влияет на характер длительных пронесем.® 
Наиболее интенсивно деформации бетонов но времени и вызванные® 
ими потери напряжений нарастали в первые 60 <։0 сут., а затем®

к 120 суткам стабилизировались, особенно в образцах из бетон։ I 
М-600, и в дальнейшем изменения их величин вызывались колоба- I 
ниями температурно-влажностного режима воздуха. Сближение рядж® 
кривых при высоких уровнях обжатия вызвано резким падением пр-.-л- I 
напряжения арматуры, особенно в первые минуты и часы после от-Я 
пуска ее с упоров. Этим можно объяснить также сближение соответ-® 
етиующих ветвей семейства кривых текущих уровней обжатия '((6'ДнЛ 
рассмотрения которых видно, что с точки зрения относительного ми- I 
нимума величин потерь напряжений оптимальными начальными у}»«՛® 
ними обжатия для бетонов обеих марок следует считать /|П 0.7 0.8®
Это согласуется с данными для бетона М-400 [7].

Характер семейства кривых суммарных деформаций и вызнанных,! 
ими потерь напряжений в функции уровня обжатия образцов из I 
бетона М-600 указывает па наличие нелинейной связи, особенно при I 

0.50. причем со временем нелинейность полностью затухает ։ I 
образцах без изоляции. Для бетона М-700 нелинейная зависимость I 
четко отмечается в начале наблюдений при уровнях т,0 0.40. Заметим,
что к концу наблюдений при высоких уровнях обжатия появляется 
даже нелинейность обратного знака кривые (фиг. 3) располагаются . •• 
пуклостью вверх. Это происходит из-за резкого спада во времени на-I 
пряжений обжатия. Такое явление отмечается нами впервые.

Наибольшие величины суммарных потерь напряжений арматуры I 
по отношению к полным составили 54.4 77.8% для бетона М-6ОТ I
и 59.4 72.2% М-700. Эти отношения снижаются при повышении!
уровня обжатия. Средние значения отношений этих потерь к началь
ным напряжениям арматуры составили 31.2 (М-600) и 28. 7%(М-700). Как 
видно, указанные показатели для обеих марок близки.

Из рассмотрения [графиков на фиг. 4 можно заключить, что мы- 
сказанные выше замечания ио полным деформациям бетонов с изоля
цией и без нее и вызванным ими потерям напряжений арматуры։ 
полной мере справедливы и в данном случае. В конце наблюдений։; 
образцах из бетона М-600 с изоляцией потери напряжений арматуры 
от суммарных деформаций усадки и ползучести бетона оказались 
ниже, чем в близнецах без изоляции в среднем на 37.6%. Отношен։«: 
наибольших величин потерь напряжений к полным выразились в сред
нем 65.6" с„ а к начальным напряжениям арматуры 20.3%. Для бе
тона М-700 отношения, аналогичные только что указанным, соста- 
вили соответственно: 36.0, 54.8, 19.8%. Следует особо отмстить, 
для бетонов М-600 и 700 при самых низких уровнях обжатия раз
ница между суммарными деформациями неизолированных и изолиро?
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ванных элементов ЭП в любой момент периода наблюдений равна 
разности между деформациями усадки образцов без изоляции и с изо
ляцией. Это, как и ранее [7], указывает на аддитивность деформаций 
Р-дкн я ползучести бетонок при относительно низких уровнях обжа
тия» когда усилия снижаются во времени по закону релаксации. В 
игом случае убедительно подтверждаются выводы К. С- Карапетяна 
и 1’. А. Котикяца [6]. Отмеченное явление (фиг. 4, а также фиг. 2) от- 
сугсувует при более высоких уровнях обжатия, что согласуется с вы
водами С. В. Александровского [1], исключая, естественно, низкие 
уровни, на которые эти выводы также распространялись.

Фмг, 3. Опытные графики суммарных 
(средних ио группе образцов) о. носнтсль- 
•՛՛>֊■ Л‘1(|10рчппи1| усадки и ползучести нс- 
изол крона иных бетонов М-600 н 700 и выз
ванных ими потерь напряжений арматуры 
н функции времени н начального уровня 
обхг. 1 пр, еовмешепные и кривыми |'։-ку- 

щнх уровнен обжатии.

Фиг. 4 Опытные графики суммарных 
(средних по группе образцов) относитель
ных деформаций усадки и ползучести 
изолированных и неизолированных бето
нов М-600 и 701) и вызванных ими по
терь напряжений арматуры в функции 
времени и начального уровня обжатия, 
совмещенные е кривыми текущих уров

ней обжатия

Из графиков (фиг. 4) рассматриваемых деформаций видно, что 
нелинейная зависимость имеет место даже при низких уровнях об
жатия, хотя со временем и имеет тенденцию к полному затуханию. Ха
рактер снижения текущих уровней обжатия в изолированных элемсн-
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тах Э-П сходен < таковым в неизолированных. Однако установив
шиеся к концу наблюдений значения оказались из-за влияния изоляции 
несколько выше соответствующих при отсутствии изоляции (фиг. 31. 
Оптимальные уровни обжатия можно принять равными выше отмечен
ным, то есть 0.7 0.8.

Характер кривых усадки бетонов (фиг. 1 4) в определенной
мерс зависит от наличия изоляции поверхности образцов. При отсут
ствии изоляции графики имеют три характерных участка: до 30 с///л. 
интенсивное нарастание деформаций, с 30 до 120 сут. —более замед
ленное, со 120 сут. и до копна наблюдений стабилизация процесса 
с наличием определенных колебаний, вызванных изменениями темпера
туры и влажности воздуха. В изолированных образцах ЭУ характер 
самопроизвольного деформирования таков, что его можно отнести все
цело за счет деформаций геля цементного камни, в противоположное!^ 
бетону М-400 с таким же типом изоляции [7].

Потери напряжений арматуры от усадки неизолированного бетона 
к концу наблюдений з.л (табл. 2) оказались гораздо выше вычислен- 
пых по СНиП [4] (табл. 3), при этом для бетона М-700 они
превысили соответствующую величину в бетоне М-600 на 30.3 ’ 0. г)п» 
связано с повышенным содержанием цемента в высокопрочном бе* 
тоне но сравнению с обычными бетонами.

К концу наблюдении усадка изолированного бетона М-600 соста
вила 10.9 10 , что и два с лишним раза меньше, чем в бетоне без
изоляции. Соответствующее значение в бетоне М-700 оказалось н;< 
40.8' выше указанной величины усадки бетона М-600, и примерно
в дна раза ниже, чем при отсутствии 
пряжений арматуры от усадки бетона 
пых (табл. 3).

Деформации ползучести бетонов 

изоляции. Опытные потери на* 
также отличаются от вычислен*

и вызванные ими потери пре.
напряжения арматуры , получены путем вычитания деформаций усад
ки и обусловленных ими потерь напряжений из соответствующих сум
марных деформаций и потерь. Кривые рассматриваемых характери
стик для бетонов без изоляции (фиг. 5) располагаются, как правило, 9 
соответствии с начальными уровнями обжатия. К концу наблюдений 
некоторые из кривых незакономерно сблизились, что, очевидно, вы- 
нано (исключая данные испытаний при одном опытном образце) не
совершенством приема получения деформаций ползучести в условия* 
неаддитивности их и деформаций усадки бетона при высоких уровнял 
обжатия, на что указывает также факт заметного влияния' колебаний 
температурно-влажностного режима воздуха на характер кривых пол՛ 
зу чести..и

Из рассмотрения семейства кривых (фиг. 5), определяющих за 
висимость исследуемых величин от уровня обжатия, видно, что рёзк 
выраженная нелинейность имеет место при 0.50 и 0.40 соответ 
стненно для бетонов М-600 и 700, однако со временем она замети»
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смягчается. Это подтверждает ранее сделанные выводы А. А. Гвоз
дева [3], К. С. Карапетяна [5], И. И. Улицкого [8]. Весьма харак
терным в данном случае является то, что нелинейность полностью 
Затухает и даже переходит при высоких уровнях в новую качествен-

Тибдица И

Марка бе- 
гоии, пид 
обрззцои 
ЗУ »< ЭП

1

Уровень 
обжатия

вычисленные согласно СНиП II—В 1—62 (4) потерн предпа- 
■ряжения арматуры с.м) от усадки и ползучести нысоко-
|рочных бетонов к расхождение в ՛ по отношению опыт
ным величинам за время (в сутках) действия обжатия » -0

15 | 30 90 180 400
1 

0.00 166/ 47.5 300 40.0 389 48.3 428 47.3 492/ 46.0
0.19 25« 22.9 168 55.0 608. 28.8 702/ 14.0 768 7.6
0.30 41ч 16.4 759 54.3 985 22.2 изо зо.о 1243 24.1
0.37 514 30.5 930; 51.5 1209 20.9 1396 22.2 1525/ 21.6

М-600, 0.38 523/ 15.7 947, 61.0 1230/ 20.8 1422/ 38.9 1553 36.3
исмлилнро- 0.42 582 25.4 1055 45.7 1370 27.2 1՝82 23.8 1730 15.5

ванные 0.49 679 66.4 1230• 97.1 1597 66.4 1845 72.8 201« 66.8
0.72 1646 256.8 2982 271.0 3870/244.0 4470/222.0 4890.205.6
0.83 2250 212.5 4075 361.0 5290 333.0 6110 329.0 6690-307.0
0.92 2735 137.2 4950 274.0 6420 308.0 7415/358.0 8110.337.0

М-600, 0.00 166/ 80.1 300 257.5 389/156.0 428 114.0 492 23.0
0.18 214/ 14.0 442 52.4 574 36.7 664 20.7 724 11.7
0.29 408/ 14.6 738 65.« 950 83.1 1108 96.5 1212 100.1
0.37 521 16.5 945 36.6 1226 45.3 1418 48.3 1550 50.5

0.00 166 42.1 300 47.4 389 57.0 428 58.4 492 58.7
0.23 341 9.8 Ы7, 39.6 802. 51.7 925 55.2 1011/ 35.2
0.32 475 13.3 860 49,3 1117 69.7 1290 57.0 1410 37.9
0.41 602 17.5 1091 33.4 1418 66.« 1637 87.0 1789 75.9

М-700. 0.50 723 4.5 1328 57.8 1722 68.« 1990 77.3 2178 65.0
йейаолнра- 0.63 1320 89.« 2475 205.0 3210/157.9 3715/165.5 4055 133.9

па иные 0.67 1592 74.3 2885/156.2 3745/167.9 4335/210.0 4740 178.9
0.73 1955 90.3 3540 192.5 45«5 215.0 5305 249.0 5800 239.0
0.76 2130 144.0 3860 256.0 5005 301.5 5790 270.5 6330.241.0
0.83 2565 95.5 4650,220.0 6030 274.0 6970.299.5 7620 273.0

0.00 166 23.3 300 35.1 380 2|.ь 428 12.6 492 12.1
М-Ж 0.25 366 28.2 664 10.3 862 30.0 996 56.5 1092; 62.5

ИЗОЛПро- 0.32 475 12.0 860 74.8 1117/ 98.7 1290.102 2 1413 89.4
ПЫГ 0.40 600 22.4 1089 90.4 141! 119.0 1631 117.5 1785 110.7

0.62 1309.111.(1 2365.187.2 3070 241.0 3550 236.3 3880.236.0
0.79 2315 113.8 4230 237.0 5490 311.5 6340 302.8 6960 278.0

II I аягчанис: Вычисленные значении приведены в числителе, и знаменателе— 
процент расхожксння по отношению к опытным величинам потерь, принятым 
м 100%.

ную форму участки кривых располагаются выпуклостью вверх. Такой 
кажущийся парадоксальным эффект вполне закономерен, так как нели
нейность рассматривается относительно начального уровня снижаю
щееся во времени по закону релаксации сжимающих напряжений. Кар
тина оказывается подобной ранее отмеченной К. С. Карапетяном 
|5] и др. для условий постоянных напряжений, если деформации пол
зучести отнести к текущим напряжениям или к их относительным 
уровням.
5 Известил АМ Армянской ССР, Механика. № 6
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Наибольшие величины потерь напряжений арматуры от ползу1 
сти бетона М-600 без изоляции по отношению к полным потерям 
начальным напряжениям составляют в среднем 33.8 и 16.3%,. еоотне; 
ственно. Аналогичные значения для бетона М-700 выражаются 34.2 
и 14.2%. Как видно из табл. 2, величины потерь напряжений армату
ры от ползучести бетона М-700 несколько выше, чем для бетона 
М-600, что определяется расходом цемента.

Фи:. 6. Опытные графики средних ;io- 
группе образцом относительных дефор
маций ползучести изолированных и 
изолированных бетонов М-600; и 700» 
вызванных ими потерь напряжений ар< 
матуры [в функции времени и наталь

ного уровня обжатия..

Фиг. 5. Опытные график» средних по 
группе обрйЗпов относительных деформа
ций ползучести неизолированных бетонов 
М-600 и 700 и вызванных ими потерь на
пряжений арматуры к функции времени и 

начального уровни обжатия.

Из рассмотрения графиков 
уровня обжатия (фиг. 6) видно,

исследуемых пронессов н функций 
что имеет место нелинейная заяиси*

мость даже при самом низком из испытанных уровней в образцах 
с изоляцией, чего нельзя сказать о бетонах с неизолированной поверх
ностью. К концу наблюдений потери напряжений в изолированных 
образцах из 'бетона М-600 были к среднем ва 12.8% ниже, чем в 
неизолированных, составив от величины полных потерь и начальных 
напряжений в среднем 43.8 и 13.7° соответственно. Аналогичные 
значения для бетона М-700 выразились 19.2; 34.3 и 22.6",.

Изменение влажности воздуха практически не влияет на ползу
честь бетона .с изоляцией. Так, например, резкое снижение влажг.ости 
воздуха к 270 суткам наблюдений (е 79 до 49%) и некоторое иаДени*.-
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температуры (на 8 С) вызвало заметное уменьшение ползучести в бе
тоне М-700 с изоляцией, и повышение ее при отсутствии изолинии.

Общие потери напряжений арматуры неизолированных образцов 
ЭП относительно более высоки, чем в соответствующих близнецах с 
изоляцией (табл. 2).

Сопоставление опытных величин потерь напряжений арматуры 
от усадки и ползучести бетонов с вычисленными по СНиП [4] пока
зывает (табл. 3), что методика расчета по нормам не обеспечивает 
надлежащей точности применительно к высокопрочным бетонам, особен
но при высоких уровнях обжатия, так как эти бетоны обладают срав
нительно умеренной нелинейностью, а это не учитывается формула
ми норм. В этом смысле хороший результат обеспечивают формулы 
теории старения [8], выведенные на основе функции напряжений 
Ы. X. Арутюняна |2], а также новые формулы, полученные первым из 
авторов статьи с применением предложенной им функции напряжений 
в виде одночленной параболической зависимости степени п — 2 или 1.5.
Л»' ПрППС ГроНСКИЙ инженерно-строительный

институт Поступила 3 XI 197(1

1К II. 1Г|||.ЪЫ։, «I. I». ХЬ‘НН։ЧПЫ|
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1։»1, ЪРИЪЗ ։|ЬЪ8Р1ПЛи|Ц.Ъ бРЯи.11Ь'1,։НЩт 8И.РРЬР1’

ъи.1иьи.։|11.ъ 1.11.Р«1.1Ш-РЬ 1|ПР11М181»1։Р1‘ ФРИ

II. т/ ф П ф И I О
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11411/1111/ )пуи/и17ц4 4 шЪ ушбр, 11 11 ршр&р 4 ш 1/ шр г/ш 1/ЬI, р/, >/1ч>/ />т4,

II1111111/1/ ни) 1,11 /рШуту//, IIII, 1/I, I/III (I/ III 111/0/I рЬ1П1)Ъ[> 1/61/11'11111 11 ип//р{1
1/ /| 11/14111 // /пи'п I. {'I1 ‘"чЬ т։п р (П111 11 и01/1) II1111/ 1ри<)р 4ш (/шр 1/шI/р 1/1п1/-
/1411 п/ пп/^ш/н/тр/шЬ 411П11111՝ 4р«/>Ь Ь рш/г&р 17шI/ ш/11/ ш 1/11 Кц^1 1/1пцрП14: 
1'11111ри4 Ы1 111,1/4 4 ш11 4 Ш I/III/п/Ш 1/11 0/1/1 ин/ш/п} ш/ ф И/> ,\11 ш I/ш}, 411г1/11р/1пЫ10/1р , 
Ч/тЬр 1/1111/4/114 /,Ь рОшпО// и/р/пр!ш//,1/ и/4рп1рри11 70 —80",,։

2'ш4й1^ш/Ь <՝Ни11 // В- 1-02 '.игр/тб \\-600 Л 700 //I.ингОО!,рр /ш/ит!՝- 
0/1(>1> 1/11/411 11ш11Ь/1(1 1/6 1/1114 /у Ь ипг/р/п/ /11/1111/1 ипи pp.il/ll/tn 4 ОЪ 1/111/н\111111/шЪ/п/ , 
п/1 11/11,4 I, ш/ц фшиш/1 ։1 игр/ши4ш'ь /Iш402штрриЬр 1п/р 1п/р4шЪЬр/1
1/1111/44 и/11 <11и4 шЪш 1/1



68 P A B ïi «îhaapnyr.

THE DEFORMATIONS OF SHRINKAGE AND CREEP OF 
HIGH-STRENGTH CONCRETES AND THEIR INFLUENCE ON

THE LOSSES OF THE PRESTRESSING OF AXIALLY 
PRESTRESSED ELEMENTS

R A. MELNIK. V. I. PHEDORCHUK

S u m m 3 r y

The article deals with the results of research high-strength low and 
high porlland cement concretes M 600 and 700 of two distinctive compo
sitions with 440 and 595 ky of the cement in I m ' of the concrete 
mixture. The peculiarity of the experiments is the stuby of déformât ion 
of shrinkage and creep (linear, coditlonally-linear and nonlinear) of 
high-strength concretes in axially prestressed elements uninsulated and 
insulated from moisture losses measuring 101) I'00 100 mm as well
as the influence of these deformations on the losses of prestressing 
under the conditions of prolonged influence of low, mean and high 
levels of prestressing, created by high tensile steel wire of perio
dical type with different percentages of reinforcement of cross-sections.

Sharp distinction in consumption of port land cement M 500 in 
high-strength concretes of tw.- adjacent marks t-00 and 700 results In 
certain qualitative and quantitive peculiarities of prolonged deformation. 
Thus, the shrinkage of concrete M 700 is higher than that of concrete 
M—600, and the extent of the nonlinear creep in the function of the 
initial level of prestressing is lower.

It is noted that in dur course nonlinearity of creep fades and turns 
at high levels into new qualitative form: the proper sections of curves 
are disposed with convexity upwards relative to the axis of abscissa. 
This effect is natural, because nonlinearity of the creep is examined in 
the function of initial level of prestressing, coming down according to 
the law of relaxation such effect will be absent, if the deformation of 
the creep is taken to the current levels of stresses.

The insulation of the surface of the concrete noticeably brings 
down its shrinkage and creep, and unelastic deformation of the concrete 
one can liken to its behavour in a large massive.

In these experiments the additivity of deformations of shrinkage 
and creep ol concretes under low levels of prestressing and the no
nadditivity under mean and high are noted. The experimental quanti
ties of optimum levels of prestressing, making up to 70 ֊<80 percent 
of prism strength of concretes, arc found. The loss of stresses due 
to shrinkage and creep calculated by current rates sharply differs Irom 
experiment«!? especially at high levels of prestressing, because these 
Concretes possess moderate nonlinearity, and the formulas of rates 
don't take it into account. In this respect a good result was obtained
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: well-known formula of the theory of ageing, deduced by I. I. 
f with the use of the function of stresses of N. Kh. Arutunian, 
so by new formulas, deduced by the first of the authors of this 
with the use of his function of stresses, in the form of a mo- 
parabolical dependence of exponent 2 or 1.5.
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* Базисным могу։ быть и рычажные механизмы, точка ша уиа которого опи
сывает эллипс.

Р. В. АМБАРЦУМЯН!]

СИНТЕЗ ПЯТИЗВЕННОГО ЗУБЧАТО-РЫЧАЖНОГО 
МЕХАНИЗМА С ОСТАНОВКОЙ ВЕДОМОГО КОРОМЫСЛА

В современных машинах-автоматах часто требуется получить 
качательное движение рабочего нала механизма на заданный угол и, 
кроме того, его остановку на заданном угле поворота ведущего кри
вошипа. В связи с изменением технологического процесса возникает 
необходимость регулировать как угол качания рабочего звена меха
низма, гак и время его остановки. В существующих механизмах, кото
рые н настоящее время применяются в машинах-автоматах, это до
стигается изменением профиля кулачка, а также длин подвижных зве
ньев. Для рычажных и зубчато-рычажных механизмов эти вопросы 
еще не исследованы.

Рассмотрим решение задачи синтеза пятизвенного зубчато-рычаж
ного механизма с остановкой ведомого коромысла с учетом регулиро
вания как его угла размаха, так и времени его остановки.

Базисным выбираем трехзвенную планетарную передачу (фиг. 1) 
с длиной водила, равной начальному радиусу сателлита. При таком 

условии любая точка сателлита, нс ле
жащая на начальной окружности, описы- 

у՜՜՜вает эллипс*.  К сателлитной точке М
/ / \ и точке Г стойки механизма присоеди-

! I '/ ,, Л няем трехшарнирную днухиоводковую
I_______ £'/ | _ группу МОГ.
\ ՝Г/ : Известно, что эллине является
\ / / симметричной кривой относительно сво-

> их центральных осей.
у— Отнесем механизм к неподвижной

декартовой системе координат с цен- 
фиг. I. тром в точке О и с осью ОХ. совпа

дающей с большой осью эллипса, опи
сываемого сателлитной точкой М (фиг. 1). Причем большая ось ука
занного эллипса совпадает с положением кривошипа О А, когда он 
образует прямую линию с отрезком АМ. Примем следующие обозна
чения: О А 1,

/. расстояние точки М сателлита от точки А,
I длина шатуна МГ),
/ — длина ведомого коромысла ОГ,

Ф — угол выстоя.
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Известно [1], что отдельные участки эллипса аппроксимируют
ся дугами окружностей с центрами на центральных осях эллипса. В 
работе, автора [2] было доказано, что в случае расположения центов 
аппроксимирующей окружности на большой оси эллипса получить 
качательное движение ведомого звена механизма невозможно. Поэто
му для решения поставленной задачи располагаем центр аппроксими
рующей окружности Dq на малой оси эллипса, то есть на оси ОУ. 
Параметры этой окружности при заданной величине угла выстой опре
делим по формулам [3]

rfg_ (1)

I (1—>2)2 4/.2 (1 -4- sin ?,)■• 0.5 X (1 л)՝|(1 1 sin ?։T- ֊ 4 sin ,Q r _ _______

(3)

Величину /. определим из уравнения

/’-’cos(c։—7) ֊г 2л sin а 4֊ cos('?t |-я) = 0 (4)

Значением угла а задаемся, исходя из неравенств

Isin«՜. ——-cos՛֊?, и а,-:- р.
I 2 1 2 *

’ На фиг. 2 показана только часть этого эллипса.

где допускаемый угол передачи между звеньями MD и DF, 
соответствующий началу движения последнего (после его периодичес
кой остановки),

а угол, образованный отрезком, соединяющим начальную или 
конечную точку участка приближения и точку /2|։ с осью ОУ.

В уравнениях (1), (2), (3) обозначены:
d ордината точки О0,
г радиус аппроксимирующей окружности.

Если принять, что / — г, а центр вращения ведомого звена (точка /՛) 
выбрать таким, чтобы траектория центра шарнира D проходила через 
центр аппроксимирующей окружности /)(|, то при движении точки М 
по участку приближения ведомое звено остается приближенно непод
вижным. Характер движения ведомого звена, то есть будет ли оно 
совершать полный оборот или качаться, зависит от положения его 
центра вращения.

Пусть участок МХМ., траектории точки М мало отличается от 
дуги окружности радиуса г с центром /20 (фиг. 2). 11роводим эллипс 
1 1, эквидистантным՜ траектории точки М с эквидистаитом, равным 
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радиусу /■. Совершенно очевидно, что возможные положения шатуна 
МЕ> находятся внутри кривой I —1. Соединим точки Л'/։ и М.2 с точ
кой Д, и продолжим их. В зависимости от выбранного положения цен
тра вращения ведомого звена возможны слсдущие три случая распо
ложения траектории центра шарнира 7> относительно криво։։ 1—1: 
а) траектория центра шарнира О находится внутри кривой 1 - 1,
б) траектория центра шарнира 7) соприкасается с кривой 1 - 1,
в) траектория центра шарнира I) пересекает кривую 1 1.

В первых двух случаях ведомое звено является кривошипом [2,4], 
а в третьем случае оно является только коромыслом. Поэтому з

женис /?։/Л (в дальнейшем

дальнейшем рассматриваем только та
кие положения точки при. которых 
траектория центра шарнира I) пересе
кает кривую 1 1. Определим длину
ведомого звена механизма из условия 
обеспечения заданного его угла размаха 
й. 11усть центр вращения этого звена 
находится в точке (в области, огра
ниченной прямыми и ниже
от точки Д), и сателлитная точка М 
движется против часовой стрелки. Ве
домое звено будет неподвижным только 
в том случае, если оно занимает поло- 

называемым исходным), а точка М дви
жется по участку (фиг. 2). £ Поскольку угол нам известен,, 
то, как следует из фиг. 2, ’точка Д должна находиться на прямой, 
проведенной через точку Д под углом ■; ՛■>.

Как выше отмечали, траектория центра шарнира /.) не выходит 
за пределы кривой 1 — 1. Следовательно, точка пересечения указан
ных кривых является одним из крайних положений точки О, а дру
гое крайнее положение совладает с точкой Д>. Перез точку Д прово
дим прямую под углом а к прямой /^Д. Точка Д, полученная на 
пересечении этой прямой с эллипсом 1 —1, будет крайним [положе
нием точки /Л то есть положение является вторым крайним по
ложением ведомого звена. При этом /?-Д — /, так как ГЛ,
и ДД являются радиусами одной и той же окружности. Из равнобе
дренного треугольника ДД/)д (фиг. 2) найдем

։2 хш —՝ о
2 •

(5)

Величина
ДД = /-ГЬ։ 4֊ (ут~

Координаты точки в выбранной системе координат опреде
лим совместным решением уравнения прямой, проходящей через точки.
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/)0 н й։ (угловой коэффициент которой 

равнением эллипса 1—1. то есть

Уп,= хтс։К ’։

*Ы У/м «
(1 - >. • /)’ ‘ (1 -л-г/)։

В результате решения системы (6) получаем

(-—— )-сЧг’։ *ь ։ 2</х/Яс։я3» Ш >т0

(61

</=»] О

Откуда

. . _ </(1 / /) с1я (1 / • /И (I - / /Т-еЕу«1-Н1 / • /)’ </'* ’
т>»'» (1 -/.-/)= — (1 ~, -г/Гс։кЧ

Значения хп1 будут действительными, если

(1 ֊г • -г /)гс1{Г’1 ~ О '-т/)г></'*  (7)

Поскольку 1 — л > 0, а / всегда больше с/, неравенство (7) обеспечи
вается при всех значениях ՛. Определение координат точки Л>5 упро- 
шается, если участок эллипса 1 1 (на котором находится точка />։)
заменить дугой окружности [2] с уравнением

*ь.+(^, <0' 4Г <8>
Подставляя значение у{). из первого уравнения системы (6) в урав
нение (8), находим

х», ֊ &хо|«1п (. 2т) - 4(</■"- Г-)ем ( Ч + -) = О

откуда

2 $։п ?։ (</со5 7։ 1 /-'

И» Дискриминанта выражения (8) видно, что все корми х[){ действи
тельны, так как всегда / <У.

После определения величины / (по пыражению 4), координаты 
центр;։ вращения ведомого звена находим по формулам (фиг. 2)

/«1п7, уд И /со.$;

Рассмотрим возможность регулирования угла размаха коромысла 
01', при неизменной величине угла ныстоя.

Из вышеизложенного следует, что величина угла размаха ведо
мого звена зависит как от положения центра нрашения этого звена. 
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так и о։ положения точки /9,. Изменим положение этих точек таким 
образом, чтобы длина звена /‘։О оставалась неизменной. Для этого 
переместим точку /՝\ но дуге окружности д (/ (фиг. 2) радиуса Л 
проведенной из точки /?й. Совершенно очевидно, что при гаком усло
вии угол выстоя остается неизменным (сателлитная точка движется 
против часовой стрелки), а угол размаха изменяется, потому что 
точка Л>։ принимает другие положения. Величину нового угла размаха 
легко определить из выражения (5). если известны новые координаты 
точки £)։. Координаты точки /.). находим совместным решением урав
нений траектории центра шарнира /9 и эллипса 1 - 1, то есть

(л>։ д^,)2 г(уп-

____ ֊2!______  ..^01..... ...= 1 (10) 
Пт'- /)■“____(!-/+/)*

Систему уравнений (10) можно привести к более простому виду, 
заменив второе уравнение в ней уравнением (8).

Исследуем теперь характер движения ведомого звена механизма 
(при прежнем положении его центра вращения), когда сателлитная 
точка М движется по часовой стрелке. Тогда началу движения ведо
мого коромысла (после его остановки) соответствует положение 
М /?0 шатуна М/.). Проследим за последовательностью движения зве
на I). Поскольку угол передачи пх /\ острый, то, как следует 
из фиг. 2, звено 1\ Г) начинает вращаться против часовой стрелки и 
занимает второе крайнее положении Л'։ (точка [).. получена на пере
сечении кривых траектории центра шарнира О и эллипса 1 1), при
чем угол размаха отличается от угла ՛՛■>. При дальнейшем движении 
точки М, звено /', I) начинает вращаться по часовой стрелке и когда 
точка М принимает положение М2 (начало приближения), ведомое ко
ромысло принимает положение Г՜՝. /),. Совершенно очевидно, что оста
новка звена Л", I.) в этом положении, невозможна. Ведомое коромысло 
будет останавливаться, если оно принимает исходное положение ЛОу. 
Это произойдет тогда, когда точка М совпадае! с положением Л/,. ко
торое находится на пересечении прямой /'./>„ с дугой Л/,Л7 . Сказан
ное следует из того, что окружность центра шарнира О и окружность 
радиуса /, проведенная из точки М„ имеют общую нормаль в точке 
их соприкасания /)0. Следовательно, остановка ведомого коромысла 
происходит при движении точки М участка МЛ М. эллипса. Обозначим 
через г-., угол, образуемый ведущим кривошипом 0/1 с осью ОХ в 
момент совпадения сателлитной точки М с точкой Му. В положении 
Л/. сателлитной՛ точки М кривошип ОА образует угол с осью ОХ 
[2] , величину которого определим из выражения (3). Тогда угол вы
стоя коромысла Г\Е)

Ф« = I - «И
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Из прямоугольного треугольника ЕМ3М_>Х (фиг. 2) определим

ctg;
//■ИЗ 

хм.
(И)

где л к у,{ координаты точки Мл.
Поскольку [2] П Heos?..; y/W! —(1 - / > sin у . с учетом

уравнения (1) выражение (10) принимает вид

(1 -).’)sin?3Ct<rv = ---------------------- ---- .--------------
(1 /'i cos?г — '2' (1 sin?J ՛;

откуда

Ясно, что с увеличением длины дуги М3Л/։ увеличивается время 
выстоя коромысла /•’./>. что можно достичь изменением положения 
центра вращения коромысла. Совершенно очевидно, что при этом, как 
и в предыдущем случае, изменяется угол размаха коромысла. В слу
чае необходимости оставить угол неизменным надо сделать перемен
ной также длину коромысла.

Таким образом, в зависимости от направления вращения веду
щего звена механизма изменяется характер движения ведомого коро
мысла. Если центр вращения ведомого коромысла выбрать вне об
ласти, ограниченной прямыми М} £>(„ М 1\, ниже от точки то из
менение направления вращения ведущего кривошипа не влияет на ха
рактер движения коромысла.

Поскольку участок эллипса приближенно заменяется дугой окруж
ности, то в период остановки ведомое звено отклоняется от положения 
выстоя. Величины этих отклонений определим по методу, изложенному 
в работе [5|.

Пример: Определить параметры пятизвенного зубчато-рычаж
ного механизма, если угол выстоя *1 ’ — 100 , угол размаха '■֊ 90’,
допускаемый угол передачи р — 60 .

По формулам (4), (1), (2) находим

I. = 0.2085, д 0.8506, / = 1.6460

а

/ 1.1342, лу,- 0.47897, 1.02804

Величина максимального отклонения ведомого коромысла в период 
выстоя 12’.
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Выводы

В силу вышеизложенного можно сделать следующие выводы: 
1. На основе одного и того же базисного механизма можно получить 
пятизвенные зубчато-рычажные механизмы, удовлетворяющие другим 
заданным условиям.
2. Перемещением центра вращения ведомого звена механизма по дуге 
окружности достигается регулировка как времени остановки ведомого 
звена, так и его угла размаха.
3. Изменение направления вращения ведущего кривошипа влияет на 
характер движения ведомого звена, причем это зависит от того, где 
выбран центр вращения ведомого звена.
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SINTHES1S OF A GEARED HVE-BAR MACHANISM WITH 
INTERMITENT MOTION OE OUTPUT ROCKER

R. V. AMBARTSUMIANTS

S 11 m in ary

The sinthesis is presented foi the geared five-bar mechanism with 
intermittent motibn of the output rocker. The unknown parameters of 
the mechanism (except the length of the output rocker) arc found by 
the method of best approximation of the given satellite curve section 
to the circumference arc. The length of the output rocker is deter
mined from the condition to guarantee its. angle oscillation. 1'he value
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of the stop angle as well as the output rocker oscillation angle are 
regulated by displacement of the output rosker revolution centre along 
the circumference are.
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Ю. М. ПОЧТМАН

ПРОЕКТИРОВАНИЕ РЕБРИСТЫХ ПЛАСТИН 
МИНИМАЛЬНОГО ВЕСА, ИМЕЮЩИХ ЗАДАННЫЕ 

СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ

При проектировании упругих пространственных систем н авиа- и 
судостроении и строительстве часто ставится требование, чтобы час
тоты собственных колебаний конструкций не были ниже некоторого 
предельно допустимого значения (например, с целью предотвращения 
резонанса, флаттера и т. д.) и, одновременно, полная масса (или вес) 
конструкции была бы минимальной. Такая постановка задачи примени
тельно к одномерным конструкциям обсуждалась в работе [I]. В дан
ной работе проблема выбора оптимальных параметров для некоторых 
континуальных систем (пластин, усиленных ребрами жесткости) при 
колебаниях рассматривается, насколько нам известно, впервые и в 
самой общей постановке, как задача математического программиро
вания [2]. В качестве аппарата для исследования с помощью ЭЦВМ 
применяется один из современных методов оптимизации метод слу
чайного поиска |3|, который постепенно находит свое применение в 
задачах механики деформируемых тел [4, 5, 6],

1. Рассмотрим прямоугольную пластину (фиг. 1), подкрепленную 
перекрестными ребрами и свободно опертую по контуру. Известны 

размеры пластины в плане, характеристики 
материала пластины: модуль упругости £, 
коэффициент Пуассона ՝՛, плотность на еди
ницу поверхности s. Нужно найти такие 
размеры поперечных сечений ребер Л/>։, hpt , 
Ь, и (параллельных соответственно коор
динатным осям л՜ и //), количество их г и р, 
а также толщину плиты А, чтобы основная 

х частота собственных колебаний и> не превы
шала заданною значения а полная масса 
пластины G достигала минимума. Описан

ная проблема математически сводится к нахождению минимума функ
ции массы всей плиты

Спы ֊'.{abh rbJiPra - }У'./кр9Ь) (1)

при условиях:
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Вг<
1+сН.^ + ֊^_ (1,= 
___ Р 1 Вх В{р-\ 1)__

। г___ 1 д Си
Р 1 7, (р + 1)7։

1)?
> '• (2)

?п»1п . ՝ >ша» «та . ■֊ «- -»щах «чип «»пах «о\՛ • '՛. Ру . (3)

а;,г /,„ л;՛. а ՛ л.<л”‘" (4>' ? У Г«;

г и р целые числа,

где /) цилиндрическая жесткость плиты; В
ЕН

12
и Вх

12 — жесткости ребер, параллельных осям х и у соответст

венно: 7 ?«Ар։,о։> </, уЬКр^:/ —массы этих ребер; (7ц.։ ;<«/>/? — масса

плиты; р --֊и ' —} ՛ Условие (2) ограничение по частоте
а \ш*/

основного гона собственных колебаний [7], условие (3) ограничивает 
габариты плиты и ребер, а условие (4)— требование целочисленности.

Задача (1) (4) выбора оптимальных параметров ребристой пла
стины может быть поставлена как задача частично целочисленного 
нелинейного программирования, которая, как известно, в общем виде
состоит в отыскании вектора в «-мерном эвклидовом пространстве

X (х:, х2, ... , х„) £ R
минимизирующего некоторую функцию:

Ф = Ф(х։, х.„ ... , хя)
и удовлетворяющего ограничениям

(к = 1, 2,... , т)

(5)

(7)

х։ >-0; хг 0; ... ; х„ > 0; х.—целые числа,

где R допустимое множество, а множество А։ содержит не нее ■՛,. 
Нелинейные функции £Ь(Х) известны, заданные постоянные 
величины, а т и п между собой не связаны.

Используя обозначения: Л — х։, Лр, = л֊., Лр¥ х3, о., - хц, о,?—х-., 
£* а (■ 1) *՜

г х6> р х-, -- ----------- = и подставляя их »(!)- (4),

получаем задачу, аналогичную задаче (5) (7) нелинейного програм
мирования (для п — 7): найти неотрицательные значения переменных 
х1։ х2, х3, л\, л',, хи и х., которые минимизируют функцию

б?1л1п = ? («6х1 4՜ нх..х4х,։-г 6х3х:,х4
и удовлетворяют наложенным ограничениям:
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/ mln х* у I «mln X *_mit/?/1 х, hp , h л-, Л , х, и х: — целые числа.

2. Задача математического программирования подобного типа, с 
нелинейными ограничениями, могут быть успешно решены только со
временными методами оптимизации, с использованием ЭЦВМ. Будем 
применять один из наиболее аффективных методой случайного поиска- 
нроп<»рииоиальный алгоритм покоордннантного самообучения с забы
ванием |3]. Реализация на ЭЦВМ этого алгоритма начинается в обста
новке равновероятного поиска. Из некоторой точки А', R и простран
стве параметрон делается шаг и случайном направлении. В том слу
чае, если в новом состоянии Ф(Л', ,(ФА',), то следующий слу
чайный шаг производится ил состояния X. и в противном случае сле
дующий случайный шаг система поиска делает из первоначал!.нот 
состояния. Координаты вектора А меняются так:

(10)

х. = х(, если Ф (х,) < ф;

Где с длина рабочего шага по параметру: реализация случай
ного вектора; х оптимальное значение параметров за / предыдущих 
шагов; Ф* минимальное значение целевой функции за у предыдущих 
шагов.

В процессе поиска его вероятностные характеристики перестраи
ваются, то есть на вектор 3 оказывается целенаправленное воздей
ствие. Вектор Н уже перестает быть равновероятным и в результате 
самообучения приобретает определенное преимущество в направлении 
наилучшего шага. Составляющая вектора Н определяется из соотно
шения

«< - (/. - ) Хп . (11)

где случайное число, равномерно распределенное на отрезке 
{а/, |; х11Г. псевдослучайное число, равномерно распределенное на
отрезке [0. 1]. Пусп »ерояткость выбора положительного шага вдоль 
7-ой переменной р является линейной 'функцией некоторого параметра 
ш1/՝՜, который назовем параметром памяти по 7-Й координате на /У-ом 
шаге поиска:
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р!-л'՛ = о.5 («>;Л;-|-1) (12)

тогда

— 1 , если р{ < 0.5

— 14-(р. 0.5) -2, если р. < 0.5

(1 , если р > 0.5
р — '|

1 1 — (р.։ 0.5)-2, если р{ <. 0.5

.Алгоритм обучения с забыванием можно представить и виде следую
щей рекуррентной зависимости [3]:

ш'л’+|> = Ки^ - 'Их<*>ДФ,у; ( |и*р| < 1) (И)

где 9 > 0 величина, определяющая скорость обучения; 0 А'< 1
параметр 'забывания. Смысл выражения (14) состоит в следующем: 
увеличение вектора памяти и՝'/' возможно при положительной вели
чине Ал<Л| (успех поиска определяется отрицательным значением при
ращения АФл). В свою очередь, увеличение ибл: приводит к увели
чению вероятности удачного шага (р. 0.5), а значит и вероятности
того, что приращение но координате Дл<л՜' будет положительным. При 
значениях 0 ;■ 0 н начале поиска вектор памяти будет приобретать 
значение, ранное 1 (в течение нескольких первых шагов), затем поиск 
детерминируется и я течение нескольких шагов спуск к пели осу
ществляется с максимальной вероятностью. В районе цели иля возле 
ограничения система самонастраивается: шаг поиска и величины 
ДФл и Ал,՝1 уменьшаются, а влияние второго члена в (14) становится 
незначительным. Это приводит к тому, что система „теряет опыт", 
вектор памяти начинает уменьшаться до нуля, то есть до равноверо
ятного состояния. Уменьшение вероятности сделать положительный 
шаг в том же направлении, что и раньше, позволяет системе пере
строить направление поиска на лучшее. Вдоль этого лучшего направ
ления система вновь начинает обучаться до тех пор, пока позволяет 
значение вектора памяти. Учет целочисленности части переменных в 
(9) при использовании описанного алгоритма состоит и том, что округ
ление целочисленной компоненты вектора Л՜/осуществляется в момент, 
предшествующий собственно решению задачи, до проверки принад
лежности точки X,- области допустимых решений. В дальнейшем поиск 
выполняется с учетом целочисленности переменных.

3. В качестве иллюстрации рассмотрим определение оптимальных 
размеров пластины по (риг. 1, для различных значений параметра > при 
следующих данных: Е 2.1 10' кг лг;ч 0.167; 9= 244.0 кссек' л<’. 
>•՛. — 186.0 Г сел-.; а — 5. 0 .и: Ь = 9. Оль Ограничения на варьируемые 
параметры принимались следующими (в .и): 0.05 < /» 0.1; 0.1 < /)■,.
<0.5; 0.1 <0.5; 0.05 < <<, 0.25; 0.05<% 0.25, а 1.0 ■<г <10.0

Ь Известия АН Армянской ССР, Механика, № 6 
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и 1.0< р 10.0. Задача решалась на ЭЦВМ „Мир" с использованием 
стандартной программы получения псевдослучайных чисел, равномерно 
распределенных на отрезке. Решение отыскивалось в гиперкубе с нор
мализованными координатами //,(0 у/‘•С1.0-; / 1,2 7^. (Переход 
к ненормализованным координатам осуществлялся следующим обра
зом: х. у. ^лг- - х՞’"’. В соответствии с физическим смыслом задачи в- 
качестве исходной выбиралась точка с координатами: х։ 0.1: х; =

хд — 0.5; х( х. 0.25: х х. = 10, что соответствует нормали
зованным координатам: .у. у/., г/.։ ух — у. " .(/. -у. 1.0. Исход
ный рабочий шаг по координате принимался с — 0.2, затем он дробил
ся до с 32. Алгоритм (141 реализовывался при параметрах поиска 
/С 0.8 и — 50.0. Результаты решения (искомые оптимальные раз
меры пластины) для некоторых л приведены в габлипе.

Таблица
Значении иерсмен- 

՜՜՜——пых Н массы

/
Л(.н) Лл> 

(.«) (.«) <-«) (•«) г Р Ղւսււ 

(«0

0.21 0.05 0.5 0.10 0.105 0.062 2 692.46
0.23 0.05 0.5 0.158 0.118 0.05 3 1 732.85
0.25 0.05 0.5 0.195 0.084 0.051 4 1 776.96
0.27 0.05 0.5 0.16 0.066 0.05 6 1 810.75

В заключение отметим, что предлагаемый способ может быть 
использован также для оптимального проектирования ребристых плас
тин при других граничных условиях и очертаниях в плайе.
Днепронетрнвекий инженерно-строительный 

институт Поступила 4 XII 1^70

?iin. 1Г. «ԱՅՏՄԱՆ

ՏՐՎԱԾ ՍԵՓԱԿԱՆ ՀԱՃԱԽԱԿԱՆՈԵ^ՅՈհՆՆԵՐՆ ՈՒՆԵՑՈՂ. ԿՈՂԵՐՈՎ 
ՕԺՏՎԱԾ ՓՈՔՐԱԴՈԻՅՆ ԿՇՌՈՎ ՍԱԼԵՐԻ ՆԱԽԱԳԾՈՒՄԸ

I) . մ փ ո փ յ։ t մ

Դիտարկվtu մ Լ խաչաձև կոշտ/ոթ յան կողերով ամրապնղվաձ ասաձղա- 
կան սայերի 1““1ա ղքէւյն նախաղծումր ա ա տ ան ամն /< ր ի ղ եպ բու մ ւ

էսնղիրր ձևակերպվում Լ մասամբ ա մ/> ողշա թ իվ ոչ ղծային ր) րա է/ ր ա վ it ր - 
ման տերմիններով, սրտեղ նպատակային Հիէէէն կրիան Լ սայի կշոի մինիմու- 
մր. իսկ սահմանափակումներ են Հանդիսանում' սյա ր! տնր, որի դեպ բում uni/ի 
սեփական տատանումների հիմնական հաճախականսւթյանր չի ղերաղանրում 
ինչ որ մ եծա թ յսՀէրՀև երկրաչափական սահմ անայփակամներր չափերի վրա:

Հ.աշվիչ մ ե րենւսների օդնությամ ր ! ե in ա ։/ո ա n :/! քան Համար որպես մաք!ե- 
11 ատիկական ապարատ կիրասվում Լ պատահական փնտրման մեքհւղրւ ներ
վում են թվային օրինակներ!
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DESIGN OF MINIMUM WEIGHT RIB PLATES WITH 
SPECIFIED NATURAL FREQUENCIES

Yu. M POCHTMAN

S и m m a г у

The optimal design of elastic plates, crossed with rigidity ribs at 
vibration is considered. The problem is formulated in terms of partly 
whole numbers of nonlinear programming, where the minimum weight of 
plates is the purpose function, and the restrictions arc the condition, at 
which the basic frequency of natural vibration of plates will nut exceed 
a certain quantity, as well as geometrical restrictions on sizes. The ran
dom search, as the mathematical medium for investigation by means of 
a digital computer is used. The numerical examples are given.

Л ИТЕРАТУР/Ч

1. Turner M. J. Design of .Minimum Mass Structure* with Specified Natural Frequen
cies. AJAA Journal, vd. 5 Nr3. 1%7

2. Корбут A. A.. Финкельштейн К). Ю. Дискретное программирование. Изд. Нау
ка. 1968.

3. PucmptnuH Л. /1. Статистические методы иомена Изд. Наук«, 1968.
■I. Фрайит М, В. Применение метода случайного поиска к «лдачам оптимального 

проект ирования. Строихелъкд ։ мезаннка к расчет сооруженнн. № I, 1970.
5. Пичтмин К). М., Филатов Г. В. Исследование деформатгнп гибких стержней ме

тодом статистических испытаний. Строительная механика н расчет соору
жений. № 5. 1970.

п. Почт Мап К). М.. Филатов Г. В. Рочрахунок цнлтндрИчних «болонок мпп.маль- 
tio'i наги методом вниадкового поит, ку з самонаячанням Дохл. АН УРСР, 
сер А. № 12, 1970.

7. Филиппов .4. /7. Колебатп*՜! деформируемых систем. Изд. Машиностроение, 1970.


	kazm
	1971.5

	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	14
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22

	25
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30

	33
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40

	43
	41
	42
	43
	44
	45

	48
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54

	57
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67

	70
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75

	78
	76
	77
	78
	79
	80
	81


