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ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА

Решается плоская задача теории упругости для прямоугольника, 
когда к серединам его крася приложены жесткие симметрично распо­
ложенные штампы, то есть на всех участках раничныс условия за­
даны В смешанном виде.

Плоская задача для прямоугольника, когда па границе известны 
напряжения или перемещения, раньше рассматривалась :•֊։ работах [1, 2].

Смешанная задача для прямоугольника, когда на двух противопо­
ложных кромках приложены штампы, исследована в 13]. Плоская за­
дач для прямоугольника, сжимаемого по всем кромкам двумя одина­
ковым։; симметрично расположенными у краев жесткими штампами, 
рассмотрена ь работе |4]

1. Рассмотрим плоскую задачу для прямоугольника, сжимаемого 
пс всем кромкам штампами, расположенными симметрично относитсль- 
н осей прямоугольника (фиг. 1). Длины штампов, приложенных к 
противоположным кромкам, одинаковы, а к смежным разные. 11ред- 

, пт ֊г внешние нагрузки, приложен­
ные как к штампам, так и к уча­
сткам контура прямоугольника 
вне штампом симметричны отно- 
ентельмо глзкяых осей прямо­
угольника. Касательные напряже­
ния на границе отсутствуют.

Граничные условия данной 
задачи следуннине:

'до ( «. /?)=’-«■» (*» ' Ь) = О
Фи«. 1

и(±О, .</> /.(//) (|// с) о1л-, 1 6) /.(л) (|.Х|<(/1

сд(- а, ц) (Г,) у 1г Й у О) Ь} - /3(х) (г/< л । «I
1.П

В силу симметрия функцию Эйри будем определять тол։.ко п четвер­
той части основной об\асти, удовлетворяя при этом условиям симмет­
рии на осях л- 0, у О

и (О, </1 V < г. 0) ".<.Лл՜, 0) "лгДО, //) - I)

Напряжения и перемещения определяются через бнгармоничес- 
хуь ункуи.о Эйри по формулам
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_ с)гФ 4Ф
<hf ' ՛՛' дх" ’ дхОу

(’<)-пф г?Ф
£" \7^,,х Г4Г՜

~ Гг?Ф , 0Ф
Ev '"х-^ (1-*

В силу симметрии задачи функцию напрял; ■ним Эйри ищем
то

1,1 Iл, I/) <\лл ел/2 ՝՝՝՝•’ [Z? rlr^i// 4 (^//яИз*..1/| ei>5. ‘4A
4=i

~ . г . Дс
4 [/•7ch3*x-|-Gji1,4.VKli/bv]cos?Jti/; ?; - , '*• - (1.3»

4 !

При выборе функции Ф<х, у) в виде (1.3) и при 1„ / ֊ О
условия симметрии удовлетворяются автоматически.

Удовлетворяя условиям равенства нулю тангенциальных напря­
жений на кромках прямоугольника, между коэффициентами / , ՛՛., 
Вл и Ci- получим соотношения

Z>i = С*(1 ! Ft- G\(l 4</ctb^«i (1.4)

Удовлетворяя затем смешанным услониям (1.D, учитывая И.4) и 
отображая одномерные области (0 х о) и (0 у А) ча юла. :՝и 
((I : и (0 \ - ~) соответственно, получим < лс.-л'ннпу.՛« <•?.-тему
парных тригонометрических рядов-уравнений:

,л 4 5 k-՝XkV Л'\) с os к՛, f /4СО (0 ■>. rtJ)

то то 
6֊ v
(Г —

п ч л 
shM

cho — ՛ 
о

L Ь Chp —(- а 
sh%6

то
•,гго- у k 'К(1 

Л I
Л/i lcosZ.-: ֊ v;։zYe /•*:(:) «I ՛

Ур V hcosZr: 
X I

I ir’n л'лл;
■ ..

р
b
а и
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X сЬр ■" :

1 « . XеЬр -$■ 1“ -•)

*Ъ^а
(I ... <1

/>ч (։-;),ЬР֊4

Здесь введены обозначения

Считан правые части гарных уравнений (1.5) известными и пользуясь 
решением такого рода уравнении 5], приведем (1.5) к бесконечной 
системе линейных алгебраических уравнений

X Г„
л - I »1 I

У, - > 7^ (1.7)
»• I р 1

Коэффициенты при неизвестных »1.7) определяются формулами
>>2 |Х( 1Н1 .Удл„‘(4.1

«й 1>2 ^(֊1)“(1 Л'Д 0-8)

а свободные члены выражениями
’•I

■;/՛ — О։ (ГЛ г* (с<м»&) е!о; ։) с/0 
Я 1

I Ц(;‘)г1 (сох^) с!" -у (Г- Л(1г/Х (со.ч>։1) (1.9)
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֊t“ ֊ у f G. («) (со»Ь> Cig ֊ <р>
О

k Г 6
— I (i3 0) г.. (cosM ctg --dfi — k'j.v, (cos;.) (1.9)

V

Здесь функции <7.- (G) (/= 1 4) имеют вид
у

/•՛.(<) siu .yJ'i
—, =-—=- (1 = 1.3)

I cosy—cos՜/,

/\.(»Js։n d՛,
(/ = 2,4) (1.10)

I COS'/,— cos)

В формулах (1.8) введены обозначения

(х) г. (cosG) z/t (cos^) с I g d

a, (0) = 2_L2 (՝
A

^) = ALTf 
w

JPk 1 л՜) z, (cos'/) Lf. (cosG < <• tg 7j fi,rJ (1.11)

I COS'.1 COST

— p i “ x) sl\p.r
sin ~ tlx

) COS՛. cos.v

Функции р,.<<.•0561 и г. (соаО) представляют собой частные случаи 
функций Якоби и выражаются суммой и разностью полиномов Лежан­
дра соответственно. Дифференциальные соотношения и интегральны։ 
представления для этих функций приводятся в работе |5|.

2. Приведем некоторые свойства функции Отметим, что
с функцией Л,.1л) тесно связаны функции II. (х), Л’, (х) и к. (х), ко­
торые выражаются формулами

9 I 9 
//.JcosO) ֊4֊^ . sh//(~ х)sh/։x _ ,,г—h—-

Х ICOS (!х
р{~ х}с\лрх (2.1)
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Л chnxsin tlx
2 I 9 i 2

AA (cosf>) _ , “ _ \ —-shw.. | c03o cosx

. shp.VCos \y r/x
A՜,. (cosr4 2 ! 1 ......— (2-1)

•‘>11/’•• J I COS -1 - cos.v

Непосредственно։։ подстановкой нетрудно убедиться. что A.t.v) 
и вспомогательные функции (2.1) удовлетворяв т следующим диффе­
ренциальным соотношениям:

(л- )= f՜. I1A •' (v 1 Ь v) j—v А’яЬт)

ндх\ I А;, (л) 4- Rt. (.»•)] 
I x

2 I 2
r d л 11 i л'

I.vl
1 — v

2 I 2 
r(l x) | 1 • a

(2.2)

Из (2.2) следует, что функции L։. (л) и А՜, 1л,1 являются решениями 
дифференциальных уравнений

4 12/7
(1—х)|(1 х)Л (л-|] /г7-р (х) — 2/гА'„ (х) - - f=-^

" I ) х

и xqu-rxi^urH'-^u)- р (2.3)

Пользуясь теперь дифференциальным уравнением для г, 1х) ;5| 
и (2.3), вычислим второй ните։ рал (1.11), рассматривая его как инте­
грал типа Ломмеля '6|

1՜ г. 1 ' I /-..i.vl
■) 1 Л- ()Х

I՛/.-՛ • р 1

//., (.VI (Л-)— ргк IX) [//„ (х) Кп |л- 
к' — р-

| kpr i х) А1, (л*) — pz, (л-1 А, । л-) |

1 I 2 к-p Г (л'./х
(А; р2)- е II х) I 1 х (2-1)

Отметим, что функции Ь,, 1.т), К, (х) при больших
р имеют следующий асими готический порядок:

Llt IcosS) ~ 0( е ,п (О G<r) (2.5)
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Н„ (созО), К.. (со$0) ■— --- |

Кг(е<^)^0(~) (0< 0 ,<։) (2.5)

а на концах осиянного интервала [О, ~| : ;>иш м?н т следуя щие значе­
ния:

Ь„ (I) /4( I) к,.{— и О, /<.(11=֊

/<„(—1) 2с1|1рг. £., ( 1)—2/сНу»՜ — |
\ $П р~ /

//..и» 4 >’£!
1/г

К, 11) ± у 'к{ 1Г (2.6)
= Г: Р’Ч֊к:

3. Исследуем бесконечные системы (1.7՛.
Докажем, что ч общем случае бесконечные системы (1.7) квази- 

вполне регулярны. Для этого нужно оценить ряды

СС Оо

1 47 • X 4'/ (/=1> 2’

I Ак !>>■

!> I /•—• I

Из (1.6) видно, что числа \,. и V,., входящие к вышеуказанные 
ряды, ври любом „ри остаются меньше единицы и при больших зна­
чениях индекса стремятся к нулю как Л',- "՝• ' и Л'А. О I ре՜ 0 ),
где ' ‘2-ц Ь, ; '2т.Ь/'а. Вследств'дс быстрой сходимости вышеука
наиных рядоп, их суммы будут ио индексу „4-‘‘ иметь такой же поря­
док убывания, как и их общие члены, то есть

()\/< ‘-) (3.1)

Далее, пользуясь значением интеграла (лб и (2.5), будем иметь

кр( ՛ р:! '
( А." > ‘ рЧ

х՛ 1
-1 г ՛■ ՛"'

. (6 н

(к ֊'/Г)’ !

ь.
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•y = b—, ':~г ։Л.>0) (Z= 1. 2)
Ц- fr (3/2)

Полученные оценки стремится к нулю при X ос, поэтому, начиная 
с Некоторого значения к։), сумма модулей коэффициентов при неизве­
стных станет меньше единицы, то есть система I 1.7) квпзинполие ре­
гулярна.

Накладывая обычные условия и.» граничные функции [4|, легко 
покадить. что функции G, (Oi il.lOl непрерывные. При этом снободные 
члены ;/՛ бесконечной системы (I 7) имеют порядок ()(к 1 •'). При­
меняя метод последона ллнных приближений, не труди ՛ показать, что 
X; И Yl также Имеют Порядок Oik 1 • |.

I— • К, й * (cos:.| Л (CI֊»:։ 1 |

При получении (3,31 было и. пользовано гзюкс .оычение интеграла

։ |Г (х) /Д,И|
1 —X р

Нензнсетныг А’, и Y;, «предслот-мые ил 1.7), выражаются через 
неизнестные постоянные А՜, )’ и удонлегворяют первым уравнениям 
(1.5) с точностью to постоянною слагаемого I гак как при получении 
системы (1.7) ли \равнения были продифференцированы). Удовле­
творяя первым у равнениям (■ .51 [4], пользуясь формулами 1'2.1) и I !.<>), 
для йп|н-дгления А'.-,. ;л получим -ле дующую систему уравнений:

)] -.До “л<0)

У у I СО.$ I
Р

*

у ( kj lfOctt? у Iх) 
V

— | Л . , (COS .|) — !/.,ъ.. I cos >,։ I I

)| -’.М
(cosip

(3.31 
Р

li՝* 4

■л|՛

I / . . О ..
“2 О. (-)Ctg — <# 

к

А
■2Ю( „ C.il֊!/)

н I

-r|' С7|п(։1п2

- ’ v ГМ.

1 ’ ’•
■1 I 2

-.J' V( :r a;.(1 V
/• ։
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4. 11 ри ведем формулы для напряжений и перемещений.
Подставляя п выражения (1.2) значение функции (1.3) и учиты­

вая при :-<том (].4)н(1.61, для определения перемещений и напряжений 
во всех точках области получим следующие выражения:

и сЬ..,у

Еи[х, у)
Л(1 ЛА) .------уу------ 8 иг/, Л-

соз.Ау

3; (о

5. (х, </1 ЛО АА)со$х*х

сЬаА (6 — ,у| 
«ь*\ ь

с11Л'.-у

я И 'л, и
’*(А .")7ЙГГ

.8 И У (а__ х)I 2
|~ $!։'Ао

с1п, I/ с1р. (6 у) $Ь՞*. 1}
—9.6—֊-7----- 5.(6 у> —;---- ,֊6 ՛ 51г'Хл Л " яЬя, 6

С. V /։ ՝■ . , I сЬ,чл- сЬ’ч(а — х)
- л‘(| л‘)с05'’‘-"пкм՜ -к 1 1

г. .{ч X —6 — 
КП;Ай

-,их. </)=*; 2 лиа Л - 1
ЛА) $1П7Х. V

зЬ^. (/» !/)
зЬ-Хд. Ь

сКх4.</

а‘(/< ֊"'Ть/Г

՛- У Ад(1 Л\) 81пЗ*4/
0՜

I յ 8П,ч(й .VI 
|:А“ $1г(А-а

сЬУл՜ (4.1)/. (а

Аналогичные формулы получим для определения перемещения 
о (х, у) и нормального напряжения '„(х, .у) посредством замены в 
14.1) ՝

X • ' ) л, л- • у, о • ’ />, • У, Л >. Л/>. Р. ' () (4.2)
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Эти формулы верны для всех значений х и у. Н<> поскольку некото­
рые ряды, нходящие к выражения перемещении и напряжении. на гра­
нице прямоугольника сходят«, я медленно (уелпппо), улучшим сходи­
мость этих рядов на границе области. Для этого п выражения (4.1) под­
ставим значении неизвестных X. и }. из (1.7). После ряда выкладок 
|4| для контактного напряжения (л, у1 получается следующее вы­
ражение:

лз
I с6$\ с«»$Ь «4 “

- 1ГрГ,(1 ЛгД -

'֊, |//„л . (сох'И - А / . «СОХ'М I о 1/՜«
I---------------------=_֊==----------- — : (0 к

. | соз». созЛ
(4.3)

Здесь коэффициент К при особенности нормального напряжения 
(«, у} определяется формулой

к -- -£—■ ! 4 X Vг ссмъ» - (А(...) ֊ Цг.,) - 2Л։
12' —

V I 1 1՛ ■ ■ - .и I . I с«>$ >)
<г — (4.4)

Для определения псремещ' нич а ю. ц । иг штамп.«в получим
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4X . I l- COS<-r | COS7U COS7;
—֊—---- In---------------- - ... -------------

) 1 —COSY, I 1 — COSTjj

Ij
oo ; , (cOsG)ctg у

-Lyr„(l-.^( 1Г 1 I ■ f — (4.5)
a , .1 COS* COS7.

(Ai Л ”)

Аналогичные выражения для а!? тг > А ) и V , А՝) могут быть 

получены из (4.3) (4.5) заменой ՛. ■’ ’ : и (4.2).
Имея формулы контактных напряжений, нетрудно получить связи 

между силами Р, (у, действующими па штампы (фиг. 1) и осадками 
этих штампов

(j -л,-4- \ (-)<՛’> 

||

5. Рассмотрим некоторые частные случагг значений параметрон.
а) а А, с г/. В этом случае А\ ).՛, Х„ ) , и решение зада­

чи сводится к определению неизвестных X. из одной бесконечной 
системы линейных уравнений.

б) г - А, то есть штамп приложен по всей длине стороны. Из 
первых уравнений (1.7) с учетом (2.6 > получим

Л;- .. I /•-Р,1 соз/с'/Л“ (1 — Л1*! J

'.Л V (5J)

и решение сводится к определению из второго уравнения 11.7) с 
учетом (5.1).

В случае полосы под действием симметричных периодических 
штампов / ,(՛;) -- 0 из (5.1) получим - 0 Регулярность оставшейся 
системы можно улучшить введением нового неизвестного /.: Н ■<. 
Из второго уравнения (1.7) получас гея

/; (52)
.- I
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Р I 7՝՛՜*V —^0(4- 3-). _ 0 > (5։2)
»-1

в) с 0, го есть стороны ВС и 1)А свободны от штампов и на 
н.г действу«՛ । нормальные напряжения.

В этом случае первое уравнение бесконечной системы (1.7) и 
первое равенство (3-31 принимают соответственно вид

о

Л, 1֊ \ С,( '.НА. (5.3)

(I
Полученная здесь система для данного случая ( (5.3) и второе 

уравнение (1.7)) также квазивволме регулярна. При этом нетрудно 
получить решение рассматриваемой задачи в случаях о -ос или Ъ *

г) с с? О, то есть по всему контуру заданы напряжения. В 
этом случае решение приводится к определению неизвестных коэффи­
циентов из вполне регулярной бесконечной системы ; 11.

Фиг. 2 Фиг. 3.

Отметим, наконец, что задача, рассмотренная в работе )4|, при 
/2 (у) /.(л՜) О соответствует плоской задаче для неограниченной
плоскости с двоякопериодическими прямолинейными разрезами (фиг. 2), 
а рассмотренная здесь задача при / (</) /\(д>—О соответствует уже
плоской задаче теории упругости для бесконечной плоскости, ослаб­
ленной двоякопериодическими крестообразными разрезами (11-иг. 3).
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Аналогично может быть рассмотрена задача в том случае, когда 
между штампами и материалом прямоугольника существует кулонов­
ское трение или жесткое сцепление.

Ин.тшуг ••5.։има।ики и механики
АН Армянской ССР Поступили 15 IV 1971

11. 2. I).. 1Г. IPiPSSSlU.

II;u.ini.r in» lulUH! lub’M'l» U U.UI»!>

II. il l(l II l|l II I if

Vy/Wu/yiZ/l/nnf !t 11И1ШЛ<Ц1>1{шЪн1 ft lilt'll UI flU tit ft JUlil ffllftft ft1"1'?! ft ft ft 'HfJ’/iUblf- 

jaib ittiifiiip. http n IIII/lull I/ J ill'll ptifiïp 1/11Ц11 !i/>li *//"" ftifpuijft'li ttj ш jtf uj'h'b ft p p

infillin'՛ fth ftttuitft Alittif; fftti; /< ihi/ ri • u /. ttti tit pm tu pftïi ui>tiiifttti{ j in fini if՛» A pp put 

ftuilfiutitttf f‘1i b .• t tt >t in'll 4(»ill p a h tj if >/ » ■ if I, ipitit! hpft ijlthuiptth'li h pit 1 if rjptftuA ftiii- 

t/iiipXtuft fjuyu t{j> и ill'll hit ft ifft?t<J{ tttf. nptt'litf l{iit}ifftftft ftp f{ 111 pii 1 ft jti < frh lipft tniup- 

[‘lift fill If lt flI» Ifftlf II1 tf >' hllifl, Il fl fftlt и p 11՛ I, lu y ft Ul (ft h tt If tt ; til a Ill'll Г/fi ։

fit'll ijftftp [ttiAlfttiif 1՛ Ult! I ;i> ft fi ii ft ft к iftitf. b ul ppfi ft ft if» ft A nt If ft tfh ft {i ft liptini и:Ъ 

tUHlWft »{{ifptiitf iitrtiiiipj uiif !. и f, nut'll If j til'll ui; lit ift till/til'll ՝ln,J4 in >/сиишрпч/'ii L{1, 

!» ftltll i f.Ulll՝ tllllfttll i iu ■ if ttllftufl uiiiifhtif и fut m.fnt ft ft ftl fini fl/ I; itiftlfllitf “ЧЧ nb՝'- 

1» it lift lift ft {Ilf UI I{ft - Il'i ntffti lil>t{ni{ji:.։{iuifti»i!tfi. U Itiiu rjif Utt! It'll у uih m Л It ft /i 

tft « ftt f ( it'll ft/tfi It l{ it'll at ui ft ut tu/fill {tu/iiit ifhbpft I in Itf if ui'ti \ in tf in {t;

1'!■ ft at ш с fj i/ и/ Л hit if ш uh tu if n ft t)f.ui{ii<{i »{tu {Hit if !• tn ph aft Utu‘i if ui'iiui / fth uin- 

>i ! y h b ft ft b it y ti i h i{ a I ft Ъ > I/ tu ui in I th h ft ft > tu û ut pi

A MIXED PROBLEM FOR A RECTANGULAR REGION

\ \. BABI.O\A\. A. M. MKRTCHIAN

S u m in a r y

A plane problem for a rectangular region is solved v. here on all 
its areas the boundary conditions are given in a mixed form.

•'he tangent strains along the contour are assumed to be absent 
and the rectangle to be pressed on all its sides with rigid punches 
symmetrically spaced al its centres. The length of the punches applied 
on opposite sides is the same while that acting on the neighbouring 
ones is different.

The problem is reduced to a system of dual trigonometrical equations, 
and then to a q'uasireguiar infinite system of linear algebraic equations.

Some particular cases for the limit values of parameters ;.r;J for 
different boundary conditions arr considered.
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к. С ЧОБАНЯН. С X. ГЕВОРКЯН

ПОВЕДЕНИЕ ПОЛЯ НАПРЯЖЕНИЙ ОКОЛО УГЛОВОЙ 
ТОЧКИ ЛИНИИ РАЗДЕЛА В ЗАДАЧЕ ПЛОСКОМ ДЕ­

ФОРМАЦИИ СОСТАВНОГО УПРУГОЮ ТЕЛА

Вопросы напряженного состояния окрестности угловых точек 
контура области в плоской задаче теории упругости изотропного те­
ла затронуты н работах [1 5].

В ваетоящгн работе исследуется характер распределения напря­
жений и окрестности угловой точки линии раздела облает»И поперсч 
кого сечения тела, составленного из двух различных призматических 
тел, спаянных между собой ни боковой поверхности. Р.нтма ։ри«..«.ч.-я 
плоское деформированное состояние составного тела.

I. При отсутствии массовых сил компоненты напряжения . ?%, 
выражаются через Функцию напряжении Эйри /’(г. й форму хами:

1 <//՝ 1 о,7՜ _ o'F _ _ <j 1 uF.
Зр ~rFr ' r: t)r ' ’’ uF ’ ՛• ‘ vr ( 7 77)

Функция F(r, G» в областях поперечного сечения удовлетворяет 
бигармоническому уравнению

-А- (7- Т~ ՛>

На линии раздела областей I и II |фнг. 1) поперечного сечения, 
соответствующих различным материалам, функция Fir, fJ) удовлетво­
ряет условиям, которые в общем случае Получены в работах J6, 7].

Вгтин линии раздела в малой окрестности рас см.» трин«*» мой ги­
ки считаются прямолинейными, причем полярная псь ** <• нан| ■ ►•л*։нн
но Одной из них. В случае криволинейное ти можно заменит«» их *



Поле »13ЯГ>УЖ|'Н11»| •. •,п.»ппй точки линии ри,|ДЫ1 сос.пиио: II 1с и ]7 

ответствуюшими касательными н у; ловий гичке линии раздела I .риг. 1) 
От »того характер напряженного соет»-яния я малой окрестности уг­
лом# точки не измените*:.

В полярных координатах условия на линии раздела. учетом 
прямолинейности се нет ней имени вид 5

1 'У'г.

1.31

а 1 "С

г’ /Л

где /, и / . представляют функции) ՛: в областях I и II соответ­
ственно; Е։ и ՛<{/'֊_ 1. '2> модули упругости и кояффипиен। Пуассона 
материалов.

Решение уравнения (1.2) представляется к ;-иде

К г ’Ф. о. I 11.4)

где > — некоторый параметр.
После подстановки (1.41 и 11.2) и 1.31 получится обыкновенное 

дифференциальное уравнение четверто։ •՛ порядка для : р, '1

<ьр 2|/’- 1)'Г </-- РФ, о Г 1.5)

с Краевыми условиями на чини։՛ разд- ла
К Ф. Ф:. V ֊Ф.

№ ’д.-ЧП МФ; р пн -.1Ф.1

֊£-’-4 п - >.)ф г? па >. ‘Иф..| ।

Чг1(1 7‘,ф’ 1(2 ....... . ‘(|ф;
2 Ижйг<тий АН Армии» «пр • • I'. Ч’.-хли.՛»՛, V. ч
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у к |(2(i 2՝.։p-i »e| |

Общее решение (1.5) имеет вид

ф,-(/, 6) .4f$in(/ 1)6 /л соз(/ 1)0 С, sin (/ — 110

— /Л cos (г 1)6 (/ — 1, 2) (1.7)

Удовлетворил на ветвях линии раздела 6 0 и 6 z (а 2п) 
условиям (1.6), получим следующую однородную систему линейных 
уравнений относительно коэффициентов А/. В,, С,-. Г); (/=1, 2):

/)’, 4- Z), В.. D. = О

(/ 1)/4. (/ 1)С, (X 1)Д.֊(>. 1)С;; О

(/ И/>',— (/ I 4т։)Ц + *(/ 1) £ + ։»(>• 1 4.'п։)/Л֊0

(' • ПЛ, Н' 1ч4т,).С,֊Н' 1 4т..)С=-0

?l։s։n(/ l)'4 Z?,cos(/. 1)> C,sin(/ Г| i /Jjcosp 1)з—

Zt..sin(/ 11 (a 2՜i />’ cos I/ 1)0 2՜)

G.siiiO 1)0- 2՜) —/Лсо.ч (/ — 1) (z 2՜) 0

A(/ l)cos(' 1)» /->,(' l)sin(/ l)y С,(л l)cos(' — I)’ —

/2։(֊՛ l)sin(/ l)y /L(' ‘ l)cos(/ 1)0 — 2“) 4

/<(' l)s։n(/ 1)0 l)cos(>- !)(’—2?) i

—l)sin(> 1)('Z 2-)-0 (1.8)

z4.(/ Ds.inp 1)/— B. (i 1) cos (a — 1) z C, (/ 1- 4/nr)

sin (X ֊1)3 //(/ l 4zz?։)cos(/.— Нт. Д .•»(/ —11

sin(/ 1)(j 2՜) Л’.'л (/. l)cos(/ 1)(з 2՜)

— (7ji(' 1 4/n. ) sin(/ l) (« 2՜)—r

■ 1 ֊ 4/n,.)cps (/ 2՜) 0

Z|(' !)cos(/ li 7 5։(> 1) sin (/. 1 1)з

C; (' 1 * 4л?։. 1 cos </ - 1) z (-' 1 ;■ 4/n,)sin (/ — 1) >■ 1

4 ,43ul' I)cos(' 1)(3 2՜) -Я;!'(г l)-sin(' ■ 1)0 2՜։ -

C.;!’.(/ 1 • 4/?r.)cosi/ 11(2 2՜) —

Z1h (>. 1 4/n.)sin (X !)(։ 2“) 0

Здесь приняты обозначения

JI -֊ — -- 7- , m I—V. (z 1, 2)
/1- 1 ) •/, G- ' ' v



Поле напряжений \ угловой ючкп .i:»ii։։n раздела сое » .итого тела |Ч

Для существования нетривиального решения однородной системы 
(1.8) линейных алгебраических уравнений относительно ko:-h|h:i.:u,:. 
топ Дг, В,. Ci, Di необходимо, чтобы определитель этой системы 
равнялся нулю

!*, /n։, ?ms, 7) 0 (1.9)

После некоторых преобразований условие (1.6) можно предста­
вать в виде

Szn.zfi.-!՛-|Д l)|4(zzjj p/zu) — (;՛ !՝(>■- 1)|

X |sin2(z l)n r.)siir(k ])(> ;.)

— sin4/՜] 8/zjjZ??J՛- (:»- 1) [ ('J-r 1 J՜ (։l 1)՜ 4lzz?, ;чп. I ]

|sin4> {? — r) sin՝p i~) sin'-' /г)]

<6 H'l^sin-'x — s։։i / (a 2z) | (z2sin-’ sin՜/?)-

8 (:«• I)1 ! rn։ /sin 7 sin2/ (-՛ 2~]j shj/.y

— zzi.ji p"$in՜'/ sin /?| sin՜/(? ֊ 2r) 16 (։j I) ' |/ 's»։r/

— |sin՜’/(a 2~) ] sin о m':, у ’ |‘ ?sih:sin՜/ •՛ | sir»-'/ (> - 2՜ I

Hvzijzn ՝< (h I)2 "sirib. 3s»ri 7 >sin՜/. (? 2r)

+֊ ('•’ 1) sin vsinAzsinM’ 2r) | - 256/n /п'ч мп’т

6lzn,z??./՛-(? l)(;n, - sin'xsin1 17- 2“i

fsinJz — sin/.isin՝/. {։ -2-)]=0 (1.10)

Уравнением (1.10) определяются собственные значения трехто- 
чечной краевой задачи (1.5 1.6). При юмощи системы еобс 11. иных
функций этой несамосопряж^ннон задачи может быт», представлено 
решение задачи теории упругости для плоской деформация рассма­
триваемого конечного составного тела, находящегося под действием 
урапновешенной поверхностной нат ру эки.

Из (1.1) и (1.4) видно, что если

0<Re/<l (1.11)

то напряжения при приближении к угловой точке линии раздела об­
ластей неограниченно 'возрастают.

Порядок особенности при этом ранен !\i?/ ֊ 1 .
Исследование осо15енност1.-й напряженного состояния н плоско»» 

задаче составного тела около угловой точки линия раздела приво­
дится к отысканию корня с наимешяпей ноложителыюй дсйст»н'тгл- - 
ной частью транс»1елде»»тного уравнения (1.10) н зависимости ог па­
раметров >, В, •■՛!, • .
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2. Как видно из (1.10), когда р — 1, то независимо от дру-

гих параметрон. ' принимает только целью значения, го есть в угле 
вой точке липни раздела напряжения не имеют особенностей.

Заметим, что если принять н (1.10) ;՛. 0, чему соответствуют
случаи

К G. О, (}.. <՛ или 2. G] < ос, (/. = ос, то получим 

p-'shra sin՜՛'(2- а) | р.-’s in2« (1 4?n.)::sin"'?} ֊0

С лучаям i и ‘2 иуд уч соответствовать уравнения 

/.-sin 7 — sin"/ (2- з) 0

/L.sin՜՜-՛ <1 4/??j)2sin;'i3 0 (2.1)

которые совпадают с уравнениями, полученными Вильямсом |3| с 
целью выявления особенностей в угловой точке Контура в задаче 
плоской деформации для однородного тела, причем первое из урав­
нений (2.1) соответствует случаю, когда контур области около угло­
вой точки свободен от напряжений, а второе когда защемлен.

Исследование существования корней уравнения (1.10) было про­
ведено численным методом на ЭВМ. Как показали вычисления, име­
ющий наименьшую положительную действительную часть корень урав­
нения (1.10) действительный для всех рассматриваемых комбинаций 
параметров з, /п։, ?ц... В таблицах приведены некоторые значения 
первого корня уравнения (1.10). вычисленные при помощи ЭВМ.

Рассмотрим приведенные в табл. 1 и 2 Значения >, когда более 
слабому материалу соответствует меньший угол (р 0.05, р 0.95). 
В случае •՛ 0.05 напряжения для всех рассмотренных значений угла

и ко;-)ф<|нщиепток Пуассона имеют особенность в угловой точке.

Для малых углов ( ■ ) порядок особенности не зависит от коэф­

фициента Пуассона >։ слабого материала и при данном угле имеет 
наибольшее значение, когда второй материал несжимаем (՝< 0.5). I [ри 
больших углах это свойство не сохраняется, и с увеличением V, при 
данном > порядок особенности уменьшается. Порядок особенности 

при увеличении угла /■ от ~ до -у (для ։-։ 0.3) и от до

<для у. ՝0.3) возрастает. Начиная от этих значений, дальнейшее 
/ 11увеличение угла > / до .у ) приводит к уменьшению порядка осо­

бенности. В случае, когда отношение модулей сдвига близко к еди­
нице (у 0.9.5,) и у.

<'Т ’ Г2 40 ' 12

напряжения имеют особенность к интервале 

причем для малых углов порядок особенности
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Таблпаа I

1» '•։ ■'1 1 ' 1

12 1
5
12

1
2

7
12

1 h
12

0.2 0.2
0.6152՛ <1.6515

0.7042 0.7123 0.7'207 0.7753 0.8711
20 0.2 0.1 0.6671 0.6826 0.7127 U.7086 0,6945 0.7760 0.8893

0.4 0.2 н.6217. 0.6406 0.6873 0.6923 0.7052 о 7682 0.886“

0.2 0.4 и.о5(,5- о.воч 0,5847 0.5929 0.6135 0.П9Ч7 0.868.4

0.05
0.2 0.3

0,6733՛ 0.6188
0.5936 0.6003 0.6196 0.7036 0 8706

0.3 0.3 0.6733 0.6421 <1.61 >52 0.6080 0.6216 0.7056 O.S712
0.2 0.5 0.6445 0.5‘Ю7 0 5756 0.5854 0.6074 0.6956 0.8671

Таблица 2

I1 **։

'1

Г.

1
12

2
•5 Г2

1
2 n 3

3 И
4 13

0.2 0.2 J '•“го 0.9917 0.9914 0.9925 1.0086 1.0089 1.0082 1.0035
0.2 0.3 1.0027 1.0056 1.0029 1.0001 О.9“74 0.9955 <։.“'• 18 0.9974

1.05 0.2 0.1 1 .0031 1.0065 1.0035 i.oooi 0.9974 0.9952 0.9913 0.9971
0.3 0.2 0.0925 0.9812 0,9773 1.0221 1.022“ 1.0219 1.0188 1.0072
0.3 0.3 0.9962 <i 9915 0.9917 0.9930 1.008.? 1.0089 1.0085 1.0037

0.3 0.2 0.9974 (>.99 IS 0 997՜. 1.001'1 1 0028 1.0048 1.0055 1.0028

0.3 о.з i .oo:ia 1.0088 I 0088 11, “925 (>.““12 0.9906 0.9912 0.9962
0.95 0.3 0.4 1.01(28 .0212 I 02671.0261 0.9637 0.9751 0.9787 0.991ь

0.4 0.3 0.9970 (>.“‘•41 (1.9972 1.0002 1.0082 1.0051 1.0063 1.0031
0.4 0.4 1.0039 1.0088 1 0079 1.0061 0.9921 0.9910 и 9912 (1.995“

0.2 0.1 1.0096 1.0263 1 .0345 1 .0312 0.9663 0.9687 0.973<i (1 “80S

не зависит от ՝>ь а увеличение приводит к возрастанию порядка

особенности. При изменении значения угла ?. от до1 »У
порядок

особенности возрастает, а затем убывает до нуля ( при ։ ). В от-

резке -у ’ • 7 особенности напряжений отсутствуют. Если ко:-я|ири-

пиенты Пуассона обоих материален равны, напряжения имею! особен­

ность н интервале 0'1 3 — до з
11_7

12
причем порядок 14-обен-

ности возрастает при изменении ? от 2֊
До -д затем убывает до2
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нуля Ь

։։а.
1-

12 ’

: }. ВОЛИ '

. ]2).приче

то напряжения имеют особенность в интер-

м порядок возрастает при изменении

т 40 т 
личеиие

затем убывает до нуля |а >. Здесь для данного ՛

при данном угле приводит к возрастание* порядка особен-
ности. В последних двух случаях

женин отсутствуют я отрезках

’ Ъ " •'։ 72 1
5-

7 12 и 12

особенноети напрЯ'

соот-

негственно.
Рагсмотрим теперь данные табл. 1 и 2, когда более сильному 

материалу соответствует меньший угол 20, 1.05). В случае ц 20 
напряжения для всех рассмотренных значений угла ՝■՛ и коэф<]'ипиеь гов 
Пуассона имеюч особеппост: , порядок которой ирг. изменении > в

■ । монотонно убывает. <1.3. Для донного >, при

ном угле ՛ увеличение ՛ приводит к уменьшению, а
увеличение л приводит 

В еллчае ՛■ 1.05 и • •՝><.
к увеличению порядка

для дани, то 
особеиное гя.

терилле от VI 40 ’ =

напряжения 
5 г.

. причем

имеют особенность •• ин՛

для данного •: увеличение ч7 —

|ря к озрастйййЮ, а для данного у не'.имение • ;;ри:нодит к

убыванию порядка особенности. В отрезке особенностьу

напряжений <■ тсутствует. Коли р особенность имеется в интервале

,9՜ !• причем порядок особенности возрастает с измен

/м 
угла т от .< до ? 3- ֊ , V, . затем уоы.ча1 г до нуля I - г), увели'Ч-яв'

;։ л. приводит к пезиачитсл։ ному увеличению порядка особенности
0.3,

, а когда

напряжения имеют 
= '->1’-3֊('т2՛

особенность в нитер але

). Влияние коэффициентов

Пуассона на порядок особенности. здесь также незначительно.
Таким образом, при относительно сильно, выраженной иеоднор.-д- 

пости I ч 20, 0.051 । угловой точке линии раздела поле напряжений 
для всех рассмотренных значении угла > и коэффициентов Пуассона 
имеет особенность, поря/лок которой зависят от значений угла з и 
коэц-фиииснтов Пуассон;՛., а при ՛, близких к единим.«* (:՛ 1.05, 0.951,
। лани..'ям1ттр Ьт 1.'Ю՛!-| ИЦЖ'КТОВ Пуассона сущестнуют интер. алы 
изменения угла •. где поле напряжении •։ окрестноетн рассматриваемой 
очки свободе >т »собепности.

Инстн;\г ՝՛։>.е-.'-^ик։ и Х'.ехииики
АН Армги. м.й ССР

\| / |՛ и кип !1>'ли к՛ ։ кий ниу։ -. !И ч>. 2֊ч X:1



Hair a ’iimi j> . . ic.ia lOcr.iiiiii ■!<> u-.i.i 23

•| (I <jm’ILWK', II. U. 'Mi'UII'VSHi.
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Ulllpif Illi) 1/111 fifiliiifiii pl fiputlfiuti il utu nibhfjiitf tufi if <u m ft it fi nh if inh ft 1

II Ul ill if i/mA I, nff iinfiilf uiputm fiu iirtif Uit) uih i nt if mull II III/11 lull tf Ltlf ftlti if fui 

fl If I if il ft /1 If 111 mi fl ft UJiI lull J lllil If d ft >ub If null UI jfl'b tff-urilllf ifftlUt I, If 111 If II H I fl JH th 

Ullt/l, fl II If ifuijllfhft fliurfiuryt/ll JlUltlpfl itf'lPhpp UUtipfl li Ctlftt I yL I. fi/l ifl./f/lll if trill 

•tinpuiplifllll/ljniilhfipll ifliU/filiiif. If ill fu i/UI •) '1H. UI ,11th ft if n ft.\ ut <( fi tfh i, ft ft;{, iftijni 

fljmlt ntb/ih fiititl Uihii in ։, ujn.tff.n/i JfirL uihlfjuth fmi/infum f> lilt'll lihmiilfu/f fihfi. 

Itllltlhlf flU/iliiifhLfifi tfiuitufi iiifuiin / /. if 111 If /1111 fl f 11 <bb I, yi ft if 1

Pflflt/iilil /, fl if uif flit ufifihuiffi

ON BEHAVIOUR OF THE STRESS FIELD NEAR THE CORNER 
POINT OF A INTERFACE UNE IN THE PROBLEM ON PLANE 

DEFORMATION OF A COMPOSITE ELASTIC BODY

K S CHOBAXIAN S CH GEVORGIAN

Sum ;n a r y

The nature of s.trrs> distribution in the neighbourhood of a i orrier 
point of the cross-section interfaces of a body, composed of two dif­
ferent prismatic bodies soldered together on side faces, is investi­
gated. The plane deformation state of the composite body Is also con­
sidered. The investigation on the stress state singularity is redlined 
to the determination of the root of the transcendental equation having 
a minimum positive real part.

Il Is found that with relatively strongly pronounced nonhomogi*- 
nrity in the interface corner point the Stress field always has 'singula­
rity while with the values for the relationship of shear moduli, making 
up the body materials. । lose to unity, there exist intervals of change 
in the angle between th»* interface branches depending on the Poisson s 
coefficients, when the stress field is free from singularity.

A numerical example- is presented.
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А Л ГУРГЕНЯН

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЛЕГРЛСЛ К ЗАДАЧЕ О 
ДВИЖЕНИИ ЖИДКОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА

Рассматривается плоская нелинейная задача по определению па* 
раметров движения жидкости в окрестности точки соединения волно- 
иьг фронтов методом Леграса |1|. К типу таких задач относятся за­
дача движении жндкоп՛ полупространства под действием ударной 
волны или твердых тел. а также задача •՛ дифракции ударной полны 
на клине или конусе |2| (։1

В» всех задачах н линейном случае возмущенная область огра­
ничена звуковой окружностью /?/>' и линиями Маха АВ А 'В'. соот­
ветствующими волновым фронтам, порожденным возмущениями ко 
фронте на поверхности. Для определенности рассмотрим задачу о 
д жжении сжимаемой жидкости под действием давления, возникающего 
на поверхности в точке О и движущегося пи границе жидкости по 
закону (фиг. 21 

О .г ՝ > 1'7

где Р давление, I время от начала движения, К скорость фронта А 
1՝ .՛. ния но границе жидкости. Р՝ давление в точке И, Р„ профиль дав՜ 
\"ни- за фронтом на поверхности. В случае, когда давление возникает в 
одной точке на поверхности, задача будет осесимметричной, если же дав­
ление возникает вдоль прямой ни поверхности задача будет плоской. Ре­
шение плоской задачи в линейной постановке для давления Р при гранич­
ном условии (1) и пулевых начальных условиях найдено в [21, причем па 
АА' ; АВ' Р Р,, а вблизи />/■> , если ввести полярные координаты 
г։. ', давление имеет вид
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Р Р,' 2 sln5 Е 1___ L “ _ Г Р.№ (2>

" | ^ • (* I
где а начальная Скорость звука в жидкости.

Гешени-- (2) имеет особенность на звуковой волне г. - и/. Для 
и. правления решения можно применить метод замены чиненных ■ <нч.к- 

герметических переменных / ' - через где У’։ const уравнение

нелинейных характеристик [3]. Однако, это исправленное решение не 
верно вблизи точки /э, где течение становятся двумерным по г„ В 
|3 показано, что в этой области решение будет короткой волной, : 
висящей от двух переменных, и найдено частное решение этих у рав­
нений. Для вышеперечисленных Задач решения в окрестности точки 3 
методом коротких волн исследораны в [4]. причем условие непрерыв­
ности касательной составляющей скорости к ударной волне го р>. 
задачах выполнено \ишь в нуленом порядке.

Покажем, что используя метод Леграса, который приводит к 
численному интегрированию системы обыкновенных джрференпи.՜.?: - 
пых уравнений, можно определить окрестность точки. /3 сосди! • ։ .я 
фронтов коли, причем условиям на ударной волне удовлетворит; •՛՛ 
втором порядке,.

Рассмотрим метод Леграса.
В окрестности точки 13 сриг. 2 параметры жидкости вреде:, им 

ь виде

у ( ’ ) г (’) 4՜ //։ Р)

Vr - 4֊ (у ։ ) - <?«(*> //։(v)

/• 1 /(7) t

где ? и t -параметры, причем г 0 — уравнение ударной - глны,

М -,, , /и? Ч н , начальная плотность жидкости, 
ли
Функции /117), Л (7). 

лл(&) порядка ։) , />;(')

/(՛/) первого порядка

порядка О;. |7), Гх(л»

малое 1 и. . <՞) • I

второго порядка.

Уравнение движения и неразрывности н плоской задаче я пере­

менных cj имеет нид '3'
f
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л(-г
77^ г)"֊ а"]

С/Г'.

(>!)

а՜
14)

где скорость звука а находится 
считаем потенциал! ным

по интегралу Лагранжа I движение

а՝ — (Г
п_ 1 

6՜

Если оставить к 
|֊.с малости, получим

уравнении (4( члены, имеющие основной пора-
н«՝лизи ЛИНИИ Г) Ип/ уравнение

Он

Ог
а(, (л 1 I о- (г|

»V,.

9

1
а֊> О

= п

о՜' = а, (л 1 > О.Н-, (5)

Уравнение (5) наншнсм в переменных (3), для ЭТОГО ВЫЧИСЛИМ

/ ( У >
о^.

О г — « 1
Ог О(/1. ֊

»)■> /П ( /)
О(/| (/> О(/|

что дает

(^'г
77 = ։‘ <”

до.
т ’ (;:

Подставляя (3) и (61 в

I/ ь
П1 (2)

(6)

(5), получим

- Цт ■[ 2/ 2/ 1) а - г Л -

т 1- о. = О (7)

Приравниваем пулю в (7) члены в ОСНОВНОМ НОрЯДлС (3 2|

УСЛОВИ'.-

Ь М' и ч ) гп О (8)

ГЛ' 
потенциал 1>1։ости 

а՝>
о г

Ог

1.:т - О (9)

Напишем условия на ударной волне /?7Г. Условие непрерывности 
. 2 гельвой составляющей гчорости к |'р:;н '.л։ кри во՛... н1.ыл'.но.и да;՛.- 
женни можно заменить условием
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Д? - Дг.-д/г гДО (Ю)

: де

|-и

Д-/ь Ь, (?)

с/г 7' (?) <Л, ,/5 — /п' ։ ? । (Ь.

1Юдста>:ляя эти выражения в (10). получим

? ) а 17 г/з Ь.. (1 -}* 7) ш ’</« 0

В основном порядке это уравнение дает

ы»։ - 4(4 он- \ 2 / т 17)

Другие соотношения на ударной волне можно предстаситъ
в виде

>Д (12)

есть скорость распространении ударной

волны. Если перейти в (121 к переменным |3) и обозначить 
Г (* ) г < \

£..•), то после чес ложных вычислении можно получить
/п'О.)

2/м-/?(>։֊ Ц-^4(.2-•■՛) о <|3)

где I) «у 4

Разрешив уравнения (8), (91, ГН, (13) относительна 7(1, м жно 
■пре делить

• п *“ •
На параболической линии />(.' известно |4|, что г 1 - 7, то

есть в точке пересечения ударном волны С параболической линией,
11 • 1 Н ՝| 1՜ . - Л ,

где Г 7» О, имеет место 7(«0)=- в силу чего из (14; нахо-

д.1 гея координата точки пересечения

(15։

Однако этот результат неверен, потому по в силу (3) полу 
чается, ։то при переходе из области постоянно։<> гечсния ДЛ’С в об-
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ласть ВВ на ударной волне г- точке Л? давление и скорость в пер­

вом порядке скачком возрастают .-г> Ръ тогда хак за точкой В 

имеется разрежение.
Оказывается, что метод Леграса можно успешно применить к 

этим задачам, если считать Пункции /, (?), /.(•?. I нулевого порядка и 
записать г и в виде

г - 1 — / (4 | Н (Д {‘ — - гп (х) - /3 (

где > (а) — нуленого порядка, )(?) иорядка ֊ . 
•»

Гак как порядки этих функций можно задавать по-разному, то 
для получения единого решения можно с самого начала в исходных 
уравнениях перейти к безразмерным п-рсу- иным и считать, что :-ти 
Функции тоже безразмерные,

Вводя переменные |4] 

уравнение движения и неразрывности можно нсреписап ь в виде уравне­
ний коротких воли (5|

Соотношения на ударном фронте запишутся 

!՛ I 2’Г 7 о

Решение этих уравнений ищем в виде

!1 - а։ р) - //а (*) 5

5 — / (к) /Г (?)

У /п(а) /*(з) (13)

где все функции безразмерные, причем / 0 — уравнение ударной
волны.

Первое уравнение (16) в переменных (18) имеет вял
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1«1? 4'« 4?’И|а։ ֊/֊Н(4 I )]-

Ч֊4(°1 (1Я)[?Г Гт։ ?(?Г' ГП]

• у 1-4.1’ /■■/՛ ПУ" Г. Г) | - 0 (19)

Приравниваем нулю г. (19) слагаемые, не седер жапше /

141 .5 1лт')(а, /) ֊ л, (3/ I т 1 -֊ /л I ~ 1..1 = 0 (20)

слагаемые при I

(«Д 4^')<4-Г)-г (V -Т/зНи,

ум?« ги-г’ ип" /:.|) о <2п

«ри (-

(V, г 4X4 Г)-֊/д(31 1Г) о (22)

Второ: уравнение (16) запишется в виде

а.г 1лг - щ3г /т) л;-! 1,т՝ н^-л?') о <2з>

•тку .։ получим

а. I /4/ 6,/ 1т =0 (24)

41՜ -41—/4-4и' -о (25)

Усл<'".ия на ударной волне ( 17) дда'Г

Г I 2/ а, т 0 (26)

Ь. а։ | 2/ «։ ֊= 0 (27)

Н'-чрудно П0кг13ать, что и этих уравнениях /, нходит однородно, 
га։: что можно положить 4(х) ՝•

На параболической линии />'С известно

!՝ ■ а, — 1, '• - / -г /»Г — 1

Исключим аз этих уравнений получим

/֊(1 Л1Н‘-Г-0 (28;

Для того, чтобы найти решение вблизи ударной волны, нужно 
иитггрироватв систему уравнений (20—27). а вблизи параболической 
линии уравнения (20- 25) и (28). Гак как в обоих случаях система урав­
нений однородная относительно производных, то можно положить 
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«։(’)- 1 — а (как у Леграса), тогда вблизи ударной волны получится 
семь уравнений с шестью неизвестными, поэтому уравнение (22) сле­
дует отбросить, что возможно я силу малости /.

Граничным условием для этих систем может служить решение 
атих же уравнения в точке />, где хегкф определяются [4] - О,
/(зп) = Ь2 (?0) - 1, п։ (։о) — !• Для определения остальных неизвест­
ных разложим функции и ряд Гейлора и оставим члены до второго 
порядка а - причем в точке В удовлетворяются все уравнения.

Получается следующая система алгебраических уравнений:

3/' I'm' 6 Г г//-О

-2(р4֊пт')(1 Г) :/'-Г„, |-|/..^ 3) - Г(/' =) ) О

4' У(!' 9) = О

Г — Г — 6 3 —l2in = О

Г’ •<> - 4У и

Г т — О

6.4-/н՜ - ,1 = 0 
•-

Г X г = 0

2 (£ -г т) 11 / ) ->/' - I m /' i 3' • I — I (6, ; m ')

Г(62 нГ) ֊ Г {I.. 4- .*) 0

6 ./ 6.,/ ~г I rn՛ - Вт՛ = 0

m -mi m - 0

2/ -/" 4- У (2Г 4-1)- Ь 1 =o (29)

Г 2Г = 0

- I ) 21” (3 v m ') -r 337'-1- 3'(1’ ■ 2)

>/" bn" - r"(/. 3)-Г(/: -Г) 0

Г՜ Г

2(3' m )П 

— Г (/ т։)

2УГ' 4”'-(Г— 2)Г ֊0 

г-֊ :5/.х/..3' = о • • •’

Получили, что число уравнений на единицу больше, чем число 
неизвестных, то есть всем условиям до второго порядка удовлетво­
рить и найти решение в окрестности точки В невозможно, поэтому 
одно уравнение из системы (29) нужно отбросит։-.. Оказывается, если 
отбросить условие ни параболической линии но втором порядке, то 
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получается противоречие, коатому отбрасываем условие непрерывно­
сти касательной составляющей скорости к ударной волне во втором 
порядке.

I 1рм решении этой системы получается следующее соотношение: 
/п Г) (/_• г О

Если приравнять нулю первый множитель, то все производные 
;сех функций первого порядка и выше тождественно будут нулями. 
При равенстве кулю последней скобки получается противоречие

Поэтому принимаем, что ' 1 — О, причем точка />’ является
особой. Разрешив эту систему сравнений, находим решение поставлен­
ной задачи к следующем ниде:

/(а) 1 1.5> 0.3754

т.(з.) 1 1.5т 1.125т-

/>..<3'1 1 2.01 1.250т2

/ (?) — 2 1.25։ — 0.28! 251:

!’(։) 1.5Ч-0.375з 0.42185а՜

1.5 1.125т 0.42185т1 (30)

Э’.о решение верно в малой окрестности точки />. Для опреде­
ления решения вдали, от точки соединения на ударной волне, нужно 
и нитрировать систему уравнений (20 27) с граничными условиями, 
вычисленными по формулам (30), отходя от особой точки на малую 
величину аргумента. Результаты расчетов для значения п — 7, Л/ 2 
приведены на фиг. 3

Решение (301 у довлетноряс! условию непрерывности касательной 
составляющей скорости к ударной волне /Ш, в первом порядке по ։, 
а условии» на параболической линии но втором порядке. Поскольку 
нас интересует поведение решения вблизи фронта ударной волны 

то желательно, чтобы псе условия на ней удовлетворялись но 
втором порядке по ։.
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Оказывается, что возможно получить решение во втором порядке, 
если условие на параболической линии (28) удовлетворить в нулевом 
порядке, а недостающее уравнение для систем։»։ (29) получить из ус­
ловия соединения этого решения с одномерным по о решением (31) 
вдали от точки />’ |4|

| (31)
Прибавляя к у/ постоянную С, что допустимо в силу того, что и 

указанной области у нелики, и переходя к переменным (18), получим

3
а,(” «»(«(«) +ср (32)

Постоянная С определяется из условия, чтобы (32) удовлетворя­
ла известным условиям в точке В [4! а։(о0) = 1, ли (%) — 1. Разла­
гая (32) в ряд Чейлора по ? в первом порядке можно получить

V 3՜
(М = ֊Z֊ (33)

Тогда систему уравнений (29). без восьмого и тринадцатого урав­
нений, выражающих условие на параболической линии в первом 
и во втором порядке, можно принести к одному уравнению

84Г4 _ оз* _ ]0()Г՝7 рзз 39։рз2 __ $9р

— 12SP- 1441’7֊ 78Г£Р = 0 (34)

причем остальные неизвестные в точке Ь’ выражаются через 3 и I 
следующим образом:

т'(’.) = у(3 + ЗГ). /'(»,)֊ ֊2֊(? 31). 6,(а0) “у ЗГ+1)

֊ -֊■- ^(Р + ОО + ЗГ)
'։W 3|. . (’։)- ,21-.

Г , ч I1 * (2 — 1 ) (н — Г) (;' ■+■ 31 ) 
(2J------------------ 2Р

4Г=

.. . 5i:r3՛ 1) .. (7^31’)(3 • ЗГ-1)
— т — ֊4--------- •, I (а0)=—m ------------- ---------------

3 Известия АН Армянской (’(.'Р, МсХаинка. .№ 5

/(xv <?• 1)[2(3֊> ЗГ)-?-՛(?-ЗГ)֊ЗГ’|
MAJ (JJ)

rn"W = - т—ту՜ X

?< . 21’3' 41'73 91’7 —18Г4 4-6^ 4֊ 21 Г4 4 30Г? - 381’7
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Решая уравнение (34) вместе с условием (33), получим значения 
/ и I՜. Определив остальные значения неизвестных яс Формулам (35), 
решение вблизи ударной волны представим в виде

/(И I 0.5513*— 0.1085?*

/»(>•) 1 0.5513, - 0.08507-

А..(а) ֊ 1 —1.0514а 0.0208֊-

/.<»)֊ 0.982* 0.0662г 0.0836;-*

!՛(«) 0.5338 и/.ЦУб? илн>35-՛-

'*(/) 0.4988—0,0169а 0.0222/- (36)

Следует отметить, что полученное решение (36) приближено 
удовлетворяет условиям па парасоли ческой линии в нервом и но .= ■то- 
ром порядке по г. то есть (36) можно распространить в полную окре­
стность точки пересечения параболической линия с ударной ■ ч» %н<.։й . ■

Покажем другой подход к этой задаче, при котором решен]", к 
окрестности точки соединения удовлетворяет всем условиям вгл՛ 
только до второго порядка по ■։

Пусть окрестности особой точки /3 решения вблизи ударя?й 
волны ВВ} и параболической линии ВС описываются, разными пунк­
циями. Со тороны ударной волны функции обозначим черточкой и 
потребуем, чтобы эти функции переходили на некоторой линий / /(>)

Функции, описывающие окрестность параболиче кой л. ши ՛• есть

«.(*) //л{1) «։6) //Зи)

Ь..{у) I I. >.?) (?) - (а)

7(т) I- 7 Г(г) = /(7) .. /Гр)
т(а) - 7,30.) - т |з) - 1/(1) 37'

Вблизи ударной волны Я/>. имеем уравнения (20 27), я ! -л.:зи 
параболической линии ВС—(20 25) и (28). £>ти уравнения вместе с 

՝ :иями стыковки (37) дают решение данной задачи, причем .г՛.:՝. 
тоже принимаем

В <’) = 4(й) в К “х (’■) «! Р) 1-х

Если оазложитъ функции, входящие в эти уравнения, R ряд Тей­
лора по у у<} и оставить члены до второго порядка но ; ч„ то 
переходя к точке - 0, получим систему тридцати и ебрзи и г.их 
уравнений, которые после громоздких выкладок приводятся к сле/лт 

щим трем уравнениям для трех неизвестных функций /, и

27 (Г ,7) 7(7 /..) б_.(г о 2Го
2/. и-р,7?) !Н՛ И.. — / ) 6.՝(/ г) 2'''(/:֊7 6) 0
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34Г< _ 2 .. юо Р — Г З3 +39 Г* й2 ֊89 Г3 12И;

144Г=? — 78ГЙ* - 0

где
. _ _ ■ З-ЗГ

1 3(3 ЗГ) ■' 1-3(3+30

г Ё֊ГЗГ / (& + ЗГ)2
1 3(8 ЗГ) ' 14-3(1+3 Г)

л остальные неизвестные выражаются через "■ и Г но формуле (35).
Решая эти уравнения, представим решение в малой окрестности 

точки В в следующем виде:

т(т) 1 0.41097 0.55601’

/ (7) - 1 -0.41091 4- 0.54271’

Л (х) - 1 - 0.9109а - 0.8993?.։

1 171 - 0.8095 4 0.2334* + 0.0929а2

Г (7,| ֊ 0.5406 - 0.4258а 0.03101’

Г (а) 1.4578 — 0.10691 0.1314а2

/и (а) 1-1.53101, /(а) = 1- 0.7843?

62 (а) = 1-2.48531, Г (я) 0-7843

3(1)- 1.5310, /5(а) 2.4853 (39)

где с полученной точностью производные на параболической линии 
Э , . 3", Г, т . / , Ь в точке В обращаются в нуль.

Линия стыковки в первом порядке определяется но формуле 
/(?) = 1.5322а и проходит за параболической линией ВС.

Таким образом, путем стыковки решений вблизи ударной волны 
и параболической линии найдено решение в окрестности точки В, 
удовлетворяющее всем условиям задачи, включительно до второго 
порядка по 7 а„. Этим же методом определено решение в осесиммет­
ричном случае, а также в задаче о проникании конуса в сжимаемую 
жидкость [5].

Автор выражает благодарность канд. фнз.-чат. паук Багдое- 
ну А. Г. за постановку задачи и за пенные замечания, а также сотруд­
никам Вычислительного центра ЕрПИ за выполненные расчеты.

Ерейансжий политехнический институт
мм К. Маркса Поступила 12 XI 1970
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II. մ փ U փ II I մ

Դ/»Ա»ա/>//ր/րւրւ/ / եարք! ււչ գծային խնդիր որտեղ որոշվում են Հեղուկի շարմ­
ղուն քգոէրւնմ հւււրերր աքի րա յին ու կ տ ան /. ր ի '.էէէտման կետի մոտ Լ ե ղ ր :ո ւ < մ - 
ք/ոգով, Փնտրվող ֆ/ոնկրիսքներր ե անկախ ւիաիււխականներր ներկայւողղ՚ւրմ 
են 7. և I պարամետրերիդ կախված ֆունկցիաների տես րսվ. որտեղ • Խ րնո- 
րոչրւմ Լ կետի '.եէւավ որա}! <ո.Նր Հարվածային ւպիրիր, իսկ rl ■',< ան կ {» ւ ՚ ո / ին 
։ ե ո net/ ո ր ո ւ ւ՚11 ո , Ն ր:

Այղ տիպի խնդիրներին են <գ ու տկսւն ո 11)' Հեղակ կիսասւէււրածուվ1 էտն շտրմ- 
ման խնդիրր '.արկ ածսւ յին աքիրի կամ պինդ մ արմ ինների ւԱղղմսւն տակ, ինչ- 
պ ե и Նան Հարվածային սւյիրի ան ղ ր in ղ ա ր.Հւ) ո/ն խնդիրր սեպիր կամ կ՛ ն/՚ր 
Այս ր՚ոչոր խնդիրների քՈէծամր րերվամ Լ սո ‘/որււէկան դիֆերենւյիայ Հավա- 
ո UI,чп ա՛ների սիստեմի . որոնր ինտեգրվում են քքվսւյին։ -.եղուկ կիս տ ա ա րա .) .։. 
}հան շարմմտն խնդրի մեշ յյույյյ Լ տրվում, րւ/ւ պսւրարււյիկ դծի ե Հարվածային 
ււ/քիրի Լուծումների ճաւրակրման մի-քորով Հնարաւ!որ i այղ աքիրների ՛տա­
ման կետի J/tytu կա յ րո՛ մ քուծումր >ղ ա »> կ >■ ր ե / .արրերի աեսրւէմ. որր րավտրսւ- 
րսւմ Լ խնղրի 1,"1Որ պայմաններին ներսւրյաք մինչև երկրւ րղ կարգամ րոտ 
Հ-խ

APPLICATION OP THE LEGR-AS METHOD TO THE 
PROBLEM ON MOTION OF ELU1D HALF-SPACE

A A GURGENIAN

S u iu in a г у
A nonlinear plane problem on the determination of parameters ol 

fluid motion in the vicinity of a junction point of v.ave fronts by the 
Lcgras method is considered. The unknown Junctions as well as he 
independent variables are expanded into the series of parameters ch .r 
etcrizing the distance from the shock wave md the angular distance 
respectively. Ihe .solution is reduced to a system ol ordinary liffe֊ 
rential equations and is found numerically.

Л И T E P \ T V_P \
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T II. ПЕТРЕНКО

СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ УПРУГОГО ПОЛОГО 
ШАРА В ЖИДКОСТИ ИЛИ ГАЗЕ

В работе определяются спбгтненньа- колебания полого шара, на­
ходящегося и жидкое!и или тазе. Полый шар предполагается упругим 
и изотропным. В работе используются векторные сферические функ­
ции, успешно примененные Дж. Стрэттоном к решению ряда элекро- 
динамических задач для сферы |1]. В результате было получено, что 
собственные колебания полого шара, находящегося в жидкости, де­
лятся па классы: радиальные колебания, колебания первого класса (по 
терминологии Lamb'a) и колебания второго класса. Таким образом, 
собственные колебания упругого шарового слоя делятся на три кл.п:-֊ а 
колебаний, аналогичных классам колебаний упругого шара [2].

Пуст։, н жидкость или газ- помещен полый шар А?; А’ А>... ко­
торый является упругим и изотропным. Внутренняя поверхность 
(R А\) свободна от напряжений.

Вектор скорости во внешней среде v будет представляться фор­
мулой

-S А«.-/{£„)«• '-' (1)

» Il WI-.H

a вектор смещения в упругой оболочке н<։) будет представляться фор­
мулой

, ֊՛-՛ г|—j __
//’•՛= X’ Х'։К... -1֊ ли С т<։՛ •ZJ _  ‘г,,,.. ' Пп.п ’-'"'""’■•гл-: '

л ri л1 О

I ' • IJ п'Д-и - ZA. H..

■+ Е fc!„ + -

’ ՛/««.. п7^1« J с ''' (2)

Здесь /, т и п сферические векторные волновые функции |1|:

I V '>7?՜*՜" ՝kR} р~ <eos(,)s^mî '՛ 4г՞tfcA>t

I > <^rj> :ГВ* ֊^Г -֊. К (eosO)^ т. 4 (3)



38 Т II Гкгри1К<.

т„пп - -Р\-г ЛкК\ Р? тг(-
81П?> '' СО» ’

п.„„ .- ПЦ-., 11 .-_((.•.«> Р?{со^^ т. 1 -
и кК " 81П

2. Л <'..
к!< (/R " <Л՝ »։։։ г ֊ (,^

(4)

[/ёг. (^|| АЛЧсояО)^ т-Д

где /д. л., А — единичные векторы сферической системы координат; 

с.։ сферическая бесселева функция - I ,у- Д . । ? I, где

£л , (г*) — цилиндрическая бесселева функция пол՝, полого порядка ), 

РГ(сояО) присоединенный полином .Лежандра.
Поскольку движение а жидкости потенциал»,но. вектор скорости

V следует представлять в виде разложения только но векторам

г.,», (го!/я 0 и го1п 0). 
о

В выражении для вектора скорости г

функции I зависят от переменной к R, а в выражения для вектора сме

щения и'" функции / зависят от переменной к/.К, а'функции г/г и п
от переменной {к, к;,. кх абсолютные значения волновых 
торон).

иск-

Верхний индекс (11 у схрерических векторных функций означает,
что для этих (функций будут использованы 
го рода, а верхний индекс (3) функции

бесселевы »функции перво- 
Ханкеля первого рода. В

разложение вектора скорости жидкости р должны входить голько
(функции Ханкеля первого рода, так как оги «функции соответствуют 
расходящимся волнам, затухающим на бесконечности

Граничные условия будут иметь вид:
на внешней .то верх пости

(при R.):
на внутренней поверхности 

(при А' А1,):

1) 51 'R R

2) 6) (6)

R

к

' к к - р = О

3) = о 7) ок

41 Л> = 0
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Для каждого п и каждого т граничные условия дают систему 
уравнений. При п 0 получим следующую систему из грех уравнений:

' и... — «^£>£*1 О

О«}-'1 — О

(7)

где коэффициенты нп։ а..., • раины

ап — «к. (՝"/„ (А>/?2) А՛,.

а.? — (АуАМ А՜,-., о.д : — Л‘|։) (А'А\.) А-՜

«30 - ' А;՛ /о ’ 2р-7.' ( А։,А';) ^7

а,л = - 6 А-7<։' (А>/?.) - 2р7/0։Ч А>А\.) А‘

ид։

«а. ~ ' R (А 1) " --‘‘ А՛ (А'.-А,)

а33 лА’7А֊„А\) -2ч’Л‘’Г(^։)

где /;|> и / < коэффициенты Ламэ и плотность н упругом слое.
При п >- 1 получаем следующие семь уравнений для коэффициентов 
Дмрп, $гтя* £'<"11'11 •1-Атт|П1 ^гтг^, и».-|, ^>егнч՝

^пс..т„ -Ьх:р>тп о (8)

О.. | I щц ">41՛

с н Дг>пл ( "1_ R Г С^^чгл

Дгп|П С_д/^гн»11 “ }Л.Г-,,ч՛' ^■֊'л £,'лт ~

СД1 .-4.. ед;;/^ГГ1Я Сд ; Ег 1НЛ е— 0

*՜ 1՛ |п/^ГП|П |дА^г,Ч1^| С., \Е,ЧП.‘1 т е.)д£д։'П|л — 0

Г.^Д-чл г е$л/А ч||/ г ■,.•■՛••■;՛. 1 С ...Сг-пл 0 (9)

где коэффициенты />н, 6։_, ••• и си, равны

Ь" </К.. I А’./' ՝к՝^ }

I 1Ь‘-‘ <7л, |/<7՝
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<նւ ‘V /л 14-,,/<.)/<

f։a ՜Ղ՜ձ’՜՜^ f>‘ c։I - Հ.’' 1 k,.R J ^ -

«<Л I )/.:>, / r> \ > i / n
r,.. - - ,֊/>—ЛЛ/.-.А’Л, с-, ֊ i -Л“ i4A i՜ ՜ u» "

С. ( '/„ЛЯ.) 2ր՜Հ(Հ.^յ]Հ
.» > ff (л В о 11
չ'' ՛ k. ""AJ ՜Հ^Ա՝Ճ )

с..ч = I - / /Հ»’ (k,.R Л 2Հ//Փ а-,,А\.) | 4֊

i''■՛՛*•*՝

Գւ - о, Сл. I ' (4-„А’։) 2ՀՀ (4PA<) |4Հ
•Ն Ո|" Ո I 1 • <ւ P » Շն| ՜ Հ " Ժ/Հ, J /?: У" (Л Л։

<•-„ [- /7<Ч4,У<)^2ч7<’'-(4..А’,1|4;,

.. ո {ո l) О I 1 I1 - <w.|ä "■''-ÀJ i

Cll °. <1. ՜ (f !Հ L

Դյ j 07-;՛֊ 4
է '1 • ո' - .4 ; I

(յէ АЛ֊' ЦЛ-.А՝,)

'■՛՛ 2-7. |/7'“"<Հ>ձՀ’ I

։. I i 2l"K-;։ -l

Գւ 0

Գ- 27/Հ I A.-7'՛lA,Xj

4| 4֊л
2(я- ո 11

-1

շ '7 — 
“ r/A', А',
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|֊։
Эти уравнения получены из первого, второго, третьего, пятого и 
шестого граничных условий путем приравнивания в левых и правых 
частях равенств (5) (6) коаффнцнентон при câsmç, и из четвертого
и седьмого граничных условий путем приравнивания коэффициентов 
при sïnm-.

Из системы уравнений (7) видно, что собственные колебания 
упругого полого шара, имеющие место при л -- 0, представляют собой 
радиальные колебания частоты которых определяются из уравнения:

«Л «J3 «JJ

«2» «2֊. «VJÎ-O (10)

«31 «з> «зл

Из системы уравнений (8) и системы уравнений («) видно, что 
собственные колебания упругого полого шара при п 1 делятся на 
два класса: 1) колебания первого класса (ко терминологии l.amb’a) с 
частотами, определяющимися из уравнения

Г S = о (Ч)
1 <’э։ «ù: 1

и 2) колебания м-«р<лго класса, час к ֊ты которых определяются из 
уравнения

<’н С. <Ъ '•н

<21 г.... <’?д <".Ч с.:,1

<31 ^2 <34 - 0 (12)

(՝п с,, <•13 С՝11 <-п

<•-.1 <’-.2 С,

Тремя классами колебаний (радиальные колебания, колебания 
первого класса и колебании второго класса) исчерпываются все воз­
можные классы собственных колебаний полого шара. Если мы прирав­
няем выражения при я левых и правых частях первого, второго, 
третьего, пятого и шестого уравнений граничных условий и выраже­
ния при созшт в четвертом ։: седьмом уравнениях, то получим 
уравнения, из которых можно будет определить только 
известные нам уже колебания первого класса колебания вто­
рого класса и невозможно будет определить какого-либо нового клас- 
՛.•՛• .-.олебавии.

В .Собственные колебания упругого шарово о слоя делятся на три 
класса колебаний, аналогичных классам колебаний упругого шара. Эти 
классы собственных колебаний шара со свободной от напряжения по- 
чрхиостью были указаны еще к работах >)аеп$сЬ?а |3) и 1,атЬ’а |4}.
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по только без строгого решения. В докторской диссертации Г. И. Пет- 
рашеня [5՜։ приводится строгое решение задачи собственных колеба­
ний упругого шара.

Запишем уравнение частот радиальных колебаний (10):

+ 2? /,, ՛ ՝ н-<՛/,и.«,) - 2|>/ ][ ՛ /<:• иЛ) ֊•-

+ 2-7,"՛ (А,/?,,)| ! + - <-Л;."(АА՝,) У:.(А-,Л\)| - <

4-2и'Л"(м>.|]֊л;,'(^лА։;ч ла-,.«,) 2//, (*„«,։ । о пз>

А собственные векторы смещения в упругой оболочке, соответствую’ 
щис радиальным колебаниям, буду։ представляться формулами

«о ֊ «о ! [ ' 2'//»!“՜ (А*А\) |/ (А...А) —

[ -• *1 2:А1Л 1 (М?։1 А (М)
Запишем уравнение частот колебаний первого класса (11):

'՛■ ,|Л-Ч |

0 (15)

Собственные векторы (четные и нечетные) для этого класса колеба­
ний представляются следующими формулами:

):
I

И/мл ЬгтГ. 7֊ Л, О 
а/\1

К'0,п՛.
/ i֊ Ь<,'п" | г)/?,

/х\

Запишем теперь уравнения частот колебаний второго класса (12): 

> 4гп(п 1 -’Ц֊,֊^г=^) Л
I «X (К*Л1) /

/<՛ (к^,)) к՝^(^ (^А'З, /4' и^) I С (/<"«'/<), л А\))

х С(/Г1(А>/<..), ) С(Л;1։'(<-,А>1), /<;' (АхА'З )

£(/„(*&.). Л(^Аг))-4р’л(л п£-^( 1 2)) <
Л \ \ л > л.. / /

А^(к.К..у, )„{и.к)>И'],Дк,.А’,!. А„1(А,.А',1 I
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- С (/<••( А,.АД Л ) С(л. (ЛЛ?, /<’(АчА? »' -

^(-։ -2Дд:2)) 

Л(у,.(*.£,). Л';,:'(А,«,))Я 1у. (*,.«.), Л'„"(к,А’„)) 

֊ ^(Л!.’>ад), д (А-։л,))«</,,;>(4Л’։), Л,(Х՛,Л))

1 О1у„(4,А’.), /,(*„/?.>)

Л;,1 ■ (4./?,Н - С<у,«•„/?,),

.■ Л(у„(Л.А'.), с< у„а,А,н

/>(/.՛„՛> №.А‘,). Л’.'> и../?.»»1 0 (17)

где величины .4, А’. С и /Л введённые для краткости записи, определя­
ются равенствами:

А (г<։ IА՛ /Л ।, (к А/) ) [д, {к А’..-) - (А*. А,)

Ц* /?, ’։ <<*,/?,՛) ]

I :.,(4 А’,)) [А(^ А>,) )[-/:„(А֊;М)-

I -2г :,.а-,А’.)] <А.А.) )| -4.« /?.■) [}

Си.(А./?.),(А- /б)> =|| ' ֊.,»А.л.) 4 2;։-г;и-։те, > । к-

— 4|1՛
п (г, ’ .1 </

к "А. I -А(А- /< » 
՝ л,- (а< (к-R;) )}

/) г„и-./?,), :. 1к А', 1) 1 '4֊А-՜-■-
К-? 1\ /

2( R; (• Я')А ■ А“А72'‘и:А>։) +
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2(п' I п В ՝ 
(Ач/?В= /

Л собственные векторы (четные 
имеют вид:

и нечетные) колебаний второго класса

г- <4*по । Л| I',',,,,, Д .п’1 Д А. п( |
ГЯ1И ' Г1ИЛ • ГЛ1Л

ИОчк? — </|Ы Д| А..«;1 А./,՝֊ А.«'"
- О'гг/1 < шип 1 Л։г։п

Здесь функции / зависят от к», а функции п от <•>. Величины Д.,
А., А3, Д4 определяются из следующих формул:

Д, - 4<„(П 1)^г Д 2(п՜ п 2н 
(кМ֊ )

■.՛

՝<^+//'’(М.В А-

- |с(/в (ММ, л(А-.-А\))

& ‘2 . ,/ />. / . ‘2^п: п 1)
1 * •

<1

(Гк. С О, (ММ. К! (ММ)-

■2к^. к. к. ( 1 2(гг- п -В.,
(ММ՜

д 2

X л’(Л'„'ч4>/<). /„ (ММ ‘ о <' I 1 ■
’ а/С I К, '■•[к,Л:}

С(/Н‘ЧМ1Ь Л'?(А^։) ) 
г I . , к- I ՛:п (п • 1) Ь 

^—кГвк.

у;(^А։п к. £7ГЛ.'’<Л-^'

֊1

1֊



Были исслелолаш» только уравнение частот колебании первого 
».\4<са. В атом случае при больших значениях к, получаем приближен­
ное уравнение

։я<,(А*. - л'։) О

Следовательно, при к. I корни Дч распределяют< я ио периодическому 
икону с периодом ~ R R.. Было произведено вычисление корней 
уравнения (15) с точностью до 0.1 (при А՛. — I и А՛ 2). Получены 
Следующие корни: к, -3.5; Л,, 6.5՜ А., °.5: к,, 12.»։; к. — 15.8; 
К 18.9 и т. д.

Д1 »гцямм государствен я »мы 
упиверсит«": Поступил֊։ 3 XI 1970

V ЯПХГЬЪЦП

;b'Uii‘’ib ши ։m*i- иъя isviji’i. iuhlu‘mu«iu, uuuri^ ։и.'М« 
ИЬФичиЪ S1LSIU.llhin.bPf:

U. U t|i и ф n t J

mi / 'Ьг/'п!//. JL» uutb^nij ubuitH.t ulttjtUilfUi'li m чип tri 'h ru tt -

։•/*/>/' ‘littufih /11 b '//'ГС1 W^iurlltt упгЪгцг /i }rfi ni/jyn/n t if I run ii/Arf tu If и/l/ h fi ։/ n ut p ri tlj t 

U Ullllrjll u>r\ l։, Hfr ItîfUlJltf .yb»//' U U»/y r/<h Uliuuiiu1>tuj}ll,pp pittrl <rr՝lt<l tu tî 

lb yWlll/l|l/(' rt Ut l/ll I/HI I Itl III UI tub n I tf t> I>P urtltuf/tb t» lu in ur)t ni llh/t [t II A pl( pu P 4

nitufft tnuiinuihttitlhiip/t • putn Lamb-/' utL/ч![tluuptu\tr<tfliuih p S•nirtuih»i>fhl,pp

ш/ч Itplrp i]iii4f.ptul it>ifiii4tltuif !.}t uburJbt ’ti-'ltiu^tuft uiruuiiiihrtitfiihpjt

(•MfUff ÇîtÛipiHlItift »ftpuhpp;

FREE OSCILLATIONS OF AN ELASTIC HOLLOW 
BALL IN LIQUID OR GAS

J P PETRENKO

S II III m 4 r y

A problem of free <iscill.»tionx ol an elaxlic hollow ball is conxi- 
•r«l. The ball is assumed to be isotropic. The ball free oscillations
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may be divided into the three classes: the radial oscillations, the oscil­
lations of the first class and those of the second class. These three 
classes exhaust all the possible classrs of free oscillations of an elastic 
hollow ball.
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ИИ Г. С ГИЯ А К А .1 I м И и н А > К А Р М Я Н СК 1)Й С С Р 

Д' 5 Г'7՜

1’ А МОВСИСЯН

К ОП’|< ДЕЛЕНИЮ ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ 
КОЛЕБАНИЙ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН ПРИ 

СМЕШАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

В настоящей । аботе определяю ген частоты собственных колеса 
ннй прямоугольной пластинки логда две ее иротивополоягные сторонь 
свободно оперты, а на двух других сторонах заданы смешанные ус­
ловия. Формы колебаний ищутся в виде рядов Фурье. Для постоян­
ных интегрирования, после удовлетворения граничным условиям, полу­
чаются парные ряды-уравнения, которые приводятся к бесконечно։* 
системе линейных алгебраических уравнений. Частоты собственных 
колебаний определяются из условия приравнивания нули» определи­
теля этой системы. Доказывается, что процесс итераций сходится.

Существуют работы, посвященные решению задачи изгиба пла­
стины при смешанных граничных условиях, а Б. II. Бубликом II] ме­
тодом сеток решена задача об определении частот собственных колеба­
ний прямоугольной пластинки с разрезам?., вдоль которых, как и по 
всему контуру, пластинка свободно оперта.

1. Дифференциальное уравнение колебаний пластины берется 
в зиле

V-«• -гЛ ~т — 0 (1.1)

где ? = у- плотность материала пластинки, Л — ее толщина. I) — 

цилиндрическая жестко։ т ь.

<5

Согласно предположению имеем следующие граничные условия 
(фиг. 1):

«՛ — у *= 0 при х 0 и х а (1-2)
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’* ** лcr 7— — 0 при О < х с 
t при I/ b

О՜-«՛ «
w —г — 0 при €■<֊. х а I

Оу

(1.3)

2. Решение (1.1) ищем в виде

и՛ (л. у, t\ ֊ V /,„(7) sin л՛ sjni'7 
— аnt 1

Подставив (2.1} в уравнение |1.1), получаем следующее 
ниальное уравнение:

(2.1)

дкф»: ерен-

/;.՝ (.«) 2(v֊ )՛ /„<</>+ (v.)՛ - зг /-՛*՛ 11

общее решение котор >го буде т

fm (//) (\J'chA у * О; cosZrj/ С’;.‘"s h 4,// - C^'sinA-..у (2.3)

где

Удовлетворяя граничным условиям (1.2) и (1.3), получаем следующие 
выражения

со
՝4’ C1֊?)(A'.thk'1ocosK .6 4- 4'.,л։па.’..Л) sin ” г --- 0 (0 . .< с)

* а

IX
X С֊ cosA- ,6 ֊г A'.՜) sin m х 0 (е х «I (2.5) 
'll—։

Введя обозначения

X. .= C'-'cosk.h I / — (2.6)
"՛ 1 и т

и 

“ X . ~с
' — а а

и учитывая, что

Xi-F 2| у » (2.7)

парные уравнения (2.5) можно свести виду
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СС /" ————
[ V Х„ (A-jthÀ'j/j k lîjK b) I '7֊ sin/?r; 0 (0 - '1

Z-J ■ ■*՛•» I рА

со
V тХ,„ sinm? 0 (3 < . т) (2.8)
о. I

После некоторых преобразовании система 1,2.8) приводится к яйлу

ос
Am 11 А'ж ) sinzn'i о (0 - 3)

м-։ 
ОС.

» тХ,„ sinzn- 0 ('• z. ... т:) (2.9)
•п-j!

где

/V.,. = ï-tkAhk'b - kA$k.,b}~ I -- 2.10)
•о 1 ъп а

Пользуясь формулой tgv.v — /lh.it (z2- —1) нетрудно показать, что 
при т — :с ;V.„ имеет порядок

Л„ À֊ О(’ А-). где ֊ -1 :"‘ъ (2.П»
/п' \ /па / 4 /9

Продифференцировав верное уравнение (2.9) по -, умножим я.л 
cos'r.2(cos? cosû) 1 , я зятем проянте! рируем по •- от I ю Z Вто­

рое уравнение (2.9) умножим на cos- 2lcos> cos<) ’ и проинте­
грируем по от b до ՛:. I (осле перечисленных действий, |ЧОс пользован- 
(пись формулами для интегральных представлений полвнемоч Аежан- 
дра [2]

В 6
. л\ о , г. г, , . . 2)2 ‘ CO.S/n-COS- 2<-/т(cosv) = Pm : (cosj) rm(cosv) ----------- 1 ---------- ------- - ։

" J (cosç՛ cos'/t :

2 I 2 г >?՝.■)՝.
. (cosr> cos-) ••

Sm(cos6) - Лп-1 <cosfn Ptl (спх'-;■ '2 ' sinnï- siti - 2.0-

" (cas? eos^)' :

2 12 1՛ cüszh-мпг '2d՛^ 
(cosf; COS-) 5

(2.Г2>

парные ряды уравнения z?1) можно свести к : ид՛.

! II'BCCTH». АН А иМЯН’ГГо,'. < i 'р л’.г- V-4IWI,
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4 mXn d Л՛'.,. 1 i/m < cosO) ֊ 0 (0 < i ?)
ПЧ — ]

ОЭ
v znX.//„,(eosO) - o (2.13)

Согласно [3j для определения ней .-»местных коэффициентов А’.1; получим 
следующую бесконечную систему линейных однородных алгебраических 
уравнений

X, - V Urni X... (п 1,2,3,------- ) (2.14)
•II • I

где

а.„г "'у՜ | tfJcosC)։^ (cosO) tg </“ =
V

тХ..п n։/ni (cos? I г, (cos?) — my,, (cos?) гт (cos?)

2 rr — m •

I //■ (cos4 tg у (ft - ~ ’ 2 2Рл I (cos?) Я (cos?) t

II
n—1

- P- .(cos?)— P;(cos?) 4 V /< । cos?) |cos?/\ I cos? I 
it«։

Pk i (cos?) J | (n 2.3.4,............ )

՛. Я
«:i ' q ‘ ( //{(cosM tg \Jl [3 cos? (cos? 2)) (2.15)

Для существования ненулевых решений коэффициентов X., необ- 
х<1дичо, чтобы определитель системы уравнений

Vi
v w>։inX Х, = 0 (л 1,2.3,............ ) (2.16)

m »

размялся нулю. Из этого же условия и найдутся частоты собственных 
колебаний.

Докажем, что процесс итераций сходится. Так как функции ։/ч (х) 
и сч1л-1 явля/'тся линейными комбинациями полиномов Лежандра, то 
при больших гг, они буду! стремиться к нули» как Р-„ 1л) |2], то есть

_2_
I г,Дх)| I 1 ’

(ш 1). (2.17)

Учитывая (2.1 li и (2.17). получим



Определен.1.• 1.и-пл собе । нгнпих кол-Сшипн пямо՛.гсльпих 11.1м ։ ■ ■՝■ 51

I «„.I ՝2 1 - X
ф ! гт« ։

пУп, (со.ч>) (СОУ.Я пи/1։ (СОЯ^1 <„,( сох О 
п2 - НГ 

лу1п1со$/.| гн (соз/) л։//,, (соз?) 
т՝п: т-

а1 ՛'> /п' з

п' *՜ —т\ п՝ т~\ 
т- ։ гп л

л 1
— |_ У
л4 Л՛ .' — т՛ ; \п т м ■ I

91 Р

2 -3 V՛ ]_
п4 п' - — .-л՛ : I. и — т ।

о »,- ।

4
гг I п 1

Зл (п I) I п — 1 п՜

5 2 16
3 (п 1) л՜ 3 {/? 1! 3

1п4л <-4֊<4!п4л 3) 
/г и.?

Таким образом, начиная с некотор|.՝го ։>, имеем
г-о

ГП 1

<2.181

(2.191

С.՝՛ дователино ;4], процесс ит-.-рация является сходяшимся
3. В качестве численного примера расемитрлваются ко лебания 

пластинки, для которой г • В» числения произведены на ЭВМ 

.Раздан 3“.
В табл. 1 приводятся значения безразмерной огненной частоты 

(наименьшей) ՛՛■ 10' . Эти зва’;г:н։я колучсны из определителя

третьего порядка при различных значениях и ' или, чти то же- 

самос — с.
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Небезынтересно заметить, что наибольшее отклонение решений, 
полученных из определителя второго порядка ко отношению к приве­
денным в таблице решениям, составляет 0.75'7., (при -֊ 2,3 4՜*)'

'1 аблица <

4 _J_r. 3 
4 741 b

°

<1.4 1 '2 3327 3351 3386 3402 3404
0.5 ) 2՜ 2200 2246 2290 2312 2314—
I’.b 1 2 1604 1646 1700 1728 I 1732

1 740 770 866 918 424
■ 493 536 640 715 724

1 6 133 453 56| 652 b64

Отметим, что частоты при / О (то есть когда пластинка сво­
бодно оперта), получаются из условия, что

*= (3.1)

Как видно ил табл. 1, с увеличением то есть защемлении, 
частоты колебаний возрастают, причем это возрастание усиливается 

а 
вместе с увеличением отношения . . 

о
Еренакехкй политехнический институт

им К. Маркса Цисту пила Ч Х.Г1 1970

•К II.. irfl-I.JI|>ll:iU.i.
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ON THE DEFINITION OF FREQUENCIES OF PROPER 
VIBRATION OF A RECTANGULAR PLATE IN MIXED 

BOUNDARY CONDITIONS

G A. MtlVSlSlAN

S и in mar 5

In the presenI work the frequencies ol proper vibration «if a rec- 
E lingular plate are determined whose Iwo opposite sides arc freely sup­

ported. with mixed boundary conditions given on its other Iwo sides. 
The inodes of vibration are taken as the Fourier series. For th-. cons­
tants of integration dual trigonometrical series are obtained from the 

i boundary conditions, these series being reduced to an infinite system 
< of linear algebraic equations. The frequencies of proper vibration are 

defined by setting the determinant of the system to zero. I'hc process 
'of Iteration is proved to converge- A numerical example is presented.
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К С. КАРАПЕТЯН. Р. А. КОТИКЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ НАПРЯЖЕНИЯМИ 
И ДЕФОРМАЦИЯМИ ПОЛЗУЧЕСТИ ПРИ РАСТЯЖЕНИИ

Ползучесть бетона при растяжении изучалась в работах Дэвиса 
15], Дютрона Гленвиля и Томаса |17], А. В. Саталкина |]2, 13], 

11. II. Васильева [4j, Н. И. Катина [8], А. Е. I Нойкина и В. Л. Ни­
колаева 114], К. С. Карапетяна [6, 7], Р. А. Котнкяна [9] и других 
исследователей. Однако, многие вопросы ползучести бетона при ра­
стяжения еще требуют дальнейшего всестороннего исследования.

Весьма важным для теории ползучести является исследование 
зависимости между напряжениями, и деформациями ползучести, одна­
ко этот вопрос в случае растяжения совершенно недостаточно изучен.

П. 14. Васильев 4] и Н. И. Катин '8| на основании с -• -их 
опытов установили, что при растяжении зависимость между на- 
|ряжсниями и деформациями ползучести линейна вплоть до напряже­

ния, близкого к пределу прочности бетона. Вместе с этим есть опы­
ты. где лиш-йная зависимость наблюдалась до напряжения, составляю­
щего лишь 0.6 от предела прочности бетона [б!.

Учитывая необходимость более глубокого исследования .ого 
вопроса, авторы провели большую серию длительных опытов .по изу­
чению ползучести бетона при разных постоявших растягивающих на­
пряжениях я зависимости от возраста бетона в момент длительного 
загртжсния, результаты которых и приводятся в настоящей статье.

Методика исследования
Для исследования зависимости между напряжениями и деформа­

циями ползучести при растяжении опыты были поставлены на боль­
ших восьмерках сечением 10 10 <.՛.։, высотой 60 е.и. Образны были 
изготовлены из тяжелого бетона состава 1:1, 81 :2, 19 Ию весу), 
В Ц -- 0.-185. Ма териалами для приготовления бетона являлись базаль­
товый Щебень, кварцевый песок И шлакопортландцемснт марки 500.

Всего было приготовлено шесть замесов бетона и из каждого 
изготовлено по 20 восьмерок и необходимое количество кубиков с 
ребром 1 Ос.и. Восьмерки бетонировались в горизонтальном положений. 
11риготонлепие бетона производилось вручную, а уплотнение— на .чиб- 
роплощадкс при продолжительности вибрации 30 еск. Образцы осво­
бождались от форм через 48 -югок и далее находились в обычных 
лабораторных условиях.

• :а длительное растяжение образцы загружались в возрастах 
бетона ' — 3; 14; 84 и 280 ситок при относительных напряжениях.
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<А‘։, — 0.2; 0.4: (1.6; 0.7 и 0.8 в каждом возрасте. Кроме этого, в иоз- 
расте 7 суток один образец был загружен относительным напряже­
нием 0.9. Как правило, все образцы, загружаемые в одном возрасти, 
„ринадлежалн одному замесу бетона.

Для загруження образцом высокими относительными уровнями 
напряжении весьма важным являлось по возможности точно« опреде­
ление предела прочности бетона на разрыв в момент каждого загру- 
XCUHH. Поэтому каждый образец-близнец, подвергаемый крдгконрг- 
менмому испытанию до разрушения, строго центрировался но физиче­
скому центру путем нескольких пробных нагрузок до получения при­
мерно одинаковых деформаций по двум его граням. В каждом возра­
сте испытывались 2 3, а иногда и 1 образца Испытание нисьмсрсйс 
Првизнодилос». ступенчатым нагружением, и измерением пр ••дольных 
деформаций после каждой ступени нагрузки, составляющей примерка 
0.1 от предела прочности бетона. Испытание каждого образца дли­
лось нс более 3 .пня.

Длительное растяжение образцов осуществлялась г н*>м1>и|ьн՛  
специальных установок. Деформации длительно загруженных, .-. также 
усадочных образцов измерялись переносным деформометром. снабжен­
ным микронным индикатором. Ваза измерении деформаций составляла 
250 .и.и. Количество длительно загруженных образцоп припедею и 
табл. 1.

Количегткп оЛрл.уоп, ш-ллсп։и\• «х ллю. л: яоиу рлс-млению
У <rO.l«««Z I

Влияние возраста на прочность и упругие деформации бетона

Прочностные показатели бетона при сжатии и раст я женин в раз­
личных возрастах приведены в табл. 2.

Отклонение прочности отдельного образца пл растяжение от 
средней прочности только одном • луча доходит до 11' ,. Во 
Лссх же остальных случаях «то отклонение незначвтслып». Небольшой 
рздброс и отитных данных прочности исключает одну ил тех причин, 
Которая может привести ь разбросу опытных данных ползу чести бе- 
тона, особенно при высоких напряжениях
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Нарастание прочности бетона как на сжатие, так и на растяже­
ние наиболее интенсивно протекает до нозраста 11 суток. После ет ՝го 
нарастание прочности бетона особенно на растяжение незначительно, 
а после возраста 84 суток наблюдается даже спад прочности.

Деформации ползучест и, развивающиеся за время загружен»;« •. ՛'■- 
разцов на длительное растяжение, которое обычно длилось не более 
3- 1 минут, в дальнейшем были отделены от упруго-мгновенных 
формаций и включены л общие деформации ползучести. Для этого 
были использованы данные испытаний образцок-близнецо։» иод крат­
ковременной растягивающей нагрузкой.

Каран герметики прочнеет։։ бетона
7 по.«/[/и 2

' в гут- 
»•г/д՛

н 
ю <лс'

R 11 лп’гдй
0

1 ։, и । г. лонехня 
прочности от- 

дслнного образ­
ин о։ средней

прочнист и

Прочности бетона 
и ’’ ,, от Месячной 

прочмпетя |<к'отдель­
ных об­
разцом

средним

3 111

7.4
7.8
8.1
7 6

7.7

-1.1)
1.3
5.2
1.3

14 53 и иъ7

7 580
9.1 
о 2
7.3

8.5
t-7.il 
• 8 2
14.0

74 г>(1 •> 044

и 230 11.3 
’.<1.2 10.п 7.0

—4.0 «6 75 0.048

27 25« 14.1
14.3 14.2 0.7

0.7 100 юо 0 055

84 283 14.5
14.2 14.1 —0.7

—1.1 110 101 0,051

280 30« 12.3
12.3 12.3 и

0 по 87 •>.'л4}

Экспериментальные кривые кратковременных деформаций хпц. 
симировались по корреляционному уравнению

1 -Аз//?Р ՝*'

Наличие между обратными значениями величин - в < А': ура? 
иия 01 линейной занисимоети намного облегчило вычисление парамет­
ров а и А.

Для опенки линейности корреляционных уравнений вычислялся 
критерий * —г1'*  - /՛, [ п его основная ошибка 1 - п где /՛ коэф­
фициент корреляции, п число шнек экспериментальной кривой [11 .

Связь между двумя статистическими величинами можно излагать 
лам՛, иной, •■< лг выполняв гея неравенство
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В наших экспериментах 0.7, а это означает чю корреляции 
между обратными значениями ; и - /? существенно линейна.

На основании формулы (1 ) для модуля деформации пРлучаетси 
следующая зависимость:
I Е -а(1 Ч)՜ (3։

«де /?. о предотзвляот начальный модуль деформации битона
На фиг. 1 приведен график зависимостей упруго-мгнов.нпых де- 

формаций от относительного уровня напряжений. Как видим, при веек 
возрастах эти зависимое ! в линейны почти до предела прочности бе­
тон.!.

Проведенные ранее исследования одного нз апторин показали, 
■!Т| при сжатии как упруго-мгновенные, так и полные деформации бе­
тона при одинаковых уровнях напряжений нс зависят от возраста бе­
тона (5 |. Согласно фиг. 1. при растяжении то же самое имеет՛ месте 
до возраста бетона 1-1 гр/пох-, а с дальнейшим увеличением возраста 
деформации возрастают.

В табл. 3 приведены значения модулей деформаций бетона при 
растяжения, которые определялись по формуле 1.31.

По данным табл 3 нарастание модуля деформации прекращается 
в возрасте бетона 14 сутик и далее наблюдается его спад но време­
ни Нетрудно также заметить, что во всех возрастах модуль дефор­
мации бетона по касательной при 7? 0.25 равен модула՝ деформа­
ции ПО хорде при - R 0.5.

Зависимость между напряжениями н деформациями ползучести
при растяжении

На фиг. 2 и 3 приведены 6 графиков лкгпернм! итальных кривых 
яплзучести бетона каждый из которых соответствует одному возра­
сту бетона. В этих опытах образны, загружённые к возрастах л, 7,
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14, 27, 84 и ‘289 суток. находились под длительной растягнвающе! 
нагрузкой соответственно 557, 547, 539, 477 и 280 суток.

iO'OMVb >ЯГД<г ! IW.U

Из нсех графиков нетрудно заметить. что наиболее интенси֊дк> 
150 времени развивались деформации ползучести того образца, кото­
рый был загружен и возрасте 7 суток относительным уровнем напря­
жения 0.9. Интенсивный рост деформаций ползучести привел кето 
разрушенич։ на '218 суток. Во все՜, остальных случаях кривые ползу­
чести образцов, загруженных даже в старом возрасте (84 и 280 су­
ток} относительными уровнями напряжений 0.7 и 0.8, вмени затухаю­
щий характер.

Анализ результатов опытов (фиг. '2 и 3) приводит к выводу, что 
ipn растяжении деформации ползучести, начиная с малых напряжений; 

развиваются но пропорционально напряжениям. Однако, до 'Преде- 
лен.ного \ ровня напряжений отклонение от линейного закона незначи­
тельно и поэтому без особой погрешности можно принять, что зави­
симость М'։;клу напряжениями и де формациями ползучести линейна. 
Относительный уровень напряжения, до которого сохраняется линей­
ная зависимость, как и при сжатии |5|, к болыной мере зависит от 
возраста бетона к моменту дли тельного нагружения. Более наглядно 
это видно из | иг. 1 и 5, где на каждом графике приведены зкепери-
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ментальны? точки кривых удельных деформаций :։• лзучестн, соотзет- 
стнукмцих разным уровням напряжений, а также теоретическая кривая 
удельных деформация ползучести, соответствующая линейной области 
ползучести.

На основании фиг. 4 и 5 относительный уровень напряжения, до 
которого может быть принята линейная зависимое । ։• между напряже­
ниями и деформациями ползучести, для ' 3 сутки и составляет 0.7.
л для - 7 суток —примерно 0.5 0.6.

А/-''с»^т։ пшмм) •гну» 1 гй«и

Л»ИТ0։иКТк т։*^1и։Я н*го։«г 1 йТкл»

.-и • -£=!!? *--£»38

•- =х В 5 ------- г'|*<л»чс’.и <ти

Шт ;

Как видно из фиг. 2 и 3, деформации ползучести бет ни при 
растяжении, особенно при знгружении в возрастах 3, 7 н 14 суток, 
достигли значительных величин. Вилес наглядное представление >б 
ЭТОМ дают л,пни>ь 
мании, деформации
при различных - и

гаил. 4, где приведены упруго-мгновенные де ։ юр- 
пол з у чести а характерна гики ползучести бетона 

■ Л՜՛ . Как видим, характеристика ползучести жето­
на при — 3 (уткам и - А՛,. 0.2 составляет 10, то есть ՛ только, :о 
еколькб раз деформации ползучести больше унруго-мгноиеяны-. де-
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формации. При =.7?|, 0.8 характсрис гика ползучести возрастает г.
1.43 раза.

Тчблчцч 4
Влияние возрасти бетон.т и относя тельного напряжения п момент длительно! и 

загружен«։« на упруго-мгновенные деформации. деформаций ползучести
и тпрактористику ползучее ги

н
•<
1֊

е
V

Показатели

Показатели, когда относительно«՛ 
напряжение ֊ чстакляст

«... 0.6 (1.7 0.8 0.“

։у405 0.87 1.74 2.61 3.01 3.47

3 ‘п-10л (при 1 550 eijin) 0.87 18.24 30.67 39.01 •19.49

?! 10 0 10.5 11 Я 12.8 !i.S

։у«10» 0.80 1.77 2.66 3.10 1 54 .{.98

7 „-10$ (при / 550 гут} ; 6.37 13.15 23.13 29.86 38 -Vi 19. <> I

ti -n֊1\ 7.0 8.7 9.6 10 ■՛ 12.5

iv-10>

1
' П.83 1.66 2 И» 2.91 3.33

14 ..•ID՛ (при f 550 e.ym) 5.13 118! 21.62 26.0'2 38 96

П Г5 ։n \ 6.5 7.1 8.7 10.0 11.7

V™5 1.31 2. оЗ < I •1.Ь0

28
£„•10® (при / 550 5.06 11.42 22.43 31.34

ti : n - г 3.9 57 6 8

iv10’
i 1,41

2.82 1.24 4.91 5.65

t-I(P (при / 550 гут) 3.30 6.48 12.01 15 51 20.00 —
Si. • ?<• i 2.3 2 5 2.x 3 1 3.5n II -V

jj-10» 1.16 2.31 3.46 4.04 4.62

280 ֊ ./.10*  (при / 550 гут) ! 2.23 4.65 7.75 9.7') 12.34

n = Ч'гу 1 .9

.1

2.0 2.2 2 1 2.7

Как общая закономерности, из данных табл. I следует, что _• 
увеличением относительного напряжения характеристика ползучести 
возрастает, а с увеличением возраста бетона к м«>мент\ затру жения 
уменьшается.

Увеличение растяжимости бетона благодаря ползучести ш.ляеся 
весьма положительным фактором, гак как ползучесть может принести 
к существенной релаксации температурных и усадочных напряжении 
в бетоне и тем самым намного отодвинуть момент образования тре­
щин. А чем больше ползучесть, тем больше ее положительная рол» .
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Описание экспериментальных кривых ползучести

Многочисленными исследованиями различных авторон показано, 
4 1 и теория упруго-ползучего тела является наиболее строгой и общей 
ил всех теорий ползучести и сравнительно хорошо описывает экспе­
риментальные кривые ползучести бетона. Поэтому и в данной работе 
для описания кривых ползучести при постоянных растягивающих на­
пряжениях мы воспользовались этой теорией ,2|.

Как известно, аналитическое выражение меры ползучести бетона, 
предложенное Н. X. Арутюняном, имеет следующий вид:

С(/.т) = ?(֊-)/(*--)  (4)
где >1՜' рункиия старения, а /(/ -") функция длительности на- 
гружения.

В раскрытом виде формула 14) пишется гак:

Д.*ЮЕЪ-ОГ: «а:х։а-с» «ГИЗгл ! С»Ш։

1<-г:О։ЮС*| :։х«.9мни» иОВ» 6 в՝'«

‘ Г.“05 —

Ф.п. 5

Вот уже мн ого лет ь наших исследованиях при описании кривых 
ползучести бетона для мы используем выражение
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Cü.-) = (c.- 4 )fl 0.5 (с- ' г ■' ')] (6)

где Са, A, ,j и коэффициенты, определяемые из опыта.
В таком виде выражение (5) приобретает некоторую гибкость и 

одновременно сохраняет свою простоту.
В результате описания кривых ползучести бетона ;>т единичного 

напряжения для меры ползучести при растяжении получено следующее 
выражение:

С((,т) / 0.8 + —0.5 (« '"■ '֊ • е »•"՛' ' ц.։,. <7>

Тогда для линейной области деформация ползучести будет равна

։,(/,■:) = (0.8 ֊у֊^֊)|1- 0.5(е ' ֊֊<• ' )| = 10 .8)

Как уже было показано в ваших экспериментах, начиная с не­
больших напряжений, наблюдалась нелинейная зависимость между на 
пряжениями и деформациями ползучести и нелинейность деформаций 
возрастала с увеличением напряжения. Однако, учитывая то. что от­
клонение от линейной зависимости до определенного уровня напряже­
нии незначительно, мы сочли возможным принятие чинейной зависи­
мости.

В теории нелинейной ползучести принято, что кривые ползучести 
бетона при различных напряжениях (ффипно подобны [1 1! и дефор­
мация ползучести определяется зависимостью

МЛ՜) П=)С17,-) (9)
где /՛(■) — некоторая нелинейная функция напряжений, которая. •<>- 
гласно Н. X. Арутюняну и П. 1'1. Васильеву, к частном случае может 
быть представлена в следующем виде:

Г(=) = « + ^Л (10)
При этом должно быть удовлетворено условие Л<1) , а для этого
необходимо, чтобы * — г 1.

Подставляя и формулу (9) выражение /(;), получим

Xn U. -) - С(/, -) Ь? - (11)

Однако, зависимость (H i н таком виде в большинстве случает неуд» в- 
летворительно описывает кривые ползучести стареющего бетона, осо­
бенно при длительных опытах. Это обстоятельство вызнано тем, что 
аффинное подобие кривых ползучести при высоких напряжениях нару­
шается. Поэтому, чтобы удовлетворительно описать кривые ползу­
чести выражением (11), необходимо входящие в нее коэффициенты > 
и ° принять переменными, зависящими от длительности жп рушения 
(/J и возраста бетона к момешу длительного нагружения (:) [5,8, 10|.
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Ф лс. |<

Исследовгишя показали, что в данном случае, чтобы не очень 
осложнять зависимость (И) г. случае описания кривых ползучести бе- 
!‘>н.։ 1рп растяжении, можно удовлетвориться принятием коэффициен­
том -՛ и зависящими только от *.

Таким образом, окончательно было принято, что
'/(:) з Н֊3(-И4

з|-» ?(■)- I (12)
На основании зависимостей (12) можно записать

Л<=, Т)-=[1 ?(:)(з<֊!)| (13)
Для коэффициента нелинейности '4’1 нами получено следующее 

выражение:

0.000516 + 1.54 0.035֊ 
’1070 - ֊•

Тогда деформация ползучести =, (/, -.1 будет равна

ч.^֊ (0.8֊.^°.^֊. )[1 о.5(<. ""•«- ' ■ <- ’■ 11

1-^0.000516 Ц^А13-)(=՝ 1) 3.10֊՛ (15)

Кривые ползучести, рассчитанные по зависимости (15), нункти- 
:՝г>м нанесены на фнг. 6 и. как видим, зависимость (151 вполне удов-
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ACTuopuTCAjdi։« описылаеr kcv семейства экспериментальных кривых 
ползучести. показанные chaoui uw .ми линиями.

Если в выражение (15) подстамить - I. то из него получится 
Выражение меры ползучести (7)

В ы в о д ы
1. Записи мос т< между напряжениями и упругими ле рорманними 

бетона при растяжении хипенн.ч вплоть до м.»мента разрушения бетон,i
2. Пр»: растяжении деформации ползучести, начиная с малых на­

пряжений, растут н'-прогюрциоиалнио напряжениям. Однако, до опре­
деленного |»ттн итглшнн <> напряжении отклонение от линейного зако­
на незначительно и по «тому ’ з т обой погрешит ги можно принин,, 
что зависимость между напряжениями и деформациями ползучее ги 
линейка.

Относительное напряжение, до которого может быть принята ли­
нейная запнсимОсть, и большой мере зависит от возраста бетона к 
моменту длительного загружения. Для ' 3 суткам это относительное
напряжение составляет 0.7. а для • 7 суток — 0.5-0.6.

3. При функции напряжений в Норме (12) теория упруго-ползу­
чего тела весьма удовлетворительно описывает также кривые нелиней­
ной ползучести бетона при постоянных растягивающих напряжениях.

4. Характеристика ползучести бетона при растяжении в большой 
мере зависит от возраста бетона  и относительного напряжения ' R 
в момент длительного загружения, а также от длительности загруже- 
ння У,. С увеличением ■ R и г, характеристика ползучести увеличи­
вается, а с увеличением  уменьшается.

*

*
Для -. = 3 суткам и /, - 550 суткам характеристика ползучести 

при = А., 0.2 составляет 10.0, а при • А, 0.8— 14.3. Увеличение 
- от 3-х до 280 суток приводит к уменьшению характеристики ползу- 
чести почти к 5.3 раза.

5. Существенное увеличение растяжимости бетона благодаря пол­
зучести является весьма положительным фактором, так как ползучесть 
может привести к значительной релаксации температурных и усадоч­
ных напряжении в бетоне и хеы самым намного отодвинут! момент 
появления трещин.

Huciktvi мптсмагняи и t.-.nixn
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THE INVESTIGATION OE STRESS-STRAIN RELATION OF 
CREEP UPON TENSION

K. S KARAPETIAN'. R A. KOT1KIAN

S u hi m ary
I’he paper deals with the creep of concrete at permanent tension 

stresses depending on the age of concrete at the moment of loading 
and on the value of stresses. The studies show that upon tension begin­
ning with small stresses the dependence between stresses and strains 
of creep is not linear, i lowever, up to a certain stress the nonli­
nearity is manifested insignificantly. A relative limit of stresses up to 
which approximate linear relationship is maintained depends largely on 
the age of concrete at the moment of loading.

The c ha r.ic I eristic of creep upon tension also depends on the age 
of concrete at the moment of loading anti on the value of relative 
stresses. The characteristic of creep increases with an increase in re­
lative stresses and decreases with an increase in age.

ЛИТЕР A T У P A

1. Арутюнян H. X. He KOT՛ > J>h: I- HHUpOCl.l т-орин ползу чес I И. Докл \Н Лрм. ССР, 
т. I I, № 3. 1։’.м.

2. Арпнхюняч Ц л. Неки։-■•рые Hotipo ՜՛՝ гс-'рии ползучее г.< Гостсхте >?<чх.-л.-.։, 
М. Л.. 1952.

?' l Airit,Mu-п II. И. {.՛՛։«•’• \;«'и:лу н.ччря.х-.'н/чv.)i к дг !>ирмлии^՝։п (-»им ри -ягатия 
с ум՛ i iM ялияния времени Изь. ВНИИГ, 45, 1951.



I I. I'.li' lOU.IIUll' Л 1.1 -A 'I'l I 11 lip I |l,lll>lzK< HIIH 67

4 Hficu.M.fH П И. Нскогорые i.iHipiH i.i »л«, щитки։ .деформаций oc urna. Hau 
ВНИИГ, r 44. 1953.

5 Карапетян К. С Влияние егареннм бетона на xa.uteiiMOi th между напряжениям',: 
И дёформ^цннмц U,0A?y,4₽#MU Нэп АН Арм < СР. игр. фат, Наук, i 12. 
№ I, 1459

О. Карине.ткн К. С. Влияние анизотропии на <10л.։уч< стъ бетона при сжатии и purijt 
женин и заижим-чти ч hcah'iuhhi пппркженин, Доил. АН Арм. ССР. i 3M, 
'i 1. 1964

7 Карапетян К. С Влияние анизотропии па ii<iA.iy’fe<Ti« ретина при сжатии ;։ ра­
стяжении п зависимоегя от мйсшгибипгп фактора Изв. ЛИ Арм ССР. чр 
физ. мят наук. т. 17. № 4, 1964.

'S. К<1ГПНН Н И. ИссЛСДОИОНК։- ползучести бсГОИИ при ШЧ1Х11Х И >нрк гения V H.4 .W 
довачие е»|пйец| б< гона и железобетонных ко.чегрукцнн. Гр. НИИ/КЬ. ими I. 
ГосетройцзД|11, 1959.

՛•. Котик ян Р. .1 Пол'учесги бепта при диухосяим рас1>:жснии. Изи. АН Apy.CC.1՛. 
Механика г. XXI. .\’.՛ I, l'ttj.S.

IU. iVc.ir.Hf/A- Р. .1. I ii < ле/.опапие функции мапрккгнмй дли аналитического вы раж.«, 
пня ползуче.ui бетаин Лзч. нч зои МВ : ССС.) СССР, ..Строт елы । но и ар­
хитектура", № •։. Новосибирск, 1963.

II. ЛГнлфиполяскнй .-I. А*.  Техника статистичсекого вычислении- М., 1961.
32 Счталк.чн .-I. Р- Ползучесть Йе-ина Cb. „I Iponn ас то. у ։• ру ։<»• • ц. н :iu • г» -

гона". Г 1рнинздлт Наркоме трон. 19-11
13 . Силгнлл-пн A Ji. Д'-фОрМЛТ IIHHilH linn и։'т<ц-т |> li-llllld Ci'i. ЛИИ7КТ, ’.II jlj, 

Tpam-.r.елдорнзДй t. ' ’’51.
14 Шейнин /I. /CiA-<>A.4t-<i .о //. Об упруг<>֊11л.1ег.'.чес1гих свойствах пе она 1{>ц

рпстлжспии. „Ьетни и :г.г м-зобе :oii". А- 9. :93։|
15 . Pinu- А  , /Лл-|л- /А, ,/. PJtislie ilou nf rotieret՛- under tiistnun.-d sire֊֊..*

„Proc •'.•<!h-.^s ՛՛ tin- .Анит .-uh Society lortcAiin-z m:ilt rials’՜, purl II, 1“34.
lb Dittron К Deli.irmatiirn Irnlcs in be Ion <1 du in-ton arme линч l'actiui. des !ыг- 

«C-s pernuiiieiiles. „Annales des Travaux Publics de iicl-’i<|iie". 1936, 1937.
17 Gltinwiile II //.. Tht>m>u !■' G I'nrllii՛։ nivcsti«ntioiis on the creep nr I'loW of 

cnicnite, V. BuiiiJin1.՛ Rcsrar h Г- hn’n al Paper Хч 21. London, 1939



2U:U|IU|ILL Illi; ,H*S(lbf*’5llbU’l։b(‘b lUill/bbiri'IUb ShU.bhlMM’P 
И 3 В I СТ II Я А К А Д I « И И НАУК A P M Я II С К О Й С С 1’ 

։n.|uwt.|ii|iii XXIV. № 5, 1971 Механика

Р. 1' ГАЛСТЯН. < Р МЕСЧЯН

ИССЛЕДСЭВАННЕ КОМПРЕССИОННОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ 
I ЛИНИСТЫХ I РУНТОВ С УЧЕТОМ 

ТЕМПЕРАТУРНЫХ ЭФФЕКТОВ

I Известно (1. 2]. что деформацию ползучести грунта с учетом 
температурных ноздейгтний можно определитi. из следующего выра­
жения:

A„(f U. Г» C.U-A 7)Г(:։,Г> (U

। де (Л (/ 7‘) зависящая от температуры /мер,. компрессионной
ползучести; /■ Ц, 7) зависящая от температуры Функция напряже­
ний, учитывающая нелинейную зависимость между напряжениями -։ и 
деформациям։։ ползучести К при заданной постоянной температуре 
7' const.

Функцию напряжений /՝U։ Т} мОжк»-, •։ частности, представить 
в виде степенной зависимости

Г» =?Г (2)

а меру компрессионной термоползучести в виде следующего выраже­
ния:

С\(/ Т) ֊ С. it »», 7 = 1 Cl Л (Г. з։ = I) (3)

где п ( 7 ) — зависящая от температуры функция; С, (С Т~ ! О — 
мера компрессионной термопилзучести при условной температуре 
7 — 1 С; А (Г. - I 1 функция температуры, учитывающая нели­
нейную зависимость между деформациями ползучести !..к и температу­
рой, удовлетворяющая условию: А’. ( 7՞ I С. з, 1 • — Г. I время: 
•' текущая координата времени.

Меру компрессионной ползучести при Т I С и функцию тем­
пературы /’, I 7՝. ։ 1) можно, в частности, представит»» и виде сле­
дующих 'степенных функций:

С. (/ Г I С» Д|/ ->г (41

f\(7\ 5, И Г (5)

где /1, гп, п определяемые из опыта параметры.
Для определения выражения 4» из опыт.։ надо получить «руикцию 

температуры (5) и меру ползучести С If 7 • при некоторой ПС? 
стояхнпй температуре, отличной от 7 1 С:
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I • . . IT i С- к it , 7 ) ..1, У IC) ; (6)

где ij 1) функция температуры при рассматриваемой посто­
янной температуре Т.

В силу выражений (4) и (5l или i,6) зависимость |3) примет сле­
дующий вид;

с {I 51. п = Л (7 О)

Таким образом, учет температурных эффектов при исследовании 
ползучести обычных глинистых грунтов сводится к определению меры 
термоползучести (3) или (7) и функции напряжений (2). Причем, функ­
ции напряжений / • ■], 7) определяются из семейств кривых ползуче ти 
А.,— :։ [2|. построенных при различных значениях постоянной тем ՛ - 
ратуры, а к - •(, Т\ из семейства кривых мер термоползучегти. 
построенного по кривым д - 1, определенным при различных Т -cons/.

Следует особо отметить, что приведенные выше выражения спра­
ведливы только для положительных температур (исключая 7'—О (.'),

Семейства кривых ползучести (фиг. 1} можно получить непосред­
ственным испытанием нескольких серий образцов-близнецов при раз­
личных постоянных температурах 7 cons/. Для указанной цели мож­
но воспользоваться также практическим методом, разработанным одним 
из авторов этой статьи [3|, или же методом обоих авторов [2|. По­
скольку практические методы сущестненно уменьшают количество ис­
пытываемых образцов (без существенного ущерба точности опрсде 
ления указанных выше соотношений) при выполнении изложенного ниже 
исследования нами использованы эти оба практических метода.

Нс вдаваясь в подробности отмеченных выше практических ме­
тодов, отметим только, что в первом случае |3] при каждой постоям 
ной температуре испытываются две пары образцов-близнецов (двух­
кратная повторность опыта), а во втором случае |2] две пары об- 
разцов-близненов при каждом заданном напряжении. Причем при каж­
дой постоянной гемпсратуре пара образцов-близнецов испытывается 
при постоянном напряжении, я другая пара при ступенчато возрастаю­
щем напряжении. Точно также во втором случае [21, при каждом по­
стоянном напряжении, пара образцов-близнецов испытывается при по­
стоянной, а другая пара при ступенчато возрастающей температуре.

Как будет показан՛: ниже использование обоих практических мето­
дой при решении одного и того же вопроса позволило нам проверить 
в оценить их правомочность для указанной цели.

В этой статье рассматриваются результаты комплексного иссле­
дования компрессионной ермоползучести обычных (немерзлых! поло- 
насыщенных глинистых грунтов естественного сложения.

Опыты проведены н комарессиошгых приборах модели М 2 [31 
по методам, подробно изложенным в [3, 2]. Исследованы дна различ­
ных глинистых грунта естественного сложения после их полного но- 
донасыщения и предварительного уплотнения бытовым давлением ՛՝
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Характеристики основных 
грунтов приведены в табл. !.

физических свои.т. t исследованных

фи.. I.



Исследование к<1М1<|цч<>1ин1н(1н ползучести глн тпетых грунтов 71

Образцы грунта 18 69 предварительно уплотнены бытовым дав­
лением з։ |։ 2.5л7'е.и", а грунта '25-69 давлением -։ , — 1 л7' слг в 
течение 24 дней. Общее количество испытанных образцов-близнецов 
грунта 18-69 38, а грунта 25-69 40,

Рассмотрим результаты экспериментального определения выра­
жений мер термоползучести ( \ (/ 7'1 и функция /'(=,, Л) исследо­
ванных грунтов в отдельности.

2. На фиг. 1 приведены результаты исследования ползучести 
грунта 18 6° (с учетом температурных эффектов), полученные по 
методу [3]. На правых частях графиков фиг. 1 сплошными химиями по­
казаны экспериментальные кривые ползучести, полученные испытанием 
образцов-близнецов при четырех различных значениях постоянном тем­
пературы: 7 14 , 20 , 30 и 40 С՝. При указанных температурах по
Одной паре образцов-близнецов испытаны под действием постоянной 
(-. 0.5x7'езг) и переменной, изменяющейся степенями, нагрузках. При 
температуре 20 С под действием постоянных нагрузок 0.5; 1.0: 
1.5 и 2л7’слг испытаны восемь пар образцов-близнецов.

На левых частях графиков фиг. 1 приведены кривые /х ,| / (:։>. 
построенные по кривым ползучести ступенчато-возрастающих напря­
жений, показанным на правых частях тех же графиков [3]. Кривые 
описаны степенной функцией /К!. Вз". В соответствии с этим функции 
напряжения представлены в виде выражения (21. Отметим, что при 
больших напряжениях кривая Ли = /(-■) примет вид буквы 5 |3].

Выражения функции напряжении для исследованных четырех раз­
личных значений температуры приведены на левых частях графиков 
фиг. 1.

Экспериментальные кривые ползучести при 2) 0.5а7'с.ч~ описаны
степенными функциями вида (4), приведенными па правых частях рас­
сматриваемых графиков. Выражения меры ползучести С; (/ »>, 7՜)
для каждой постоянной температуры определены по известному со­
отношению |1|:

С.(, 1>։ 7-, ֊ ** (81
/ и, 0.Эл7 САГ, / =СОП51)

где / ( ■) определяемое из эксперимента выражение кривой пол­
зучести для :■] - 0.5л7'слг и заданного значения температуры: 

функция напряжений для тех же значений напряжения и тем­
пературы.

Например, для Т — 14 С будем иметь (фиг. 21:

С. {/-11, Т 14 С) 11)11 0.01423 (/ 11)” ' (9)

11.1 графиках риг. 1 пунктирными линиями с треугольниками по­
казаны кривые ползучести, построенные по выражению (11. для напря-
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жеяий ՝■ 1.0; 1.5; и 2.0л7слг с учетом определенных из экскерн-
мента выражений и (' '7 - ՛•, УI (9).

Тепср1 ознакомимся г результатами определения (' I/ ։|, У) и 
У(::, 7) испытанием двух пар образпов-близиснав при каждом задан­
ном постоянном напряжении (фиг. 2} [2|.

•Риг 2.

; 1а правых частях графиков фиг. 2 сплошным;՛, линиями показаны 
экспериментальные :։риаь։е ползучести, определенные при различных 
заданных постоянных напряжениях -■ 05; 1.0 и 2.0 л7 гл? при по­
стоянной (7՜ 14 С) и переменной температуре, возрастающей сту՜
пенями. Т 14 , 2! , 30 и 40 С. На левых частях указанных графи­
ков приведены кривые /> ЛЛ 7'1, построенные ко экспериментальным 
кривым ползучести переменной температуры.

Кришне {- /..(’/') описаны степенными Функциями вида /.
7>\ Т" . В соответствии с этим функции температуры /' :(/). х-ргк- 

теризующие Н'*линейну;< ՛ ть ?.ь. деформациями пол.л ՛ • . ।
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н температурой (при заданном г,—const), представлены к виде сте­
пенных зависимостей

/։(Г) 7'՞՛ (10)

приведенных на графиках фиг, 2.
Кривые ползучести при постоянной температуре 7' 14 С •>։,.•-

саны степенными зависимостями вида (4), которые также приведены 
на графиках фиг. 2. Выражения деформации ползучести при условной 
температуре Г—ГС для каждого заданного напряжения определены 
но выражению |2|:

/ ./ д 7'- I С] ^:,|| / '*• - ? 14 С)>•/-!(.) -(Г 14С) (11)

где АыС 7’= 14 С) — определяемое из опыта выражение дефор­
мации ползучести для Т 14 С при заданном напряжении, F. \Т 14 С) 
функция температуры при 7֊ 14 С при том же напряжении

Например, при 0.5 к/ елг имеем:

, а , г ... ,, 0.0О82б(( It)՝"Л.Н/ *>, 1 I (>: '1 <Ол7 cv.r)-------------------

= 0.0024(7 ։>)“’ (12)

Используя полученные из >ныта выражения 110) и (11) или 112), 
но соотношению

/«,(7 7') / ,0 I, Т= 1 С)Л,<Г) ИЗ)

построены кривые ползучест՛.։ для температур, отличных о г Т 14 С. 
Кривые тсрмползучестп, построенные по выражению (13) на правых 
частях графиков фиг. 2, показаны пунктирными линиями с крестиками.

На фиг. 3 приведены семейства кривых термоползучести, получен­
ные трансформацией семейств кривых, показанных па фиг. 2. На 
левых частях этих графиков построены кривые i\,. /1|;,)для различ­
ных заданных значений постоянных температур 7՜ const. По этим 
кривым определены функции напряжений /'Ч՜,։ для различных 7’ const. 
Затем, как и в рассмотренном выше случае, но зависимости (8) опре­
делены выражения меры ползучести при каждой заданной температуре.

Из полученных экспериментальных данных следует Григ. I и 3), 
что как в случае использования метода [3:, так и метода [2] рункпии 
напряжений практически не зависят от температуры'. В одном случае 
/■’(с,) = з' а в другом /■ (-,) Практически равны и показа­
тели степеней напряжений, что свидетельствует о правомочности 
обоих использованных методов для определения как семейств кривых

ЛнвлпгичммК результат был получен авторами ч 1 Hch.t&hchmoci ь чл •v-r 
сти мерзлых грунтов <»т температуры у грирнлеип ранее |4|
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термпползучести, так и функции напряжений. По результатам опытов 
можно принять, что средние значения функции напряжений для иссле- 
донанного грунта раины

F(=,| Я™ (14)
Как уже было отмечено выше, мера термоползучести (3) или (1) 

определяется из семейства кривых мер термоползучести. На фиг. 4 
приведены семейства кривых мер термоползучести, построенные по 
кривым ?! 1, определенным при различных 7՜ const. Па правой

У

^*ЧГг€.‘

частя графика фиг. 4 пунк тирными линиями с треугольниками показаны 
шк'Яые деленные по методу ;3 (фиг. I ), а пунктирными линиями 
с крестиками семейство кривых, определенное по [2], которое и сов- 
пада-т с соответствупнпим семейством фиг. 2. На левой части указан­
ного графика приведены кривые /,, для обоих семейств кривых
мер Т"рмополз\чес 1 и при / — 20 дней.
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Сопостаялсние кривых .мер термоползучести обоих семейств по­
ка- лет ах достаточную близость. Это еще раз подтверждает пра­
вомочность указанных выше методов [3] и [2] для исследования тер- 
мопэлзу чес т и грV11 тон.

Фиг. 4

Для получения выражения меры термоползучести и вид՛- (3| или 
(7՝ следует по кривой / । /_ (7’) определить функцию температуры
(Э՝ и описать указанные семейства кривых мер термоползучести по 
выражению (7). Однако мы этого на будем делать, поскольку одно из 
этих семейст вами \жс описано (фиг. 2) и результаты этого описания 
с г лным основанием мы может распространить на второе семейство.

Из фиг. 2 имеем

С.-(/ 51, - 0.0045 (/ ։>)01)7''7* '՜ (15)

Н< фиг. !а и 26 приведены результат։.«։ описания эксперименталь­
ных кривых ползучести, определенных при переменном напряжении 
(фи:. 1а) и переменной температуре (фиг. 26), по физическим уравне. 
ниям теория ..старения'' (пунктирны*- линии с точками!, „упрочнения" 
(пунктирные липни с кружочками) и „наследственной ползучести" 
(пунктирные линии с галочками) |5, 6|.

Ид указанных графиков видно, что все три теории описывают 
процессы ползучести грунта как при переменном напряжении, так и 
при переменной термпературе вполне удовлетворительно. Следователь- 
н< , все эти теории могут быть использованы для решения конкретных 
задач ползучести и термонолзучести одномерного уплотнения подоиасы- 
щенныч глинистых грунтов
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3. i та фиг. 5 приведены результаты исследования ползучести 
грунта 25 69, полученные по методу [3|. Судя по полученным резуль­
татам, как и в рассмотренном выше случае 1см. пункт 21, функция 
/-(j։) не зависит от температуры, lie зависит от температуры также 
показатель т.

Фиг 5.

На фиг. о приведены результаты исследования термОИОлзучести 
՛ рунта 25 69, полученные ко методу [2], а на фиг. 7 семейства 
кривых ползучести, полученные пу у транс՛'|юрм.тн!г.: семейств ‘чызых 
ползучести фиг. 6. Из фиг. 6 следует, что функция температуры (5) 
практически не зависит от напряжения =։, а из фиг. 7 шдна независи­
мость показателя т и »рункпии /՛!:.> от температуры при ! 27 и
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40 С. Параметр т и функция /'(зД определенные при 7-16 С не­
сколько отличаются от значений, определенных при Т 21 я 40 С.

Ф.Н; . 6. Фиг, 7.

Как и н рассмотренном выше случае (фиг. 4.1, из сопоставления 
кривых мер термоиолзучести обоих семсйстп (фиг. 5 и /1 следует, что 
они достаточно близки. Это значит, что для определения характери­
стик термоползучести нодонасыщепвого глинистого грунта при компрес­
сии можно использовать как метол [3], так и метод :2|.

В соответствии с приведенными выше данными среднее значение 
параметра п выражения (2) можно считать равным п 0.68. Нто зна-
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чит. что функцию напряжений можно определить по следующем՝, вы­
ражению (фиг. 6 и 8):

A’U)- -°1’л (16V

Что же касается меры ползучести (71. то ее можно предстаг.ить в 
следующем виде ((риг. 7):

С (/ ։>. Т) 0.02197 tr U)00“ Тп'2 (17)

Следует здесь особо отметить важность независимости функции 
напряжении / ('•.) от температуры. Если на основании приведенных на­
ми экспериментов учесть это условие, то можно будет существенно 
с шратить объем экспериментальных исследований- уменьшить количе­
ство испытанных образцов при определении показателей термо?; хл- 
зучести грунта. В этом случае для определения 1' I.-J можно будет 
ограничиться определением только одного семейства кривых :юлз\че­
ти ио методу |3J при каком-либо постоянном значении температуры 

7՜ const. Что же касается определения меры термоползучести 
(' (г ՛>, Т), то это можно будет сделать на основании семейства 
кривых термоползучести при единичном напряжении, определен?! >м ?и 
методу |2].

Таким образом, термоползучесть грунта можно будет нес ледова:? 
испытанием четырех (или четырех нар при двукратном повторении 
(■пы гл') образцов-близнецов.

Ъ 2& 32 35 U) U 
t, ГЛЯ» I 1»л

Фиг. S

По аналогии с рассмотренным выше случаем (см. пункт 21 на 
юиг 5и и бв приведены результаты описания экспериментальных кри­
вых ползучести при переменных значениях напряжения и темпер?.- 

1 уры по теориям „старения“ (пунктир с точками), „упрочнения1' (пунк­
тир с кружочками) и „наследственной ползучести" (пунктир с галоч­
ками). Результаты идентичны.
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На фиг. 8 приведены результаты исследования термоползучести 
грунта 25 19 при различных скоростях возрастания темпера гуры. 
Испытано шесть вар образцов-близнецов, температуры которых, на­
чиная от /’ 16 (возрастали ступеням!’ 7 27 я *10 С через
/ — 1, 4, 8, 10 и 15 дней.

Исследованием установлено, что чем больше интервал т>зрасга­
ния температуры, гем больше величина ползучести при данном рикси- 
ронанном значении времени. Вместе с тем, конечные значении дефор­
маций ползучести нс зависят от скорости возрастания температуры.

4. Для юории ползучести имеет важное значе ние определение 
мгновенных компрессионных деформаций / ,, их модулей А и уста­
новление зависимости /Г,:.г от 7.

На фиг. 9а приведены кривые /. и Е для различных 
значений постоянной температуры. Мгновенные деформации фиксиро­
ваны при приложения ступеней нагрузок , -- и.5 л7 с.и (фиг. 1 и 5) к 
случае определения характеристик тер.моползучести по методу [3J.

Результаты рцыт.ов показы;:.։ :• »т ■ ՝. шественное слияние темП'-р..* 
тури- как пл начальные значения модуля мгновенной деформации, i г
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и н.։ характер их изменяемости в закиси мост и от приращения напря­
жения :։. Как и ранее [3|, кривые £,», /Ио1 могут быть описаны 
следующим экспоненциальным выражением:

Е^- Д;м.<, ֊}֊ 4(1 е-'Дт՛» (18)

где Е,л. о начальный мгновенный модуль компрессионной деформации, 
/. и '■ определяемые из опыта параметры; Аа, полное приращение 
напряжения после приложения первой ступени на։ рузки.

Е> рассматриваемом случае, как первое грубое приближение, кри­
вые Е:... /3(-։) могут быть рассмотрены как подобные и поэтому 
можно принять, что от температуры зависит только £хм.о, а параметр 
? является постоянно), величиной.

Тогда выражение (18) примет следующий вид:

АТ.(т., п £;„.<»(Л £(1 е֊^’) (19)

На фиг. 12а пунктирными линиями показаны кривые , /(., Л.
определенные по выражению (19) при / 0.21. Кривые изменяемости
начального модуля мгновенных деформаций ։: зависимости от темпера՜ 
туры приведены на фиг. 96.
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INVESTIGATION ON COMPRESSION CREEP OF CLAY 
GROUNDS TAKING ACCOUNT OF THERMAL EFFECTS

R. R. GALST1AN, S R. MESCHIAR

S n in in a r v

i he results of investigation on I hr crt?ep of two different water- 
saturated clay grounds at unidimentiomu condonation arc presented- 
The characteristics of thermocreep of each ground are determined by 
two mutually monitoring methods (3) and (2).

Both methods arc proved to be quite useful for investigation an 
thermocreep of water-saturated clay grounds. An increase in temperature 
of the ground from 14 to 40C is found to cause an increase in defor­
mation of creep up to 70%. 'rhe function of stresses /'(-,) is found to 
be independent of temperature.

The ..consolidating4* and „hereditary creep“ theories are shown 
to describe th։.՝ process of thermocreep at alternating stresses and tem­
peratures Quite well, while the „aging" theory-only satisfactorily.

Л 14 1 E P A T У P A

1 Гпдгтли Р. В.. Милан нп Г II-, Mi-гчяч (. /' И<з ли допоил--- герш ползу •։«•«■ i и 
'10ДОПЛСЫ|уСННОГ<. ГЛНМИП 11.ГС грун.й при одномерном сжатии Изв. АН ЛрМ 
ССР. Механика т. 24. №3. И‘71.

2 Галстян Р. I՛., Л1лсчм> С Р- Метод определении хрипы։ комнрсп-нонной тер 
«оползучести Из». АН Лрм ССР. Механики, .. 24, №1, 1971

3 . Мссчяк ('' Р. Ползучесть глинистых грунто». Изд АН Лрм ССР. Ереван 1967.
4 Няла/r С С, P.vouiaacnua В Г н др. Прочностъ и ползучесть мерзлых «рунгов 

и рлгчеты ледигруптовк։ ограждений. Изд АН СССР М.. 1962.
5 Ниместяччил В. (՝.. Хеостункок ,4 .1- Ползучест». дюралюминия при постоянных 

и переменных пюрулках. ПМТ. \ -1. 1961՝.
6 Лх'иаяархп Н Г„ Маркарян Э М. Мсгчян (' Р <> применимости rropioi ползу­

чести для описании деформапни » келстп глишь юго грунта при одномерно.« 
уплпгиенки. Из» ?\Н Арм ССР. Механика, т. 21. № 3, 19$3

6 Изиеегиз АН Армянской ССР. Ме։анил\ № ?


	kazm
	1971.5

	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	16
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22

	25
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36

	37
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43

	47
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50

	54
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64

	68
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78


