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В. с. ТОНОЯН. С. А. МЕЛКУМЯН

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ 
С ВЕРТИКАЛЬНЫМ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМ РАЗРЕЗОМ

Исследованию плоской смешанной задачи теории упругости для 
плоскости и полуплоскости с разрезом посвящено много работ, о ко
торых подробно изложено в обзорном докладе И. Снеддона [I].

В настоящей статье рассматривается задача плоской теории упру
гости для изотропной полуплоскости, которая на расстоянии „и" от 
горизонтальной границы имеет вертикальный полубесконечнын разрез. 
На горизонтальной границе полуплоскости задан вектор напряжений, а 
на вертикальном разрезе—нормальное давление. Задача решена мето
дом Фурье. Решение задачи сведено к „парным“ интегральным урав
нениям, которые в дальнейшем сведены к интегральному уравнению 
Фредгольма второго рода. Доказано, что последнее уравнение можно 
решить методом последовательных приближений. В частных случаях, 
когда а — ос или а 0, соответственно получается первая основная 
задача плоской теории упругости для полуплоскости и квадранта.

Рассмотрим задачу плоской теории упругости для изотропной 
полуплоскости с вертикальным полубесконечным разрезом, когда на 
горизонтальной границе дан вектор напряжения, а на полубесконеч- 
ном разрезе- нормальное давление (фиг. 1).

Фиг. 1.

В силу симметрии граничных условия относительно оси 0</ можно 
ограничиться рассмотрением только правой половины упругой полу
плоскости (квадранта). Решение поставленной задачи состоит в нахож
дении одной бигармонической функции Ф (х, у) в области 0 х< , 

удовлетворяющей граничным условиям

с,,(х. 0) = /։(х), 

(0, у) /(у),

^(х, 0) = Д(х) (0<х< «) (1)

4« (0, у) = 0 (а < у < «•') (2)
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и условиям симметрии

//(О, у) = 0, г,у(0, у)֊ 0 (0 <у<о) (3)

Будем искать решение задачи в виде суммы двух интегралов Фурье:

Ф(х, у) 1[Д(а) яхВ(я)]е *8։п(яу)(Л

и

4- |[С(?)-г :<у7->(3)| е со$(8х)</3 (0<х< ; 0<у<со) (4)

Здесь А (я), /?(а), С (3) и 7^(3)— функции, подлежащие определению 
из граничных условий на у 0 и х 0. Используя известные формулы 
для определения напряжений и перемещений [2], получим

՛. (х, у) = — ( я.-' \А (а) ахВ(й)] е “՝ зш (яу) гИ , 
и

+ р։[С(?) -2О(?) + ^Д(?))е *СО»(М<£ 

о

(х, у) — I Я2 и (а) — 2#(«) ах/?(а)] е >л $1п (ау) с?я —

’лу (X, у) =

։/ (х, у) =

соз(?х)^

а2 [Л (я) В («) — 7-хВ (а)] е " соя (ау) г/а

+ (5)
о

^а((1---7)Д(а)4֊(1—>)5(я) Кх(1֊1 *)В(а)|е ,г з։п(ау)</а-|-

И(1 ЛС’С<) 2/9(?)4-^(14->)/>(3)!е^51п(Рл֊)<7? — аоу 60

о
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, 1 I а{11 -И/1(а)- 2#i j) 7х(1 ! ?.)| е ' cos (\i/ ) do. |-

pin +՝-)С(3) + (!-’)£>(?) + 
У

Ч- r-y (1 + ') U (?)]е “ cos (8х)*Ф г аох 4- Со

Закрепляя бесконечно удаленную точку, будем иметь «0 - 60 с0 0. 
Удовлетворяя граничным условиям (1), получим

С(3)= ֊■֊.J7J(^)C0S(M^

D \ f ֊ №sin ^х) </х (х-cos </х

!՛," ' п

։г(Д(«) —В(а) у.х/?(з)]е ' <7> sin(®x)rZx (6)

Используя условия (2) и (3), для неизвестных функций Л (а) и &(?) 
получим следующие „парные“ интегральные уравнения [3j:

-J.A (?.) sin (гу) (Ь ~ 0 (0 </ <С «)
о

(7)

я-71 (sin (ау) :h - /'(у) («<]/<)
II

(8) 
где

ж
^(</1 - ֊/(!/)+ ('?։[С(?)֊2О(?) 4-f!.vO(?)| (9)

Подобные „парные" интегральные уравнения рассматривались н ра
боте |4].

Используя результаты работы |3], для А (а) получим

frHO/.tMrfr ПО)
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где

(И)

„А (х) — функция Бесселя первого рода с действительным аргументом. 
Подставляя значения функции А’(//) из (9) в (И), получим

•!Нг) = z. (г\ т F\ (г) (12)

где

(г) Г Г /»_
J (У՜— Н 1 .'(х*—г-)'՛
г О

(13)

/'.(И = рНМДМ <Л(М1D(?>d? 

о
(14)

При получении формул (12), (13), (14) были использованы значения 
следующих интегралов [3], [5|:

- <>W>>
(w—г)

гК\ (г?)

cos (Зх) f/i

где /ч. (Зг) функции Макдональда.
Учитывая значение интеграла [5]

i хе " sin (*x)<Zx = ——----
.1 (г»4-Й3)3я

вторую формулу (6) можно представить в следующем виде:

/;(?) = -/о [/ (*)sin (?*) A;: i Л (*) cos (Зх) (lx \ | —֊y֊7. dr
кВ-J К., J (а-4-

<■ fl <1
(15)

Подставляя значение А (7) из (10) в (15), получим

(?) = ~т; \ Л (-*)5|П (?*) (^х----\ 1 /։ (*) СО5 (~
кб-,1

о *՝
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•А 

R 1Л 9 г
_..о |™ <г) г Л® *2՜ (1г ~

•к 
О .• О-

</г (16)
«I

При получении формулы (16) было учтено, что [3]

= Ко( ?Н ֊ Ц- К. (М 

о

Исключая Г։(г) из соотношений (16) и (14), для определения функции 
£)(/) получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода

6(7) 2(7)+уб(?)ТС(Т> ?И (17)

(I
где

6'(7) = -.^(7) (18)

АГ(7, ^5 ^|^(7Г)֊^АЛ(7Н||^(?Г)֊^-А',(.3г)|<7г (19)

ц 
.* •*

2 (*) = — 1/й(х) 5‘п (';х}их — ^/։ (х) сое (?х) <1х — 

(I о

(20)

Для решения уравнения {17) покажем, что

о
Имеем, что

<1

|к.(М-у Ач(М рг|<

КгД?.г) ~^К,(М
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^(М ^֊Ч(3г)

(21)

8

При получении формул (211 были использованы значения следующих 
интегралов (3|:

я
1п

) г (; г) Ал ([>/•) (1г —'

4

V 3:4-2Э։1п^֊

I г"Ка <7/-) К. (вг) (1г =----- —----- ; — -
2 г' — -Г >’II

- ₽* ֊ ֊* ֊ 47։?Чп
| НК, IV) (?г) <1г = 2-------

О 11
Упростим неравенство (21). Для этого перейдем к новым перемен

ным следующим образом: принимая, что а 0, переменную интегриро
вания 3 заменим через 3 = ае , а переменную (параметр) ; заменим через 
; — ое\ После таких преобразований неравенство (21) примет нид

“• ас |е՝ ' е. ]

Тогда

Й К(т. ?> - Й ։) |<й<4 ( |5Ь2(; мг ~ Л

II — * — ж
Пользуясь значением интеграла [3]

('$Ь '2х '2х п՜՝1,
’ эЬ’х 2
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получим окончательно

Сиг;, *)|<0 ։

Очевидно, что функция -(',) ограничена сверху и стремится к нулю, 
когда 7 -֊ о֊.

Решая интегральное уравнение (17) методом последовательных 
приближений, получим выражения функции С(7>. Далее, по формулам 
(18), (14), (12), (11) и (10) последовательно можно определить все 
искомые функции, а. следовательно, и напряжения и перемещения к 
любой точке полуплоскости.

Напряжения и перемещения на линии х 0, выраженные через 
функции (7(8) и г» (г), имеют вид

- , (0, у 1 2 Ф։(а) % '\

•л

г_ ч /А(л) (/л՜ 
“ .՝ ։/" х:

֊ — у (' -,гаг, С1М՜, ֊ 2^ (?<•)] с со <г?
- ,.Цг-у)

— 2)е ™ (0<.У<с) (22)

а(0, 1/) 4 1* г 71 (/՛) <7г 4 ।
п£,| (У‘ г)' пЕ.

«г м
2Л-„(?г)|С(3)<^

? г</г Ио.К /Й-А
1 .. ։х<,։ 11.-''‘3՝Г'/
1 (у—и1)
(«<։/< ос) (23)

где

?1(О) = -С

г!

/։ («)<М
(24),) («Ч«2) ’

<1. ՛

;г//■>»։■/«
2 (ц2— г’) ‘ 
н

1 Г Г (у)у</у
Г? (7?-?)'"

Г
(25)

При получении 
интегралов [5]:

(22) и (23) были использованы значения следующих

\ е '' сое (Зх) (Г^ ---- —---- » | /<։ (аг) с оз (а</)б/а — ------ ------—
г № ; ՝ ('••֊у2)(I

( У<( (аг) мп (<</) (Ь = —----- —
({/•֊ г-}

I
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В частном случае, когда а , получим известную задачу для 
полуплоскости без разреза. В этом случае интегральное уравнение (17) 
выпадает, и неизвестная функция С'(,) приравнивается предельному 
значению свободного члена. Следовательно, решение этой задачи по
лучается в замкнутом виде

Г/(ч) = — ^/2(х) .ч։п (?х) с/х—•“ ( Д (х) сое (*;х) с1х (26) 

0 О

Тогда

£> (3) = 7 ( А (*) 51П (?х>

•ч*՜ .
(х) СОЬ (/X) (/х (27)

,4(а)-В(7) 0

С(?) (х) сое (рх) с/х

=л (0, у)
4! Су՜/} (х) с/х 
֊ У .) (л-; </=!- 

II

4 /х'Уа (х) с/х

В другом частном случае, когда а 0, получим первую основ
ную задачу теории упругости для квадранта. В этом случае ядро и 
свободный член интегрального уравнения (17) принимает вид

р-" е' 4Г; (31)

2 с ՝~> с
<2 (т) = — IА (х 5Н1 (?х)с/х — “7 | /։ (*) соз (-,х) с/х

<’ * о

о о и о

и интегральное уравнение (17) сводится к интегральному уравнению 
Винера-Хопфа, которое решается точно в квадратурах:

(г) К* (?) 
1 - К* (г)

Здесь искомая функция С’։ ( <) и свободный член 2։ (т,! связаны с функ
циями С(т) и 2(;') соотношениями
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6։ (*.) = С(е’), 2,(7,) = 2 (е')

а 12*(г) трансформант Фурье функции -,(\),
К' (с) трансформант Фурье ядра (31)

'-։•(*)֊—֊ | а,(ч)«“'’•*</'< (34)
I 2՜ .1

• •

Таким образом, первая основная задача для квадранта решается также 
н замкнутом виде.

В качестве примера рассмотрим случаи:
а) Горизонтальная граница полуплоскости свободна от внешних 

нагрузок, а н разрезе действует затухающее давление. В этом случае

О, Д(х)т=0. /((/) =

и формулы (24), (25) и (20) примут иид:

=։(Н = Х;<г), ?։(Н = К, (г)
•*

2 (7) = -■5֊ (гл;(г) | к, (7г) - М | л- 

••

6) На конечной части (шириной 26) горизонтальной границы по
луплоскости действует ранномерно распределенная нормальная на
грузка, симметричная относительно разреза с интенсивностью ц.

Тогда

/л»)-!՜’ "₽и 0<х<ь 
1 0 при а > 6

/г(х)-0. /(.у) = 0

и согласно формулам (24), (25) и (20) имеем

, ։ ։ 6 I г* д’ ., % 6
>, (г) = 9 1п---------------------- : (г) = 7 ֊-7֊֊֊.

г г 1 г՝ ֊р 6֊

2 Ч . . ,. 8, Г | 6 г I г5 - 6֊ 11 Л- (Т) - -- — ып\\b\- — </ ( 1п |------------------ хп(;г) —

г<!г2
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Некоторые значения напряжений (О, ;/) и перемещений и\0, у), 
вычисленные по формулам (22) и (23) для различных точек вертикаль- 

« V Анон оси полуплоскости в зависимости от а и л - —. приведены в 
а

табл. 1, 3 (случай и) и 2, 4 (случай б).

Ь (0.7/)
Таблица 7

в
,у/а\

1 2 5

0 0.0985 2.0961 0.8587
1/8 0.1020 ֊1.5142 —0.5221
1/4 0.1393 ֊1.7284 ֊0.3635
3/8 0.1761 1.6208 ֊0.2777
1/2 0.1977 1.3884 - 0.2251
5/8 0.2012 — 1.0526 0.1896
3/4 0.3138 -0.6132 0.1647
7/8 0,7432 -0.1532 0.1787

*ж(0. У)
<!

Таблица 2

1,
Ч." \

0.05 0.1 0.5 1

0 -1 —1 1.1463 1.2737
1/8 0.0187 0.1109 0.8435 0.9084
1,4 0.004« 0.0063 0.8045 1.0145
3/8 0.0118 0.0182 и.7938 1.1308
1/2 0.0179 0.0334 0.8195 1.2743
5 8 0.0252 0.0491 0.8943 1.4766
3/4 0.0359 0.0710 1.0597 1.8219
7 8 0.0571 0.1142 1 5358 2.7228

« (0, у) Е
Таблица 3

и (•>. у/| /■:
Таблица 4

«9

\ и

У \
1 2 5

аф! 0.3654 0.1097 0.0076

"4֊2 0.1812 0.1069 0.0099
«4-3 0.1377 0.0998 0.0110
«4-4 0.1282 0.0943 0.0114
а 1 5 0.1209 0.0894 0.0111
и | 6 0.1197 0.0851 0.0105
«17 0.0892 0.0822 0.0099

У \
0.5 1 2

«4-1 0,6347 1.2116 1.9796
«4"*2 0.7639 1.4748 2.4698
«4-3 0.8402 1.6312 2.7741
«4-4 0.8494 1.6554 2.8435
а—5 0.8497 1.6599 2.8753
«-|-ь 0.8699 1.7030 2.9729
«4-7 0.8833 1.7314 3.0433

Для наглядного представления закона распределения нормальных 
напряжении з։.(0, у) вне разреза и перемещений </((),//) на разрезе 
(фиг. 2, 3, 4 и 5) приведены эпюры этих величин. Следует отметить, 
что эти эпюры составлены приближенно на основании расчетов, про
изведенных только для нескольких точек оси-

Как показывают вычисления (табл. 1.2) и построенные графики 
(фиг. 2, 4). закон распределения напряжения (0. у) существенно от
личается от закона распределения соответствующего напряжения для 
полуплоскости без разреза, если разрез находится достаточно близко 
от горизонтальной границы.
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«Риг. $
Когда разрез находится достаточно далеко от горизонтальной 

границы, закон распределения этого же напряжения качественно сов
падает с законом распределения соответствующего напряжения для 
полуплоскости без разреза. Числовые результаты получены на ЭВЦМ 
„Напри“ в институте математики и механики АН АрмССР В. Шир- 
паняном.
Институт математики и механики 

АН АрмннгмоА ССР
Ерепакский политехнический кметктут

мм. К. Маркса Поступила 2 XI 19?{|
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«ւ1’11Ա1ԼՆՎեՐՋ ՀՆՎ₽ՈՎ ԿԻ111Ա։Լ1։»*-|11«Ւ:է11.Ն ՄԻ 
ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

U. մ փ ո ։|ւ ո է մ

/Zj/«/1« ։/»<//հ րում դիտտրկվոէմ Լ Հորիզոնական եզրից ■< (I յ. հեոավորութ րսհ 
կիսաանվ երջ •աքւյաձիդ ձձ/ք/> ոէնեդոդ կի ս ա Հ ա րթ nt fl յան իէնդիրր՝ Հււրիդււ 

նական եզրի վրա արված է {արո,մների վեկա որր, իսկ ւււդդաձիդ .Հեդրի ափե. 
րխւ՝ նորմա/ ճնչումրւ հնդիրր {ածված Լ ֆոէրյեի մ եթոդովւ 1Դւտ1ւդրման //M/I֊ 
ծակիցների որրշամր րերվե/ Լ «t/ոպդ. իՆաեդրա/ Հավասարման րոծմանր, 
որն իր Հերթին րերվե/ Լ ֆրեդՀո/մի երկրորդ սեոի ինտեդրա{ Հավասարման 
լուծ մ անէ

^"•/.7 /, արված, որ վերքին Հավասարում ր կարե/ի / րէէծեյ > ill ք Ո ր դ ա կ ան 
մոտավորությունների մեթոդովէ Մասնավոր դեպքում, երր Ա ’ՕՕկամ էք ՚Օ. 
րոպց Լ արված, որ սւոէսցվում են Համապատասխանարար աոանց Հեցրի կի֊ 
սաՀարթ ո»թ յան ե րաոորդ Հսւրթուք) յան Համար աոաջին եդրային իէն դիրների 
! nI ծ ո է մն երր ։

ներված Է թվային օրինակ։

A PROBLEM FOR A SEMI-PLANE WITH A VERTICAL 
SEMI-INFLNITE CRACK

V S. TONOYAN. S. A. MEl.CU.MIAN

Summary

The present paper deals with a problem of the theory of elasti
city for an isotropic semi-plane with a vertical semi-infinite crack al 
a distance ,,fl" of the horizontal boundary.

The stress vectors on the horizontal boundary of the semi-plane 
and the normal pressure on the vertical crack are specified. The pro
blem is solved by the Fourier method. The determination of the inte
gration coefficients is reduced to solving the dual integral equations 
which in their turn are reduced to solving Fredhoim's integral equation 
of the second kind.

It is shown that the last-mentioned equation enn be solved by the 
consecutive approximation method.

Particularly, when a — or a — 0, the solutions arc obtained 
to Ihe first boundary problem for the semi-plane without crack and the 
quarter-plane respectively.

A numerical example is given.
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В. А КАРПЕНКО

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ 
УПРУГОГО ШАРА

Рассматривается задача о вдавливании двух одинаковых жестких 
симметрично расположенных штампов в упругий шар. Предполагается, 
что поверхность шара вне штампов свободна от напряжений и под 
штампами касательные напряжения отсутствуют.

Впервые контактную задачу для шара в такой постановке изу
чали Б. Л. Абрамян, Н. X. Арутюнян, А. А. Баблоян |1] методом 
„парных“ рядов.

В настоящей работе задача приведена к интегральному уравнению 
первого рода относительно контактного давления. Изучены основные 
свойства ядра уравнения и указана возможная схема его приближен
ного решения при малых значениях углов 
контакта.

1. Граничные условия для рассма
триваемой задачи в сферических коорди
натах г, <р, О выражаются следующими 
соотношениями:

<1 № ”РИ

и - — (1.1)

•Д.Лв° ПРИ 0 И'2

Зг|г й 0 «ри (1-3)

В. Ф. Бондарева [2] получила в 
квадратурах решение задачи о дефор
мировании упругого шара нормальными Фиг. I.

нагрузками з (0). Решение уравнений равновесия в перемещениях имеет
следующий вид:
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+ 2 Ч ֊” и - Т Ке I + ?) 
О

Г), 7.) = — <2 (1 хсозб сока) (1.5)

Л2 (1 — х)2 -|֊ 4х$։п2 *- ,< 3

. „ _ 4х.$П>0 К1ПХ X “ ■ X г А’

к (к) — полный эллиптический интеграл первого рода. Константы Р и 
О зависят только от коэффициента Пуассона <

р=4.,з_6.? 2 / 8՜'3 12>2 ___3
I 3՜ 4:-

0 =4г- 1: . ;-Л? 2
/3 —4֊,=

2п,- (1 + 2'0 /Т3=4*=
Удовлетворяя с помощью (1.4) граничным условиям (1.1) (1.3)

получим для определения контактного давления </ ($) :(5) при
г R и 0 <՜ 0 < 3 следующее интегральное уравнение первого рода:

Чг') = 4?
2-6’ | 9 (а)/4(1, 9, а)5»пзс/7 —

1/(?)//-(1, &, а) 5։п7<Л | (1*6)

с—э

2. Преобразуем уравнение (1.6). Сделав во втором интеграле 
правой части замену переменных х = - у' и учитывая, что 
։/(7) ^(т: а), получим

з п •»
<г>) — 7 (1. \ ՛•'! /Л (1, Ч " з) 1 $։п7/?7 (2.1)

п
Полагая

7 = >/, 6«^, (/(3/) рц), г(3-.}=/(т) 
змеем

/(-)= ~7 | Р(П|Н,(Т, ;0-Л/. (1. - ?0]։։п?4<Л (2-2)

о - - 1
Илвсстмя АН Армлнехой ССР. Мсхлника. № -1
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На основании (1.4) —(1.5) можно показать, что

Տ-. Зи А/,(1, 3-, - ?/)! =

2 | т/

= 4(1 V) (2.3)

где /)—непрерывная пр.։ всех 01 функция, стремя
щаяся к нули» при 3 0.

Таким образом, уравнение (2.2) можно представить в виде

2 I 1(11 ֊Ճ 
~է ՜շ/е յ О(0П?,(2.4)

Здесь обозначено

Л (7(1 ֊ ՝/) ՛, 0(0 =р(()( 151пЗ/

Эффективные приближенные решения интегрального уравнения 
(2.4) при достаточно малых / могут быть получены с помощью мето
дон, описанных я работе [3|.

Вычисления показали, что уже при - 7 контактное давление
отличается от давления, подсчитанного по теории Герца, более, чем 
на 5%.

Поступила 2Տ X 197(1

Վ. II.. •ւ1Ա"է|1ւՆ«ւՈ

ԱՈԱՆ8ՔԱ11Ի1Ո;Տ1։1Պ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐԸ ԱՈ-1ԱԴԱԿԱՆ ԿՆԴԻ ՃԱՄԱՐ

I). մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկված Լ /./»//ու միւաս եսակ . սիմետրիկ դասավորված կոշտ դրոշմնե
րի տոսւնձդական պնդի վրա ազդման խնդիրը։ Ենթադրվէսմ է, որ դրոշմների// 
կուրս 'յնդի մակերես։ յք1ր աղատ լարու մներից, իսկ դրոշմների տակ րարա- 
կայոէմ են շոշափող լս/րոէմներր։

հ)նդիրր րերված է տոաշի}։ սեոի ինտեդրա/ .'ավասարման՝ կոնտIIIկ"Հային 
.'նշման նկատմամ ր։ II ։ ս ումն ա սիրված են Հավասարման կ՚՚րիդ/' Հիմնական 
հտտկւււք1 յուննհրր ե նշված /. նրա մոտայոր [ածման Հնարավււ/ւ ււխեմա՝ 
կոնտակտի անկյան վ՚սրր արժերների ղեէդրամ։



Осесимметричная контактная задача для упругого шара 19

AXISYMMETRIC CONTACT PROBLEN FOR AN ELASTIC BALL

V. A. KARPENKO

S u in in ary

A problem on pressing two identical rigid and symmetrically 
spaced punches in an elastic ball is considered.

The problem is reduced to an integral equation of the first kind 
with respect to contact pressure. The basic characteristics of the 
equation kernel are studied and a possible pattern for its rough solution 
with small values of contact angles is specified.
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В. X СИРУНЯН

ДВЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ТРЕЩИН В ОБЛАСТЯХ 
С КРУГОВЫМИ ГРАНИЦАМИ

Рассматриваются следующие задачи теории трещин:
1 । равномерное одностороннее растяжение бесконечной упругой 

плоскости, ослабленной круговым отверстием и имеющей две симмет
ричные трещины, не выходящие на границу кругового отверстия;

2 ) широкое кольцо, имеющее внутри длинные симметричные тре
щины и находящееся под равномерным давлением.

Сначала определяем комплексные потенциалы Н. И. Мусхелишви* 
ли [11 для упругой бесконечной плоскости, имеющей на действитель
ной оси симметричные трещины. Трещины рассматриваются как раз
рыв нормальных перемещений.

Далее находим напряжения от неизвестных разрывов перемещения 
на окружностях /?.(/< ), внутри и вне которых находятся трещины. 
Решаем плоскую задачу теории упругости, прикладывая эти напряже
ния с обратным знаком и заданную внешнюю нагрузку на границах тех 
жо областей, но не имеющих внутри трещин.

Складывая решения последней задачи с решением задачи для 
упругой бесконечной плоскости, имеющей трещины, определяем напря
жения на гранях трещин. Требуя обращения в нуль этих напряжений, 
получаем интегральные уравнения задач. Полученные интегральные 
уравнения решаются методом больших / |2].

11риведемы формулы для определения предельной нагрузки. По 
аналогичной с..еме в работе [3] была решена задача о растяжении 
кругового диска, внутри которого есть центральная трещина.

§ 1. Две симметричные трещины н плоскости с отверстием

1. Выпад интегрального уравнения. 
резкое агЬу, а.,Ь.; действительной оси ох.

Пусть Ь совокупность от՛
Будем различать верхнюю

(обозначаемую индексом -г) и нижнюю (обозначаемую знаком
стности. каждой точки /, расположенной на

Пусть на А заданы скачки смещения, то есть

окре

значения разностей

и и = 0, т»+— г» ՛-= а (О

Комплексные потенциалы уДд) и >0(г), определяющие упругое равно
весие, голоморфные во всей плоскости, разрезанной вдоль /.. и равны։ 
нулю на бесконечности, определяются формулами |1]
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- (2\ _ £_ £ Г«<1)• 1)) ։ -2 ’ '0^ «(ГП) ' / г
՝1. ՝1.

(1.1)
где 6’ модуль сдвига, /■ 3 4՝> в случае плоской деформации или

3 — Vх р в случае плоского напряженного состояния, ՝• коэффициент

Пуассона.
Дифференцируя выражения (1.1) по г. будем иметь:

Фиг I

Предположим, что функция, определяющая разрыв перемещений,
удовлетворяет условию

= *1.2 (1.3)

Интегрируя в соотношениях (1.2) по частям, с учетом условия (1.3). 
будем иметь:

!\(/)//<
/ — а-

... . .- |'р(П<Л-"Н(тЬй 
л

(1.4)

Здесь введены обозначения:

1) ՛ * (■'■֊)-1) ’ .(? (/) -= н(П.

Компоненты напряженного состояния, вызванного указанным 
выше разрывом перемещений, в прямоугольных прямолинейных и по
лярных координатах определяются из соотношений [1]

с? =и = 3? Зо = 2 | (г) -и |

(=Г ■; ֊֊2'Т?е 2[г (г. И •- (1.5)

Подставляя в последние равенства выражения для функций ?,,(г) и 
• 12), из (1.4) получим:
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•« (/)

* ֊ -у 4֊ 2/:՛.; -֊ е ** (Ч‘ >՛: - 2/^) = 2ь> (* Г11(,)г// 
՝ V г)= (1.6)

Для комбинации нормального и касательного напряжений в полярной
системе координат из формулы (1.6) получим:

На окружности радиуса /? имеем г Ае' -Аз и выражение (1.7) за
пишется и виде: •

< '-=°ПЛ? 5»՛-^ |!‘(<)</' (,-8)
Рассмотрим теперь бесконечную пластинку с круговым отвер

стием, по контуру которой действуют напряжения, обратные по знаку 
напряжениям (1.8). При помощи •՛•('.)- А'. бесконечная плоскость 
с круговым отверстием отображается на внешность единичного круга. 
Функции Мусхелишвили определяются формулами [1|:

. г 1 Х,֊г/У\ . <2|
?'(։) 2г;: ] “3- : :

X ։У_
2-Л*(1 /.

/(X /У) 
а֊ ~ 2-А(! ф-х)

где ; единичная окружность, X,՝ и У՜,, — компоненты внешних усилия 
со стороны положительной нормали, \Х. У) главный вектор внеш
них усилий. В нашем случае:

X /К. з(з’,՛ • /*՝;д

X 1У„ = и\ 0/-

д (1,10)
х ֊ , У - л 1՜ ֊! - :____ <1 '•'> ПЧ и,

• -■՝ I-
3?

X :1У ^\(Х.. 1У„)(И, 1-~
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Вычисление интегралов, входящих в формулы (1.9) с учетом (1.10) 
и соотношений

2г/ I | / -.R tz - R (tz֊ /?)-'
*

Я(Са-1) R R֊
(tt- А’)9՜ '/֊ ’ /-■(/; - л>)

1 г 1 1 /<(!-=“)
2п/ J z(t-zR) tz-R ’ и

не представляет особого труда.
Соответственно для X i) получаем

X iY = 2RDi\ А> I Т1п

гЛ

(1.11)1 1
< ֊R

X-\֊iY ~4Di | In/֊ (1.12)
՛ \ ‘ л/ 

7 1*
После подстановки (1.12), (1.11) и (1.10) и Выражение (1.9) и перехо
да к старым переменным z R- получим

(1.13)

(z) D R֊Y2t'z" ֊ R-iz R<) 2R<
t։z' (tz - R՝) t'Z3

A" (f->-—2/?-?z -/?‘) Ri('3R֊tz֊tz' R'■֊№) 
t-z3(tz—R-)- ^(tz — R-y

Л-Л’Х. 2^/ /2 А2 ,
-Лг։(Ц-г)1П(( ,֊/?Л гг(,-; и (7 Р 1п (< -г/?)) | И

Суммируя (1.13) и (1.4), найдем комплексные потенциалы для 
пластинки с круговым отверстием со свободными от усилий границами 
и указанным выше разрывом перемещений на линии Ь

с'(г) = ?1(г)^ ?;(г), (г) ֊^(^-^(г)

Подставляя последние выражения в формулы (1.5), после1 некоторых 
преобразований будем иметь на действительной оси
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-1 (х 01- [) I _ А • (х‘ 4- 2А~_) 2Л* (л- — А՛)
< ’ ] 1-х 1֊х' х (1х — R2)2

7.

2й* £» (21х ֊,$*) Аг (#*х*֊ Аг/х-АЧ
Г-х([х R՝) ' Ух Их R՜)՝ 1՝хл Их — R-}

R* (1-х- -^/-—2/^(х А") А’(х- Аг)(ЗА։/х-֊/х3-А4 №х2)
Гх*№~&)* х*(1х-&}л

(1.14)

Индекс # обозначает, что напряжение =;' (х) вызвано на оси ох разры
вом перемещений, задаваемых функцией »(/).

Пусть ^'(х)—напряжение на оси ох и пластинке с круговым от
верстием, вызванное внешними силами, приложенными в бесконечности 
и симметричными относительно этой оси. Предполагая :'‘(х) извест
ным и приравнивая сумму =* (х) "£(■>') для х на Л к нулю, получим
интегральное уравнение для определения функции ՛_•-!/)

О | А(х, 0« (/)<// 5{(х, о) О

I.
и,. х-</?х-г А'=1, 2

(1.15У

Здесь введено обозначение

9
ЛЧх, /)- ֊— А-(Х- 2А-)

/ — X
2АЧх--а2> 2 а4
х(/х А2)2 /5х(/х— R՜)

/е-(2/х /?-) _ АЧ/У-тет 2/е-7х- R*}
/-.г с/х — А')-’ /-хЧ/х R У

R' (2/х___АЧ_ А^г^^МЗА^ /хл -АГ-х- R^
/~х (1х — А")2 х՜’ (7х — А՛)3

Уравнение (1.15) представляет собой сингулярное интегральное урав
нение первого рода с ядром Коши и регулярной частью. В наше«.' 
случае оно примет вид:

— Ь о
/> । А(х, 1\:ч / • I.) АЧх. /пч/1 <а - :;(х>

и М

Функция •՝(/) удовлетворяет условию

'.•-(֊ П= ’ЧП (1.16)

После замены переменной / на /в первом интеграле с учетом 
(1.16) будем иметь
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о
О | I К{х, п К{х, - /1 I |՝(/)<А = - -;(х) (1.17)

А'(х, /) К(х. - /) «= 4 /
(֊

2/1./ ля-рх 14/гу/» 18^у 
1х"(Г’х2 — К'У

Я* (7/֊ - Юх2) - 2А’° А” (Ах‘ + 13/Ъ? 12/’х')
(х՝(1"х՛ - А” Г

2. Пример. Рассмотрим растяжение бесконечной пластинки с кру- 
Г' ?ь:м отверстием и двумя симметричными трещинами, ни выходящими 
на границы круга, равномерно распределенными нагрузками, приложен
ными на бесконечности, и перпендикулярными оси ох.
Тогда

Произведем в (1.17‘ замену переменных и введем обозначения

г* /
5, — =4, Ь- •, ?(0 И(«1 ^) = ь(^) (1-18)аал,

После этого (1.17) приме« вид

И [ ’.)| 47?(2+ ■ Л՜’)0՜19’
I

где
г«: 0 1
։՝” ։) (/-4Ь, ֊1Р : /.-Ь, - 1) ;(/<:л-1)2 "

()-;-1)<4/-‘:7.-|-/г>г71-'?^ 3)
~ = (/.«=4 - 1?

Обозначим
а

(1.19)

где
/г
а֊

Уравнение (1.19) перепишется и форме
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которое имеет решение

Ь>(;) =
Гк/ ОС: 1)

Подставляя в (1.20) значение >(',)
получим:

I (<1— л) (т. и

(С = СОП5()

и А’, (;, ?,) из (1.Ю),

(1.20)

окончательно

_______ 1_ ______ I г Р_ (• Ги/-т.)(т,-1)
Г). (<(֊:){: 1)1 4-^.1 1֊5

1

I I

՝1?{'2хЧ — 1) 1 УЧч — - 1
Р/Л-1)2 " ЦгЧ-Г)֊ !)• л-'М.(^Л И''

(»■/֊ 1)(Ф4/Л 4-/.й/2л XV-3)1 
" ,(/.4/т. 1)‘

Изменим порядок интегрирования во втором интеграле и возьмем
внутренний интеграл. Разлагая затем в ряд ядро но степеням /
ограничиваясь членами порядка > получим:

Решим (1.22) методом больших л |2|.
Разыскиваем решение уравнения (1.22) к форме

М‘х)= У. ' (1-23)
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ВЛЯЯ выражение (1.23) в уравнение (1.22) и приравнивая члены
- | . _ <1

при одинаковых степенях / . с точностью до членов порядка >■ полу
чим

Суммируя у-1', /. '|1-, / 'у՝։ и возвращаясь к старым переменным (1.18), 
неизвестной функции у-(.г) получим выражение:

а-
п | 16=-х5) (х“—аа)

и , 1 а (а՜-՛ /г) 
2/Л1

1 /°՜ аЬ а՜ (а՜ -֊- />՜՜')
\ 1‘ Р 26֊'/?

а3 (а՜
‘ )

1 а4(а2Н֊6։)
2*гН

аЬ

Р
А!)

Ь 
2^

а а՝
Т 2/-

а
2/?

1_ Ь А +
2 2а Ь ^>

,я
д-

(1.24)

62 
~ Р՜

6
а

л

интегрируя у- (х) в пределах 
= £? (6) = 0, получим:

от и до Ь и используя условия ■#(«)

Р
Ай

/'(?) Ф1 Е (<?) *Ь.. 
/•’(д) Ф. £(д)Ф։ (1.25)

где /■ (д) и Е(({) полные эллиптические интегралы первого и второго 
рода.

</ — ------, 6 = 2/ а, 21 — длина трещин.
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ф=1.. А_±/£ J__ 1\-Х_ 1 S л! ;
1 h а֊ >■֊ U'֊ и hl }* \2b 2а ' b2 26* ՛ 264 J

ф 1 Л1 h 1 V 1 /1 I 6 1 а а*\ 26" \ b a՝ и / \2а 2«՜ b ‘2b՜ 2b' ) a՝

.lai a (a2 b՛2) , ai (dJ ■- b՜)
•’ b 68/2 6И 2AV4 b/‘6-

Ф _ 1 1 a-~ b2 a (a" b2) (a2-rb:)"
1 f-b Sa 1 2W 2/Л4 365

3. Определим коэффициенты интенсивности напряжений по 
формулам

/V,, lini 2т. D I х a М Iim2“/?| b— xu(x)
r-*rt с-»6

Л1= — (1.26)«•

где к - модуль сцепления |4].
В частном случае при /? = 0 (> - сс) получаем известные формулы՛ 

этих зависимостей.

На фиг. 2 изображена зависимость между критической силой я 
длиной трещины. Кривые 1 и 2 показывают эту зависимость в начале 
трещин при разных /. При увеличении длины трещин быстро умень
шается критическая сила, при увеличении длины перемычки критичес
кая сила увеличивается. Кривая 3 показывает ту же зависимость, но в 
точке Ь. Здесь критическая сила всегда больше, чем в точке а. При 
увеличении растягивающих сил вначале разрушаются перемычки между 
отверстием и рачало.м трещин, а потом пластинка работает почти 
так же, как и пластинка, имеюшая центральную трешипу.

Для первой кривой второй и третьей ֊ 3.
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§ 2. Две симметричные трещины в круговом кольце

Определим по формуле (1.8) напряжения на окружности А3 и/? Л. 
Разлагая эти выражения как на внутренних- так и на внешних окруж
ностях в комплексные ряды, получим:

1 / / \А 2 9/I 2’(^) <2-2>

На основании |1] граничные условия запишутся так:

Фх(г) Ф» (г) — е’’՜0 | ^Ф| («) (*) I

ЭС
V Ак е'** при г = R 

— ос 
= (2-3)

У Ак при г = R /, 
— со 

и֊ - 4
Внутри кольца будем иметь: 

со ос
•։»1 (г) = .41пг Уа4гх, Ч’։ (г) = V а\ гк (2.4)

— ОО —ОС

В нашем случае

И А,>֊2Д \'֊֊֊л, Л|=0. А - /Ж- <11

}. £

А. _ ПГ (*֊1)/г* (^֊֊2)/?л-2 | и о л
1.)^ —-т~^------------------—։------- | р (/)<// при к > 3, 4,- • •

Л, -О^А11(()Л> ֊ £>/?‘ при к 2,3,-

£ £

I А> А' °-
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д;.-=о|4—ь 2. з,-՛
1 3 (А А)‘

Л-Л и>л к 1,2,...
-* 31 (/? л? (А- Л)‘-- I

Удовлетворяется условие равенства нулю главного вектора внеш
них усилий {R Л) А’ А. R=■0.

Используя готовые выражения из [1] для и. и а., получаем вы
ражения, зависящие от функции R (0- Эти выражения опущены ввиду 
громоздкости.

Комплексные потенциалы для кольца со свободной внешней и 
внутренней границей при наличии разрыва смещения на линии Ь равны:

“к г !‘(0Л

ОО
2 Н (/)<//

--ОО

Напряжение на действительной оси равно

СМ ОС

V Ла*X*-г V
— ОО — ОС

Здесь тоже, как и в £ 1, приравнивая сумму <?* (х) ’*(*) на £ нулю,•У и
получим интегральное уравнение для определения функции

О К(х, I) з''(х) О
£

(2.5)

Пусть внутри кольца действует равномерное давление и трещим 
расположены на оси ох- С учетом нечетности функции «(В уравнена 
'(2.5) принимает вид

» = I ич «м Л
х. о — А*(х, — о | н (/)<// — з;;(х)

*14 Ли .

К(х, 1)—К(х, [} ------- .. 4а0 8и.,х- 12а4х*------ ■?—/•—х- ■ х*
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4֊ 2а,', 2а х* 2а\х' --а-՜-

Здесь мы взяли первые пять членов из каждой суммы. Произведем 
замену переменных и введем обозначения

(2.6)

?■(()- !‘(/| '</) (7|), 2 характеризует расположение трещин вну
три кольца-

Интегральное уравнение (2.5) запишется так:

20П;֊Ц + К><^)|Мч><*.=֊^^ 1 Л| <2-7)
I « | Д?'- 4՜ >• -

Общеизвестной процедурой интегральное уравнение первого рода
(2.7) переведем н уравнение второго рода

1

^ = (.з * I)2 (2.8)

Изменим порядок интегрирования во втором интеграле и возьмем
I ивнутренний интеграл. Разлагая затем в ряд ядро но степеням >■

(2.9)

где
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Анализ показывает, что все остальные коэффициенты ах к 
о, (Д- --- 5), входящие под знаком суммы в ядро А'(х, /) или взаимно 

X - - Iуничтожаются, или имеют порядок выше, чем /
Рассмотрим достаточно широкое кольцо, имеющее внутри тре

щины. длина которых больше, чем внутренний диаметр кольца. При 
этих условиях И, пренебрегая членом, имеющим порядок О(^). 
можно (2.9) решать методом, разработанным в [2].

Разыскивая решение уравнения (2.9) н форме

00
•!,,(:)- V д՜ ( = )

к-О

суммируя р", / ՝*р3 и возвращаясь к старым переменным (2.6), 
получим Мл), в выражение которого входит неизвестная постоянная 
С. Ии условия плавного смыкания берегов трещин на конце 7? е — 1 
и 7? е — 1 определяем С. Окончательно имеем:

2֊£> ГI ( /? Г ֊ *'1 Р ֊ (А’ - е ֊ /)֊ I ''<Х'

Критическую силу определим по формуле:

Р֊| Л 2 | 27(3 4- г) (3 4- г —ТГ

где
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5,(2. -) = £(<?) ^֊|(2?s-: 5-Ы)Г(?)֊$(2?-гз)ВДк 

±2^թ!1|(: l)E(q) — F(q)\ О(/ Ъ

5;(?. X, 3) F(q) 1փ?ր (3 23) (1 շխ е--)К(9)֊

(2?Տ г!-1);!(3 23) 
(3 ֊֊ £— Լ)= p2s’ £0) j

3'l(l ‘l^-r^F(4։-^ + z lf£(g)| OU՜4)

2 J 3 4 £q — —j---- ------^-; /'(</) и E (q) полные эллиптические интегралы пер-'T S Т 1
noro и второго рода. 1<^<J—/ —иолудлина трещины; е—рас
стояние от внутреннего отверстия до середины трещины.

Ростовский государственный
унинерститет Поступила 23 IX 1970

Վ. I». ՍԻՐՈԻՆՅԱՆ
ՃԱՔԻՐԻ Տհ1111ԻՐ-ՅԱՆ bl’Mlb ԽՆԴԻՐ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ԵԶՐԵՐՈՎ ՏԻՐՈՒՅԹՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐԱ. մ ւ|։ ո ։[։ ւ> ։ ։f

Դիտարկվում են հ ետևյալ խնդիրները՝
1} V/ ր ջ ՛ան ա յին ան y բ էէ </ թու/արված, ներսամ սիմ ետ ր/։ .1/ ճարեր ւււնե։րւ1{ 

սւնվեր« աոաձղական հարթանան ձգումը ճաքերի տարածման էէւղզահարսր 
ուղղությամբ հավասարաչափ բաշխված ումերով, երբ ճարերր դուրս շեն գա

ւի։։ տիրույթի եղրերր,
2) ’ներսոէմ սիմեսւյւիկ .Հաբեր ունեցող օղակը հավասարաչափ ճնշման 

տակ։
երկու խնդիրն /,'/ բերվում են ճարերի եգրերի անհայտ ւոեղաւիոկության 

ււձտնղյսւյի նկատմամբ աոաջին ոեոի սինդույյար ինտեգրալ հավասարման։ 
՝Հյգ '.ավւոէւարումների ա ս ի մ ։ղ ա ո տ իկ լուծումները փնտրվում են էէմեծ I- ների 
եղանակով, որը համապատասխանում Լ այնպիսի ճաքերին, ւէրոնր համեմա- 
տաըւսր հեոու են գտնվում սւիրույթի եգրերիր։

Դուրս են բերվաձ բանաձևեր ճաքերի ծայրերում լարման կոնւյենտրագի- 
տյի գորձակիրների համար: Առաջին խնդրի համար բերված է գրաֆիկական 
աւէնշությտն կրիտիկական ում ի և երկրաշաւիական պ ա ր ամ ե տ բների միջև: 

ձ Иэ1..1_։д|1 АН Армянской ССР, Механика, № 4
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ON TWO PROBLEMS OF THE THEORY OF CRACKS 
IN DOMAINS WITH CIRCULAR BOUNDARIES

V. Kh. S1RUNIAN

S u m m a г у

The article deals with two problems on:
1. Uniform one-axial tension of an infinite elastic plane, weakened 

by a circular opening and by two symmetrical cracks not reaching the 
boundary of the circular opening;

2. A ring under uniform pressure with symmetrical cracks inside it.
Both problems are reduced to singular integral equations of the 

first kind with respect to the derivative of the unknown function of 
crack bank displacements.
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А. М. СИМОНЯН

О ПЛОСКОЙ ТЕМПЕРАТУРНОЙ ЗАДАЧЕ 
НЕОДНОРОДНЫХ СОСТАВНЫХ ПОЛОС

Исследованию ряда задач неоднородных линейно-упругих изотроп
ных тел посвящены работы |1 —7 и др.]

В настоящей статье в условиях плоской деформации исследуется 
равновесие двух склеенных экспоненциально-неоднородных по длине 
бесконечных полос, находящихся в тепловом потоке, под действием 
взаимно уравновешивающих нагрузок на ограниченном участке сторон.

Задача эта в первом приближении позволяет оценить перерас
пределение напряжений в нагруженных составных полосах, вызванное 
действием теплового потока, порождающего неоднородность материала.

Предполагается, что полосы имеют одни и те же показатели не
однородности к коэффициенты Пуассона и линейного расширения, а 
процесс склеивания их происходил при некоторой постоянной темпе
ратуре и при отсутствии нагрузок; последнее допущение необходимо 
для принятия гипотезы о естественном состоянии тела для составной 
полосы.

Для решения поставленной задачи определяется решение для 
каждой отдельно взятой неоднородной полосы и удовлетворяются ус
ловия сопряжения на линии их склеивания.

1. Рассмотрим задачу об одной неоднородной полосе. Пусть 
коэффициент Пуассона ՝/, коэффициент теплопроводности к и коэффи
циент линейного теплового расширения а постоянны, и неоднородность 
материала определяется изменением модуля упругости Е в одном на
правлении Е = . Будем полагать, кроме того, что поле темпе
ратур Т(х, у, () в каждый момент времени удовлетворяет условию

т ■ где 7 — теплоемкость, {> — плотность

материала. Условие это удовлетворяется, например, для случая дей
ствия мгновенного источника тепла или движущегося точечного источ
ника тепла при наличии теплоотдачи на краях полосы [8]; оно три
виально удовлетворяется при стационарном тепловом режиме.

Принимая, что материал находится в состоянии плоской дефор
мации. а также учитывая условие теплопроводности, запишем уравне
ние сплошности для функции Эйри © (х, ;/):

д'г а'? д*(о / X ,
()у4 дх4 Охгду* ’ \ (1у* дх~ду )
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/д£*______ ՝• д"? \ _ лЕ дТ
\ 1 — > дхг ) ֊ 1 — V к (Н

Решение (1.1) будем искать в виде интеграла Фурье

?(х, //) = Ф(х, ;)е'> '</;

(1.1)

(1.2)

Тогда из (1.1) получим

ф1У՜ | Г^7+25(г м =-0֊М:Ф ֊֊Ь* П-3)

где производные взяты по переменной х, а

/.(*, 5) = 25Г РП<£"՛ 
— *е

Решение (1.3) имеет вид

Ф(Х, О = Фо(.г. О И1’։(х, О (1.4)

где '1>0 соответствует случаю отсутствия действия температуры, а
Ф։ частное решение (1.3). Легко видеть, что при 6 7= О

Ф0(х, ;)= (1.5)
п--1

где кп (с) — произвольные комплексные функции, а

= И = 1,2, з, 4 (1.6)

Здесь принято

40- ±1 ==֊]/'|/|у+^+Л(с) г֊Н?С) 6;Г->֊--г-А(:)

240

причем значения и определяются комбинированием знаков в вы
шеприведенных выражениях о(^) и 7 (՝)•

Для определения Ф։ (х, с) можно, например, осуществить преоб
разования по переменной х
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ф,(.г. =)=• 0.7)
V —

Подставляя (1.7) в (1.3), получим

■ 5(’’ “ гЧ ֊2« ֊265 (■,= -= V)/ (1՛8՝

Используя соотношения Эйри. получим нижеследующие выражения для 
напряжений и перемещений с точностью до жесткого смещения

7, ।
о (-V. у) ; 5 е:'։> '' (с)со5&„(х, у, ;)

Ь (?) 5։п0„ (х, у, :) '

^(х,у) = I 21 е ՝■"' " рп(;)-4л(0 МН Д. (;)1 со5гл.(х, ։/, П 
V <|= ։

-|МШ) м֊)7МПк5пМл-, </, 0)</=

\ 4
г (х, у) | 21 е7,֊: '■'՝ ! 1ь (?) % (?) — (:) Тп (:) 1 в»пгЛ. (х, у, ;) 

V I

- Рл(-;)ч(;) МНМ-) I созМх, .у, ;) </:

1 7 ' :2л?/.<•>*
цу) ]!(1

I/) 
(7х^у

(1.9)

• < (?) ’?« (И | СО5&„ (л՛, г/, :) |ч, (:) /„ (:) — ;Л (с) (;) | $т0„ (х, у, с)!

*
V е:"՝'!‘ 5 [*.л (О'» (И — г. (:) 1‘л (:) I созОя (х, у, ;) - |ол (;) >„ (;)

•.'« (?) !1п (?) | »Л (х, у, :) } | (П

+ ш (-1 :¥)
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- (1 -г | зГ(х, у) с/х

■;в
4

<• (*,//) - [и |А'*(:) | и„(:)со»&„(х, I/, ;)

/< (:) $н։г/ч (л. у. ;) | |6?ч Г;) (?) | |Д„ (;՝ ?»»пОл (х, у, ;) -|-

В„ (:) СО$0М (х, у. ;) | с”

4
•<г V ;/> |/« (:)со$бА (л, у, ?) р. (?) $1пбя (х, у. ;) | 

л- 1

| :. ['„(;) мпО„(л-, у, ;) р. (;|со5^(х, у, ;)| ег”( ' 1 •£?֊-?

у -.41 .:и,(,
— ■» — •»

<«• V»
4 (1 ֊*) ( «Г(х, у\<1у

где принято

А„(:.) /?„(:), 'я (X. у, :) ~ Х< (:) — уг

Г,(х. у) — ( ф։(х, 
*֊ «> 

а Ап и В,, определяются по формулам

л. ֊у- г-А.. 5. =-6; 4-3.

где Л„ и берутся соответственными индексу
Таким образом, задача свелась к определению восьми функцй! 

> «(։) и ]Ч. (?) из соответствующих краевых условий.
Полагая, что рассматриваемая полоса ограничена прямыми х 0 и 

х а и на сторонах се заданы краевые условия в напряжениях 
//)» 3» (а, ,у). *.у(0, у}, *։у։а, //), причем существуют соответ-

стмуютие им несобственные интегралы ^|: (0,;;) <1у՝-- и т. д., для 

«* V
определения функций *,(;) и |» , (?) путем обратного преобразован»! 
и 1-м и 3-м уравнениях »истемы (1.9) получим нижеследующую систе
му алгебраических линейных уравнений:
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4 "
2 М’)----- | 3. (0, у) соьуЫу ИеФ։(0, :)

■•в

4 •
'Л.(:)= 9\ | Л (0, у)&\пу-(1у — ]шФ։ (0, ;) 

и-։ **'” Лм> м.

4
У, Р». в) СО5%, (;) Л 1Ъ, (5)31ПО„ (;)Л) е'"‘ ''' 
л*- I

~ тА՛.- I *. (Л, у) созу:<1у ИеФ։(Л, :)

I
ч' рл (;) з’шч, (;) А п„ (?) со5'՝п (;/ Л| е'"‘:,Л =

М=1

'■(Ь. у) ]гпФ։(А, :)

п-֊ 1

1
2֊;

ПО

I -։у(0, у)$‘ту':(1у КеФ1ж (х, :»], .

•»
^,[%(:Ь.в(;)-֊7я(')М:)| =
м-1

(0. у) соъу;с1у ]тФ’и(.г, ;)՛• ■՛ (1.10)

V е:"'Л К (■;)'»(=) ;«(-) ։1/- (О I сое*,, (с) Л

|-;и(;)/,.( = ) <. (;) 'Лл (с) | .Ч1пч. (:)Л

-
- ~ 2-:՜՜ \ ’хЭ(Л, у) созу’̂ у ]тФь(х, :)Р֊Л

.4’
еЪ1՝ А 1 Гн. (О 1 ՛< (?) — г>« (?)“«(։) | совч, (;) Л 

л —!

|3Л 7Я(:) «„ (2) ] (:) А }
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---------//) sin ։/:</;;-r-Re'I'lt (x. :)|X-A

2. Перейдем к рассмотрению двух полос, склеенных вдоль одной: 
из сторон (фиг. 1

X

Фиг. 1

Положим, что показатели неоднородности их совпадают Е
Е (у) у. Задача сопряжения сводится к выполнению нижеследующих, 

условий:
=: (о. //) = ч (о. у), -;7 (0. у) = (о. //),

и (0, у) = — и (0, у), V (0, у) V (0, у).

Записывая эти условия в комплексной форме, осуществляя преобразо
вания Фурье и приравнивая соответственно действительные и мнимые 
части, получим нижеследующие 8 уравнений:

V ММ ММ1 ֊МФ, (0, ;) ФГ(0, В)]

\ К (•) —’V <;) | ,|։п |<Ь (0, ;) Ф. (0, ;)1
л՛— 1

2 (5՝ 7,7(=)'„ ОН-(=>н
л— I

= Ке 1 |Ф. (А ։) ФГ(Х, ОГЛ .

jm пф, (л, а- ф, (х,

: -t- v'(0 |:՛

4
v ММММ1 (:)/,. (M --
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= 2֊ Ке ( (Гг О/) - ? Г ։“ (//) | е 4у 
—

I ? ^{77йЬ^тть.0)п-0)-4.(0<..<п|

~ 7?<՜ '<’(:) 1'/' (:Р" 1 |

.л- 1 
••

= 9^т (2.1)

—- •«

л - 1

֊ ,(1 V) I (6Д„ (О +- ;В; (•)) (;) (:Л; (;) ֊ ЬБ֊(։)) и, (•)]

X?* |Л\7 (;) (О I — ]- (с) | } =

••
Ь^~ Йе 1՜ 1Л (у)-рЛ- (</) | е ’!Ч/

V !(1 -Я1 (ЬВ„ (•:)-:• А„ (■> |;„(:) (ЬА,; (?) 1 -
И- I

;.(1 Х)|(6Л7(:) :Л;(;М/;(;)֊Н6Л;(;) -■й;(;))н. (:)1

•/Г |6а( (;) ии (;1 | V/;-' |6н; (:) — ;>֊(;) | ! =

= -- 2, • - ] 41 р Б. I.У) — 7 (?/) | е-(1у

— •* 
где

1՛ (* 1 1 .Д _ ./2
К Л(.у)= ---—/е’=‘>(С. ;)Л

1 р; -՜11 ։)</’-
— •• — *г

Добавляя к (2.1) 3-е, 4-е. 7-е и 8-е уравнения системы (1.10), ври 
менепные к верхней полосе для Л՜ Ь} и к нижней полосе для Л՜ ~Ь..
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Фн1 5
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получим систему из 16 линейных алгебраических уравнений относи
тельно ;հ (■), /.;(;) и <Հ7(;).

3. Рассмотрим численный пример.
Пусть составная полоса сжимается двумя сосредоточенными си

лами Р (фиг. 2) и подвергается действию точечного источника тепла. 
Предполагается, что составная полоса теплоизолирована сверху (при 
л Л), а снизу (л /?) сообщается со средой с теми же тепловыми 
свойствами.

Эпюры напряжении и перемещения на линии х = 0, показанные 
нч фиг. 3 5, определены при нижеследующих данных:

Р 1 кг, /г — 1 см, ? — 2, 6 1 см ч — 0.3

’ ֊ 12՛ 10՜'' Լ- - 0.008 ккал час см град, а՛ ՜ 0.08 ккал час см.

Численное решение системы линейных 16 уравнений проведено 
на машине „Наири".

Иконгут математик։։ и механики
АН Армянской ССР Поступила 30 IX 1969

Ա. 1Г. 111«Մ|1Ն311.Ն

11.К11.1Г11.111ИЬ ՐԱ'1.ԱԴՐՅԱ1. ՇԱՐՏԻՐԻ Հ11.1'Ւ ՋԱՐՄԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ 11Ա11ԻՆ

II. ւ1* փ и փ ո ւ մ

11.քխսւ41ան բոէ մ գիտ արկվ ո։ մ Լ у ե ր մ ա յին հոռրի մեք գտնվող և վ երքավոր 
տիրույթում բեռնավորված կրագոնենցիայ-անհամ  տսեէւութ յան ունեցող բա֊ 
էրււգրյսւլ շ եր սէերի հավաս արա կ չ ո т թյ ո ւնր ։

ներկա յտցնե/ով էյրիի ֆունկցիան ֆուրյեի ին էոեգրալի աեսրսվ, իւնղիրր 
րերվոէմ Լ ինտեգրման գործակիցների Նկատմամբ 1 (> գծային հանրահաշվա
կան հպվաոարումների սիստեմի լուծմանրէ

Բերված / թվային օրինակ՛

ON THE PLANE TEMPERATURE PROBLEM OF 
NON-UNIFORM RESULTANT BELTS

A. M. SIMONIAN

S u nj m a r y

The equilibrium of resultant exponentially non-uniform infinite 
belts under the influence of thermal flow and load on the limited 
areas cf their sides has been investigated in this paper.
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By means of the representation of the Airy Function in the form 
of the Fourier integral, the problem has been reduced to the solution 
of lo-linear algebraic equations of relative arbitrary functions of inte
gration.

A numerical example has been given.
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Р. К. АЛЕКСАНЯН

ТЕРМОУПРУГИЕ НАПРЯЖЕНИЯ СОСТАВНОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ

Задачу теории упругости для кусочно-однородных тел рассматри
вали Н. И. Мусхёлишвили, Д. И- Шерман, С. Г. Михлин, Г. Н. Са
нин и Н. П. Флейшман, М. И. Шереметьев, Д. В. Вайнберг и дру
гие. Г. П. Черепанов |1] решил плоскую задачу неоднородной беско
нечной пластинки с разрезами вдоль прямолинейной и круговой кон
тактной линии. Позднее эта задача рассмотрена другими авторами. 
Втлъямс исследовал особенности напряжений около края трещины н 
плоской задаче теории упругости составных тел [2 -3]. В работе 
Д. Бодли [4| рассмотрена первая основная задача теории упругости 
для плоской деформации и плоского напряженного состояния двух 
прямоугольных упругих клинои с различными упругими постоянными, 
соединенных по граням. Полученная граничная задача для функции 
напряжений решена с помощью преобразования Меллина.

В настоящей работе рассматривается задача термоупругости для 
: плоской деформации полуплоскости, составленной из двух четверть- 
•плоскостей с различными теплофизическими и упругими характеристи
кам? материалов. Четверть-плоскости соединены между собой вдоль 
общей границы при некоторой температуре. Полуплоскость подвер
гается стационарному температурному воздействию.

1 Составную полуплоскость отнесем к полярной системе коор
динат (фиг. 1). Плоская задача термоупругости приводится к интегри
рованию уравнений равновесия [5]

к условий непрерывности 
такта -г =• О

<?з<0 ^-(л

(1

(/ = 1,2)

и условий совместности деформаций 
д(4п + 4'’) о (1 = 1,2) (1.2)

с граничными условиями
-'«) = 0. 0*? I _ ’ г- 

напряжёяий и перемещений на линии кон-
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4"1 42>1 , 
1т=-о Я. = ’-!

/пр!" -(1 т,)5՝,"1 =1»[т„4г>—(1 — т ._.) А՜’] + Л/7^

0Г

А.«1’О.(П д^г О3:■ 2з^. "Ъ -г (1 ֊ !Щ) ——
-О дг 4-

дТ. (1.4)

где условия непрерывности перемещений и;, V/ (/ — 1, 2) на линии

контакта ? = 0 заменены [6, 7] условиями непрерывности —• 
дг дг

1, 2) соответственно.
Здесь введены следующие обозначения:

(/ 1, 2), в.
Л
Л.

(1.5)
М ֊֊֊ 2Ц (а.»(1 72) 7.Д (1 — ?։)], Л՛ = 26’,р.։Т| (1 7։) — а,, (1 - •<.)|

где , (}։-, <7(7 — 1, 2) — коэффициенты Пуассона, модули сдвига и 
коэффициенты теплопроводности материалов в областях I и 11.

Предполагается, что напряжения з'б, (/ = 1։ 2) при г

имеют порядок г а при г 0 — г՜ (0<^з<^1).
Применяя к уравнениям 

будем иметь
(1.1) —(1.4) преобразование Мел лила.

4-

-2^’

В 2р

Д’

Д"
<Л (1-6)

</■

= о, 
2

~п)

О,

т֊-- л
1(п1«'ге 1?-о

0 ? |/«2^ ՛—(1 — ли..)

ИИ
Я .1/7

(1.7)

<?з(гп
ли։ ֊^—-г (1 —/«>)

т֊~(1- “ ,п-'

г- Л

<Л ^ — 11

пц - 1 — •*,-

“ '՛

՛ — (1 •- тл

;(1֊/п..)#

И о

О

О

р | 2г
ч

и
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где введено обозначение

/(?,₽) = [/(г. г) гЧг (1.8)

О

Сходимость интегралов типа (1.8) обеспечивается, если параметр 
Р меняется в полосе

1 -Н<Кер<0 (А)

Общее решение уравнений (1.6) имеет вид [8] 

- • Д С05 (р 4-1 со$ (/> - 1) ? + С,-$։п (р 4-1) 7 4 Д в։п (р 1)?

;со .2_____ 1 1 (1-9’

р р — 1 4^՜ г' р— 1 </<?

Для решения плоской задачи термоупругости составных тел при 
стационарном тепловом воздействии, как это видно из уравнений 
(1.1) (1.4), достаточно иметь только распределение температуры и ее 
нормальной производной на контактной поверхности.

Входящие н (1.7) Г.| и г/ Т.
</? -

определяются решениями со-

ответствую^их задач теплопроводности для составной полуплоскости.
Решение стационарной задачи теплопроводности дляТсоставной по

луплоскости с температурными граничными и контактными условиями

Л

2

)7՝о г
I 0 г

(Г, 
1 о

1
1

<1

>1

7\{г. 0) ֊ Г (г. 0). — I~ к

Л’.ТКО можно получить с помощью преобразования Меллина

7'0соз (р 4 1) ? 7՜ - — 7*0СО8 0*՜!-

(рЧ- 1) (р ■ 1)

На линии контакта имеем

?=Ч 1(-Ч ,=
(р • 1)8’тР^

(1.10)

Удовлетворяя граничным и контактным условиям (1.7), с помощью 
(1.9) и (1.10) для неопределенных коэффициентов А,, В;, С/, Г), 
(/-1,2) получаем неоднородную систему линейных алгебраических 
уравнений
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.4 ։ «3' 4՜ В у 8 4- С, С — /?։ С = О

Агр С Вур С — Сур 8 ; /Уур~8 —- О

А28 4 В25 С,С 4֊ 1\С = О

А^р С В2р~С — С.<р 8 + [Хр~8 О

А, 4- В. Д3- Д.= О (1.11)

Сур՛ -г 1^\Р —С.^р՜ И֊р՜ о

Л։(4/П] р ) Вур А ,р (4/м.. 4- р }В.."-р = — 1^1—
р-8

Су \4nty — р~) — [)՝р~ С.у(1 (4/71. р ) ;• О..\։-р = О

где приняты обозначения

Р' р~\. р =р-У, Рг՝ п соя — = С
2

• с я п — == э ;
2

Для А,-, В/, С,-. /Л (/ 1, 2) из (1.11) получим

■■И Л) Р а<
2р 5 А ’

МУ» р з'трг.а
4р 5 А

М Го Ь< >.■------------—
2р 8 А

М7՝(| Я1П р~(1;
(1.12)

где

«1 = (I1 — 1) (р -г 5г) {р: 8՝) — 2п (р‘ 8А }1/п2 51гг рг.

Ь.. р+(п 1)(/7 8‘){р' В2) 2п(р со$р-)(р- 8՝) I- р -\чп <\П-рг.

сх —(։*-!) (р՜ — 5’) 4- 4р/п, (р — 52)

(1Х- р (Н — 1) (р2 8՝) — 4пт ,рС- г 4/7?։ (рг - №)

а2— («< — 1) (р ֊4 5՜) (р՝ 8 } — 2т? (р՜ 8‘) — ту я»п-' р'

Ь2 р ('л !)(/> 52) (р- 5?)

2п{р со& р~) (р- 8*} р ту 5Н1'р՜ (1.13)

се (? 1)(р; $'՛) 4гпу (р 5՛)

(1л = р (11 1)(р? 5::) 4'//п2(р-- 8՜՝) — АтурС՜

д = 4;ч771/пл я։п2 р՜ (р: - 8՝) [4л- (? — 1) (р* — 5՝) 45՜' (п 11 л|
<М О-14)

Здесь

л т. — !1/т?2
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В случае, когда упругие свойства материалов в областях 1 и П 
аковы, то есть р - 1, /п, — а коэффициенты линейных тел-
х расширений различны «2. выражения (1.5), (1.13) и (1.14)

<0 = 02 nisin՜/?՜, 6] = 6с р т sin՜/;՜

ci с> =4 т(р №), d\ ~d> = 4m(/;C'~ р~ №) (1.15)

| Д' = 4nr sin ' p~, M' = 2G’( 1 4* ՝*) (as — a։)

Подставляя (1.12) в (1.9), для преобразованных напряжений по- 
»учим следующие выражения:

(*') .^^0 Гп . •
t՝r\ = ---------— [2п,-р sinp а 26,-sin р -

4р SA

— (d р cos /> ® d,- cos ) sin рг. |

=7' =-------~"?Н• |2а,-/>՜ cosp г 26,-cos/; т —
4/; 5Д

sinp“(c, p sin р 9 — di sin p 9)] (1.16)

4” ——[2«, {p 3) cos p 9 26/.cosp 9 - -
4p+5-\

- ci{p ■ 3) sin p~ sin p о di sin pv. sin p 9] (.' 1,2)

Напряжения в областях 1 и 11 получаются с помощью формул 
абращеяия Медлина |8]

o(') = _Li 7'>r (/==!, 2) (].17>
2"/,,

<4»

где за путь интегрирования (Д) можно принять прямую,, параллельную 
ими,мой оси комплексной переменной р и находящуюся внутри по
лосы (А) правее первого полюса подынтегральной функции.

2. Рассмотрим поведение напряжений на линии контакта при 
LB*O. Из (1.16) и (1.17) получим

МП Г./-^1--՜'՛՜՛ dp
Sr.i J р -5Д 

(Д>

■->՛ — з'-’] — | /•-•(/у)г ''՜՝ j
' Ко i Ь-о 4~i J р

(4)

(2.1)

g/tp'ir՜" ' , 
—7-5՜'^ (i- 1,2)

где
1И»«се:нн AU Армянском СС?. Механика, № 4
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/։(р) = (с։р* /2{р} а}р' -6,

Я{(р> й,(р4-3) 6/ (7=1.2)

Как видно из формул (1.13) и (1.14), подынтегральные функ) 
в (2.1) являются мероморфными функциями от р\ полюсам этих функ
ций, определяющимся корнями трансцендентного уравнения Д—О, 
расположенными в полосе (А) и имеющими наибольшую действита
ную часть при различных конкретных комбинациях значений упруг» 
констант, соответствуют различные порядки особенности напряжен։։ 
Значения корней с наибольшей действительной частью для некот՛
рых комбинаций значений и, ?։, приведены в табл. 1.

Для вычисления интегралов (2.1) при г<4 контур интсгрир։

вйния (Л) дополним дугой окружности з-
—- и при

меним теорему о вычетах

Л~1

2~7 гее
(Рл)

1^-1
| р ЛД | лр Л’Д

(2.2)

Интеграл по дуге Су при R стремится к нулю в силу ле: 
Жордана |9].

Из (2.1) и (2.2) для напряжений получим выражения

МТ(1 ч,
— 2ге5

<₽*)

/.1рЬ ■- • 
р 5Д

/с(р)г <’-»

МТй X’ 
7՛ ---------- 2 > гее

2 <Р*)

&(Р> г”*“1

Р 5Д
(7 1,2)

(2.3)

0<г<1

2 М

где /у. полюсы подынтегральных <|>ункций в (2.1), имеющие отрип 
тельные действительные части. Очевидно, что ряды в (2.3) сходятс 

Рассмотрим частный случаи р-== 1, Из (1.15) и (1.1
для напряжений на линии контакта — 0 получим

=</■ =0, ՝<!р (2.
8-7/п р՜ 5 з1п р- 

(А)

М՛ 

\r.hn
՛' —-^1,р 

Р 5։п-^՜
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ГДе

В этом случае подынтегральные функции не имеют полюсов н 
I волосе 1 <Иер<^0, поэтому за путь интегрирования (Д) можно 

взять а той же полосе любую прямую, параллельную мнимой оси.
Вычислим напряжения (2.4) при 0<^г<^1. С помощью теоремы 

о вычетах для интегралов в (2.4) получим

I ?1(г» Р^(1Р = ‘2՜’
(4)

> гез ге5?<(г,р)

(2.5)
?2 (•', Р) (1Р " 2՜/ V гез'^2 (г, />), 0<г 1

• Гд)

?1(г, р)=._?рг-1
, 1\ ■ . р~<р 4- 1 ) $1П р՜ ЯШ - - 

2

'?2 (г, р) =------------------- --
(р •- 1)

'2к (к 1,2,..,) — полюсы функции ?! (г, р)
первого и второго порядка соответственно, р{>- - 1, />. = 2к 
11-1,2,...) - полюсы второго порядка функции ?2(г, р).

После некоторых вычислений из (2.5) и (2.4) получим

+А у (=2)
(2к

о

Суммируя ряды в (2.6),

310 ЛГ71.1
“т

со
2к

~т 1 .

.ч-։
-г1^

м։ гс.
1 —

~т

имеем

1 1

֊(֊ 1я г агс(£ г \

՝2т

1) (1 к 1п г)

( Р г 
2к- 1

1

(2.6)

0<г <1

. 1___ г՜) 1п г
(1 г7)7՜

—агс1$(г)> О

Аналогичные выражения получаются и при г 1, но, если 
Денис напряжений в окрестности точки г — О выяснено, удобно

(2.7)

лове-
инте-

■трал /։(г) принести к вещественной форме. Перенося путь интегри-
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рования на мнимую ось {р /'). после некоторых преобразований։?^ 
лучим

со
I (5Ь: > Исо.$ (' 1п г) ֊ ! 81П (> 1п г)|

м՛ т0 1 \ 2 /____________________________

2’1тг>| (1 + Л։)։Ь>.= ։Ь —

<>

В табл. 1 приведены значения корней уравнения А Ос наибом 
шей действительной частью для некоторых комбинаций значений 1>, 

V...

Р1 — 0.832 0.934 —1.014 -1.015 ֊1.005 -0.957 -0.7М)

0.24 уа~о.3б

Р։ —©.806 -0.912 -1.006 1.005 0.978 -0.957 -0.7ЙГ

•ч 0.32 , ?, 0.36

Р։ -0.762 •0.882 1.001 ֊ 1.001 —0.998 —0.968 -0.814

а 0.34 >։^о.2б

р» 0.752 -0.882 —1.003 -1.003 -1.001 -0.974 -0.82$

0.28 ^=0.32

Р1 0.782 0.900 —1.001 -1 -0.995 -0.960 -о.???;

>3 0.3

Р։ 0.772 0.893 ֊■ -0.996 -0.996 -0.962 -o.su'

Как видно из формул (2.3) и табл. 1, н рассмотренных случи 
напряжения при г 0 имеют особенность порядка ։1—1 и являютЯ 
монотонными функциями, стремящимися к бесконечности при г -О 
Из общих формул обращения (1.17) следует, что этот вывод •••ср։ 

при любом значении ъ в интервале ( —» --

В частном случае у 1, V, -= ՝><, напряжения (2.4) или (2.7) щ 
имею՛։ особенности при г - 0, что совпадает с результатом, получа 
ным в [10]: особенности напряжений в задаче термоупругости соси» 
кого тела существуют, если они существуют в соответствующей пер 
вой основной задаче теории упругости.
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f'tm! էսնւ/ւաիրւխ քհրմային ղաշտի աղղեւյոէթ/ան տակ։
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|ntpntifVI>p/i վարրր lijm/ւերի dftwgJտն ifA/i ե iiiifutm եէքրերյւ innmimii կեէոի 
քրրսկայրւէւմէ Լարւււմների .ամար uuiաyվս<Ժ Լ I կարւքքւ

Pl'P A ՜յ՜ 0 սւրաՆսէքեՆքքեՆտ հավասարմաե —1 . Rcp ՜70 երտ"։ d
ւրէւնւ1։ւրք և ամենամեծ իրական մաս a։\։Lyut( արմ ատն Լէ Աոաձցա կան Հաււ- 
ասյս-.ւււննհրի սրոյ արմ երներ/’ քքեսքրաւ! րերված են ր.-ի արժերնևրր։

THE THERMOELASTICITY PROBLEM FOR A COMPOSITE 
HALF-PLANE

R. K. ALEX ANIAN

Summary

The problem of plane deformation (or a composite half-plane, free 
born any effeef of external forces and restrictions, under the action of 
a static thermal field is considered. The half-plane is composed of two 

[ quadrants, which have different elastic and thermal properties.
The problem is solved with the aid of Mellin’s transformation. The 

behavlour of the stresses near the point of intersectio։։ of the contact 
line of quadrants with the free border of the half-plane is investigated. 

I The singularity of the order 7։ 1 for the stresses Is obtained where 
7։“Ke/)։. p։ is the root of the equation A 0 which has a maxiiiinm 

| real part In the strip 1 ֊?- <CRep 0. For some magnitudes of the 
| elastic constants the values of p, are given.
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|
А. С ХАЧИКЯН

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ 
ПРЯМОУГОЛЬНИКА С ТОНКОСТЕННЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

Рассматривается плоская задача теории упругости для прямо- 
Кугольннка с симметричным тонкостенным включением, подвергнутого 

действий) симметричной внешней нагрузки. Решение этой задачи 
приводится к квази-вполне регулярной бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений.

Задачи определения напряженного состояния плоскости и полу
плоскости с неограниченными стрингерами впервые были рассмотрены 
Меланом [1|. В работах [2 8] исследованы различные задачи для 

Енеогранййенных областей с тонкостенными включениями и накладками 
конечной или бесконечной длины.

1. Рассмотрим прямоугольник / -< х I, Ь г/ /> с тонко
стенным включением длиной 2о, расположенным на осн абсцисс сим
метрично относительно начала координат. I1усть включение растяги
вается приложенными на его концах равными и противоположно на
правленными силами величиною 2Р каждая и пусть внешняя нагрузка 

;ни кромках прямоугольника симметрична относительно обеих осей 
координат. Примем, для простоты, что на кромках прямоугольника 

№ касательные напряжения равны нулю.
В силу симметрии можно рассматривать только четверть прямо

угольника (фиг. 1).

На границе рассматриваемой области, согласно условиям задачи 
и [9], имеем условия

~г-*  (Х-/ ~ lv-ь ~ U Ь--0 “ V |V-<. — О (1Д)

Л
в*\|,-г  = /։ (ÿ>- 4\/4COS%V (1-2)

à-i
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00
/4(х) — ^а;С08 7А-Х

2 к(-1

~т9{ 0 при а<х\/
1у -О

11.3)

(1.4),

Ей'+ $7’ = 0 при 0<Сх<^а, у — 0 (1.5)

где /,(</) и Л(х) заданные функции;
и перемещения; Е, ч модуль упругости 

?уу, ~-՝у> г’ напряжен։« 
и коэффициент Пуасс՛՛;.

материала прямоугольника;

£(1 —•<„.) £֊ к-
Е„ТГ ՛ ^=Т՛ = Т

2Л толщина включения; '2 Г натяжение включения

•I
Т Р I ~х-,их

(1.6)

(1.7)

Напряжения и перемещения выражаются через функцию напря
жений Эйри формулами

_ ^г<|> - _ _ д՝<\>
~ 7’ — ~7։ ~г'< ~
Оу- Ох՝ Охиу

с Го^Ф ? д-Ф оФ
Ей | —- (1х ч ------ , /;т- = .------------у-------

.Оу" Ох Ох՝ Оу

Представим функцию напряжении к виде

Ф(х. ։/) У[.4;сЬг*у/  : Вк^^-у >к у -

ОО
/Л бЬ 7к //)] соя 4.1- х \ | Ек- еЬ .< 1'\ ьИ 3;-х

к- 1

֊г /кх (Сд- сЬ /д- л А/д- $ И ,'дл-) | со» /д у /1 л՜՜ у • (1,91

Удовлетворяя условиям (1.1), получим

Га ֊ Сд - О, (1 +ч}Вк- (1 ->)С*

/:а = //а(1 + Ыс<ЬМ (1.19)

(Дд- /Л) ЛЬ (/Л Са) сЬ хдб 7-кЬ ( С к 811 7кЬ -Г /Л сЬ 7р}) = о 

Условия (1.2) (1.5) с учетом (1.7), (1.10) и обозначений

х ±-;. ։ = ^, \=-^֊к (1.111
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«t

I

(1

Плоская палача для tip ям оупмвтжл с тонкостенным включением

Ճ (Dl sh »l6 - Ci ch 3;ձ) = I Эх- Xfc

-֊- 3*  Hl sh ?.l >Î'C» = Zi

57

(1.12)

прн'одят к следующим уравнениям:

CthV sh’M' fli 4 « ( 1)Դ
А -,

1

1

h +

(из)

Çcth ո Л
'Jkb

sir StA
1

> տհ nA

Յէ/> ch чк 

sh’iiA

՜ «1
А » (1 14)

i

h.
4

Գ
4

(I 15)

О при (1.16)

cos к՝; - —i— V Լճ*̂  J J v (J v) cth *$ծք  
3 - V — I sh ոծ

(14j)a*,6  Ղ
— — (3 — >) (1 - eth ïiô) —

sh-2xA

V J - r- 

A|3 Վ*՜ . shß*/

1
cos к

[(1 И ch tu*;  — (1 - -/) bjcth За/ch Հ

____ 2____  V
(l-*)(3  >) f-,

2(. 2Հ, 4- ip 
3 V

при

cos 5; a

(1.17)

Используя решение парных
МОМ и |10|, ИЗ (1.16)~(1.17) 

получим

рядов-y равнений, данное А. А. Влб- 
для неизвестных коэффициентов Za

Ali

2(3- ՝>“|i ։հ։„ձ (I r T) 3,6 cth xn/*|
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4 ^1 ।
(1 4->) а,.6 _ (3 .,)(с։1։ .211А п -М-А 

яЬ2 ?.,,Ь 1 хр

+ !’1” - 2-1^1 И 7 .(1 -(1 *,)^4
~Ь (3 — V) р ։ яп Рр/

2(3 V)
43 »7— 1 # со» 4 ('■ -Л) + ‘^Р 

1 
О.'

где

о

'/„(соя#) Цт — </9

« •։
С Ь РI !/* (соя Г>) Цг | 

. ’ * ои и

сЬ та-; соя -֊ <1- 
£

(соя՛; соя '■ ।

Цк (соя г1)

яЬ /,к ; соя-^ г/՜;

ГГ|*2՜
՝ (соя?—СО5У)

'»соя соя - <1^
/ г, 21 2 С 2

у, (соя 0) = --------------------—
г. (соя ? — СОЯ V)

|>

Все искомые коэффициенты могут быть определены решением беек 
печных систем (1.13) (1.15) и (1.18).

2. Докажем, что бесконечные системы (1.13) (1.15) и (1.1« 
квази-вполне регулярны. Для этого достаточно воспользоваться '.л՛ 
дующими оценками:

4А֊| А- /I /6=| 6 V Р 1 Р ____  = 1 О/-Ц
г /։- (р-^ ■ &!*)*  I 2

ос
6։ ----- т------- ---------------- О (/;■*)  (2.1

р » р1 (Ь"р՝ ֊•- Л’^5)
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4 : У 1 р /., 0(4- *). 4'У^
Л-. sh’-*  ~<р‘ V 4‘ 7

k ‘ УО(к •). 4' У К‘" 0(4 ՝>
д—I ah fy/ /Si sh’V

i * ™ » *
fe1 5> ‘Acosta OU՜1). h-0(2k ’) (2.2)

Слюбэдиые члены систем (1.13) (1.15) и (1.18) при обычных пред* 
АОжсниях относительно заданных функций /J.vl. /*(х) вследствие 

__  I
(2.2) ограничены и при больших к убывают НС медленнее, чем к ‘.

При получении оценок (2.1)֊ (2.2) были использованы значения 
интегралов Л7„ Jtr, Kbfl, /*,  асимптотические разложения функций 
yjlcos^), z4(cosM, Y (cos>). И (cos ), приведенных в работах 
(10. П|.

3. В окрестности концов включения напряжения имеют особен*  
рть. Приведем выражения для напряжений на линии у — 0. со дер« 
шве ։ виде множителя »ту особенность

— sin —
2 V 2 2
1 > I cos 7 -cos 7

___ 1
2(3-

\ Л/j // (cos 1)

____ I_____  
4b{3->)

-W Y (cos 2) 
— 
p-l

/ u• v I \ Y„ 
26(3->)— shM

1Л (cost) ~ /Wj

V)(3 v)

</r(cosT)a; ——vm,
1 I- v| 2(3 v) —

Л-

f--------L
26(3

M. Yr(cos t)
•»

«V-V Д cos >4 Л-
1-J
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' 1 * >. 
sh /p/

1 V —/fe._ sh /л x ch /ах (1 /a/ clh քև/)] -
6 f-) sh /1/

• Cth ,<-/)! '2f֊

H (x — a) I 2 sin — t 00

2-ïïHM-^ir,;W'-VJCOs։> +
I cos « cos 7

/ j M,r,i(i (cos a) - -(1,Ա
sh /

U'(cosi)! -A/J.

<5 ՛J99
ÿ

1 v
2(1 4-’>)(3-v)

7 I cos ■՛.) p5*՝ ձ, cos ’*x

где

(i -и M
sh ßp/

I Հ
6 -,

lv
b-,

lpV L» COS 1*X

Ճ- COS «4X

(1 —
2(14- ՛*)  (v 3) I cos 7-

J 2 sin —5Q
--2— I լ ?W, y (COS3.) 

cos Հ Ip-j

M.,Y, (cos/)
4M
sh r̂ l

V. (cos?) 2(3 4^
V’

M ֊

<XJ
I «À Xk

sh «*ձ
( 1 4֊ *kb cth Ն-6) ֊77 I ՜— 

7է. >
(cth 'J-ьЬ 1) -

‘j-kb

sh*  7kb
COS «АХ

к i

•%
ԼճճՀԼ(լ — 7X/j cth JaA)-----4t(t---- clha*6  -
shM> Հ И гч 1

/ V I ЙЛ'kb

sh*  «а/?
) COS «АХ

b f" ! sh ,4/
I дх sh '^х ch /ах ( 1 —
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1
2(3 — *)

ОО
у/г (сои я ) Р V СОЗ X

/4------ --------у
2МЗ--0Л

СО

М2 У, (соя я) 7, М, V Д, соз 3хХ _
'Р *’ "

• *=1

(1 -1- *) МЛ'/л У 1> ( I/ , . х-ч , \ н
--------- ——---------- И, (СОЗ я) — > /.ДСОЯ=4Х |

8П рр/ \ " к__}

Мг = р V—(1- V) 1рЬ С1Ь Яр6| -
ЗП 7.,,Ь

41 -՛ ֊ (3 ')(е1ЬМ> 1) 23

(1 I֊ *) Ч

а

^•1 — (с°8 гР (СО5с^.?

и

А.. = (соз б) 7.. (с.о5 '<) с».£ ֊ г/0
V

£3 = гк (сое б)[7, (соз 6) '.р1^ (со$б)] сЦг

Н(х) = { лу —функция Хевисайда

■гНсозб) :
2 /2

о з։п к- 51п ~—с1г
\______2_

(соз 9 — соз б)‘ * 
о

_ $Ь кх $5п — (1х 
гк (сО։ в) !!֊?_ С-------------- 1֊^.

г. ,) (соз .г — СОЗ >) 
о
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1И/ 21 2
11՜ ;> (cos 6) - -------------

• »

'՛ х ch рх sin — dx
i —_______ 2_
.՝ (cos х — cos b)‘ ՝ 
u

Г,(cos 6) 21 2-
՛՛ ch px cos ֊— dx

. (COSX COS 
о

» х sh px cos — dx
։/, го 212 ։' 2
Ир (cos у) = ------------ I ------------------ —р.

- J (cosx- COS У) 
и

Ряды, содержащиеся в выражениях для напряжений, очевил 
сходятся абсолютно и равномерно.

При получении этих формул использованы значения некого] 
рядов и интегралов, а также свойства функций (1.20) и (3.1), пол 
чеиные в работах (10, И].

4. Рассмотрим некоторые частные случаи и видоизменения nej 
начальной задачи.

а) Полоса с периодическими включениями, параллельными 
кромкам.

Решение этой задачи получим, если в граничных условиях (1.1, 
(1.5) заменим условие (1.2) на

. и I = 0 (4!

оставляя остальные неизменными.
Бесконечную систему для определения неизвестных коэффиц 

тов в этой задаче получим из системы (1.18), если положим Ус

I ( cth аА6 *kb \ Zx- /1 - ՝» 1 i-kb ch \ _
sh'՜ 'чЬ / at' \ 1 4- •’ sh 7kb sh՜ rkb /

(

t, = /> =
“о
4

б) Полоса с периодическими включениями, перпендикул! 
к ее кромкам. |

Решение этой задачи получим, если в граничных условиях (1.1
(1.5) заменим условие (1.3) на

г’ I = 0 
|у-/»

оставляя остальные неизменными.
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Бесконечные системы для определения неизвестных коэффициен
тов этой задачи получим из систем (1.13) и (1.18), если положим

Хк = 0, К = ֊°
4

(4.4)

я) Плоскость с двоякопериодическими включениями.
Выполняя одновременно замены в граничных условиях, выпол

ненных н случаях а) и б), получим

хк = О, У\ г= о

у Л- I (1 •

2(3- 5Ь?а„Л
(3 Ч) ( с1И трЬ — 1 )

2? I '
----------- !кР
~г >//

4“’^-' 2НЛ’ '• '= = 0 (4-5) 
2(3—V) I 1 4-|

г) Переходя формально к пределу при / - и Ь в систе
мах 11.13) - (1.15), (1.18), получим интегральные уравнения задач для 
полосы или плоскости с единичными и 'периодическими включениями. 
Однако, более удобные для вычислений интегральные уравнения можно 

получить непосредственным рассмотрением названных задач.
Приведем интегральное уравнение задачи для плоскости с пе

риодическими включениями, центры которых лежат на прямой х О, 
под действием равномерного, параллельного включения растягиваю
щего напряжения на бесконечности.

Представляя функцию напряжений в виде

Ф(х, у) &(>)&• У - <Г/[С(л)сЬ л^

1) (/) яЬ ՛>у ]} соз > х <А (у"

творяя соответствующим граничным условиям и условиям на 
вечности и поступая аналогично |12], получим

£(>•) — С (/.) сН1 /./>

С(И
$!г / />

В(,)=С(И1-------
1 — V

•?(х)

2§Ьл6

(1 + Х6сИ1>6)
2 5п 1Ь

?(»/> !/)<»/ /(-<) (4.6)

1 —
— сП» >6

2
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где

>(х) г(>.) = лаС(л)
X 

в 

*('•) = | г (.У*  А('!/)4у 

о

#(*.  .У) \' 'V(л) А (/։/) /70 (х, / ) (Ь -|-

о

-АГ(>) - с։Ь!.Ь
14-у КЬ

у 3 вИ-՛ / Ъ

/(х) = ^Г(л) #0(/х)Л/ 

о

2 яЬ / Л
|1 *-}-(*'  1 )/ /> с 111/■/;], 30

(1 >)(>֊3)

заданное напряжение на бесконечности; Е(к), К(к) --т 
ные эллиптические интегралы; ]х (г) — функция Бесселя; Н(, (г) фу1 
ция Струве.

Уравнение (4.6) является уравнением Фредгольма второго риъ 
д) Растяжение полосы с периодическими включениями, паралле.՛ 

ними ее кромкам.
Решение этой задачи получим, если в граничных условиях П И 

(1.5) заменим условие (1.2) на

£н| =2//=0

где =0 -заданное напряжение на бесконечности; /—постоянная, 
лежащая определению.

Поступая аналогично п. I, получаем бесконечную систему
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Л = 0, Z։ = 0, (4.9)

| x/clW -2^_\ + -4/Lz2_J----------lt6cthax.6\ 0
\ sh'«i6 / a/ \ 1 4-v sh«*6  shafe6 /

(3֊ v) (M*  exp ( a/,A)cha/,6) ֊ (1+4 a;6՜ — —------—
Q,  -------------------------------- 7--- 7~J----- 7------------------------------ — — (4.10)

cn y.f,b sn a-pb -֊ «г6

Постоянная / определяется из условия равновесия некоторой 
■еекокечной части полосы

ь
з»6=у<глс?у (4.11)

о

где путь интегрирования проходит по некоторому сечению .г d, не 
■роходящему через включение.

5. Рассмотрим более подробно задачу, решение которой приве
дено в п. 4д.

В этом случае, как и во всех рассмотренных выше случаях, 
бесконечной системе можно придать более удобный для вычислений 
ты.

Введем обозначение

2k = 4/(1 С#)«дЛ*

где

1-

4fi V ъ 
------ > —£ cos

'Л*'

4? Ъ
---------cos 2ра

(5.1)

Система (4.8) примет вид

I = 0.2)

Решая эту систему, можно определить неизвестные заранее посто
янные Со и /.

Из (4.11) для постоянной / получаем

(
. , , 1 — v

7х,-о cth
_______________ 1+ >

sha*o

5 Известия АН Армянской ССР, Механика. № 4
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Были проведены вычисления при следующих значениях пара 
метров:

2- = 3, 3 = 15 6; V = 0.25
Ь 16

— = 0.25, 0.50, 
I

0.75

Вычисления показывают, что при этих значениях 
система (5.2) вполне регулярна.

/ 2Т '
Вычисленные значения натяжения включения (--------

\ 2Лзй /

параметров

и коэффи

циента особенности напряжений зду в окрестности конца включения
/ А \ . 1
I — 1 приведены в табл. I.
\ 3« /

Таблица ]

а
т

а

Г

*0
д

-0

0 0.254 5.9
0.25 0.25

0.50
0.241
0.215

1.2
3.2 —0.419 0.24

0.75 0.172 2.3

0 0.392 1.0
0.50 0.25

0.50
0.385
0.353

1.8
3.1 -0.553 0.72

0.75 0.268 2.2

0 0.439 8.2
0.75 0.25

0.50
0.437
0.404

6.2
0.5 -0.453 9.0

0.75 0.336 3.0

Неизвестные коэффициенты определялись из укороченной систе
мы (5.2) при р =16 и р = 20. Разность результатов вычислений (о)

- « увеличивается при полый их — •

Вычисления показывают, что коэффициент особенности напряже-

м й л а 1нии уменьшается по модулю при -—••0 или — • 1.

.Автор выражает благодарность К. С. Чобаняпу за ценные советы 
в ходе решения задачи.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила I II 197]
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Ա. И. ԽԱՋԻԿՅԱՆ

Ա1>ԱԱԴԱ’ւԱՆ(11’1*- ՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 2111։к ԱՆԴՈՐՐ, ՐԱՐԱհԱՊԱՏ 
ՆհՐԴՐԱԿՈՎ ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՃԱՄԱՐ

II մ փ ո փ ո է մ

Գիւոարկվւււմ Լ ա Ո աձղ ա կ ան ո • թ յան տեսության հարթ իւնւքիրր սիմետրիկ 
արտւււրին րեո/> աղդեէքէոթ յան տակ գտնվող րարակտսյատ ենրդրակով ուղ- 
•ւսւնկյան հտմարւ եւնդիրր րերվում Լ գծային հանրահաշվական հավ ուստրում - 
Լ/*/'/'  I"/'1"//'՜//""//'}/ ոեդոէքյար երեր անվեր*  սիստեմների [ւոձմանէ

թերված '/ն նաե րարակապսոո ներդրակներով • երւոի I։ անվեր*  հարթութ - 
րււն համար մի րանի ւղտրրերակտն խնդիրների րոծումներրւ Դիտարկված I,

թվային օրինակ ւ

ON A PLANE PROBLEM OE THE THEORY OF ELASTICITY 
FOR A RECTANGULAR REGION WITH THIN-WALLED 

INCLUSION

A. S KHACHlklAN

Summary

АЁ plane problem of the theory of elasticity for a rectangular 
region with thin-walled inclusion under the action of symmetrical external 
forces is considered.

The problem is reduced to the three quasi-regular infinite systems 
of linear algebraic equations.

Solutions of some periodical problems for a strip and infinite 
plane with thin-walled inclusion are also presented.

A numerical example is given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
U'L|tiiiiri|il|iii XXIV, № 4. 1971 Механика

О. А. ГОЛОВИН

О ВЫНУЖДЕННЫХ ПРОДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 
ЦИЛИНДРА ПРИ ЗАДАННЫХ НА ПОВЕРХНОСТИ 

НАПРЯЖЕНИЯХ

§1. Рассматриваются осесимметричные колебания цилиндра ко
нечной длины с заданными напряжениями на поверхности. Построим 
решение уравнений Ляме 

<*>
dr 1 oz

(J'u

<Л> Чу
(Jz г

"(г1.») 
(Jr -я?- (1.1)

О

которое давало бы возможность удовлетворить следующим граничным 
условиям:

г = а зг — И (z) coswf ~r- О

z — 0 — 0 Ц (г) cosoj? (1.2)

z = / з. = О т,. (г) coswf

Случай неравных нулю напряжений ՛- па торцах цилиндра и -т: 
на боковой поверхности отличается от настоящего лишь более гро
моздкими свободными членами н бесконечной системе, к которой сво
дится решение задачи. Приняты обозначения: fit—радиус цилиндра, 
/ длина цилиндра, •> плотность материала, ' и р постоянные 
Ляме, частота вынуждающей силы. Предполагается, что не сов
падает с какой-либо собственной частотой цилиндра. •՝ и 12 объемное 
расширение и вращение, связанные с радиальной и и осевой ком
понентами вектора смещения соотношениями

}) 1 (Цги) , dw ,, 1 /ди __dw \
г <>г dz ՝ 2 \ Oz Or)

Для получения решения уравнений (1.1) со степенью произвола, 
достаточной для удовлетворения граничным условиям (1.2), используется 
метод, берущий свое начало от работы Ляме [1]. В последнее время такой 
подход к решению пространственных задач теории упругости для ог
раниченных областей развивается в работах [2 5]. Перемещения и
и и» представляются в виде сумм решения однородных уравнений 
Ляме (1.1) для бесконечного упругого слоя толщиной I и цилиндра 
бесконечной длины радиуса а.
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I ~« | [С-,«г./։(2«г) з(£) А->..ц г} | 5«п'м,г -Г 

х>
V | — о ('>)•։„ (ам5Ь'«я; 4- (г /I ) 
я֊-!՛՛

— 5 (V) ։. (сЛсЬ։.х <СсЬ:. (г -- /) >1 ./• (։՝«н । соя՛'/ (1.3)

и» аср։С05Р|Г Ь^р.соьрг (Г — /) - Л1(/» /(1 (р г) -

00
V [ Ст / г) ('< ) А <. /„ ( Зт г) ] си&/ т - +

го-*!

ас
* У 15 ('>?'> («ясЬ<.л Л. сЬ< С- Л ) 

я= I

: (^ ) % (с..$Н„г ~ сЛзМ,. и /))]/.(!՝«'•) соя»*»/ (1.4)

где *4. = <", ~п — положительные корни уравнения /։(т) = 0, и; =

-г 2’* „ «—----------— и г: — ------ скорости волн объемного расширения и иска-
'» - р. ՝■’

о «*՜ -> т" .. & -.՛՛ ...жения: р; —. , р-֊ = , >^= . Р..

֊ *’■; р}, г;= ’»т р:, /0 (х) и Л (х) — модифицированные функции

Бесселя,

= М=1 *• *>° 
1-», х<0 (?- ֊1)

Ло, аа, б,,, а„, си, </„, Л«. С« произвольные постоянные, которые вы
бираются так, чтобы удовлетворялись красные условия (1.2), выражен
ные в перемещениях.

Граничные условия для касательного напряжения на бокопой 
поверхности и ?։ на торцзх цилиндра позволяют исключить часть 
постоянных
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— р • т 1 -
т } я»

(^та֊4՞" т=1-2’-

Удовлетворяя оставшимся
(1.5) и разложения

краевым условиям и используя соотношения

/։(лг)=
V ։\Л(г.)71(нпг)

2АМ 1Г',Л 
--- .  *1 «—

т<»1 о։

, _ 2 2$№/ (— 1Г'л„.8։п/.га2
сЬг - \ 1 р

т I т
0<2 </

получим бесконечную систему алгебраических уравнений относительно
Лт, а.,, Ьп следующего вида:

зЬйг =
/

-у А " ( /*։ 1 /| ( Ли О ) Ут
֊ 2 к.(-1Г+ 6,.|

I 2» ?! + ՛< 2н \

^)зии./0(7,,) ~/2 :17г֊-" ;.7—••
\ т >1 т п 1

Рп + 'Ь,)3 (°7.) 1 =

2

«

4

з Лт=(^„)а(М)(2>;֊
т ։

7“ («я<7п Ь"Рп =

7 2 2 (_1г А {Ка)

а т 1

и2"' п = ։’2՛ ՜\ • /г 1 ж 1 п 1 * т /

где С!\п, Учп коэффициенты разложения в ряд Фурье-Бесселя но 
Н функций и^г) и Су (г);
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эс
Р'(а) = 2 ИтЗШЛиХ 

«■—։

.1 р1 (՛՛ ՝. к1./ Р* ^№п1 \2« Р՝ ^/з1г.я/

— <?. = 2'--:*. с*Ь<' ֊ ֊ Р\ - ) с1Ь:„/

« |2'£_Рз/ 1 , /0(.^«) 1 р::
'"՝ 2 | 2-Л \’-"2։.р՛ /,(?„«) + а 2»> !

Если перейти к новым переменным г։ ~ Д„ г (3*,) /, (рл о), 

X - — (А. : о. ) а («•) ։Ш Л (7, >, .V. -1- (А. и,): ։Ь»4 /0 (7„>.

то легко заметить, что общая задача о колебаниях распадается на 
дне независимых задачи: задачу определения колебаний, симметричных, 

/ 
относительно ПЛОСКОСТИ £ = -X

х- »=։• 2.--
с.. Чл

7.= У И. т = 2, 4, (1.6)
п~ I

и задачу о кососимметричных колебаниях

г„= V Ся,пгт - /.(;_) л = 1.2, -.
-_г, - Р.

дсны обозначения

гт = у бж. гя - 4֊И„ т=1, 3,- .. 
?т

(1-7)

В формулах (1.6), (1.7) принято
У.՜. (1.) 

во внимание, что ~т-~—~ 1, и иве*
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§2. При исследовании бесконечных систем (1.0) и (1.7) достаточ
но рассмотреть одну из них, например, (1.6). Она соответствует слу

чаю колебаний, симметричных относительно плоскости * = “2 • Суще-

отвивание решения второй системы 
мощью известных тождеств [31

доказывается аналогично. С по-

4 (/< и)
2
к а '

± У
- — т' —

- С‘Ь 2 «й

1 , 
и ч <<Л, 

Си
Р„ ) преобразуются к следующему виду:

«. 2??•» ' Р\ ') V 1
- /71 гл р'\^ 2м\֊ —

»... л

и\ '..м.՛ к-: ; ; иниеито.1 первого уравнения системы (1.6)

Сравнив суммы, стоящие в числителе и знаменателе, легко получить 
достаточные условия кв;. ире1 ударности системы

*»>'- (1-4-211)-’И & >(1: • ՛ V 2/>1 тг <’г~2Т): £* /с 1 ь"л’1 йц й) (2-1•’

Аналогично» можно представить сумму коэффициентов гпЗрбго 
уравнения системы (1.6’1
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где

21
• Р

2,. 7

Очевидно, что 
и знаменатель

найдется такое Л/, что как только т~^>Мх, числитель 
дроби будут положительны. Составим разность между

суммами. стоящими в знаменателе к числителе

△ = у 
п-1

'74г, дР + />՛;

К ± -1 
\2н

(1 - *) '•* !1՛ ••

В последней сумме обозначено х — . Отбросив положительны

/х 
коэффициент перед суммой ( 1

Р.
сумму ՝ 

л=1

Р':
Г;

1

'^1

д; й

и

рассмотрим сумму

А, * (1

.֊֊ ֊ V
771 = 2, 4, -

При больших гп знак этого выражения определяется знаком перниг 
члена разложения в ряд по степеням

1
Д’ = —-------т

Р~: “ Р\

/ а 4>(^а> 1 а 4(«„а) 1 \
и'ЬХ,/А2^/։(3.а) 2’мЛКа)

а /у(хта) а . 70(?жа)

Таким образом, найдется такое А/ , что при т М будет ныполнн 
ся неравенство Д^>0 и при
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/V и т^>М- шах(Л/։, Л/..) (2.2)

где /V определено из условий (2.1), коэффициенты системы будут 
удовлетворять условию

ФЮ сю
V а <С 1. п > ^г, Ьпт < 1, т М ~ яти ’ ви^ '

т— ■2.-1- П--1

В обоих случаях суммируются коэффициенты, а нс их абсолютные ве
личины, так как при выполнении условия (2.2) о։р1|^>0. 6„„, ^>0.

Свободные члены систем (1.6) и (1.7) ограничены, так как коэф
фициенты разложения И,„. С1!,. и (Уъ, при /и — со и н эс имеют сле
дующий порядок [6, 7]:

К. -О('иГ), 6'1г. — 6'2п = 0 (:% )

Следовательно, порядок свободных членов в системе будет

4֊ут = о«'). /'ь,г֊£7--л(՝г1) = о(<’)

Таким образом, система (1.6) квазирегулярна, и если конечная система 
уравнений относительно хь л-2, • • • хд. и 22, г,;, через которые
можно выразить все остальные неизвестные, имеет единственное ре
шение, то единственно и решение системы (1.6) [8].

Следует отметить некоторую ограниченность предложенного 
метода. Частота вынужденных колебаний не должна совпадать с соб
ственными частотами бесконечного цилиндра со свободной от напря
жений поверхностью и собственными частотами бесконечного слоя при 
нулевых напряжениях на плоскостях - 0 и г = !. При этих значениях
частоты !•< выражения 4- рп . цп— рп обращаются в нуль. Это

легко объяснить, так как !<,„ 0 ест.ьг частотное уравнение бесконечного
цилиндра, а </„ — />„ 0 и дп — рн — 0 частотные уравнения колеба
ний бесконечного слоя, симметричных и кососимметричных относительно

Ь 
плоскости г =

Ленинградский политехнический институт
им, М. И. Калинина Поступила 15 IV 1970

и. а. 'мн.пч.ьъ

'11,1П.Ь 2и.Р>։1|.«Ы‘||.։1и.։, МЧ||1.:Й,П.«||1.Ч, 8О1П.11НП,1НЧ» 1Г11.1П«։.’
1Г11.>|Ь1Ч;'1.11Ь:ИИ՛ •1.1'11 81'«ЦШ 1.11.1'ПМГь1;1'Ь ։ЬЬ<П₽П1«1Г

II. ■! ||> и ф и । |£

։{ ЛЪ р е ш п р <цчА1[։ 
'1р"' •"Р'[ч1Л 141 ри։ 1>“111/р//

шпшЬцрт и/иГ(։1Пр111{ шш ти1Ъи 11р1(/>рр
1/114/рщ1!: 2.“1р11Ч111р1ч1{1иЪ 111111111111)111111 - 
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ների ամ///լիտսլդների նկատմ ամ р սաալյվ'шЛ Լ Հանրահաշվական էքծային ‘!ւս֊ 
մասարու մն երի անվերջ սիստեմ։ Գլանի որևէ սեփական հաճաիւականաթէան 
Հետ հարկադրող սւմի հաճաիւականաթյան չհամրնկնելա ենթ ադրւււթ յան ւյե 
րսւմ ապացուցված Լ սիււսւեմի րվակի-ււեդուլյարէէ։թյւ։։նրէ

ON FORCED LONGITUDINAL VIBRATIONS OF A CYLINDER 
WITH STRFSSES PRESCRIBED ON THE SURFACE

O. A GOLOVIN

S и m m a г V

The problem of the forced longitudinal axisymmetric vibrations of 
a finite cylinder with stresses prescribed on the lateral stirface and 
bottoms is reduced to an infinite system of algebraic equations. The 
quasiregularity of this system is proved.
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А. Р. ГУЛКАНЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ОБДЕЛОК 
ТОННЕЛЯ КРУГЛОГО СЕЧЕНИЯ С УЧЕТОМ ПОЛЗУЧЕСТИ 

ГОРНЫХ ПОРОД

Изменение во времени напряженного состояния обделок подзем
ных сооружений является следствием проявления свойств ползучести 
горных пород

Исследование развития во времени напряженного состояния не
сущих обделок подземных сооружений в условиях ползучести горных 
пород нами проводится на моделях поляризационно-оптическим ме
тодом.

Деформирование однородного упруго-ползучего изотропного гор
ного массива хорошо описывается уравнением Больцмана-Вольтерра 
линейной теории наследственности [4]

-(/)֊ -֊[ = (')+ \1Հէ, -) = (-)</- (I)

где ֊ (£) и -(0՜ соответственно относительная деформация и напря
жение в момент времени (, отсчитываемы!՛, от начала нагружения; 
Е ֊ мгновенный модуль упругости.

Для описания кривых ползучести применяется двучленное экспо
ненциальное ядро вида 1'2. 5]

| ^-=&։ехр|-։%(/-с)!+Огехр|- ?.,(/- т)] (2)

где г>։, 0й։ - постоянные коэффициенты.
Задача о напряженном состоянии обделок рассматривается в ра

боте [3], когда взаимодействие обделки с окружающим массивом об
условлено только ползучестью горных пород.

Для обеспечения подобия нанряженно-деформироганного состоя
ния модели и натуры необходимо выполнять ряд условий (критериев 

(подобия), позволяющих решать задачу методами физического модели
рования.

Ранее, с помощью метода анализа размерност»., а также теории 
подобия, нами [3] были получены критерии подобия для суммы экспо
ненциальных ядер. Для двучленного экспоненциального ядра вида (2) 
эти условия можно представить в виде

(Հ>6 (*<*)., (3)



Здесь / - геометрический размер, см; Р нагрузка, кГ; Е.,(. и 
Еиле — модули упругости, соответственно обделки и породы массива, 
кГ1слг; \1Г1 и \,3. — коэффициенты Пуассона, соответственно обделки 
и массива: ( — время, мин; 0„ постоянные коэффициенты, мин :

— параметры ползучести, лгнн՜1.

1. В качестве примера рассмотрим задачу о напряженном состоя
нии упругой обделки круглого сечения при проходке тоннеля в гор
ном массиве (алевролит) в условиях его ползучести.

Кривые ползучести (фиг. 1а) алевролита |4] хорошо аппроксими
руются уравнением (1) линейной теории наследственности с ядром 
вида (2)

При 0,- — А։ /,■ Е»лс (/' 1, 2) появляются дополнительные крите
рии подобия, которые определяются из условия (7) (9):

1.1Ш "•՛
[АуЕит )м = (Д1£'й*с),| (И)

где А1 и А> — постоянные коэффициенты, см ' кГ.
Сходственные моменты времени определяются из условия (7) при 

обязательном соблюдении критериев (8) и (9):

(12)

Связь между напряжениями в натуре и модели в сходственны։՛
моменты времени определяется из условия (6):

РЯ
Р Г-'

ч4 и
(В)м



Исследование напряженного состояния обделок тоннеля 79

МО = —■ 4֊ I МЛ ехр[ Рх (/ *)]-Г л2։32ехр --)])а (“)</• 
£мас 

и
(14)

Кривые ползучести материала модели (фиг. 16) также аппрокси
мированы выражением (14).

Фн1 I. Крипыг ползучести алевролита (а) и материалы модели (6).

Приведенные в табл. 1 значения постоянных Ех,.х, Д։, 3։,
для материалов натуры и модели определены на ЭВМ БЭСМ-6 ме
тодом наименьших квадратов.

Таблица }

Параметр
Материал

модель алепроли■

Е с, кТ с.м։ 75<Х> 0.62-ИР
Д։. см- к Г 0.84306-10՜4 0.028774
А3. г.м- кГ 1.49568-10 0.051048
'■։, .и««—։ 0.5245625 0.6540

мин 1 0.0154 0.0192

На (риг. 1 точками показаны величины деформаций ползучести 
для различных моментов времени, полученные ио формуле (14).

Исследования проводились на плоских моделях под действием 
внешних сил, моделирующих силы собственного веса вышележащей 
породы и бокового распора. В качестве материала, моделирующего 
ползучесть породы массива, применяли эпоксидную смолу, отвержден
ную т иоколом. Обделки изготовляли из упругого оптически-чувстви- 
тельного материала ЭД-6М. Напряжения я них определены обычными 
методами фотоупругости [9].

Для того, чтобы мгновенная упругая деформация массива не 
передавалась на крепь, последнюю вклеивали в нагруженную модель 
(=<4-.= о։.

Учитывая, что горная порода и материал модели обладают свой
ством линейной ползучести, в экспериментах был использован прин- 
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цил наложения. Для круглой обделки была исследована одна модель, 
которую загружали ранномерно распределенной нагрузкой р - ;Н> 
соответствующей вертикальному давлению, а напряженное состояние, 
соответствующее нагрузке (/ = — ввиду симметрии обделки, 

легко определяется из предыдущего эксперимента (՛; объемный вес,

г/ глубина заложения выработки, >■ = ------- коэффициент бокового1 _  м

распора, * коэффициент Пуассона модели

Если результаты исследования по модели представить в виде 
3(2)

коэффициентов концентрации напряжений Кх —— и К2= то ис

комые напряжения п модели для произвольной точки у определяются 
через эти коэффициенты по следующей формуле:

Ч" = (-нан <]5)
1 7мод

На фиг. 2 показаны примеры характерных картин полос, изме
няющихся во времени.

‘биг: '"2 К.чргипл полое дли рп-личных моментои премеии и 
круглой обделке при дейсгпик нергнхпл^лой нагрузки.

При деистнии вертикальной нагрузки на внутреннем контуре об
делки в своде и подошве возникают растягивающие тангенциальные 
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напряжения =0 (фиг. 36), а боковые стенки сжаты. Горизонтальная 
нагрузка вызывает растяжение внутренних волокон, сжатие свода и 
подошвы обделки.

Нормальные и тангенциальные напряжения на контакте „обделка֊ 
—:массив" яри совместном действии вертикальной и горизонтальной 
нагрузок, при I 0.923, всюду сжимающие, и ио толщине обделки 
распределяются практически по линейному закону (фиг. 4а, За).

Фи| 3 Эпюры хпуффиииептп ионисн- 
грацни н.чиряженчй н обдел к < (R А, 
= 1.3793; /•:. . I; 0.923; Л, =
— 1320 .и//я,1, а) ---- ,/У;
—с, Н - При ОДИ» Г.рСМСП 1104 действии 
аертлкалъяон в горизонтальной нагру
зок; б) ֊т ,77 на ппутреннем контуре 
обделки и при денсгпкн кортикальной

Фиг. I. Эпюры коэф 'рпцнетчщ конпентрп 
цки напряжений н обделке прн дейспиш 
иертикал1.ноГ| а горизонтам ton нагрузок 
(R Rt 13793; £ол £m.r 1; '■ П.923:
/«=1320 .чин) в) .Ни--.,//----ПЛ
контакте „обдел.к^ймансин“; G) '.Н----
по ппутропиему коп гуру обделки -о—

zK ;Н: С 7 ;Н: ---- чк nepwseirrj
- ... тоорегичсскос решение.пигручКП

На фиг. 5 приведены графики 
au времени для характерных точек

изменения нормальных напряжений 
па контакте „обделка массив". Из

рисунка видно, что в начальном участке времен։*, характерно нараста
ние напряжений (давление на обделку) • большой скоростью. Далее
скорость затухает :։ примерно 
модели с таби л и зи р у етсх.

через 480 мин давление- яп. обделку в

В табл. 2 и 3 приведены значения гангенвицльных -- и нур-

ильных -֊- напряжении ил 
՝\Н

внутреннем контуре оод-лки и на коп-

мкте „обделка массив" в характерных точках для :вухо:лого напря
женного состояния.

"Гчблииа 2

О I 30’ | -15" 60 | 90
t ЛГ | A’, F К, R lîx | А՜՜ R. ' R ՛

3.2Я71 | 1.7-М | 2.98’1 1.854« 2.6853 1.9628 2.3823 I?.0708; 2.0832 2.1784

'> Изнестня АН Армянской ССР. Механика. № 4
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-\.\Н

Таблица 3

о՛ 30 60 90՜՝

R R R R R

0.5547 0.5820 0.6093 0.6364 0.6638

2. Для проверки предложенной методики рассмотренная задача 
решалась также теоретически. Предполагалось, что обделка вклю
чается в работу в условиях сцепления с массивом (фиг. 6) с гранич
ными условиями на бесконечности соответственно

^’ = ֊ ,.v/< = -~Н. (16)

и на контакте „обделка массив"

^=о(
- 01 при г =

Фиг. 5. Графики изменения нормальных 
напряжений во времени для характер
ных точек обделки на контакте „обделкв- 
массин" при однокремешюм действии 
«ертикпльиой и горизонт.тлыюй нагрузок 
(R R, 1.3793; Е.^Е^ ֊ 4. /=0.923; 
?•.! 1320 .мни'). ----  эксперимент, - - тео

ретическое решение

Фиг 6. Расчетная схема обделки

Компоненты напряжений в обделке (К} г < Д') согласно |8| 
мем в виде
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Здесь коэффициенты приняты зависящими от времени, а расчет
ные формулы для них приведены в работе [I].

Для определения механических характеристик упруго-ползучей 
ерелы (А и 'г, входящих в коэффициенты уравнений (18), восполь
зуемся их опрсраториым представлением [6]:

с<=2оЬг *“3 47 (19)

Здесь 

£=£(1 Г) (20)

Из условия постоянства оператора объемного сжатия легко на
ходим

(21)

где Г* — оператор резольвенты ядра ползучести (2). Преобразуем
1

2(14--<
выражение

2-вЬ) - 2-Г-7) тттЬгтг-лтЬ(1 - 122)

2(1-»-V)

где R* — оператор, имеющий своим ядром резольвенту ядоа опера-
1 ֊ г»тора---------- 1 *.

2(1-Г V)
Подставляя (20). (21) и (22) в (19), получим

а-С[1Гв/?’| 

’-֊3-4.(14- Г՜2’ г-) (23)

Дли нахождения операторов Г' и R՜ необходимо найти решения 
соответствующих им интегральных уравнений.

Воспользуемся методом интегральных преобразований Лапласа, 
который по существу при постоянных граничных условиях эквивален
те« операторному методу Работнова (6].

Напишем ядро ползучести (2) в следующем виде:

ЦП - м , /'==/֊ (24)

Образ ядра ползучести (24) будет

О 9
(*)=֊֊ (25)

« -г« * ֊ ?г



84 А. Р. Гулканин

Используя формулу (7)

г* к)
£*($)

1 АЧз)
(26)

найдем образ оператора Г' в следующем виде:

Ь
5 6՜

Г (я) О
(Я — Я։) ($ — 5_.)

(27)

где

б = б, г 62> Ъ -֊- 6Д32 !- б:Зд. « Н- (!, = а — с/

а = ֊“■ (/! + % -г &). * = I а֊֊ с, е 3,32 + /»

Имея образ (27), легко находим его оригинал:

Г (Г) 0(Д/'Г -Не" ), (28)

где

Уравнение (29) не что иное, как ядро наследственности, соответ
ствующее оператору I который в свою очередь при действующей 
на чело постоянной нагрузке находится по следующей формуле:

I
Г*1 р’(Г)1г?Г

II
(29)

Выполняя интегрирование, получим

Г’1 = О Д—(ем 1)4֊в— (е? I) 
я3

(30)

Аналогичным образом находим

2(1 V)
(31)

где

Л-/-
2^

,, 4- ЛГ , . .Л = Ь п, /.. = / п,
2„ 1 ■
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/= тН-^+ж^Г0)’ л = | р~т

Отметим, что входящие в уравнения (.30) и (31) постоянные s։, 
s, /), >■.. меньше нуля.

Имея формулы (30) и (31) и подставляя их значения в формулу 
(23). можем найти значения G\ и х, для любого момента времени.

Перейдем к решению примера <: исходными данными, соответ
ствующими исследованной модели: радиус тоннеля в свету Rx- 0.58 см, 
толщина упругой обделки — 0.22 см; А’ — 0.58 0.22 0.80 с.ч,

п 1.3793. Для упругой обделки: А',,.-, 30 000 л7'сдг, -х„՛. - 33,

Г .
6'(1б - ----- — — 11278 кГ см", j .. 3 1г,. 1.68. Для уп-

211 - ■
руго-ползучее! материала. согласно экспериментальным данным: 
А, 0.84306• 104 с.и՝ к-Г, А, 1.49568-1(1 ' гаг кГ, \ 0.52456 .чин »,
й: = 0.0154 мин £„ас-7500 кГ/слГ, -* - 9.18 (/ - 0.923).

Значения операторов (19) и коэффициентов, входящих в урав
нение (18), для момента времени Л. 1320 мин приведены i табл. 4.

Таблица f

t G, *< П1 1 ^—з а-\ ь\ •»э

132t՝ 883 1.03 2.455П 2.3353 0.2036 -0.4104 -1 3491 -0.2278

Подставляя значения коэффициентов к 
тангенциальные и нормальные напряжения в 
^обделка массив" (табл. 5 и 6).

уравнения (18), найдем 
обделке и на контакте

Таблица 5

г
0 0 30 45е 60 90

2.8661 2.6007 2.3353 2.0699 1.8045а:1 л
 

А
;+•СК 2.3148 2.2018 2.0888 1.9758 1.8628

^KR-R.)
3

1.9127 1.9139 1.9130 1.9131 1 9133

R 1.5880 1.6847 1 7844 1.8781 1.9748
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7'«/?диу<1 6

— у -Н

0* 30 45° 60’ 90°

1) 0 <1 0 0

/?, +
3

0.2262 0.2363 0.2465 0.2566 0.2668

R.
3

0.3946 0.4084 0.4223 0.4362 0.4500

R п '043 0.5291 0.5539 0.5787 0.6035

Сопоставление результатов теоретического расчета с экспери
ментальными данными показывает их хорошее соответствие (фиг. 3,5). 
Максимальное отличие напряжении наблюдается па внутреннем кон
туре обделки для — и нс превышает 13",. На контакте „об
делка ֊- массив" оба решения для нормальных и тангенциальных напря
жений дают практически одинаковые результаты (»риг. 3).

Московский инженерно-строительный
институт им. В. В. Кукбы1неял Поступила 8 П 1971

И. 1Г .'НН'ЦЧи.'.։и,
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1п( и/Ъ л г р I и/Ъ ч{ ч< I 4 т Ь )/1՛ р/1 Ъ ՝ “I •( 1ч '4 шш ш и /и нА/ п ц Ъпр ч и/и։ I) и։ • 4441 /тЪ ш- 

“ "ЧР“> ,|/'Ь /, ։( I, (( и I//։ 1{ ш к. П(1И{Ьи <>р /гЪ и/ // си^Н»Д/рн-
р111,пч1^/>Ъ (> п1иич}Ъши^р^икУ / ///"/< 1[игр1^ш^р тЪЬднц >//*иЛш 1{[•

1?ЪЪшр1[։[1ид 1чЪч1цц։ Ъи/Ь 1лЬи1н11и1Ъп1111и,
пр1//1ч1 1;Ъ иппилцш-иицрш :{<Ъ ш/р/| (1, 1։ 7., а К/ншЪ{г 1/Ш 1^и1Ь

/гЬ/։|//ш/у/гЛ/|Д <" Ч! ?|/ шр^ш ///Ъ риАни&ЪЬр' н ш"1> Ц Ш ш}чир ] Ч1Ъ цдичЬ^1
(.1 (1чЪ Рщд1^ 111'11-'1.14111 ^р(/ 1<՝1/ш!, <)р 114 Vли/тишр/[шЪ ЬрI/ ч/Ъ г/ш<( 1,^014иЪЬЪи/Ш- 
'{/Ъ '» 411(1:44 1}р1{/п {14 <)/»< Л/Ьр/г 1141/{1П1ЪрЪ1>р/1 •41/11 НПЦ/тАр / 
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STUDY ON STRESSED STATE OF CIRCULAR 
CROSS-SECTION TUNNEL FACING WITH REGARD TO THE

CREEP OF ROCKS

A. R. GULKANIAN

S u in tn a г у

Necessary criteria of similarity, new optical-sensitive clastic-creepy 
materials which meet the requirements of similarity are obtained; the 
appropriate method is developed and a problem on the stressed state 
of circular cross-section tunnel facing is studied as an example by the 
optical-polarization method. The above problem is also solved theore
tically and the calculation formulas for mechanical characteristics of 
elastic-creepy medium 6՝, and /t for the chosen two-aiembered expo
nential core of the Boltzman-Volterra integral equation of the linear 
heredity theory are found. The comparison of the results of both so
lutions shows their good correlation.
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