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О. М. САПОНДЖЯН

ПОСТРОЕНИЕ КОНФОРМНО ОТОБРАЖАЮЩИХ ФУНКЦИЙ 
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ДВУСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЕЙ С՜՝

ПРИМЕНЕНИЕМ К ЗАДАЧЕ КРУЧЕНИЯ

В работе указывается способ построения функций, конформно 
отображающих область кольца на некоторые двусвязные области, ог­
раниченные простыми контурами. ■ 1ри построении приближенных ото­
бражающих функций применен известный метод Л. В. Канторовича 1].

Построенные отображающие функции могут применяться при ре­
шении ряда задач теории упругости и пластичности [2].

В качестве примера применения построенных функций рассмотре­
на задача о кручении призматического стержня с сечением, ограничен­
ным извне окружностью, а изнутри прямолинейным разрезом.

§1 . Отображение области кольца на область с 
прямолинейным разрезом

1. Обозначим комплексную координату области кольца через 
— ^е''1, а области с разрезом (область 6') через z — х 4֊ /г/. Внутрен­

ний радиус кольца пусть будет {> --а<Ч, а внешний р 1. В обла­
сти (i имеется прямолинейный разрез вдоль конечного отрезка пря­
мой, уравнение которой пусть будет у тх (т const) или н ком­
плексной форме

Конформное отображение области кольца на область (У осуще­
ствляется рядом Лорана. Используя только условие перехода внут­
ренней окружности кольца на разрез (1.1), указанный ряд приводим 
к виду

га К’ I '* — л*к2 "’<՝) 1 «4- + ֊;------ — «4ТГ П-2>
11 11 /п*

где а, =■!= О, _|пш. - 0.
Функция (1.2) обеспечивает наличие разреза (1.1) в и независи­

мо от значения коэффициентов а.. Последние определяются из усло­
вия перехода внешней окружности кольца на внешний контур об­
ласти С.
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2. В качестве первого примера определения о,_ рассмотрим слу­
чай, когда область 6’ есть бесконечная полоса с разрезом вдоль от­
резка оси х длиной 2</ ((риг. 1). В этом случае в (1.2) надо положить 
т — 0, = а. . ֊ 0- Из условия перехода контура у = 6 на внеш­
нюю полуокружность кольца при 0 < 0 < г, то есть из условия

2 ам,|(1֊>“+։)։ш(2А: + 1)« = 6 
I

определяем коэффициенты

__________ 46_________
°л+։ “ к(2*֊Ь 1)(1-?*42)

При этом отображающая функция (1.2) примет вид

Отсюда при \ — / для половины длины разреза будем иметь 

86 ™ X5*11
и 7 т (2*֊ч֊1) 0 ->-и 2) (1,4)

Придавая параметру '■ различные значения н интервале на­
ходим соответствующие значения </.

Фиг. 1. Фиг. 2.

В случае, когда разрез длиной '2(1 проведен вдоль отрезка оси у 
и симметрично расположен относительно оси л՜ (фиг. 2), отображаю­
щая функция (1.2) примет НИД

о (2НЩ1 -Н*‘+2)
(1.5)

откуда, при 1 /V. будем иметь

86 (- Р*??'1
(1.61



Ih rrpuei-iie к՛ «формно оь'фажаюпшх функций 5

3. Рассмотрим случай, когда область 6’ есть круг с диаметраль­
ным разрезом длиной 2</<^2А, симметрично расположенным относи­
тельно центра круга, принятого за начало координат (фиг. 3). Ось .г 
проходит вдоль разреза.

Из (1.2) для рассматриваемого случая имеем

--<-)= У (1.7)

Уравнением внешнего контура области G будет гг А3-. Внеся в 
это уравнение (1.7) и приняв - — е*Г|, приходим к бесконечной системе 
уравнений относительно

У (1+^'Х,, .. № 

JL-0

ОС
2 U ) °2А+1 а2* 12п-1 ~
i О

-I v , о („ = 1,2,...)
Л— о

Решая эти ураннения с точностью до методом нос ледонатель­
ных приближений [1], находим

п։ = #(!->.< -2Л), Оз=_^(1- 2Х-)

а, = Я/.։(1-2И, а- —Л3/", =

Пользуясь этими значениями, из (1.71 получим
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Приняв в (1.8) с принятой точностью находим

<7 + 5/») (1.0)

4. Рассмотрим теперь случай, когда область С есть круг с не­
симметричным относительно центра круга диаметральным разрезом 
длиной 2</<2/?. Направив ось х вдоль разреза (фиг. 4) и приняв 
гп — 0, ол — а4 , из (1.2) получим

ОО / \
г = *"(С)=

1 4

Уравнение внешнего контура области 6 представим в комплекс­
ной форме

.•г + с(г |-г) = Я֊-с- (1.11)

где с - расстояние от центра круга до начала координат.

Внеся (1.10) при — е‘’ в (1.11) и обозначив

приходим к бесконечной системе уравнений

«».֊(И ^-|(1 + >Л)ы2-|-(1 | ^)«2 ...]р

* (1 ч х4л 12 г1 • (1 4֊ 6) и& и2п_}-

ОС 
\1 1/1 * НА* 4« 2» • /1 ՛ т ।֊2.1(1-' )“и«24 & Г 0 !'• :Н

л =2

+ 2('։' :»24 ։н2/1^л + )-4‘:«2с«2л֊‘.ч-1) + Л
А 1 ’
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»> X4"”) 1 {(։֊-■՛'՛ .+

V. , , Юг ♦ о։. . • •*к - 4« - I. ।_ | (1 1 г ) и.:1{ и.* >■ I м2*_։ и.:к ,2п. ! I -г
х ՛-■

V (' и՜՜ «24- ] 11:,1 -X I - '•՛՝ а1к ) -г и ~ '* ' ) 1։-п !
к -։ 1

ч0 = 0 (я = 1, 2, • • •)

Из этой системы уравнений методом последовательных прибли­
жений |1| могут быть найдены значения конечного числа коэффициен­
тов ик.

Определив эти коэффициенты для нечетных „/<“ с точностью до 
л”1*'1 при т ֊г п - 4 {гп=а, 2, 4; п = 0, 2, 4). а для четных ,Л“ 
с точностью до / ' ■*” при /п Н-п=5 (/и = 0, 2, 4; п 1, 3, 5) и 
приняв за исходное значение и!'1 — «.? ' — ՛ ■ • 0, отображающую
функцию (1.10) представим в виде

Приняв в 11.12) -с принятой точностью находим

2с/ = 4Я/(1 -'»’-2^) (1.13)

а для абсциссы срединной точки разреза будем иметь

лс = ֊ 2/?>М1 ֊1 2'2֊ V') (1.14)

5. Рассмотрим также случай, когда область (.1 есть круг с раз­
резом, показанным на фиг. 5.

В случае, когда область 6’ симметрична только относительно 
оси у । ось л- проведена вдоль разреза, отображающая функция (1.2) 
приведется к виду
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Уравнение внешнего контура области G представим п комплекс­
ной ||юр.ме

zz — ic (z -2) — Æ’a t.-

В это уравнение внеся (1.15) при е1՛, приходим к бесконеч­
ной системе уравнений

- (14 /.’Г՛“ [(1 + >в)нИ(1 Î •••];՛•

WÎ« = M| Ч1֊1' " ')’{(! ‘)и,Ч2„ !

сю
V ’ г / 1 • ^4 br li. . . Ыс • b» J 1 I1 '1 ’ ' ■ u2k 1 ’’л- in ~ 11 ■” ' 1 ՛■■ . :• . I

1-2

5 '“д-гЪ. .4 **“&<**. J4-|)-VU - ,Л" !
!•■ 1

»> . = -«Г’П + ^-Т1 { П -Г-‘" ,.s-h

210 , < (i -1- ՞ ,л.| -

п
’ У ( • "՝ UX._, «2„. ! — ՝•■ |К и 2Ь и2н ?4. ) ֊ V ( 1 /. " ) U 2)i 1

jt !

М1) = о (« = 1, 2,...) 
где 

_ ак _
"1 /?'* R
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Из приведенной бесконечной системы уравнений методом после­
довательных приближений, с оговоренной выше точностью, опреде­
ляем и։, !/.,•* ,

При атом отображающая функция (1.15) будет иметь пид

где
а։и»А’(1 у= **), «. = Ас* — '2н' •? • 4*У)

ая = - А(Л: 5Л*֊><). а4-А(2*л? *’ 2**л< 8-А*- <’) (1.17)

п5 = А(/’4-3^/։ Л). а.- А(3**‘ 4Л*’ 4- Л)

Привив в (1.16) * " *гл, получим значение абсциссы произволь­
ной точки разреза

>
л- 2 У |о.։'собС2к 1)0 ал<л«։п2Л4| (1.18)

I

Для половины длины разреза имеем (1 ~ хт։։ •
Если принять, например, •# = * = 0.25, то из (1.18) найдем 

</ = 0.468А при О - 6;41 .

§2. Отображение области кольца на область, ограниченную 
извне окружностью, а изнутри правильным 

многоугольником и наоборот

1. Обозначим через «в(^) функцию Кристоффеля-Швзрца, кон­
формно отображающую внешнюю область окружности радиуса [• = / 
на внешнюю область правильного многоугольника. Эта функция раз­
лагается в ряд

*.= = с (:- (2.1)

4-1

где с — постоянный параметр, т— число сторон многоугольника, 
а . . известные действительные постоянные, не зависящие от *.

Иногда (2.1) принимают за приближенное выражение функции, 
конформно отображающей область кольца радиусами 5 в X 1 в •• — I 
на область 6՛, ограниченную изнутри правильным многоугольником, а 
извне окружностью Точность такого приближения, очевидно, зави­
сит от значения X. Чем меньше тем больше точность приближения.

Условие перехода внешней окружности кольца на окружность / 
выражается формулой

«%(е* )"♦(*-*) = А= (2.2)

где R - радиус окружности А.



10 О. М Сапинлжян

Из (2.2), с учетом (2.1), получим

1 4 '*а;„ । -i------ 4 2'՝՞' ап>֊։ cosmO -t-

■> R-
4 2л՜՞’ °2«. । cos2m0 4- • • • = с (2.3)

Это уравнение будет точно выполняться тогда, когда все коэф­
фициенты амА_| равны нулю, что можно было предвидеть заранее. 
Приближенно (2.3) будет выполняться, если пренебречь в нем члена­
ми, содержащими множитель л в степени т и больше. При этом из 
(2.3) получим

c=R (2.4)

При указанной точности кривую L можно принять за окружность 
радиуса R.

Для повышения точности приближения кривой L к окружности 
радиуса R воспользуемся отображающей функцией

Тогда взамен (2.3) будем иметь

1 - ------  2'*“' I cos2/nû -t> • • • . —(2.6)

Это уравнение приближенно удовлетворится, если в нем прене­
бречь членами, содержащими множитель л в степени 2zn и больше. При 
этом из (2.6) получится опять (2.4). Можно показать, что с той же 
точностью удовлетворяется условие перехода внутренней окружности 
кольца на внутренний контур области б*.

Таким образом, функция (2.5), с учетом (2.4), с точностью 
1 '> 1 осуществляет условие перехода контуров кольца па кон­
туры области G.

11ерепи։псм (2.5) в окончательном виде

± — "՛ (*) — R
amk-t 
тк -1 (2.7)

В качестве примера рассмотрим случав отображения области 
кольца на область, ограниченную изнутри квадратом, а извне окруж­
ностью.

За приближенное выражение функции, конформно отображающей 
внешность окружности радиуса у = >■ на внешность квадрата, с доста­
точной точностью можно принять первые три члена функции (2.1) 
при т — 4:

г11 = С(Ч“б?՜ ’ Зб?) (2'8)
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Отображающая функция (2.7) примет вид

(2.9)

2. Обозначим через функций) Кристоффеля-Шварца, ото­
бражающую область единичного круга на область правильного много­
угольника. Эта функция разлагается в ряд Тейлора

(2.Ю)

где т по-прежнему число сторон многоугольника, ։ известные 
действительные постоянные.

Аналогично случаю предыдущего пункта можно показать, что

(2. И)

является приближенным выражением функции, конформно отображаю­
щей область кольца радиусами ?»=/<,! и у = 1 на область 6', огра­
ниченную изнутри окружностью радиуса А, а извне—правильным мно­
гоугольником. Приближенность указанного выражения заключается в 
том, что условие перехода контуров кольца на контуры области 6' 
удовлетворяется с точностью 1 - 1.

§3 . Отображение области кольца на область, ограничен­
ную изнутри правильным многоугольником с закруглен­
ными углами, а извне —замкнутой кривой, симметричной 
относительно осей симметрии указанного многоугольника

1. Известная функция

(3.1)

конформно отображает внешность окружности радиуса ? = • на внеш­
ность правильного пт- угольника с закругленными углами. Коэффи­
циент при втором члене (3.1) выбран из условия равенства нулю кри­
визны контура многоугольника в срединных точках его сторон [3|.

Можно показать, что указанному условию удовлетворяет каждый 
член ряда

(птД-Ц)3
{тк т — 1 )*

(3.2)
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причем а։ О. Непосредственно видно, что первый член (3.2) совпа­
дает с (3.1). Согласно (3.2). когда точка описывает окружность 
радиуса ? — '. точка г, независимо от значений коэффициентов 
•'„Д .1Р будет описывать правильный т - угольник с закругленными 
углами.

Обобщенную функцию (3.2) можно использовать при отображении 
области кольца радиусами 1 на область (>, ограничен­
ную изнутри правильным т - угольником с закругленными углами, а 
извне —некоторой замкнутой кривой /..симметричной относительно осей 
симметрии указанного т • угольника. Уравнение в комплексной форме 
кринок Л получится из (3.2) при '. с՛՛:

.Л«* I/*_____ - 1 )՜
(mk т I)3

е «\п»4 hi- J)6 I (3.3)

2. Рассмотрим случай отображения области указанного кольца на 
область 6՛, ограниченную изнутри правильным т • угол։.ником с за­
кругленными углами, а извне правильным /и-угольнико.м, оси симметрии 
которых совпадают.

При определении коэффициентов а„։. . ։ достаточно учесть урав­
нение той части контура внешнего я։ • уголып.ка. для которой

— Г) — .В этом интервале х const а, следовательно, со­

гласно (3.3)

— • 1 1 J ,}) -1)01 -а

(3.4)

В промежутке (““* ^*7тГ/ функции cosmn$(n = 0, 1, 2, ••) 

образуют полную систему, поэтому для определения awii умножим 

(3.4) па со$тп9гЛ и проинтегрируем результат от ----- — до — .
т т

Обозначив при этом

( 1 )* ami j — --------- ----
msln — 

т

(3.5)

приходим к бесконечной системе уравнений относительно

(mk ֊• 1) ч
Imn tnk 1) (тп — mk 1)
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(тк 1) (тп - тк — 1) (тп • ~ тк — 1) 't'n՝k т 
(mk ~г т ~ 11 (тп — mk — т~ 1) (тп ~ тк • m 1) |

(п = 0, 1, 2,---) (3.6)
где

7„ = —1. at =т а2 = —- — О (3.7)

Из уравнений (3.6) можно найти приближенные значения конеч­
ного числа коэффициентов итк ,, и тем самым из (3.2), с учетом (3.5), 
определить приближенное выражение отображающей функции.

Покажем, что систему (3.6), при некотором ограничении значе­
ний параметра /, можно привести к регулярному виду.

Легко проверить, что указанную систему можно видоизме­
нить так:

1 1 (mk 4- !)'• j.n;,■ — — ■ —— ֊ / _
тп mk — 1 тп + mk J (mk т 1'1՜

________ 1________
тп 4՜ mk -г m — 1 = 2\, (3.8)

Заменив в (3.8) п на п ՛ 1 и вычтя полученную систему из (3.8) 
(известный прием, указанный к [1])5 приходим к новой бесконечной 
системе уравнении, которую запишем в следующем виде:

где

итп I А к. п

X (С*.„ - D,.n)

(™*-1)՜"՜ ,,,к
(тк т 1)՜'

2(™ 1) z 
т (1 -f v„) " (n«0, 1, 2,՛--) (3.9)

(тп mk 1)(?пп mk т — 1) (3.10)

(тп т тк - 1) (/Jiri :• тк 4՜ т 4՜ 1)

с ________ 1_______
(тп — тк т 1) (znn mk — 1)

, ________ 1_______
(mn~,-mk--m — 1) (тп |-J)

т — 1_______ (znzt -г 1)՜ /-*'''
(2тп 1 1) (2тп -г т I) (тп---т 1)՜

____________тп — 1__________
(2тп т ֊ 1) (2тпп -f- 2т — 1) (З.И)
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Легко проверить, что при £ п 

/Ъ,..>0, &,я>0, С\.„>0, /Л.л>0
(3.12) 

/1л.я— Сх-.,, /Л.л^>0

и все эти величины стремятся к нулю, когда в отдельности А՜, и • 
11етрудно доказать справедливость оценки

ч _ (тк Р8'՜՜՞* Р‘ Съ." —А-.,< (тк-~ т— 1) (/пп — тк — л? — 1)
’ * 1 " (тк т 1 )• /11,л — Вь.п (тк —1) (тп тк— т-г!)

, 2՜!՜^ ?2п '1)2// ..
1 | I —' 1' > ) I

(3.13)
откуда 

при к а 

т 2_\ . 2 (т 1) I
‘ \ тк 1 у | тп — тк т — 1 |

<Г(/п-1)(2т 1) (3.14)

при £ п 
!‘ЬС)Я^֊ 1) (3.15)

Из (3.14) и (3.151, потребовав выполнения неравенств

(3.16) 

получим

/.4|(т 1)(2т-1)| ’ (3.17)

Согласно (3.17) значения /. монотонно возрастают от 0.464 при 
т ~ 3 до 1 при т — г- .

Учитывая (3.17) и приняв /?Р -2, будем иметь опенку 

__ (шп -|- 1)'- .чп,, т .  т 1____________  
(гпп т — I)2 (2/пп /и ֊1)(2пп/ 2т֊~ 1)

2т (/п—1) _____
(т - 1)^ ‘'(2/п — I)2" -

2т \т — 1)
С2^ Г)՜՜

(2«|4-1)гв>:
т — 1

т - 1
(2тп 1) {2тп 2т — I)

(3.18)

Сопоставив (3.11) с (3.18), получим

и 0О (3.19)
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Пользуясь (3.10), (3.12), (3.13), (3.16) и (3.19), получим условие 
регулярности системы (3.9)

гц—2 л».. в,.. <т*'1)8 (а..-&»)
1 ! (тк 4- т— !)•

А - п

— ~֊г < 1 (3.20)(тп т— 1)

причем последний знак 
При выводе (3.20)

равенства имеет место 
использовано значение

при п
суммы ряда |4|

1 ____ __ 1
- 1) " т 1У

л-о X п
(тп тк 1) (тп — тк -г /п

т — 1
т(тп-» т — 1)

1

Регулярная система (3.9), с
чения конечного числа неизвестных

учетом (3.7), позволяет найти зна-
I с недостатком и избытком [11.

$4. Кручение стержня круглого поперечного сечения с 
разрезом, параллельным одному нз диаметров круга

В качестве примера применения построенных отображающих 
функций рассмотрим задачу о кручении стержня с поперечным сече­
нием в виде круга с разрезом, параллельным одному из диаметров 
круга (фиг. 5).

Задача кручения для днусвязной области легко решается, когда 
известна функция, конформно отображающая область кольца на эту 
двусвязную область |5|. Учитывая это, мы опускаем детали решения.

Будем пользоваться отображающей функцией (1.16). Функцию на­
пряжений при кручении выберем в виде

Ф = - ^-г7-ц^ф0 (4.1)

где - — относительный угол закручивания, %— гармоническая функция

Ф» = А
I

(Ла..,;.-4-1 ') »1п (2£ 1)0] (4.2)

Да, Ва—искомые постоянные.
Пользуясь контурными условиями задачи: 4» — О при '■ 1 и

Ф = Со при ? — , учитывая при этом (1.16), (4.1) и (4.2), находим

Со
I
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1
л«”т2(1 |‘Х ) о*

&-2Л
У (1 - 2),2я|' “ - Д՛'՞*-’“ )а и

24-1 .
К' < 1 \ ”1 • 4Л — 2т /. , 2т. Iу (-1) I. (1 /. )атаи_т

т-1 1
г 15-2А

&= /Гг(1 /“) ’ 2 (1 'к)ата^т +
• т 1

24 I
+ £( 1)"< 1

՛՛< :

Л» ,_-/?* (1 -*« ’) '1 у\-])"(1 2..-т ■«■ 

‘ .11— 5
2* 1

- 4.И : 44 ֊ 2. < ։ - 44 2ш - / л -. -‘пнЛ I - 1 Л (‘“А )«та-Ч т-1
т I

У (֊ !)'" (I- 2>2т
•п— I

(А- = 1. 2,---,6)

Коэффициенты «... определяются по (1.17). Таким образом, функ­
ция <'•' полностью определена. Крутящий момент определяется по 
формуле

М - 2 ( Ф</.гЛ7

’Гак как У7!)—О (площадь, ограниченная разрезом, равна нулю), то

1 2*

.<7 = 2 \ <\\1х<1у —2 \ Ф (?, г>) ՛• } »> [\>е~*'1)(4.3)
♦'V . Vг •

где

Касателъные напряжения определим пи формулам
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Для получения числовых результатов рассмотрим случай 

V = /. 0.25
Из (1.17) имеем

о։ = 0.93750000#. «2 = 0.20703125# 

«3 - 0.10156250#, о, = 0.03613280# 

а., = 0.01953125#, <хв = - 0.00781250#

Далее находим

До = 0.4686322, А1 = - 0.2327116

А = ֊ 0.0536258, А3 = 0.0259236

А 0.0137898. А = - 0.0051192

А 0.0011763, А. = ֊ 0.0004733

А՝ 0.0000068, Л3 = 0.0000002

4։в = Л։։«0, Д1։==0 

#։ 0.2082840, #2 = 0.9205706

В3 0.4098398, #4 = - 0.2447764

2 Известия АН Армянской ССР. Механика, №3
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Я, - ֊ 0.11401)64, ^ = 0.0607212

Я- ֊ 0.0296006, В& - 0.0085008

л; ֊ - 0.0029980, В1(> = 0.0009460

Вп 0.0003052, В12 = 0.0000610

Значение постоянного коэффициента Со не приводится, так как 
он исключен из выражения крутящего ломента.

Из (4.3) находим

М = 0.4932*'/'./?’ (4.0)

Для сравнения и проверки точности вычислений приведем значе­
ния крутящего момента:

для круга радиуса В без разреза
А/ :0.5֊|1т7?։ (4.7)

для кольца с внешним радиусом R и с внутренним радиусом 0.5/? 
Л/ = 0.4688-и-Л11

для кольца с внешним .радиусом В, внутренняя окружноеть которого 
проходит через крайние точки рассматриваемого разреза (внутренний 
радиус <\56/?)

М -- 0.4509-н^1

Согласно (4.6) и (4.7) рассматриваемый разрез нс оказывает 
существенного влияния на значение крутящего момента.

Значения касательных напряжений "(, (* 0) на внешнем контуре
сечения ('* = !) и в точках разреза (;■ л = 0.25) приведены в табл. 1. 
Из этой таблицы видно, что наибольшее и наименьшее напряжения 
на внешнем контуре мало отличаются друг от друга (7%), при этом 
наибольшее напряжение отличается от наибольшего касательного 
напряжения круглого сечения без разреза ( /"А՛'! на 4" 0.

Таким образом, рассматриваемый разрез не оказывает суш-.с- 
венного влияния на величину и распределение касательных напряже­
ний внешнего контура. 

г> ..Ь точках разреза г/ — - 0, вследствие чего о/мулв 4.? п­

рощается
<Фр

На концах разреза (* - т 0.468/?, О 6 41' и 180 — 64Г)

о(7? /Л
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Вследствие этого в указанных точках =
Легко показать, что главный вектор касательных усилий, действую* 

Щ.ИХ в окрестности каждой из крайних точек разреза, стремится к нулю, 
то есть что в указанных точках имеет место концентрация напряжений

Ч'аблчич т

՛■’ 1 ? <>.25 | ?=։ р 0.25 » 1
R ,7./? -6

-90 0 0 0 7475 0.0126 0.9818
֊80 0.07-10 0.1376 0.7407 0,0216 0.9786
-70 0.1462 0.2719 0.7129 0.0487 0.9742
-60 0.2149 0.3981 -0.6670 0.0951 0.9790
-50 0.2785 0.5113 -0.6062 0.1629 0.9992

40 0.3352 0.6099 ֊0.5362 0.2570 1.0273
-30 0.3837 0.6970 -0.4610 0.3891 1.0400
-20 0.4225 0.7771 0.3797 0.5901 1.0210
-10 0.4502 0.8509 0.2868 0.9693 0.9887
—5 0.1595 0.8842 0.2345 1.3661 0.9773

0 0.4656 0.9140 -0.1779 2.3261 0.9726
• 5 0.4683 0.9395 0.1173 9.7421 0.9754

6 4Г 0.4680 со
+10 0.4676 0.9602 -0.0532 3.5177 0.985(1

■ 15 0.4632 0.9758 0.0140 1.2593 0.9996
—20 0.4552 0.9866 0.0841 0.6378 1.0157
+25 0.4435 0.9928 0.1573 0.3314 1.0291
—31) 0.4281 0.9944 0.2343 0.1402 1.0362
+35 0.4089 0.9910 0.3163 0.0046 1.0352
• 40 0.3860 О.«811 0.4045 -0.0993 1.0276
+-15 0.3595 0.9624 0.4997 -0.1826 1.0161

55 0.2964 0.8858 0.7103 -0.3087 0.9965
4-65 0.2213 0,7338 0.9312 -0.3962 0.9893
+75 0.1368 0.4915 1.1225 0.4526 0.9918
4-80 0.0921 0.3398 1.1914 ֊0.471)1 0.9941
4-90 0 0 1.2501 0.4840 0.9966

В табл '2 приведены значения касательных напряжений "0 (՛ -0), 
возникающих в точках осп симметрии сечения (в точках оси у).
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ТиИлчиа 2

О. М (ЛНЮП.'оКГЛ

0 -Л, '2 <1 = 4- г շ

? H-ft ՜9 /[*-£ У 'R

0.25 Ü 0.0126 0.25 0 -0.48 VI
0.30 0.0779 0.1619 0.30 0.0977 —0.3037
0.35 0.1453 0.2752 0.35 0.1839 -0.1615
0.40 0.2058 0.3665 0.40 0.2638 ֊ 0,0564
0.45 -0.2615 0.4436 0.45 0.3405 0.0409
0.50 -0.3138 0.5110 0.50 0.4156 0.1286
0.55 -0.3634 0.5776 0.55 0.4903 0.2144
0 60 -0.4109 0.6273 0.60 0.5655 0.2937
0,65 0.4567 0.6795 0.65 0.6419 0.3758
0.70 0.5012 0.7289 0.70 0.7200 0.4556
0.75 -0.5446 0.7763 0.75 0.8003 0.5383
0.80 -0.5870 0.8222 0.80 0.8832 0.6231
0.85 -0.6287 0.8670 0.85 0.9692 0.7153
0.90 ֊0.6696 0.9 НО 0.90 1.0587 0.8019
0.95 -0.7100 0.9545 Ս. 95 1 1522 0.8976
1.00 -0.7498 0.9818 1.00 1.2501 0.9966

0 > 2 О
. V ,_1Հ-' (24-1)/4,4 .---------

\<1!/к
Из двойных знаков 

ний—к значениям у 0.
верхний относится к значениям у ■ 0, а ниж-

Ереванский политехнический luceiHryi 
ни. К. Маркем Поступила 11 X J970
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CONSTRUCTION OF SOME CONFORMAL MAPPING 
FUNCTIONS FOR DOUBLE-CONNECTED REGIONS AND 

THEIR APPLICATION TO THE TORSION PROBLEM

О. M. SAPONJJAN

S u m in a г у

This paper presents constructions of Laurent’s series that map a 
circular ring onto some double-connected regions. Such transformations 
are comparatively easy to realize when the inner rim is a linear crack 
and the outer rim is a plane curve. Transformations of some cases of 
infinite strips and disks with a linear crack are considered. Other map­
pings are also presented.

The transformation of a circular ring onto the region of a circle 
with the crack which is parallel to the diameter is used to solve the 
corresponding problem of torsion.
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К. С. ЧОБАНЯН. Р К. АЛЕКСАНЯН

ТЕРМОУПРУГИЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ОКРЕСТНОСТИ КРАЯ 
ПОВЕРХНОСТИ СОЕДИНЕНИЯ СОСТАВНО1 О ТЕЛА

Исследование напряженного состояния окрестности угловой точки 
поперечного сечения скручиваемого составного стержня рассмотрено 
в работах [1, 2]. В работе [3] исследовано напряженное состояние ок­
рестности вершины составного клина, находящегося в условиях плос­
кой деформации. Поведение напряжений в составных полуплоскости 
и слое рассмотрено в работах [4—5].

В настоящей статье рассматриваются термоупругие напряжения 
в окрестности края поверхности соединения составного тела, находя­
щегося в условиях плоской деформации.

1. Рассмотрим составное тело, состоящее из двух соединенных 
между собой ио боковым поверхностям цилиндрических тел с различ­
ными теплофизическими и упругими характеристиками (фиг. 1).

Фиг. I.

Предполагается, что боковая поверхность составного цилиндра 
свободна от внешних нагрузок и связей, начальные напряжения отсут­
ствуют. Тело подвергается стационарному температурному воздейст­
вию. Предполагается, что цилиндр находится в состоянии плоской 
деформации.

Поместим начало полярной системы координат в точке пересече­
ния контура поперечного сечения составного цилиндра с линией раз­
дела областей поперечного сечения, соответствующих различным ма­
териалам, а полярную ось Ф - 0 направим по линии раздела, считая ее 
прямолинейной.

Задача плоской деформации термоупругости приводится к реше­
нию бигармонических уравнении для функции напряжений

ДЛФ< = 0 (7=1,2) (1.1)
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Выражения компонентов 
имеют вид [6]

напряжений через функции напряжений

1 1 - <• — 
7 <17 г- <>7 ' <>г-

(1.2)

Граничные условия для свободной боковой поверхности цилиндра 
через функции напряжений следующие:

Ф11- = о.
^Ф։

Ж -Л° <!.3)

На линии раздела ? 1> должны выполняться условия равенства
взаимодействий

„ ' „ | с*Ф.| оФл ,, ..
фч (1՝4)

Зависимости меж.'.у термоупругими деформациями и напряжениями 
имеют вид

. '■՝ -Х-Н'’ ‘Л-а'՛:] 4- 7՜,- 
Е> ‘

^37'1 у-г- №
_ 1
20/

(/ =1, 2)

где Е,, С՛, , у,֊. 7,, (/ 1, 2) модули упругости, сдвига, ьсгЦфи
циенты Пуассона и коэффициенты линейных температурных расшире­
ний составляющих материалов.

Используя соотношения между деформациями и перемещениями

ди и 1 м» 1 /1 ди . дг> V \ .. ...г’ = дг- ։‘”7 77՛ :-=2(7?7 57-7) (1-5)

и 11.2), из условии непрерывности и т^тг на линии раздела полу­

чаем |7)

т, оФ. т. аф, .. ։ о:Ф. I I т.. дФ.» . гп.. о"Ф.։
Г 0г Г и^’ Х 0Г- и | Г Ог Г- 0՛"

д2<>,
(1 ог.} 2С։ (< Т. ֊ я; Г7 (1.61
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ту £3Ф։ I Ь т± д3Ф, _ 2 — /и, </-Фх 2 Э<1>։ 1
гл г г՝ <Уг(>. г3 ч-Т\

т2 <?Ф.. 1 т ] д’Фа 2 — Ш..•• <7-ф„ 2 .֊л
г3 г д^ог1 Г- отд г г‘ 0^

/2. дТ.. \ •'7':

г !«_— х»
(1.7)

где

!‘=^֊ ш. = 1 //, -֊М1 ■*1՛ ). (/= 1, 2)

Для идеального теплового контакта между частями цилиндра 
имеем температурные условия

Т — 7’1 /• д-Ъ - >.дТ‘Л
ЛЛ о, Д։ ~ к։^ (

В условиях (1.6) и (1.7) температурные слагаемые соответственно 
приводятся к виду

2<;։

2б'։ (г. Т, — Д 7՜, 1 = 20՝ ։ (<ф — <)

/< дТ, . 1 <>ГХ
— 2^1 “ 7УУ^а2Г| а:^

(1.8)

(1.9)
\_<)Т՝\
Г &>)

ГДг?. г| — £*֊ , к; (/ 1, 2) — коэффициенты теплопроводности, /'з и

■֊— значения температуры и ее производной на линии контакта.

Таким образом, определение напряжений и деформация, вызван­
ных в составных упругих телах стационарным температурным полем, 
приводится к решению уравнений (1.1) при условиях (1.3), (1.4), (1.6) 
и (1.7).

2. Местное решение уравнений (1.1) с неоднородными условиями 
(1.3), (1.4), (1.6) и (1.7) ищется в виде

ф^Г/4-’Г, (/=1,2) (2.1)

где Г, частные решения (1.1), (1.3), (1.4), (1.6) и (1.7), а '1' об­
щее решение соответствующей однородной задачи.

Местное распределение температуры в окрестности вершины 
составного сектора определяется в следующем виде:

Г,~ у ՛ г3-'(? ) + 2 /"У,. (?)-+- Га (/ 1,2) (2.2)
л - 1 лв4

где .положительные корни уравнения
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h -М) sin; («р7 -Ь ?2) 4- (1 ֊ '.) sin; (с, — ?,) = 0 (2.3)

а Вп числа, не совпадающие с корнями уравнения (2.3) и удовле­
творяющие условию теоремы Мюнтиа-Саса [8].

Частное решение, соответствующее членам первого ряда (2-2), 
ищем в виде

^2? 7л, (») (/=։, 2) (2.4)
Подставляя (2.4) в (1.1), (1.3), (1.4), (1.6), (1.7). получаем 

для /,.,,(/ 1, 2) дифференциальные уравнения

Л* + 2 (?;, 2?.. + 2) Д + £ <'?- - 2)7„. - О (2.5)

контурные условия

7..W-0. /,„(?.) = о, л„(-?.) о, /ь(-?,)-о
Л,.Ю) = ДЮ), Д(0)=Д(0) (2.6)

и условия сопряженности решений

(3„ -4- 2)[nb (3„ 4 2)֊ (3„ 4 1) )/,„ (0) mj\n (0)

4- mj;,„(0) ] + 2G։ 14,(0) (*; «;) (2.6՜)

4 I (“» 2)(2/n։ 1 zn։3„ - 3„) 2J/h, (0)

= |t j т2/Гл (°) I- I (?'՛ 2) (2™-։ 1 “ m3n 4-.%) -

2]/U0)i

Решение уравнений (2.5) будет

/Jn(?) ^J„cos3n= sin^y G„cos(S„ 2)?

4֊ /Д,, sin (S„ — 2) ? P֊-")

Удовлетворяя условиям (2.6) и (2.6), для искомых коэффициен­
тов , С,-„ . 1){ получаем линейную алгебраическую систему
уравнений

Л^созрлС, 4֊ B;„sin3„r։ -- C'ti cos (3„ 2) Г1 sin (3„ 4 2)«р»= О

Л]п ;Л» sinj>,|Oj ^Cr> /nCoS/r>Pj>. Р'" ••) (/« ~ ~) ?։

Ц.. (&՛ 4- 2) cos (?„ - 2) s։ = 0

C0S/n 4 >rt sin/„y._, -■ 0 ,/t cos ■ 2) t'-j „ sin (/л 2) 0

^z.sin/,.^ P’jn (>■'” (•■'՛' ՛ ' ՝

2) cos (3„ 4-2)?.. o
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-4L.֊--c,„ д;„ с;„ о (2.8)

(3. 1)[л;„(4т։-?„֊2)—c;„(?„+2)i н(.% их 

[д;,(4т..-йл- 2)֊ Cw(₽,+ 2)] = 2С-,1Л„(О)(,.

%(՛■ щв՝,„('1т, ;<,.) + (?„-2)о,„1֊р?„(?, ц|в.;г(4m. + ?„)

-2G. и.

Аналогичным образом получается частное решение, соответствую- 
щее членам второго ряда 7} (7 1, 2)

С? = г;п ; cosv՞ , sin. ? _|_

A;, cos (7п Н- 2) у ֊ Р\п sin (■;„ + 2)?| (2.9)

Коэффициенты, входящие в (2,9), определяются из (2.8), если 
заменить л<,- в,... с„„ d„, 1Х„(О) и и;„ (0) соответственно величина- 
ми д,.„, м„. а„, л, у„,(0), С/;„(О).

Частное решение, соответствующее члену 7*(| в (2.3), будет

Л.. = г։/л(?) (/=1,2) (2.Ю)

Общее решение однородных уравнений (1.11 при однородных ус­
ловиях. соответствующих (1.3), (1.4), (1.6) и (1.7), возьмем в виде [3]

‘1'л, - г " [/1,-., cos (/■„ 1) ՛> 4- В,., sin (Z„ 1) ? -г

— С/„ cos 4- I) r sin (лЛ 4՜ •)-] (2-11)

где (.7=1, 2,- l — корни уравнения

(:՛• — 1 1՜ (sin"//5j r-sin2Oj) (shr/.C;, — / ՝sin2o?) 4֊

4;-•>/« vn.> [sin-7 (c։ -r c2) Z2si։i ՛ (-{- ?•>) I

— 4 (y 1) [unt. (sin’-'C. — /2sin2’4։) sijr’/т, mt (sinsX'j;- /2.siir''p;.) sitrX^J

4 (y-m— mJ (sin2Ztt։ / 2si։r?J

— njj (sin’-Z p2 — Z'*SHi3f2) ] = 0 (2.12)

с п<)ло>кительнымв действительными частями.
Коэффициенты А,-,,, С;п, /Л« (я I, 2) выражаются через 

один из них при помощи однородной системы (2.8), если соответ­
ствующее является простым корнем уравнения (2.12).

Представления (2.4) и (2.9) справедливы, когда между корнями 
у ран ис ния (2.12) и 7„ - 1 (п ֊ 1, 2,•••) нет совпадающих. При этом 

предположении определитель системы уравнений (2.8) или аналогич­
ной системы для L.n, Л՛'.,, Ptii (/ 1, 2) не ранен нулю.
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Функции напряжения для окрестности края соединения имеют 
следующие окончательные выражения:

ЭС
ф* = г'/ц, (г) V Г ° ■ IА ь cos3„^ $jnjVr 4 Сjfi cos ('i„ 4- 2) с

х;
-4- £\м sin (&, -Г 2) ?I ч- V 2[Л-„ cos 7Л ? 4֊ Mhl sin-,, ?

» i
ОС

- N'in cos(;„ -г 2) г Р,.. sin (•■;,, 2)rH \ r "■ 1 [A-„cos (>„ 1)? •
n — l

4 B,„ sin — D ? ChCosD 1) ? 4 f'jin Sin ('■„ 4 1) rl (2.13)

В последнем члене выражения (2.13) сумма распространяется на 
все корни уравнения (2.12), для которых Re/„>0.

Из представления функций Ф.(г, о) и виде (2.13) видно, что. 
если 0<^Re> I при приближении к угловой точке контура, напряже­
ния неограниченно возрастают. Порядок особенности равен Re/-t 1. 
Напряжения, соответствующие второму и третьему слагаемым (2.13), 
когда г — 0, стремятся к пулю. Напряжения, соответствующие пер­
вому члену (2.13). не зависят от г.

Таким образом, особенности напряжений в задачах плоской де­
формации теории термоупругости обусловлены особенностями напря­
жений в соответствующих однородных задачах плоской деформации 
теории упругости.

Общее исследование вопросов затухания и возрастания напряже­
нии при приближении к краю поверхности соединения составного нагру­
женного тела приведено в работе [3].

3. Если при общем нагружении около края соединения отсутст­
вуют особенности напряжений, то есть Re/ . >1, преобладающими на­
пряжениями являются напряжения, соответствующие первому члену в 
выражении (1.13). Этот член соответствует постоянной температуре, 
отличной от температуры, при которой произведено соединение.

Подставляя (2.10) в (1.1), (1.3.1, (1.4), (1.6) и (1.7), получаем

ЛУ-V;, =0 (/=1,2) (3.1)

4(?J = 0, /;,.(?։) = 0, 4(֊?.4=0> 4(֊?г) = 0

4(о) = 4(О), Ло (01 =4(0)
(3.2) 

2(2zn։- 1)/1О(0) I-/4,4(0) :Ч2(2ш ֊i)/2o(O)4-m;:4<o)|

֊2G\7’o(<֊71)

14(0) . 4/н (0) 1 т №[ л; (0) -г 44 (О)] = 0
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Решение уравнений (3.1) будет

— Л,- .5/ - -р Ci cos 2- D,sin2= (/ =■ 1, 2) (3.3)

Подставляя (3.3) в 1'3.2), получаем

Л. F* #i?i C’:cos2r։ J D, sin2=՛, «= О

Z?j 2C1sin2:-1 2/9 СО$2?։ - О

Л..— Я.;. • C«cos2^., Z9,>sin2^._. - О

В., 2C..sin2->-> 2/9.,cos2-- О
(3.4>

Л։ ֊г С։ Ла — (. 2 — О

2?, - '2D, В., 2/1, = О

(2?7jj — 1) Л։ — С. в(2г??о 1) А.. [’■С., 7’։("j — 7.J

m,J3x — !’-/пс В., О

Решая систему уравнений (3.4) и подставляя полученные значе­
ния для Л։ , В,, С,-, D,- в (2.10), имеем

/■’iu - - ? (а - b;z I с-cos2- — c4sin2?) (3.5)

где
А’ = Ц Т(1 (>2-7,1

1-Д 2?.ч?. (nt., sin-?.?H2sin”-, — 7,s։n2c,) ~

|2 11 — siire, (2zn։ 1) sin2-.| —

- ։ (sin2'r ; — ?.z cos2 x2) —

— 2^/n1sin7pI [2 (1 zn._.) sinvp„ — >. < '2m. — 1) sin2'p.,j

p-znj/n>s։n2?«(sin2^ — 2;-|Cds2r;) —

— 2;h։ (/«, siir?,) (2sirr?L -2sin2^..)

«I -4"/?z., (^]sin2c1 ֊ sin2-.) sin’՝ ։Mn.,sin2^2 (2-jCos2?j $in2T!) —

— 2zn։ (?2sin2r2 2sinJ'i2)

6։ = 2ufzr;[sin2 (?! -J —sin2C] sin2c,] (3.6)

c, — i',i/n2s։n2-jsin2>.> — ;i?n..sin2T2 (2i.cos2ri sin2y.) ֊

2m1cos2o1 ( -2sin2-.֊. — 2siir2-'j)

c/j — 2;>/.’b_.sin27;; (-TSin'2-i siir-J 2!'-m_sir>.2 , sin ’r;. -

2mlsn։2rl (r,sin2?o 2sirr-:.)
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!1/”а» ?1» ?•.֊> = «։ I -!‘/л.., т1г ?2, ?։)

^2 ?ь ?г) А1 ('”ь г։. ?2)

с2(лпь «ль, = С; ( р/п2, — т19 ?2, ?,) 

<7. (/п։, р/п2, ?,. ?а) = */։ (р/п., /пп е2։ Г։)

При условии отсутствия концентрации напряжений местные тер­
моупругие напряжения, возникающие г. составном теле при равномер­
ном нагревании, можно вычислить и помощью формул (1.2), принимая 
ф.(г, г) Л.(г, ?) (/- 1, 2).

Рассмотрим частный случай ?։ = г. Из (3.6) получим

а. а.. 4М81П?п - О

с. с.. ■-- = — 4А/$>п'-.соз2-1
13.7)

(11 <!.. —4М§н1с1$1п,2г։

8Л/51пс։ [и/։ — [л/??.. ֊ (и 1)5‘и։7'п1

где

Л/ =(/??։ •՛/??„) 51п?։(/«.?_. ?^»3?։)со$?|

Подставляя значения постоянных (3.7) в (3.5), получаем функции 
напряжений, выражения которых совпадают

Кг"а1п՝(^ — ?։) 
/п: )1/п2-х-(’1- 1) мп2?։ 1. 2) (3.8)

В этом частном случае напряжения на линии раздела разрывов 
не имеют.

Местные термоупругие напряжения определяются формулами

։ _ #81п2(?3 — ?) 1 — соя2 (? — Од)_____
тх — рт* (;’ 1) я։л2?х ’ т1 — рд։» (Iй— 1) зиг?

/?»! — Г-/Пг(р 1)510-?։

Вычислим интенсивность касательных напряжений
б^ = (-г֊о;)2-|-(^-֊о</>)гч-(^֊*<9,)Ч-6б;: ('= ։> 2) (3-Ю) 

где компонента напряжений з<’ определяется но формуле

=<-' = 7,-(тг ֊ т„.) -а.Е,- Та (/= I, 2) 

или

27,- R
-я* £' 7՝« (ЗЛ1>

где

Л'՜ = /п։ — -I- (|1 — 1) 5111-'?։
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Подставляя (3.9) и (3.11) в (3.10), получим 

02 _
чу- 1зГ- 2=',° 41 ('~1, 2)

где

— V 
(/■- 1, 2) 

л

(3.12)

Таким образом, интенсивности касательных напряжений и нор­
мальное напряжение ՛■ к каждой из областей постоянны.

11а фиг. 2 приведен график зависимостей местных термоупругих 
напряжений на поверхности соединения в окрестности ее края от угла 
г., з случае ~ для составного элемента из стали I и меди II

ч 21 - 1.67597, л = 0.293, - 0.343,
</2

у։ = 125 10-7, ь = 165-10’՜

Продолжение этих графиков при ?2>>45 вс имеет смысла, так 
как входим в зоны концентрации напряжений в окрестности г — 0.

Фиг. 2. Фиг. 3.

Нафиг. 3 приведены графики распределения темпер.; гурных на­
пряжений для соединения стали и меди при т- - 150 , у2 30 .

В случае « — 1, ч», ?։=г=22, соответствующем предельному
значению ։ — 1. формулы (3.9) нс справедливы.

Определим перемещения в рассматриваемом частном случае.
Подставляя (3.9) и (1.5՜) и 11.5), имеем
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= -д^- П -< : (1 + <) cos2 (?j - ?) ] ч а; т0 

֊4*֊—^L = -JL-[1 (1 г •0co.s2(?i -֊?) I + <7,

Г Г i\'E;

1 ди. ди,- vj /\}

Vo, TTS“"2” *>’ <ЗЛЗ>
где

£; = <= М1

Интегрируя (3.13), при условии иг-, гч!. । - О получаем 

«/ -~֊ I 1 - ՝<• ~ 1 S)cos2 ('■?։* -) I + \

Ui = (1 + \)sin2(?, г) С Г

Постоянные интегрирования С,- (/—1, 2) находим из условия ֊ . ,, О 

и &
С։ = ~ Е/У(1 ” '^я,п2™' С- (! 4-4.) Х1п- у։

Нетрудно заметить, что условии непрерывности перемещений на 
поверхности соединения выполняются.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 22 X 1970

>1 II. Ullrll.'i.rilU,. Я. h ll.l.lil’IIIUrflli.
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irilJihl'Ij-l.lll’-'.Ibb Uji.l'b orWilUU-’lll’U*
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tnpiftllA IU pin III pjl'h pllfl ft tfhttf pntti 1
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Պււդպատից և »րքնձից բաղադրյալ Լքեմենաի համար էլ ■•• — / Տ՚ք) դեպ-

րոէմ բերված են միացման մ ա կե ր/ւա յ/1 ի եզրի ՛շրջակա յր»է մ ջերմաոաձդական 
լարումների բաշխման դրա!իիկներր> ջերմ աոաձղական լարումների $>., անկյւււ- 
ն/'Ո կախվածոլիէ յան դրաէիիկներր և ջերմԱաաձէքական լարումների բաշխման 
դրաֆիկներր, երբ = 150?,

THERMAL STRESSES JN TNE VICINITY OF THE 
JOINT SURFACE BORDER OF A COMPOSITE BODY

K, S. CH0BAN1AN, R. K AI.EXAN1AN

S u ni m a r y

The Ihermoelastic stresses in the vicinity of the joint surface bor­
der of a composite body in conditions of plane deformation and subject 
to a .stationary temperature action are considered.

At expression for the function of stresses is derived by means of 
local solutions of double Laplacian equations. Il is proved that singu­
larities of stresses in the problems of plane deformation of the theory 
of ihermoolasticity are due to those in the corresponding problems of 
the theory of elasticity with a given external load.

The diagrams of dependence of local thermoelastic stresses in the 
vicinity of the joint surface border on the angle in the case of 
y։ - >.? 180 for a composite element of steel and copper as well as
those of distribution of thermoelastic stresses for steel and copper when 

150 , s.s — 30 are given.
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Д. М. АХПАГЕЛОВ, 3. Г ТЕР-МАРТИРОСЯН

О НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ ВЕСОМЫХ 
ПОЛУВЕСКОНЕЧНЫХ ОБЛАСТЕЙ

Многие проблемы геомеханики часто приводятся к рассмотрению 
задач о напряженно-дефррмированиом состояли։: горных массивов в 
поле гравитации.

В работе рассматривается напряженное состояние однородного, 
изотропного горного массива и каньона (фиг. 1) в рамках плоской за­
дачи теории упругости, с использованием функции комплексных пе­
ременных. Решение задачи дастся в замкнутом виде в криволиней­
ных координатах.

Фиг. 1.

1. Рассмотрим в плоскости д прлубесконечную область 5, опи­
сываемую уравнениями

У = C'i
cb(i\ — 1) 
г Ь(-<֊ IP

где с -коэффициент пропорциональности, Ь постоянная величина, 
; и >, — действительные переменные.

Пусть в каждой точке области 5 действуют силы гравитации •*, 
направленные вдоль отрицательных у.

Формула (1.1) вытекает из соотношения

֊• - - <•» (С) — с [z — x-rly, : « + п։, 0) (1.2'

осуществляющего отображение нижней полуплоскости на 5.
3 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 3
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При —1<^6<^0 область представляет собой полуплоскость с 
вырезом. Глубина выреза равна гЬ, а радиус кривизны в основании 
дается формулой

26

Для b —1 радиус кривизны равен 0, и вырез принимает остроуголь­
ную форму. Случай 6 — 0 соответствует полуплоскости без выреза, а 
6 0 соответствует выступу на полуплоскости.

Отношение глубины выреза к его радиусу кривизны определяется 
выражением

26-
Л “ 1 ! 63

На фиг. 1 представлены границы областей, построенные при ? — 0.8 
и 0.25.

2. Как известно []], система уравнений., описывающая напряженно* 
деформированное состояние в случае плоской задачи, дается в рорие:

уравнения ра вн о вее ия

гУз" О~У
—v - _2։' — О
Ox ду

dz" Оз* 
д. — - 

дх ՛ (iy

ус л о hi । с сонмес тност и

А-(;'։'Д ф =0

। раничные условия

л՛"- ֊,֊ '^K-^-cos2»0 sin-2/ О

,0 _ -О
7՜° = - " 51п2>0 cos2?r 0

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Здесь -у, ՝:..1 — нормальные и касательные напряжения, Л и Т'л - 

соответственно нормальная и касательная нагрузки, действующие на 
границе, у сила гравитапи;'., равная объемному весу теля, составляю­
щего область, з.у — угол между нормальней внешней нагрузкой и ос
Ох, отсчитываемый от Ох в положительном направлении.

Для решения задачи методом комплексных потенциалов необхо-
лимо в неоднородном уравнении (2.1) освободиться от неоднородности; 
то есть привести задачу к случаю отсутствия массовых сил. Для 
этого положим
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= зу +з; (2.4)

-։՛ — - 4- -г »!? '1 “ *У

где з[, = некоторое частное решение уравнения (2.1), характе­

ризующее напряженное состояние весомой полуплоскости до образо­
вания выреза, а зг> =у, дополнительные напряжения, обусловлен­
ные наличием этого выреза.

Частное решение берем в виде

3;=Лу; ֊/^=0 (2.5)

где К коэффициент бокового давления.
Дополнительные напряжения □.?, ч, теперь будут удовле­

творять однородному уравнению (2.1). Кроме того, принимаем, что они 
на бесконечности равны 0.

Граничные условия для них определятся из выражения (2.3) под­
становкой туда (2.4) и (2.5)

/V ^1(А'- 1)СО827„ (К I 1)1

(2.6)

Г = -~-(К 1)$т2я0

3. Выразим граничные условия (2.6։ и комплексной форме через 
точки границы полуплоскости ‘

М , ,Т &-ЦК- 1) — (К 1)] (3.1)

Воспользуемся следующей формулой [1]:

2.
С.)

гле х есть угол, составляемый осью (:) с осью Ох и отсчитываемый 
чт Ох в положительном направлении. Обращаясь к фигуре, легко 
установить, что на границе, для - /, при ; = 0 угол л„ равен а.

г — д “>(/)— »-.(^)
, Учитывая также, что у - (в данном и последую­

щих соотношениях черта над некоторыми величинами означает знак 
сопряженности), выражение (3.1) перепишем я виде

Л(+,Т= (К—1) (3.2)
л £ I (•>'(/)
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При отображающей функции (1.2) имеем

■■V /г=^{(/г -1) 10-/)- 6|(/ /)
(/-/)'|(/-։-/)••' 6| ֊(К ”(( /)(/

____1| 
֊ /н

(3.3
4. Используя общеизвестное граничное условие |1|

/У-Н‘7’= Ф(0 4֊‘Н0 4 —= 1 ••>(>) Ф'(Л 4֊ <՛»'(*)’1* (О 
«/(/) I

и ему сопряженное, а также свойства интегралов с ядрами 
находим:

(4.1

Ко [ПИ

(4.2

где

"՛(-'■> = 2(6^2; 1л/)]-4/,(-/)

л- 1 •» (/-/)*-6
2п 1 (1.3(А՛՜ : Т > </?

Подставляя выражение (3.3) и ему сопряженное в (4.3) и 
рируя от —с до -+• о-., находим

интег-

/> «2 1 /
2(С֊7)а ('. /)’

А = «а | 1 /
2 С-/»3 с֊/)’ ('— 0

(4.41

Ф(—7) о4 

где 

\сЬ(Ь- 4) -|С/г(Л' 1) 7с62(А-П
-8-------- . *2 = а, ------------- з--------

‘(сЬ]Ь (А 2)4-4]
8(6 '2)
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Подстановка (4.2) и (4. *) н известные [1] формулы

= -2[ФС) [ Ф^П

2 ___
Ъ т 2Л.Г - [ е. (С) ф' о 4֊ С) чг С) ]

выражения для дополнительных напряжений

=■ 2(?։֊?Р

2(% : <0

• г = Г֊,. 4 с*.՛ [£^4 Ел £А £н?։1

Здесь введены следующие обозначения:

1) г~ = г — (•/;■ — 1г] ;г֊Н'. — 1)-

£0 = г — — 1 )2, Е։ = Е0—6, £2=2г(>|—1), £Л = .

£.=֊֊?('. +1), Е, = ~р ('. + 1>г1. ^--֊£5֊֊£у
| А 3՛ 2 ' 1 9

£„ ֊ ад - ад, £и = £..£, £,£3

£а = ^[(£1-^)Н- 2адй -1)]

£2?= ^[(Е---£֊)(■/;—1)- 2£х£3;]

(4.5)

(4.6)

Е:9 - :(г? 6), £зО = 6(т? —1)-

^1 = ^(1 тЛ),
£,..

Ь(ГГ 1)

Д: = (л 1)[3:2 ( ֊, -1Г], £ал . :’3 (•.֊.-п—г| 

£„ = ֊ [ад. ֊ ад,.], £« -= |£,£._. 4֊ £■£.,I 

и !)£»«, Е4ъ«։£„ (•; 1)£г.

£4а £(Еи — £.£,с Е:л) Е^Е22 Е3Е21

£51 - 2 (Еч.։ Е4г,), Е^ — 2 (£.5Я 4՜ Е-^}

^■:-з ~ £).1£^.а Е;.-| — £։л ^"з.՜/ £-к£;й

£ — —'* Е - —•
г:$ г.'.
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2)
2Л

2£>։
2^

/։1 «1^3 [ С^ЗЯТ 6/12£0

Л!’ = ”7-------«2 -------------7----------
гз I- %

«1^0 | £з:1г.1~3(74 1)1 —3;£}4> ]
—;------- а* ।--------------------------- :------------------------ .

3) ь = £;|баЛ֊Жи֊Ж։1 

сг=£։в|6иЛ+/й>£и-/1'1>£11|

Ъ = £1^!)-^Л?’ • £мУ^֊^/(-'-26О1£.։

?< = £•;: № Е:л + ЕУЛ\\> - ЧЬа^

4) ։л |Др ?։ £։?2 ^֊. (?»-«») Ь ?Л1 —?Л»1 

'Ь ~ [./?’’ -г ?2 (?, ад) — Е. го ֊;

'-’з ~ 2^2 _ £-2 | 1^53ГЛ ’ ^-Г; ' • "

5. Используя известные зависимости [1] 

з* : Зу 4- Зт.

(=у ; 2г^,)е-‘-’֊^-7:Н֊2/-:,

выразим частное решение и криволинейных координатах

Л
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При этом пришлось ввести следующие обозначения:

1» />*;(',! 1>Е0)Еи, Е^-Ь.^Е»Е‘> 

гт ГЛ

2) ;0< 1)с Ж-”
г5

№ №|, И^»|

. Г,К

6. Суммируя (4.6) и (5.2), окончательно получим:

Հ ՜ ~ Ctj ?д) շ (?• Т Т-9

~ րՀ 1Հ.*?ւ է՜ 4՜ ^յյ'<ճ~ 
° i3 сн

Всесоюзный научно-нсследенателискии институт
гидрогеология и инженерной гирлогии Поступило ։6 IV 1970

Դ. II՜. 11.1ս'1|11.Տ1ւ1,11Վ. ft. '1-. ՏԵ|'-1ր11.1'ՏԻ>՝1111?.ԱՆ

Ա1ԼՆ’1.1։ՐՋ ՍԱՆՐ SM’ftbBfrWl* ԼԱՐՎԱԾ ԱՏԻՆ Վ1'ձԱԿ1' 11’11111'1.

II. մ փ ո փ ո I մ

Հրւ r[lfuiAimF դխուքաք) ( կքէէւաւսնվեր-ջ տիրույթներ!, I սւ [I if ա ծ t tt; քւ Jr if ft.. tit!/11 
էէհփււրԼւսն ^շոք' itinqbainfl [ան տակ, '.արթ fn'iiff/tft ս/ւ» (մ աննհրւս ii :

IlJltripfi րււ<)որմ/> tiifii/tttt) / ւքհր^ւււվյւր inhuptnf h հն >n ptinfti ր n i ft > ուն է. ւուպխւ 
ղնահատհլ [հոՆայիՆ ււէւէնւքվէէէծն!ւրի ե կտնյ»ննհրի ւարվածսւէքքւձակը:

ON THE STRAINED STATE OF WEIGHABLE 
SEMI-INFINITE REGION

D. M AKHPATELOV. Z. G. TER-MARTIROSIAN

S ii m m ary

In the condition of a plane problem the strained slate of semi­
infinite region under the action of their own wieght is considered.

The solution of the problem is given in a closed form, making it 
possible to estimate the strained states of mountain-masses and canyons.
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Дж. 3. МКРТЧЯН

ТЕРМОУПРУГИЕ НАПРЯЖЕНИЯ В КРУГЛОЙ 
РАЗНОМОДУЛЬНОЙ ПЛАСТИНКЕ

В работе рассматриваются две осесимметричные термоукругис 
задачи плоского напряженного состояния для пластинок, изготовленных 
из разномодульного материала.

В верной задаче определяется напряженное состояние в круговом 
кольце при постоянных температурах на внешнем и внутреннем кон­
турах. Во второй задаче определяются напряжения н сплошной круг­
лой пластинке при постоянной температуре на контуре и при тепло­
отдаче на торцевых поверхностях пластинки.

Получены расчетные формулы для определения нормальных на­
пряжений зг и Для определения границы областей первого и вто­
рого родов !1, 2] получено трансцендентное уравнение.

Для второй задачи рассмотрены числовые примеры и построены 
эпюры распределения нормальных напряжений.

§1. Рассмотрим круговое кольцо, находящееся в стационарном 
температурном поле, изготовленное из разномодульного материала, 
характеризующегося упругими постоянными Е , (при растяжении) 
и Е . V՜ (при сжатии).

На внутреннем контуре кольца (г = с) имеем постоянную тем­
пературу То >0, а на пнешнем контуре (г 6) температура равна нулю.

Температура в любой точке кольца определяется из решения 
уравнения теплопроводности, которое при данных контурных условиях 
имеет вид [3, 4|

Т- Т, ь (1.1)
1п — 

«

Предполагается, что в сечениях, параллельных плоскости кольца, 
напряжения отсутствуют, то есть имеем случай обобщенного плоского 
напряженного состояния. В рассматриваемой осесимметричной задаче 
касательное напряжение ~гЬ отсутствует, а нормальные напряжения 
Ъ и зв не зависят от полярного угла и являются функциями только 

от координаты г.
Решение задачи для одномодульного материала [3| показывает, 

что во всех точках кольца зг отрицательно, напряжение же -Г1 отрица­

тельно на внутреннем контуре (г а), положительно на внешнем 
(г = 6) и является непрерывной функцией от г.
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При решении рассматриваемой задачи принимается, что и для 
разномодульного материала везде <- О, а ;6 в области кольца меняет 
свой знак, обращаясь в нуль на некоторой, пока неизвестной окруж­
ности г - Кольцо этой окружностью делится на две части. Первая 
часть (й < 'г а՛>) является областью первого рода, так как в этой 
части пластинки -г 0, Зц<0. Вторая часть (?<^г Ь) является об­
ластью второго рода, так как для нее =г<^0, а ^>0.

Рассмотрим каждую часть в отдельности.
Как известно |3, 4|, для обычного изотропного материала, также 

и для областей первого рода, решение осесимметричной плоской тем­
пературной задачи сводится к определению функции напряжений ®, 
у д пиле т вор яющ ей уравнен и ю

с/2?
7Л

1 г/с 7
г dr г

С<1Т а
*- 7-Е т- — 0 

dr
(1.2)

п соответствующим контурным условиям. Здесь у. коэффициент ли­
нейного теплового расширения материала.

Общее решение этого уравнения, с учетом (1.1), будет

9 = Суг С. г '■ 4֊ — rlnr
21п — 

и

(1.3)

Можно показать, что для областей второго рода, в случае осе 
симметричного напряженного состояния, уравнение относительно функ-
ции напряжений с [5, б| имеет вид

с/'С 1 dz
dr- ' г dr

«н ■-
<•'. т"

... ^41 = 
а ■ dr

0 (1.4)

где

"х։ “
1

---- . а-.. — 
Е

1
Е

при :г < 0, =<>0 (1.5)

или

«11
1

֊ Е- > «~
1

Е
при =г ’ 0, -•«<0 (1.6)

Общий интеграл уравнения (1.4) будет

֊. = С,г’ —--------------—----------г-г (1.7)
a.n(l ?2)1п — 

" а

f.lS

см
(1.8)
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Входящие в (1.3) и (1.7) постоянные интегрирования С։- определи’ 
тотся из контурных условий задачи.

Для первой части (а г у) имеем функцию напряжений (1.3) и 
следующие контурные условия:

при г а — 0, при г —Р -о = 0 (1.9)

Для второй части (у<Сг-$6) имеем функцию напряжений (1.7) и 
контурные условия

при г — ;• с։-д = 0, при г — Ь ъ — 0 (1.10)

Напряжения з, и выражаются через функцию напряжений £ из­
вестными соотношениями

Удовлетворяя контурным условиям (1.9) и (1.10) с учетом (1.11), 
для неизвестных коэффициентов С, получим

___ 2___ (// 1)

С' 2(<- о2)

г. ЛЕ 'га: / . р

- ае 3 ,
(1 /•■) 1

а*’1па)

(1.12)

?// ‘1)

Напряжения ~г и з,։ 

для первой части (о

АЕ ..2. — — ————— 
՝2г2 (/-՛ а2) *

АЕ
"А -Г". ’•> ■>. а2г (р* - а֊)

/1ля каждой части кольца будут:
<; г р)

гг - а=) - у1 ( г'1п -- ֊ а֊՝1п - а2г''1п

(<" <г) а*^?г1п“ г’1п 4-:ггг1п ~

(1.14>
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для второй части (у г <> 6)

'г՜ (6' ~~Г

•> 1 (/Р - г->) » 6>’1 (Р“։ - г ') |

_______АЕ У______ 2п
4 И /г) (62՛ (- !>■$) г' ’ ‘Ф ■' г 1

+ 6=Чг? ’ ^1։)-Ь/-1г ^(?’-։-г3-’)] (1.15)

В выражения (1.14) и (1.15) входит неизвестная величина кото­
рая определяется из условия непрерывности напряжения э, (или 
радиального перемещения) на границе областей первого и второго родон՜

֊-’<1,.., (!.։<>)

Из (1.16) с учетом (1.14) и (1.15) получим следующее трансцен­
дентное уравнение относительно (д

(> 1)֊Х- (Зс5 1)(3 1)пгл֊2՛ 4>֊\- Их2 гп")

-(?֊ь1)ал“ (33֊ 1)(Э- 1)т2-2(^-Пта(1 х֊՝) 1п-Г О
т

(1-17) 
где

х = , лт = -у (1.18)

Сравнивая полученные здесь результаты с соответствующими ре­
зультатами задачи о чистом изгибе кривой разномодульной балки [б| 
замечаем, что трансцендентное уравнение (1.17) идентично с уравне­
нием, определяющим положение радиуса кривизны нейтрального слоя. 
Напряжения же з, и <■ отличаются от соответствующих напряжений 

только постоянным множителем.
При выполнении контурных условий (1.10) и (1.11) с учетом (1.12) 

можно показать |6]. что :п Иг — 0, то есть н сечениях вдоль радиуса 
։#

напряжения =о приводятся к паре сил. Это и объясняет вышеуказанное 
качественное совпадение результатов сравниваемых задач.

Отметим также, что все допущения относительно знаков напря­
жений и единственность решения уравнения (1.17) можно считать до­
казанными, исходя из этого совпадения.

Таким образом, после определения .՛■ из уравнения (1.17) по. 
формулам (1.14) и (1.15) можно вычислить напряжения -> и 5^.

§2, Рассмотрим теперь круглую гонкую пластинку, изготовлен­
ную из разномодульного материала. На боковой цилиндрической по, 
верхиости пластинки (/*■=/>) задана постоянная температура / Т-0? а
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на торцевых плоскостях происходит теплообмен с окружающей средой. 
Решение уравнения теплопроводности, при указанных контурных ус­
ловиях, имеет вид

у у /( П?2!)
9 /0(т) (2.1)

где

т
Ь

(2.2)

коэффициент относительной теплопередачи

г безразмерная координата точки, />( модифипи- 
Бесселя нулевого порядка.

В (2.1) и (2.2)

высота пластинки, 
рованные функции

Из решения рассматриваемой задачи для обычного материала [3|,
следует,, что в области круга (0^Лг^1), 0, а ;Г: меняет свой знак,
так как при г 0, при г — 1 з»,<С0 и является непрерывной
функцией от г.

При решении задачи для случая разномодульного материала при­
нимаем, что -г"՜ 0. а зГ| меняет свой знак, обращаясь нуль на неко­
торой пока неизвестной окружности г - х.

В силу этого круг разделится на две части.
Первая часть (0 г < х) является областью первого рода, гак 

как для этой части :у^>0, зс 0. Вторая часть (х<^г 1) является 
областью второго рода, так как для нее з. О, зй<^().

Для первой части относительно функции напряжений ? имеем 
уравнение (1.2) и следующее контурное условие:

при г = л՜ ?0 = 0 (2.3)

Для второй части имеем уравнение (1.5) и следующие контурные 
условия:

при г — х 0, при з 1 зг = О (2.4)

Решая уравнения (1.2), (1.5) и удовлетворяя контурным условиям
(2.3) и (2.4) с учетом (1.11), для напряжений и получим:

для первой части (0 г <х)

■з, ВЕ /0 (тх!
1,(тх} 1г(тг)

/пх тг

НЕ՜ I, (шл ) - 4 (т2) + -М- - 
т г тх

(2.5)
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для второй части (х<^г=5?1)
1

- = 23 г~ ] 2' *’

- (!-{-.у-'՜) г՜'՜ 1[ У1՜ /Дп?/)^/ I /՛

- Тлгст^.:'-!<£а-*”) 1(/'՜ «’■•»/.(тол- 
— \ ) * I ։

где

2_Г0 
4 <л»)

В выражения г и ’0 (2.51, (2.6) входит неизвестная величина х, 

которая определяется из условия непрерывности напряжения на гра­
нице раздела областей первого и второго радон:

(2.8)

Из условия (2.8) с учетом (2.5) и (2.6) получим следукнксе транс­
цендентное уравнение относительно х:

I л
(1 х:) 12\тх) - //пл՜՜1 I ,(/5՜ ~ (1 ч)/։ (пк)///— 0 (2.9)

.X

Нетрудно'показать, что при любых значениях 3 и т -г 0 и урав­
нение (2.9) в промежутке 0<^х<^1 имеет один действительный корень, 
который можно определить известными методами приближенны:; вы­
числений.

Для .чтой задачи при некоторых значениях параметров т, ՝' "И- 
ределены величины напряжений -г и в нескольких сочках, располо­
женных вдоль радиуса.

11ри этом выражения для напряжений ՛- и преобразованы 
к виду

” »ТиЬ А'„ 7։- ,Т„Е К._ (2.10)

где А։ и К.. функции, которые, как видно из формул (2.5) и (2.6), 
ависят от параметров т, и от координаты точки 2.
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/7шилу<? I

- ЮК. ЮК,

00 0.0000 0.2728 0.2728тО 0.1036 0.2672 0.2560
0.2132 0.2503 0.2052

о 0.3199 0.2221 0,1202
11 0.4265 0,1823 0.0000
и 0.5699 0.1299 —0.0543

0.7132 0.0861 0.1241
II 0.8566 0.0439 -0.2112
5 1.0000 0,0000 —0.3161

-֊ 10Л'։ ЮК,

0.1MXKI 0.3536 0.3536Ь о. 0.1619 0.3529 0.3514•Л о 0.3299 0.3498 0.3388
о 0.4948 0.3388 0.2797

0.5598 0.2978 0.0000
и 0.7448 0.2583 —0 1096
с 0.8299 0.2097 -0.3554

0.9149 0.1349 -0.9(192
S 0.0000 0.0000 —2,1614

; -- 0.5

- ЮК, ЮЛ՜;

•Л 0.0000 0.7455 0.7455
V. 0.1308 0.7355 0.7152
՜Հ 0.2617 0.7033 0.6129

0.3925 0.6417 0 4010
II 0.5234 0.5366 0.0000

0.6425 0.4233 0.1633
0.7617 0.3115 0.4454
0.8808 0.1790 0.9352

Е 1 .(КЮ0 0.0000 - 1.7906

֊ 1 10К\ 10Æ,

0.0000 0.2136 0.2136
0.1848 0.2135 0.2135
0.3696 0.2134 С. 2125
0.5545 0.2117 0.1985
0.7393 0.1935

и 0.8045 0.1740 0.0835
•А 0.8696 0.1488 -0.2980

0.9348 0.1014 0.8509
5 1.0000 0.000:1 —2.2792

* ЮК, ЮК,

4Հ> О 0.0000 0.3789 0.3789
0.1254 0.3711 ։1.3556О 0.2507 0.3478 0.2854
0.3761 0.3086 0 1674
0.5014 0.2535 0.0000

Я 0.6261 0.1928 0.0625
Т" 0.7507 0.1326 0.2371

11 0.8754 0.0691 0.3917й 1.0000 о.оооо 0.58 М

* ЮЛ’, ЮЛ'5
го
£ 0.0000 0.5791 11.5՜ -1

0.177'» 0.5783 Ո.57օՏ
0.3559 0.5743 0.5598

о 0.5338 0.5587 0.4719
» к 0.7118 0.4939 0.0000

0.7838 0.4371 -0.2287
0.8569 0.3562 -(1.8325
0.9279 0.2260 -1.9354
1.0000 0.0000 —4 1368

0.7
՛!<<.•..•< Աք.• 2

1 - ЮЛ։ ЮЛ'.

со сч 0.0000 1.0982 1.0982
0.1489 1.0852 1.0586

»Tj 0.2977 1.0425 0.9206
0.4466 0.957* 0.6174
0.5955 0.8042 0.1)000
0.6966 0.6630 -0.3642

•л 0.7977 0.4989 ֊0.9454
0.8989 0.2882 1 .8717

- 1.0000 0.0000 3.3Ô5'»

| » ЮЛ՜, 10Л\

“■֊> 0.0000 0.3704 0.3701
։-•֊ 0.1944 0.3704 О.3703
Г-* 0.3887 0.3701 0.369'1
o' 0.5831 0.3677 0.3478

0.7774 0 3373 (i.fUKKi
0.8331 0.3083 -0.2241

՚ 0.8887 0.2613 <1.7274
0.9444 0.1742 !.8566

*■ i.oooo о.оооо -4. -.956
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IOX-, WK, I0K, 10 A'.

о.оооо 0.5117 0.5147 Ջ 0.0000 1 6032 1.60.32
0.1457 0.5042 0.4832 1 0.1672 0.5867 1.5527
<».2913 0.4726 0.3882 Ժ 0.3345 0.5311 1.3701
0.4370 0.4197 0.2281 e 0.5017 1.4156 0.9122
ü.5826 0.3447 0.0000 0.6690 1 1946 0.0000
0.6870 0.2771 -0.2074 w 0.7517 1.0209 - o 8199
0.7913 0.1974 -0.4537 wn 0.8345 0.7824 2.0268
0.8957 О.1052 -0.7411 0.9172 II. 1539 3.8047I.0000 О.ОООО -1.0722 H 1.0000 0.0000 6.4265

- WA". l»A-։ » 10A\ ЮА,

0.0000 0.9468 0 9468 P «I ОЙЮ 0.6140 0.6440(1.1909 и 0450 0.9437 Я 0.2039 0.644։) 0.6439
0.3818 0.9409 0.9220 к 0 4U7« 0.6437 0.64220.5727 0.0191 0.791O 0.6118 0.6-101 0.609«»0.7636 0.8161 U.UOUO 0 8157 0.5893 0,1)000
0.8227 0.7347 -0.7149 0.8618 0.5433 -0.61140.881.4 0.5993 —1.9733 (1.9078 0.4577 1.8050
<1.9409 <».3746 —4.1908 0.9539 0.2982 1.1415
1.0000 ОдМЮО —8.1028 = 1 0000 0.0000

•- I 5

-8.7119

* ЮЛ". w3 - 10A\ IDA,

о.оооо 0.6883 0.6885 c 0.0000 2.3423 2.34230.1 679 0.6749 0.6470 ? 0.1.862 2.3217 2.27890.3357 0.6329 0.5206 Z 0.3724 2,2504 2.0400
0.5036 0.5623 0.3066 Շ 0.5586 2.0946 1.439։
0.6714 0.4620 0.0000 0.7449 I.7766 0.0000(1.7536 0.3693 -0.4193 0.8086 I.5639 1.93630.8357 0.2868 -֊ 0.8997 ք 0 872 4 1.2170 4.5583
0.917° I) 1566 1.4469 0.9362 0.7086 8.11311 ЛИНЮ <1 0000 2.0652 = 1 0000 0.0000 12.9308

1OA'. 10K, -- ioa; 10 A',

0.01 КМ) 1.5683 1.5683 7
1.581b ;

0 0000 1.1417 1.1447
O.2U4J 1.5872 0.2138 1.1447 1.14160.4083 1.5609 1.5361 «g 0.4277 1.1413 1.1422
0.6124 1 5301 1.3425 0.6415 1.1390 1.0924и .4 !<Л 1 3667 o.ooou <» 8551 I.0521 0 0000
0.8б24 1 2463 - 1.9335 0.8915 0.9765 1.7760
0.9083 1.0153 4.9444 w. (I 9277 0.8158 4 783«»
0.9541
1.0000 

d»

0.6247 9.6247 0 9638 0.5185 0.8811
0.0000 16 .TO» 5 1 iKXX) 0 OO0O 18.5205
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Вычисления произведены на ЭЦВМ „Напри" Учеб но-вычислитель* 
ион лаборатории Ереванского политехнического института имени 
К. Маркса.

"иблцца 5
2

10Л-, ЮД, г 1 IDA*, 10А’2

0,0000 0.3105 0.8165 0.0000 2.9526 -’.252ьi 0.1832 0,8001 0 7672 0 1980 2.9291 2.84D1й 0.3645 0.7505 0.6179 Cj 0.3960 2.8-167 2.6003
© U.54O7 0.067: О.ЗМ5 0,540 2.6605 1,8о28

0.7290 0.5483 0.0000 0.7920 2.2261 0.0000ч 0.7967 0 4739 0. 6657 О.84Н 2.0237 ».-1011—* Г 8645 0.3553 1.4131 м 0 8960 1.587-1 7.7731
0.9322 0.1973 2.2531 о 9480 0.926« 13.40741 («мм» 0.0000 3 1938 5 1.0000 0.0000 2<1 (»670

: ЮЛ”, 10 Д, * 10 д, ЮД՜!

<•> 0.0000 2.14.91 2 IM о.оосо 1.6477 1.11477
$ 
з

„0.2121 2.1179 2 1450 0.2201 1 ».177 1 л 476
0.4218 2 1406 2 11В О 1403 1.6-172 1 6447

© О.ь372 2.1025 1 8 t»35 и.бЫМ 1 у 105 1.57920.8496 1.3836 0 Ot'W H.8SJ5 1 5181 п 0000и 0.8872 1.7298 3 7! '20 Ч.9|Щ 1 114(1 3 5790с 0.9248 1-4067 9.0521 0.9403 1 1738 ֊ 9.1171
0.9624 0.8571 16.7430 0 9701 0.7344 17.6927

Е 1.00(H) о.иооо 27.8191 5 1 .(ИХЮ 0,0000 30.9712

։ Известии АН Армписипй ՛ ( Р. Меплнижл. V.-3
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Результаты вычислений приведены в табл. 1 5. По этим данным, 
для большей наглядности, построены эпюры распределения напряже­
ний зг и (фиг. 1. 2).

Из приведенных в таблицах данных замечаем, что принимает 
свое максимальное значение при г 0, а для зГ| наибольшие растягиваю­
щие напряжения получаются при г 0, наибольшие сжимающие при г = 1.

Сравнивая значения К, и К.з точках д 0 и г=1 для пластинок, 
имеющих разные параметры (т, 3), замечаем, что с увеличением / 
при одинаковых т (то есть с увеличением отношения А /- ) увеличи­
ваются наибольшие напряжения и наибольшие растягивающие и сжи­
мающие напряжения .

При одинаковых значениях характеристики разиомодульяости ? 
и при различных т с увеличением последнего увеличивается л- (область 
положительных напряжений 5.) и увеличиваются наибольшие сжи­
мающие напряжения ,.

Ереванский нолнтехмкчгский тктнту:
нм. К Маркса Поступила 8 X 1970

Я. !•.. 1Г‘|Р8УВ11,Ъ

811.1'и.1С11Ч-П1ч. iil.nr 1НЦЫ'Ь 5Ц;1‘1Ги.1Н1ЦФ1и»1Гь ЩиЧ1

U. if փ II 1|| ո I if

Գիտս/ր1/վաւ> է 41 tu puni tti/ttt/ նւէււթիք/ պատրաստված fy/որ սայԼրի Հարթ 
էարվածսււին վիճակի հրվւււ ա ասն t) рш սի մ L in րի !/ խնդիր։ ii.it ա у/fl/ իւն դրում 
էւրււշված Լ շրջանային օդ ակի լարումներր արաարին հ ներրին l.i/րաւխ 1>րւււմ 
Հաււտատււէն ջերմաստիճանների արման դ ե «/ pin if : ^1'կ{,,4՚դ խնդրում որոշված 
Լ հոծ կ[որ ապի լարվաճհէյին վիմակր արաարին եդրադծւււմ '.աստատ՚-մւ ջեր 
մ աստիճանի , իսկ մա կերն ո ւ >///<// ջհրմո flfuflt արման դեպրումւ

Երկրոյ <։ խնդրի հսէմար Հա շվ п>Л են թվային <ւրինւ:ւկնե ր ե կէ/iirni դվամ են 
նոր՛մաք րււրէէէմների Լսքշարաներ։

TIIERMOELASTIC. STRESSES IN THE CiRCULAN 
DIFFERENT-MODULUS PLATE

J. Z. MRRTCH1AN

S и in «ւ л r y

1’wo axisy липе Irie Ihermoi-iastie problems o' .t pL.r.c sirens Վ-Ле 
for plates made of different modulus material ar • considered. In the 

problem the stress state in a circular ring for th? case ol con­
stant temperatures on internai and external contours is found. In the 
second problem stresses in a circular plate with constant temperature on 
the contour and with ther.noexcl; img-՛ on the plate butt-.՝՛; ■ ։re
determined.



Тёрмоупрупи напряжения и круглой ралидмодулынЯ» пластинке 5^

Л И Т Е Р А Т У Р А

1 Амбарцумян С. /1., Хачатрян Л. .4- Основные уравнения теории упругости для 
материалов. розпосо1:ротШ1Аяю1дяхев растяжению и сжатию. Йнж. ж.. М ГТ, 
№1 1966.

- .4мбарцумяк ('. /’- Уравнения плоской задачи разиосопротивлясмой или разно- 
модульной теории упругости Изв. ЛИ Арм. ССР. Механика, т. XIX, №2. 1966.

3. Мелин Э.. Паркус Г. Термоупругие напряжения, вызываемые стационарными 
температурными полями. Физ.чатгнз, М., 1958.

I Боли Б., Уэйнер Дж. Теории температурных напряжений. Изд. „Мир", М., 1964
5. Амбарцумян С. А. Уравнения террин температурных напряжений ралпомодульпых 

материалов. ИнЖ. ж., МТТ, № 5. 1968.
6. Мкртчян Дж. 3. Чистый изгиб кругового стержня, изготовленного из разномп- 

дульного материала. Изв. АН Арм. ССР. Механика, ։. XXII, №4, 1969.



2и.З։«иП11Л. 11112 «М’БПЬЯ-ЗИКьШЧ» 1иПМЬЬи ьи.31‘ 81/1.Ь’П1'11-1։
II 3 В I: СТ И Я А к А Д Г М И И НАУ к А Р МЯ II С К О П ССР

' |1'|1и։ XXIV, .V? 1971 Лк-хяипк ।

А Л. ЛИВШИЦ. В. Л. ЛИВШИЦ

УСТОЙЧИВОСТЬ ОДНОСВЯЗНЫХ И НЕОДНОСВЯЗНЫХ 
ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН, СЖАТЫХ ПРОИЗВОЛЬНОЙ 

НАГРУЗКОЙ
1. Расчет на устойчивость пластин, сжатых произвольной нагруз­

кой, является актуальной задачей прикладной теории упругости. В 
данной работе предлагается для расчета пластин па устойчивость <• 
учетом плоского поля напряжений нею льзовать метод коллокации.

Рассмотрим устойчивость тонкой упругой пластины под дейст­
вием произвольной нагрузки в своей плоскости. Упругая поверхность 
пластины в момент потери устойчивости описывается уравнением

"’и- 9_
дх1 ~ дх~<пг ■I

О՝ :р /г _ </՝:<՛
1) ' ՝ о х՜

О'֊у> 
бу1
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дхоу (1)О

где ;/՛—прогиб, Ь -- толщина, /? —цилиндрическая жесткость пласти­
ны: "г, напряжения в срединной поверхности пластины, при­
чем сжимающие напряжения принять: положительными.

Напряжения "... пропорциональны некоторому параметру
/ и являются функциями координат: (.г, у).
Ъ., '/Лх> уУ

Функции }\{х, у} Л (х, у), /.(х, у՝ находятся в результате ре­
шения плоской задачи для рассматриваемых областей при заданной 
нагрузке и соответствующих контурных условиях.

Таким образом, решение задачи устойчивости состоит из двух 
этапов решения плоской задачи и решения собственно задачи устой­
чивости, Решение плоских задач для рассматриваемых далее областей 
н нагрузок дано в [1 ], [2] и использовано в данной работе.

Граничные условия для края пластины, параллельного оси у, 
могут быть записаны следующим образом:

для свободно опертого края:

«. = = О (2)О X՜

для защемленного края:

։р = ^=0 (3|
ох
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для края, защемлённого но дуге окружности ? г:

Г/ТР

(/?
(4)

'2. Задача устойчивости для односвязных пластин (фиг. 1) реша­
лась методом коллокации. Решение разыскивалось в виде аппрокси­
мирующего ряда

о» = А'. (») )'.(։/) (5)
• ֊1 .՝ ։

Функции и У., выбирались таким образом, чтобы прибли­
женное решение (5) точно удонлеткорило граничным условиям.

Фи.. 1.

Подставляя (5) в (1) и следуя методу коллокации, запишем:

У у Ь:.(х , )■ , -З.У ь I Ч1 г Ч;/„ >

<п. » I. .

(Ь)

уран-

' 1М*Р» V.,) 1.тр) >,"(։/,I /.<•*> (*„) У'..

+ 2/а(>> (.г ՝ У (у,) ||. о

где л’(, и у„ ■ координаты точки коллокации Р.
В результате приходим к системе линейных алгебраических 

нений относительно коэ։рфицие»։тон и . Прирапняя нулю Определитель 
;«той сиск-мы, получим уравнение •ггвосителы։о параметра мини 
малг.ныи корень которого д.ит величину критического значения па­
раметра > ч..

В качестве аппроксимирующих функций использовались косииус- 
-бипомы, предложенные М. М. Филоиснко-Бородичем [3]. Если стороны 
х 0, д / свободно оперты
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X. (x) = sin- (7)

Если стороны x 0 и x = / защемлены, 

v (т 1)пл- (т— 1) “д ол,։1 = cos------- ------- cos ------- г----  (8)

Если сторона х 0 защемлена, а сторона л- = / свободно оперта

У (т 0.5) -х (т 0.5) кх 0ЛП1 == cos -------- -j------- cos -------- j--------  (9)

Функции для У,. (?/) аналогичны. Полнота этих функций доказана 
в работе |3|.

Просчет осуществлялся н 12 приближениях, то есть удержива­
лось 1. 2, 3, ■ •• •, 12 членов ряда (5) и уравнение (6) удовлетворялось 
соответственно в 1, 2. З,---՛, 12 точках.

Необходимо отметить, что результаты, полученные при неболь­
шом числе точек коллокации, отличаются весьма существенно, но при 
числе членов ряда (5) свыше 9, решение детерминировано не меняет 
ся, колеблясь в пределах 12"|Н.

Нагрузка задается в виде

2.(0, /у) =։. (/, у) — >.у-‘

с,, (х, 01 - sv (х, L) — 0

мДО, //) !/) -■ ,(х. 0) = т„,(х. L) = 0 (10)
где

I аким образом, были получены решения для нагрузок 1. у", у', у", 

у* при = 1.0. 11редпоАагается, что произвольная симметричная на­

грузка такова, что ее можно представить в виде суммы составляю­
щих нагрузок вида *7г/2'. где > 0 — коэффициенты. Тогда с помощью 
найденных критических значений параметра ль; ДЛЯ составляющих на­
грузок можно получить нижнюю опенку значения критического пара­
метра для произвольной сложной нагрузки. Эта оценка вытекает из 
доказанного П. Ф. Папковичем свойства выпуклости граничных по­
верхностей в линейных бифуркационных задачах, к классу которых 
относится и рассматриваемая задача.

Пусть задана сложная нагрузка У-, которая с точностью до коэф­
фициента пропорциональности ‘ может быть разложена в ряд по со­
ставляющим нагрузкам а, , для которых минимальные значения крити­
ческих параметров известны:
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(1Р

Тогда, согласно теореме 11. Ф- Папковича

(Г-1)

Полученные результаты дли различных закреплении и.погрузок 
сведены п табл. I

Тлйг.

3. Задача устойчивости для двухсвязных пластин (՛!՛ ::՝. г) также 
решалась методом коллокации. :ешепие для защемленной г.՛ обеим 
контурам пластины ишем в виде

у՝? а А’ге? .■՝.•. /У (13)

Очевидно, что решение (13) точно удовлетворяет । рлнич.и.гм УС­
ЛОВИЯМ (3), (4) на нлружпом п внутреннем контурах.

Подставляя (13) в (1), получаем неходкое ураиш пне для оир՛-ч- 
ления критическою параметра:

384х" ‘ 384х”//' 4/?г 128х” !Г*ЦН} I И* В!

-1 4Я։Я, • 8/Л/З.) 4- 64хл •у'ЯЛ (2п ~ 1)(Я} г В. »•

-г 2(3т — п - 5) В1В) — (6т 4- Ап ~11) />/Зэ| —

+ 64х”’»/" -7?.[ (З’п 1Ц^| “г 4х5х/?.) 2(т4 Зп 5)Я։/Л 4-
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И (4/л 4֊ 6л } 11) ЯД] Зх”у" [3(2<г 4-2л 1)Я‘ -ь

4֊ 3 (2m’ 4- 2т 4֊ 1) В֊ 2 (3m2 4 Зл3 + 4/лл 4֊ 5m 5л - 4) В- В[ |-

4՜ 4 (4тл4՜ 2™ - — 1) В В..В3 4՜ 8 |'3л" | 2тп -։- т 4՜

4՜ 4л 4՜ 2) B3Bi Вл 4՜ 8 (3m3 4՜ 2т п -г 4m - л 4՜ 2) BlBsB''1 —

- 16д-+2у՛1 -■ п (л ֊ 1) В- (Я* 4- Я- • • 4В։В,.) -

4- 16x/rt у" - т (m | /к 12?ДВ3) 4֊

... Sx^'y՛1-' п {л —1 ) В3В.2В31 (2л 1) Я։Я2 4-

4՜ (2m 4 I) В.В3 2 (;л 4- л) ЯД]

8хт .у" т (пг 1) В, В ,В> [ (2л — 1) Z>. В.: 1 (2m 1) В3В- ;-2(т л) В՝В. j 4՜

4 х'пу՛ ՜4 л (л - 1) (л 2) (л - 3) /4, В- В- 

х':> ■у/1т(п\ 1)(л.՛—2)(т—З/В^ВВВ;՝ |

■ 2x"' 'у'՝ ■ггп (гл — I) (л — I ) В\ В՛. В2 | 

;л.Д«|8х-“ -у (В՛ | 5֊ 4ВХВ,)

4- 4 (2m 1) хму" В}В3(ВХ г В..} 4֊

т\т l l.v” :у՝՝В՝ В \ ՝,. /> ;[8х”'у4 - (В\ ֊ В~ । 'ВХВЛ\

т 4 (2л -г I) л՜'"у' Ь’|(Ь\ - В3) л in — 1) х" у՛' ■ В- /5J 

֊ 2 В,В3 |8л-՛ 1 у՝ ■ (ВЯ, 4֊ 2В- 2В.В_ 4֊ 2В,В3) 

: 4,г- ВХВ^В, ֊ В,) ; 4х"-‘.У'■ 'В}В.ЛВ> В,)-

4 rnnx- 1.у”-։^ад] = О (14)

где для краткости записи обозначено 2?| № - у՛ с՝: Bz- х' а՛;
В2 — у- — Ь:. Рассмотрим устойчивость квадратной пластины под

Фиг. '2.



СГОНЧШ.'л . I I. I и ՝. I !«•'. < I '1. .<.'-1« 'I I Ы \ П |)Я М<ЛТ<I. 11.11 .«!•: Н.'1;1С1> II 5/

действием симметрично;’, двухосной полиномиальной нагрузки на наружном 
контуре тина у'՜7. В этом случае силовая симметрия и симметр ия обла­
сти относительно осей х, у и диагоналей х - у позволяет рас­
сматривать не нею область, а подобласть, ограниченную лучами — О

(на фиг. 2 заштрихована). При этом необходимо исследовать 

четыре возможные формы потери устойчивости: 1 - симметричную 
относительно всех четырех осей: 2 симметричную относительно осей 
х, у и антисимметричную относительно диагоналей х у: 3 ан­
тисимметричную относительно осей х, у и симметричную относитель­
но диагоналей х = у; 4 - антисимметричную относительно всех 
четырех осей. Ход решения но всех четырех случаях одинаков, раз­
ница заключается в том. что в каждом случае в ряду (13) удержи­
ваются члены, обладающие соответствующей симметрией.

Задача решалась в 9 приближениях, то есть удерживалось 1. 2, 
3,---,9 членов ряда (13). Решения, полученные для 7 членов ряда 
(13), оказались вполне удовлетворительными и в дальнейших прибли­
жениях детерминировано не менялись, колеблясь а пределах 15 . Во 
всех вариантах первая форма потери устойчивости оказалась мини­
мальной.

Полученные значения критического параметра А.'. для первой
сформы при различном соотношении — и для различных нагрузок 

приведены в табл. 2, причем Лхр определяется из выражения •

-К֊ Лсз •

*лсл 2

Нагрузка
е 
а

0.4 0.5 Об 0.7 0.8
1 »9 41 84 166 322
хг 60.2 129 263 518 1900
X- 103 221 452 885 1716
X6 148.1 318 647 1268 2440
X* 195 417 846 ’.660 3180

Надо заметить, что влияние соотношения — на величину кри- «
тического параметра носит двоякий характер. С одной стороны, уве-
Ц,.К., сличеиие — вызывает рост напряжении и, следовательно, уменьшает

значение критического параметра- С другой стороны, увеличение
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уменьшает линейный размер, на котором происходит выпучивание, 

и, следовательно, увеличивает значение критического параметра. Из 
табл. 2 видно, что влияние второго фактора существенно сильнее, и 

свеличина критического параметра растет с увеличением —.

4. Выводы, обсуждение результатов.
а1 При решении задачи был использован метод коллокаций. К 

числу достоинств этого метода следует отнести его простоту. Благодаря 
этому удалось создать программу, реализующую алгоритм решения 
задач устойчивости пластин па ЭЦВМ, полностью исключающую под­
готовительную работу вычислителей. Кроме того, метод коллокаций 
позволяет создать достаточно универсальную программу для задач, 
рассмотренных выше, так как в этом случае решение задачи устой­
чивости зависит не от вида ’выражений для напряжений, то есть от 
функций /։ (х, //), / (л*, /у), /Л(Д'. у', а от значений напряжений в точ­
ках коллокации. При этом можно использовать результаты решений 
плоской задачи, полученные и различной форме разными авторами. 
' аким образом. пацрим։?р, была решена задача устойчивости квадрат­

ной пластины, ежа три между жесткими плитами. При решении плоской 
задачи |5| было положена, что две противоположные стороны пласти­
ны свободны от напряжений, а па двух других отсутствуют переме­
щения. Значение параметра критической силы для свободно опертой 
пл »стипы л՜;.֊ 3.96.

К недостаткам метода следует отнести., возможно, относительно 
м е д л 1; н и у ю с х о д и м о с т ь.

б> Неравномерное поле напряжений в пластине может возникнуть 
не только от действия неравномерной иагруэкп на контуре, но и и 
температурной задаче, при действии неравномерного магнитного поля 
па стальную пластину, а также в случае действия равномерной на­
грузки па пластину переменной толщины или пластину с вырезами. 
Разработанная методика определения критических сил позволяет учи­
тывать действительное ноле напряжений в пластине независимо от его 
происхождения, при этом напряжения являются функциями обеих ко­
ординат и подлежат определению из плоской задачи. Тем не менее в 
некоторых работах [6], |7| задача устойчивости решается в нестрогой 
постановке, то есть не учитывается действительное напряженное со­
стояние в пластине. Естественно возникает вопрос о погрешности 
из-за неучета действительного поля напряжений, совершаемой при оп­
ределении критических сил. Очевидно, что эта погрешность зависит 
от ряда факторов в для различных задач различна. В случае действия 
неравномерной- нагрузки на контуре односвязной пластины, эта по. 
грешность тем больше, чем значительней закон внешней нагрузки 
отличается от прямолинейного и зависит от расположения нагрузки. В 
табл. 3 приведены значения критического параметра с учетом н без 
учета действительного напряженного состояния свободно опертой и
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защемленной пластин при различных нагрузках. 11ри определении кри­
тического параметра без учета действительного поля напряжений было 
положено, что закон изменения внешней нагрузки на контуре не ме­
няется в теле пластины, то есть если на контуре ол. (О, у) у) =-
- -(у), то и в любом параллельном сечении пластины х = с, з, (с, у) 
= -(//). Таким образом, нормальные напряжения в этом случае зависят 
только от одной координаты, а касательные напряжения равны нулю. 

Из табл. 3 видно, что погрешность в зависимости от нагрузки и 
граничных условий достигает значительных величин и решение, полу­
ченное без учета истинного поля напряжений может не иметь ничего 
общего с действительным.

ч
tHrpVJKA

1 5’ У4 У® 5*
С Ч-4ЧМЛ1«ГП.
■ЧАГЯМ iJtn- 4 О 31.4 45.4 &3 I

i-FJ
КвПМж CttKJMMl 4 25 6 89.6 197.2 364.6

IIU
HI

 

-

-

деисте- 
• г4ГГ*)в1«иа 113S 3S 62.6 97.5 124 j
;€*. v»€fA Д'К’*
НМ1ММ СХТКЛЯГ* 1636 122.2 W7 1?80 ASSd 1

в) Возвращаясь к проблеме наложения в задачах устойчивости, 
приведем примеры определения нижней опенки критического пара­
метра .

Для одиосвязной квадратной пластины, свободно опертой по сто­
ронам >■ = 0 ։՛ х /и защемленной по сторонам у 0 и у К, сжа­
той нагрузкой =. (О, ?/) «= (/, у - 1 у:, (.т, 0) =* (х, /-) = х՜,
используя формулу (12՝, получаем следующее значение нижней оценки 
критического параметра: /Л.;< - 4,)7.

При определении этого параметра непосредственно методом кол 
локации (с использованием наложения решений плоской задачи) полу 
чаом К = 5.! 7. что превышает величину нижней оценки на 4",-„.

£
Для двухсвязной пластины с — 0.5, нагруженной двухосной

.грузкой =л(«. у)
1 ~ 9 - 1

1 4֊ ту у 1 ж у': з»(х, ± л) - 1 + ч- л- .? о о

получаем величину нижней оценки критического параметра

К.- 33.3. Значение критического параметра, определенного непосред­
ственно методом коллокации 34.<8, что превышает значение 
нижней оценки на 4.5°

Науно-исслсдоначсльсгнй мт титут 
ар։ женскою гавсда „Элвктротя:« .yam Поступила 6 VII 1970
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STABILITY OF SINGLE-BONDED AND NONSINGLE-BONDED 
RECTANGULAR PLATES COMPRESSED BY ARBITRARY LOAD

A. L. LIVSHITS, V. L LIVSHITS

S u m rti a r y

Stability of plates in a nonhomogeneous stress field is considered 
Collocation method is used to get an approximate solution. Critical 
force values are obtained for rectangular plates.
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И. Е. САРКИСЯН

АНИЗОТРОПИЯ СТАТИЧЕСКОЙ И ЦИКЛИЧЕСКОЙ 
ДЕФОРМАТИВНОСТИ СТЕКЛОПЛАСТИКОВ ТИПА СВАМ

Исследование анизотропии циклической деформатинности стекло­
пластиков представляет несомненный практический интерес и необхо­
димо для более полного выяснения поведения и разрушения материала 
в условиях длительного его нагружения*  Между тем, ио-видимому, 
имеются тол։.ко отдельные данные |1| относительно изменения цикли­
ческого модуля упругости тканевого стеклопластика при его плоском 
изгибе.

В настоящей работе ::с«.лсдовалась ап;1. • ;՛ •.֊.•>•. : • I -
формйтипностк и разрушения стеклопластиков тина СВАМ при дли­
тельном осевом нагружении в режимах мягкого нагружения. Рассмат­
ривались следующие случаи осевой деформации: симметричное растя­
жение сжатие, пульсирующее растяжение и сжатие.

§1 . Методика экспернментов и анализ результатов 
статических испытаний

Испытаниям подверглись стекле пластики типа СВАМ н- эпокси- 
фенольном связующем, имеющие укладку стекловолокон в двух взаим- 
но-перпендикулярпых направлениях 1:1 и 5:1. Образны имели форму 
двухсторонней лопатки с размерами поперечного сечения 15X10 леи и 
длиной рабочего участка в 15 лиг. Радиус перехода к головкам образ­
ца составлял 100 ль« при вырезке образца вдоль осей упругой симмет­
рии материала (? = 0 и с 90 1 и 50.«.« при вырезке по промежу­
ток։ ным направлениям.

Циклическое нагружение образцов осуществлялось на гидропуль­
саторе ЦДМПу-10 при частоте 1200 цикл. диы. Испытания пррнзно- 
дилнсь на базе Ю'! циклов. Анизотропия циклической деформатинности 
стеклопластика СВАМ 1 : 1 исследовалась при четырех углах ориента­
ции нагрузки: 0 ( — 90), г 15 ( — 75 ), ? - 30 ( 60՜ ) и ? = 45 .

Коэффициент асимметрии цикла г — имел следующие значения: * ПТ1Я
а) г ֊ 1, симметричное растяжение—сжатие, б) г = 0, пульсирующее
растяжение, в) г - , пульсирующее сжатие. Влияние укладки воло­
кон на деформагинпость стеклопластика рассматривалось на примере 
СВАМ 5:1 при симметричном растяжении сжатии вдоль осей упругой 
симметрии материала (?-=0' и е — 90 ) и в диагональном направле­
нии (<р = 45 ).

Усол у отсчитывается о։ напраолекия наибольшей укладки подокон.
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Измерение продольных 
гружения производилось и» 
боте испытывались образцы

II. I- < иркисяп

деформаций я процессе циклического на- 
методике, описанной в [2|. В данной ра- 

с малой длиной рабочего участка и поз- 
тому здесь использовалось устройство с упругим элементом, ра1 
тающим по схеме балки на двух опорах, который дает сравнительно
больший первичный сигнал деформации.

Статические деформативиые характеристики стеклопластиков оп­
ределялись по результатам испытаний 5 образцов. Испытания на растя­
жение проводились на 
валась ЦДМГ1у-10. Во 
вручную при скорости

машине ЦДМ-10, для сжатия использо-
всех случаях нагружение производилось 
нагружения 10.5 — 12.6 лче.'.ию' мин. Де­

формации измерялись с помощью проволочных тензодатчиков сопро­
тивления по прибору АИД-1 М. Статические деформативиые характе­
ристики стеклопластика при сжатии определялись до уровня напряже­
ний, которые были значительно меньше критических, могущих вызьа՜.՜;. 
продольный изгиб образца.

Фнг, I. Зцнн’.'имочть ■ при Септическим 
растпгспиа СВАМ I ։ I-

Как нокдзыпают :женериментзльные результаты, график зависи­
мости напряжение деформация для произвольной анизотропии стекло­
пластика СВАМ при статическом растяжении и сжатии имеет несколь­
ко линейных участков (фиг. 1—4). Точки перелома на графике зависи­
мости - . вид«•; ельс:՛. у :■ г о происходящем скачкообразном умен»;
шепни модуля упругости при соответствующих знав виях напряжений 
и являются „порогами“ трещияообразования в стеклопластике [3]. При
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растяжения стеклопластика и направлениях волокон вплоть до разру­
шения наблюдаются три линейных участка (кроме СВ.ХМ 5:1 ври 
ф —0, имеющего ^единственную и малозаметную точку перелома гра­
фика з -֊). В случае растяжения СВАМ-а пол углом к направлению 
волокон после второго (или третьего! небольшого линейного участка 
наблюдается существенно нелинейный рост деформаций, приводящий к 
к разрушению материала.

Фиг. 3. З чпп имштт. : при статмчг-
гелм гжптин (.'ВАМ I : I.

Фш I. Зависимость : при статичт
сном сж .тяи С8ЛХ1 5:1.

Как это ви ’.но из графике^ приведенных на фш • I 4. при сжа­
тии СВАМ под углом к нанранлению волокон нелинейност-, н зависи­
мости ■՝ I выражена значительно слабее, чем при растяжении.

1 : и, НИЯ модуля упругости И КГ- -
дельной '»сформаций начальных участком зависимости ~ —£ (нижних 
порогов трещинообразпвання!. а также относительное удлинение об­
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разцов при их разрыве растяжением. На втором участке диаграммы 
напряжение—деформация модуль упругости уменьшается на 10 — 30% 
в зависимости от угла

7’нблидо 1
( >рисп- 

ТЛЦИЯ об- 
рЛЯЦЛ

Г/>«Д

Рдсгякспае Сжатие

• In" ’ II £\. Kir мм2 ’ 1 >• ° « Л'։. ки- млР

Сте»лоплпстми СВЛМ I « I

Стсг юпААгтиж < RAM Si I

и 0.36 3530 1.64 0.22 3710
15 0.29 2770 -3.W) 0.15 3530
30 0.21 2230 -4.50 0. |ч 2920
•15 0.25 1730 -13.00 0.25 2220

* Яндиют. V средними i։ трг» и имтишн

0 0.95 5220 1.31 0.25 5450
45 <». 1.4 1510 -9.60 0.23 1720
‘70 0,23 1990 2.56 п.ОН- 3250-

Данные табл. 1 свидетельствуют о наличии некоторой разно- 
модульности при сопротивлении стеклопластика СВАМ растяжению и 
сжатию. Опа проявляет« я только случаях действия внешней нагруз­
ки П'»д угл м «•сковному нап: ^злению армирования. Для СВАМ 1:1, 
например, модуль упругости на сжатие выше, чем при растяжении 
примерно на 30 40 . Однако, при действии нагрузки и направлении,
параллельном волокнам (- 0 • стеклопластики СВАМ 1:1 и СВАМ
5 : 1 имеют почти одинак «вьи՝ модуль упругости на растяжение и сжа­
тие и, следонательно, не обладают свойством раэкомодульности.

$ L. Влияние анизотропии на циклическую деформативность 
и разрушение стеклопластика

Экспериментальное исследование влияния анизотропии на цикли­
ческую деформатианость представляет определенную трудность, заклю­
чавшуюся и том, что при испытаниях с одинаковым относительным 
уровнем напряжения*  или при одинаковом значении циклического 
напряжения яынослмиость стеклопластика н зависимости от угла т мо- 
:»л-т отличаться на один-два порядка, приводя к каче< гневному ичме- 
пени ՛» в кинетике - V. Последнее я и н<» очередь может сделать не-

con*։  где :՝ с1»отлгтстиу1ощиА пр՜ ил проч кости при ciлтичгском 
нагружении.
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возможным проведение какого-либо эквивалентного сравнения. Ниже 
рассматривается влияние анизотропии на кинетику и величину цикли­
ческих деформаций и виды излома образцов.

а) Случаи пульсирующего растяжения и сжатия. Принципиаль­
ной особенностью пульсирующих циклов нагружения является наличие 
среднего напряжения цикла з<?. Нод воздействием напряжения зср в 
стеклопластике происходит накопление деформаций (виброползучесть) 
и поэтому к моменту времени, когда циклическое напряжение стано­
вится равным нулю, деформации не обращаются в нуль и во времени 
возникают и развиваются минимальные (по абсолютному значению) де­
формации s0. Как показывает статистический анализ результатов в 
каждой серии испытаний, с уменьшением уровня циклического напря­
жения, то есть с увеличением длительности нагружения, минимальная 
деформация разрушения s’ проявляет тенденцию к возрастанию.

Фю . 5. Характерная зависимость деформации от числа 
циклоп нагружении.

На фиг. 5 приведена типичная кривая зависимости максимальных 
и минимальных деформаций цикла от длительности нагружения. Гра­
фик зависимости в общем случае состоит из трех участков. На пер­
вом, сравнителоно небольшом участке, происходит нелинейно убываю­
щий рост деформаций. Основным участком, определяющим выносли­
вость материала, является второй. На этом участке деформации ра­
стут линейно с увеличением числа циклов нагружения. На последнем, 
третьем, участке снова происходит нелинейный рост деформаций, за­
вершающийся разрушением образца.

Относительная протяженность того или иного участка или даже 
наличие или отсутствие его зависит от величины циклического на­
пряжения.

На фиг. ба и 8 приведены кривые, характеризующие зависимость 
максимальных деформаций СВАМ 1 : 1 от логарифма числа циклов и 
величины максимального напряжения цикла. Из этих кривых видно, 
что с увеличением угла с между плоскостью циклического деформи- 
5 Известия АН Армянской ССР, Механика. № 3
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рования и направлением волокон подрастает доля накопляемой дефор­
мации. Величина ее зависит также от асимметрии цикла, что видно нз 
сравнения с кривыми на фиг. 7а и 9. Зависимость минимальных де 

Фиг. 6. Зависимость деформаций от яа- 
прхжения и длительности нагружения для 
СВЛМ I : 1 при 5 45’. г I). а. 1. —
4.25. 2. 3.92. 3. 3.61. :вц

3.37 нк мм' б. 1. ֊. , 1.96. 2. 181
3. :с„ 1 69 кге мм-.

Фиг. 7. Зависимость деформации ог па- 
примени« и длительности нагружеппп 
для СВАМ 1:1 при с 45՜. — о&.

1 ֊ 6^г 2. ;пЬх -5.82,.;

3. =ш1я -5.47, 4. «тЬ1 —5.20 к։с/дмй
6 1.:. —2,91. 2 г.р 2.74, 3. :с? =

—2 60 х։г мм'.

формаций ;0 от величины напряжения я числа циклон нагружения для 
случаев г — 0 и г — иллюстрируется на примере стеклопластика 
СВЛМ 1 : 1 при 9 =45'՛ (фиг. 66 и 7б).

6) Случаи симметричною растяжения—сжатия. В условиях 
отсутствия среднего напряжения рост деформаций и процессе цикли­
ческого нагружения происходит только вследствие снижения модуля 
упругости. Кинетика явления н обгпем соответствует приведенной 
выше трехучлетковой схеме зависимости -ш». — /V (см. фиг. 5). Осо  
ценностью являете:։ сравнительно большее влияние, которое оказывает 
анизотропия па рост деформаций.

*

11рн циклическом деформировании стеклопластика по основным 
направлениям армирования проявление начального и конечного участ­
ков кривой /V незначительно. Рост деформаций на основном уча­
стке выносливости происходит со сравнительно малой скоростью, л 
дли стеклопластика СНАМ 5 : 1 в направлении наибольшей укладки
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волокон вообще отсутствует рост деформаций, что свидетельствует о 
неизменяемости циклического модуля упругости в этом случае вплоть 
до момента разрушения. Как это можно заключить из кривых, приве­
денных на фиг. 10 и 11, совершенно иное явление имеет место при 
симметричном растяжении—сжатии стеклопластика в направлениях, со­
ставляющих с волокнами некоторый угол. В этих случаях, почти с са­
мого начала циклического нагружения, происходит разупрочнение 
стеклопластика. Внешним проявлением этого может служить и то 
обстоятельство, что корректировка амплитудного значения нагрузки 
цикла при этом во время испытания производится в сторону его уве­
личения. Указанная особенность в большой мере наблюдается при 
испытании стеклопластика СВАМ 5 : 1 при ъ = 45 .

Фиг. 8. Влияние анизотропии ни ии<ли- 
Чсскую дсформйтввностъ СВАМ 1 : 1 при 
г-Ч. г (1 : 1. : , 22.26. 2.^ 18.21.

,Х=„„ 15.66. 4. 14.87. 5. 11.10.
to»15֊: 1. 9.02. 3. 8.00. 3 хтя,
[НЯ. I. ։щи = S.25. 5. з,.,„ 5.63 «irMui’.

■'‘= ’■ 6М- 2 =,йх 553.
3. 1.51. 4. 4.15 К1Г мм-.

O.t •. >л.։лнне анизпгропии ни цикли­
ческую д>: рорматипность СВАМ 1 ։ 1 
при г «>. : О': 1. :П1||։ - —22.15. 
2. г.j —19.35. 3. 7iui:i 18.70 «»г !м.м-.

1 ' .
1;՛'5 I. - s ■

֊ 30’: -7.2-1. 2. 3mill -6.7С.
3- 3:nin ֊6.32.4. 51П1(1 -б.Оп Kic

в) Виды нздо.ио«. Анизотропия .механических свойств сказывается 
и на видах излома образцов. При действии нагрузки вдоль направле­
ния большего количества волокон стеклопластик СНАМ 5 : 1 разру-
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шлется хрупко. Поверхность излома перпендикулярна к направлению 
нормального напряжения и па ней хорошо видны два различных ио ха» 
рактсру участка разрушения. Большая часть, занимаюшая до 2/3 пло­
шали сечения, покрыта порошкообразной массой н разрушение по ней 
происходит вследствие развития микро трещин. На меньшей части по­
верхности излома нс видны следы длительного процесса разрушения, 

Фи։. 10. Злимсммлеть — ^Л' от аии Фиг 11 Влияние анизотропии но ЦИН- 
тропин и напряжении для (.’ВАМ 1:1 при личесяую дсфпрма:инпость СВАМ 5;1 
г 0-: 1. 11.56. 2 : при г I а : ՛՛: I : 11.54,2.3«,

10.17, 3. 9.42. 4. :. = 8.66 3 8.33, 4. ~и - 7.45 яи/мм*.
6. ? 15՜: 1. : =5.72. 2 г.-4 97. 3 : 6 ; 15 ь =։1։=2-69. 2- 3. зв=

4.33. 4. ;4 = 3.92 лчг Х.ч’ в. = 30‘ 1 : 1.72 кгг .м.м’. н. . 90՜: 1. ;„ = Ш
= 4.00. 2. : 3.54, 3 : 3.25. 4. : - • 4 07.3. 3.35.4. - = 2.95х»с/.мл’.
=2.73 лчг .ч.ч:. г. г 45: 1 г 3.23. 2. :

= 2.94. 3. 5в 2.48 к1С. л.«:.

что свидетельствует о внезапном хрупком разрыве образца. Разруше­
ние стеклопластика СВАМ 5:!г. направлении у 90 можно отнести 
к квазихрупкому Плоскость излома .' : том случае ориентирована под 
углом — 45 к направлению продольной оси образна, а разрушение 
происходит по границам волокон, расположенных в направлении уси­
ленного армирования (у = 0 ). Как указывалось выше, при циклическом 
деформировании стеклопластик? диагональном по отношению к но» 
локнам направлении разупрочнение материала начинается с самогона- 
чала нагружения. В этом случае микротрещины возникают и разни» 
наются по леей поверхности шейк;՛ образца, свидетельством чего слу­
жит побеление этой части. Излом ՛ т.эыпастся зубчатым, идущим по 
границам волокон в двух взаимно-։» рш нднкулярных направлениях.

Стеклопластик СВАМ 1:1. независимо от асимметрии цикла, о 
случаях деформирования п направлениях - 0 также разрушается
хрупко. Поверхность изл՛ у.։ пр։»?։»-: ՛ « г рпенднкулярна к продольной 
оси образца и по сравнению с СВАМ 5 : ! менее ровная. Заметны
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следы длительного разрушения и некоторого расслоения материала. 
Расслоение более заметно в случае пульсирующего сжатия. 11ри пуль­
сирующем растяжении под углом к направлению волокон излому пред­
шествует образование значительной шейки. В этих случаях границы

В качестве иллюстрации на фиг. 9 приведены фотографии изло­
ма образцов при симметричном растяжении—сжатии СВ А 4 1:1, — 0'
(фиг. 12а), СВАМ 5:1, о - 45" (фиг. 126) и вид излома сбоку для 
СВАМ 5 : I при е = 90 (фиг. 12»).

§3. Условия разрушения стеклопластика при длительном 
циклическом нагружении

В работе [4] установлено, что разрушение стеклопластиков на 
тканевой основе наступает тогда, когда величина циклической дефор­
мации достигает значения, соответствующего точке перелома на кри­
вой зависимости напряжение —деформация, полученной при статическом 
нагружении. Пр;։ пульсирующем растяжении вдоль направления воло­
кон разрушение нетканных стеклопластиков типа СВАМ наступает, 
когда максимальное значение циклической деформации *2|  приравни­
вается величине деформации, соответствующей второй точке перело­
ма кривой : 5- статического растяжения. Условие это. как и в работе 
[4|, соблюдается независимо от величины циклического напряжения и с 
удовлетворительной точностью.

За основу величины характерной деформации, по достижении ко­
торой наступает разрушение, можно принять значения, отмеченные на 
фиг. 5 двумя звездочками, или те, которые соответствуют точке пе­
ресечения продолжения линейного участка кривой = /V с вертикалью 
числа циклон разрушения Л’՜ . На риг. 5 эти деформации обозначены 
одной звездочкой.
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Деформации '-**  соответствуют моменту времени, когда происхо­
дит фактическое разрушение образца. К сожалению, надежное их оп­
ределение затруднено рядом обстоятельств (например, практическая 
невозможность фотографирования всего процесса деформирования при 
длительном нагружении, трудность точного поддержания заданного 
режима нагружения в условиях, близких к разрушению, и др.). Дефор­
мации ; также могут быть приняты за критические, так как при 
достижении их материал уже работает в стадии интенсивного разви­
тия повреждаемости, ведущего к окончательному разрушению образ­
ца. Они меньше „истинных" деформаций разрушения, но зато точнее 
определяются.

* Соответствуют испытаниям примерю- 20 образцов.

В табл. 2 приведены средние значения критических деформаций 
разрушения -'՝ и для всех 15 серий испытаний. Указаны пределы 
колебания средних значений, равные среднеквадратическому отклонению 
статистического ряда измерений каждой серии. Для случаев симмет­
ричного растяжения сжатия даются значения деформаций, соответст­
вующие первой точке перелома на графике зависимости - = статичес­
кого растяжения (в скобках для сжатия), а в случаях пульсирующих 
циклов нагружения деформации второй точки перелома кривой з —з 
при соответствующем статическом нагружении.

Следует указать на имеющий место довольно маленький разброс 
критических значений деформаций при пульсирующем растяжении 
и сжатии стеклопластика в направлении волокон (7 = 0'). Коэффициент 
вариации средних значении г в этих случаях 'составляет соответст­
венно 4.7% и 3.8%. Для всех других асимметрий г и в зависимости 
от угла с рассеяние критических деформаций характеризуется коэф­
фициентом вариации, составляющим примерно 12 16%. Это не вы­
ходит за рамки допустимого 5%-го показателя точности эксперимента, 
которая, как известно, определяется отношением коэффициента вариа­
ции к корню квадратному из числа испытаний. Однако, следует под­
черкнуть одну особенность, заключающуюся в том, что, в отличие от 
других случаев, сравнительно больший разброс получается при сим­
метричном растяжении—сжатии стеклопластиков в направлениях арми­
рования (у—0՝) и, что важнее, в указанных выше пределах колеба­
ния от среднего значения наблюдается заметная положительная кор­
реляция между циклическими напряжениями и соответствующими де­
формациями г . Это видно также из фиг. 10а и 11а. Коэффициент 
корреляции, например, для СВАМ 1:1 при ? —0 составляет 0.890, в 
то время как при с — 45 всего 0.195.

Как показывают данные, приведенные в табл. 2, интенсивное 
разрушение стеклопластиков типа СВАМ наступает при достижении 
экстремальных значений деформаций (амплитудной, максимальной или 
минимальной в зависимости от асимметрии цикла) определенного * 
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критического значения г*.  Деформация г*  в пределах указанного выше 
разброса не зависит от величины циклического напряжения, но обус­
ловлена свойством анизотропии и асимметрией г. При циклическом 
деформировании в направлении под углом к армированию величина 
г' мало зависит от анизотропии механических свойств. Указанное 
имеет место также и при симметричном растяжении- сжатии СВАМ 5 : 1 
в направлениях армирования и диагонального направления.

Таблица 2

Ориен­
тация об­
разуя >,

Коэффи­
циент асим­
метрии ЦИК­

ЛЯ. г

Д ։• формации 
порогов трс- 
։у.инообрсз., 

<’.О

Критические значения 
циклических деформаций

«•. °/о •’О' °'՜'1»

Стеклопластик СВАМ 1 ։ '

0 -I 0.20(0.22) 0.36+0.05 —

15 ■ 1 0.29(0.15) 0.26+0.01
30 1 0.24(0.19) 0.19 0.04 —
4.Т 1 (1.25(0,25) 0.23+0.04

0 0 1.44 0.86+0.04 0.10+0.05
15 0 0.42 0.74+0.11 0.28+0.11
30 п 0.47 0.77+0.13 0.34 0.10

0 0.37 (1.78+0.16 0.42+0.13

0 — о? _ -0.90+0.03 --0.25+0.05
15 * л? 0.35 0.52±0.05 —0.20+0.03
30 со 0.39 0.53+0.05 -0.22+0.04
45 — сс 0.49 —0.5 4 ±0.03 -0.20+0.10

< гскл«.ч1ла<-!!1К СВАМ 5:1

0 -1 0,95(0.25) 0.21+0.03
•15 1 (1 18(0.23) 0.20+0.03 —
911 -1 0-23(0.08) 0.24 ±0.03

Из анализа экспериментальных данных (табл. 2) можно заилю- 
чить, что между критической деформацией 1*  и деформациями точек 
перелома графика з ? ври статическом нагружении не всегда имеет 
место Зависимость, установленная в работе [4]. Это может быть след­
ствием того, что в настоящей работе статические кривые : — £ были 
получены при нормальных условиях среды без учета температуры, 
которой достигает материал в условиях циклического розогрева.
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Выводы. 1. Диаграмма зависимости напряжение — деформация для 
произвольной анизотропии стеклопластиков типа СВАМ при стати­
ческом растяжении и сжатии включает несколько линейных участков. 
Точки перелома зависимости <а а характеризуют статическую дефор- 
мативность стеклопластика с точки зрения имеющейся в нем исходном 
попреждаемости и повреждаемости, приобретаемой в процессе нахож­
дения под нагрузкой.

2. Разрушение стеклопластиков тина СВАМ при циклическом 
нагружении происходит при достижении деформаций своего критичес­
кого значения г՜. Величина определяется свойством анизотропии 
стеклопластика, видом осевой деформации и не зависит от цикличес­
кого напряжения.

3. Стеклопластики типа СВАМ при их деформировании в направ­
лениях волокон имеют одинаковый модуль упругости на растяжение и 
сжатие. Разноыодульность проявляется лишь в случаях деформирова­
ния в направлениях, составляющих с волокнами некоторый угол, и 
несколько сильнее выражается при циклическом нагружения.

Институт матомагики н механики
АН Армянской ССР Поступила 23 XI 1970
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ANISOTROPY OF STATIC AND CYCLIC DEFORMATIONS 
IN FIBREGLASS REINFORCED PLASTICS OF

THE „CBAM“ TYPE

N. E. SARKISIAN

S и m in а г у

On the graphs of stress-strain relation for fibreglass reinforced plastics 
with static extension and compression breaks are observed. The materials 
in the direction of fibres have identical modulus of elasticity for extension 
and compression. The difference in modulus is noted only in the case 
of deformation in the directions forming a certain angle with the fibres.

It is shown that with cyclic loading the destruction of fibreglass 
reinforced plastics occurs when deformation reaches its critical value. 
The latter is determined by the characteristics of the material with 
corresponding static loading and is independent of cyclic loading.
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Р- Р ГАЛСТЯН. Р. П. МАЛАКЯН. С. МЕСЧЯН

ИССЛЕДОВАВ 1И1. ТЕРМОПОЛЗУЧЕСТИ ВОДОНАСЫЩЕН­
НОГО ГЛИНИСТОГО ГРУНТА ПРИ ОДНОМЕРНОМ СЖАТИИ

Термоползучесть—ползучесть обычных и мерзлых грунтов с уче­
том температурных эффектов, является одним из важных свойств гли­
нистых грунтов. Ползучесть мерзлых грунтов достаточно подробно 
рассмотрена в книгах 11, 2]. Ползучесть обычных грунтов при изме* 
нении температуры в пределах 10---- -  10 С в условиях трехосного
сжатия в течение 100 мин исследована Мураяма и Шибата [3]. Термо- 
ползучесть глинистого грунта при кручении кольцевых образцов 
(сдвиг) в течение 485 дней исследована одним из авторов этой 
.статья ;4|.

Для учета влияния температурных воздействий на ползучесть 
грунтов при длительных процессах следует из эксперимента опреде­
лить деформации ползучести и различных температурных условиях и 
установить зависимость указанных деформаций от температуры 
Т~ const. Для этого надо испытать несколько серий образцов-близ­
нецов, определить деформации ползучести, построить семейства кри­
вых ползучести и кривые зависимости напряжения -деформации ползу­
чести /ю։ = /(з) (фиг. 1).
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Указанные семейства кривых термоползучести можно получить 
также по результатам испытания на ползучесть образцов-близнецов 
при различных значениях постоянной температуры при каждом посто­
янном напряжении. Таким образом, определение свойств компрессион­
ной термоползучести сводится к установлению меры компрессионной 
термоползучести Сх(/— 7') и зависящей от температуры функции 
напряжения Г) [5|.

Образцы-близнецы при каждом постоянном значении температуры 
испытываются но методам, подробно рассмотренным в (6|, в обычных 
компрессионных приборах. 11ри испытании па ползучесть волонасы- 
щенных глинистых грунтов при положительных значениях постоянной 
температуры ( Г) заданная температура поддерживается на данном 
уровне в течение всего эксперимента термостатом, нагнетающим в 
прибор воду постоянной температуры (фи։. 2}. С указанной целью 
нами использованы термостаты типа £/8 (ГДР) и ультратермостаты 
Одесского завода медицинского оборудования. Точность поддержания 
заданной температуры 0.5 С.

Фиг. 2.

1. Деформация ползучести грунта с учетом температурных воз­
действий А.-,, (( 7') определяется по следующему иыражеггкю:

7)=СВ(/ Т, 7’)А(Т. 7’) (1)

где С, (/ — 7") зависящая от температуры мера ползучести (- 1):
Г(з, Т) — зависящая от температуры функция напряжения, учитываю­
щая нелинейную связь между напряжениями и деформациями ползу­
чести.

Функцию напряжения Т) определяют но кривым />:г. = /(-), 
построенным для различных значений постоянной температуры Л. 
Г..........., Т:. по экспериментальным семействам кривых ползучести
(фиг. 1). Если, например, по известным методам [6] получены выраже­
ния /•’(-) в виде степенной функции / (=) = оп для различных настоян­
ных Т, тс, установив зависимость п от Т, можно получить выражение 
функции напряжения

Г(2, Г) = ^> (2)
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Когда температура принимает только положительные значения, 
меру компрессионной термоползучести можно представить в следую­
щем виде:

С(/-:,Л֊С(7 ֊, Г ֊ 4 1 О А*, ( Г, з = 5) (3)

где С\ (I 7’ 1 С) мера компрессионной термоползучести пр»
7՜ 1 С-. /'։(7'|з !) функция температуры, учитывающая влия­
ние температуры на ползучесть грунта и удовлетворяющая условию

Л՝։(Г֊ ИС, :=!)=!

При линейной зависимости между значением меры ползучести и 
температурой при заданном фиксированном / »крашение (3) записы­
вается в следующем виде:

С\ (/ т. Г) С (/ - ". Т г I С) Т (4)

Мера ползучести С. (/ ", 7') определяется из семейста кривых
мер термоползучссти (фиг. 3) построенных для раз\ичных значений 
постоянной температуры ( риг. Г. Для • тог» • следует ; меть выражение 
меры ползучести при 7' 1 (', а по криноЙ С. / 4 7 ), показанной
на левой части «риг 3, определить функцию температуры / ։( 7,

Кривую меры ползучести при Т~ --1 С мо.гдо описать степен­
ной или экспоненциальной Функциями:

с..(/ - г= - 1 С) = .4 и - т)- (5)

Одг-т, Г= 1 С) С,[1 *-;•"-*] |Си- С։Ц1 ՛-• ’11
(6) 

где деформация термоползучести при / " — 1 день.
В (6.1 >։ подбирается с таким расчетом, чтобы при (/ ”) = 1,

С, С\.
Для определения фуикци.и температуры Гх (7՞) кривую /( Г) 

(фиг. 3) можно, и частности, описать следующим выражением:

СЛТ}=ВТ^ (7)

Тогда функция температуры для некоторого фиксированного момента 
времени будет иметь следующий нйд:

Г, (Л- \)=Г> (8)
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Имея выражения функций температуры (8) и меры термоползу- 
чести при данной (отличной от Т -1 С) температуре, меру термо­
ползучести при Т = ֊ \'С определяют из следующего соотношения:

С« (/ Т = + 1 С) = V , (9)

где С. (I т, 7")—мера компрессионной термопблзучести при данном Т- 
г\(Т, о— 1)—функция термоползучести при том же 7՝.

Имея в виду (5) и (8), выражение (3) перепишем в следующем 
виде:

СД/ т, Г) = Д (/-')-Р՛ (10)

Приведенные выше выражения справедливы также для описания тер- 
моползучести глинистых грунтов при только отрицательных темпера­
турах.

2. Исследована тсрмоползучссть глины миоцена естественного 
сложения (табл. 1). Опыты проведены в компрессионных приборах 
модели М-2 [6]. Испытаны образцы высотой Л —20 леи. диаметром 
Н = 70 леи после предварительного уплотнения под бытовым давлением 

2.0 к/' елг я течение 24-х дней. Наибольшая длительность опытов 
(без учета временя предварительного уплотнения) 29 дней. Отжатие 
поровой воды из образцов двухстороннее, повторность опытов- двух­
кратная.

Таблиц, и /

лаб. 
№

Н
аи

ме
­

но
ва

н. Уд. все 
։р/сЛ։’ (1у,)

Влпжн.
(»)» %

Пределы плпстич. г' о
Число 

пласт-
Консис­
тенции

предел 
текуч. предел

раскат, («.՛. )

19-69 глина
миоцена

2.62 25.1 —
—26.9

47.0

1

26.3 2(1.7 0.057
—0.029

Испытаны четыре серии образцов-близнецов при четырех различ­
ных напряжениях -з = 0.25, 0.5, 1.0 и 2.0 хГ'см՝. При напряжениях 
: = 0.25 и 0.5 к/?слг попарно испытаны восемь образцов-близнецов при 
7՛= 14 , 20 , 30 и 40 С. При напряжениях г 1 и 2 кГ схс испытаны 
по две парь: образцов-близнецов при. постоянной температуре / 14 С
и температуре, возрастающей ступенями через 6 8 дней.

На Фиг. 4 приведены семейства кривых термополаучести, соответ­
ствующие четырем различным значениям постоянной температуры

14 , 20 , 30 и 40 С. На правых частях указанных графиков кривых 
семейств гсрмоползучссти сплошными линиями показаны кривые, опре­
деленные непосредственным испытанием образцов-близнецов при ука­
занных выше условиях. Пунктирными линиями с крестиками показаны 
кривые, определенные по предложенному двумя из авторов статьи 
методу [7]. По указанному методу определены кривые термоползуче- 
сти при 5—1 и 2 х/7слг, соответствующие Т = 20 , 30 и 40 С.
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Кривые термоползучести построены по средне-арифметическйм 
значениям результатов испытания двух образцов-близнецов. Разброс 
опытных данных по сравнению со средне-арифметическим значением 
колебался н пределах — 3.4%.

Фиг. I

Следует здесь же отмстить, что после завершения опытов на­
гревание **. охлаждение образцов прекращалось. и температура образцов 
естественным путем доводилась до комнатной Г = 20 <’ 2 ’>.5 С. В 
результате этого деформации образной, испытанных при 7' 14 С че­
рез 5 7 днем равнялись деформациям образцов, испытанных при коэх- 
иатной температуре. Что же касается образцов, испытанных при 
7' 30 и 40 С, то после спада температуры до комнатной их дефор­
мации полностью стабилизировались. При этом нс было обнаружено 
как увеличение, так и уменьшение деформации образцов.

На левых частях графиков фиг. 4 построены Кришне зависимости 
/։։|, / (3) для различных постоянных значении температуры. Как видно
из указанных графйХбй', зависимость с достаточной для
практики гочностыр можно тпроксимяровагь прямыми. Из этого сле­
дует. *»то функция напряжения (2) приобретает вид г'(՜, 7 ) — ’•

Кривые мер тсрмонолзучсстн (5—1 л֊7 е.и') при различных по­
стоянных температурах Т Описаны степенной (51 и экспоненциальной 
(б) функциями [6]. Описи։։։..՜ семейств кривых термоиолзучест:։ ныпол- 
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нено по выражению (1) с учетом (2), (3), (5), (6) и (8). Кривые, опи­
санные степенной зависимостью (5), на правых частях графиков фиг. 4 
показаны ттрих-треугольниками, а по экспоненциальной зависимости 
(6) — штрих-пунктиром. Параметры, входящие в эти выражения, при­
ведены на графиках.

Фиг. 5.

Для определения функции температуры Г1(7\ з = 1) (8) на гра­
фике фиг. 5 приведены кривые мер термоползучести, полученные •։ 
результате описания экспериментальных кривых и кривых, определен­
ных по методу [7] степенной и экспоненциальной функциями (фиг. 4). 
На левой части графика (риг. 5 построены кривые С = /(7) для ука­
занных двух случаев при / 10 дней. В результате описания этих кри­
вых получены следующие функции температуры:

Г, (Г. 1) = Г'՛’1»

Л(Г, 5 = 1)= Г1*® (11)

а по соотношению (9), используя (11), определены выражения мер 
т.ермоползу чести видон (5) и (6) для единичной температуры
Т — -ь ГС. Параметры, входящие в (5) и (6). приведены па графике. 

Окончательные виды выражения (1), полученные на основании 
результатов экспериментального определения С {( — ՛-, Т — 1 (.'),
<Г1(7՜' и г’(з), для указанных выше случаев использования степенной 
(5) и экспоненциал։ пой (6) функций соответственна приведены ниже:

(/ ֊ 7՛) - 0.00279 (7 ֊)<•’ 7'1-*' з (12)

/га(/--, 7) |0.0> 198[1 е ] Г(0.00279 ֊0.00198) /

Х(1 -и-1'՛՝«1 ՝>-Ч)} Р-‘։-з С3>

Резюмируя изложенное выше, можно заключить, что температура 
играет важную роль в процессе уплотнения водонасыщенных глини-
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стых грунтов. Поэтому при изменении температуры более, чем на 
3 4 С учет ее влияния на ползучесть указанных грунтов является 
необходимым.
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THE INVESTIGATION OF WATER-SATURATED CLAY 
GROUND THERMOCREEP UNDER THE CONDITION 

OF SINGLE-MEASURED COMPRESSION

R. R. GAl.STiAN. R. 1'. MALAKlAN, S. R MESCHIAN

S u m m a r y

The results of water-saturated clay ground thcnnocreep investi­
gations under the single-measured compression arc described, taking 
into consideration the temperature influence.
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Four series of ground samples having the natural structure are 
tested for creep to determine the measure of compression thermocrcep 
Ci, (I, T) and the stress function /■՝( = ։. 7), when 7 = 14 , 20 , 30 and 
40 C. Four creep curves arc determined for every constant vain«՝ of

temperature corresponding to the stress 0.25: 0.5: IJ> and ֊ ~2 •

The compression thermocreep measure is determined by the ex­
pression

(Л (f, 7' (\ (/. 7 1 C)F(T, t J)

where T 1 Cl is the thcrmocrcep measure, when 7' IC; 
l'i (T, 3| 1) is tin՛ temperature function satisfying the 7(7 IC,
a 1) ! condition.

The thcrinocreep curves are described by the power and expo­
nential functions, the temperature function is represented as a power 
dependence.

The description of thr thermocreep curve sets determines the 
thermocreep parameters included in the expressions (\ (/, 7’> and

Л.
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