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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ КРУЧЕНИЯ СОСТАВНЫХ СТЕРЖНЕЙ

Вопросы решения различных задач о кручении составных приз­
матических стержней рассмотрены в [1, 2, 3] и др. Случай круглого 
стержня, составленного из двух цилиндрических секторов полукруг­
лого сечения, рассмотрен в [1]. В работе [6| для решения задачи о 
кручении стержня, составленного из ’нескольких цилиндрических сек­
торов, использована система собственных функций соответствующей 
однородной краевой задачи.

В настоящей работе рассматриваются задачи кручения стержней 
кругового и секториалъного сечения с разрезами, составленных из цилин 

дрических секторов с различными модулями сдвига. В общем случае, 
когда сечение имеет вид кольцевого сектора с разрезами произвольной 
глубины, идущими по его [диаметру, решение задачи сводится либо к 
интегральным уравнениям Фредгольма второго ’рода, либо к беско­
нечным системам линейных уравнений. На основе решений парных 
интегральных уравнений, связанных с функциями Лежандра, получены 

замкнутые решения.
1. Рассмотрим круглый стержень, составленный из двух стерж­

ней векториального сечения с различными модулями сдвига материала 
(фиг. 1).

Функция напряжений в полярных координатах г и <о удовлетво­
ряет уравнению

1 1 &Մէ
дг- г дг г- ԺԺ

= - 2Ճ, (/ = 1.2) (1.1)

где и СЛ — модули сдвига материалов, а (г, ф) Ц — 1.2) - функ­
ция напряжений в соответствующих областях I и II.
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Введем новую искомую функцию '!>/(/,«) (У 1,2)

ОДг, ф) = б;
• г2

Ф< (г, ?) - ֊֊' (/ = 1.2) (1.2)

я независимую переменную

I — 1п — (1.3)

Функция ФДУ, ф) (/ = 1, 2) удовлетворяет уравнению

=0 (,-=1.2) 
д(՝

граничным условиям

г2 г2
Ф։(0,?)-^- = Ф։(0,<?) --£ = дФ։ (/, ?)

и условиям сопряжения

(?ф2 (у, ?) 
~д^

(/, ?) 
ду

б>Ф.. (/, ф)

г2е2‘ I г2е2<I Ф1(/, о)--֊- б’2| Ф2(/, 0) - -

(1.5)

Ищем решение уравнения (1.4) в виде суммы ряда и интеграла 
Фурье

со

Ф/(/. ?) = У Ж"
А=1

•Ь | С, (а) зЬ гф ֊*֊ Д- (г) сЬ гэ| з'ш г1<1г 

и

(1.7)

где

ф.-(/,?) =

<М,<Р)

ф2 (/, ?)

— '30 < / < о 
о < © < е։

— со <^ / < О 
- < ? < О

Удовлетворив условиям (1.5) и (1.6), после некоторых преобра­
зований получим

= 4? К - 1)‘х1 +1|: -4֊[(֊ 1)‘ 1 +1]
. лет*

(1.6).



Некоторые задачи кручения составных стержней 5

Подставив (1.8) в (1.7), получим следующие выражения для 
функций Ф/(/, ©):

2 «. 
(1

сЬз:(ф1 —<р) .-------- —---- ----- $ш г1аг
2 (4 + Л։) сЬ 2?։

(1.9)

(— ՛<■- < /<0: 0<?<?։)

<М', ?) = ^ 4г1 Г
“ С1 г б’л 3 г (4 г2) с!1 г?2 (1.Ю)з։п г((1г

( - < I < 0; ֊?2<?<0)

В частном случае — -42 = для жесткости составного стержня 

имеем
00 4 , |

с = 22 Ну,(г,?)</»/? (С.-гС,) +
О:

(1.11)
что совпадает с результатом работы [1].

На фиг. 2 приведены эпюры напряжении, построенные в долях 
при С1 =■ '20* (О — угол закручивания).

2. Рассмотрим составной стержень с сеченном в виде сектора с 
радиальной трещиной (фиг. 3).

Каждая составная часть при этом предполагается однородной и 
изотропной.

Для определения функций Ф։ (/, ?) (7=1,2) имеем уравнение 
1.4) и следующие граничные условия:

Ф| (0. ?) - ֊5֊ ֊ Ф2 (0. = ф, (*. ?,) -

ф"2' г?е֊21
-у— = Ф2(*,-?.)- = о (2.1)
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|=Са <К(/,0)
(2.2)

6'։ Ф։0,0) - 22

(0</<МФ2(6 0)

(/, ?)

г;е'

(2.3)

Фиг. 3.

Функции* Ф/ ищем в форме

ФЛ/. ?)=У Лк%-*е5։пЗД ]֊
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2? ֊֊ Ц- (с) сИ Х<р] 51П з/ с1г

и

(2.4)

где

Фг =

0 < (<
Ф։ ()<?<С ?1

0</<
л 2 ъ< ?<Со

Удовлетворив граничным условиям (2.1), найдем

41”=֊ Л'? = ^|(-1)*х։Ч-1|

С։ (г) $И г?д - А (г) сЬ 2?д = ,(4 .У)

С։ (г) вИ г?! -I /X (г) сЬ г?։ = (4 .1՜ .лу

Условия (2.2) и (2.3) дают следующие парные уравнения:

(2.5)

(2.6)

(2.7)

( £\ (г) 81п гМг = —֊
и

(2.8)

А (г) — А I $»п хМх = - --------- ( 1 — — )
Од I 2 '■ Од /

0։</<со)

£>2 (г) $)п -----(0<С/<^/д)

2г;
г|С։(г) — С, (г)|5Ш2/</г=----------- _ (/։</< -='֊')

■£д 511 —
?1

(2.9)

Обозначим 2)д (г) —~- О2(г) Л’(г). Комбинируя первые урав-

нения (2.8) и (2.9) и используя второе уравнение из (2.8), получаем

(0</<4)

(2.Ю)

14

(0</</։)

X (г) 51П г((1г — —--------/1 — — )
2 х /

(/,</<<»)
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По формуле преобразования Фурье имеем

= = (2.11)

Аналогичным путем используя (2.6), (2.7), (2.9) и обозначение

/Л (г) -/л (г) К(г) (2.12)

для У (г) придем к уравнению

j z Y (z) cos ztdz = 2rjt? ■ 

и

(* 2ri 1
I zY(z) cth sin ztdz - ----------------—
J ?։ sh —
о s։i

7i

Введем обозначения

2 = 2L. z(֊,.),

•?1 Ф1 \®1/

Вместо (2.13) имеем
••
Jz(X)cos>$cA v($)

ОС 

Z(>.) cth X« sin > sdf h (s) 
о

где 

q(s)

Л (s)  ----- ——
<p։ sh s

Решение уравнений (2.15) i

1 (0<f<A)

. « <2-13) 
2ri i‘ z՜'sin zldz

z J ^-L-4)shz?։ 
и

(G<Z < co)

s = ^: s,= 2ik (2Д4) 
ri ?։

9

(0<s<S1)

(2.15)

(3i<S< o)

Z(/) —/th/п i2(a)P , / (ch a) sh яс/ct

u> (a) P_t (ch a) sh 2(72 (2-16)
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где

а (։) = 12.■ и (а) = П_ С
т. I сЬ X — сЬ > " ,и сЬ х — сЬ а

о •

Р.«/»+<». (сЬа) функция Лежандра.
Из (2.11) и (2.12) с учетом (2.14) и (2.16) определяются Д(с).

В частном случае для круглого стержня с радиальной трещиной, 
когда Л = 0, «։ к (фиг. 4), получаем

г- 4г’ 6,-0. ? сЬг( 2 ?)
Ф’ (I, ?) = ֊2 + — ^֊а J 31» -

' о 2 (г՜ — 4) сЬ -у

। 8ГТ^2 Г сЬ 2& 51п г(с1г
^'(6’,֊-^)? д(^ + 4)сЬх7Г

о
(-«></<0; 0<ф<г) (2.17)

ф.(сф) 4
. 8г-О2 г СЬ гу $|п
' п(с; । б;.)3 г(^ + 4)сЬх1 

и
(—оо</<0; ’<.?<0) (2.18)

11роизвсдя некоторые преобразования, приведем выражения 
и (2.18) к виду;

(2.17)

‘К (Г, 9) -֊-(֊7 сох 2? - 1) +
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Л?
И 86; у (-]) 2 СО^Т/Г 

« <714֊ 65/нчд... *(**֊ 42) \гг

(2.19)

Фа (Г, ?) =

кс
86, ч 1 Ц

6, 1֊ 62 *=£<_... Н*5֊4$)

62 — 6, 51II
С^в.^к^-А) -<?<0) (2.20)

Согласно (1.11) 'для жесткости рассматриваемого стержня по­
лучим

г ГгЧг хп ՛ ‘ в՝а֊ (- 128
С- Т (61 + “ г' G~^GЛ,'՜ ЪГ) +

_ и (^-^(б;-^) м _ ,2 2П
1 б; - в.. \ - 4 / ( }

1.2122
Фиг. 5.

На фиг. 5 приведены эпюры напряжений при б\ — 262, постро­
енные в долях ггС^.
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3. Составной стержень имеет поперечное сечение в виде круга 
с центральными симметричными радиальными разрезами (фиг. 6). Каж­
дая составная часть при этом предполагается однородной и изотроп­
ной. В силу симметрии профиля функцию напряжений 'при кручении 
ищем только п п-ои части области поперечного сечения.

Фиг. 6.

Для определения функций 
(1.4) и граничные условия

'М.?) (/=1,2) имеем уравнение

Ф.(О, ?)--у- = ФИО, ?) - ֊5֊- {4 =

”Ф:(/. ?) 1
<*Г 5— ’ <*?п

Г1е 'Г 

ф1((. 0) = —----- 0։</< оо)

( г2е-2/ г2е-2/
0)------- ֊— = с, Ф:(СО)------- (0</<м

(3.1)

(3.2)

ф=(/.о) = -^ (/։ < / < ПС. )

ЭФД/.ф)
4.-0

(о<г </։) 
.-о

(з.з>

где О0 значения функции напряжений на внешнем контуре сечения.
Функции Ф։ и ՛։՛. ищем в виде суммы ряда и интеграла Фурье

« ֊>4/
Ф/(/, т)” 

а֊։
51П с?-; сЬ .«Ип г/</^(3.4>

де
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0<^f < оо 
Ф’(Л?) о<9<-1

0<t<: 
Ф5(/,?) л<в<0 

л
Удовлетворяя граничным условиям (3.1), получаем

С։ (z) ch — 4֊ А (г) sh — = О (3.5)
п п

C.(z)ch —— Ос(г) sh — ֊0 
л In

Условия (3.2) и (3.3) дают следующую систему парных уравнений:

Пщг)-£.£>,(*) |si„z,</z=^i_ (1 (0<f<M

о 1 1

С гЪ՜*
I Dy (z) sin ztdz = —------- - (/։ < t < oc)

.J 2!՛
0

(3.6)

i’z[C1(z)-C2(z)|sinz^z - - —--Ь- (0<f<M

v’ rsh —
° 2

(3.7)
Г r2e
j D.. (z) sin ztdz = —----- (/j t <C co)

о
Используя второе уравнение (3.7), из (3.6) имеем

= <3-8)

Обозначая 

C4z)֊C=(z)= У(?) (3.9)

и используя (3.5) —(3.7), будем иметь

Г Z Г( z ) sin ztdz = П Г՝ ' (0< t < lt)

(3.10) 
*
С Y(z) clh — sin ztdz = r]e~'2t (tx < t •< o-)
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Продифференцировав первое уравнение (3.10) по /, а второе — два 
раза по 7, получим

р п=(гг+2^)с1>^֊

\ г Г (г) сое г(Л -- ---------------------------֊.---------- (0 < I < /։)
Л 2^Ь'-^
У 2

(3.11)
( У У (г) с1Ь — з1п = 4г'~е (6<С^ <С °°)
.) п
о , г

Введя обозначения

п/ = з, п’Х’Г(пл)«Х(Х) (3.12)
п

парные уравнения (3.11) приведем к виду 
--
X (>.) С 05 !$(Ь — к (5) (0 < 5 < Зх)

0 (3.13)

Х(У) СЛЬ а՜ 51п>.5<7/ ՛.= 9 (5) (зх $< )

II 

где

Л(։)=_п2<±2^, 9(։)=4,?3-
2п51г —

2

Решение уравнений (3.13) имеет вид

%(/.) 1.1Ь/л 12 (а) Р , ։-л(сЬ а) б!) —

п

4՜ (14 (?) . • • (сЬ з) зЬ зЛ

где

2 (а) = 1А. С, о1 (й) = г 5(з)^:_
“ ,1 У сЬ г — сЬ з » 3 | сЬз сЬа

0 а

Для определения £/0, согласно формуле Бредта, имеем соотно-
шение

^о =
М,
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r^e

di I w (a) (ch a)sh ։</a —
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Լ. Ա. ՀԱ1'»«'1*ՅՈ1։ՆՅԱՆ

ՐԱՎԱԴՐՅԱԼ ՍՈՎԵՐԻ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԻ ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

Ա մ փ ո փ ս ւ մ

Աշխատանքում դիտարկվում են բաղադրյալ 1լ էո ր ձողի և ըՆ դլա ւն ա կան 
հաավածրում շառավղածին Հարեր ունեցող բաղադրյալ գլանային սեկտորի 
ոլորման խնդիրները։

ՀԷույդ ինտեգրալ •' ա վա ս ա ր ո ւ մն ե ր ի լուծման օդնու թյամր ստացված են 
փակ լուծսէմներյ

SOME PROBLEMS OF TORSION OF COMPOSITE RODS

L. A. ARUTIUNIAN

Summary

This paper deals with some [problems of torsion of circular and 
sectional section rods composed of cylindrical sectors with varying 
shear moduli of the material.

The closed solutions are obtained on the basis of solutions of 
dual integral equations.
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А. Г. БАГДОЕВ

ИССЛЕДОВАНИЕ ОКРЕСТНОСТИ ВОЛНЫ 
ВБЛИЗИ ОСОБОЙ ЛИНИИ

1. Рассматривается задача по определению решения линейной ги­
перболической системы уравнений в окрестности соединения произ­
вольной волны с дифракционной. В случае волнового уравнения и пе­
риодической во времени волны решение задачи дано в [!}.

Вначале рассмотрена система с тремя независимыми переменными

= о (1.1)их оу 4 г о/

где элементы матриц 41,2, з постоянны, и есть вектор (Нд.}. Для си­
стемы (1) поставлена задача Коши с условиями, заданными за началь­
ной волной 40Д> |2], [3]

«, = а, (-•:,)*  (х,)’- (1.2)- 

где = 0 есть уравнение 40^0 (фиг. 1). хх — координата х вдоль 
волны 4Й2?О, отсчитываемая от начальной точки 0, из которой обра­
зуется дифракционная волна Ох касательна волне в 0. Следует 
отмстить, что поставленная выше задача возникает при отражении 
волн от клина или более сложных плоских кривых, образующих угол.

Тогда область возмущенного движения ограничена в момент ! ударны­
ми волнами АВ и АХВ., касающимися дифракционной волны ВВЪ и при 
обратном движении к моменту / = 0 получится начальная волна, об­
разующая в. -0 угол (волна 40£0 при этом есть начальное положение 
.֊15). При рассмотрении частных задач выяснилось [3], что на решение 
вблизи точки В соединения волн АВ и ВВХ влияет только часть на­
чальной волны А$В<^ соответствующая х3 0, что и позволяет взять 
начальное условие в указанном виде. Впрочем, как следует из реше-
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ния (1.27), участок начальной волны, направленный под углом к Д0В0, 
даст первую степень лх под квадратным корнем и соответствующее 
слагаемое более высокого порядка. Координата х выбрана по каса­
тельной к начальной волне ЛвВ0 в точке 0, координата // — но нормали 
к А0В0 в сторону движения волны |2]. Множители а. должны удовле­
творять условию совместности на начальной волне

А, а + Ло а - А3а = 0 (1.3)Ох " Оу *

Для решения системы (1.1) при начальных условиях (1.2) можно при­
менить метод Фурье.

Преобразование по Лапласу от и( по / можно искать в виде

5 = — /։՛>, ц1 — ‘'»2 | А. (2, 3)е։‘”л*՛  А -- {.4.} (1.4)

Тогда, с учетом (1.2), из (1.1) можно найти

А^А А։£А- А3А | | Ал а ( - -гУ х֊՛ ' (ГиЬ, (1.5)

Обозначая через А-(а» *)  определитель (1.5), можно найти

Л(«. ₽) = ^Г^-)4^7 [ С ( (1.6)

где линейно выражаются через компоненты А3а, умноженные на 
алгебраические дополнения столбцов А, причем, предполагая А3а а

и учитывая, что в (1.3) вблизи волны АВ можно заменить

на «, 8, можно получить соотношения а
Ац [4].

5. ^3 а,. А, (1.7)

Здесь Ац есть алгебраические дополнения элементов ац н матрице 
А — А^-^А^ А3. В интеграле (1.4) по а, н главную часть решения
вблизи волны составляет окрестность характеристического условия

Д(а, 3) = 0, 3 = 3(а) (1.8)

После применения теоремы о вычетах и метода перевала, можно найти 
в стационарных точках (а0, 30)

х-^'(*о)(^)  = О (1.9)
значение интеграла по а, 8

2 Известия АН Армяпской ССР, Мехааика, № 1
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& еы.(,- -1 М(у-,) = | 2- Ho) x

^оглдх- ;)-: ։ -Зр<у rj 

I — A<(?/ $
(1.10)

Подставляя в (1.4) и применяя обратное преобразование Лапласа по 
s - /՛“, можно найти решение вблизи волны А В в виде

V 2՜ Г Г g.fa, 3»)(- •,)**, ’• __ _________________

4г- ֊’• М’о. з.) ।
(1.11)

Вблизи фронта волны интегрирование в (1.11) идет по малой окрест­
ности начальной точки 0, где с ^0, т,• 0, : 0.

Уравнение фронта волны АВ в момент I, имеющее при / = 0 
вид у о Уо(х()), дается в виде

а (л- — х0) + ? (а) (у — уъ) I

х - х0 ֊ («) (»/ — уА = 0 (1 -12՝

*~№)у9М о

где х0 - 0, у9 - 0. и, поскольку ось х касательна в 0 к /10В0,

у'о (0) = 0. уп 4՜ У<1 = кп- • 13>

Вблизи точки В \ 0, и из (1.16) можно найти

Из уравнений (1.1'2) вблизи точки В можно получить

у\ (0)t
& =--------------- Хо,

У

//,(0)3'(0) 1 . л>«й\2? (’) = 3 (0) - ЛЛ |;- ХО ■!- 2-р- (0) (^) 4

З'-З’(О), X» = X -г у у - ₽" (0) УЬ X, =

г = 1 + Г(0)^(0)^(0) (1.14)

Используя (1.14), у( 
в форме

>авнение волны £ = /,., (1.1'2) можно вблизи В найти

t
йгп\ -8<°>Уо (х-1-3'.у):

ф = н(0)</ 2 г • (1.15)

Уравнение дифракн։юнной волны имеет вид 1 =

Фч;
азх -т ЗзУ = (

х\-?'^Ау = ^ (1-16)
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7 - * ?У { _ з(0։н _ _(£_2_гЖ п 171
3 Г(0).у ’ /"'ф:,։ ' 0 у ^(0)// к17

ИЛИ

/ - (* ~ У)" (1181
5..ФР. 4՜ 2Г(0)։/г ՝ '

Для подынтегральной функции в (1.11) можно найти с помощью (1.9) 
и учитывая, что я0 О,

։ — гй(х— •) — рл(у — V,) / — Я<։(х —5) — ^(0) (у - 1}) —

֊ ?? (0) ао (у Л) ֊֊^0) $ (у ֊ г.) =

г / г 4- Зи \2= 1 2?чо)^ (: ՝' ‘՝ г ) “ ’ (1л9)

где обозначено

։= ՝г* ~ т о-2°)

Из сравнения (1.20) с (1.15) видно, что начальное положение АВ при 
/ = 0 выражается уравнением

•1 = о, ?։ = ֊:

-1 = ^֊-у^;,(г + ?ч։!, г-ио), (1.21)

Вычисляя по (1.16) и (1.12) кривизны волн АВ и ВВ}, обозначая 
через Д։ = — Д кривизну гиперсферы с центром в точке (х, у) 
вычисленную в точке (0, 0). и через Д2 кривизну АВ в момент ( = 0 
можно найти

кг к'*~  ? (0)^(0)։/ <1>22)

Можно обозначить через
I ХО=^Д (1.23)

точку пересечения луча (1.12) с осью х. Вводя переменные 
х, с р'г, и ' по (1.21), можно получить вблизи волны из (1.11)

। г гс& /.е֊Ч‘ 
2т. 33 3(0)1 X

X
Д1___Д'г / . _ * 1՜ Уу V _ <

2с0 \ 1 г ) ’
(1.24)
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где с0 = ууоу есть скорость волны в 0. Как видно из (1-23), величина

------— х0 есть длина дуги начальной волны от о ло точки Л/о.

Из (1.7) следует 2 А/, кроме того, по (1.8)

а\- + У А/

где «, элементы матриц А . что приводит к равенству

В/ ?' = 0

(1.25)

(1.26)

Тогда (1.24) запишется п виде

։ ■>
= '2=՜ ?(0) | — ?'(0)у

՛*-։  л. ./֊. .г

—<5, “ ~ 27՜^ (х‘ “ Хо)' *
(1.27)

Полученное выражение по форме совпадает с решением для волнового 
уравнения |3| и может быть записано через гипергеометрические 
функции. Подобным же образом можно получить решение для системы 
уравнений с четырьмя независимыми переменными

А.^+А^-А^=о (1.28)
Ох Оу Ог 01

Начальная волновая поверхность 5, из острия 0 которой возникает
дифракционная волна -. вблизи начальной точки 0 записывается в виде

Х1> •- Лд (уо, *ф),  Х(, 2 У), "

(1.29)

1

Следует особо оговорить, что уравнение (1.29) имеет место для 
гладкой поверхности 5. Однако его можно применят։, и к поверхно­
стям с угловой точкой (как и в плоском случае), рассматривая одно­
стороннюю окрестност։» точки 0.

Точнее,„цгреэ точку М(х, у. г) проводится луч (1.31), в точке 
пересечения Лт0 его с $ выбирается систем.։ координат, ось ։/։ направ­
ляется по касательной к линии кривизны $, идущей к «точке 0. ось 
г։ — по ортогональной к ней линии кривизны, ось х։ нормальна з. За­
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тем можно ось у/ направить по касательной в точке 0 к линии кри­
визны у,„ ось г направить параллельно д,. Впрочем, можно отсчитывать 

от любой линни близкой к указанной линии.
Поскольку для поверхности *» с угловой точкой 0 с принятой 

степенью приближения можно считать, что так же, как и для конуса, ли­
нии кривизны у0, обладающие конечной кривизной сходятся в точку 
О [3-, в качестве координаты уа можно взять длину дуги этих линий, 
отсчитываемую от точки 0, а в качестве координаты г0 — длину дуги 
линий кривизны 20 с кривизной А'4~—1 В частности, для тела вра-

Уо
щения. обозначая через у х, дуги меридианов, — = дуги парал­
лелей, х3 = х расстояние по нормали от 5, полуугол в вершине, 
можно найти уравнение

^•2 9 , "I 9

х’՜ 2՜՜1' '

А՛. - кривизна меридиана. (Отсюда х2 ~ л; и при подходе к 0 размеры 
области по х.. значительно меньше размеров по поэтому вместо 
криволинейной системы у, г можно пользоваться декартовой).

Тогда дифракционная волна соответствует линии у.3 — 0 и сле­
дует накладывать ограничение на область интегрирования по перемен­
ной у, но, вообще говоря, г произвольно.

Начальное условие теперь можно взять в виде

и( = а; С՜՜ < уУ‘ 1 г1 Г' > а = : а/) <1 -3°)

где координата т, = 0 дает фронт начальной волны, имеющей угловую 
точку ", 0, у> =0, г, = 0, координаты у3, д, суть указанные длины
дуг линий кривизны у, 2.

Уравнение՜ фронта волны .5' в момент /, имевшей в момент I 0 
вид = хс(//0, г0), записывается в виде

а (х — х0) 4- Р (у — у0) ~ 7 (г — г0) •= I

(х —хо)^-*4-^-|/ о=О

(х-х0)^-Ч-г֊г0 = О (1.31)

с*х л , А а 4-1 0
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Записывая
« (0, 0)

О I ^а0 , 1 ^ •’о 02

’о+й;р+^1г + 1 и\
2

(1.32)

из (1.31) можно найти с учетом (1.29)

.7 — ®0^2^/<>» । ?/о =

<4хд%+у х °1«

*»=--- 7--
(1.33)

1 г <где г — 1 х я0*2, $ =- 1

<72я
7 = 0, -^о^— = 0. что обычно

х֊-~а0/г4. В (1.32) учтено, что при 3 0, 
^7 о

выполняется, поскольку 3 3 (г՜, на‘

пример, в магнитной гидродинамике.
Отсюда и по (1.31) уравнение волны 5 примет вид

^У^ *4*0%  5
'ф =■֊ аох--------2--------------֊ (1.34)

Уравнение дифракционной волны - имеет вид

'зиФр- вЯз*~  ^г֊ 4֊ </-= О, х~£- г 0 (1.35)

Отсюда при малых г/, ?, можно получить

■Ч20
^.с

(1.36)

Тогда по (1.34)

1 1
ГД«ФР. Ч» 2 (Ко 2 <>2а;

Как видно из (1.36), линии у0, га являются линиями кривизны и 

для -. Обозначая кривизны линий уа, г0 на ֊ через кг = -----—»
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=_ 1_
г , <*Ч  

и ‘о

, можно получить

, _ / _ ,.2 1 .2 с = —^Вфр. 4֊ 2Св 2С(> *0 ’ С0 во (1.37)

Решение (1.28) при условиях (1.30) можно искать методом Фурье. 
После введения преобразования по Лапласу по I для и. можно за­
писать

| д.(Я։ 3։ ‘'1 -֊(1^1- (1.38)

причем в силу (1.28), (1.30) после обратного преобразования Фурье 
можно получить
л=-֊-֊[ ([ •)(-

(1.39)

где предположено А4а = а, причем В, '^'а^Ац.

Начальные условия а удовлетворяют системе (1.28)

дх ’ ду дг
/А^а Н А.^а - Ая‘-а — А4а = 0

(1.40)
А есть определитель (1.40), причем имеют место равенства

о/==^7°1- & «а;-^;+7< -'֊А-,՛

В, = -а, (1.41)

։

Подставляя (1.39) в (1.38). применяя к (1.38) вблизи волны тео­
рему о вычетах, в стационарных точках а, Р, *
I ^(х֊;)+у-г, = 0. ^(л-=) + г֊г = о (1.42) 

можно найти

_2гаВ1(<з.. Р. 7) ___ 2~._.
а; х у —и-к

д'% д-а0 / \- (1.43)
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и (1.38) примет вид

1 . . .11|'1>, < , . ։Т. ' 1 ■ • ... ..։}у՝՛ 1 —

(1.44)
Обратное преобразование по Лапласу дает

“'=2^]Я(-Т։)''"'|г։1"^Ьх
’/7 я(х —:) г?(у— ',) •( (г — (1.45)

где о(х) дельта-функция.
Согласно (1.42) можно получить, используя (1.34),

/ (х — :) - °( у — т() — -((г — С) ֊ 1֊ I

2х£% Ух ~

V«<й։ У \ $

2х

-Г' ^!о 
г'------------ 7г

— К

где обозначено

/1 - а0: -т- к.։

У1 = ՝ 7Л ' Г'И)

(1.46)

(1.47)

Здесь з0 = — 
со

причем по (1.36), (1.37) можно записать (1.46) в виде

I — у.(х — ;) '$(у -г,) — Г (г— '.) =֊

= '-<!• (у1-Уо)-֊^-2~-^֊г<,)֊-Ь (1.48)

где ։;м, г0 по (1.33) суть дуги линий кривизны у, 2. Тогда, с учетом 
(1.41), (1.45) после перехода к переменным интегрирования у^ д:, /»
примет нид

Л 3 I 2с0

г-  /. р|-1
Л,- 4 (г3 —го)Ч С^у^, /ф, У1>0 (1.49)
--“со I

Здесь учтено, что приближенно <7 (Л, х„ У)) _ _
<>(?, г, С)

2 1 2
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Подученное решение совпадает с решением для случая волнового 
уравнения [3) и может быть вычислено соответственным образом.

Таким образом, для систем уравнений с постоянными коэффи­
циентами удается получить асимптотическое представление' решения 
вблизи линии соединения волны произвольного вида 5 с дифракцион­
ной выраженное через координаты точки УИ (у0, г0, *с 0), где '>с.,— 
расстояние Л/ от 5, у0, гй ■ длины дуг линий кривизны у, г началь­
ной волны 5 в точке Л/,,, пересечения луча с х. к... к.х — кривизны ука­
занных линий на $, к3 соответственные кривизны гиперсферы 
1 = '(М, Ч).

Разумеется, начальное условие (1.30) не исчерпывает всех воз­
можностей для начальной полны, имеющей угловую точку, в частно­
сти, в случае дифракции на многогранном угле, по-видимому, следует 
полагать также в (1.49) г1 Он вместо | г։ 1 писать ( г5 )" . Однако 
полученное интегральное представление решения верно и для более 
общего случая, когда область интегрирования ограничена условием

2. В случае уравнения второго порядка а՛՛  " == 0 ,*

?, А = 1. 2,•- ,/п, т='3. хх = х, х« = г/, хл— ' с переменными коэффициен­
тами решение вблизидфронта волны имеет вид |7|

Здесь начальное условие имеет .вид я (<л _ ч)-(х1)+ При /։ — 0, 
ось выбрана по касательной к /40^0 в точке 0, у/. — по нормали к
АДь — с0"1. Элементарное решение г> имеет вид [7] 

где ! геодезическое расстояние от данной точки (/, х, у) до точки 
(9. *1,  у/։) за начальной волной А.3В^ Ц— непрерывная функция, при­
чем и дано в |7].

Можно показать, исходя из геометрических рассмотрений |2], что 
и для переменных коэффициентов имеет место вблизи точки соедине­
ния волн [8|

причем с,՛ означает расстояние от точки (х։, ух) до начальной волны, 
с՛) - расстояние от гиперсферы до начальной волны А(1ВС, вдоль 
луча, проходящего через данную точку (х, у) или (х0, 0), 

с^— (х։ хс)՜ указанное расстояние, соответствующее положе-
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Г снию х1 точки на А^В^ — расстояние от гиперсферы до точки £• С
У1)’
Из (2.1), интегрируя по частям первое слагаемое в скобках, 

можно найти

В случае четырех независимых переменных элементарное решение 
можно взять в виде г՛ = И*(Г),  где '• (х) есть дельта-функция, и (2.1) 
для четырех переменных даст

— ~^2~՜ ~ хо)2 — ՝ ]• У\ I г1 Г (2-5)

где оси 0г/1։ 0г։ выбраны по линиям кривизны начальной волны, ось 
0x1 по нормали к ней, х։ с0'Р т։ --и начальное условие 
имеет вид>о = ° (Ч (.7։)^. 12хГ՝ °-

Выражения (2.4) и (2.5) совпадают с (1.27) и (1.49), что поз­
воляет применить вышеуказанные результаты к уравнению второго 
порядка с переменными коэффициентами.

Для системы
ди.

£ (И/) =0, £ (и{) = -д~ 4֊ *, 7 к,

х, — I, х2 = х, х3 = у, х.| - г (2.6)

можно рассмотреть сопряженное уравнение для фундаментального 
решения

£*Ц)֊0, £*(*,)---------<2-7>

Решение V. можно взять в форме [5|

со

3 а}я,(х2, х3, Х4)/„(Ф), /;։+։(ф) = /„(ф) (2.8)
п=0

где
фпха

/’(Ф) = <2'9)

Предполагая, что не зависят от I и обозначая Ф = < — /, в 
силу (2.7) следует написать
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“й՛ Д- < ч!’ «У"=°Ч 0Х, ՛ 1 1

ди(.՝՝ <7Ф да 0)а<‘> + а<‘> «<■ ■ — - -Л- И«> ֊ А., и<»> 0
’■ (7х{ ч ‘ Охк Охк 1

Из (2.10) можно получить при Ф = 0

I «г=?5,-, «Г^5,=0

чти позволяет ввести характеристическую форму

| (? = <А5,^

и уравнение бихарактеристик

</хл _ _1_£Ф 
(]$ 2

<&к 1 дЦ
2 дхк

Ж причем -г- 
</$

12֊ о2 5/5.-. и, полагая а-9 5,- 5/ = 1 . можно

$ /, а из (2.12) получится

22. _ а(^5 у.
д^. ~ ՝>

Подставляя (2.12) и (2.11) и умножая последнее на 5/, можно 
чить с учетом равенства и\1՛ = 5/ и (2.14), (2.15)

д5/ да^
а;л> 5,5, «<р 5, 5, 5/ -^֊ ? - А-,,. 5, 5, ? = 0

Используя (2.14), а также равенство

О О(^ да!.^ д$гл- л^- = 5/ + 5< й—
дхк д^к дхк ч охк

учитывая лемму |6] о решениях

</1п Т I д о(]
<11 2 дхк д '^к

•лмжио найти из (2.16)

обыкновенных уравнений

7' — ^(хх. х2, хд, х4)
дЦ. я1։ «л, ал)

(2.Ю)

(2.Ц)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

найти

(2.15) 

полу-

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

_ 2
4 с? = —— е

л+т։(
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где з։. а2. 73 задают луч (2.14) и вычисление производится в точке 
/> — 0 для волны с центром в (х. у). То же решение получится, в силу 
принципа взаимности, для точечной волны ВВХ с центром н 0, удовлет­
воряющей уравнению (2.6).

Интегрируя V, Ци^ — м/I? (о;) по х։ =/, х., = х. х3=у, х4 - гу 
от х։ = О до х։ — ( |4]< можно получить с учетом равенств V.- 5, о. 
и. = В/ и0,

vu^dx.xlx^ix,

h~*

* k,-k. »/2£

vu°dx2dxtflxA (2.20)

В случае трех независимых переменных можно полагать

V = - а и (2.21)
Ф5 1 2(/-/։) 

п а и что соответствует V 2 —— . вычисленному вблизи коноида, где

1 =ь2(/ —/։)Ф. Здесь при /1=0, то есть в правой части (2.20),

Ф - дается (2.3), а при /։ / —2. е — 0 вблизи вершины коноида

подобно (2.3) можно найти

Ф = ։-«ф)о---—-^2 VV֊-------Q (2-22)
֊ с0 Со (/ /1)

где для задачи § 1 Q = - яг, а для уравнений второго порядка 
н

Q Су '. где -\, = det (а/А). Тогда при выборе оси х2 по касательной
к линии пересечения волны с плоскостью /։ t—s левая часть (2.20)

к,— А, 
(#.։.)о-----(«։—•*  )’

СлД 2" . Uu* =

= - 2 J — dlt2 р-23«
I * - «л-

2 сд

где интегрирование по х2 ведется в пределах Г (х3) 0 я положено
(С ) = Q, даеч соотношение

—— /Г--2и» I -^=- = - 2« сХ (2.24) 
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которое можно получить также сопоставлением с (1.27), поскольку 
вблизи вершины коноида можно вычислять левую часть (2.20) для 
случая постоянных а(уТогда, введя для начальных условий (1.2) соб­

ственный вектор 1 . а. из (2.20) можно найти

I _2дц^ СС (2.25)

/2/Ф!

где Ф дается (2.3), откуда найдется (2.4), где -^==- дается ( 2.19 ), 

(2.21).
Проведя выкладки |3|, из (2.25) или (2.4) можно найти решение 

вблизи точки В в виде

[■ и«=лг( /.-г֊֊. I-?. Ц*)

в области позади участка дифракционной волны СВ и 

/ 3 -Н1 . 1 \
Н0 = Л0Г^— 2 ՝ 2 . Л֊г1, я2 у

I А, = - а°№ (9. ֊ о Г -X (2.27)

1 1

впереди СВ.
Здесь

О — (0 — %)2
։’=7Ж^Ж' + (228)

В случае четырех переменных можно полагать

„ = ^2^1 (2.29)

и подобно предыдущему выбрать Ф. Тогда из (2.20) получится (2.5).
3. Можно рассмотреть окрестность точки В соединения волн Д/>’ 

и ВВХ в нелинейной постановке. Для неоднородной сжимаемой перво- 
начально-неподвижной жидкости в |9| получены упрощенные нелиней­
ные уравнения в окрестности В и указаны их некоторые решения.
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Эти решения можно распространить и на задачу определения окрест­
ности соединения волн в первоначально-движуЩейся среде со скоро­
стью К}(н... и0), где начальная скорость звука обозначается а0, плот­
ность — р0, давление — Ро 110], 1111.

В криволинейных координатах I, ". 0. где / — время, ' время 
пробега полны до данной точки, О— угловая координата в направлении 
касательной к волне, для компонент скорости по направлениям х и Ь 
можно получить ;» //лт. V. — НЛ, причем соответствующие значе­
ния для невозмущенного движения впереди волны суть и„ (х. у), 
И. (х у), ^--и„п К/, а параметры Н., /՝/, для невозмущенной
волны найдутся в виде Нх — сг0 ֊֊ и„. Нг= ^/^(^՜') “Г (^5՜) ’ ^водя 

возмущенные значения для скоростей и и», г» = — И,, давле-
ния Р — Р, Ру, а также переменную s = ՜— t, и учитывая, что 
д д д д д д s д д д

"sr = ~~ -г—, — — -—, и соотношения — т , -ттг,0t . dt s 0s 0- as ’ ds at ։ ’ ds 0b
v и, характеризующие окрестность точки В, из уравнений движения 
и уравнения неразрывности можно найти упрощенные нелинейные 
уравнения

dv Нхои „ ди и <fy0a9
1 ■<‘а<՝и՝ ös ~ Н.<А,' dt гdt

+ и { п (V К, ) п + (2«Я ֊ 1) div Ио 4- а„к} + 2^ = О

(3.1)
о “ л 1 ^'лйл
Здесь п есть вектор нормали к волне, 7 ՛ = —֊ ~, кривизна

волны к ~ ^~РГ7р՛ ՛ 15место rj введена координата {\, —

V։dt. Подобные же уравнения, отнесенные к линиям кривизны аи 
«2 волны, получатся в пространственной задаче. Следует отметить, 
что 0 (alt а.) есть координата точки пересечения нормали, проходящей 
через данную точку, с волной, и поскольку лучевая скорость есть

| аа л, а нормальная скорость волны равна п(а0֊{-Нл), то К t пред­
ставляет их разность и представляет координату точки пересече­
ния луча с волной.

Следует отметить, что при Йо — 0 уравнения (3.1) получены а 
|9], где найдено также их решение. Далее автором получены уравне­
ния (3.1). Как выяснилось, уравнения (3.1) в декартовых координатах, 
связанных с волной, несколько ранее получены в [12], где учтено 
также нлияние диссипативных факторов.

В одномерном случае указанное уравнение получено в 110], |11|. 
Уравнения (3.1) с помощью замены переменных
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и — М՝л, и = Л/*,  М = — * ---= е 

I ^2?0°Н

Т = : п (V /0) п — (2а° 1) сйу Ио; сН

приводятся к виду

д* о 1‘ . «л Оч _
Л-^77,^М+7Г^ = ° 

дч _ Нл д\՝‘ 
аз Нп аЬ

(3.2)

(3.3)

Следует отметить, что первое уравнение (3.1) получается доволь­
но просто, и наибольшие трудности возникают при получении первого 
уравнения (3.3). Зная амплитуду волны М в линейной одномерной по 
$ задаче, можно получить коэффициенты при производных в первом 
уравнении (3.3) на основании уравнения характеристик:

а = а0 -г (а0 1) и (3.4)-

где уу' — проекции скорости на оси координат х, //.
В,координатах хъ л\., где с/х, — </х2== уравнение (3.4)

примет вид

_ / / о Г[оЕ V б/Г _ ОР I
<// ° | уо’х,/ \^г/ Ы к ж» 7

дВ дхх дГ с1х2 
ох1 <)1 дх., <]{ (3.5)

оГ с/х,причем берется в частице, -~ и-°°- -П V.

Из (3.5) получится уравнение характеристик

и = М՝^ (3.6)

Такое же уравнение характеристической поверхности получится из 
(3.3). Используя указанные соображения, можно получить упрощенные 
уравнения вблизи В в магнитной газодинамике. Обозначая компоненты 
магнитного поля по нормали и касательной к волне через 32֊֊72,
г^е '.и ‘(г есть возмущенные значения величин, причем < -'2, можно 
в нулевом порядке найти из уравнений, записанных в координатах

•. О,
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— а; и 
с0 4кРо U'

?->с0 
тг

^ = с-
dvT Ну ди
^Г= Я, do (3.7)

где обозначено: ՛(- г՝ .֊г, причем с„ есть скорость волны в нели­

нейной постановке. с„ есть линейная скорость волны, и можно пока­
зать, что в силу (3.7) и формулы для скорости с,| имеет место ра­
венство:

с,, = с04-('‘ 1) “

С ______ ________ ।_________ ՛.___ °
а--а; -2cf 2 a;, aj ֊ 2с? (3.8)

щ есть скорость АльЗ>вена. Уравнение характеристики в силу (3.5)
имеет вид:

Нг Со — и,,՛
dF dF \ dF
Л"Й +<“-c“,dx1 

’.V,, X, A

dF 
vdx2

dt 2 c° > (3.9)

Л и

Отсюда, используя еще (3.7), можно записать упрощенные уравне­
ния движения:

dvr ди ди _ du с0 dvT d\nM
их у ~ <>х2 ’ dt +'*՝ и дхА 2 f'x.. U dt ~ ° (ЗЛО)

причем последнее слагаемое не влияет на вид уравнения (3.10) 
и М дает интенсивность при л = 0, V г 0.

В линейном одномерном случае в (3.5) — - 0, j*  = const, что ха-

рактеризует приближение геометрической акустики. Содержащееся в 
[12] утверждение о том, что указанное приближение не удовлетворяет 
линейным уравнениям, вероятно, связано с тем, что в [12] фигурирует

координата Xj /7jS и берется
он
~ut в то время, как следует брать

.dt и тогда уравнения удовлетворятся. Можно получить уравнения 

в общих криволинейных координатах " — С 6. входящих в (2.28), где
— 1 есть уравнение линейной характеристики, удовлетворяющей со­

отношению

dx, = HyiO^d^-t), с HyiQ)
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б/£։ _1_ (/(<-, — Аг2) / дх։ \2
д{ 2 сП I, дЬ /

Обозначая нелинейное слагаемое в скорости возмущений с„ через 
(*  1)м, можно написать упрощенное нелинейное уравнение для про­
извольной среды, имеющее вышеприведенное характеристическое урав­
нение для линейной задачи (/ 0)

д'/ _ 1 </(*,-&<>)  д2/ . д/ <72/ 2. д/_ </1п?
(Ндл\ 2 сП дФ дхх дк| 2 дх։ (11

где и = о есть интенсивность волны в линейной одномерной по

хд задаче, и 1 V вводя п = можно получить

ди 1 дг> ди 1 <7 (ку к„} .. дъ ди </1п<?
<й Н. ~ дх, ։ ~д1~ 2 7Г՜ - Л - ~и ~С1~

В магнитной газодинамике, как и для ортогональных координат. 
V -гт, причем для однородной жидкости отсюда получится найден-

/ Г ( 1 \ное ранее уравнение в переменных '—/.//•= |/ - аз } ՛

Величина С1 в (2.29) дает интенсивность ВВ^ в линейном случае 
и выражается формулой (3.2) при и= 1. То же значение получится 
по (2.19), причем в силу принципа взаимности для элементарной то­
чечной волны можно вместо (2.19), вычисленного в точке 0, взять то­
чечную волну ВВЛ, являющуюся решением уравнения (2.6) с центром 
в 0, вычисленную н (х. у). Повторяя выкладки, проделанные при пи- 
лучении (2.16), для уравнения (2.6) следует взять решение в виде

«у ?л;/(ф)

+ + = 0 (3.11)

Для уравнений газодинамики, линеаризованных относительно течения 
К;, имеет место для компонент возмущенной скорости ик и дав­
ления Рх.

«А==^?/(ф). А: — 2. 3, 4, Р»=5хф/(Ф) (3.12)

причем

\ = пк . пк = --- , Q = Ок -г «о Г
I

(3.13)

3 И.’иестня АН Армянской ССР. Механика, № I
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— п- л, (2*°  —1)317 Ио и уравнение лучей = £д 4-

4֊ <т0 п4. Отсюда и по (2.17) а(*>  5;^֊- - (ик -аопк) у

Подставляя в уравнение для ф и используя соотношение 
, — 2 ^?о 2 Фо«о

— — 5/ 3; — 23’17 К----аол, -г-----------------и к —------ , можно найти для
<)хк Ро А (>хи ^а0 дхк 

интенсивности волны ВВУ уравнение вдоль лучей

। ,>п^ к с с о (3 14)2 ?Лт?։о։ <Й ° ՝Л,М'

которое дает линейное решение для волны [10], [111 или решение 
(3.2) при |ь = 1.

В случае, когда ударная волна АВ скачкообразная, в решении 
§ 1 л — 0, 3 = 0, и решение позади дифракционной волны имеет вид [9]

Л _ /2| кг֊к, /-$Ус ,лч ,О1СК
—=====—агс1д---------- к—$--------------- . с֊=о0(0) (3.15)
I к, — кг. г. 9 ~ 4

Тогда из второго уравнения (3.3) получится

7
~А =

г’

с{к,-кУ

Н± <)-% 
н ? 

։ С {к^к.У
(3.16)н> 

ш2
.Можно предположить, что (3.16) имеет место и в нелинейной задаче.

Вводя переменную —֊— , переходя в (3.3) к незави­

симым переменным г>, подставляя в них ՝/ из (3.16), можно полу­
чить решение в виде

2^^
01

1 0 (к1 — к2) 1
кг — к2 (В п ^г՝

91° Л Р - 4т

где использовано соотношение

^(^1 — ^2) . о0Ну _ .
л--------г ~нГс " 0 (ЗЛ8)

которое получается также подстановкой линейного решения (3.15), 
(3.16) в уравнения (3.3) при з° ֊ 0. Уравнение (3.17) интегрируется 
в виде
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а^е * т

Н՝у| А'։ к
<В֊С2(СХ)

. = (3.19)
к. 

Нелинейное решение и0 на АВ находится интегрированием нели­
нейных характеристик

/
г = -[֊2-л у, (3.20)

о

и ударная волна АВ имеет уравнение 8 = ~~г——?------тг^'о- где х х0/ (к} к..) с Л

в точке В, причем хй I “ТГ8" (В. и0 Ао. Ао = .^е ___=.
1 НоМо) 1ч—кг о

Условия на ударной волне ВВ- для системы уравнений (3.3) на­
ходятся в виде

V - ЬЬ дз и 7՜ н;м 11’ 2Т- д1
«г/Л V
Н*  ) (3.21)—т е « Ц = 0

В окрестности точки Л, где |^= — . 8 = $о, КМ՝
V £։

можно искать решение (3.21) н виде ряда но степеням Ф,

1‘ ■ ’Л>(/)+Н (') ф. -- >0(/) 4- (0ф

5-&0=-^(/)֊Ф. 5=80(0+5х(0ф 5е(0Ф- (3.22)

Тогда в нулевом порядке (3.21) дают

= ^=2(к-к,) ■ = (3.23)I к1 — к2 г12 (А1

что согласуется также с решением (3.16), (3.18), (3.19).
В первом порядке для касательной составляющей скорости к ВВ^ 

можно получить из (3.16), (3.21)
, //։р дзV----- ,

где !1 найдется из (3.19), (3.21) н виде

I Ро։։о^Л



36 А Г. Багдоев

Для малых է отсюда получится Н., - cl, и — До | ' кх — к., 
1

vû = Г--- < v’
I №~ւ

1 ds
է<հ Հ------Հր 4
_____ ՚ Ժ6 >°4 I է 1' с А

Փ 2oft с3 пС2(0)-^2| է
И №

(3.25)

причем касательная составляющая скорости к ВВ^ вблизи В мала по 
Ф и У I и может быть сделана малой выбором с՛, (0), в отличие от 
однородного во времени решения, когда С, (0) = 0.

Автор благодарит участников семинара кафедры аэрогидродина­
мики Саратовского государственного университета под руководством 
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Ա. Դ. ՐԱԴԴՈԽԼ

ԱԼԻՔԻ ՇՐՋԱԿԱՅՔԻ Ո1ՓՈԻՄՆԱ11ԻՐՈԻԹՅՈԻՆՐ ԵԶԱԿԻ ԴԾԻ ՄՈՏ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Դիտարկվում է գծային հավասարումների սիստեմի լածման ուսումնասիր­
ման խնգիրր կամայական տեււրի այիբի և դիէիրակցիոն ալիբի հատման ղծի 
մոտ:

Լուծում ը uտարվա մ Լ վերջավոր տեսքով։

INVESTIGATION OF WAVE NEIGHBOURHOOD NEAR 
THE SINGULAR LINE

A. G. BAGDÔEV

S u m m a r y
The solution of a linear hyperbolic system of equations with cons­

tant coefficients in the neighbourhood of the line (in the case of four 
variables t, xt yt z) of junction of an arbitrary wave carrying a given 
singularity with a diffraction wave representing disturbance from the 
angle. The solution is found by the Fourier transformation and by se­
paration of the singular part of the solution and it is written in the 
closed form in the coordinate system, related to the curvature lines of 
the initial wave. As in the case of the wave equation the solution in 
the above region can be reduced to hypergeometric functions. The solu­
tion of the simplified nonlinear equations for a moving medium is found 
in the wave junction neighbourhood.
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УСТОЙЧИВОСТЬ УПРУГОЙ ВАЛКИ ПРИ 
БЫСТРЫХ НАГРУЖЕНИЯХ

1. Продольно-поперечное движение упругой идеальной балки опи­
сывается системой

cf՝ и _ с^ 
а дх՝ ՝ (ft-

Р ЕЕ°-±
Ох (1Л)

а/^+7^р^+--75>=° <«)
•' ах* с/х \ ох / $ сН-

В уравнении поперечного колебания сохранен член „приведенной на­
грузки“, так что в задачах устойчивости, которыми будем заниматься 
я дальнейшем, уравнение продольного движения (1.11 можно рассмат­
ривать как уравнение невозмущенного движения, а (1.2) будет урав­
нением возмущенного движения

Для решения задач к (1.1) и (1.2) должны быть присоединены 
определенные граничные и начальные условия. Решения уравнения 
(1.1) с. любыми начальными и граничными условиями не представляет 
труда, в то время как решение (1.2) связано с определенными труд­
ностями, если вспомнить, что сжимающая сила, определяемая из (1.11, 
в общем случае будет непостоянной. В работе [1] был предложен спо­
соб определения критических сил и собственных частот изгибных ко­
лебаний частично сжатых балок с шарнирно опертыми краями, кото­
рый далее был применен для решения задачи устойчивости балки, 
подверженной продольному улару. Оказывается, этот прием применим 
почти для всех случаев продольного движения.

Как уже указывалось выше, совместное решение (1.1) и (1.2) не 
такая уж простая задача, поэтому авторам приходилось делать раз­
личные приближения. Теперь мы рассмотрим конкретную задачу. К этой 
задаче применим подход 111 и укажем приближения, которые делались 
ранее и которые еще возможно сделать.

Исследуем движение стержня, один конец которого неподвижен, 
а второй конец движется в сторону первого с постоянной скоростью с. 
Начальные условия для определенности примем нулевые. Эта за­
дача, известная под названием задачи Хоффа |2!, наиболее точно 
отражает процесс испытания на жестких испытательных машинах.

Если перейти к безразмерным координатам

(1.3)
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где / длина стержня 
пр՛.'дольного движения

и а скорость упругих
с краевыми и начальными

воля, то уравнение 
условиями будет

д‘и _ д2и
■>],֊ ~ <.Е2 ՛

ди
.-о ~ <>'■

= 0. (1.4)
5»=։

Решение (1.4) удобнее всего искать 
:танавливаясь на выкладках, приведем его

методом Гринберга [3]. Не 
в окончательном виде

С 
и = 1- -у

‘2 ~ ( 1Г 
т.՜ к- 51П кг.-. л1п кт.у (1.5)

и = 0

и и
с! _ 
а

откуда для сжимающей силы на основании (1.1) и (1.3) имеем

/> = ЕГ^ | (֊I)**1
sinkT.-cos.k-y (1.6)

Заметим, что для сжимающей силы получается такое же значение 
в в случае удара, когда отношение массы ударяющего тела к массе 
стержня стремится к бесконечности [1]. Тогда с соответствует ско­
рости удара.

Перейдя в (1.2) к новым переменным (1.3), ищем его решение 
в виде 

со
а* — У /т (') ^птт.у (1.7)

<п— 1

удовлетворяющем условиям шарнирного опирания. Учитывая еще (1.6), 
на основании [1| для неизвестных коэффициентов /т (') получим сле­
дующую бесконечную систему обыкновенных дифференциальных урав- 
нений:

<1‘/п
№ ~) |/» ֊

ттг՛”'1 тг.2
- 2՜ 1 ֊2֊ 2 (<։„+„ о.-«)՞/»“0

п — 1 П--П1 ♦ I

С , , С 8 И՝ П *• - /'1 О \
«0 = — *, а = ( — 1)---------- -— (1-«)а л а пт.

Всякое упрощение или приближение системы (1.8) связано с ве­
личиной отношения / — с а. На фиг. 1 изображены распределения без­
размерной силы Р ЕЕ по длине стержня для различных моментов 
времени и для сечения у — 1 при некоторых л. В зависимости от ве­
личины > возможны следующие случаи.
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I. Нагружение стержня происходит очень медленно (>. — очень 
малая величина). В этом случае можно принять нагружение статичес- 

(д'и п\ 'Акое ( —— = 0 ) и для сжимающей силы орать

Р = ЕЕг. (191

В этом случае система (1.8) принимает вид

г/7-, (1.10)

При этом - ь квадратных скобках из (1.9) нужно рассматривать как 
параметр („другое время“).

Система (1.10) решается весьма просто. Если воспользоваться 
критерием колебательности движения [4], который находится в тесном 
соответствии с теорией устойчивости Ляпунова, то получается эйле­
рова сила. Задача принадлежит к особому классу, указанному в [4]. 
когда статический критерий случайно приводит к верным результатам. 
Таким образом, в случае очень медленного нагружения (статический 
случай) для определения критической силы в (1.1) и (1.2) можно пре- 

/д2и д՝-а< \
небречь инерционными силами = 0 )•

II. Нагружение происходит медленно. Время, необходимое для 
распространения упругой волны с одного конца на другой, равно 

/0 — — , периоды основных частот продольных и поперечных волн (не-

2/ /~Г~
загруженной балки) соответственно равны 2/, и _֊ | —у 10. Поэтому 

н задачах медленного нагружения эффектом продольного движения, 
порож дающим неоднородность в сжимающей силе по длине балки, мож- 

/0-и \ —
но пренебречь I ~= 0 )• Это видно и из фиг. 1, где сплошными ли­
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ниями представлены истинное распределение сжимающей силы по 
длине балки и ее изменение во времени на конце у 1. а штрихами, 
когда принимается о.средненное значение. В этом случае для сжимаю­
щей силы будем иметь выражение (1.9) (первый член ряда Фурье (1.6)), 
ко только уже ' нельзя принять как параметр. Решение (1.10) тогда 
выражается в бесселевых функциях. Именно этот случай был рассмот­
рен н [2, 5]. В дальнейшем было выполнено громадное число работ по 
пластинкам, оболочкам с указанным приближением. Наиболее важным 
результатом этих работ является следующее: сила инерции (попереч­
ная) стабилизирует балку (оболочку) и чем быстрее происходят нагру­
жение, тем амплитуда прогиба, соответствующая эйлеровой сжимаю­
щей силе, будет меньше. Вопрос устойчивости в этих работах в клас­
сическом понимании не затрагивался и считалось, что система те­
ряет устойчивость, как только начинается бурный рост прогибов. За­
метим только, что критерий колебательности движения в этих задачах 
ничего нового по сравнению с эйлеровой силой не может дать.

А что такое медленное нагружение, каковы его пределы? И как 
ведет, вообще, балка при быстрых нагружениях? На эти вопросы мож­
но ответить только, решая систему (1.8). А решение укороченной си­
стемы (1.8) {задача Коши) для современных машин несравненно более 
легкая задача, чем решение уравнения (1.2).

III. При быстром нагружении уже продольной инерционной силой 
пренебречь нельзя — 0 J . и об устойчивости балки можно су­

лить, исходя из системы (1.8). Возможны два критерия потери устой­
чивости.

Чтобы быть верным классическому понятию устойчивости, нужно 
исходить из теории устойчивости для конечного интервала времени. 
В этом отношении к системе (1.8) наиболее подходящим является оп­
ределение устойчивости на конечном интервале времени, предложен­
ное В. Каменковым [6] и в дальнейшем развитое К. А. Абгаряном 
Р]. Суть его заключается в следующем.

В векторно-матричной записи уравнения (1.8) представим в виде

^ =»(-)/ (Ы1>

Заметим, что в системе (1.8) в этом случае должны быть добавлены 
диссипативные члены, чтобы не получить „критического случая“ [7J.

Если решение / (?) уравнения возмущенного движения (1.11) та֊ 
копо, что при начальном условии

«ИхЯо, G(-0)/c)^.p (1.12}

/о — достаточно малое число, на некотором конеч­
ном интервале [*0. ֊- д-] удовлетворяет условию

((Л-)/. <7(-)/Хр ’ (1,13> 
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где (7(՜) — заданная ограниченная матрица, то невозмущенное движе­
ние устойчиво по отношению к области (1.13). Заметим, что в отли­
чие определения устойчивости Ляпунова, о я (1.12) и (1.13) одина­
ковые.

Условия устойчивости и неустойчивости выражаются соотноше­
ниями:

I- (*«) -г Со) — достаточное условие устойчивости,

!1('о) 4՜ vmjlt ('о) =^0 — необходимое условие устойчивости,
(1.14) 

^vo) 4- *min ('0) > 0 — достаточное условие неустойчивости,

(~о ) ("<>) ^ 0 — необходимое условие неустойчивости.

Здесь !• (т) есть максимальная действительная часть. собственного 
числа матрицы /4 ('), а *п։п и соответственно минимальное и 
максимальное собственные числа эрмитовой матрицы

<2=-----+ (115)Z у и՜ а՜ /

Невырожденная и дифференцируемая матрица А"(') преобразует /1(՜) 
к диагональному виду.

Геометрическая интерпретация устойчивости для конечного ин­
тервала времени [6, 7] заключается в следующем. Пусть система в 
момент “0 получает некоторые произвольные малые возмущения /(‘о), 
которые находятся r момент .“0 внутри или на поверхности эллипсоида 
(1.12). Если в дальнейшем /(-) остаются внутри области, ограничен­
ной этим эллипсоидом, по крайней мере, до значения ~ то дви­
жение устойчиво па интервале |'а, *։|, в противном случае—неустой­
чиво. Здесь же отметим, что в [6] вторые слагаемые ( v,nin ) в (1.14) от- 

max 
сутствуют.

Интервал устойчивости возмущенного движения определяется из 
равенства

116.)-Нт,Лч) = о. = оде)
Изложенная теория н применении к уравнению

/" 4- 2s/' ■+֊ (w2 q>(՜))/ — 0, (- = cons/, w = cons/) (1-17) 

приводит к следующему уравнению определения интервала времени 
устойчивости^:

> 7=-^ТО±1Г = ° <и8)

где Л’(т-) = ?(- ) — «г, ? коэффициент поглощения энергии.
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Уравнение (1.18) получено в предположении, что время потери 
устойчивости отличается от времени, определяемого из

Г(т) = ?(-.)-.и=- О

Насколько нам известно, теория устойчивости для конечного ин­
тервала времени [6] для упругой системы была впервые применена в 
|8] и н других работах того же автора. Однако, в этих работах фак- 
тическн неоднородность сжимающей силы по длине оболочки не учи­
тывалась и там система, аналогичная (1.8), получилась с постоянными 
коэффициентами.

Изложенная теория при всей своей математической, строгости 
имеет свои недостатки в применении к практическим задачам. Это 
можно видеть на таком примере. Пусть системе сообщаются началь­
ные. отклонения, которые намного меньше предела отклонений, допус­
каемого для данной конструкции. Выходит, что при дальнейшем дви­
жении системы, как только перемещения становятся больше, чем на­
чально заданные, наступит неустойчивость. На самом деле, ведь это 
не обязательно. Поэтому возможен и еще другой подход.

Критерий потери устойчивости, предложенный з [2], по-видимому, 
наиболее целесообразно применить в реальных задачах. Суть его 
заключается в том, что система теряет устойчивость, как только пе­
ремещения становятся больше допускаемых пределов для данной кон­
струкции. И в этом отношении система (1.8) дает широкие возмож­
ности (машинный счет).

В целях выяснения влияния скорости нагружения на форму дви­
жения балки рассмотрим числовой пример.

На фиг. 2 5 изображены кривые возрастания прогибов балки при 
различных скоростях нагружения: л = 10՜՜’, 10 , 10 *, 5-10 ", 10՜՜’, 
для случая ] /■'!՝ — 10“\ Балке сообщается начальное отклонение в

и> । ֊
Ь»0

виде одной синусоидальной полуволны
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Подсчеты велись на машине „Наири“. Чтобы судить о точности вы­
числений, из системы (1.8) были взяты три и четыре уравнения. Ре­
зультаты практически совпадают. Для выявления эффекта неоднородно­
сти сжимающей силы, помимо (1.8). была подсчитана также система 
(1.10) ("—не параметр). При нагружениях / =10՜', 10՜3, как видно 
из фиг. 2, происходят колебания вокруг равновесного состояния. При 
/ = 10 * (фиг. 3). чему соответствует эйлерова нагрузка при первом 
прохождении волны, даже при ‘ = 2, "• = 3 прогибы меньше, чем на­
чально сообщенные. При перечисленных нагружениях в интервале 
рассматриваемого времени можно и пренебречь неоднородностью сжи­
мающей силы. Самая большая разница полу чается при л = 10 ", '—6, 
у = 0.5 и равна 6%.

Фиг. 4. Фиг. 5.

— 2
Результаты вычислений для скоростей нагружения )■ = 5-10 * и 

10 ' представлены на фиг. 4 и 5. Чтобы полученные кривые были бо­
лее или менее соразмерными, для приведенных моментов времени вве­
дены масштабы (•;), которые указаны на кривых. Например, на фиг. 4 
для момента - = 1 отношение а» а» представлено в истинном значении, 
(7 = 1), а уже при ~ = 3 это отношение уменьшено в сто раз (1 = 10 )• 
При этих скоростях нагружения уже неоднородностью сжимающей 
силы пренебречь нельзя. На фиг. 4 сплошными кривыми изображены 
истинные прогибы, а штрихами прогибы, получаемые, когда сжимаю­
щая сила принимается постоянной по длине.

Как видно из подсчетов и фигур, максимальные прогибы по аб­
солютной величине, получаемые с учетом неоднородности сжимающей 
силы, больше, чем’без учета неоднородности. В качественном отношении 
из этих же фигур видно, что при малых скоростях нагружения в даль­
нейшем движении прогибы балки имеют вид /i(")sin"t/, подобный на­
чально сообщенному u>os։nrct/. При быстрых же нагружениях прогибы
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ОО
имеют вйд У /т(՜) ь\пгп~у, отличный от начального (фиг. 4—5). Далее, 

т-1
из фигур видно, что чем быстрее достигается определенная величина 
сжимающей силы, тем прогибы меньше (например, на фиг. 3 при >—5, 
а на фиг. 5 при '■ — 1 достигается пятикратная эйлерова сила). При 
быстрых нагружениях, как и при ударе [1], целесообразно стать на точ­
ку зрения определения критической длины балки, или, что то же са­
мое, определения критического момента времени (в отличие от стати­
ки, где для заданной длины определяется критическая сила). Крити­
ческое время можно приближенно определить из (1.2) или из системы

։ с , л ? л \принимая —„ =0, / --^=^0 I акое приближение соответ­

ствует факту, что потеря устойчивости балки отождествляется с ус­
ловием равенства нулю „частот“ системы (1.8) критерий колебатель­
ности движения. После этого момента в решении (1.8) появляется 
экспонента с показателем положительного знака, который начинает

Г-1 - мнеограниченно расти. I (риближением 0 воспользовались также

в (9, 10|. Но там было принято постоянство сжимающей силы по всей 
д‘и лдлине балки = 0. Очевидно, что при такой постановке, кроме

эйлеровой силы, ничего нового получить нельзя. Однако, авторы де­
лают вывод, что балка может воспринимать нагрузку выше эйлеровой.

Для уравнения (1.17), без диссипативного члена (г — 0), условие 
равенства нулю „частоты“ будет

рг-?(т) = 0 (1.19)

Критическое время определится как наименьший корень уравне­
ния (1.19). Между прочим, условие (1.19) получится и из (1.18), если 
учесть, что по теории [6] последние слагаемые (’■’min՛) отсутствуют и

Условие равенства нулю „частоты“ системы (1.8) будет

(1.20)

откуда и находится критическое время тч (/ч, = 1՜^,). В [1] доказана 
нормальность определителя (1.20).
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После возникновения потери устойчивости (неограниченно возра­
стающего решения системы (1.8) ) сжимающая сила больше не пере­
дается на новые сечения. Поэтому часть балки, находящаяся вдали от 
критической длины, остается устойчивой. Этот факт обнаружен еще 
экспериментально, когда балка или оболочка при ударе теряет устой­
чивость локально [11, 12 и др.].

2. Во ксех задачах продольного колебания, когда краевые усло­
вия заданы для перемещений, осевая сила всегда выразится в виде 
косинусоидального ряда (по // в интервале [0, 1]). Следовательно, из 
(1.2) всегда получится система обыкновенных уравнений, аналогичная 
(1.8). Проиллюстрируем это еще на одном примере.

Рассмотрим параметрические колебания балки, когда для продоль­
ного движения заданы граничные условия в перемещениях

ч1</֊о = °> и 1у-1 = ~ (2.1)

Задачи параметрических колебаний с учетом продольных колеба­
ния рассмотрены для случая, когда один конец неподвижен, а на дру­
гом конце действует пульсирующая сила, в |13|, а для случая, когда 
на обоих концах заданы условия для силы,—в [14] другими методами.

Здесь нас будет интересовать установившийся режим продольных 
колебаний. Поэтому решение уравнения продольных колебаний с уче­
том условий (2.1) и сил затухания будет

сс

и = А(,у -г У. Д1Ь1п(6-: — £*)з’П&о<у (2.2)

где

. №
2Ц1«)։֊6г] (2.3)

откуда для сжимающей силы имеем

/> = ЕЕ ■
се

Н0 я‘։пО- /41 $1П ( бт — £* ) СО5^~Г/ 

й-1
(2.4)

Коэффициенты «. для системы (1.8) в этом случае суть следующие:

и05։п&т Ак /П_ „ ,
«о = ---- /-----• а1 “----~ 5։п ՝ ’ (2.5)

Если устойчивость балки оценить в первом приближении

(2.6)
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го для главной области параметрических колебаний будем иметь 113]

И ։±н-^ = о (2.7)

где
В- î’l=9ÿ^']/ м<’ + (ф) «eAcos4 , (2.8)

В случае, когда частота возмущающего колебания равна одной из соб­
ственных частот продольного колебания и в выражении сжимающей 
силы появляется вековой член, то система (1-8) уже не приводится 
к Вйду уравнения Матье. Тогда об устойчивости балки должны судить, 
исходя из понятия устойчивости для конечного интервала времени 
(1.18) или (1.20).

3. В тех задачах, когда на одном конце задано перемещение, а 
на другом—сила, для того, чтобы получить систему (1.8), удобнее всего 
уравнение продольного движения решить методом распространяющихся 
волн и полученную тогда продольную силу разложить в ряд типа (1.6). 
Проиллюстрируем это на следующем примере.

Пусть один коней, стержня защемлен, а на другом конце дейст­
вует сжимающая сила, равномерно возрастающая во времени:

(3.1)

Начальное отклонение и начальная скорость отсутствуют.
Сжимающая сила в сечениях балки определится формулой

Р
EF

q (՝ — у) 
о

С1('֊ у)

0 =5 у ՝=֊ ' 
-<У^ 

0=sÿ|<l 
- <С у 1

(3.2)

Разложение этой функции в косинусоидальный ряд дает

Р С.’3 . 2с> 1 — cos/։-- . Q.
= "5՜ '»■ 7^՜ X---- ------  cos к у '3,3'

Следовательно, коэффициенты ak из (1.8) будут

Из литературы известно, что решения задач устойчивости п. 1 
/ с \и п. 3 при медленных нагружениях не отличаются ( с։ — ) . В то жн 
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время, как видно из (1.6) и (3.3), при быстрых нагружениях выражения 
для сжимающей силы принять постоянными нельзя. И критерии устой­
чивости (1.14) или (1.20) в этих задачах приводит совершенно к раз­
ным результатам.

4. Представляет определенный интерес случай импульсивного 
нагружения. Один конец стержня защемлен, а па другом конце при 
т = 0 прилагается внезапная сила, которая остается постоянной в те­
чение времени Дт, после чего сила устраняется. Тогда сжимающая 
сила в сечениях балки будет

0 0 у ՀԼ ՜ Ат

0

и соответствующий косинусоидальный ряд будет иметь вид

Р
ЕР - (

ОО
1 — 2 У, շօտՀ<՜՜- շօտ/հ՜ա 14.2)

с учетом, что Д .т 4^ 1.
Коэффициенты ак для системы (1.8) будут

«о ՜ Л>А', а. = 2/յ0ձ՜շօտ&՜՜ (4.3)

Отсюда видно, что если воспользоваться условием потери устойчивости 
(1.20) с учетом (4.3), при очень малом возможно балке сообщить силу, 
во много превышающую эйлерову силу, а потери устойчивости не 
будет. И при А՜ — 0 необходима бесконечно большая сила. Возмож­
ность балки воспринимать силу^ыше эйлеровой можно объяснить толь­
ко неоднородностью сжимающей силы по ее длине.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 29 V 1970

Լ. Ա. ՄՈՎՍ МВ ԱՆ

ԱՌԱԱԴԱԵԱՆ 2ԵԵԱՆ1» ԵԱՅՈԻՆՈԻԹՅՈԻՆՆ ԱՐԱԴ 
ԲԵՌՆԱՎՈՐՈՒՄՆԵՐ!* ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա մ փ ո փ ո I մ

ու ղրղոված շարմման հավասարում ր ( երկա յնական տատանումների ) 
ււկղրնական և եզրային րպոր պայմաններով լուծվում է ձշդրիտէ Աղատ Հեն­
ված հեծանի կ էմ/ո էն ո г ի յ ան (I. 2.1 հ ա վաս ա րու էէ ր , երր հաշվի Լ տոէսծ սեղմող 
• ւմի անհամասհոությոէնն ըստ ձողի երկարով]չան, րերվում Լ /1,8) անվեր: 

յւովորակէււն դիֆերենցիալ Հավտսարում՚ների սիստեմին (հոշու խնդիր); ~ոդի' 
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կսւրսն/ււթյոլնր կորցներ։/. կրիտիկական մտմանակր կամ կրիտիկական երկ//։ 
рн/իրոնր որոշվում են ելնելով վերջավոր մ ամանակի Համար կարւ/նությւ՚ւՆ 

i-սու ի յունից
Գիտարկվոէմ /; ձորլի հրկալնական տատանումների կայունությանը, երբ 

ծու/իմի հպրն ամրակցված Լ, իսկ մյուս ե/լրո/մ տրված են սրում աններ աեղա- 
իէվսման (մամանակի /քմային I/ ո/արբերական ֆունկցիաներ J կամ ամի (մա- 
մանւսկի քքծային և իմպալսիվ '.իանկցիտներ) համար/

11եղմու.մ ամի անհամ/ա/եոո/թ յանր հաշվի տոներ։ րնցհանրա ։։/եи բերում 
է ճկվածքների մեծացմանը և մ ամանակի ընթացքում շարմման ձևի /իոէիոի/ու- 
իր/ւնր ւ

THE STABILITY OF AN ELASTIC BEAM WITH 
RAPIDLY VARYING LOAD

L. A. MOVS1SIAN

5 u m in a г у

The equations of nonperturbed motion (longitudinal vibrations) 
with given initial and boundary conditions are solved exactly. The sta­
bility equation of a free supported beam, taking into account the non- 
homogeneity of compressing force, is reduced to the solution of an in­
finite system 'of differential equations (Cauchy problem). The critical 
length or critical time of instability is determined from the theory of 
stability for a finite time interval.

The cases of longitudinal vibrations of a rod where one od its 
edges is clamped and on the other edge the conditions are given for 
displacement (linear or periodic function of time) for the force (linear 
or impulsive function of time) are considered.

The nonhomogeneity of the compressing force results in the in­
peasing of deflexions and in the variation of the motion form with time.
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лизчилил, ши ШПЬЙ’ЗЛЬЪЪЬРЬ или.т-ыгьи.зь зьтлмильо 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
1ГЪ|ишГ||«1{и1 XXIV. № 1, 1971 Механик 1

В. Н. ЛОЗИНСКИЙ

ТЕРМОУПРУГИЕ НАПРЯЖЕНИЯ В КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКЕ 
С РЕГУЛЯРНО РАСПОЛОЖЕННЫМИ КРУГОВЫМИ 

ОТВЕРСТИЯМИ, ВЫЗВАННЫЕ ДЕЙСТВИЕМ 
ТОЧЕЧНОГО ИСТОЧНИКА ТЕПЛА

Решение термоупругой задачи для круглого цилиндра с регуляр­
но расположенными круговыми полостями, когда на контурах цилин­
дра задана определенная температура, изучено методом А. С. Космо- 
дамианскбго [3] в работе 11]. В данной работе этим же методом реше­
на и исследована термоупругая задача » случае действия в пластинке 
сосредоточенного источника тепла.

1. Рассмотрим круглую пластинку радиуса R, ослабленную т 
круговыми отверстиями радиуса ’> 1 таким образом, что центры их
находятся на окружности радиуса </, концентричной к окружности 

радиуса R, а угол регулярности 3 равен — (см. фиг. 1). В центре 

пластинки действует стационарный точечный источник тепла мощно­
стью IV'՜. На контурах £у, температура Т - 0.

Чтобы определить напряженное состояние данной пластинки, не­
обходимо найти сначала температурное поле, возникающее в ней. Для 
этой цели необходимо проинтегрировать уравнение

и/
?=Г — (1)

при заданных для температуры граничный условиях [5]. В уравнении 
(1) о (г)--функция Дирака, ' — коэффициент теплопроводности.

Общее решение уравнения (1) можно выразить, как известно, 
через функцию комплексного переменного / (г), аналитическую в дан­
ной области и имеющую особенность в точке г 0:

Т = 777) (2)

В рассматриваемом случае функцию Г (г) можно представить 
следующим образом [3]:

Г(г) = Д1пг
9-1

(3)
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где В''' вещественные постоянные, 6? ’, ах. комплексные постоян* 
ные.з^ координата центра д-го отверстия. Учитывая геометрическую 
симметрию и симметрию граничных условий, выражение (3) можно 
переписать так:

т
Г— В У 1п(г е/е**) —

7—1
т ж I „•!.2 у . (4)

Здесь

В=В", Ь„ ֊ Й", 
т 7

Следуя 3. Мелану, 
так:

Г. Паркусу [4|, коэффициент А определим 

где 5 — толщина пластинки.
Остальные коэффициенты, которые, как показали проведенные 

нами исследования, являются вещественными величинами. Они опреде­
ляются из граничных условий для температуры на контурах пластинки 
Л и Ц. На остальных контурах Л, ••՛, Лт граничные условия выпол­
няются автоматически. Обычным методом рядов для определения этих 
коэффициентов получим следующую бесконечную алгебраическую си­
стему:

В/п1пЛ? ~ аа = —
т 00

В 2 1п[</-(2-е’֊—е՜’’)] 22гг<" ,, +
Ч--2 и — 1

~ т еЧ--2 X - X ֊-- -2АЫ
« I ч=4 е° ' 

— В -- а 4֊ п։6/' =0. у = пг, 2т, Зт, • • •

_а<|>_.6/ + ь1," А Ьуз!- , /=1,2,3,--. 

Здесь 
ей (1 • 1

£; /? ’ ։= - ,1

0;."= 2
Л— I
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ь՝:։՝= V ֊■;—

Р'=

>7
йл»(л —11 —

1,
О,

т е<Г'»

& (1-е'Г).

с\ ;՛ /л

ь

< т
- V

9-2

если
если

1
(1֊

т {п

2. После определения функции Г (д) становится известным рас-
пределение температуры в пластинке. Неравномерность этого 
деления приводит к возникновению в пластинке напряжений и 
шений |4]:

распре- 
пере.ме-

у

зу= 86^[Л(д) -Г (г) |

8С^(7ги) • /'(*)]
7

где - — (1֊|- у) (а- коэффициент теплового расширения, •>

фициент Пуассона); б՛ модуль сдвига,

[(г) ֊ (/>։ -- 8(1) V е'< 1п(г — (№') —

17)

коз

- функция, определяемая из условия однозначности перемещений и 
напряжений, получаемых в результате интегрирования уравнения термо­
упругого потенциала. Они обозначены здесь черточками сверху.

Так как найденные поля напряжений и перемещений получены 
с помощью частного решения уравнения термоупругого потенциала, то 
они, как и следовало ожидать, не удовлетворяют граничным условиям. 
Поэтому к полю напряжений зл, нужно прибавить второе поле,
которое возникает в пластинке, если к контурам приложить усилия 

I (X — /УТ) в случае, когда они свободны, или перемещения (и в 
случае жесткого защемления контуров.

Для определения
Функции

второго поля напряжений необходимо найти

9-1

1____
4 ՛ (Д-Д,)'

а
(8)

из граничных условий вида

где / — аффикс точки на одном из контуров,
(9)
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3 —V - -
*</ = — 1---- - , = 26'(м — /и)

если рассматриваемый контур защемлен, и х7 — 1

֊,-Г(х /у»)*

если контур свободен (</—О, 1, 2, •••, т).
Ввиду геометрической симметрии и симметрии граничных условий 

выражения (8) можно представить следующим образом:

т 00 00
-(֊) V У—--------- - — V

</., ч, и входящие в выражения (10), являются вещественными. Для 
их определения методом рядов получена следующая бесконечная алгеб­
раическая система уравнений:

-Нг)
ГП
У

ОО
2

/г-г»| —1. -՛»։ —
(Ю)

3. Проведенные исследования показали, что коэффициенты с-.

/]С;. </(; 1)(с;и1 +2)(ф-М<п2н

/}'», у-1,2,3, --

2)су_2-А|су., + Л ֊/'Л / 1,2,3,--- 

<^ + Л')«г֊<б” -А?(у 2)С;% = /?’, /-1, т-1, 2т+ 1,...

«о^’ + От 2)«|.4-1-?|-/՛”, /=т֊1, 2т-1, ... (11)

Здесь
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п1 = т (п - 1)4-1,

։ _ | 1, если у' = 1, 
’ 0, если /

лз _ | 1, если у 3
I 0, если / <С 3

. -м [ 1, если к—у > О, п2 = гпп — 1, '4=
1 0. если к — / <?0*

Выражения для правых частей системы (11) /'՜ , и /.՛
имеют вид

/•|1 = 46’Мр(Лт/֊ р. (7-7-4)-
----- у --  - Дл+6'!>1+6<.'’</ + о1ь 4-

> ,4(1-«’) >

/!2’ =4СМ ' л' 21п</- тВ В у 1п[</=(2- е< -е “’) |

+<՛> + &՝՝ — б’2> 4-а}-’1 + 4; <7 - <6. 1 -

л_.) ֊ (А1 ад у .... ՛•“—-

/,"' = 4СМ Л‘/?(21п/г-2тВ1п/?֊тВ 1 а0) ֊

з/ - ։ 2/ а
- (Ь,-Вс1) т -֊ г^тб’01. -

I АСк՝Л Иа: ]-тВВ^~-(Ь} В<Ц т ’) б”’ |

В выражениях для правых частей системы (11) коэффициенты а'՛ .
*!՝'. р, означают то же, что и в системе (6),
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О, если у 1 
1, если у 1

Система (11) оказывается квазирегулярной при любой близости 
рассматриваемых контуров, что устанавливается таким же образом, 
как в работе [2]. В связи с этим ее можно решать методом редукции. 
Знание коэффициентов , </*, а^, гЗк позволяет определить функции 
? (г) и 7(г), через которые компоненты второго поля напряжений вы­
ражаются так:

-г ^ = 4кеУ(г)

7,-7. 4- 2г^֊ 2Гг<(2)+ /(г)| (12)
Полное поле напряжений в пластинке получается путем суммирования 
напряжений (7) и (12).

В качестве примера рассмотрена круглая пластинка с четырьмя 
отверстиями. При этом R = 10, а расстояние г/ варьировалось (см՛ 
табл. 1). Вычисления проводились на ЭЦВМ „Минск-22". Точность по­
лученных результатов контролировалась путем проверки граничных 
условий во многих точках контуров пластинки для каждого прибли­
жения.

Фиг. I.

Так, например, при расстоянии с! 2 в случае свободных конту­
ров вместо нуля радиальные напряжения в точке А получали следую­
щие значения: при числе членов, удерживаемых в функциях 4(2» и 
4 (2), равном восьми. — 0.095, при .V—12 и 16 соответственно 0.0028 
и 0.00033. При этом тангенциальные напряжения равнялись соот­
ветственно 3.311, 3.428 и 3.431.
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В табл. 1 приведены значения для напряжений "Г| и т с точностью 
до 11 — 4СЛ'1/1 на контуре /,ь при этом з6 относится к случаю, ког­
да контуры свободны от внешних усилий, а “г к случаю жестко за­
щемленных внутренних контуров.

с! О

Таблица 1

\\ \ 1.5 2.0 3.0 1 4.0 1 5.0 7.0 8.5 8.95

0 0.058 -4-0.437 ֊1.250 +2.043 ֊2.809 44.215 5.422 4-8.045
15 -0.093 —0.406 1.158 1.880 +2.571 +3.826 +4.905 7.073
30 -4-0.078 ֊0.311 0.889 1.413 1.900 +2.752 +3.514 44.664
45 ֊0.003 +0.163 4-0.466 40.707 -0.918 -1.246 1.651 -1.919
60 -0.010 ֊0.047 -0.072 0.139 ֊0.198 -0.338 0.153 -0.256
75 -0.071 -0.302 -0.665 -0.989 -1.230 -1.629 -1.980 -1.498
90 ֊0.205 -0.565 -1.220 -1.670 1.936 -2.301 -2.186 -1.798

105 -0.326 -0.800 -1.607 -1.962 2.070 -2.125 —1.836 ֊1.215
120 ֊0.658 -0.999 -1.613 -1.614 1.435 ֊1.033 -0.539 • 0.170
135 — 1.082 -1.106 -0.905 -0.456 -О.004 0.801 4-1.450 2.139
150 0.708 0.439 0.695 1.363 1.910 +2.911 3.627 -М.244
165 4-0.542 4 1.819 -֊2.672 3.147 3.610 1.614 45.327 -5.877
180 43.420 -3.431

•
3.611 • 3.905 4.297 5.270 1 5.972 ֊6.495

0 -О.028 ֊0.232 -0.434 -0.447 -0.377 -0.166 -0.050 -0.026
15 0.052 0.222 -0.398 -0.389 —0.300 -0.060 40.044 | 0.028
30 -0.050 0.186 0.287 -0.217 -0.076 -0.244 0.333 —0.232
45 -0.010 -0.119 -0.010 П.060 40.272 -0.705 !-0.807 40.619
60 -0.005 -0.008 0.168 Ц.422 40.700 1.243 1.397 1.245
75 +0.028 +0.170 0.504 0.820 +1.132 4 1.746 41.963 1.866
90 -0.154 .147 40.862 +1.170 -1.464 +2.061 42.330 +2.295

105 -0.413 -0.828 -т-1.131 +1.343 ֊1.566 2.077 • 2.352 -т-2.359
120 1.122 1.155 1.123 41.192 +1.330 —1.728 +1.975 —2.001
135 +1.958 0.980 -0.654 +0.610 40.735 1.061 - 1.277 1.308
150 0.668 -0.038 0.264 0.211 -0.075 --0.261 40.462 +0.494
165 -1.614 -1.503 ֊1.252 1.018 -0.794 •0.397 -0.192 -0.158
180 -3.082 -2.279 ֊1.692 1.355 —1.083 0.652 -0.442 -0.407

На фиг. 1 даны графики распределения напряжений и ~г по 
контуру Л1։ когда (1 = 2 (сплошная линия) и с/ — 3 (пунктирная линия)* 

Из приведенной табл. 1 следует, что в случае свободных конту­
ров пластинка испытывает максимальные напряжения в области 
точки .4, которые растут по мере увеличения расстояния </.
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Напряжения интенсивно растут при увеличении расстояния </ 
также в области точки 13, где они принимают максимальное значение, 
когда контуры Ճ. (9 = 1, 2, •••, т) и ձ0 находятся в непосредственной 
близости друг от друга.

В случае жестко защемленных отверстий напряжения ՜ք в обла­
сти точки А растут с уменьшением расстояния d. При увеличении 
расстояния (1 напряжения \ растут в области точки С.
Донецкий вычислительный центр

АН УССР Поступила 27 1 1970

•Լ. Ն. U19.bblHil>

ՋԵՐ1րՈ14*ՅԱՆ ԿԵՏԱՅԻՆ Ա՚ԼՐՅՈԻՐԻ ԱԱԴԵՑՈԻԹՑԱՄՐ ՊԱՅՄԱՆԱՎՈՐՎԱԾ 
ՋԵՐՄԱՌԱԾԴԱԿԱՆ 1.ԱՐՈԻՄՆԵՐՐ ԿԱՆՈՆԱՎՈՐ ԴԱՍԱՎՈՐՎԱԾ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ

ԱՆՑՔԵՐՈՎ ԿԼՈՐ 11ԱԼՈԻՄ

Ա մ փ п փ и ւ մ

Տրված Լ ջերմւււթյան ստացիոնար կետային աղբյուրի ադդեցւոթյան հե­
տևանքով առաջացած ջևրմառաձդակսւն լարումների ոլրոշմ ան խնդրի լոէծումք. 
կանոնավոր դասավորված շրջանային անցրերով թուլացված կլոր սալի համար, 
առաձգականության աեսութ յան հարթ խնդրի առաջին և երկրորդ եզրային պայ֊ 
մ անների դեպքս։ մ։

Լարումների դա շար փնտրում Լ երկու դաշտերի դամարի տեսք ախ սրոն֊ 
ցից աոաջինր սրոշվում Լ ջերմ առաձգական պոտենցիալի հավասարման մաս­
նավոր լուծման օդնոէթ յամ ր, իսկ երկրորդր սսւացվ ում Լ սաչի եդրադծերի վրա 
այնպիսի տեղափոխությունների կամ լարումների տրմէսն դեպրու։1 հարթ խրն- 
դրի լուծման հետևանքով, որոնք մեծությամբ հավասար և րաո նշանի հակա­
դիր են Նախորդ դեպրամ որոշվածներին։

4ա։ոարված են լարումների թվային հետազոտս լթյուններ չորս անցքով 
սալի համար։

THERMOELASTIC STRESSES IN A RING-LIKE PLATE 
WITH REGULARLY SPACED CIRCULAR HOLES 

CAUSED BY A POINT SOURCE OF HEAT

V. N. LOSINSKY

S u m шагу

fhe solution of a thennoelastic problem for a ring-like plate with 
regularly-spaced circular holes and a stationary point source of heat is! 
obtained by the method of A. S. Kosinodamiansky. The results of the I 
numerical calculations of the stressed state for a plate with four holcsj 
when 1) all the contours are free from any loading,. 2) the interior con­
tours are rigidly fixed are presented.
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С. В. .АЛЕКСАНДРОВСКИЙ. Н. А. КОЛЕСНИКОВ

ПОЛЗУЧЕСТЬ БЕТОНА СТАРОГО ВОЗРАСТА ПРИ СТУПЕНИАТО-ИЗМЕНЯЮЩИХСЯ НАПРЯЖЕНИЯХ СЖАТИЯ, ДОСТИГАЮЩИХ ВЫСОКОГО УРОВНЯИсследования, посвященные изучению деформаций бетона при переменных напряжениях сжатия высокого уровня немногочисленны. Экспериментальные же данные о ползучести бетона при таких Нагру­жениях, особенно носящих периодический характер, имеют большое значение для нелинейной теории ползучести, так как позволяют судить о степени точности се исходных уравнений. В связи с этим в Н.ИИЖБ Госстроя СССР было проведено несколько серий длительных экспе­риментов, в частности, на бетоне, физико-механические свойства кото­рого практически не изменялись на протяжении опыта. Ниже кратки описываются результаты именно этих последних экспериментов.Исследования проведены на изолированных от высыхания призмах размером 7 7x60 см из бетона состава (по весу) 1:2.26 : 3.77. ВЦ֊ 0.55. Средняя прочность на сжатие кубов с ребром 20 с.м в месячном возрасте была равна 278 кГ/слс. Призменная прочность бе­тона К моменту начального нагружения образцов составляла А,’... = 362 к/'-’сма модуль упругости Е — 3.65 10 кГслг. Образцы были подвергнуты одноосному сжатию в рычажных установках. Дли отделения упругих деформаций от деформаций ползучести загружение призм осуществлялось ступенями напряжений с 4-минутными выдерж­ками между ними. Деформации, измеренные за прсмя этих выдержек, причислялись к деформациям ползучести. Возраст бетона к началу ла- гружения образцов был равен 9 месяцам.Широкий диапазон изменения напряжений в опытах, максимум ко­торых достигал почти предела длительной прочности бетона, позволил выяснить закономерности в развитии деформаций ползучести и изучить погрешности основных разновидностей нелинейной теории ползучести, С целью получения данных, необходимых для последующей тео­ретической обработки экспериментальных данных о деформациях бе­тона при переменных напряжениях, часть образцов исследовалась также при разных уровнях постоянных напряжений сжатия, равных (| округлением) 0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 0.6, и 0.8 /?Пр. Экспериментальные кривые удельных деформаций ползучести С (з, / —") образцов, загруженных таким способом, приведены на фиг. 1. Как видно из этой фигуры л՛. формации ползучести нелинейно зависят от напряжений, начиная с са՛ мых низких их уровней, поскольку ординаты кривых С’(с, / ■) различаются по величине во всем диапазоне действующих напряжении



Ползучесть бетона старого возрасти 61Об этом же свидетельствует фиг. 2, на которой представлена зави­симость удельных деформаций ползучести С (с, (— т)։ натекающих за равные промежутки времени, от относительного образцах. Следовательно, в этом случае также. !(6), отсутствовала область линейной ползучести. уровня напряжений в как и в опытах (2) и

Фиг. 1. Экспериментальные кривые удельных деформаций полаучести бетона 
(сплошные липин), загруженного з возрасте — 272 сут.. и теоретические кривые 
йинктирныс линии), рассчитанные на основе (1) е учетом (5) - (8).

1 - т = 0.09 Я„р, 2 - е = 0.19 /?։ф, 3 - = = 0/29 /?пр, 
4-е 0.48/?пр, 5- = =0.58/?пр, 6-е 0.77/?1|р.

Фиг. 2. Кривые зависимости удельных деформации ползучее!и бетона, зпгру- 

яенкйо г яозрасте т։ — 272 сут., от уроаня напряжений —— .
*"Р

1-* —*1=1. 2-/-7,=3. 3-/֊т։ = 5. 4-/-т։ = 10.
5- / — '։ — 28, 6 -I — '1 = 56. 7 - ( — т։ = 126 (I и в сутках).Для аппроксимации кривых С(з> ( :) была принята зависи­мость, аналогичная (2):С(5, /֊-) = С,1,1П(/--) г Си («, I --) (1)Синя (/ — "I — мера линейных деформаций ползучести, определя­емая, как это было предложено Р. А. Мельником (6), экстраполяцией [ДО оси ординат кривых, изображенных на фиг. 2, а Си (=, ( *) — не­
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линейная составляющая удельных деформации ползучести, определя­емая как разность ординат кривых С(з, ( О и С,ч1п (է — “). При этом

СнЬ, t—.)= (2)
здесь Հ[՜(՜)| — нелинейная функция напряжений -(-■), которую для ис­следованного бетона оказалось возможным принять в виде.Фе)] = с(-.)?(т) о)где :(՜) относительные напряжения з (■:) = -—, при принятом д.тЗолее з0 - 1 к/'слг, численно равные фактически действующим напряже­ниям - (հ), а 0..^.) = —г—---------  I
— инвариантная относительно начала загружения „мера“ нелинейных деформаций ползучести.Для бетонной призмы, нагруженной в момент времени т -ղ по­стоянными осевыми напряжениями з("։) const, с учетом (1) и (2) для относительной деформации ползучести з(0 к моменту времени է будем иметь: *(*) = * (ч) С.ып (է - ն) 4- /թ(ն) ] Си (* (4)Аналитические выражения для С,тп(/ - "I и Сн(/—х) принима­лись в форме (1):С..ЙП (/֊-) = *0 II - -г Ml ֊ (51Сн « - •) = «и [1 - е-'&Н | + ձ„ [1 - е ] (6)при следующих значениях параметров, определенных из опыта:% —6.7-10՜ (кГ/см* *; X՜ 3.8 10 ՜ (л-Лслг) (7)'■Яо =3.0 (сут.) То 0.018 (сугп.)<н = 5.22- 10"12(кГ см՝) Дц = 14.2-10՜’2 (кГ см )՜1 (8)7ц =5.0 {суш.) ; 7ц = 0.06 (сут.)Теоретические кривые С(з, է — ՜), рассчитанные на основе (1) с учетом (2) — (6), а также (7) и (8), показаны на фиг. 1 пунктирными линиями.Исследование ползучести при постоянных напряжениях дало воз­можность получить дополнительные сведения о степени нелинейное:։ деформаций упругого последействия, развивающихся в бетоне после 



Полчучесть Летона старого эозрпста 63
снятия нагрузки. На фиг. 3 приведено сопоставление удельных дефор­маций последействия (мер последействия) образцов, разгруженных через 
I ‘^Ьвсг/т., с соответствующими удельными деформациями ползу­чести впервые загруженных образцов-близнецов.

Ф«г. 3. Сопостлйлспис удельных дсфориапкП ползучести бетонных обрллцом 
«груженных II нолрасте -։ 272 сцт., с удельными деформации ми последействии
обрлвцое-блмзигцпп. раягружепкых я поэраете -г 328 сут.

1 -а » 0.09 /?яр. 2 - з « 0.19 Ка?. 3- ։ « 0.29 Нп?,
4 • ։ » 0.18 /?-р. 5 - : = 0.58 Л.^. 6 - з = 0.77 Я1ф:

'(Момент *| нагружения образце» услоино совмещен с моментом разгрузки мйрпчцоп- 
(иилнецои).Согласно принципу наложения воздействий, деформации ползуче­сти и последействия за одинаковые промежутки времени должны быть ранными или близкими по величине. Если же обратиться к фиг. 3, то можно заметить, что деформации последействия образцов, разгружен­ных с разных уровней напряжений, незначительно различаются между собой и близки по величине к деформациям {I— “) (фиг. 2). Сле­довательно, обратимость деформаций ползучести, по-видимому, связана только с обратимостью их линейной составляющей. Исключение со­ставляет лишь случай разгрузки образцов с уровня напряжений, близ­ких к пределу длительной прочности бетона (г — 0.77 Здесь наблюдается некоторое отклонение от указанной закономерности. Ана­лиз возможных причин этого показал следующее.Модуль упругости бетона при разгрузке образцов с уровня * ֊ 0.77 /<„, оказался в среднем на 4% меньше своего значения в мо­мент Загружения. Поэтому величина упругих деформаций, обратившихся после разгрузки, была несколько больше, чем при загружении призм. Уменьшение модуля упругости вызвано, очевидно, некоторым разуплот- иенмем начальной структуры бетона от длительного действия нагрузки высокого уровня. Возможно, что наблюдающаяся в этом случае боль­шая величина удельных деформаций последействия связана именно с атим, а не является свидетельством частичной обратимости нелинейной составляющей деформаций ползучести.
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На фиг. 4 и 5 представлены экспериментальные кривые деформ ций образцов при периодических ступенчато-изменяющихся напрял киях сжатия, достигающих высокого уровня, и соответствующие гео| тические кривые. Сопоставление экспериментальных величин деф< маций с их теоретическими значениями производилось на основе с,1 дующих вариантов нелинейной теории ползучести бетона.

Фнг. 4. Режимы за гружения образцов (а) и деформации ползучести (б) и (■ 
при периодических ступенчато-изменяющихся напряжениях. 1—теоретические крапп 
деформаций, рассчитанные на основе иыр'ажспия (9). 2-то же- на основе (10); 5- п| 
же —на основе (13); 4 то же на оснопг выражении, аналогичных (14) (»кспернчениШ 
кые значения деформации обозначены точками).1. Обе составляющие деформаций ползучести С։Пш Си (г т) записываются на основе теории упругой наследственности Выражение для полных деформаций образца при действии перемени! нс времени напряжений = (т) в этом случае имеет вид:

I ։

= [ ,(;)Дс..(МЛ- [/[=(<) I 2-Сн«-^
V <7

{где.первый член правой части уравнения представляет собой упругую .V формацию бетона в момент временивторой член—линейную, треткн- нелинейную части деформаций ползучести, а /[з(-)]= (?) Т1 ким образом, здесь и в дальнейшем, в отличие от (3), принимаете» 



Ползучесть бетона старого возраста 65что связь между деформациями ползучести и напряжениями нелинейна во всем диапазоне действующих напряжений, начиная с самых низких их уровней.Теоретические кривые деформаций ползучести, рассчитанные на ос­нове (9) с учетом (5) и (6) и параметров (7) и (8), обозначены на фиг. 4 и 5 цифрой I.

ПздОАхмЦшкси опит* ։ сяк»։
Фиг. 5. Режимы загружевяя образцов (а) и деформации ползучести (б) и (в) при 

периодических ступснчато-изменяк>|у,нхся напряжениях. Условные обозначения те же,
что и иа фиг. 4.II. Обе функции Сщы (/--“) и Си (/— ') записываются на основе теории старения. В этом случае полные деформации равны:
I 6 (0 = —------ а (") ^7՜ I Сппп (<‘ — '1) — Ст1п (' — '1) I

V

IК - ^/РЬ)]^-[Сн(։-т1)֊СнО--,)]^ НО) ’I где
С.,„р - - Ст„, (-. - -,) 4, |е-т.։’-’.> - -> ] 4-+ (11)
Сн (1 - ֊,) - Си (т - '.,) = Он [е V֊’'’ | ++ Д„[е-..։--;'։-е^я<‘-’')] (12)

5 Иаесгич АН Армянской ССР. Механика, №1
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Теоретические кривые деформации ползучести, рассчитанные ։м основе (10) с учетом (11) и (12) и параметров (7) и (8), обозначены на фиг. 4 и 5 цифрой 2.III. Функция Ст1п (/ —') записывается на основе теории упругой наследственности, а функция Сн (<? - ") — на основе теории старения. Подобное предложение ранее было сделано в работе [4|. При этом подразумевается, что линейная составляющая деформаций ползучести полностью обратима, а нелинейная—полностью необратима при разгруз­ках. В этом случае

I
г(1) = ДУ-- С и֊.) ֊

г. \ о.

г
— [/[’(•>1^[Сн(1-п)֊Сн(:-:1)]Л (И

где С’:п։и '-) принимается в форме (5), а Си (/ — ~г)— Сн(՜ □)— в виде (12).Теоретические кривые деформаций, рассчитанные на основе (13) с учетом (5). (7), (8) и (12), обозначены на фиг. 4 и 5 .цифрой 3.IV. Функция Сшы (/ - •) записывается на основе теории упругой наследственности, а нелинейные деформации определяются на основе следующих закономерностей, выявленных в описываемых опытах.1. Приращение Дс"(/) к моменту времени / > \. нелинейной со­ставляющей деформаций ползучести, вызываемое увеличением напря­жений А: (•:*.) — о (т; ) — ՛ _։) в момент времени , пропорциональноприращению нелинейной функции напряжений
2. Нелинейные деформации А-н (/), вызванные приращением на­пряжений А: (-., ) сверх предшествующих максимальных напряжения | «шах (-.) развиваются, как в свежезагруженном образце, по закону не­линейной теории упругой наследственности.3. В случае, когда напряжения, с учетом их приращений, оказы- | ваются ниже ‘-г.՛.՛. (".) или только достигают их, нелинейные деформации △е'ц (/), вызываемые приращениями Аз ("1), развиваются также по за­кону нелинейной теории упругой наследственности, но с учетом фак­тической длительности А^ ранее действовавших приращений Аз (?,•} - — Дз(-1). Таким образом, в этом случае деформация Аг-։ (О численно равна нелинейной составляющей деформаций ползучести в момент вре­мени I образца, впервые загруженного постоянными напряжениям Аз('л. ), начиная с момента времени -А — А/,-.



Ползучесть бетона старого возраста 674. На периоде отдыха образца от данного приращения напряжений) приращения деформаций Д^н (/) сохраняют неизменной свою величину, накопленную к моменту этой частичной разгрузки.С учетом изложенного нелинейные деформации, например, для режима загружения образца Ра 1 (фиг. 4а). будут равны
5н (0 = /Ь (V) ] Сн (/ н) + I /1= (ч) 1 ֊ /Ь (^) Л Сн [/-(ь֊т.) -

- (ъ֊ м)֊ (•, - ч)- ч! +՛ 1/149]֊/[’ (911 Си(/-::) (14)В случае непрерывно изменяющихся напряжений деформации гц(О всегда можно вычислить с требуемой точностью на основе выражения, аналогичного (14), заменив плавный график напряжений ступенчатым.Теоретические кривые деформаций, рассчитанные на основе 4-го варианта при записи £ц (/) в виде выражений, аналогичных (14) с уче­том (5) — (8), обозначены на фиг. 4 и 5 цифрой 4.Из фиг. 4 и 5 следует, что с увеличением числа повторений загружениЙ приращения деформаций ползучести приближаются по ве­личине к деформациям последействия, что наблюдалось также и в ра­боте (5). Но, как было отмечено выше, при достаточно продолжитель­ном предшествующем нагружении, деформации последействия можно считать линейно зависящими от действовавших напряжений. Следова­тельно, на циклах нагружения, предшествующих повторным нагрузкам, должно было происходить последовательное отжатие необратимой ча­сти деформаций ползучести, определяющей их нелинейность.Для суждения о влиянии начального цикла нагрузки на развитие деформаций ползучести на каждом повторном загружении образцов режимов Рц-2 и Рц-4 напряжениями одного и того же уровня были определены приращения удельных деформаций ползучести С (в, / ~), которые затем сравнивались с Спмп (/ ' ) (табл. 1). ЗначенияС(:, вычислялись без учета предшествующей разгрузки, т. е. отсчеты этих приращений деформаций производились от соответствую­щих горизонтальных прямых, а не от продолжения кривых последействия. Это не должно было привести к ощутимым погрешностям, поскольку продолжительность каждого предшествующего отдыха была достаточ­ной для проявления большей части деформаций последействия.Величины приращений деформаций ползучести, определенных та­ким способом, как видно из табл. 1, уже на втором цикле нагружения образцов режима Ра- 2 оказались близкими к значениям С1П1п(/ ').Некоторое превышение этих деформаций над ") объясняется,по-видимому, тем, что они включают в себя какую-то часть еще раз­вивающихся необратимых деформации ползучести, проявление которых не успело закончиться на начальном участке загружения из-за недоста­точной для этого его продолжительности. С увеличением же числа 
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повторений загружений доля этих необратимых деформаций в общей величине приращений деформаций ползучести, развивающихся с мо­мента повторного нагружения, уменьшается, а сами приращения зсе больше приближаются по величине к CminВместе с тем, можно отметить, что чем выше уровень действую­щих напряжений (образцы режима Р-л-4), тем большее число поз: ‘ рений загружений, а, следовательно, и большая продолжительность деЙ'i ствия нагрузки необходимы для полного отжатия необратимых деформа­ций ползучести. Даже при 4-м повторном нагружении до уровня напряже­ний ззггО.8Л?п։1 разница в величинах деформаций С (з, i с этого момен­та и Сга|п(/- ") довольно значительна. При периодическом воздей­ствии напряжений, больших предела длительной прочности бетона, до­стижение равенства величин С(з, I --) и С:1 ,։1 (/ — очевидно, во­обще невозможно.

Таблица /

Влияние предшесгпующих циклон нагружен и» на величину деформаций С (з, t — 
раяаинаюгцихся за время (t ") с момента повторного нагружения

в' »• — мента
-7)-10 7 
я времеш

я (л-/'с.чг) 
■ (« сутп.),

1 с мо- 
равных:

Ct-..
Cein У֊'-

- (я

. — для моментов 
։)

временя

сут.). равных:
3 
••
о Режим Р„-2 Режим Р:|-4 Режим Рг 2 Режим Р.,-1

Е к.
272 300 328 272 300 328 356 272 300 328 272 300 328 356

1 2.80 6.58 3.76;3.38 13.03 6.15 5.61 5.03 2.35 1.34 1.21 4.65 2.20 2.00 1.8<3
2 3.50 7.46 4.17 3.83 14.37 6.71 6.11 5.55 2.13 1.19 1.09 4.11 1.92 1.75 1.5.9
,3 3.85 7.97 4.55 1.06 15.17 7.18 6.47 5.89 2.07 1.18 1.05 3.94 1.86 1.68 1.53
6 4.70 8.99 5.17 ■1.66 16.69 7.87 7.05 6.45 1.91 1.10 0.99 3.55 1.67 1.50 1.37

10 5.35 9.91 5.70 5.11 18.01 8.58 7.54 7.00 1.85 1.07 0.96 3.37 1.60 1.41 1.31
14 5.84 10,51 6.17 5.46 18.85 9.10 7.93 7.42 1.80 1.06 0.93 3.23 1.56 1.36 1.27

Таким образом,если бы время действия начальной ступени нагруз­ки было достаточным для полного проявления необратимой составляю­щей деформаций ползучести, то можно думать, что при повторных на­гружениях напряжениями, не превышающими первоначального их уров­ня, деформирование бетона будет происходить по закономерностям ли­нейной теории упругой наследственности с ядром ползучести, основан­ным на Спйп (/ —Поскольку при повторных воздействиях напряжений одного уров­ня лишь после отжатия необратимой части длительных деформаций бе­тон ведет себя как упруго-вязкое тело, то приращения его деформа­ций ползучести, вызванные некоторыми приращениями напряжений за­висят от предыстории нагружения. Это обстоятельство, а также зави­симость приращений нелинейных деформаций ползучести от знака при­ращения напряжений, свидетельствуют о неприменимости принципа на­
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ложения воздействий в его общепринятой трактовке для определения (/) н случае периодических воздействий нагрузки. Подтверждением сказанному являются ощутимые погрешности, возникающие при сопо­ставлении экспериментальных кривых деформаций режимных образцов С соответствующими теоретическими кривыми, построенными на основе принципа наложения, что будет показано ниже.Так как на третьем цикле нагружения (образцы режима Л,-2) приращения деформаций С ( з, / - ) незначительно отличались отСш!Н (/ — ") (табл. 1), то к этому времени, по-видимому, произошло почти полное отжатие их необратимой части, соответствующей уровню напряжений з = 0.5 7?пр. Последующее же нагружение напряжениями, большими предыдущих, должно вызывать дополнительное развитие деформаций £ц (/), определяющееся только величиной приращения на­пряжении. Это предположение было проверено экспериментально.На фиг. 4а приведены режимы нагружения, в которых после 3-кратного воздействия на образцы напряжений з = 0.5 /<лр, последние были увеличены до - 0.6а затем до о = 0.8 /?11р. Кроме этого был проведен режим загружения образцов Рп-5 (фиг.* 6), при кото­ром исследовались деформации бетона при ступенчато-возрастающих напряжениях сжатия.

Фиг. 6. Режим загружен я я образцов (а) н деформации ползучести (б) при сту- 
яшчаю-возрастающих напряжениях. Условные обозначения ։с же, что н н/i фиг. 4.Следует отметить, что увеличение первоначального уровня напря­жений в образцах режимов Р.х-\ и Р։:-2 и начало опыта с образ­цами режима загружения Рп-Ъ осуществлялись в возрасте бетона, соответственно равном 356 и 370 сут. Поэтому в возрасте бетона " = 356 сут. была дополнительно загружена постоянными напряжени­ями сжатия свежая партия призм-близнецов. Полученные данные об их ползучести позволили в последующем скорректировать значения параме­тров в выражениях (5) и (6) для случаев загружения после 356 сут. Новые значения этих параметров оказались равными:?о -5.3-10՜՞ (хГсдг )՜*; До = 3.0-10՜՜ ( кГ/сж8)՜1= 2.0 (сут.)՜ **0 — 0.018 (сут )՜ ' (15)
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*н — 4.2-10՜12 (кА*лг) А» 9.4-1О12(Л-/7слг)՜'Хн ~ 5 (сут. )՜ 1; тн = 0.03 (сут.) (16/В соответствии с этим все теоретические кривые деформаций ползучести образцов режимов Рп-1 и РР-2 с момента времени * — 356 сут. и образцов режима Рп-5 рассчитаны с учетом (15) и (16).Сопоставление экспериментальных кривых деформаций режимных образцов (подвергнутых действию ступенчато-изменяющихся напря.кс-- ний) с соответствующими теоретическими кривыми, рассчитанными нз основе рассмотренных вариантов нелинейной теории упругой наслед­ственности, показывает следующее.До момента первого изменения напряжений различия в величинах ординат экспериментальных и теоретических кривых деформаций пел* зучести для всех вариантов одни и те же, и связаны лишь с погреш­ностями аппроксимации кривых простой ползучести С (-, I ').С момента первого догружения (фиг. 6) кривые 1, построенные на основе (9), правильно отражают процесс деформирования бетона. Хорошее соответствие между экспериментальными значениями дефор­маций ползучести и их теоретическими величинами, рассчитанными на основе принципа наложения воздействий в нелинейной постановке, от­мечалось также и в ряде других работ. Таким образом, степень нели­нейности приращений деформаций ползучести, вызванных приращения­ми возрастающих напряжений соответствует степени нелинейности деформаций ползучести образцов-близнецов, впервые загруженных при тех же по величине напряжениях. Как видно из фиг. 6. только ерзз« после догружения теоретическая скорость деформирования образцов превышает экспериментальную. В дальнейшем же они выравниваются-4Совершенно иной характер теоретических кривых 1 наблюдается при частичной или полной разгрузке образцов. Как видно из фиг. 4 и .5, кривые 1 значительно преувеличивают эффект последействия. Это становится понятным, если учесть, что зависимость (9) описывает полностью обратимый процесс ползучести. Между тем, как уже отме­чалось, обратимость деформаций ползучести можно считать связанной лишь с обратимостью их линейной составляющей. Следовательно, не­линейная теория упругой наследственности дает приемлемые резуль­таты только в случае возрастающих напряжений. Наибольшее расхож* деяие между экспериментальными и теоретическими кривыми дефор­маций ползучести, имевшее место в проведенных исследованиях, прй ступенчато-возрастающих до < 0.8 ^Н1, напряжениях, составляло 20°/<гОчевидно, что при описании полных деформаций бетона при отмечен­ном режиме нагружения расхождения должны быть существенно меньше за счет учета упругих деформаций, соизмеримых с деформациями пол­зучести. Действительно, в этом случае рассматриваемая разница со­ставляла лишь 7%. В практических же задачах, как правило, оценке подлежат именно полные деформации бетона.



Ползучее«» бетона старого но траста 71Кривые 2, построенные на основе (10), практически не реагируют на изменение первоначальных напряжений. Это связано с тем, что в опыте как догрузка, так и разгрузка образцов осуществлялась в мо­менты времени, достаточно удаленные от первоначального загружения. В этих случаях, как известно, теория старения нс способна правильно отразить характер деформирования бетона.Кривые 3 на «риг. 4 и 5 хорошо соответствуют деформациям ре­жимных образцов при периодическом воздействии напряжений, нс превы- пшннних их первоначального уровня. В атом случае обратимость деформа­ций после полной или частичной разгрузки образцов связана только с об. ратимостыо их линейной части, что хорошо подтверждается опытом. При повторном воздействии напряжений, равных по величине первона­чальным, выражение (13) учитывает рост деформаций ползучести на этих этапах на основе С„„о (/ "). Приращением же необратимых де-фармаций, вызванным недостаточной для полного их проявления про­должительностью первоначального загружения, можно, ио-видимому.пренебречь.На участках воздействия напряжений, превышающих по величине первоначальные, выражение (13) занижает степень нелинейности прира­щений деформаций ползучести. Погрешности, возникающие при этом, достигают 54%. Величины этих погрешностей, очевидно, зависят от то­го, насколько велики напряжения, при которых исследуются деформации ползучести, т. е. какую долю в общей величине последних составляет их необратимая часть, так как именно ее недооценивает выражение (13) Отсюда также следует, что степень несоответствия теоретических кривых, построенных на основе (13), экспериментальным кривым может оказаться близкой к той, какая получается при использования выра .гения (10). В целом же выражение (13) существенно исправляет по­грешности нелинейной теории старения.Сопоставим теперь экспериментальные кривые деформаций ползу­чести с теоретическими кривыми 4, построенными на основе 4-го ва­рианта с записью зц (/) п виде выражений, аналогичных (14).На фиг. 6 кривая 4 совпадает с кривой 1. Это вполне законо­мерно, поскольку необратимые деформации при неубывающем напряже­нии нс выявляются.Для режимов Р։,-1, Рп~2. Рл-З, Р:,-4 (фиг. 4 — 5) кривая •!, практически совпадая с кривой 3 на участках действия напряжений одного уровня, не занижает степени нелинейности приращений дефор­маций ползучести в дальнейшем, при нагружении напряжениями, пре* пытающим и предшествующий максимальный уровень напряжений. Та­ким образом, рекомендуемый способ вычисления :« (/), основанный на выражениях, аналогичных (14), хорошо отражает наиболее важные осо­бенности процесса длительного деформирования бетона, а именно: не­обратимость нелинейной составляющей деформаций ползучести при разгрузках (линейность деформаций последействия) и в то же время 



72 С. В. .А.чексашроискяй. II. Л. Колесников
сохраняет степень нелинейности приращений деформаций ползуче« при соответствующих догрузках образцов. Следовательно. 4-ыЙ в>ч риант теории является более общим, чем (9) и (13) и на его основе, можно достичь удовлетворительного соответствия теоретических и экспериментальных кривых деформаций ползучести при различных нагрузках.В частных случаях воздействия нагрузки, а именно: периодичес­ком нагружении напряжениями одного уровня (при достаточно продол­жительном первоначальном участке загружения) и в случае возрастаю­щих почти до предела длительной прочности бетона напряжений для определения полных деформаций можно пользоваться выражениями соответственно вида (13) и (9).

Нпучио-исследовательскип институт
бетона и железобетона Госстроя СССР Поступила 9 VII 1910

II. Վ. ա,1!₽ՍԱՆԴՐՈ'1,Ս’ւ1«. Ն. Ա. Կք1Լ1ւ<Ո.ԽՆք1«ԼԾԵՔ քԱյՏՈՆ!’ 11Ո'ԼՔ£! ՈԱՈԱՐ !ՈԱ|Ա.ՐԴԱԿԽ ՃԱՍՆՈ‘1.. Ս.11Տ1«ՃԱՆԱ:11'Ն ՓՈՓՈԽՎՈՂ ՍԵՂՄՄԱՆ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ
II. մ փ ո ւ|ւ ո ւ մ

Աշխատանքում շարադրված են բարձր մակարդակի Հ աււնոդ, աստիճանսւ* 
լին էի ււ փ ո իւ ւԼո դ լարումների դեպքում բետոնի երկարատև դե ֆո րմ սւց իաների 
ւիորձնական և տեսական հետադասությունների արդյուն րներր։ Դիտ՚Աւրկւիսյ 
են այդ դեֆորւե արիաների նկարադրմ ան Համար բետոնի սողքի ւքամանակակր<} 
ոշ գծային տեսության տարրեր տարատեսակների կիրաոմ ուն հնարավււրու- 
թ յուններր և վերլուծվում այդ դեպքում առաջացող սիւալների պււ/ւ/ւճաոներր՚.

{ձևակերպված են փորձերով Հայւոնարէւրվա ծ օրինաշսււիսւթ յուններր, Որոնք) 
հեւոևոէմ /; սողքի ւյեֆո րմ ւս ցիա յի անհակադարձելի քոչ գծային) բաղադրիչդ

Առաջարկված հ սողրի ոշ գծային տեսության րարեւիոխված տարբերակ, 
որր ՀաշւԼի է առնում այդ էւրինաչա ւի ութ յունն ե րր , և ցույց է տրված նրա ււլի- 
ատնիոլթյունր բեռնման բտդմադան ււեժիմների դեպքում բետոնի երկարատև 
դեֆորմ արիաների նկարագրման համար։

CREEP OF OLD-AGED CONCRETE UNDER STEP-CHANGING COMPRESSED LOAD OF HIGH LEVELS. V. ALEXANDROVSKY. N. A. KOLESNIKOVS u m m a r yThe ֊article is devoted to the results of experimental-theoretics research in concrete long-time deformations with constant and changin։ compression stresses reaching high level.
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— ......... .................................................... —— ’ --------------------- - . , -------It is demonstrated that the region of linear creep does not exist in concrete with physico-mechanical properties practically constant du­ring experiments as well as in concrete that gets older.It is noted that when discharge of concrete specimens is complete or partial the partial recovery of creep deformations is related to the recovery of their linear component. Non-linear component of the defor­mations is absolutely non-recovered and conform to the principle of superimposing of loads only in the case of increasing stresses.Non-recovered deformations conform to other laws, discovered and decribed by the authors in the formula during the above experiments his happens when repeated loadings interchange cycles of entire or partial descharge.A comparison of experimental and theoretical curves, built up on the basis of corresponding variants of the modern non-linear theory of creep is given. It is noted that in the case of all the considered con­ditions of loadings the optimal correspondance to experiments data is reached when the variant of non-linear theory of creep, suggested by the authors, is used.
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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ КРИВЫХ КОМПРЕССИОННОЙ 
ТЕРМОПОЛЗУЧЕСТИ ВОДОНАСЫЩЕННЫХ 

ГЛИНИСТЫХ ГРУНТОВ

Определение характеристик термоползучести водонасыщенных 
глинистых грунтов при одномерном сжатии и отсутствии старения, в 
рамках теории наследственной ползучести [1], сводится к определению 
параметров, входящих в функцию напряжения F(cx, Т) и в выражение 
меры компрессионной термоползучести ", 7) (/ время, ~ мо
мент приложения нагрузки, 7' температура).

Функцию напряжения /։’(зъ 7՞) (с учетом температурных воздей­
ствий) можно, в частности, представить в виде:

Г(°х, = (1)

а меру компрессионной термоползучести (/ 7') (при только по­
ложительных или только отрицательных температурах) — следующим 
выражением

СИ/ Т) Ci.it—-, Т ±VC)Fx{Ty =։-1) (2)

где F\ (Т, 31 -- 1) — функция температуры характеризующая нелиней­
ную зависимость между температурой и деформациями ползучести: 
С\(/ — 7’ 1 'С ) - мера компрессионной термоползучести при
7' 1 С (или 7‘=1 С); F\ ( Т, ?i=l) удовлетворяет условию
А (Г ± ГС, <?։ 1) 1.

Для определения характеристик термоползучести необходимо 
испытать на ползучесть несколько серий образцов-близнецов при раз­
личных значениях постоянной температуры и по их результатам по. 
строить семейство кривых ползучести и кривые зависимости /- /(sj 
для различных Г~ const (фиг. 1).

Из изложенного выше следует, что для определения характери­
стик термоползучести водонасыщенных глинистых грунтов вообще, 
компрессионной термоползучести в частности, необходимо испытать 
большое количество (не менее 24 шт.) образцов-близнецов, обладаю­
щих одинаковыми физическими свойствами. Получение указанного ко­
личества образцов-близнецов практически не представляется возмож­
ным, поэтому и возникает вопрос о разработке практического метода 
определения характеристик термоползучести испытанием минимального 
количества образцов-близнецов заведомо зная, что в этом случае не­
которые погрешности в их определении неизбежны.
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С указанной целью можно применить разработанный одним из ав­
торов статьи |2] приближенный метод определения кривых компрес­
сионной ползучести. При применении указанного метода при каждом 
заданном значении постоянной температуры следует испытать два (или 
четыре-при двухкратном опыте) образца-близнеца. Один из образ­
цов следует испытать на ползучесть при постоянном, а второй—при 
переменном (возрастающем ступенями) напряжении.

При определении кривых компрессионной термбползучести грун- 
• тов указанный метод можно применить и в несколько ином виде: испы­

тан два (или четыре при двухкратном опыте) образца-близнеца при 
каждом заданном постоянном напряжении = const. В этом случае 
.лин из образцов следует испытать при постоянной 1\ = const, а 
второй при переменной ( возрастающей ступенями ) температуре 
•фиг. 2).

Для определения кривых ползучести при данном «։, соответствую­
щих различным значениям температуры (отличным от 7'1), по аналогии 
с функцией напряжения / (о։), используется функция температуры 
/’1(Г), характеризующая нелинейную зависимость между температурой 
и деформациями ползучести при данном напряжении

Функция температуры { Г) определяется по усредненным кри­
вы зависимости I । ] (Т) (/1։ । относительная деформация компрес­
сионной ползучести), построенным по кривым ползучести, определен- 

; вым яри переменной, возрастающей равными ступенями, температуре 
а приведенным на левых частях графика фиг. 2.
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Характер усредненной кривой /.„= f (Т\ обусловлен продол«։
тельностью действия 
пературы. Интервал

ступени температуры — интервалом изменения тем-
изменения Т выбирается с таким расчетом, чтобы

конечная деформация, определенная при переменной температуре 
(например, при Г2), стала равной деформации, определенной при данной 
постоянной температуре (фиг. 2).

При только положительных или только отрицательных темпера­
турах функцию температуры /՝։ ( Т) можно представить в виде следую-
щего выражения:

F\ (Л '1 const) = Тп (3)

где п— определяемый из опыта параметр.
Функция температуры ( Г) для каждого заданного постоянного

напряжения const определяется из следующего соотношения:

= const) — А I T, — const)
А.» (T — ± Г С, с, =const) (4)

где /ха (7՜) — относительная деформация компрессионной термоползу
чести ври данном некоторый фиксированный момент времени
/; /кк (7* 1 С) — то же самое при T — -f- ГС или Т — ֊ 1 С.

Таким образом, кривые ползучести, полученные испытанием об­
разцов при ступенчато-возрастающей температуре, используются для
установления зависимости А.,, /(7՞) и определения функций темпера­
туры Г՝\ (7') при различных постоянных напряжениях з։. Что же ка­
сается кривых, полученных испытанием образцов при постоянной тем­
пературе Т, то по ним определяют зависимость /кп — Т) при
данных значениях =։ и 7\, а по выражению

/«.(<֊-. Г) (Kn(t ■֊, Т= ± ГС) FJJ) (5)

- кривые ползучести для постоянных температур 7\, 7\, 7^,7\, 
отличных от 7\, соответствующие различным постоянным значениям 
напряжения з։.

Кривые ползучести при данных значениях 7' и описываются 
выражениями и методами, подробно рассмотренными в |3]. Кривые 
термоползучести, описанные по выражению (5), показаны на правых 
частях графиков фиг. 2 пунктирными линиями.

Перестраивая полученные семейства кривых термоползучести 
( фиг. 2 ) в семейства кривых ZKII /. ( з., i ) при различных 
значениях температуры* Г = const (фиг. 1), описывают кривую 
меры термоползучести С (( Т) и определяют функцию на­
пряжения А'(з։, 7’) для различных 7’ Затем описывают семейство 
кривых мер термоползучести (построенное по результатам их описа­
ния), определяют функцию температуры F\ ( Т) при з։ = 1 кГ'с.хг и 
выражение меры термоползучести (2).

гдт,

Т в
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На фиг. 3 приведены результаты испытания серии образцов-близ- 
веков миоценовой глины естественного сложения (табл. 1) при посто­
янном напряжении >։ 0.5 кГ см’ и различных постоянных значениях
температуры Т — 14 , 20՜, 30 , 40 С, показанных сплошными линиями.

Фиг. 3.

На том же графике приведена кривая термоползучести, определен­
ная испытанием одной пары образцов-близнецов при температуре, 
возрастающей ступенями Т 14', 20 , 30՜, 40 С с интервалом 7 дней. 
В левой части графика (фиг. 3) приведена кривая зависимости 
>т.֊ / (Т), построенная по кривой термоползучести, определенной 
при переменной температуре.

Таблица I

Ла бор. № 
грунта

Наимено­
вание

Сложе­
ние

Уд. все 
1 с л։֊* 
(

Объсмн. 
пес г с.м5 

(.)

Влажн. 
нам. 

(«'о)0 0

Коэф, 
порнс.
(0

Степ, 
влажно­
сти (<7)

19-69 Глина миоцена ёстест. 2.62 1.91 26.9 0.74 0.96

Испытания образцов-близнецов проводились под водой в компрес­
сионных приборах модели М -2 одного из авторов статьи [31 после 
полного водонасыщения и предварительного уплотнения под бытовым 
давлением. Температуры 20 , 30 , 40 С создавались и поддерживались 
в течение всего эксперимента термостатами ТА-150 и 8 (ГДР), на­
гнетающими в приборы воду постоянной температуры. Температура 
14 С создавалась водопроводной водой, имеющей начальную темпера­
туру 11 С. Среднесуточное колебание температуры находилось в пре­
делах — 0.5 С.

Кривая зависимости Ап — /’(7'1 (фиг. 3) описана степенной зави­
симостью вида

(Г, 3։ = 0.5) = ВТ" = 0.000813Г""- (6)

из которой определено выражение функции температуры:

г\(Т, 5, =0.5) = Г" = Г՛"' (7)
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Кривая ползучести при Т — 14 С описана выражением

(1, Т = 14 С) = АГ =0.002871°”’ (8)

а при Т =• 1 С

/„ (1, Т = +1 С) = § 0.0005861'. (9>

Используя (7) и (9), по выражению (5) определены кривые тер- 
моползучести для 7՜ 20 , 30 , 40 С, которые на правой части графи­
ка фиг. 3 показаны штрих-крестиками.

Параметры, входящие в (6) и (8), определены по прямым, спрям­
ленным в координатах 1д/хп 1?7', \%1((риг. 4а и 46).

Сопоставление экспериментальных кривых термоползучести ((риг. 3) 
с кривыми, определеными по выражению (5) и но результатам испы­
тания двух пар образцов-близнецов, показывает их хорошее совпаде­
ние. Это свидетельствует о правильном определении интервала изме­
нения температуры я о применимости метода для определения кривых 
термоползучести.

На фиг. 5 приведены экспериментальные кривые, полученные 
испытанием образцов-близнецов при заданных постоянных и изменяю­
щейся ступенями температурах (сплошные линии). На этой же фигуру 
приведены результаты описания экспериментальной кривой термопол­
зучести, определенной при переменной температуре, тремя теориями 
ползучести: „старения“ (10) (пунктир с точкой), „упрочнения" (И) 
(пунктирная линия с треугольниками) и „наследственной ползучести* 
(12) (пунктирная линия с крестиками в кружочках) [4, 5, 1].

/м.(0 = /.п(^, 7՝=1С)Л(Г, 3։ =0.5) (10)

/ю./: «-■= ' Т (11)
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I 1т (I) == - у г, ( Т)1к,1( °՜5- 4- (12)

*1
Описание экспериментальной кривой по трем указанным выше 

теориям выполнено графическим методом [4] на основании приведен­
ного выше (фиг. 3) описания семейства кривых термоползучести, по­
казанного на фиг. 5 пунктирными линиями с крестиками.

Фиг. 5.

5 днях

Как и ранее [6], кривые, построенные по теориям „старения“, 
и „наследственной ползучести“ расположены выше, а но теории „уп­
рочнения“ — ниже экспериментальной кривой термоползучести. Как 
теория „упрочнения“ (И), так и теория „наследственной ползучести“ 
(12) описывают экспериментальные кривые термоползучсети вполне 
удовлетворительно.
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որոշվամ I. 1:;ո — /iff), իսկ երկրորդից 1> г. =/.,('/) կախվածէէէ-թրոնհէերր 
/< տվյալ չարմանր (0յ) համապատասխան շերմաւ/տիճտնի ֆունկցիան;

Ջերմասունի կորերր (Ту I՛!) տարրերJ որոշվում են

եո (է, Ո =/<«(*, Г= 1 C)Fy(T)

արաահաւսւա խ լա/f ր . որտեդ' lyM — ջերմ ասող.րի դե ֆ и րմ ա զի անե րն են 
/к։։ (/, 7" ՜՜ 1 С-) նա ինը միավոր ջերմաստիճանի դեպրա մ, Т)—
ջերմաստիճանի ֆունկցիան Լ. "րր րտվարարա ւ1 Լ ֊- է պա ր1 անին:

ք՛երված է ջերմ աս tt դրի փորձնական կ/ւրերի ն կ ա ր ա ւչ ր ո ւ թ յ ո ւն ր ծերացման, 
ամրապնղման և ժառանդէսկան и ս դրի տեսությունների ֆիզիկական հավասա֊ 
րումներովւ 8nttg է տրված, որ ջերմ էէէսողրի րնիարրր մտււանրչական ոողրի և 
ամրապնդման տեււոլթյւււններով նկարագրվում Լ է1,ո1Լին րավարար:

THE METHOD TO DETERMINE THE CURVES OF 
COMPRESSION THERMOCREEP OF WATER-SATURATED

CLAY GROUNDS

R. R. GALSTIAN, S. R. MESCH1AN

S u m ։n ary

Two samples of grounds are tested to determine the families of 
thermocreep curves. One of the samples is tested for creep with 
7՞= const and the other at variable (stop-increasing) temperature under 
the action of a given constant stress. By testing one sam­
ple the dependence l,;tt is found while the dependence I.-:։ —f\(T) 
and the temperature function at a given stress 'j are defined by tes­
ting the other one.

The thermocreep curves (other than 7't) are found from the expression

7=1(7)/-։(П

where />;։ is the thermocreep deformation. /«, (f — ՛, 7' = 1) is the same 
at T 27 Г C, F\( 7) is the temperature function satisfying the 
7^(1) = ] condition.

The „heredity creep“ and „consolidating“ theories are shown to 
describe the clay ground creep process quite satisfactory.
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СИНТЕЗ ПРОСТРАНСТВЕННОГО ЧЕТЫРЕХЗВЕННИКА 
ПО ЗАДАННЫМ НАПРАВЛЕНИЯМ НОРМАЛИ

ШАТУННОЙ ПЛОСКОСТИ

Синтезу пространственных четырехзвенных механизмов по поло­
жениям шатунной плоскости посвящены работы ряда авторов [1]— |4], 
и которых они, строго фиксируя положения шатунной плоскости, ре­
шают задачу синтеза только по трем заданным положениям шатунной 
плоскости.

В данной статье задача синтеза указанного механизма отличается 
как постановкой, так и методом решения.

В статье положения шатунной плоскости не фиксируются, зада­
ются только направления нормали, наикратчайшее расстояние Л и угол 
3 между скрещивающимися осями вращательных пар. При такой по­
становке становится возможным решить задачу синтеза по четырем и 
пятя направлениям нормали шатунной плоскости. Причем задача ре­
шается методом аналитической геометрии, с помощью которого оце­
ниваются численные значения полученных результатов.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим пространственный четырехзвенный механизм 01АВСО 
(фиг. 1), где кривошип АВ образует со стойкой первую вращательную 
пару, ось которой совпадает с неподвижной координатной осью о;/. 
Центр вращательной пары В совпадает с началом координатных осей. 
Шатун ВС образует с кривошипом АВ вторую вращательную пару. 
Оси вращательных пар скрещиваются. Коромысла СО с шатуном и со 
стойкой образует сферические пары.

Решим задачу синтеза указанного четырехзвеиника по следую­
щим условиям:

1. Заданы направления нормали шатунной плоскости Л',՛ (со5-?-пь 
СО5&Н, С057։1/) (фиг. 2).

Положение шатунной плоскости задается взаимно перпендику­
лярными пересекающимися прямыми АВ и ВС (фиг. 1).

2. Даны угол 3' и кратчайшее расстояние /г между двумя скре­
щивающимися прямыми АВ и оу. При выборе угла 3' нужно учесть, 
что ₽П/>90 .

3. Дан радиус вращения г точки В.
Направляющие косинусы прямой А В определяем по формулам:

6 Известия АН Арм. ССР. Механика, № 1
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cos?,. cos*tu cos3' cos?nf 4- cost,. c°sTu/ = 0

cos1*, ֊r cos5/, —cosV< — 1 U)
0’ = 1,-n)

Из формул видно, что направляющие косинусы определяются двузнач­
но, и выбор надо сделать так, чтобы не нарушилась последователь* 
кость занимаемых положений.

Фяг I

Направляющие косинусы прямой НС определяем из системы уран, 
нений:

cos?; Coss, ֊•- cos?, cos?/ cos^ cosy, = О 

COSl/COSan/4- CO5.B/COs3|u COST, COST(1| = О (2)

cos:?H cos’?/ cos:’,= 1

(/՛= 1. 2r••,/»)



Синтез четырех ihvhhhk.։ по направлениям нормали шатунной плоскости 83

а координаты точки В — 
В',- В1։ = г2

| Вч cosf‘. — В., cos«’. |
Л = ----- . л ----I I - cos՜^

(3)

Имея координаты точки В и углы наклона оси шатуна относительно 
координатных осей, определяем координаты точки С, выраженные че­
рез координаты точки В и искомую длину шатуна /

Сч = Вг. ± /cos«/

Су, — Bs. ± Zcosfr (4)

/cos֊/

Z?y. = 0 (/= 1, 2,..-,n)

где n — число заданных направлений нормали шатунной плоскости.
Центр вращения точки С находится в плоскости, перпендикуляр­

ной к отрезкам между точками С,.
Геометрическое место центров кривизны двух положений точки 

С, ест։» плоскость, уравнение которой будет

(C\-֊C.v. ,)(2х с.- С։. ։)-r(CVf-

■ Н-(СЧ-С^1)(2г-Сг/ См)=0 (5)

(/=1, 2,- -,п)

Количество уравнений (5) будет на единицу меньше числа заданных 
направлений нормали. Уравнения (5) позволяют произвести синтез 
данного механизма по четырем и пяти направлениям нормали шатун­
ной плоскости.

При заданных четырех направлениях нормалей имеем три уравне­
ния вида (5), которые после соответствующих преобразований приво­
дим к виду

(A- 1В,)х lDty (Е{ ±1Р(}г -iNi 0 (6)

(/-1, 2, 3)

где .V, у. z— координаты точки D, а .4,, Bt, D,, В,-, Ei и /V, — изве­
стные величины, выраженные через координаты точки В и соответ­
ствующие им направляющие косинусы оси шатуна.

Задаваясь одним из неизвестных параметров х, у, z или I, опре­
деляем из системы (6) остальные три. Далее определяем длину ко­
ромысла R по формуле

R - I■ (С։. ֊ хГ ■- (Су,- - у)՜ ■ (С\. z)~ (7)



84 А. А Оганесян. К -X. Шахбазян

Не останавливаясь на подробностях вычисления по четырем на­
правлениям, перейдем к синтезу механизма но пяти направлениям нор­
мали шатунной плоскости.

СИНТЕЗ ПО ПЯТИ НАПРАВЛЕНИЯМ НОРМАЛИ 
ШАТУННОЙ ПЛОСКОСТИ

В этом случае, задавая М(созап.; со5/;։/) и выбирая г 0В\ 3'; 
Л — по формулам (1), (2) и (3), определяем направляющие косинусы 
прямых //>’ и ВС (՛/.; ՝;'г 7/) и координаты точки В. Далее
выражаем координаты точки С через неизвестную длину шатуна /• 
Уравнения плоскостей, на которых лежат центры вращения кромысла, 
принимают вид:

(А±/В։)х ֊ 1Е\)г + /Л\ - О

(Д- ;• 1В2)х Ю2у 4֊ (£\ — 1Г.2) г 11\'.2 = 0 (8)

(А3±1Вл)х 1Г3)2±1К3 = 0

(Д ։ : 1В.)х ± Ю.у - (Е. ± 1Е.)г ■ //V. = О 
где

Л; 1 ВЛ{— В,-.. р В;-\ СОЗ?,’—СО5<Ч- I

Е>(֊ ։ =соз&- ֊- соз։3,_।, £■,_ 1 = Вч — В:._։

Г,- ։ = со$*г — соз‘|у_ |։ ։ = В,։ ։ сое։/֊» Ч-

— В:._ , c0.s7._j — В„(со$а/ — В-.со^. (9)

(/ = 2, 3, 4, 5)

Двойной знак здесь и в дальнейшем соответствует расположению 
точки С влево и вправо от точки В.

Необходимым и достаточным условием, при котором точка /) 
(х. у, г) и длина I удовлетворяли бы уравнениям (8) является то. что 
эти уравнения должны быть совместны. Условие совместности требует, 
чтобы определитель квадратных матриц данной системы был равен 
нулю

(А. ±1В,)±1В,(Ег ■ 1Е.)

{А, 1В.2)±ЮАВг±1ЕА

(А, 1Вз)~Юя(Е3 1Г3) /л;
(А.-1В.) ±Н\(Е.±1В.) /В\

(10)

Отсюда получаем относительно длины шатуна квадратное уравнение 

кВ т1 + п = О
где
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ь = -РА-
ед(еди±ед ед;)

т = А1Г{ ВХЕ + 1\ (АЛ^ : А3!:п + А3ЕЩ + В:Е^ -

4՜ /'։^1 ‘

— М (А.Ди А&\՝ + + Дт^П 4՜ ^Л[|| ՝

п = .4։Е, + £\ (Л..Е։Ч,. 4- А2Е.. - Л4Еп|) Е2А -

-^(^4-^4֊ А^'ц) <12)

А = едп +ед 
Е| = Е21\ц| Е31\^ ь Ei^l

Пп = ЕМ\- /)9К

Ц|։ = № 

= ад ֊ ад

Ен = Е21\ - Е& 

ЕН|-ад֊ад 

ед ед,-ад.

В. = ВЛш 4֊ вз>\!1л. 4- в.^1} 
г,=е..л;н -+֊ л;л;у -г г

Е. - £и/У։ - Е^У.

Е<г^ед-ад 

^-\\ ՛ ^4-^1

Е։|=ад-гл 

^ц=ад֊ад 

л^ад-ад

У711։ = ад->ед

^l>t.= ^{D2 ед

Если одну точку С примем за искомую, то другая точка С' 
будет сферической, которая находится на оси шатуна с определенным 
радиусом сферы.

После определения I из любых трех уравнений системы (8) вы­
числяем координаты точки £>.

Имея х, I/, г и I по формуле (7), определяем длину коромысла.
Пример: 11усть г - 1, к 0.4, V = 45 02' 04'

111П 1 2 3 4 5

«и ±65 53'25՞ ±г24°43'09" ±87’29’05’ ±49 31'36* ±48 ■■25'45’

'и 4=45 06'20" 4267’40'53" 4248 15'06’ ±78=15'58' ±58 25'55"
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Координаты точки В и значения направляющих косинусов прямых 
АВ и ВС сведены в табл. 1, а значения коэффициентов в табл. 2.

Телица 1

^\пел.
пол.

в. со$с' со«У СОЗ'/ соза со։’- со$т

1 -0.8 0.6 0.34896՛ 0.70668 —0.61549 0.84362 0.04911 0.53469
2 -0.6 0.8 0.16267 0.70688 0.68858 0.38528 0.59698 0.70369
3 0 1 0.28301 0.70688 0.64847 0.36533 0.70457 0.60837
4 0.6 0.8 ֊0.61549 0.70688 —0.34896 0.44702 0.67767 0.58390
5 0.8 0.6 ֊0.68858 0.70688 -0.16267 0.29254 0.47596 0.82939

Фиг 3м.

Из выражений (12) имеем
„ к - 0.3650

т = 0.6166
п 1.9741

Ординаты точек С- н О на чертеже отсчитаны от оси г 
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Подставляя найденные значения А, т и л в уравнение (11). получим.

4=3.3189, /1== 1.6296

Далее, из любых трех уравнении системы (8) определяем координаты 
центра вращения коромысла

х1 = 1.2885 х. = —0.5112

ух = 1.3204 ^ = 0.6965

^ = 2.0735 г2=֊ 0.0048

Тайлици 2

ЗСЛ.
пол.

А в D £ F .V

1 0.2 -0.45834 0.54787 0.2 0.16900 0.68587
2 0.6 -0.01995 0.10759 օ.շ ֊0.09531 -0.27659
3 0.6 0.08169 -0.02690 —0.2 -0.02448 ֊0.12696
4 0.2 -0.15448 ֊0.20171 -0.2 0.24549 0.00367

Наконец, из уравнений (7) определяем длину коромысла

R, 1.3915, R. - 2.0935• г —

Из двух механизмов выбираем тот, который представляется наиболее 
удобным. Полученный механизм для показан на фиг. 3.

Ереванский государственный
университет

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса Поступила 15 VI 1970

II.. ձՈ<Ա11.ՆՆ1ԱյՅԱՆ, Կ. Խ. ՍԼԱԲԱԶՑԱՆ

ՏԱՐԱՍԱԿԱՆ ՔԱՕՀՐԼԱ1! 111;հ11.Ն1՚9,1ր|» 111«Ն»»Պ.9.(! IJIS ՇԱՐԺԱՒԵՎՐ • 
ՀԱՐԹՈՒԹՅԱՆ Ն11ՐԱ1ԼԼ1» ՏՐՎԱԾ II 1՚՚Լ'Ա1 ՒԹՅՈՒՆՆեՐՐ

II. մ փ II փ II է մ

֊ոդվ ածում տրված Լ տարածական րսւոօղակ մեխանիզմի ( :դ տ աման— 
պատման—ղնղային— դնւյային) ս ին թ /< </ ր րոտ ջարմաթևի հարթության նոր- 
մայի տված չոր» և հինդ ուղղությունների:

հորմալի տրված հինդ ուղղությունների դեպքում »տարված /, քառակուսի 
հավասարում շարմաթևի երկա րա թ յան նկատմամբ:

Դիտարկված մեթոդով էրորեւի Լ 1ր»տարհլ ււինթեղ նաև տրված վեր ո։ղ- 
ղութ յաննհրի դեպրւււմ ւ

Լուծված Լ թվային որիհակ տված հինդ ւսդղությունների դեպքում:
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SYNTHESIS OF ASPATIAL FOUR-LINK MECHANISM 
IN THE DIRECTIONS OF THE NORMAL OF THE 

CONNECTING ROD PLANE

H. A. HOVANES1AN, K. Kh. SHAKHBASIAN

S u m m а г у

A solution is presented for the problem of synthesis of a spatial 
four-link mechanism (rotary—rotary—spherical spherical) in four and five 
directions of the normal of the connecting rod plane.

A quadratic equation with respect to the connecting rod length is 
obtained with the five directions specified.

The method discussed can be used to solve problems of synthesis 
in six directions of the normal of the connecting rod plane.

A numerical example is solved for the case of five directions.
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