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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПОЛОГО 
КОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА

Исследовании) осесимметричной задачи для сплошного и полого 
круглого цилиндра конечной длины посвящено много работ, о которых 
подробно изложено в [1 -2]. Во всех этих работах Набоковых поверх
ностях заданы напряжения и, кроме |1 2|, все задачи решены приб
лиженно.

В настоящей статье дается точное решение осесимметричной за
дачи теории упругости для полого круглого цилиндра конечной длины, 
когда на боковой поверхности известны компоненты вектора переме
щения, а на торцах заданы компоненты напряжения. Задача решается 
методом Фурье. Решение представляется в виде рядов Фурье и Фурье- 
Дини. Определение коэффициентов интегрирования сводится к реше
ний» бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. Доказы
вается, что зги системы вполне регулярны, а свободные члены огра 
ничены.

Рассмотрим осесимметричную задачу для полого круглого изо
тропного цилиндра длиной / и радиусами Д’ и когда на тор
цах цилиндра заданы напряжения, а на цилиндрических поверхностях 
известны перемещения. Будем пользоваться цилиндрической системой 
координат. Известно [3], что решение задачи осесимметричной дефор
мации тела вращения сводится к определению одной бнгармонической 
функция Ф (г, г), которая в рассматриваемой задаче удовлетворяет 
следующим граничным условиям:

(г. 0) = (г), 2С//($, г) ֊ /3(г)

з. (г. /) 1г), 2г;М(/?, х) /4(.-)

2б'ш(в, г) /.(г),

— /„(г),
-~(г. 0) = ггДг, /)=0

(1)

Решив бнгар.монические уравнения методом разделения перемен* 
ных, для круглого полого цилиндра функцию 4» (/■, г) получим в виде

•х> эо
Ф(г, Ц -- Ф0(г, г) V Л»(г)։)п>*г £ 2. (г) 1Г„ г)

I I I

(я - Г - /< 0^- -՝ /)

где Ич (л » — функции Вебера

(2)



4 А А Баблопн, В < Ьнояи

(% ') У< г) уо (3* А’) - У, (2* А) /0 (8* А) (3)

/. (х) и Ук (х) функции Бесселя от действительного «аргумента, соот
ветственно, первого и второго родов,

кп

а — корни уравнения

«М0**) = о • (4)

Фо (г, г) = г ( Аг՛ -|- Вг‘ Сг /)1пг)

^д- (֊) Лд. зЬг* г Ад. сЬ?д- г С к За 2$Ь?д- г г £>д- /;■ гсЬ/* г

Rь (г) = Ек Ро (Ц г) + Рд (лд- г) -- 6* /к- гРх (>к г) г /А Ад- г<2։ (/ к г)

Ау О А г) - /0 (/ X. г) Ау (л* А) /0 О* R) ^0 О* г) С>)

Ро('ЦГ) = №г)Ш<)֊4М АуОд-г)

Р՝ {'к а) /։ (/* г) А\ \1-к $) К\ (/к г) /. (/ к 5)

С?։ (а* г) Ц (>к R) А։ (/.д. г) — /։ (/.4 г) А\ (ад. А)

/, (х), К,- (х) функции Бесселя от мнимого аргумента, соответственно, 
первого и второго родов.

Используя обычные формулы для капряадений и перемещений, вы
раженных через искомую функцию Ф (г, г) [3], будем иметь

{г, г) ֊ 4(2 — у) А | 6(1 - АР г
<30

, у ₽’ [(1 2-0/Л֊Лх]с1^дг 1(1 27)Сд-/?х.|хЬалг-
д-1

Ск'/к хс1։3д 2 — Р)к^к I 11^ (?д г)

ОО
V / д ։ Ад- (/ Д г) -г 2 (2 о [6д. Р., {1кг) Нк <22 (/ к г) ] | С05/ к г

1
со

-г.-{Г, А У Й ! [Их-Т-2>/Л.]»11?дг т [Ах 2՝/Сд|с1։Зд г |- 
А--1

, СдЗхсзЬЗдг - Ик Зд 2сЬ£д. г 1Г։ (3<- г) —

4 У у !А4 (/д. г) 2(1 V) [(/\Р2 (/Д г> ֊ /Л(2, (лд г! I ։ 51П/д. г 
Д-=1

2С«(г, г)^1- 1Аг~— У И»', (?,г)[(Д* + О4)скЗ*г- 

Г к I

- (Вк СА бЬ/х- г СдЗддсЬ/д- г — /Л-8д дзЬЗл г] —
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оо
— 2 Ч (1кг)соз>к г 

к^]

<2вп(г, 2) ֊-=2(1 -2у)С [8(1 - 7)714 6(1 2у)В|д }-

оф
{[2(1 2’0 А Да | г [2(1 2>) Ск - Вк] с!А г

Ск'/к г -֊ А/а- хсЬ** 21 1Г0 (։% г) I

ОО
1 ֊2 А {՝>к г) ■ 4 (1 — /) [<7*Я ('а г) НкО..Ок г) ) } «5п>г 2 (6)

Л-1

где
Я О* г) = /0 (/•* г) Кх (/ ;■ б) — (>*г) /х (X* б)

(7)
О2 ('-А Г) - /<| (' к Г) К, (/.А /?) Ки (/ А г) /, (/.* А՝)

В граничных условиях (1) допускаем, что функции 1/,•) можно
представить в виде рядов Фурье и Фурье-Дини |4]

Л(Г) - 2 а, \У^кг). 
к֊\

Л (г) 2 о; ^о(^г)
А-- 1

00
/э (*) ~ 2 соб'л г, 

к=<>
АМ-

оо
У 6՛. СОб'А. 2

Л-0
(8)

оз 
/5(2) - 2с’Аб1пЧ2, 

<•=։
Л(^) =

ОО
>' С;. 6Й1/А- 2

Кроме того, предполагаем, что функции /3, /< и их первые произ
водные непрерывны в указанных интервалах.

Удовлетворяя условиям (1) и имея в виду (8), для определения 
постоянных интегрирования, входящих в выражение (5), получаем 
следующие соотношения:

С=0֊ 5=֊4тГ^)Л
•2Ак + А - 6,; , у- у ?»1Г, а (сьм 1)| = о (9)

/) 9֊,
24б 4- — 4 60 - V & 1Р։(** 5) [А 1- Ск (сИМ 1) 1 ֊ 0

5 1 Аг֊!

Вк = - '2'Ск, Лк = - >а/А - А (2> 4 ^/с1ЬЗА./) 
(10)

'ЧА Ек — 4------------—— А -А — 4(1 — ■') 'ча | Нк
• ч. > к 5
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;* а։
( rltZ;(?pr)</r= ^г1Г;(₽„г)*= f W^"R^ 4 W'^"s} (I3) 

ГЛ * ։

При получении этих соотношений были использованы разложения 
Фурье функций sh;'4■ z, ch/* г, 2sh/*r, zch$*z по функциям j 1; cos j. 

и Фуры -Дини [4] функций р, (ч г), Q։('tH (/ = 0, 1, 2) по функциям 
■l'zoC'.-г)|։ где '4—корни уравнения (4).

Из соотношений (9) и (10) коэффициенты Л, R, /), Д<. /■?.<, А*, 
/'4 выражаются через коэффициенты С*. £)<-, G*, Hk. Для определения 
постоянных С\, D;,y Gf, и Hl. из соотношений (11) получаем следую
щую бесконечную систему четырех линейных алгебраических уравнений:

dnU,. d^,- 5]%^ 4֊ 7;,n
*—1
QO

dnUp- duvP=^htBzt^-<-' 
k 1

(14)

= V скр Lkp t 
м. з

= - f ckpLkp^

где введены следующие обозначения:

[D* -r Ct (chM 1)1- ֊֊^'^֊ Л

(!5)

|ЛshW G (chJM - 1)} = П

A2 J?
1(1 I Rsf^k) Ih I /?/s — 1Л

(16) 
fe/? _ ___
֊֊ [ (1 ֊ /4 I A’S ) H, - ( I A/s + A4.U) = Uk

zkp У-Gb- Л)

z.i7> = 4 I(-»)"(։ </*)] (17)

M,. = ( 1У1
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4(֊i)’^ ^fe/?)Ki֊v)<; Հմ] 
/ MJ 4֊ ՝հ )a 1^, (ßt fi)

4(-iy*.,R IP?(M) 1(1 -V) Հ| /.
՜ / № (Й +Հր V ։յ

8(1 — ՚0<4 Հհ, 
%՜«5 (*; : Հր

I*’’, (.Ն s>
U7, (?./?>

118)

**<„ d„ = 4(1 V) (5„, ֊ -i- ■ ֊
l'p AS[4lp Mp yAjj/vS) I

'■i' A՜ Հ| '/> C'l;i 'Ն 'ՀԿ> ) ~ Դ s '։ Կ> (f'S 4»> - Պ ■.> '> \p I 
$$,■%» — (';, As)"1

Л^Л։ =֊ 4 (1 0 («.,, - h. ) 4- Ւ)(!>՚^4»P Ksr.ipûu,—v>; Ks) 'J

si A?s Հ ;'՛՛.֊ ■

ձր A’՜՝ I., (Հ|;, '«/, — Կ-թ ) *- f.p ՏՕ 1д (ծ2/, ձ „ %, )
՛■.:.■՛ 1

13> յ _  ,ւ/1 \ {^ ՝ : \ ___Լ2[/? ՜ r>՝v ՚ ,Հ^«ւ,Հ; 4(1 OU,.«».) >1^»[^4>_().յ/ք,)-ւ|

4 Ո _  . i Դ?'։ ՏԴ-'ք' )
SlFs Ա 1

S Aûip - 4^_4յ_ Տ տ4» (41/' Կք4. )
Գ>0|հ, X;,As) 1

^=^(^^էհ¥(ւ-տ^)

(19)

.л ։>
Կ> ,7„(Հ at) 2?p >1 ,Հ Л gl

k 1 I’

8vÄ ճԱ”,(Նտ)
1 2v ß„

2?, У և-
Հ֊-2. 1 l'k ՛ ''p

(20)
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Здесь 2 — постоянная, подлежащая определении». Если р четное, то 
Zb- Yk, Lkt> ֊ Vk | М,.{Ук ֊ Uk), а если p нечетное, то ZkP~ Хь. 
L:v Uk - Mlt{Uk — Г*), где i\1P стремится к нулю. Докажем, что си
стема (14) квази-вполне регулярна. Действительно,

1 Ф.-. (‘ " 2'^ ':>■ С'2±\
27? ч. 2 A VC/

11 -Ч
1 + I яs . — U ~2*)%Л ■ 2(1 _ 7>С։" 
/„/?=1п/? s + 1 А'։

4>
2/

-L
■ InA/s

3 4v 

8>.*A’֊

S iM< 
i-l

4a/? 
T"

1 <1Л2")2л /М i 1 ։ R2_
2R '2R ° v’ /.r/?=ln/?/s

о1-| А/з 3-4у
1 “ 1п/?/$ 8>;Я* *” |

где штрих при '՝,-р означает производную по
Решая первые дна уравнения системы (14) относительно С!„ и 

Гр, получим новые коэффициенты Rа„ и 0к>, при неизвестных Хк,>

, akpd'.\ "• bk/.du
l" - + </։։</:> • - - Jr . (22)

Пользуясь оценками (21) н асимптотическим'.! радлгпконнями функ
ций о^р.р) (Z= 1, 2. 3, 4) [5], получим следующие опенки:

аА
2 ^)՝' J73-T47)
Ъ' |

l-7h
>р/? \ ln/?/s 2

(3— 4v)s

со
I а,к

1-֊ 1

а/?
(23)

1 - Vi . 21 । Аф ..о R .
S R \ \nR!s (3 -4՝4s

1 -

Аналогично длч последних двух уравнений системы (14) имеем

■ <'-иФ
1 - 

sh&X

. 4> (1 2՝4М
4- £ / / ?'А1Ш2 ՛ sh:v
<J՝1; % aV՜ i ֊{. ;V sh;y (24)
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Если « выбрать из равенства 
, д» / / _____

ЦЗ=ТГТА' ' ’ Я13֊4’ <25>

•го из (щенок (23) и (24) будет видно, что суммы коэффнниснтов при 
пенапсстных стремятся к пределу (3 4<) . то есть система (И) 
кчази-иполне регулярна. Свободные члены (20) системы (14) ограни
чены. Решая систему (14), получаем кыраження коафсрнцнентон

Ус, 1Л. Далее по формулам (9), (10), (15) и (16) искомые коэф
фициенты интегрирования ՛имрп.-».антся через Х\, ) .. I.Кд по формулам

3(1 2у) м б;.Л’ УЗ * у
4(1 у) ° 2(А ) ЦЯ я “։ ДЯ П

м?)#$ 4*^ * о.а*) 1Л
/(/е-^- Я՜»* Л

4-1

Л 3IV՜ 1 0*^) I у .։ М /п \ у /*/ /9 а; \
Л‘՜ 2МХ |л 2 V да՜) Г‘ 2 V

С. (Л‘ г‘>

о, пиь
— ^’А.՝*д I “

(;, 1'1 ^~ /-А 1 ) У\ : 01 | /?5 Йи— 1) £Д

•■к R I R > — > IRI R $ •хи о к )

И1 (1 -»;^) 17 - (| ^7 ->4^31)

/■) А? (| №;$ —/•» R I Rs 1«-)

г ск 4(1 у)[(1 ֊/И /е7ги) и* ֊(ч I ^г։4֊1)С4| .
и-Ла ~ — —-—г----------------------------- ---- — г--------- —----------------------------։

>1 /?М 4Я| А’5«и•<>< ։

Р.ч'-И 4(1 —•■> '- .1 ][(1 R 5 4-ал^^ц ) 1'1__ (| R ; - ) Ць]
'1К(\7^ '1/?|

՝ г с*

[г«М? 4-4(1 у)чц][(I I ) и, - (» I и ад
4Л(1 Л ։ >1 R I >

, 4(1 - у) |(| + ».* Л5« ) у, ֊ ( | И՜։ - I, /?4,Ц ) С, |
Об ^/։ -4Л) Й4и«и)
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Слсдонательпо, напряжения и перемещения по известным формулам 
будут определены » любой точке полого цилиндра.

Jtitcinrvr математики л механик։
АН Армянской ССР ГГоступида 1 VI 1970
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1Լ մ t|i ո փ ո I մ

/./././//М էսշխւ1141ար11վ4էէ-ւ1 1Որփու1 *1 " I1 երկար՛!! իք flllll [I կքր "նա-
մեք ղրսնի աոանւ/ոի նկաամամ ր ոիմետրիկ '/ ե //ւ որմա t/ի ա փ il ի խնդրի ^14" 
դիիս» րււծումր. երր կողմնային 11 տկերե nւ/flի i//im հաւանի են տեղափոխ
ման ւքեկտր՚րի րաղաղրիչներր . իոկ •/»</ ,րերի '//""՝ Լարման ր աI/աղրիշներր .• 
Խնդիրը յուղված Լ »եարլեի ։/'եի!ողս‘1; Լա Համր ներկայացված /, էեուրքեի և 
'1"ււ րյե-Դինի յարրե րի ղու.'1՝տրի ւոեորուք: 1'նաևդրմ ան դո րծակի ցն ե րի որոյա ֊ 
մր ր1յրվեյ Լ է/ծային հանրա ни յվական ՞ ավաոա( ՛ա մների անվերջ ոիոաեմի; 
1Լ։դաէ{Աւ.էյվսւծ է. որ այդ սիոաեմր ոեղուլրսր ի ե ունի ուոհմանափակ
ազատ անդամներ։

ON A PROBLEM OF A FINITE HOLLOW CYLINDER

A. H. BABI.OYAN, V S. TONOYAN

S u m th ary

In the present paper an axisymmetric problem tor a finite length 
circular hollow cylinder is considered where the vector components oi 
displacement on the lateral surface and the stress components on the 
butts are prescribed. The solution is represented as a sum of the Fourier 
and Fourier-Ditiy series. The determination of the integration coeffi
cients is reduced to the solving of an infinite system of algebraic equ
ations. This system is proved to be quasi-quite regular.
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В. И ПОПОВИЧ. Д. В. ГИИЛИЦКИЙ

ТЕРМОУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ 
ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ С РАЗРЕЗАМИ ВДОЛЬ

ОКРУЖНОСТИ

В статье | 1 | исследовано термонанряженное состояние одно
родной изотропной пластинки с тёрмоизолировзнной дугообразной 
трещиной при заданном однородном тепловом потоке па бесконеч
ности. В публикации [2] рассмотрена задача определения термоупру
гого равновесия изотропной плоскости, содержащей инородное круго
вое включение, когда на части границы включения имеется теплоизо
лированная трещина.

В данной работе определяется установившееся термоупругое 
равновесие неограниченной изотропной пластинки с впаянным инородным 
круговым включением при наличии на линии раздела материалов ко
нечного числа разрезов, па берегах которых заданы смешанные усло
вия на температурные и условия первого или второго рода на мехашг 
веские характеристики, на бесконечности однородный тепловой поток.

1. Пусть имеется неограниченная изотропная пластинка, в кру
говое отверстие которой впаяно без предварительно;։ деформации кру
говое ядро (шайба) из другого изотропного материала. Линия спая 
ослаблена конечным числом разрезов 1,2, •••,/>). Совокуп
ность разрезов обозначим через 1.", дуг спая через Л' (7. -у- Г" = Л). 
Радиус отверстия и, соответственно, шайбы примем равным единице.

Теплофизические и механические характеристики, относящиеся 
к шайбе, будем снабжать индексом 1, к пластинке индексом 2.

На бесконечности пластинки задан однородный тепловой поток 
о,: па берегах разрезов со стороны шайбы известна величина

77 = ?.(') «И <։.1)

пропорциональная нормальной составляющей потока тепла, а со сторо
ны пластинки — температура

гг=?,(п ОС Г) (1.2)

или же. наоборот, на берегах разрезов со стороны шайбы задана тем
пература

Л=Л0) (/££") (1-П
а со стороны ^пластинки величина

^ = А(0 ОС/-") П.2')
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Далее, предположим, что на бесконечности пластинки напряже
ния отсутствуют, а берега разрезов либо свободны от внешних на- 
пряженяй

4"(/) - ='-'(/) 4? (/) = <;?(/) о (/££’’) (1.3)

либо на них заданы смещения, которые без уменьшения общности за
дачи будем считать постоянными (в общем, разными для разных раз
резов)

«։(П- и.Л.1)= vj(/) = =о (1.4)

На L выполняются условия спая и идеального теплового контак
та, то есть

j ^"(о+^(о=е(От-^?(/)=».(п г-ло {t,L.} (15)

«,(/) +ZÜ1 (/)--«2 (/) ։v2 (/) = «(/) f iv (п

I Л/). 4^- 11 L) (1'6)

где /. и ՛.. коэффициенты теплопроводности.
Основания кусочно-однородной пластинки предполагаются тепло

изолированными.
Требуется определить температурное поле и распределение тем

пературных напряжений н пластинке и в шайбе.
2. Известно [3], что стационарное температурное поле в изотропной 

пластинке в случае теплоизоляции ее оснований определяется с помо
щью аналитической функции комплексной переменной

Т-֊ F(z) -ь F(z j (г֊ хЦ-iy — re^) (2.1)

Из (2.1) на окружности единичного радиуса L находим соотно
шения

//•՝•(/)-/77Ö ■/֊ (/<t) (2.2)

//•-■(/) Тг<Г) ■ ֊ (/££) (2.3)

3. Определим температурное поло и рассматриваемой кусонпО-од- 
нородной пластинке для случая грзпнчпых условий (1.1) и (1.2).

Исходя из условия (1.1) и соотношения (2.3), находим

/Ш о.,)
L‘ L’

При этом должно выполняться условие
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В формулах (3.1)

г (О

՛) <Н -У|!(О^ - о

(3.2) обозначено

7">(<) =4 МВ

(3.2)

(3.3)

и

/■'։(£) ֊ функция распределения температуры в шайбе, голоморфиа'Й 
внутри Л.

Используя (1.6) и (2.2), получаем
I

1 Г <р'։՝(0'/'гы
~г 1 I 3 (5 А) (3.4)

л* £'
Учитывая условия (1.2). (1.6) и формулу (2.2), находим

1^(։Г(/)с// 1 (■
1 I ~ г 2՜! ,! I г '

I-

.,՝ 11
Ф а'2’> (3.5)

где (г) 
метр и!.11

функция распределения температуры н пластинке: пара-
определяется помощью известного геплоного потока на

бесконечност и

(3.6)

Здесь а,-, угол, образованный направлением теплового потока на 
бесконечности с осью Ох, </0 - ,

Используя теперь условие (1.6); и формулу (2.3), будем иметь

/ I 
Д’

(3.7)
Соотношения (3.1) н (3.7,1 и совокупности составляют систему 

двух сингулярных интегральных уравнений для определении неизвест
ных функций 7"(;) и т-(з). которые входят в формулы (3.1.) и (3.5).

Решение системы (3.4) и (3.7) имеет вил [4]

Г(0 4- ч г(’> = ^7 (-)֊ Н'Л (*) (<• I, 2; £') (3.8)
где

И4(с)
1___ Г (?) х,. (/) л

‘1-1 х,. и-) ,1
Р'^1 (■*)

֊^г <А-1՛2) (3.9)

1Ст
•' 3 /

7 7

! — г

Под фуцжия.мн

֊«у)‘ ’* (к 1,2) (З.Ю)
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________  Z*

юдрэзумеваются ветви, для которых

lini [г՜՝'1 Х-: (г)] = 1 
|М —

Ino. 1 у» Т.
т* ^г՛ *-т^г <* 1-2’՛ ■'՛’ ±'| (ЗП>

1 .՝?,(') ՛-,?՛ U)(// 

.1 *- =

(к 1,-2-^L.-) (3.12)

ty!‘> !' /<!А Z ՛՛• : U’ ՝• -) ПОЛИНОМЫ.

Для определения 2p постоянных = 0, 1, . p - 1; A—1.2)
служат условия однозначности температуры на каждом из разрезов

( [Г,|Л= О (*=!, ■>.- (3.13)

и соотношения
«4-И

7" : 3 — ?г(6*) {k Ч,-■ ’ ,р\ и։> , = «>) (3.14)

Таким образом, производные от функций распределения темпе
ратуры в шайбе и пластинке найдены. Путем интегрирования нахо- 
дятся функции F\ (z) и /Г. (z).

В случае одного разреза o։6j (о, е , 6. с’"'I при условии, что
Р) const, a ?i(0 0, функции Л։1г) и /’:(z) определяются

Цюрмулами 

где

Хе(г) = (г е“)' l(r ֊֊<' 'Т ' (А 1.2) (3.16)

1 .21 '77 
т' = 5=агс‘к)7=7Г- 4

При выполнении граничных условии на температурные характе
ристики (1.Г) и (1.2՜) задача решается аналогично. В случае одного 
разреза и при условии, что /։ (/) 7\ const, /Д/) О U •- ) функ-



16 Г». I! Пиаонйч, .1 В. Г|>11.ппп.։։»|

ции распределения темпера туры определяются формулами (3.15), в 
которых <։\” след ует заменить на я? , а функции .¥։ (г) и .¥.(г) 
(3.16) переставлены между собою местами.

4. Определим напряженное состояние п кусочно-однородной изо
тропной пластинке. Граничные условия для нерпой и второй основных 
задач можно представить в виде одно!։ формулы

/ ><!>;■(/) :■;■ (/) 1 фн-(0 .. к;.|/■;.(/) ЁДГ)-

-7֊/'Д0 р=4”Л"'(О (А, л = 1. 2; (4.1)

где

«О՞՜'. 4" (!*.)” '. = (<■•՛" = в 2)

'-',‘’(01. Л (0=2/ <-^г~ И

Ф'х" и ՝П' функции напряжений, функции распределения темпе
ратуры; г/ ' — коэффициенты линейного теплового расширения; Еь , ,

~ упругие постоянные; з/', ’ —компоненты напряжений их., хе.—

декартовы компоненты вектора смещения. Индекс принимающий 
здесь значения 1 и 2. указывает на принадлежность данной величины 
к шайбе или пластинке.

Легко видеть, что при п 1 соотношение (4.1) представляет со
бой граничное условие для первой основной задачи термоупругости, 
при ч 2, -для второй [5],

Мысленно отделим шайбу от пластинки и рассмотрим раздельно 
термоупругое равновесие ш. йбы и пластинки с круговым отверстием, 
учитывая при этом, что, согласно условиям (1.3|, (1.4) и (1.5). 
/։й)(’) /Л*) /'"(:). когда за՛ и /Г(:) - Лл>(-^) = 0. когда Г 
(п 1,2).

Исходя из граничного условия (4.1), определим функции напряжений 
для шайбы , '! :1 для пластинки Ф'?\ У" с помощью неизвестной
пока (функции

<”(*) “ А. | -9^՜ С ^Г՜т~ 1'' ■ <։) г՝(0) 1 -I

с

•г,,,.!.«..,.,

֊-лы 4л(0)1 (4.3)
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^^^1-2^".) -г^г к> -т-|{

I ч-<-(..)- 4ф<;>(։)—С^т֊-

/.՝

В формулах (4.3) и (4.4) введены обозначения 
&£> ___

аи.> ф<«)(0), бу> = р4")_ 1)^1; 4- <’] □кУ)

(4.5)
а ,. коэффициенты разложения п ряд при больших | г) функции

Я I
Г.(г) = а‘1’г + а^ 4֊ -֊- 4֊— . (4.6)

Из (4.3) следует равенство
НК ./ЦфА = /,,( (0^ о (4.7)

£՛ г
Для определения функции /4”’(՜) (ЧА') удовлетворим второму 

условию спая на /- (одно условие спая на Л мы уже удовлетворили)

з) <1»;՛ ‘ (з) -г Ф1;՜1 (=) — — ф?" (Г) - 4з ’Ц" Ч И

К: ֊ а; (Г, (=) г 77(4 ֊ I}■ = ■»”";1 П"* (” •

; ф? |з)՜ -֊фу” (=) - у. Ч՛՝^) -лг։|А:.(з) /сЧ |

(ЧА') (4.8)

Здесь 1а-'" и '//" (А’, /п 1,2) определяются формулами (4.2), В 
условии (4.8) следует полагать т = 2, когда п I и т =1. когда п — 2.

Легко видеть, что в первом случае, т. е. когда п = 1 и тп = 2, 
получим решение первой основной задачи термоупругости, во втором — 
решение второй основной задачи.

Удовлетворив условию (4.8), получим сингулярное интегральное 
уравнение относительно функции 

/|п|
^/‘"Чч + А- у / . Л՛ (=) ^'" А> Ь) Г- ус-'1^ 

։,2- ՛■' *-0

(ЧА') (4.9)
2 Ияийиын АН Армянской ССР, Механика. № Ь
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В уравнении (4.9) введены обозначения

[Му։г'."> М'՛^՛)], £'Ч =֊ [£<'

»
М\п> = о'

1 14"’
му) =

Ц/п) 
й՜ 1 *^՛

В случае второй основной задачи тормоупругости (л 2, т 1)
для определения констант .4, ’(/ = (), !,•••,/; —1) служат соотноше
ния (3]

и(л») •

(4.10)
£ " | 1 - т)

,(«0 1 ! • л,/Л”’и ...

С։՞’ = К311։' Л1'4 - | К, Е, (0) ֊ <։',"> |

Решение уравнения (4.9) определяется формулой

/<'->(3) Ц7(-Г (3) Г'*’ (□) (з£Г) (4.11)

где

Ц7<” (г)=— (/‘П'<№ = Х'”՝Ы С '^(М

2г/. (—г 2г/(/(/։| 4֊/у։|) .) X’"’ (/)(/—х)
2.

-֊а;,՞-՛, мл'“'(г) (4.12)

Через -.<'’’(/) обозначена правая часть уравнения (4.9);
<4'2. (г) “ А?'В * 1 Л(։л>2 ~ • • -4- г{" : полином;

под функцией

Х{Л)(«)=П(^՜^)՜’ ' 71 "п («г : = «։)
/-։

(4.13)

подразумевается ветвь, для которой Пт (г) | - 1.
|г( — ■*

В случае первой основной задачи термоупругости (п — 1, т 2) 
для определения постоянных /1<11 ( у = О, I,---,/? 1) служат условия
однозначности смешений на каждом из разрезов [3|

I <>«.. .С/г՛., Ои,]- ^~՛ о (£= I, 2... ,р} (4.14)
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®*т1
[ т|Д+'1? Л “ («ц |)+На4+։)-и (Ы ֊<«(«><,)

(К = 1, 2,- • - СТ^, ! - п։)

(4.15)

Постоянная и՛'1' определяется с помощью первого равенства (4.5).
Учитывая (4.7), находим

1 Г /*я> (0 м 
2т.[ ’ / — г

£’
(4.16)

Таким образом, формулы (4.3) и (4.4) вместе с (4.12) и (4.16) 
полностью определяю! функции напряжений для шайбы и пластинки-

5. Детальнее рассмотрим кусочно-однородную плоскость, ослаб
ленную одним разрезом («1 е~: , 61 — <?*''), берег которого со
стороны шайбы теплоизолирован, а со стороны пластинки поддержи* 
мается при постоянной температуре Го. На бесконечности действует 
однородный поток тепла д,,-

В этом случае функции распределения температуры определены 
формулами (3.15).

Для функции 1^'° (г) имеем выражение

Ш"'т(г)= „<1)г
ъ 1 ’

<Д”
А7(0)

7Д'"^А'/1Чг) ] /

(5.1)

Хк (г) ~

Здесь введены обозначения

С"։) С’1'" О'"
_-Л- ДЛ) - __ _1__ 1֊ Г?՝ ч""- —— №'" = () (5 3)2/!՞? ’ • 2ДЯ) 1 7 ’ 5- 2ГՈ^ ’ :: 1 '

т(п' _ —__------
՛" л^цо)

й 1 ՛՛՛■ 

X-1
• г'"' (5'2)

(7=1. 2, 3)

4Л-1 ’ 2(/;"՛ + /•■")(! й?”)
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х'й’ = ".ц ~ « ,24
х.Й' =« « - »3

(5.7)

7 .л > \к > а(Д՛* 7-’| — коэффициенты 
г функций Х> (г) и 1 .¥О|,(г):

разложения в ряд при больших

Х(г) - 1- •
։»!-*- г *а

1
Л’"'(г)

а(«) а’<">
= г --»<”>+ -֊- + 

։=!••■* “ г г~

(5.8)

Постоянная а<;" определяется формулой

р։| ‘ч '1,, АI
* ■

где
-.(В .

= #> |С<-4֊Ц" д^Л;'°(0)т

-Г 2/уа («V0 ֊ Г1/0) х(,и (о ) у А?֊1 (о!' Хь (0)
.4- ։

4'1 а։л

I I- р,)

£(։Н £<м)

" 1 ~ 1 1 +1-’Л""<0)] <5-10>
Постоянные я{՞’, ’•'1А. , вошедшие в соотношения (5.10), коэффн* 

циенты разложения функций Л(,°(г) и ЛГл (г):

Х"‘ (?) ^4Ч0)|1 : 7.'.'" г-֊ «V0 г-4-• • • |
’ (5.11)

Хк<г) *,(0)[1 4 «иг Чг-1
|«|֊*и

Пример 1. Пусть берега разреза свободны от внешних напряже
ний (л 1, т'2), а в отношении температурных характеристик вы
полняются граничные условия п.5.

В этом случае все величины, вошедшие в формулы этого пункта, 
подсчитываются при значениях п = 1, т — 2.
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Контактные напряжения и на А , а также кольцевые напря
жения в шайбе □!.'* и в пластинке ~'՛ на линии раздела материалов 
определяются формулами

ъ(1) Ке — [1Г| ֊(/)֊ (/)]

(5.12)

МО ,|п>-֊-| О) ֊ 1Г'>֊(/)] (, и

<"(0 ■։Ке|у 1Р!' (р + К,Г,(О) <։«' 5.(0

.-'Те 4Ие| £.(/><"/ . Ь\" -ь-р֊) — (О | '■՛ (П (5-13)

(/€/-)

-<;•(<) 4₽е ֊-1Г"'(0 Л',/’,(0) ֊

<•'>(/)-4Ис Л'3( 6'?/4-6;11-
а (5.14)

При.ччр 2. В отношении температурных характеристик выполня
ют^ граничные условия п.5, а параметры п и т принимают значе
ния: п =2, т 1.

Здесь нее величины, вошедшие в формулы 5-го пункта, следует 
подсчитывать при значениях п = 2, т= 1.

Контактные напряжения ~[г^ (к — 1, 2) и кольцевые напряже
ния в пластинке =<2։ и в шайбе 4՛ на линии раздела материалов опре
деляются формулами

^(/)=Ре[9։ тгД/) = .|т|21 ({) ֊ р։ 1^' (/) |

(/£/-/) (5-15)

<?<:) (/) = Не[2։(0֊1Ч»^(0 I, (0=^(0

•!Г (О = > [в» (') ֊ М/|2) </) ], Ч՜2՜ (0 - (О <5Л6) 
и$Г)

3?)(/) = 4Ке9з՝(/) зЛО. ^(0 = 4Кеи.Г(/) (I Г) (5.17) 

5;?(0=4Ке։Л(/)֊ =.'(/>. (/)-4Ке’2.и) (О « Л) (5.18)

В соотношениях (5.15) — (5.18) введены обозначения

2.(0 = ^4^1 ё-^/ДО) ֊ К.1-,^) (2)

К(г) —р.;Г-'(г)։ (5.19)
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2, (г) 4՜ [ <• Ъ (ОД Цг1 (*) - ~ И
1 л։ '•։

՛«•.. /С, а . I 1 , •/.„
2։(х) = — |ГА-''(г| -֊л />'-՝2 4. -------- -- ------------- ' Л:/<(2) (5.19)

7".’ I " 2 I у<՛

На фиг. 1 и 2 изображены графики распределения контактных и 
кольцевых напряжений на линии раздела материалов при У - 45՜. под
считанных с помощью формул (5.12) (5.14) в предположении, что 
Го = О, а Яо направлен по отрицательной оси Ох.

Цифра „1“ относится к случаю, когда — 1.43, 1.84,

«7*
——- 0.69 (пластинка из алюминия, а шайба- -из меди); цифра .2“
ат

«5 л '1 . «’■/'
к случаю, когда 1.43, и.52 и — —0.75 (алюминиевая пла-

!Ч 5։
стинка и латунная шайба).

Графики напряжений г,, з^՝ и ՛-симметричные относительно 
оси Ох, а напряжений "г. - антисимметричные.

Льиоискяи
государегиенпый уиноерситсг Поступила 2'2 V 1970
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THERMOELASTIC CONDITION OF A PIECEWISE 
HOMOGENEOUS ISOTROPIC PLATE WITH CUTS 

ALONG ITS CIRCUMFERENCE

B J POPOVICH, I). V GRIL1TSKY

S u in in a r y
A solution is presented for the first and the second fundamental 

problems of thermoelasticity for an infinite isotropic plate with a sol
dered—in circular foreign inclusion with cuts along the line of soldering 
on whose edges mixed conditions for temperature characteristics are 
prescribed.

The bases of the plate are assumed to be heat-insulated, the ther
mo-contact between its components on the soldering arcs to be perfect.

The temperature field and stress-conditions in the piecewise homo
geneous element are also determined.
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С. Н. БАБЮК. И. А. цу РИАЛ

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ КОНЦЕНТРАЦИИ 
НАПРЯЖЕНИЙ ДЛЯ ПЛАСТИН С 

КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ

Развивается метод решения нелинейных задач концентрации на
пряжений около произвольных отверстий с гладкими контурами при 
учете кубическ »го закона напряжения-деформации. Дано решение за- I 
дачи о распределении напряжений вблизи эллиптического отверстия с 
учетом трех приближений. Получены выражения для компонент тен
зора .напряжений и коэффициентов концентрации и показано влияние 
физической нелинейности, кривизны контура, величины внешней 
нагрузки на распределение напряжений по контуру эллиптического от
верстия.

В работах [1 3] рассмотрены задачи о концентрации напряжений 
около отверстий при сохранении в нелинейном законе упругости квад
рата интенсивности напряжений сдвига. Этот вариант хорошо описы
вает поведение металлических материалов. В связи с широким приме
нением г- современной технике конструкционных материалов малой же
сткости возникла необходимость учета нелинейных эффектов при ис
следовании задач концентрации напряжений. Здесь развивается метод 
и получено решение задач концентрации напряжений для высокоэла- 
стичиых материалов.

1. Исследуем напряженное состояние неограниченной изотропной 
пластинки с произвольным отверстием, получаемым из отображающей 
функции

л =<*>('=) = А’-г(* = Ге‘ . ; - ) (!)

которая реализует конформное отображение бесконечной плоскости с 
круговым отверстием единичного радиуса на бесконечную плоскость 
с отверстием рассматриваемой формы. Параметры А и а также 
функция /(-) характеризуют форму и размеры отверстия и имеют для

г> а՜^ 
эллиптического отверстия значения: Л —— 

а_6 
а Ь

где а и Л—полуоси эллипса.
Предполагаем, что деформации малы, а материал пластинки под. 

чиняется нелинейному закону упругости [4|

га ' х։г Ъ, Я-Ч Зл*''л +՜
(2)

7.Н {,н т $33 '3Ь1 3// '՜ :4о։ 3?.М °пи ''/■ *зз 3Й-
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где ֊, . 5։/ соответственно компоненты тензора напряжений и дефор

маций, о символ Кронекера, , постоянные, характеризующие ме
ханические свойства нысокоэластйчпых полимерных материалов, нов՝ 
торяющнеся индексы обозначают суммирование.

Выражая компоненты гензора напряжений через функцию папря- 
л?чн։11 Эйри^■Г
и подставляя компоненты тензора деформаций (2) в условие совмест
ности деформаций, получим основное уравнение физически нелинейной 
плоской теория упругости в виде

ДЛГ4аЛ[(Л/-)’|^МА(/'\։Г,.) • 2Р/-7'\ )/(| |-
(4)

+ тЧ^)‘)+«(Г„Л:„Г։п)Д1.+»[А(ДГГ,/Г„) ((4ГуГ„,) ) О 

где՛ занятая обозначает дифференциропапне по соответствующим ко
ординатам.

Приближенное решение нелинейного уравнения (4) для случая. 
Когда бесконечная плоскость ослаблена криволинейным отверстием (1), 
представим в виде двойного ряда по малым параметрам

Г(г, о, а, г) -- V V (5)
։=! /-И

Решение линейной задачи по методу возмущений с учетом двух 
приближений (в ряду (5) сохранялись слагаемые с точностью до ;‘) 
отличается от точного решения [1 3] не более чем на 3%. Решение 
нелинейной задачи для кругового отверстия при этом законе упругости 
(2) дает право с небольшой погрешностью решат- поставленную за
дачу с учетом трех приближений.

Подставляя неизвестную функцию (5) в разрешающее уравнение 
(4), в каждом из приближений получим последовательность бесконеч
ных неоднородных (энгармонических уравнений

(б)
Явный вид операторов £</ для физически нелинейной пластинки с кру
говым отверстием и первом приближении имеет вид

ДАЛ"՛ яД[(А/-" "> )■'] А Г

(1 а- 1_12 
\г'дг ' г
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4 ( — - ֊------- 1., " 11 АГ"֊ "> (— Р"՛ ֊'՝ - X До,оЛ 1 = 0 де
\ г ОгОъ г дъ / | \ г ՝г- г՝ ՝* ) |

Для определении напряженного состояния нелинейно-упругой пла
стинки с криволинейным отверстием имеем уравнение

ААЛ’ 1 7Л[2ДЛ“">ДЛ։ ’•]

Л'л{,)^ 1 Л^”-т \ Л?'.։)

2/_кр" ՛ 1 р ■ \( I, _!
\ Г Г- г ՛- г"

+ 0/՝" ֊2/—"֊ ',/֊֊՝)
\ г иг г՛ и<р /

Л-: ) -2~Н^Г""‘)Л;” +

(8)
д/г..(>,0) /_1_ /г.ь. |> и_ 1 /. <0. ։)\

: р^. /_к ро ъ. . _2_ р.,. Л
\ Г 'г •’И’ / \ Г дг^

Для определения напряженного состояния пластинки с криволи
нейным отверстием (1) необходимо воспользоваться формулами преоб
разования при повороте системы координат |1]. Представляя компоненты 
тензора напряжений также в виде двойного ряда

сс »
= У у аЧЧ<ДА> (9)£г»1 ? кт * *■'

I- I ;-0

и учитывая вид отображающей функции (1), получим напряжения в 
криволинейной системе координат
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ЕЙ 4|'"։’, 2/.'~а>. £^՜*՝—дифференциальные операторы, вид которых 

зависит от отображающей функции (5).
Функции /■’" ?> (?. г4, входящие и (10), представляют собой реше

ние уравнения (6) в виде ряда Фурье, к которых переменные г, г за
менены соответственно на ' я 0.

2. Исследуем напряженное состояние нелинейно-упругой нластнн- 
нллнвтическнм отверстием при всестороннем растяжении. Функ

ция напряжений линейной задачи для кругового отверстия имеет вид [2]

Л(г-- 2|nr) (И)

Подставляя шачсние этой функции и се производных и уравнение (6), 
(7), получим характеристики напряженного состояния нелинейно-упру
гой пластинки с круговым отверстием по втором приближении

4lirr - Inr

/9 \ / 97 I 9 1№»•<՛» 161nV 4lnr) -z,p( 34ln֊r ֊֊ 4- у

(12)
I — 801nv+ In’r ֊ Inr) ֊ V 41nv + ~ 4 + 

%՝ f ՝ л г

-г 4- 4- -у 1пг ) —«"/г ( 41ггг - 4 4- 21пг )

Для линейно-упругой пластинки с эллиптическим отверстием функ
ции напряжений с точностью £• имеют вид

FV՝ h= p^-L-l |COS9?

ИЗ)
F<։i ?’ р (4- ֊ ֊ -ir)cns4? - Inr |

Подставляя значение функций (11) —(13) и их производных в 
fpauiicHHC (S), получим разрешающее урапиеняе для нелинейно упругой 
|ластннки с эллиптическим отверстием

К. АД/'՛' 1' - ip | ■ 7r(4)cos2- = 0 (14)

I Решение этого уравнения представим в виде частного интеграла

И (^'"Г А-:֊-)с«»2-

и интеграла однородного урапнении

: -)cos/nr (16)
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Постоянные интегрирования с,.., сп. определим из граничных ус

ловий па контуре свободного <>т внешних усилий отверстия при

(д £)Г'" | , |*ф֊£)
/-»>.£— А. I г * ՛՛>1 — о

Э: 1 д- I
(17)

где К( для отображающей функции : R ( < -? ) имеют вид

сб520 д $1п2Ь . , п »!■, 4х»я2'(
“7՜ & • Ч -и» Ч (18)

Учитывая (14) (18), получим

н . . в ./20 1пг 2 5 11 \ л /<л./:•«.»» (г, ?) = «^(у—-_4-~1сО52? (19)

Для анализа нелинейных эффектов напряженного состояния при

ведем выражения коэффициентов концентрации напряжений к - .

Учитывая (9), (И), (12), (13), 119), найдем компоненты тензора на
пряжений (10).

Коэффициент концентрации напряжений на контуре отверстия 
имеет вид

4-2- ЮЗр (40а?- ^-ч֊12о) )р-

(20)
Ж)

4гсО520 <:(16сО540— 12)—--, /;9:соя20

На фиг. 1 приведен ко ■ффиннепт концентрации (201 но контуру от
верстия для различных параметров внешней нагрузки, механических 
свойств материала и кривизны контура. Пунктирная линия относи гея 
к линейной теории, а сплошная к нелинейной.

Кривая 1 построена для сжатия при р 120. * - 0.1 10

а = 0.Ы0- ;С 0.1 10 - 0.1 10 •; " 1.5. Кривая II для тех

же параметр^ при растяжении.

На фиг. 2 приведено зиачсни- коэффициента концов грации (20) 
В зависимости от кривизны контура для материала с характеристиками



() KviiiivHTp.iiiiiii напряжений и пластинах с отв«региями 9<)

£ 0.1-1Q-3; а = 0.1 10 л; о = 0.1 10 ш = 0.1 10"» при />=100. 
Пунктирная линия относится к линейной теории, сплошная—к нели
нейной.

(Риг. 2.

Кривая I построена при сжатии, 11 -при растяжении.
На фиг. 3 показано изменение коэффициента конце։։ грация (20) в 

зависимости от величины внешней нагрузки при Он? для 

растяжения и сжатия для различных физически нелинейных материа
лов. Кривая I —для материала с характеристиками ? — 0.1 10՜“;
3 — 0.1-.Ю՜'; о ֊ 0.1 • 10 <; ш 0.1-10 II а 0.110 •»; ? = 0.1 • 10՜ ’;
'. = 0.5 10 5; ю = 0.5 10֊\
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Результаты анализ.։ решений поставленной задачи показывают: 
коэффициенты концентрации нелинейно зависят от свойств материа
ла, величины нагрузки и кривизны контура; для нысокоэластичных 
материалов незначительное увеличение нагрузки приводит к сущест
венному уменьшению коэффициента концентрации в наиболее опасной

точке контура; учет нелинейных эффектов приводит к выравниванию 
поля напряжений в зоне концентрации; коэффициент концентрации и 
отличие от другого варианта нелинейной теория упругости [1 3] 
имеет разное значение при растяжении и сжатии.

Ннсшгуг МСХМНИК11
.АН У краппе г. ой (.'СР Поступили 20 VII 1970

II I. П11,|ЧИ11'1|, I՛. И. ОПМ’ЯШ.
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ըււրէււ.մն1ւըի Iftt'li 1/հն <щ> mt) ի ա փ il'iiui/l'h իընե քի [ածման հւյանա1[: Ill'll ւյ ի [•• 
ներր լւհծյհււմ հ՛հ փււրր սյ աըամ հ ա րի մh [d այ и if : Hjtujhti <>[է[էնա1ք ՚յ ի ա ա/'//'/ >'<'! 
Լ 1քէւ[ւաէ[խ} սւնէքյվէ il и ա լա րա ,մ ն հ ը/l 1[մհ ք]են ա ր Ш էյի այքւ մարէին քէէ4էէ[[*Լ» /"'՜ 
ծա մը t

liiiijlj Լ utfnfin՛} 'hu[t Լաււսւատանների հ արաաքին ըևւփ մեծաքմլան 
ա ւոեււըի աւ/ւլհքքէո թ [ան" [արա մնեըի 1[րրնւքենսւըաււիա[ի ւ]րա:

NONLINEAR PROBLEMS OP STRESS CONCENTRATION 
EOR PLATES WITH CURVILINEAR HOLES

S. N. BAB1UK. J. A. CIURPAL

S u in in ary

The paper presents a method for solving problems of stress concen
tration near arbitrary holes without corner points with an arbitrary 
stress field on the infinity for a new variant (the cubic law) of nonli
near stress-strain relations. To solve the nonlinear equations a combi
nation of the method of disturbance of the boundary shape with the me
thod of small parameter is employed.

As an example the problem of stress concentration near a curvili
near hole is considered. The effect of physical nonlinearity and of the va
lue-of load on the stress concentration along the hole boundary is also 
studied.
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Р. Е. МКРТЧЯН

БОЛЬШИЕ ДЕФОРМАЦИИ НЕСЖИМАЕМОГО УПРУГОГО 
ТЕЛА, АРМИРОВАННОГО ОДНОНАПРАВЛЕННОЙ 

СИСТЕМОЙ УПРУ1 ИХ НИТЕЙ

На основании общей нелинейной теории упругости [1, 2] иссле 
дуются некоторые свойства сплошной несжимаемой упругой среды, ар* | 
мированной строго однонаправленной системой тонких упругих и не-^ 
сжимаемых нитей, имеющих значительно более высокий модуль упруг! 
сти, чем окружающий их материал.

Принимается, что указанная среда по направлению нитей разно] 
сопротивляется деформациям растяжения и сжатия.

Рассматриваются задачи растяжения и симметричного расшнре-1 
ния круговой цилиндрической трубы и цилиндрического изгиба прямо- | 
угольного параллелепипеда, армированных по кольцевому направлению. । 

Метод нахождения связи между напряжениями и деформациями н; 
рамках линейной теории упругости в зависимости от механических 
характеристик упругой среды и армирующего материала можно найти 
и работе |3].

1. Представим однородную упругую и несжимаемую среду, арми
рованную строгонаправлепяой системой тонких упругих нитей из не
сжимаемого материала так, что нити заполняют эту среду всюду рав
номерно. Тогда можно принять, что композиционный материал одно
роден в том смысле, что его упругие свойства одинаковы в каждой 
точке, при условии, что оси, к которым эти свойства отнесены, ориев- 
гировапы соответствующим образом. Пусть такой системой координат 
является 0,, С, 'где одно՜ из &л{к — 1, 2, 3) совпадает с направле
нием нитей.

Пусть каждая нить идеально тонкая, абсолютно гибкая и нс обра
зует каких-либо неправильных перегибов. Нити достаточно близки 
друг к другу и прилипают к среде, в которую они внедрены, так, что 
возможность скольж< пия какой-либо нити по отношению к примыкаю
щему материалу исключается.

Как похь.и. иают эксперименты, подокно в композиционном мате-, 
риале, если выдерживает сжимающую силу (не считая всестороннего 
гидростатического давления), то вследствие возникновения некоторой 
формы неустойчивоеги оно теряет прямолинейную форму и оказывает 
меньшее сопротиЙЯгние, ч м при растягивающих напряжениях.

Тогда можно предполагать, что выражения функции энергии де
формации материала при растяжениях и сжатиях нитей различны.
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Так как нити тонкие и расположены достаточно плотно, то мож
но принимать, что композиционный материал трансверсально изотро
пен по отношению к направлению нитей. Тогда функции энергии де
формации, соответствующие растяженным и сжатым нитям в дефор
мированном теле, выражаются [2]

1₽ _ «7 (/ Ах։> К.)
(1.1)

Ц7- = /., к1։ КА

|где /։ и /2—инварианты деформации.
Если, например, нити имеют направление 0_2, то

'•(Ц) ~ Ч/О ~ Ч/ '1 8н&/1

^ = 4-<6’о-^ И-3)

п й։7 — ковариантные компоненты метрических тензоров нсдефор 
мпрованного и деформированного состояний соответственно по отно
шению к ортогональной системе координат ГЛ, — тензор деформа
ции по отношению к системе

Если известно деформированное состояние тела, то напряженное 
гостояние определяется н зависимости от знака ; ,2 (если нити имеют 
Направление 0„).

Когда > 0 (нити растягиваются.1, то компоненты контрварнант- 
I ноги тензора напряжения соответствующие функции Ц7 . опреде
ляются выражениями [2]

-.’7=ф 8֊> + Ч + Я" р С’ + ^М“ \ !Ч՝! (1.4)

где
Ь 2<ЛГ ։г

()1Х О1,
_ 6,117 А ' - ^2 

ОК, ' ‘ <>К.

/3{/ = /։§ч — о" 6г, (1.5)

М" дч2„ .V' М;', +Л?;,։)Тм

индекс х принимает только значения I и 3.

А"' = —| (1.6)1ГИ (/Г г>0։ / 7

и СЧ крнтрвариантныс компоненты метрических тензоров нед<- 
формированпого и деформированного состояний соответственно отно
сительно подвижной системы координат (/'.

3 Иэассгин АН Армянской ССР. Механика. V 6
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Аналогичным образом определяются компоненты напряжений, 
соответствующие функции № (т£;<^0).

Если 7՛,, в пределах тела меняет знак, то из уравнения

<> (1.7)

можно найти поверхность (линию или область), разделяющую зоны 
растяженных и сжатых нитей.

2. Рассмотрим задачу растяжения и симметричного расширения 
круглой цилиндрической грубы, армированной по кольцевому направ
лению.

Пусть труба деформируется:
а) простым растяжением с коэффициентом растяжения
6) однородным раздуванием, при котором внешний и внутренний 

радиусы трубы л։ и а., переходят в г։ •д1а1 и г2 - р..«.-..
Для определения деформированного состояния в качестве подвиж

ной системы координат (•’ выберем систему цилиндрических координат 
г, % У:\ так, чтобы координата </а совпадала с осью трубы. Система 
9 совпадает с цилиндрическими координатами недеформированного со
стояния '՛ = х3 = //з/л.

Метрические- тензоры деформированного и недеформированного 
состояний трубы относительно системы г, 9, у3 будут |1]

(ч.
10 0
0 г 0
О 0 1

/?
0°

0 0

5.-/ - 0 0-г- 0

0 0 — 
1’

Из (7) и (8) находим

1 0 0
0 1/Г- 0 . С г=
0 0 1

0/ - 0
(2.1)

0 - 0 . « = г-

0 о ).с

дГ #>' 1
</9 ' <-)(/ - 'тп ' ‘83՜ 2 (2.2)О

где и г0- радиусы разделяющей поверхности областей растяженных 
и сжатых нитей до и после деформаций. Из (2.2) и из условия 
несжимаемости получаем

= к. = («; -г '• <г. — а ■ 11:)

откуда

(2.3)
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Из условия несжимаемости получаем зависимость между «4 и

____________________ (2.4)
1 , 1 г . , .. , ,.7Г 1/ Т «>4«;.)

Исследуем деформированное состояние в зависимости от '.з, и
Как видно из (2.3), если / 1, то все нити в трубе растягивают

ся или сжимаются в зависимости от того (или >с.) больше или 
меньше единицы.

Если 1 > /0, то
а! при г0 > /-| - а։р։ или 1 (следует из (2.3)) все нити и тру

бе сжимаются. Тогда на основании (2.4)

Так как р2 положительное действительное число, то

а՜ 
> >1

°1

б) при г() г... - или |ч 1 все нити в трубе растягиваются.
Тогда

I . "I . ... . ? 7՜ 11։._| Т(О;А

в) при г։ г0 > г или одновременно >1 и р-н 1 но внешней 
части грубы нити растягиваются, а во внутренней сжимаются. Ука
занное условие на основании (2.4) можно написать в виде

К '*<!՝*< „, I т“':'-

ИЛИ 

. ՝ 1 , '~.Т 7՜
1 I — (<ч'-«1 -г«;.)

Если 1, то
- ! — ]

а) при г0=а, [/ - — 1— г։ «։ или 1 все нити растя

гиваются,
6) при г о - ". г2 — а2 р֊. или ’Л..«=:1 псе нити сжимаются,
в) при г։5>г0 /2 или одновременно }4<^1 и во внутрен

не:՛., части трубы нити растягиваются, а во внешней—сжимаются. Это 
условие можно написать в виде
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Рассмотрим случай- когда труба выворачивается наизнанку. В этом 
случае / отрицательное и значение г(„ как видно из (2.3). всегда дей
ствительное.

а) При г(| г, о,;*։ или 1 все нити растягиваются,
6) при г0 г., (/„«х. или р.. < 1 нити в трубе сжимаются. Тогда

согласно (2.4)

Ь <77 | Т (о*' +

Так как р действительное, то *

I։) когда или одновременно р։ \ 1 и >1, в трубе
возникают дне зоны, где но внешней части деформированной трубы 
нити растягиваются, а во внутренней сжимаются. Тогда имеет место

Если а какой-то области трубы нити растягиваются, то из (1.4). 
(1.5) и (1.6), подставляя туда значения М':՝ 1 >а, К 0. /\'6 О 
(так как у., у... — ՛, ’> = 0). определяем компоненты контрвариаптного 
тензора напряжений

7--Л--Ф1 -I (о«+ ^-)ч + -р+
_ -.41 — ֊(.' П 

* — 4- • м

Неизвестная функция р определяется из уравнений равновесия

Й „ ..<ЛФ (Д-:0фг ՝>֊-
(Ь- ' к- \л / г \ '• О' /

о
<70 ду^
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г։~ г0 при существовании в трубе обеих областей растяженных и 
сжатых нитей:

г, ~ Гц если все нити в трубе растягиваются.
Из (2.6). подставляя значение /Г в (2.5), получим

-П = Н - д+ (г)

Г-^Н' Л (Г) (£Л)фч(| ֊<?=)"• :֊^Н'

(2.8)
■ <■=-// /. (г)+(Т֊֊£)ф*-(֊^ -Х)'1"*

-31 _.-Г2 - -■-’՛՛։ = О 
' + ՛ +• •»• м

Для области сжатых нитей напряжения выражаются аналогичными 
формулами.

Если в деформированной трубе все нити растягиваются (сжима
ются'. то постоянная II (77 ) определяется

/7' = А\ = Ь (г-.) - R,

Н- = Е. = Г{г.^ R.

где и А - нормальные напряжения на граничных цилиндрических 
поверхностях г = г} и г — г«.

Если в деформированной трубе возникают обе области растяжен
ных и сжатых нитей, то можно принять՜ что труба состоит из двух 
различных слоев. Тогда для постоянных /7 и 77 из граничных ус
ловий и из условия равенства напряжений на разделяющем поверхно
сти областей растяженных и сжатых нитей получаем [4]

если >■ <Г 1

И =/?։

/7՜= А\ - Г (г,-( ) = /?_.+ 7/ (г2) 
если X Ъ-1

/7 А\

Н - R, /-“(г») = R.. £ (Г.)
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3. В качестве другого примера рассмотрим задачу цилиндричес
кого изгиба прямоугольного параллелепипеда из рассматриваемого ар
мированного материала.

Пусть параллелепипед в недеформиропанном состоянии ограничен 
плоскостями

л՜, — «։, — а (а։ (г.1

л֊.. • Ь, ГС

Здесь (Т, г>:. Ь.) — (л։, х... л-3) прямоугольные декартовы координаты 
недеформнрованног.о состояния, где нити имеют направление оси л..

11усть параллелепипед деформируется симметрично относительно 
оси л։ так, что

а) каждая плоскость, нормальная к оси л-։, после деформации 
становится частью круглой цилиндрической поверхности с осью х3:

6) плоскости, первоначально нормальные к оси х... в деформиро
ванном состоянии проходят через ось х3;

в) в направлении осн х3 происходит равномерное растяжение с 
коэффициентом •.

Для определения деформированного состояния выберем систему 
цилиндрических полярных координат (г, \ у3). Тогда координаты точ
ки не деформированного состояния выражаются [1|

*։=4՜ Аг‘ ■ ֊-21 
3 ~ , (3.1)А ’

где

/1 =
4а

77
а2Г| ц 

г\ г.
о։ — а2

(3.21

радиусы граничных цилиндрических поверхностей деформи-
роваиного тела определяем из тензорного преобразования

В а о

и

№ А֊ Л? ,
ь'л’б дх* *тп г'- 2>՞ *

Подставляя сюда С?5 г и §.... ֊= / ՛ А‘ [1|. получаем

-•= Т0Т1֊1) <3-3’
Из (3.3) и (1.7) находим радиус цилиндрической поверхности, 

разделя։о1ней области растяженных и сжатых нитей

г0 = (3.4)

Й* -
В рассматриваемой задаче возможны слсдукинис виды деформи

рованного состояния:
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а) селя г.. > , то все нити в деформированном теле растягива

ются:

б) если г,’5? то все нити сжимаются;

и) если д г.., го нити. расположенные в области, заклю

ченной между поверхностями г г1 и г--/,., растягиваются, а в осталь
ной части тела нити сжимаются.

Для области растяженных нитей компоненты тензора напряжения 
определяются из (4). (5) и (6)

/ >'г \
«. '=)’ф+ ( ֊ А2 г։ ) ՝Г гР"

\А-г՝ / '

-23 _ -31 , -։.• _ о

Уравнения равновесия в данном случае имеют вид

4 - _ й. _ ±1 О
</г՜ г ’ г/0

После интегрирования первого уравнения (3.6) находим 

(3.5)

(3.6)

(3.7)

где /7 постоянная 

^֊)(ф‘г;-ч4н |л-

г = гр если все нити растягиваются, и г. = г0 при наличии в теле 
обеих областей растяженных и сжатых нитей.

<11, 1 <И, /А‘г 1 X <»; </■;,. Л->
Так как г/г 2^ ֊А֊) |1| и —

(следует из (3.3) ), то

Л + 1ГМ Г'Ю)
’ \ г 0^ (1г ՛

(3.8)
Подставляя значение р՜ из (3.7) в выражения (3.5), получим
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Д Г (г)֊ Г (г. ) -г Н

аг
(3.9)

- -^)("՛) 

г» т3’ хж ?»» = о
В области сжатых нитей напряжения выражаются аналогичным 

образом.
Если пос ле деформации нее нити в геле растягиваются (сжимают

ся). то постоянная // <// > определяется

// -А>,«1Г/ (,,) 1Г(г?)

Я’ = Л, 17-(г.) 17 (,:) R,

где А\ и А\. нормальные напряжения на граничных поперхностях 
/• г։ и /• гв соответственно.

11ри наличии обеих областей ргстяхспиых и сжатых нитей прини
мается. что тело состоит на двух слоен. Тогда для определения по
стоянных 11 и /7 получаем (5|

Н =/?,

И ' А’, В^(г0)- Г 1 1Г-(г0) 1Г-(га)
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LARGE DEFORMATIONS OF AN INCOMPRESSIBLE 
RUSTIC BODY REINFORCED WITH ONE-DIRECTIONAL

STRUCTURE OF THIN ELASTIC FIBRES

R. E MKRTCHIAN

S u m in а г y

Some properties of a continuous incompressible elastic body rein
ed with a strictly one-directional structure of thin elastic fibres are 

investigated on the basis of the general nonlinear theory of elasticity. 
The fibres have a much higher modulus of elasticity than the 
Surrounding material. The resistance of the material to deformation 
of tension and compression along the fibres is assumed to be different.

The problems of tension and symmetric expansion of a circular cylin
drical tube and of cylindrical flexure of a cuboid, both reinforced in one 
direction, are dealt with as well.
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К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ПОЛЗУЧЕСТИ НАСЛЕДСТВЕННО I 

СТАРЕЮЩЕГО ТЕЛА

1. Следуя теории наследственного старения |IJ в качестве исход
ного физического соотношения между деформацией ; (/) и напряжениеч I 
= (/) в одномерном случае примем

£(/)з(/)-(1 -I £*) = (/) или 40 ֊С (1.11

Для операторов К* и R' имеет место
I

к-)' -I-/?*, = \H(t, -.)! (1.2|

t. 'i

/:(/) зависящий от времени I модули упругости в форме Я

£(/) ^’.(П-М1 ДО], 0<;<1, ,( 1-0 (1.3),

/0 — момент начала загружения.
В предположении неизменности коэффициента Пуассона во вре

мени (•/ - const) исходными физическими уравнениями для наследствен
но стареющего тела, обобщающими (1.1) на случаи пространственного 
напряженного состояния, будут [1, 2, 3|

(1-/?*)£ (/)5/у=(1 7,//:-|,2,3 (1.4)

=,7 и составляющие деформации и напряжения соответственно, • 
символ Кронекера. По дважды повторяющемуся индексу выпол

няется суммирование.
Граничные условия примем и виде

а'7л> = П на ui = и' иа О-5)

где 5Г и Su— части поверхности тела, на которых заданы соответ

ственно усилия 7"i (t) и перемещения и/(Z) (в частности, Sr или 

могут отсутствовать), п, — cos (п, х, ), п нормаль к поверхности.
Ввиду (1.3) и переставимости дифференциальных операций по 

координате с интегральными по времени основные соотношения, необ-1 
ходимые для полного описания напряженного н деформированного 
состояния рассматриваемого тела, можно представить в следующей 
форме:
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обобщенный закон Гука

‘О + *)*/; «Л; <1-6)

уравнения равновесия
х ^^. = 0 О’7)

геометрические соотношения Коно։

^К;
граничные условия

°//л/ = Т'{ на 5Г. «/,= //; на $„ (1.9)

Здесь

-/? ■) '.(/) г,-,. У/ = (1 ֊ Я՜'•'-(/) п.
(1.10) 

^.)-ду{1дхр '-ц.}^дзц1дхр у\ = 0 -£*)-(')<<

/՛ (10 — составляющие Объемных сил.
Рассматривается квазистатический случай—инерционные члены в 

уравнениях равновесия опущены.
Система (1.6) -(1.9) содержит время / неявно в качестве пара

метра и по форме совпадает с основной системой уравнений соответ
ствующей упругой задачи. Отличием является лишь то. что входящие 
п исходные уравнения аналогичной упругой задачи деформации и 

перемещения и։ заменены в ней обобщенными деформациями и 
обобщенными перемещениями yt соответственно. Поэтому решение за
дачи ползучести наследственно стареющего тела, подчиняющегося 
,(1.4). с граничными условиями (1.5) может быть образовано из реше
ния соответствующей упругой задачи зам- ной в нем величин г.,, и., 
«'• на ;//։ у։- у՝'. соответственно. Определив таким образом ;ri и ц., для 

искомых в случае ползучести деформация г., и перемещений и. ввиду 
(1.2) из (1.10) имеем

*«=vjjy<l к»)?..,, «‘)у, (1-11)

Составляющие напряжения ';j определяются из уравнений (1.6) 

=„-֊2Go=f> + 'oSMV ^-£,/(2 2»). ^*2S»»/(1 2-<) (1.12)

Приведенные заключения представляют вариант изложения прин
ципа Вольтерра [2]. обобщенного Н. X. Арутюняном [1| на случай нас
ледственно стареющих материалов.

В задачах ползучести, в которых граничные условия не допуска
ют формулировку определяющих уравнений в терминах обобщенных 
перемещений у{ и деформаций ?, (например- к случае упруго-податли-
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вых связей на границе), отмеченная аналогия с упругой задачей не 
имеет места. Решенн՛. гаких задач при пеиннариаНтных но времени 
ядрах наследственности К(1, представляет известные трудности, 
возможный путь преодоления которых продемонсфнровап ниже на за
даче о прогибе паслсд! твенпо стареющей пластинки из упругом оспо 
ванин при специальном выборе ядра А'(/ ).

2 . Примем г качестве ядра наследственной ползучести

А'(/, -)=Ч/о)Э.(3; ?(/)-?(:))?'(:) (2.1)
где

гтв И>°)- °г1'։^ (2'2)
Э (3; г) экспонента дробного порядка Ю. Н. Работйопа |2]

Э.<?։ Л = V (0<г 1-М. ?<0) (2.3)

.4, 13, 2. 3. у. (/0) определяемые из опыта реологические пара
метры.

Введением по А. Р. Ржаниныну [3] условного времени ядро (2.1) 
преобразуется к разностному. Полагая

М(О֊Ш « = <?(-)—?(М (2.4)

получим (1.1) и виде

/.(О [1 „ли з(/) - р. •лэ;(з։)Г/.(н (2.5)

Здесь
л

3; (?)/«) [э.(?; з)/,(0- ։)А (2.6)

И

/ (/) -£(/);(/),;'. 3— /։ (г) = / |/(г)], зависимость / (г) достав
ляется решением г ?(/) с(/0) относительно (.

Представление исходных соотношений в форме (2.5) допускает 
эффективное использование алгебры операторов Э‘(3), свойства кото
рых хорошо изучены \2, 4]. В частности, г; (2.5) учтено соотноше
ние [2]

[1 *э;(р)Г’-1 'Эйз,) (2.7)

Ядро А’(/. ") в форме (2.1) — положительная монотонно убываю
щая с ростом / ' функция, асимптотически стремящаяся к пулю. В
момент /=՜ пря обладает слабой особенностью типа
Абеля. С ростбй ' функция влияния Л'(/, ՛) приближается к инвариант
ному во времени ядру К(/ -) = хЭ (3; I ՛■), характеризующему
упруго-наследственную реакцию материала. Множитель х--(^) в (2.1) 
определяет предельное значение деформации ползучести и согласно 



0 ползучее։։« iiir-ie.icTMHiio стареющего геля 45

экспериментам с увеличением /, убывает. Винду (2.4) таким же обрл- 
гарм при < t„ - const ведет себя условное время 0. Это приводит к 

тому, что более поздним моментам начала загруження при/ /0 const 
отпевает меньшее значение функция ползучести К 1 - .*(/„) Э*{3) I.
■Особенно интенсивно этот процесс старения происходит н ранним 
;;йоэрасте при малых значениях Старение материала характеризуется
также монотонно возрастающим модулем упругости Е(1) (1.3).

Кривые простой ползучести (з const), соответствующие 
различным началам нагружения /0, в случае ядра (2.1) не обладают 
подобием. Последнее имеет место лишь па участках, соотнетсгвуичцих 
достаточно большим значениям t.

Таким образом, ядро K(t, -) и форме (2.1) иписынасг основные 
сноПстш! упруго-ползучего материала, обладающего наследственностью 
н старением [ I ].

Реологические параметры, входящие в (2.1), можно получить в 
результате обработки трех кривых просто։) ползучести, построенных 
для трех различных моментов начала загружен): я Л . 17 1, 2. 3).

С учетом соотношения [4j lim Э’(/)-1 - — 1/г при э и t
• с • ~

имеем мн (2.5)

z(o-) = (l-x/3)3o (2.8)

Предельные значения 7. ( ) снимаются с графиков зависимостей 
/а(0-^(/):. (И- »лученных по экспериментальным кривым для ъ'(1) 
п £’(/). Из (2.8) непосредственно следуют отношении

•(/ ) = 1 Л < /. / = 1, 2, 3 -
*(М 1 Zi(»)=o /=/

Пусть f,^>t , — относящиеся к трем различным кривым /, !./) мо- 
менты времени, реализующие условие

?(',)֊?•'<»։) = ?«■) ֊ ?('«) - r(G> ?(/.□) (2.10)

С учетом (2.5) и (2.6) ввиду (2.10) имеем
[° I'Zi Uj) ՛ Зо 1| ■ '՛ (Ан1 ~ IZt (С-): Зс 1 i^(M — I/» (G) Зо И՛7 Рю)

(2.11)
Если МОМГНТ /| выбрать произвольно. то моменты /. И G оирсле- 

ГЛИ1ПГСН из .соотношений '2. И) с использованием (2.9) по графикам за-
Яиснмостой 7֊< (Л) »» /J0 соотметстнснно.

Дна уранисиия (2.10) определяют параметры /1 и />. характеризую
щие старение наследственной реакции материала.

Параметры т, /. ■■ могут быть определены затем по любой из 
Ириных /,.(/) по формулам, установленным в работе |5|.

Обработка серии кривых простоя ползучести бетона (з 1) 
[6]:с началами загружения /<п 3, I. 7, t,;,} 28 суток дала следую-
Щнс значения параметром
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А 191 су;/и՜., В — ֊1.6 гут.. 7 ֊ ОЛсут.. >— 0.0266 сут.I

х (/<„) = 0.295, х (/0։) = 0.226, х (/01) = 0.114 сут~"\

В табл. 1 приведено сравнение экспериментально полученных /Д1) 
с вычисленными по первому уравнению (2.5) при найденных значениях 
параметров. Совпадение результатов удовлетворительное.

Таблица /

է (с;/ тк и) 3 5 7 н 28 60 ‘Ю 150 210

расчет I 2.66 3.61 5.37 7.։ 9.04 10.0 10.96 11.4
7л опыт 1 2.8 3.5 5.8 7.9 9.2 10 11.7 12.1

расчет 1 3.1 •1.81 6.74 7.67 Տ.56 8.92
/.5 опыт 3.1 5.0 6.3 7.4 8.5 9.2

7.3
рдсчет լ 3.06 3.89 4.64 4.93
опыт 1 3.0 3.70 •1.5 4.9

3. Рассмотрим задачу об изгибе пластинки на упругом основании 
под действием поперечной нагрузки в предположении, что материал 
пластинки наследственно стареет по закону (1.1). Определяющее урав- , 
некие для прогиба ս՛ образуется так же, как и в упругом случае [7|*Я 
и имеет вид

/Հ (1 - Л?*) : (/) £ш = у ֊ Аш (3.1).

Здесь Լ линейный дифференциальный оператор по координатам, 
</ интенсивность поперечной нагрузки, к" коэффициент постели, 
цилиндрическая жесткость /Հ 1 12 /^А3/(1 -г), А — толщина пла
стинки.

В случае ядра наследственности (2.1) с учетом (1.2), (1.3) и (2.5) 
уравнение (3.1) принимает форму

/Հձսւ - к [ 1 /Э (|ш ~ [ 1 хЭ; (» | ч /Հք (/) /ЛР (3.2)

В нулевом приближении можно пренебречь изменением во времени 
модуля упругости и положить /£(?) (' 1 7 0). Ввиду (2.7)
имеем из (3.2)

/Հ11 — хЭ; (&) I ձայ ֊Ւ к и.՝0 =■ ց (3.3)

Согласно принципу Вольтерра |2] решение (3.3) получается из 
упругого решения задачи [71 заменой и последнем жесткости Լ) ее 
операторным аналогом /Հ |1 Հ~). (3։) | с последующей расшифровкой
по известным правилам |2| образонавшейся рациональной функции 
оператора Э (/,).

В частности, в случае равномерно распределенной нагрузки ин
тенсивности (/ (7) для прогиба прямоугольной пластинки согласно |7] 
(стр. 304) чГмеем
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Здесь

~ ,*[ • ։zm„, остальные обозначения те же, что в работе |7|.
Переход от истинного времени t к условному 0 и обратно обес- 

1И&ают соотношения (2.4) и (2.6).
Последовательно для р-•приближения (р — 1, 2, ••) получаем

dj.w,, *[1+г.э;(?))в.,= п - <■);(?)]</ /?„■; (о и՛,., (3.5) 

'Решение (3.5) осуществляется так же, как решение (3.3)

% = 2 (2..<п (л*, j/)[i ■՛,֊ (.^ш) I д1։ (о (з.б)
ш. пхе], И. 5....

7,(0 <?(0 +• Z>o(l — z^’(/) I 7(0 LwP I (3-7>

Для погрешностей ^w.\j 0, /») из уравнений (3.2), (3.3) я (3.5)
имеем

/2оЛА«»0-г А[1 /Э' (r)Rtt’v = Ц>7 (О (3.8)

~ А* 11 ; иЭ, (/) | -/207 (7) £Au՛^ (3.9)

Прайме части (3.8) и (3<9) играют роль нагрузок, вызывающих 
прогибы Д;о0 и Ап՛ соответственно.

Для каждого момента ( прогиб Аи>(| пропорционален ;. Следова
тельно, Ди»—-,՛՛ ’ . Параметр՜, ֊ 1 быстро убывает со временем. На

пример, для бетона в возрасте / — 6 суток •; ^0.4, при / 10 суток
К^0.2 [6). Поэтому имеющая место сходимость процесса приближе

нии с увеличением / ускоряется.
Квадратуры, входящие и (3.6) и (3.7), могуть быть реализованы 

численно. Соотношения (2.3) и (2.6) обеспечивают представление

I
Э;(?)/(/) = &' (л-Г, (։. /Гх')/։(0֊'Ю^х (3.10)

где

' Ï | [ (а+1)(п + 1)1
п—II

[числение (3.10) осуществляется приближенно но формуле

Э;(г)/(О-Г/ 2 ?û'x;)/։(û -ОхН
А—I
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Коэффициенты /Ъ н узлы интерполяции xt приведены в’Я 
[8], таблицы значений функция Г։(з. г) содержатся н работе |9],

Авторы благодарны М. И. Розовскому за обсуждение работы.

Дпспрапстромс кий гирпий 
институт 11<к՛ гупилл 5 VI I1

О Վ. I'OI'VI’IL 0. И IIM.UR№ib

dlHHIl/MUillb UIHT 'HI'K irilril bp Illl'I.Pb հ.ՆԴ1՚ՐՆ1յ1'Ի 
UiMitriu» շու՚ր^ւ:

(Լ if ||| II փ Ո I |ք

Hl lift։ մնաււիրւիււ մ Հ h/ակհաային հաւքաււ ա րա մն I. րի և Ufiil

մ in'll h հրի iijuh >րւ niuաճղական Ah ւոկԼ ր ււր՚ւմ fJ nt [քԱքԱքրՈդ, ձհրաւ/iiq մսւրմ\ 
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թ լան .աաակ կորիւյ, ււլալմ ան ական ժամանակի նհ րմւռձ մամ ր &&•
կերսրիոմ Լ ihu. ե. I! արստնու/ի կոաո ■ ակալին կարւ/ի Լյ/ււսքոնենւոալիւ 1Լ 
u/hu որինակ 1/իաարկւքսւ՛} Լ աււաձզական ՜փմքի '[րա if nA։ էիւ էլ <1հրաէյււկ <ււ 
/ի ձէւման իւնղ ի րր I

ON THE HEREDITARY AGING BODY ANALYSIS 
FOR CREE?

O V. BUGRIM. E. S. 3IXAYSKY

S ii hi in a r y

A special nonii.variable .. itb respect io time heredity kernel is pr 
posed for the description of creep of the hereditary aging body. T| 
introduction of conditional time transforms this kernel into Rabotnov 
fractional exponential function that allows to solve the problems, 
hereditary aging creep by means of the hereditary elastic theory» T| 
problem of bending of a hereditary aging plate on an elastic base is w 
sidered here as an Illustration.
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Р. А. МЕЖЛУМЯН; Р. Ш. СОЛОМОНЯН

МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНОГО СКОСЙЯ 
ПОТОКА ЗА КРЫЛОМ КОНЕЧНОГО РАЗМАХА

ПРИ СВЕРХЗВУКОВОМ ДВИЖЕНИИ

Вопрос определения нестационарного скоса потока за крылом,?| 
имеет большое практическое значение при решении задачи устойчиво* I 
сти и управляемости крылатого летательного аппарата, а также ири ' 
определении аэродинамических характеристик второго крыла летатель- 1 
кого аппарата системы „тандем“. .Аэродинамические характеристики-1 
второго крыла выражаются через скос потока, создаваемого передним 
крылом. Вопрос определения нестационарных аэродинамических харак- 1 
теркстик изолированного крыла рассмотрен в работах [1 3, 5]. В кпи;| 
гах |1, 5] даются общие формулы потенциал; возмущений и азродн- I 
намических характеристик крыла. Введение коэффициентов вращатель? I 
ных производных [2, 3| дает возможность доводить расчеты до чне* | 
ла. Вопрос определения нестационарного скоса потока рассмотрен и | 
работах (4 7, 9], В работе [6| авторы получили решение задачи п 
замкнутом виде для скоса потока за профилем, совершающим синусом?1 
дальние колебания при малых скоростях потока. В работах |1, 5, 9] 
дана общая постановка задачи об определении скоса потока на ко* ’ 
лсблющемся крыле. Автор работы |4| задачу ставит в довольно общем 
виде и решает для дозвукового двнй?_*кия. При сверхзвуковой скоро* 
сти он представляет скос потока как сумму трех слагаемых и онре--1 
деляет одно из этих слагаемых у задней кромки крыла дли .чалых ՛ 
чисел Струхаля.

В настоящей статье дано полнее решение задачи определения 
скоса потока за крылом для конечных значений числа Струхаля к ли
нейно։« постановке на основе представления потенциала возмущений 
через коэффициенты вращательных производных.

1. Постановки задачи. Рассмотрим движение тонкого слабо* 
изогнутого крыла с малым углом атаки в идеальной жидкости при от
сутствии внешних сил. Будем считать, что оснонпое движение крыла 
является прямолинейным псе гупательным движением с постоя,ннпй 
сверхзвуковой скоростью Предположим также, что, кроме основ
ного движения, крыло совершает малые .добавочные неустаноямвшиеся 
колебания. Движение считаем безвихревым, а кромки крыла сверхзву
ковыми.

ВнедеайЛистему координат ()х.։уххх, жестко скрепленную с кры
лом, которое в плане имеет форму AOBDA (фиг. 11. Время обозначим 
через /3. В линейной теории эта задача сводится к решению полно*
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вето уравнения, которое дано в работе |1| как запаздывающий потен
циал источника, движущегося прямолинейно, с постоянной скоростью 
1' и с изменяющейся интенсивностью.

• 'Их։,

Хехр
]Р М: *1 Ъ I <><1Ч I _Р_М г I 
№֊ 1 ь | | лг ֊1 ь | г 11.1)

где г= | (х, — ։,)-, к - I Л/2 — 1 , М =

число Маха, р — число Струхаля, 6 характерный линейный размер 
(хода крыла), х։, уг, г։ — координаты тон точки, в которой вычисляет-

Фиг. 1.

ся потенциал. Область интегрирования о(х|։ г՝) есть часть плос
кости х1у1, которая находится внутри обратного конуса возмущений 

■с вершиной в рассматриваемой точке. 11отенциал возмущенных скоро
стей !»(х։,: у։, с։, /,) представим при помощи коэффициентов враща- 

Иёльных производных [2, 4]:

•£(*>* //,. -’г М ?о(А’1, уг, *•,) у'/Ч/, -г

' -'՝Ч1 г'-'Чх

Функция ^соответствует основному установившемуся движению 
В представлении (1.2) обозначены

(1.2)

крыла.

71 ^7=7 (/։) <1з = ՝" иг
(1* (7.) Ь

<11, Г'
(/,) А4

(1.3)
6-

• где з переменная часть угла атаки. у проекции вектора у։-
Ю1ю8 скорости на соответствующие оси связанной системы координат:

9 л

и

'»• - Л,
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■ ■ -  : ——.—г~ и. I ;՛ г- ~ т~ =~~ -гт. —,д >-л«-_лвяЕгж»

«, "».г,. безразмерные угл:»ьы<։ скорости, •% , и,/, — безразмерные 
угловые ускорения. Прелпол. г. ется, что ..тг параметры являются ма
лыми величинами по сравнению с еляиппей-.

Аналогичным образом, представ: м через вращательные производ
ные [4] нестационарный скос потока: «
при симметричных движениях

+^'<7, (1-1)

при антисимметричных движениях

- ’?’Ч1 '■ (1.5)

где К, — составляв шая кохмущсикс и скорости по панравлепню осн де,. 
В формулах (’.4) и (Е5) коа ф финне ктш

1 й 1

С/ ' "* и дг^ (V 1.3, 4) (1.6)

называются коэффициентами пр:щатглънм.ч производных скосов, кото
рые являются функциями чио.л Г'’а\а и Струхаля, а также координат 
точки, в которой вычисляются ֊'К՛ • ы, и нс зависят от пременн.

Предположим, что м.лыс л՝ баночные колебания крыло совершает 
но гармоническому закону, т. с. кипе. ;т::ческис параметры зависят от 
времени следующим образом:

Ч..= .4 «М?». ц, -A.jp (у = 1, 3, 4) (1.7)

где / 1—1. .1 — амплитудные зн֊ темня кинематических параме т

ров, р. — круговая частота, р ’ — .—число Струхаля.

В этом случае ".ырзжепке (1.2) вьгля/ит гак:

л. Л) ֊■ V .4. ••/.'> + ><֊?'] (1.8)

а нормальная произкодная потенциала возмущений

*• ® .. =/'Л 4 у л. Л|Ж 4.ЙЙЖ <1.9,

(72,

Введем безразмерные 

— | с7г, гУг,

косрдниаты и нремн

2 2 , и 4
11 —гУи ֊= ,

•9

а также сбозкачекня для неустансвиинхься части потенциала возму
щений
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2
<И'Ч*. у< -У֊- .у. 4

2 Ö'jf’tx, и z)

(}£ IU VZ

(i 1. 2; V 1, 3. 4)

(1.10)

С учетом обозначении (1.10) подставим (1.8) и (1.9) в формулу (1.1). 
цосас чего приравняем множит', ли при одноименных амплитудах .4.. и 
Кдохям действительные в мнимые части полученных выражений. В 
результате получаются след у юн; не 1рормулы в безразмерных декарто- 
ИЫХ координатах для Всуст. ноншгаюйся части потенциала возмущений:

cos I ' 1 -р (1-11)

Ke г - | (л- ;)’ (?у ֊ /,)" ?• . удлинение,относительное

5. I пдошодн и размах крыла.

1 Формулы (1.11) и (1.12) впервые полу.чекы М. К. Фурсовым [10]. 
г)ФП|

Если будут известны нормальные проиэподные —я —RИ dz՜

5лзсти интегрирования, то но формулам (1.1 Г) в (1.12՝ можно будет 
числить Ф<1} и Ф!;\

I 2. Граничные услоиия при гармоническом л-олепп.чни. Нормаль՜ 
ные производные па плоскости ::и определим из следующих граничных

ЛОВНЙ.

Впереди огибающей поверхности конусов 
мн н точках передней кромки крыла воздух 

аткдой точке этой части пространства

возмущений с. виршпна- 
не возмущен, поэтому в

4X0 (х, у, -) -0,
с/Ф!/‘(х, //• -1

dz
- 0 (7 1. 2: 3, 4) (2.1)

На поверхности крыла дзпы сами нормальные производные потенциа
ла из условий плавного обтекания и представляются о виде [1.3|:
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б’Ф;'* (x, у, г)
Oz

If. z) 
dz

(i 1, 2: у = I. 3. 4)

оФ1.’ (х.у. г) tkx | оФ‘-'' (х. у, г)
= 0 

г-0
(ад

()z 4 ’ 1 <».’

Область, заключенная между прямыми ЕН и АН (-։ на фиг. 11 
и простирающаяся до бесконечности по направлению потока, начинаяси] 
от задней кромки, называется вихревой пеленой. Линии ВН я АН па
раллельны направлению набегающего потока, а точки /I и В суть кон- 
ценые точки крыла. Из условия непрерывности давления на этой об
ласти получаются условия

<?Ф<”(х. .у, 0) /Д-
У<х 4 р Ф՛-1 (л՛, у, 0) ֊ 0

(Ж* (л-, у. 0) t.k I
----------гф;м*. и, 0)=. 0 (2.4)

Область — это часть плоскости л;у, находящейся внутри | 

конуса Маха, с вершиной н точке /Г (Е‘), вне вихревой пелены и вне 
поверхности крыла. На областях -« и выполняются условия

Ф</‘(х, .у, 0) 0 (7-1.2; -*=1.3.4) (2.5)
Для дальнейших расчетов удобнее условия (2.3) и (2.4) проинтегрй- | 

ровать и представить их к следующем виде:

Ф'/'и, у. 0) (.у) cos j -^֊ /г | л- t,(z/)||-|-

Р /V'1 (.7 1 мп [ Р ( -т — Т (.V ) 1 | (2-4)

Ф(?' (х, у, 0) ~ /<' (.у) sin * ~ р [.V ? (//)] ' 4-

Ь /|2‘Су )cos 1 г/՜ Р [г ?(.у)] ; (2.7)

где х — ? (у) — уравнение задней кромки крыла, а /'* (у) и /'-‘(у) из
вестные функции, равные значениям соответственно (функций и <К*|| 

на задней кромке крыла. Объединяя условии (2.5). (2.6) и (2.7), полу
чим

Фф(х, у. 0) = G^'(.v, у). (7 = 1.2; '*—1,3,4) (2.8)

где (j՝1՝ обращаются в нуль для областей -2 и и рапЕпя правым частям 

условии (2.6) и (2.7) для вихревой пелены.
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3. Интегральные уравнения для определения нормальных произ- 
иодных. Условия (2.8) дают возможность при помощи формул (1.11) и
(1.12) составить интегральные уравнения для определения нормальных 
производных функции ФУЧх, у, г). На плоскости ху возьмем некото- 
руи точку М(х, у, 0) и проведем из неё обратный конус Маха (фиг. 2). 
Рассмотрим тот случай, когда следы конуса пересекаются с поверхно
стью крыла. В этом случае область интегрирования 5 (д-, у) состоит 
мз областей: я -֊ я0 на крыле, и ’ (.г, у I — на вихревой пелене 
(фиг. 2,1. В области я нормальные производные известны. Их обозначим

В1,}(х. у). На области ; эти производные неизвестны.

они подлежат определению. Их обозначим г^!'(х, у).

В принятых обозначениях для точки М из формул (1.11) и (1.12) 
получим следующую систему интеграл» пых уравнений:



В этой системе правые части являются известными функциями
и решение ее ищем разложением подынтегральных функций обеих ча-

стен уравнений в ряд по степеням -
'к г
Т'' •

Прсдстаним произведения тригонометрических функций как сумму 
косинусов и синусов, потом разложим каждое слагаемое в ряд. После 
несложных вычислений получим

Разложиб&ф.ункцию ''' ՝(;, ՛,} тоже в степенной ряд

ос
С</ (С. ~ (*, (/ 1, 2; V 1, з, 4) (3.7)



&'/*(;, Vj) cos

Определение псстдичрнарнот .՛ глася иитпка ja крылом 

имйножим эти ряды, после чего получим

֊ [ЬЙ)П
IT — '«

1 ■ k:

57

cos <11

(3.8)

:) COS

OG

2 '
П.—«

(3.9)

к 1 4^

1
k

п г/ — I
ас т ~ , если п — число четкое и /п= —— если п число не-

Юс.
__ Аналогичным образом получаются разложения пряных частей ус- 
ювий (2.6) н (2.7)

о:
/<’>(tf) = ^/^(.у)^ (7-1.2; V=l, 3, 4) (3.10)

Я=*(1

Ф’.։'(х, у, 0) = 2 «՛• sfeS ^-.w։*֊^)i5<“՜’'

4 II

".“■"֊.рот! :(:/)Г՛ ՝•՛. 1 (3.11)

/•А- °°
Ф'-Чг. у, 0)- - ,{ у,-՛’ у

.1)
[2(n g)M]!

( n

/ ‘л՛ п<0>(х- »(«/))
g— III

: 10
(֊1)" " 

|2(п ֊;')]!

;x-՛ -в) (3.12)

[одсгаг. -м ряды (3.8), (3.9), (3.1!) и 1,3.12; н^_֊%֊ . ....... систему интеграль
ных уравнений. Предполагая рагшомсраую сходимостг. ряден (3.8) и (3.9)
Ьтпосителъво переменных 1 и А֊ после подстановки в систему (3.1) 
и (3;2), интегрируем их почленно. В результате получим

(-1Г ' 
[23 л

.■а- 2{n-«i-i .4-
r/lJij
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(֊
- ’ - Т2цг֊1)]г ।; .1

. Л <М'։'3 А • -------

лСу)|х-е(у) Г'“1" •1пт8
[2 (л \>) I]

х/‘Л п(//)!*֊ ?Ъ) Г4"՜"' 1 ’

ос

V ...֊

о-»Г»

(֊1)"
[2(л֊Я)]!

(( [а,
Ад.'гЛ

1Г>,|Д л(|)

•I 2(л֊а)-г1 '■■■՛->•
I <Ы‘\
I *

4НО»-*^ п~о и -т »(V. £?)
^/<Х-„(л)[х֊?(ч)]Я՞-'՝) (3.14)

Сравнивая р уравнениях (3.13) и (3.14) коэффициенты при одинаковых 
степенях ՛՛՛, получим системы интегральных уравнений для определе
ния неизвестных функций г//|1| (х, у)

У [ | <«!>. (=•• >.) + ^ (1 + р-) ֊ о (։. ’•։) ֊ =

(3.15)

УУ А)) П:\.(X. у)

(3.16) 

где обозначены

г~՝'п

4 * ’ (-1)'—

м։ .. (5. ’■>

у < ֊Н“՜" ՛ ) (■ Г л,
֊ |2(„-.«)]! | А|" ,, ч)
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В""՜ - " "• ՛ -— ■   .............—  ' - ■ —“

?(у) г՞՜”/<ч, „(■/)]-

™ (ЗЛ7)
р —«I

К'И֊ '< ֊
■ 

> к . ел« . «?<7^
2(л—$) I 1 4*՛" *' 1 Л

՛> к Г Г л .• ֊ I2(п в) :-1 ) .1 Л։<" '' ( ~

*(*. .՛/)

0' 4|2(Л)֊1|[х ^>Г ’"/%-.<•?>

■ 1*֊?(?)Г՝л_։'/‘Ч, ,,<?>] (3.18)

Как видно, уравнение (3.17) справедливо для л 2, а (3.18) 
для и > 1.

Приравнивая нулевые степени в уравнениях (3.13) и (3.14). полу
чим систему для определения О1'՛1 и О '՜:,:

-1)^֊ ■■■ ',1 Б 7(,".,(.'/) (3-19)

ДО И »1 г.З/)

|'(՜ |ч?.в. ’.»֊тО р)и“г,0՝""(;’ г,) |Б՜
Л ж.»՛ 9)
I И =)Б- 

*<х. V I

֊^֊1* (уМ 77(?) (3.20)

Аналогичным образом, приравнивая 
степени <•«, получим

коэф(рициенты при нерпой

Л) (3.21)

Как легко заметить, функции О՛1-, и определяются независимо 

от других функций г-"\ соответственно из уравнений (3.19) и (3.21). 
После подстановки значения (■ ! . в уравнение (3,20) можно опреде-
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лить Из хрзняснмя (3.15) вил- • ■ ::о идЛ
неизвестную ф-.чг-пчпп Лункин».: .г-лп’ыйЛ

уже известно из решений предыдущих урашп-нпП. Подставляя pciuc^ 
мне уравнения (3.15h т. е. функцию ' 1 , » упапн^ние (3 16). получив; 

новое уравнение относительна функции б՛/ .
Таким образом, можно ату систему предст•՝•։՛։։г;, и ннде | 

| i'«'ЛО.’.> ֊֊ /Т;(х. у) <ЛЗД

l’ f ч) ~ -f'՛ . (*. ») ։зЛ 

где обозначены

р՝\дх,!1^г՝‘.(х.!1) -֊(։ 0R?։. А
(3.®

у) = Г-J.r. „>-±( i ֊) |'j

(J
Аналогичным образом уравнение (3.20» тоже можно вндонамешпь. 

Таким образом, можно определить все коз‘‘։ фнцвенты разложения (3.7)» 
Если точка Л/ будет находиться иа одной из областей и ֊j, то п 
выражениях (3.17։ н (3.1S) коэффициенты/','.. будут равны нулю« 

Введем характеристические кс-»р -.иааты

х = х — у. У = х у, : ֊ z (З^Я

которые дают яоздожн гельно легко решить уравчеиИ
(3.19) (3,23).

Д.>я простоты, возьмем крыло, им-9»шсс п плане форму, как по
казано нп фиг. 2. В характера рордштупх пределы- изисЯ

ния переменных в обла< •.•дут =։(г/)^' Н -'х и -;i .՛ ч, 

У с 'i (х) урзннепие задней кромхи крыла в преобразопаннь^ копр* 
динатах. л- ;։ < t/> ур той же к}юмки, ргше-?«՛ --г отп-՛ ргглы^

переменной х. В областях и s։ переменная иитегрнрояапип i »»>

М6ВМ СЯ соотн՛ О н пр» ՛ ■/ </)<« - ■ 'ityl
где у j(a) уранкспнс пс-՝•-• •/;HI .pov.KH i :։p“obp.i:։onaHHbix кпо| 

ДИШ1Т1Х. л х г: ■ ■»«'"'• ■'՝•։ -՝■• хр 'мки, решенное <-ГПОСНТеЛ)
ио переменной х. Пор» м> пиля инг> грнронаннт , п г.тих областях u.iMi 
няется соотпетстпснпо п пределах ..(•)<:»,,(•! »• i । у, 'J
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|Ъ дальнейшем. для простоты записи, будем опускать черточку над 
Креме иными я индексы ,.Г‘ у функций, а известные и неизвестные функ
ции н уравнениях (3.19)(3.23) будем обозначать теми же символами. 
Тогда уравнения (3.2'2) и (3.23) можно объединить и одно

Г ;Р &(Ъ т.)

Г /?. /• ֊' (.V, V). I/ - 1. 2; ֊-֊ 1.
] ? I -л с)(у г.) •

которое япляется двумерным интегральным уравнением типа Абеля. 
В этом уравнении правая часть является нгпрёрьнщоа функцией в ин
тервале пнтсгрнр »виниг ՝ (?/)■ г х и для любого п функции / ՛!”„[ .-'(//) ,//| 

отличны от нуля. Однократное обращение такого уравнения дано в 
(1 ]. В нашем случае оно представляется в виде:

г »ей-. 7. = ч
В I у ֊ 1 х-ФО/)

(3.28)

Г'^ь, №

Уравнение (3.28) является одномерным интс-ч рулевым уравнением 
типа Абеля, второе- ел: гас ми ■ правок части которого является не? 
Прерывной функцией и обращается .֊; ну ль при »/ -■= г 1х). а первое сла
гаемое при »том же значении ;; имеет интегрируемую особенность. 
Решение этого уравнения представим |8| в виде

Г/' (л՛, у}
I у- ՛. • ?(Т])

1 _±
(х-\)(у -т4) О:

(3.29)

Во вторим слагаемом праной части 
|ференцировлние но переменному

ныркжцния (3.29) выполним

(х- :Ц// - /,) </:

(3.30)

Рассмотрим второе слагаемое. Как легко заметить, формула Лсйб- 
н։ща .дифференцирования интегралов но параметру ни применима для 
него.’Следуя \дамару |5’, вместо второго слагаемого возьмем его 
главное значение согласно следующему равенству:
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/■TJ'rW. ’il , ' .. f F('U?(’l).
----- £-   —: — СП, —   V.p. | ֊  =г-я   _■■■— 
x ?('<) 1 »/ 2 • £/—•<' 1 x ?('<)

(3.31)

I,
где символ 1 р. } означает главное значение интеграла, введенное Ада- 

а
маром. Способ вычисления правой части равенства (3 31) читатель 
может найти в книге |5|.

Решение уравнения (3.27) в окончательном виде выглядит так:

■' ‘ 1f I -^===L====- (;. >,)</:</», i (3.32)<
.1 J I >,) " I

?•*) ?’(yl
(/ = 1, 2; > 1. 3, 4)

Таким образом, получены нормальные производные потенциала ноз^ 
мущенных скоростей в плоскости ху, выраженные формулой (3.32). 
Имея эти производные, по формулам (1.11) и (1.12) можно вычислить 
потенциал возмущенных скоростей в любой точке пространства.
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DETERMINATION TECHNIQUE FOR NONSTAT1ONARY 
SLANT OF FLOW BEHIND THE FINITE SWING

WING AT A SUPERSONIC FLOW

R. A. MEJl.OUMIAN. R. SH. SOLOMONiAN

Summary

The present paper suggests determination technique for noustalio- 
nary slant of flow behind the finite swing wing at a supersonic flow when 
the wing, besides the basic transitional motion, performs small additional 
oscillating motion according to Ine harmonic law. By expanding the flow- 
slant to a power series according to the degrees of the Struchal number, 
two-dimensional Abel-type integral equations are derived for the expan
sion coefficients whose right-hand parts have certain peculiarities at 
the ends of the integrating intervals. Formulas for solving these equa
tions are also given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
։г։.|м«Ь1.1|Р. Механик«

Р. М. БЛРСЕГЯН

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ НЕРАВНОМЕРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
В МНОГОСЛОЙНЫХ ПЛАСТАХ

Ниже рассм.ггрив.поти! решения нсхоторь •; задач неравномерной 
уСГННОНПНШСкСЯ ыП’рН .1 I ОСП! ИО ЗЛЬ >Иу ДарСИ II
слпбоискрнрленных нкчо. л...՛. ч,՛ ՝.. т . ՛, ..»« «л-роли нного пере
токи жидкости н полоносный горизонт через елдбопрпнипаемые пере
мычки, о также дается ртейпе л - -п-. <».:<>м.ряой нераппомсриоЙ филь
трации п одном пласт.-, .։ • .пн.՛՛. ■ ■ (/։;.: > . [.։ цис нт рильтрацин (А) кото
рого являются г.рои п.ол! тг-.-... I-.. мчп-ргщ:՛՝) усчинми ФУНКЦИЯМИ.

В работах [I, 2) р.-.с •<: .р.п -;.я пип мерное движение жид
кости и горизонтах, мощность потиры՜. ; зм шлется по линейному за
кону, причем и работе [1] ис учнтыгется проницаемость подошвы и 
кроили водоносного горизонта, д :։ (2) хронля принимается проницае
мой, но переток через нее считается п.-стоят»։..м по длине всего пла
ста. В Обоих работах ксзфф-гцкспт фильтрации водоносного горизонта 
либр приннипстся постоянным, либо линейной функцией К ( л-) - 

= Г.

Пуст։֊ требуется и. ь.и.՜,. р л /։ (х) водоносного горизонта 
трехслойног о прямоуголен։ । массив*, лнтслогп .сскиЙ разрез которо
го показан на фиг. ։. Верхний слой, где напор принимается постоян
ным (/։ Л,-.I, ।............ н от рассматриваемого горизонта слабопроницае
мой прослойкой толщины Т(х) и с коэффициентом фильтрации К ( х ). 
Подошва водоносного горизонта считается водонепроницаемой.

Найдем уравнение, котором;, должен удовлетворять напор Л (х) 
в нижнем слое массива. Для того составим »'алане фильтрационного 
расхода в бесконечно малом отсеке 1 1. 2—2 нижнего слоя массива. 
Согласно закону Дарен удельным фнльтрациоппыИ расход, постунию- 
шиа п рассматриваемый отсек через сечение 1 — 7, равен </ 

?//։֊ —К1 /(х) •— , • ,г А’(х' .. ; фин. нт ,1ИЛ1 граинн, а 7*(л։)—мощ

ность подоноского горн опт«. Удсл1»н1. ч фильтрационный расход, ны-
ХОДЯЩИЙ через с ч« ни- 2 2' пл р -֊ :а. г1нц։г՜.: .֊го отсека, будет ранен

q • (1</ ч . ».’ледоидтелзно, дефицит количества

жидкости и рлссматр|п..*.смо:: отсеке и « днницу времени составит

А’(ж) Г(л)^ - А'(х) Г(х)^ А (.г) с/х
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Этот дефицит равен удельному фильтрационному расходу, поступаю
щему через кровлю рассматриваемого отсека, ранному

К(х) ,1х 
ТМ

Отсюда получим следующее уравнение баланса удельного фильтрацнон* 
ного расхода в рассматриваемом отсеке:
I КИ Т(х№ [А'(а) Г(х)|■'■֊ К-Х֊У'\ о (1) 

</л ах / (х)

Уравнение (1) является общим уравнением одномерной неравномерной 
фильтрации в трехслойной толще вышеуказанной структуры. При ре
шении уравнения (1) задаются граничные условия, которые могут быть 
грех видов (1-го, 2-го или 3-го родов).

Рассмотрим’несколько случаев решения |урзннения®(1).
1. Пусть' вертикальное сечение массива имеет вид, показанный на 

фиг. 1. Если отсутствует переток снизу л сверху в водоносный гори
зонт с мощностью Т(х}, то из (Г) получим

с/3/. [£(*) 7՛ (.г)
dx'՝ Т\х\К{х) dx

Общее решение уравнения (2) имеет ннд 

, t. , ,֊> Г dx

О

С. (3)

где С\ к С., — произвольные постоянные, определяемые граничными 
условиями. В частном случае, если К const и Г(д-)=7 1 г у (?• 1) ’ .

где 6— j-՛-, a tt и мощности водоносного горизонта соответственно

5 Изчесткч ЛН ЛрмССР, Механика, № 6
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в сечениях л* =0 и л* = / (случай расширяющегося пласта по направ
лению движения) (см. фиг. 2), то из (3) с учетом граничных условий 
6|։.։|, =./։, в /г |д. ; к-. получим решение В. И. Данидокича |1]

Если же принять Л'(х) /<’, .у, где и К? тсоэффициейты

фильтрации водоносного горизонта в сечениях соответственно л- = О 
и л-= / (фиг. 2), то из (3) с учетом условий /? |» Л։ и Л .՛ - 
получим решение // (л:), совпадающее с решением соответственной за 
дачи, рассмотренной в работе [11:

1)4֊ + 1

где
К. _ _

’ ■ *1

Как частный случай, из (3) аналогично можно получить решения ра
боты [1] для случая суживающегося пласта.

Фиг 2

2. Принимая в последнем слагаемом уравнения (1) Л Ло — .
cons/, что обычно практикуется в приближенной гидравлической 

теории фильтрации, получим
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К(Л| 7и)^ +И(.у) Лх)|'^֊4֊V ֊ О И) 

ах- ах 7 (л-)
Общим решением уравнения (4) является функция

/1(х)= ^^77т1 с֊,/л' с= (5) 
Л А(х) Т(х) I / (л-)

где 6'։ и Сг—постоянные, определяемые из граничных условий. В част-

«ом случае, если в (5) принять =— = — 1. 7'(х) = 7\ л-( ֊ 1<г8),
7'(х)

К К
К(х) - ----- --------- -х (см. фиг. 3), получим решение задачи, совпа

дающее с решением В. А. Барона [2|
| ‘֊Ч֊В

, ____ 1 I Г1 '____I '-^Т,

г&<-г-1) !п<1 V՜1*)-а^,лфт|"|7' -<‘>г? ՝8.ад!‘с=
К. О

где 7. К՛ ՝ и остальнь1е параметры даны на фиг. 3.

3. Рассмотрим схему, приведенную на фиг. 4.
Принимая 7'(х) = Го 7' тх и 7‘0 Т>1гп (где т = Ц^), а

Т ]А К постоянными, из уравнения (1) получим

(Т т ,сР/г вК /С(Л֊ЛП) п
(Го-7 тх) ■ : т— =0

ах՝ ах А. /
или
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-
* t/z5 ' dz (6)Ш = 0

где обозначены:

т
•*» II — h - /|0,

К

Кт!

Общее решение уравнения (6) имеет вид

Н С,/в(‘2| т С.КО(2\ /г)

где /h и Л'о — модифицированные функции Бесселя, п С; и <’ произ
вольные постоянные.

У

Фмг. 4.

Если в (1) параметры К. Т принять постоянными,

Т — То Т тх. а Â’(x) К. -—1 х, то получим

,р/.
{Ki -h гл) (Æ тх)—. ֊ [г mx ) — (/4 T rx) /n| -

K = 0 (7)

K, K. n 
где /• = -^֊(------ -1. R ~ Гп — T

Подстановкой A и л xt r (x. x։) где x, и л\
корни уравнения

mrxz (К\т Rr)x KXR 0

уравнение (7) приводится к ги։։ергсэметрическому уравнению Гаусса:

г R Ktm - '2rmxl 
тг (х։ — х3)

с!!! 
d\

—3- (Л м = О 
тг !
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решение которого дается с помощью гипергеометрического ряда 

Л(;)=Ао+С/'0. Л 7,:֊)-|-Сг;'-’/-(«-1п-1, Р֊7 1, 2 ֊7, 5)

где

г, , . , “ >(7.֊1)---(« + п-1)?-(3 ...
( Т' ’’ * »!; (7- (7 1-л-О

л=1

— 2/тл.г, 4- г R т
Х|)

а параметры г и / определяются из системы равенств

а -|~ ^ = 1, аЗ —------ — г
тг Т

С\ и С. произвольные постоянные.
4. Пусть непроницаемая нижняя граница водоносного горизонта 

в вертикальном сечении, как это показано на (риг. 5, имеет уравнение 
у = ае1', где а и 6 постоянные (а '0. А , 0) и пусть коэффициенты

фильтрации слабопроницаемой прослойки (К) и нижнего водоносного 
горизонта (К) постоянные величины. Тогда из уравнения (1) получим

— +6 -~К- е ՛■• (Л֊Ло) = 0

Лх1 </л- акТ

или 

где

//=/։ —Ло- (. =--------- р-74՞ • г = — Ьх ('Т>0)
аЛ / о՜՜

Общим решением уравнения (8) является функция



Ъ) P. Л1 |>арс1'тн

//(:) //,
р-2-

где /7։ е-/, (2 I / е ‘), ]х функция Бесселя первого рода первого 
порядка, С։ и С2 — произвольные постоянные.

Ереванский политехнический институт 
им. К Маркса Поступили 3 VI 1970

и и՛ i4i.riii։'i.aiü,

niLJI.iriLCliPS 211։1.1).Շ1;ՐՏ1յ1411«1ր 1ԼՆ-111.«1.11.է1 Н.Р11.У 1ԽԽ
ՖԻԼՏՐԱՑԻԱՅԻ Ս՛Ի ՔԱՆԻ 1..ՆԴԻՐՆ1ւՐ

II. մ փ է1 փ l> I մ

Արաած վա է!՝ Լ հեղւււկի միաչափ շարմման դիֆերենցիալ հավա
սարում ր եոաշերա ա դդանկրոն հոդա/ին դանդվածի համար, որաեդ հոդա֊ 
շերաերր il ի/} /ա՛հդ հեա կապված են հիդրավլիկո րեն : Հիմնական ջրաաար 
չերսւի հդսրա fd քքոնքւ ե ֆ ի / tnր ա դ ի ա j ի դործակիրր դիավա մ են որպեո կամ ւս- 
քական ֆանկրիաներ մեկ արդա մենաից: Տրվում Լ ստացված հավասարման 
լա ծա il ր մի վոոնի կարեււր և էյ ո րծն ակտնտ.մ հաճաիւ Կան у ի պո դ դեո/վւերի 
՝,ամար, ինչպես նաե րերվամ Լ ի>նդրի րնդհանտ ր րոծամր, երր ‘փմնււրկան 
Հ-րաաար չերար վե րից ե վարիր Սահմանափակված Լ Հրամերմ շերաերովէ

SOME PROBLEMS ON NONUNIFORM FILTRATION 
THROUGH MULTILAYER BEDS

R. M BARSEGHIAN

S u in ։n a r y

A differential equation is derived for one-dimensional fluid motion 
through rectangular three-layer mass of earth, the layers being related 
to one another hydraulically. The thickness and the filtration coefficient 
of the main water carrying layer are assumed to be arbitrary functions 
in one argument. The solution of the equation derived is given tor some 
characteristic cases frequently observed in practice. A general solution 
of the problem is also suggested for the case where the main water 
carrying layer is confined between waterproof layers.
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