


гнзцицаъ шц ‘н^пьтмлърп ичтыгьиз!’ $ьд1;’«и.чьр
ИЗВЕСТИЯ -АКАДЕМИИ Н Л У К А Р М ЯНСКОЙ ССР 
|МОД" XXIII. № 5. 1970 Механика

Л. Л. БАБЛОЯН. А. П МЕЛКОНЯН

ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ПЛОСКОЙ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ*

* Работа доапжгнл па Нааяппааннон «икфгрепцям пи прикладной механике 
(Бухарест, июнь г ).

Осесимметричны*.*  < ■ шпые задачи теории упругости для цилин­
дра конечных размеров, когда граничные условии на одной из тор­
цевых плоскостей заданы п смешанном виде, на другой плоскости за­
даны напряжения, рассмотрены и работе (1|.

В настоящей работе рассматривается плоская смешанная задача 
теории упругости для прямоугольника, заделанного в стенку обоими 
концами па некоторую, различную для верхней и нижней плоскостей, 
глубину, в случае симметричных граничных условий относительно вер­
тикальной оси у (фиг 1).

1

Фиг. 1.

Для простоты предполагается, что касательные напряжения на 
плоскости прямоугольника отсутствуют. Решение задачи представлено 
в виде тригонометрического ряда. Определение постоянных интегри­
рования сведено к решению совокупности двух бесконечных линейных 
квазнвполне регулярных систем алгебраических уравнений

В частности, получено решение задачи изгиба балки под дейст­
вием равномерно распределенной нагрузки интенсивности р, когда бал­
ка по верхней и нижней плоскостям заделана в стенку на одну и ту 
же величину (/ о). Получены формулы для определения контактных 
напряжений и нормальных перемещений.

Решение этой задачи для различных относительных размеров 
, Л 1а
балки у и степени зад *.ки доведено до численных результа­

тов, показывающих влияние степени заделки на напряженное состояние 
балки.
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1. Пусть прямоугольник заделан симметрично обоими концами в 
абсолютно гладкую и жесткую стенку: по верхней и нижней граням 
прямоугольника приложены нормальные нагрузки, симметричные отно­
сительно оси как это показано на фиг. 1. Граничные условия для 
этой задачи запишутся в виде

"'7л ( ± /, //) = и (± /, //) =0, — /> у < А

Тду 1х, Л) = 0 — I =Сх=^/

-ч (л-. — А) = (у (х) 0 < | х< а

V (х, ֊ Л) = 71։ (х) а < х | < /

з,_. (х, А) — (л ) 0 < | х [ < Ь

т»(х, А) т;?(*)  А<Пх|</

(1.1)

(1.2)

(1.3)

где /;(л’Г являются четными функциями, причем полагаем, что 
(.г) — кусочно-непрерывные, а т|Г(х) кусочно-гладкие функции.

Как известно Г2], в плоской задаче теории упругости напряжения 
и перемещения могут быть выражены через одну бигармоническую 
функцию Ф (х, у) соотношениями:

д"Ф «РФ _ о>2Ф
0у': ' '-՛ "х: ՝ дх'-'у

и
. <>‘1’

—- ах - - ՝» ֊<
Оу- Ох — о0у -г 

1 । гагФ . см ।
г’ = _Ё| ՝,47| °»х

6' 
дх оу- )

(1.4)

ДАф - 0, ( Д =

где Е—модуль упругости. ՝> коэффициент Пуассона, о0, 60, с](/— по­
стоянные.

Бигармоническую функцию Ф(л*.  у) для рассматриваемой здесь 
задачи представим в виде

<м
V
•—
^-1

.4«з1г’1Г/ 2?/<сн7^г/ 7-.г/(С. я)г^г; • /ЛсЬ.?с.ч) со$ат х (1.5)

где
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Из выражений компонент напряжений и перемещений, вычислен­
ных по формулам (1.4) с помощью (1.5), следует, что:

1. постоянные а0 60 Он силу симметрии граничных условий 
задачи,

2. первые из граничных условий (1.1) удовлетворяются тождест­
венно, а условия ~л;) (х, А) — 0 приводят к зависимостям

/1>. — (1 7՜ юл- <'><-) /.?{.
(1.6)

В к — — (14- 'мк сН» Л С\-

. , 'А
где « яд- к — к ~ .

Подставив найденные выражения напряжений и перемещений в гра­
ничные условия (1.2) и (1.3) и далее учитывая (1.6), после некоторых преоб­

разований и перехода к новой независимой переменной с - ֊ х получим 

следующую систему двух парных тригонометрических рядон-уравиений

Л'о т ^к{Нк7., (1-71-)Л|со5^ = с ], (0<с<?.։)

(1.7)
ОО /•' /

11/0 - гХ0 4- У Хк сохАт ~ т4։ | _ с ) , (л։ < ? < »)

здесь введены следующие обозначения:

.V*  = яд сЬ">л. Ск зЬ •»&], 

т 1 4<-ч ■ «Г4 ՝ 
2зЬ22юд ' !/:

-՝ [Ал сй"ч Ск зЬ)*]
(1.9)

&1|2<-л 2»-ч с112'‘к
х1г2и>л.

Таким образом, коэффициенты С , .4^, Вк, входящие в
выражение (1.5). будут определены, сели будут найдены Хк и 7с из
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системы парных рядов-уравнений (1.7) и (1.8). Далее могут быть най­
дены компоненты напряжений и перемещений в любой точке прямо­
угольника.

В частном случае, когда / ։ ~ >■_ (а = 6), т. е. когда балка но верх­
ней и нижней плоскостям заделана в стенку на одну и ту же глубину 
(/- а), из (1.7) и (1.8) получается следующая система двух незави­
симых парных тригонометрических рядов-уравнений:

«՛/> V kwk cos к՛? — f\ (?) (0=^э<>.)
л-1

(1-10)
ОО

SWq— У (1 — Q0 НЧ coskr = V (?) (*•<?<*)
’ I

co
V k(\—Nk) (/., cask - = / j (?) (0 < ? < /)
Л-1

(1.11)

H7o - У ({kcoski = (?) ('•<?<-)
k—J

здесь введены следующие обозначения:

wo ~ Ча '՜

Zk Xi: 2ч>х- — sh2u>ji r.
w*= 27T"W ~ztk —2^—Q

9/.. = - 2 ~ «ЛСЬч Ds

о — ~ 1 2<>»л — g ~
A \—Ti. Hk 2i'>a .sh2«»i,t

N^n+ Hk = 1 2;՛4 - (1,12)
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2. Применив методы решения парных рядов-уравнений, предло­
женные в работах [3, 4, 5, 6;. к решению систем (1.7) и (1.8). для опре­
деления неизвестных X- и получим следующую совокупность двух 
бесконечных систем линейных алгебраических уравнений:

X, = у <՛„> X
Л-1

2 <щх

Л-1
4.”

(2.1)

л = V с
со
V (« = 1, 2. З/---)
I- I

здесь введены следующие обозначения:

<',! = у П Л- (><) = у /ЛЛ"(Х,)

г о
1кп (> /) = ук (со$0) У г (созб ) 1$ г/о

яух- (х,)2л(х։) — куп(Х{) гк(х{) .
- ------------------------------------------------------- (к п)

Лп (>•«•) — 2֊ [ 2 /,-_1 (х,-) — Р- (х,) — 4х, 2Р„ (х, ) р„ ։ (х,)

4-4 V Рк (х,) [Л-I (X;) — X; Рк:(х;) ] | X/ СО5>,-

2;, (соя?,- ) 
п

>1
1՛ 9

^>4- (— 1)' ( (6) .V- ( созО ) 1? у

(I

в; (б) уг. (сояО) </С (2.2)

Л(б) =

— 6 У*  (~ ) СОЗ -ТГ
2 | 2 7 Г \ - ) 2

~՜ 3 (соз:р — созО)’1’ (0<9<//)

6’((6)=ЦД
I •
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соз с/?

(еозО — соз?)
(>•/<*<-)

2 ( 1п со։2 * 4 - е ) Хо I 2гД,֊ V [ П Хк 

' к~г

>1
= Ег(1(/)-У Л (») 

О

0’=1. 2) (2.2)

где Уъ (х) /Л-1 (л՜) 4՜ Рк (х). ,гА (х) = А\_։ (х) Рь(х), Рь(х) поли­

номы Лежандра I х ( =^_ 1.
Нетрудно показать, что полученная выше система (2.1) квази- 

вполне регулярна, то есть имеет место неравенство

21СЙ1, 3[<А'!|<1֊*  (П>П„) (2.3)
Ь-1 к~1

Действительно, для случая, когда Л- и АЛ имеют порядок О (А ). каж­
дая из сумм, входящих в неравенство (2.3), будет иметь порядок 
О(А"’1пА). Если же Ть и АЛ имеют более высокий порядок Тк\ 
Нк ~ о ( А 1 ). то нетрудно убедиться, что каждая из сумм (2.3) бу­

дет стремиться к нулю, как О (к 11пА), откуда и следует квазивпол- 
не регулярность систем (2.1).

При получении (2.1) предварительно были продифференцированы 
соответственно вторые уравнения (1.7) и (1.8). Поэтому (2.1) тожде­
ственно удовлетворяют первым уравнениям (1.7) и (1.8). Для тождест­
венного удовлетворения вторым уравнениям (1.7) и (1.8) подставим 
(2.1) во вторые уравнения. После некоторых преобразований и формаль­
ных выкладок члены, содержащие независимую переменную ?, исче­
зают. и для определения Х<։ и получим следующую систему двух 
алгебраических уравнений:

АЛ Л]д., (соз/։) -

1° 6
( б;(5)1г^</0

СО5 АЛ (со&Х2) —

Р О Р О
АЛ12(/) ! ^(Г/)1Я֊-^֊ (2,5)

о >.

3. Рассмотрим частный случай, когда балка по верхней и нижней 
плоскостям заделана в стенку на одну и ту же глубину (/ «), т. с.
л։ _= л2 .= } ։ а верхние абсолютно жесткие и гладкие плоскости вдавли­
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ваются в балку на величину по всей длине заделки а ~--2 \ х'.^1 при 
у = А, и равномерно распределенная нагрузка интенсивности р прило­
жена только по верхней плоскости у К балки (фиг. 2).

Решение сформулированной здесь задачи сводится к решению 
парных уравнений (1.10) и (1.11), в которых следует положить

/։ (х) = тп (х) = 0, /2 (х) - — р = const, r{., (х) =— const (3.1) 

откуда

/;ы /;(?) = -^֊, = -Е^° <зл)
Решения уравнений (1.10) и (1.11), как частные случаи, могут быть 

получены из решений (2.1) с учетом условий (3.1), (3.2), = А2 = / и
(1.12) и приводятся к следующим бесконечным системам линейных 
алгебраических уравнений:

05
«•„ = У аПк ич 4- brl (« = 1, 2, • • •) (3.3)

Jl-=o

С֊-'
с/.ч — У апуь ~ bn (л = 1, 2,- •) (3.4)

i-J

где

А(а) ( ук (cos/ ) уп (cos/) tg у d'l

z Z՞ n

ох-п—символ Кронекера.
Уравнения же для определения и г/у. получаемые из (2.4) и (2.5) 

с учетом (3.1), (3.2), /։ = /с = л, (1.12) и (2.2), имеют вид
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wQ 2 V <2л si. (cos>) Wk = — Ег.'о 4՜ Ineos՜ -~ 
4=1

(3.6)

<7о — -i V NkZk (cos/) qk — — —Jncos2-֊- (3.7) 
А .f, 2 -А 2

Таким образом, определив -.щ и </4 из бесконечных систем (3.3) 
и (3.4) и подставив их соответственно в (3.6) и (3.7), найдем ад0 и <?0. 
после чего могут быть вычислены компоненты напряжений и переме­
щений г. любой точке балки по следующим формулам, получаемым из 
(1.4) с помощью (1.5) и учетом (1.6) и (1.12):

- (ch<’>fc — <t>x- slv'4.) shxjt q у elm chax- q
= V — W9 -г у 34----------------------------- ---------------- --------------- -- (fk cosa*  X 

’X)

+ 2 2
4=1

(sh-tf*  — с1ыч4 сЬхд. 7 -г >->. t/sh ->4 sha >.у 
2<’>4 4֊ sh 2<”4 Wk COS&k X

OQ
°y -f- ^o+ 2 «4

4- 1

(chu»4 4֊ «'4 shu’4) sh>4.v — i/cU ch?X у 
----------------------------- --------------- *---------------— q. cosa*x  -

ch’i'>4

, o v, (shi’>4 W4 ch<»..) clpx q 3-4 q sh-4. sh?.« q2** ------------------------2-t + sfe------------------------№‘cos։‘*

У U>4 sb>4 ch«4 У — ych 4 sh»4у
-,9= 2«t---------------------d?7՜--------------- — gt sinat x

Л—1
4

У W4clv»xsha< r; — aA.^slv4ch?4j/ . , /Q c
>, ’4  -------------- —ГЛ--------------------------- W. Sinat x (J.fc
z-_ 2^'4-: sh2<->44= 1

1
И ~C У. —----- 1(1 v) ch»!4 shat q 4-( 1 4-v) (?4 j/cIb՛՛*  cha* у

£ С1Г<։»44— ։ 

2 03 Zl'
‘"k shi«4 sint#)] sinat X 4- -p- У 775----- { | (1 ֊*)  sh<»»t chat у

L (2f'A-֊•-sh2v>t)

(1 ■”) ( •/. z/sh">.t sh?4 у — w*  ch">4 cha*  y) ] sina«, x

2 1 09v = 4o 4՜ у ~t «'o.V 4- 2 dh^7՜ C^?4.V 4- (1 4-՝/)(i->t shwt cha-ty —

4-1

2 <»
atr/ch>'»4 sli?4j/) | cosa< x 1^2 <2„;I ,1 j,?..,՜՜ [2֊sb*»t  sha&;/ , 

А.* — I

4՜ (1 4՜ v) (y>4 ch<m- sha<у - у-i- ysh^;. chatу) J cosat x
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Ряды, входящие в выражения напряжений и перемещений, сходят­
ся достаточно быстро внутри области | у | Л. На границе же обла­
сти ։/ — Л сходимость этих рядов ухудшается и формулы (3.8) не 
пригодны для вычислений. Однако, предварительно улучшив сходи­
мость этих рядов и выделив при этом особенности, можно получить 
формулы, пригодные для вычисления напряжений и перемещений на 
границе области у — г Л. Так, например, из (3.8) с учетом (1.12) 
имеем

ОО

(л*,  Л) = — «>0 -г У «*  (1
*- I

ОО
ЛТ) cos«*  х У «*  w.՛- cos«*  х (3.9) 

к-\

Подставив сюда значения у к и «»*  из бесконечных систем (2.1) и да­
лее пользуясь значением ряда [4|

ОО

1- У z  (eosO) cosAr?=*
*■=1

I 2 sin ?,֊2

| cos&- COS?

0

(3.10)
? >

?<0
окончательно получим

:,(bh)= p , Si"?/2 (M, 4-I 2 ?)+*,(?)  (feS?O) (3.11)
J COSA—COS?

Аналогично нетрудно получить

. .. M.՝ sin ?/2
(<?, Л) = ~ ~

I cos/.—cos:
^(?), (*<?О) (3.12)

где

М- = г I 2
2Z

2ш0 -+֊ Qk ( — 1)‘ Nk qL yk ( cos/.)

(3.13)

/?<(<?) = ( 1)'-1-Цг
00

sin v 2& ։ л',։ ~

к ։

Д 2Х-(COSfJ) ctg-7у (Iе)
—:---------------- «. - . i 1, -<

J (cos& — cos© ) : 
X

Таким же образом получим

Ev /,) = ֊ Ev. ֊ 2(р1 ֊ \In 1 1 cos? ' ■l—cos? - cosX .
у - ’ | 1 -p cos? | COS? — COSA

5
/. ,^&(cosG)tgydO

-г I 2.cos — у k (Nk qi. — QkWk) i ----- — . , (0<^o<A)
~ Г“. J (cos? cos&) ,J

(3.14)
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п । I 14-cos? — I cos? — cos/ £v(?, —A) = 2w0ln-------- ----------- —-■ ------
I 1 -t cos? —| cos? —cos' 

, t ,r* Уь (cosO) tg — dfj
• I 2 cos §֊ v k ( v ■ Q*«*)  I —;----------------- ттг------ • '°՜ •’ 0

2 I-, J (cos? - cosO) >

(3.15)

Из выражений (3.11), (3.12) и (3.13) видно, что ряды, »ходящие в 
формулы для эу (?, --Л), сходятся абсолютно в равномерно при <р ■ ", 
то есть в рассматриваемой здесь задаче концентрация напряжении в 
угловых точках (/; ± Л) не имеет места.

Приведем здесь также выражение результирующих сил реакций, 
возникающих по верхней и нижней плоскостям заделки,

t А
Рх - | 3tf( v. А)</х = 'ш0 ра 

а
(3.16)

Р^— | (х, — А) с/х - t.Wq

Л

и распорной силы
’.А

Т- | 5<(/, y)dy =2^- а.о (3.17)

—А

Решение рассматриваемой задачи при граничных условиях (3.1) 

(фиг. 2) для двух частных случаев относительной толщины

до численныхи различной степени заделки доведены

результатов.
Результаты вычислений (при > = 0.3) приведены в табл. 1 и 2,

/з»<*  у)
Evv Ev0՜где помещены значения напряжений возяикаю-

щ.их при симметричном вдавливании в балку верхних плоскостей на 
глубину о։). На графиках (фиг. 3 6) представлены эпюры напряже-

.. ’*(*,  у) т,„(х,м) м
иий -----— ,------ - —, возникающих от действия равномерно рас­

пределенной нагрузки интенсивности р, вычисленных по <|юрм\'лам 
(3.8), (3.11) и (ЗЛ2).

Из приведенных графиков следует, что в поперечных плоскостях 
(вне заделки ) балки х const, далеко отстоящих от плоскости за.



Таблица 1

У
Случай 4 е 1/3. 7֊ = 1/5. ^-1 

2Л - 1
Случай ֊4 1/3. -у = 1/4. 4/Г 1/2

/>
-л (0, ,у) ’'(■м ’г(и, у) ’«(/. .у) ■» у ("■ у)

Л« \ - .у 1 —. у) <0. //) 3А(«. .7) (Л у) - '1Ц2-А'/
- /Ж» \

1 ֊0.172 -0.027 -- ОЭ -0.115 0 0 0 -0.080 -0.034 — со -0.118 0 0 0
3/4 ֊0.128 ֊0.101 -0.090 ֊0.132 0.023 —0.269 0.029 -0.099 -0.069 -0.053 —0.177 0.027 —0.314 0.075
1/2 ֊0.127 ֊0.133 -0.074 -0.130 0.028 -0.151 0.036 -0.099 ֊0.104 -0.038 -0.093 о.оз1 -0.174 0.046
1/4 ֊0.127 0.158 ֊0.076 ֊0.126 0.017 -П.070 0.023 -0.100 ֊0.131 -0.038 -0.023 0.019 -0.081 0.013
0 ֊0.127 -0.167 -0.077 -0.124 0 0 0 -0.101 —0.141 -0.039 -о.ооз 0 0 0

Таблица 2

с - АСлучаи — = ։/5. у 1՛7’ 2Л -1 г, 1»Случай — •1/5. 4 1 - к“ - ''2
У
Л

\ (0. у) >/) (Л -V) а» 
е |г4 
-----'

1' >4, <"• У) ■••А 2 ‘У/ = . <0. У) ’А (а. у) \ (6 у) <«•//) Э։ 
1 ■

1 -0.118 -0.127 — ОО -0.169 0 0 0 ֊0.051 -0.132 —ей - 0.380 0 0 (1
3,4 —0.119 ֊0.125 0.089 -0.114 о.оо2 0.351 0.037 0.096 -0.093 0.042 0.203 -0.002 ֊0.430 0.09(1
1/2 ֊0.124 -0.119 -0.048 -0.129 0.005 -0.210 0.057 -0.095 ֊0.092 0.008 -0.081 0.003 -0.254 0.060

1.4 -0.126 ֊0.119 0.048 —0.128 0.004 0.098 0.035 0.095 -0.093 0.009 0.022 0.003 0.119 0.016
0 ֊0.127 ֊0.119 0.049 0.127 0 0 0 -0.096 -0.094 —0.010 0.060 0 0 0

Примечание: 1. В табл. 1 и 2 приведены значения напряжении в долях ! . возникающих при пднплиоанин нерхни плоскостей и балку

и 2 приведены их значения тальк» для положительных у А.
ка глубину ։>0.

2- Ввиду четности гх (х, у! и нечетности туу(х» //) и табл. I
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дслки, нормальные напряжения , возникающие в случае изгиба бал­
ки равномерно распределенной нагрузкой, меняются практически ли­
нейно, а касательные напряжения - по закону симметричной параболы.

Фиг. -I. Эпюры ?д. к ~.л// дли случая /։,'«• 1/3, Л / -1.4

В плоскости заделки л՜ - - а и в поперечных сечениях, близких 
к ней, нормальные напряжения существенно нелинейны, а в точках 
(х ± а, у — ± Л) они обращаются в бесконечность; касательные же 
напряжения изменяются по более сложному закону, отличному от па­
раболического.

В области наделки а<^х^1 закон изменения напряжений, как и 
следовало ожидать, существенно зависит от степени' заделки и отно­
сительной толщины. Действительно, если для тонких балок в случае
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большей степени заделки нормальные напряжения меняются по за­
кону, близкому к линейному, а касательные напряжения по закону, 
близкому к квадратной параболе, то для толстых балок в случае 
меньшей степени заделки линейность нормального напряжения нару*  
шается, а закон изменения касательных напряжений по высоте имсе| 
сложный и колебательный характер.

Значения коэффициентов С,

Таблица Г
Л 1 = 1/1 
а 1 - 3 4

А / 1.5 
а 1-3 5

Л/7 = 1/6 
а 1 = 5/6

Л/ 17
а// 5 7

С։ 0.424617 0.422161 0.452300 0.446965
С, и.331355 0.427653 0.314506 0.407963

В заключение приведем выражения Л, Р- и Т, представленные 
в виде двух слагаемых, возникающих соответственно от р и с,, дове­
денные для рассматриваемых частных случаев до численных резуль­
татов (табл. 3).

Л = Рг * аР

Р*  = С\ р1 С2 £и0

Т = 2< у Р.

Институт мйтемптпяи и мсхапихм 
АН АрмппсхоЙ ССР Постуиилп 16 (I 1970

2 Ияпестнн АН ЛрмССР. Мехапмха, № 5
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Ա. Д. «ЧМЧ.ШИк*«..  II- «I. 1Г1;1.4ЧП,»1Г։.

Ա11Ա.Ա'1«1Ա«11.ՆՈ1՚(՚»՝:511.Ն ՏԻՍՈԻԹՅԱՆ U'bh ՀԱՐԹ 
luU.IHJ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ս փ ո I մ

Դիտարկվում է աս աձղականա իք լան ւոե սուիք րււ՚հ հարթ իւնդիրր ոլղդան- 
կրսն համար, երր ւո ւր/անկրււնր իր ծայրերով ամրացված Լ կոշտ ողորկ 
ս/աւոերի մեջ, րնդ որում ամրւսցմ ան չսււիր ւքք,քւ1էիւյ ու ներքևից տարրեր իր 
I, ղրաղ՛)ի մնացած մասում տրված են արաարի՚հ լարա սներ;

Խնղրի լուծումը նե րկա րոցւքած ի եո ունկքո ւն ա չափական չարքերի տես- 
քսւէ, որոնց ղո րծ ակիցնե րի որոշման համ ա/t ստացված են ււկղրւււ ւէ 7,։շ/7 
չարք֊ հալք ւսսարու. ւեներ, ա քն ա հե ահ' ղծւսքին հավասարու լեների անվերջ սիս­
տեմներ: Ցու-fg ի արվու ւ)', որ սիուււևմներր կվաղի - լիուիին սեւ/ուլրսր են:

Uաաւյված են բանաձևեր աեղ ավւււիւու մների և կոնտակտային լարում­
ների համար:

Դիտարկված են թվա/ին օրինակներ:

ON A MIXED PROBLEM OF THE 
PLANE THEORY OF ELASTICITY

Л. A. BABLOYAN. A P. MEI.KONIAN

S u ։n m a г у

The solution of the plane elasticity problem for a rectangle, 
walled up by both ends for some depth different for the upper and 
lower planes with symmetrical boundary counditions, is presented in a 
trigonometric series form.

The determination of the integration constants is reduced first to 
the solution of the system of dual series - equations and then to the 
totality of two quasi quite regular infinite systems of linear algebraic 
equations. The formulae for the determination of the contact stresses 
and displacements out of contacts are obtained.

The numerical examples are presented.
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1П.]ч1иЬ||!|ш XXIII, № 5. 1970 Механика

1О. С. НШАНЯН

К ЗАДАЧЕ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ДЕФОРМАЦИИ 
УПРУГОЙ ПОЛУСФЕРЫ

11ервыми исследованиями, посвященными задаче о равновесии уп­
ругой сферы являются работы Лямэ [1] и В. Томсона [2, 3]. В даль­
нейшем эта задача рассматривалась в работе Кри [4], который иссле­
довал деформацию несжимаемого твердого шара под действием чисто 
радиальных поверхностных напряжений.

Эта задача рассматривалась также в работах К. Вебера [5], 
Е. Штернберга и Ф. Розенталя [6|, В. Лейтерта [7] и других. В пер­
вых двух работах исследуется осесимметричная деформация упругой 
сферы, находящейся под действием сосредоточенных сил. В работе 
Лейтерта исследуется случай, когда сфера находится под действием 
собственного веса, который уравновешивается одной сосредоточенной 
силой, приложенной на поверхности сферы. Для нескольких случае» 
нагружения сплошной сферы решение дается в работах А. Лява [8], 
И. Снеддона и Берри |9].

Ряд задач для сплошной и полой сферы и сферической оболочки 
рассматривается в работах Б. Г. Галеркина [10], А. И. Лурье (11], [12], 
[13] и других.

Несколько контактных задач для сплошной сферы было исследо­
вано в работах Н. X. Арутюняна, Б. Л. Абрамяна и А. А. Баблояна 
[14—16]. Некоторые динамические контактные задачи для упругой 
сферы решены Н. X. Арутюняном и А. А. Баблояном |17].

В данной работе рассматривается осесимметричная задача о дефор­
мации сплошной полусферы, когда на ее плоской поверхности отсут­
ствует перемещение (жесткое закрепление).

Насколько нам известно, такая задача рассматривается впервые.
Решение задачи сведено к бесконечной системе линейных урав­

нений, которая квази-вполне регулярна.

§1 . Постановка в решение задачи

Рассмотрим задачу осесимметричной деформации упругой полу­
сферы, когда на сферической поверхности заданы напряжения, а на 
плоской поверхности отсутствуют перемещения. Для простоты пола­
гаем, что на поверхности сферы касательное напряжение отсутствует. 
Задачу будем решать в сферической системе 'координат у, О, о (фиг. 1). 
В такой постановке граничные условия задачи будут иметь вид
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-,/,№0)=0, = </?, б) =*(0) (о (1.1)

1/М, И = 0. и,(^., 2՝)֊0 (0 ';-</?) (1.2)

Здесь и,- радиальный, а 1/\ меридиальный компоненты пере­
мещения, и 3: - соответственно касательное и нормальное напряже­
ния, а’ (0) - кусочно-непрерывная функция с ограниченным изменением 
на указанном интервале, характеризующая закон распределения нор­
мальных напряжений на поверхности упругой сферы.

I в = о

Для решения задачи пользуемся также условием осесимметрич- 
ности задачи, т. е.

’f5(S 0). £/й(?, 0) = 0 (1.3)

Уравнения равновесия в сферических координатах при наличии 
осевой симметрии и отсутствии массовых сил имеют вид [8

0.4-2^)5inO ~ Т (2*- . sin*) ֊ о

(1.4)

(/ 4 2р)?* sinG — н (2.-^, sin &) - О

Здесь > и р упругие постоянные Лямэ, — компонент враще­
ния, А — объемное расширение

Ж
(1.5)△ = 1р2 siпО (y֊U. sinG) 4- ^֊ (p(/ft sinO)

Решая уравнения (1.4) методом разделения переменных и переходя 
от координат р и 6 к координатам

c = cos&, Z =- In (1.6)
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можем перемещения Г... и //<» представить суммой ряда и интеграла в 
следующем виде:

2 [ „Щ-* + (П ОС.е.-их

Л. (О е* | i [Лич ֊ #W2 —(АУ11 Cg՝}P sin/՜ — [Ли»? н- 
||

Рич — (CAi — Dgi) Р ։ ..(;)] cos /- } ( |- :2 у<Л (1.7)

Щ = V [Д, е(п ՝,։ 4 Сл^'+’)< ] | Р'п (<) -f
л-2.4...

е * | 1 с- I { [Aw3 Pw.t -Ь СР , (•;) ] sin/՜
J ”% ՝՜ '
и

— IA w4 4 2?w3 — DP ։ (:) ] cos/-- i th (1.8)* • •
Здесь 7, D„, Cn, A (t), P(՜), C ("), D{-.) -неопределенные коэф­

фициенты и функции, подлежащие определению из граничных условий 
(1.1)—(1.3), Л.(:) полиномы Лежандра, Р , (;) — функция кону­

са [19J.
Здесь использованы также следующие обозначения:

ei(S1t).(2?-l) Р_, ,(;(5) |_2± ?(!-«)/>• ,;х( (=)

т + ”‘2

֊.) = ֊. (2^-1) Р , ,.(•) + ——-5(1-») Л . (;)
~ ' -2.4

4

^'з(ъ ") = у- ‘М՝- ■)—-) (19)

с дw<(?- ■«’: С; •) + У wa(^ ')

Л։ ('О - —9 
՛+ т

9 1= + т(гЧ2Г-|(/’֊2) |-

- !1 4
1
4
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2:0)

г |4(>.^2г֊.* -3)-|
9՜ / 25 \ 1*4-֊ (X* I 2)2(^-г^֊)+^ Т

(1.9)

Пользуясь соотношениями (1.7). (1.8) и известными формулами, 
выражающими < и через перемещения Ь , Uh, получим

I ,г=зц 2р,_2р у | Ае1.-г),^

г. 7. 4.... 1

>\п~ ~ П — 3) ч(п — 1) ( Л 2) 
Х(п -| 3) |t(n 5)

О/t г
(п \}Спе> Рп(-)֊ -г^’ t\

р. |   —. |.։/_ П/) Х(«4-2) н(п2 '2п II^=^1 1֊։՜ S р("-1)ае + ,(П 3) !1(ят5)
Л— 2.4.,.

X с„е՞' Р,(։)֊^-'.| ^fll ЗД«'л+2*,.2^--’Ч-^ 

tt

-t- (Cg3 + Р' J (О I Sin/x -t- |2-Bw.։-r (C713—Dg.y) P , . (I) ] cos/- | </-

(1.11)
Здесь введены следующие обозначения:

[՛ л=։^)

Лз(-)-
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$ 2. Определение постоянных интегрирования

Легко нидсть. что выражениями (1.8) il.ll) условия симметрия 
(1.3) удрилетноряются тождественно.

Заметим далее, что в выражениях для напряжений и перемещений 
имеем: по координате : разложение по полиномам Лежандра, а по ко­
ординате / по функциям вида

Т (/) = (u sin/'. 4- b- COS/')
Подобные функции были получены в работе А. А. Блблояна 119). где 
рассмотрен случай

1 ,ч-. ~ *2՜ "• “

При удовлетворении условий (1.1) пользуемся формулами интег­
ральных преобразований по полиномам Лежандра и их производным.

Для того, чтобы удовлетворить условиям (1.2), полагаем а «О 
и проводим косинус-преобразование Фурье.

Проведя вышеуказанные преобразования и приравнивая соответ­
ствующие коэффциеиты, определим постоянную и неизвестные функции 

А I՜), /?('), С(т), О(~) через коэффициенты С\, О„.
Введя новые неизвестные Хг, Ук, где

_ |/*(п:֊п֊3)- (л—I) I л--2)| (л 11УЯ |>.*л (л 2)4-ггт2л 1|Х, 
(л 1)р(л։ 2лг — 8л 5) — л3—-2л; —5п 4] Рп (0)

(2.1)
г (2Х, - л У А р (л 4֊ 3) 4֊ л -г 5|

[/• (л3 -г 2л* ֊ 8л - 5; ֊ лл - 2л= ֊ 5л - 4| Рп (0)

Будем иметь
сс

7 ֊=0с4֊ё у (а\кХк — Ь’.кУА (2.2)
4-2.

4(-М0 -֊з-тЧ',- 2 (Я*Л-б»Г։) (2.3)
4-2. 4....

/>՛(-). В։(-)4(-); Се) = С։(-)4(-.), О(т) .Д>։(т(Д(:) (2.4)

где введены следующие обозначения:

А.(-) - (1-гЬ-) w’s0р^—<оГ (и’^о)л» *՜ w<
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Со (-) Р ,.. (0) = - (0) 4- В,(0)

Оо(֊)А, „(О)--=и.до) Н«’>(0)

(2.5)
2(Р-1)[(Л* х)к- 2|Ч\-^[^(Л-Ь2)(/Л Х1)_Ц 2

(к - 1) р.* (2*3 - /г ֊ 81- ֊ 5) ֊ к3 - 2к֊ — 5А- - 4]

(&-1) -2]Ч\-К^^1)(А-2)+>.*(^-А- 3)]Ч\-..7
>.* ('2к3 — к- ֊ 8А — 5) 4- к3 - 2к- — 5Хг - 4]

к[к+\}
к- 1

ч’лЛ.(0)Р_1 ..ДО)

£* = \Нк(--)М: (•)</:, б;„4- 
о о

.'.ля определения неизвестных получаем бесконечные системы
линейных уравнений следующего вида:

2 [а„, х- Хк - 6г|, к У\- ] 
к -2,

(2.6)
ОО

/„ = <7,, 2 [с^А. Хк — Ук] (п-2, 4,-.՛)
Л— 2.4....

Свободные члены определяются ин соотношений

к = Л.(0) =.-с 2- [ <ыч-։ (■.՝)<!-.

I»
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</« с'о А,(0) I £,.(-) % (т) /!-
IX

а коэффициенты при неизвестных из соотношений

Оол- = А. (0) «՛„, /, - 4՜с а * м с՛(•) 
о

Ь,.. ь = Рг. (0) (' ^(’)ч‘о и-/-
II

(2.7)

с», х “ Рп (0) /-0)^

аы 2-сб-.. ч.’о(^)1 а<->^

где приняты следующие обозначения:

|ч-Л(-.)Я(0)Л,+(. (0)
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Таким образом, решение рассмотренной задачи спелось к опре­

делению неизвестных коэффициентов Хк, Ук из совокупности бесконеч­
ных систем линейных уравнений (2.6).

§ 3. Исследование бесконечной системы

Покажем, что система (2.6) квази-вполне регулярна и следующем 
смысле [20]:

ОО

\ 1|ал.л(-г Ь„, к | — ) сп. к -\с1п.к }<СГ при п — 2, 4,....ЛГ 
кчЛЙ-։

(3.1) 
00
2 {|а,^|-г|^.Н-|сй.*1֊?|Л.^|}<1-з при л=ЛЧ-2, ЛГг-4...

а Ь„ | 4- | (1п | \ ст. При я = 2։ 4, ...
(3.2)

I Ьи | -4- ' с/„ | - 0 при п — ՛
учитывая, что [211

V. 
-

1Р’+(Г х- ( с111 а~2а \
1_

(1՜

имеем

Н,у= соп$1

^3.3)

С’о = соп$£

Оценивая ряд

“ (4£+3)(/>;а ։(0)]3 р ՛. Л (01
(24 + 1) (2*:+ 2) | + 1 (24+ 4 у (-֊֊)^;+„ (0)

приведенный в работе [18|, снизу и далее рассуждая аналогичным обра­
зом, получаем неравенство

г՛ <°> 3 / I V2
Р^.АО) (3.4)

Возвращаясь к обозначениям (2.7), будем иметь
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1 I (
Аг-.У Г2

Переставляя знак суммирования и интегрирования, что справед. 
во ввиду равномерной сходимости первого и абсолютной сходимос 
второго, используя неравенства (3.3) и (3.4), получим

У к . лг '3.5'
к .V

где к՜ представляется в виде несобственного интеграла вида

Здесь (2(х), 7. (л՜) известные аналитические функции на всей дейст­
вительной оси, причем для достаточно больших х имеет место не­
равенство

а (л-) не имеет действительных нулей.
Как с г.чо, \\ этом случае интеграл сходится и легко 

но вычислит’ , наггример, зная вычеты подинтегральной функции в 
нулях /. (с).

Аналогично получим

4-5? <2 I

Таким образом,

°° I 1 1
У. | <ь.,4 ~ | Т | Г1РИ п ‘

Л -ЛЬ 2

и ограничено при любом фиксированном п.
Повторяя вышеприведенные рассуждения относительно Ьп.к, 

с .;, <{. л, Ь„, </..= , придем к искомым соотношениям (3.1) и (3.2).

Ергнлп.шни государственный
унингрентет Ппступмла 3 111 1Г>7.
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ԱԴԱԱԴԱԿԱՆ ԿԻՍԱԳՆԴԻ ԱՈ-ԱՆՅՔԱՍԻՄհՏՐԻԿ 
ԴԵՖՈՐՄԱ8ԻԱ6Ի ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ս. մ փ ո փ n t if

Դ/րրրրա^է^աժ է քլէէ»ր»*»rf.fl ւսրւանէ/ րաոիմհարիկ դև ֆորմացիա էի իմոդիրր 
երր նրա հարթ if ակե րևա քթ ի վրա տեղափոխումները ր աց ակ nt fin մ են. իոկ 
դնդալին մակերևա /թի '[("“ կիրտոէիոծ /; կոէմալակւոն նորմա/ pint;

Տեէլա փոխէս մնհրր նե րկա/ացված են Լեմ անդրի ր ա դւէ անդամն և ր որո֊ 
րւոնակոդ 2и,Г4^11 րնդհանրացված եոանկ/անաչափական ֆունկցիան եր պա՝ 
րւսնակոդ անիսկական ին ահդ/un լի դամարի ւոեորով; Օդսւ ուղերձելով հւոմա- 
պաւոասխտն շրջման բանաձևերը, խնդիրքէ բհրվում Լ ղծս/լին հավասարում­
ների երկու անվերջ ււի սսէեէքների /ածման;

Um if/ կ տրվում, որ ստացված դծա/ին հավ ասա րամն ե րի անվերջ սիս­
տեմը կվադի֊լիովին nht/ա/լար է, ընդ որում ադաա անդամները սա -ս! անտ- 
ւիակ են և ձգտում են դր/ւլի. երր Ո > է

ON AN AXISYMMETRICAL DEFORMATION PROBLEM FOR 
AN ELASTIC HEMISPHERE

Y. C. NSHANIAN

Sum :n a г у

In the present paper an axisymmetrical problem for a hemisphere 
is considered, when on the plane surface of the hemisphere the displace­
ments are absent, and on the sphere surface the arbitrary normal 
stresses are acting.

The displacements arc expressed by the sum of the scries involving 
Legender Polynomials and the improper integral involving the genera­
lized trigonometric functions. Using the respective transformation 
formulas, the problem is reduced to the solution of two infinite sys­
tems of linear equations.

The solution of the systems is shown to be quasi quite regular, 
and the free terms are limited from above and at n —- tend to zero.
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Ж. Г. АПИКЯН

ДВИЖЕНИЕ ЖЕСТКОГО ШТАМПА НА УПРУГОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ СО СВЕРХЗВУКОВОЙ СКОРОСТЬЮ

В работах |1| и 2; рассмотрено действие нормального давления, 
приложенного на участке границы упругой полуплоскости, движуще­
гося с постоянной скоростью. На границе полуплоскости каса , льнос 
напряжение равно нулю.

В настоящей заметке определяются напряжения и перемещения 
упругой полуплоскости, обусловленные действием подвижного штампа, 
приложенного к ее границе и движущегося со сверхзвуковой скоростью.

Рассмотрим динамическую задачу линейной теории упругости для 
полуплоскости, когда на движущемся со сверхзвуковой скоростью Р 
конечном участке длины 1 ее границы заданы перемещения. Касатель­
ное в нормальное напряжения на границе вне участка задания пере­
мещений отсутствуют.

Уравнения движения в подвижных координатах хОу, связанных 
с движущимся штампом (фиг. 1), будут [1], [2]:

а ֊֊. а 
• У У (1)• №

где с (х, у) и << (л\. (/) продольный и поперечный потенциалы;

и = и = ^ — — компоненты перемещения;
I «*=£-1, ?’=-£-!, а* = 1±2^, 

а~ Ь* Р
6= =

1 и R—упругие постоянные; плотность упругой среды.

Фиг. 1.

Имеем граничные условия

и (х, 0) = «0 (х), и (х, 0) — г?0 (х), 0 х < /

(2)
ол֊7 (х, 0) = ^,. (х, 0) 0, х<^0, х>/

Будем рассматривать квазистационарпую задачу.
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Решение для подвижной сосредоточенной нагрузки Р имеет 
вид [1]:

1сл^ (* - «У) 4՜ ?с,Н(х — р.у) ]

5(3)

и = < С* ~ 2С‘^ (х 1
4

Здесь

1 2«
с1-(] ^=֊4^’ С- - (1-?2)г-1֊4*3

Н (х) — функция Хевисайда.
Используя интеграл Дюамеля, можно получить решение для рас­

пределенной на границе нормальной нагрузки Р (х) 0 при 0<.х-С/
и Р(х) - 0 при х<0 и х /:

О при х

II. «=у [ Р(1х, =

0 

(
111. « = ֊։ \РНх, V

II

*—<1 $1
IV. и = ь. С 

и и 
1)

х-ау

V = — ■֊֊՝ Л/х

0

1
V. и = ֊^֊ [ Р<1х -

/

V Рс/х

V -ду

-—֊ ( Р(1х при х<&/, ’1/<х<»у 1 

0

!
— <1 Р(1х при у 4՜ / <С л- 

V о

.г֊^

Р<1х (4)

II I

при ։<1/ X <С «У -Т- /

х.-ЗуI 1

ч

А_Л9
\ Рс1х 

<• о

при 7у ֊1 /< X < /I/ 4- /, X > Зу 

г - ?՛.։
т 1 л/-г
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VI.

71

/• । 3/. Л«- ֊—•] Мх 
и

при *>&+/

(4)

В дальнейшем, области, где справедливы данные выражения ре­
шения, для краткости не будем отмечать. Эти области (фиг. 2) опре­
деляются римскими цифрами, стоящими слева от соответствующих 
выражений.

Фиг. 2.

Аналогичным образом можно найти перемещения в полуплоскости, 
когда на подвижном участке границы полуплоскости задано касатель­
ное напряжение з,-ц(х. 0) = 7'(х) при 0<х-</ и эХ9 (х, 0)^0 при 
х<^0 и х^>/, а нормальное напряжение отсутствует:

I. и — V =֊ 0
* ։у ж ■։.'/

II. и = £1 Г тах, „=-зс-> [ Тс/х

и 3 3
а и

I I
III. и = -3- С Т(/х, и = С Г<7х

I13 I1 3о о
ж — “у

IV. « = ֊? ТУх | С т<1х (5)

II О

л--*«р X —
V = - —։- *՛ Т,1х + (’ ТУх

։* .1 ։‘ .! и л
о 'V. 1, = (' ГУх -г 7Ух

?»■ о- 

3 Известия АН АрмСС'Р, Механика № 5
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VI.
и ֊ £■>- -?£1 1՛ 7Ух, г,^С-<- ( Пх

и о

где

23 З2— 1
С* ’ (1֊^Т֊-4аЗ։ С«“(1 £2)2 4аЗ

Складывая решения (4) и (5), получим выражения перемещений, 
когда на границе полуплоскости одновременно заданы нормальное 
напряжение Р (л՜) и касательное напряжение Г(х):

I. и = и — О
•- ау

II. Ц — | РНх, V — 7. РНх

п

I I

III. и — А^х, V = —я ( АМх

О (I
(6).

Д’- Ч.7 х-'.у *-?¥ г—.’V
IV. и = | АУл- | ? ( 0<1х, V ֊ • » ( £Мх |՜ Q,lx

п II О 4
. л ;у > X— '?у

V. Н ~ КЛх 4֊ / С^Х, V = — 7. (}(1х -г С?с/х

О II и 1՝

/ /
VI. и = (А |-Х2)</л, -о= ( — з.Р)({х

(I <1

Здесь

R (х) ֊ ֊; 1с։-Р (*) -Ь Сз Т и) I 

(2(х) = - к/Лх) + с4Г(х) I

На границе при г/ - 0 и 0 < х < / из (6.1 V) имеем

(*) | (А —3(2)</т, ул(х) ( ((? -/А'Н/х
о (I

(7)
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Определяя А1 (х) и Q (х) из соотношений (7) и подставляя эти 
значения в (6), получаем решение основной задачи:

I. и — 1’ — О

И. си = ис (х *у) — 3-а0 (х—уу), cv a |/t'o (х — уу) — и0(х j

HI. си ил (/) — foM, cv = а (/) и,} (Z) ]

IV. CW = «0(х—ау) — ,3гго(х уу) — g |:<й (х—?у) 4֊ (х— 3r/) I

cv = а [Н'о (х—аг/) гг0 (х у у) J (х — &/) 4- агг0 (х—Зг/)

V. си Щ (/) — fk\, (/) ֊1֊ 2 [ wo(x “• ?у) 4- агг„ (х — fo) j

cv а [3v0 (/) и0 (/) ] -|- (х Зг/) 4- .«ue(x &/)

VI. гг=гг0(/), v = vM

где с = 1 4- аЗ.

Таким образом, решение постоянно в областях I, ill и VI. Заме­
тим, что рассматриваемое решение справедливо только тогда, когда 
вместе с непрерывностью перемещений в интервале их задания выпол 
няется условие равенства нулю перемещении на переднем конце интер­
вала. При невыполнении последнего условия полуплоскость получит 
разрывы на границе.

Отметим, что этим путем решаются все квазистационарные за­
дачи со смешанными граничными условиями на движущемся со сверх­
звуковой скоростью участке границы упругой полуплоскости при сов­
местимости этих условии с соотношениями (7), в частности, при про­
порциональности касательного и нормального напряжений при задан­
ном г/с(х).

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 3 IV 1970
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THE MOTION OF A RIGID PUNCH AT A SUPERSONIC SPEED 
ON AN ELASTIC HALF-PLANE

J. G. API KI AN

S u in in a г у

The dynamic problem of the linear theory of elasticity on a half- 
plane, when displacements are given on the moving section of its bor­
der, is considered.

The displacements of the elastic half-plane due to the action of 
a punch, applied to its border and moving with a supersonic speed are 
determinated.
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F-. Е. МКРТЧЯН

ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ МАТЕРИАЛА. РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮ- 
ЩЕГОСЯ ДЕФОРМАЦИЯМ РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ

Теории упругости материала, разносопротизляющегося нанряжс- 
ниям растяжения и сжатия, посвящен ряд работ советских исследова­
телей. В настоящее время эта теория развивается, в основном, по 
двум направлениям: [1, 2, 3| и ,4, 5].

В настоящей работе строится модель упругой средь։, раэносопро- 
тивляющейся деформациям растяжения и сжатия, при конечных дефор­
мациях .

На основании непрерывности напряжений и функции энергии де­
формации предлагается метол для определения вида функции энергии 
деформации указанного материала. В рамках теории упругости второ­
го порядка и линейной теории упругости разрабатывается способ оп­
ределения упругих постоянных.

Работа базируется па соотношениях общей нелинейной теории 
упругости [6, 7].

Представим однородную упругую среду, армированную системой 
тонких упругих нитей, так, чтобы они заполняли эту среду всюду и 
по всем направлениям равномерно.

Пусть каждая нить идеально гонкая, абсолютно гибкая и не об­
разует каких-либо неправильных перегибов. Нити достаточно близки друг 
К другу и прилипают к среде, я которую они внедрены. При этом 
нерегулярностью деформации среды между смежными нитями можно 
пренебречь.

Пусть нити имеют значительно больший модуль упругости, чем 
окружающая их среда, и изготовлены из несжимаемого материала.

Как показывают эксперименты, каждая нить в композиционном 
материале, если выдерживает сжимающую силу, не учитывая всесто­
роннего гидростатического давлении, то вследствие возникновения не­
которой формы неустойчивости она теряет прямолинейную форму и 
оказывает сопротивление меньшее, чем яри растягивающих напря­
жениях [8].

Так как нити изготовлены из несжимаемого материала, то появле­
ние сжимающей силы цте считая всестороннего гидростатического дав­
ления, при котором нити не теряют устойчивости) в них обусловли­
вается появлением соответствующей деформации сжатия.

Таким образом, можно принять, ito рассматриваемая среда изго­
товлена нз материала, разносопротипляющегося растяжению и ежа-
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тию, и, ввиду вышесказанного, появление такого эффекта мы будем 
связывать с деформациями.

При растяжении или сжатии материала со всех сторон его упру­
гие свойства по всем направлениям одинаковы. 1 огда его функция 
энергии деформации № зависит только от инвариантов деформации 
4. А и А

1Г (А, А, /3) (1)

при растяжении его со всех сторон и

п^<А, А» А) (2)

при сжатии его со всех сторон.
С деформируемым телом свяжем < рто։ «жальную систему коорди­

нат (н։, Н։՛ так, чтобы в каждой точке она совпадала с главными 
направлениями тензора деформаций Пл, у,. Свяжем с системой 
( н։» Йа, |_’.։> метрические тензоры

дх' дх՛ —, с/н1 бн՛
АС.. •./»; * § л С')

<>՛•> дх՛ Ох

нсдеформированного состояния и

б- (4)
г)Н։ (/н ()у с у՛

деформированного состояния. Здесь (к1. л՜՜, л՜1։ и (г/:, у". уг) коорди­
наты точки по отношению к фиксированной прямоугольной декартовой 
системе координат в недефОрмиропанкОм и деформированном состоя­
ниях соответственно.

Если материал растягивается (сжимается) по направлению оси 
и сжимается (растягивается) ио всем ей перпендикулярным направ­

лениям, то упругие свойства материала по всем направлениям, перпен­
дикулярным этой оси, одинаковы и различаются от упругих свойств 
материала по направлению н,- . Можно принять, что в пределах дефор­
мированного состояния указанного вида материал однороден в том 
смысле, что упругие свойства, отнесенные к осям Н#, •-»_), оди­
наковы н каждой точке этой облает։-.

Для определения вида функций энергии деформации в пределах 
области определенного характера напряженного состояния, например, 
։։ области, где материал но направлению оси |֊,։ растягивается, а по 
перпендикулярным ей направлениям сжимается, выделим в какой-то 
точке Р этой .области элементарный параллелепипед, ребра которого 
параллельны главным направлениям (г/1։ /л, у \ пятой точке.

Полосе и Ис индексов у координат лу , .// и ’-п и- имеет значения։ поэтому 
для удобства они помещаются пперху или внизу.
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Заметим, что мы получили бы такое же напряженное состояние, 
какое в действительности имеет наш элементарный параллелепипед, 
если приняли бы, что его материал трансверсально изотропен с соот- 
вётствующими упругими свойствами по отношению к направлению 
.71 Р]. Тогда II7 материала нашего параллелепипеда, как и в случае 
трансверсально изотропного тела, будет зависеть.՜ от инвариантов де­
формаций А. А и /3. от е., и от е:։ 1 е;\, где е.у— компоненты де­

формации по отношению к осям (т;1։ уа) в точке /А

Так как е, <?,. = О, то функция энергии деформации в указан­
ной области выражается инвариантами деформаций и безразмерной 
компонентой деформа ни к

1 £п £п
Обозначим 1Г IV” (А, Л. Л,

Аналогичным образом получим еще пять новых видов функции 
энергии деформации для остальных случаев напряженного состояния 
указанного характера

4. 4. 7,,2>)
№■= 1.л 4,

если материал по направлению или Н3 (^„ или уа) растягивается, и

*' = <,(4, 4, 4. 7„„)
если материал по направлению <ч»(з = 1, 2, 3) сжимается.

Определенным таким образом функциям IV , IV , IV, л* и йА4> 
($ — 1, 2, 3) пусть соответствуют контрвариантные компоненты 
напряжений ■'7, -2, и '.’2 соответственно, которые определяются 
выражениями |7)

:0- = ф «О ֊ Ч*’ В'7 + р'в‘}

(6)

где

с/А
4’

2 о1Е՛,

<//2
п. 9. -Г

(7)
1 <71Г

ад

(по индексу э не суммировать).
(*Н

Индексы и скобках килюется • победными 
индексам не производится-

индексами и суммирование по этим

о

. л • 7'. л
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и '■») определяются аналогичными выражениями.
Предположим, в какой-то зоне деформированного состояния мате­

риал по направлению ?/. растягивается, а по перпендикулярным к нему 
направлениям деформации равны нулю. Тогда из того условия, что 
функция энергии деформации и напряжения должны быть непрерыв­
ными, получаем

»+(4, 4. 4) «4М4. 4. 4. ш>) = Г-И4, 4. 4. w) =
(8) 

- «б, (4. 4, 4- Ъ »1 )• ■■■ - -u i - -
Если в какой-то зоне материал по направлению у., растягивает­

ся, по направлению г/л сжимается,а по у} деформации равны нулю, то 
имеют место соотношения

А. Л» и 22>) (/., Л, А, 7(33))

(9) 
х»7 = <'/ го ։*»»

В другой же зоне, где деформации по направлению г/։ равны 

нулю, а по направлениям, перпендикулярным ?;։, материал сжимается, 
имеем

(А. А. А) ֊ UWA. А, А. т.н;)
(Ю)

■='4=■%

Аналогичные coo-ир.иения могут быть получены и для других 
подобных случаев деформированного состояния.

Если каким-то путем определено упругое поведение материала в 
некоторых видах деформированного состояния, то из указанных соот­
ношений могут быть определены упругие свойства материала.

Если деформации небольшие, то функция Й"может быть пред­

ставлена степенным рядом по к՛ ременным (А՜ 3), (Z. — 3), (А -И 

и М1Ч

^„= £ <4-31'(4 3)'(4-1)‘-.;„
<•. j.k.i u

гд֊-- С, - 0, поскольку и ведер «рмиропанаом состояния IP',՜, ? ~0. Ве­
личины (А՜ 3). (/2--3). (А 1) и ։1, вообще говоря, оказывают­

ся первого порядка малости по отношению к главным удлинениям.
Функцию можно представить в другом виде

^'.1= s (И)
л /. k. г_и
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где
Л = /,-з, л = /2 2/,-гЗ, д /,֊ 4 + 4 1 (12)

оказываются соответственно первого, второго и третьего порядка ма­
лости по отношению к главным удлинениям [7].

Л^, ~ постоянные, причем

Ах.'<:(| “ ^НХО ~ АюО« ' ®

так как в недеформнронанном состоянии напряжения и 14՜ ։. равны пулю.
Если в уравнении (11) пренебрегаем членами более высокой сте­

пени, чем третья ио отношению к главным удлинениям, то получаем

№(«) = Ло«» /. -г Дли« ./• 4- Л щи ,/2 4- Л.хию У? 4՜ Л^н /3 4-

4՜ 4- Ло«з •<**! 4՜ Л । 1 у։ 7($<) Л;оад у։ 7^*)

^2«|| ч,,) *т Ало: (13)

Для 1/‘а. получаем аналогичное выражение

&(,) = Аш» У* 4- Амо .А I՜' И Л01(,։ Уз7(։<( (14)

Функции 1у и 1Р с гой же степенью точности определяются 
выражением Мурнагана

ТГ = Л Г У2 4- Л. У? — Лэ /, 4՜ Ал У? 4- А5 />
(15) 

и>՜ лг уа лгу? 4֊ лгу,л |- лгу? 1֊ лгу.

Тогда функции Ф , ՝Г , р , Ф<ч, ՝Е(»), Р(»>и Н(1>, входящие в уравне­
ния (6), с помощью (7), (13) л (15) определяются выражениями

Ф [Л-. -2/4Г+2(Л? ֊Л3+)(А֊3) +

л3 (Л-3) ьзл; (А-3)2]

^=֊—'[41 л5' ьлпл-3)1, р =2/4 л5- (16)
I 4

[Л,, к. 2Л(1Р -+2(Л.1О1, Л поп ) (А — 3) — Лпоо(4 3)

4-3.4-;.., (/։ 3 )՜ (Лкг.1 —2Л|1и )■((*,) -гЛ:<»2 7(։») 4՜ 2Л200։ 7(5») (4—3) ]

[ л» 2 • •
•<<>=— -=- [Локи Л«,»«՛ 1 Лцн)(/1 3) Е Лою։ 7(4») ]

I 4

Р<։) = 2р'4 Л|Д)ю (17)
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■՛ ՛-— ■ — ■■■ „ _ . ■«„ ------------------------=—=—=------------ — -— ■ , т—

н(<> «• — [2Л<л; ЗА.. —(А՛.-1 2Ан֊։) (Д—3) г!
I Л

+ ЧА >,• -и,։) (/։ -3) 4 А.(/, ֊ ЗГ А.п։ (Л ֊ 3) 1 (17)

Функции Ф , '1՜ , р-у <Ь ..|, 'Г|Ч), р(։ . ;• определяются анало­
гичными выражениями.

Из равенств (8), (9) и (10) видно, что упругие постоянные, 
входящие в выражения И7՜ , и некоторым образом зависят от

упругих постоянных, входящих в выражения 1Г и IV .
Попытаемся найти эти зависимости.
В какой-то точке деформированного гола рассмотрим напряжен­

ное состояние элементарного пзралл-лепк еда, ребра которого парал­
лельны главным направлениям деформаций. Пусть системы координат 
у,, ’-•1 и А выбраны так, что и этой точке они совпадают с системой 

у, (главные направления деформаций). Если указанный параллелепипед 
растягивается со всех сторон, то его деформацию можно представить 
состоящей только из однородных растяжений с коэффициентами растя­
жений 1, > 1 и >.3 1, соответствующими главным направлени­
ям //,, у.:, у3 соответственно.

Решение задачи однородного растяжения изотропного тела дано 
в работе [6]

4՛ = з։‘։ =>| Ф - /•։ (4 $ ) 4՜ ~ р՜

’ =֊ 322 = )* Ф -• ՝Ь> (л։ 4֊}.1 ) Ч , Р
(18)

м- ~ <'{։=>՛ Ф —/<.(л| /.*1)4" р

_!? _» _31 л
. .   • 4.   ---  V

где SfZ- - физические компоненты напряжений для функции W .
Если наш элементарный параллелепипед сжимается по главным 

направлениям, т. е. '։<А, 1, /-а 1. то напряжения определяются
выражениями, аналогичными (18), где вместо Ф՜, 4' и р~ фигуриру­
ют функции 'I1՜, *Г՜ и р ՜.

Если вырезанный параллелепипед растягивается по направлению у\, 
а по перпендикулярным к нему направлениям сжимается, т. е. Xj >1, 

1, ла<1, то нетрудно доказать, что компоненты напряжений в 
этом случае (соответствующие функции энергии деформации 1Р,'П) оп­
ределяются выражениями

“ ՛=]։’' ~ А։ Ф<11 — Уч (/2 4՜ К։) ՝1'.1 . +֊ рц । — Нд ,

4“ = 4ф;։) + 4 (/р.;(19) 

■р1) = ъ'|! 1 = /'5 ։!>(։ > — А՜ ('•: - >‘Га) - р ։,
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где

'12 ՛՛.՝:» л
-(1) - И) “ -1JJ (19)О

и с/Н’()н։ 1 ,2
gn = — = 'I

#u

Остальные виды напряженного состояния, соответствующие раз­
ным значениям /•„ и > определяются аналогичными выражениями.

Если наш элементарный параллелепипед деформирован так, что 
4>1, лз 1» то имеют место равенства (8), откуда'получаем

Х?ф + 2л?»Г -р /?ф’։ 2^Ч'\|) + Ри)ч-/Х։) =

=/.;Ф2-т-2/■’Г, р — /\Ф|:.) 4՜ 2'х'1 и) - P(8i

Ф՛՜ -{- (1֊г Н) '1’ — р — Фиг (1 т '4 ) ‘1 'ip P։,i} =

= ф м ~ Фео (1 I 'Т > **\з) - Р<:р

~ Ф(и> ‘'0 ''i)՝1^՛) Ro — ~ (1 : zj)՝l(3) /Лз) 1 (20)

Тогда инварианты определяются выражениями

7^3-=/.? 1, /8 3 = 2(/?-1), (21)

В случае, когда < 1, /5 л3 = 1, получаем аналогичные равен­
ства.

Если 4 1, лй> 1 и то из равенства (9) находим

Ф(2> (X} '.<)՝!’,?) Р(2)=Ф(3>4 (X} Е'4)՝Е(з) р<_з\

г'-2 (1 4 ) ։Е<п Р^ '1 й(-') — Х$Ф( Ч ' '-2(1-Елз ) ՝։ (3) ^(3)

Х3Ф(2) 4"^(1 ~ ‘2 ) '1 (2) Л;.՛) ~А? Ф<3) '"։ (1 ,:з ) ՝1 (3) ' Р^.) ^'-3 н<з.»

(22)
В этом случае инварианты определяются

А — 3 = 2 (֊;n Y22) = Xj 4-Х} — 2

/,֊3^2(4-31 4'^Ьз Xi I Z?-|-X-;^-3 (23)

4-1 (/, 3)+4-(яТм = /М-1

Подставляя значения ‘1 , 1՜ ( р ։ <։՛(].,• -^з), определенные из 
(16) - (17) и из выражений, аналогичных (16) (17), в (20) и (22),
принимая во внимание (21) и (23), получаем некоторые равенства, из 
которых находим упругие постоянные

Ло։« = Ai , Лжи А2 , Лиц» = А:-,, Лзооо — А^, Лидо — Л>

Лини) = Л|' , Л'Д||<1 — A'J , Л|Ш1 = A;i , Лзич> = А-\ , Лооы — Л,
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Лц«х»г = — Л<и>2 = 4 < А ■ — Аг)

Л«ш = - Л,',ин = 8 ( Л։' - ЛГ) . 4 (А, А.7) - 4 (Л3՜ -Л-7)

Лил՛;՛ = Л пн» — 2 (А — Лз ) 2 (А А ■ )

Л,.к4 — — Лою! = 6(Л1 - Л । ) 4֊ 3 (Л — А. ) +- ( Ла. - Л,-.)

Л{оо։ = Лкид = Ли.ц,։ = Л.-> । = О (24)

Кроме того, получаем соотношение

л; 4-2Д.1 = ЛГ Г 2Л. (25)

Найденные упругие постоянные удрилетноряют условиям (8), (9), 
(Ю) и всем другим подобным условиям.

Подставляя значения соответствующих упругих постоянных из 
(24) в (13) и (16). получаем

Нл.։ ==Л1 Л» /\ ] /4з • Л| /'{ .4: _/֊1 • 4 с. Л. —Л;)-,՜,^/, 4-

~г 4 [2 (А\ ֊ А.» ) 4- Л .< - Л?. /1-, - А;. ]4՜

-2|Л7 Лз - ЛГ-л: 4֊

4-|6(.47- ЛГ)4-3(Л.7- ЛГ)ч-(Л-:֊ Л-, >)Уг.<жл> (26)

. 2
ФН1= -4=- |Л5 -2Л, 4 2(ЛГ-Лз )(А-3) Лз-(Л-3)-ЗЛ7(/։֊ЗГ—

2[6(л;֊ Л. )4-3(Л;-Л: )֊ ЛГ-Л< Н(„)~

— 2 [Д|—Ал-". А-, А ]} 

о
ЛГ-г Л3-(/։-3) [б(Д{-ЛГ) 4-3 (Лз֊Л.Г) т

I 'а

4-Д.Г- Лд|

Р^=2\];Аз (27)

%> = !8(АГ- 12|2(Д;‘ -лг>+ /?֊/!.-4-

4 Ач А՛-. ] —2[6(Л.՛, А.\ ) 3 (Л Лз) 4՜

4- А, Л5](/1-3)֊4[Лз-Лл4-л,- ЛГК4 - 3)7(,о +

+ |6(ЛГ л.г) । 3(Л;{ - л, )4-л; -л.гцл -з)>

Аналогичные выражения могут быть получены для функций 

^(«Ь л." и н(*>.
Если в уравнениях (15) и (26) пренебречь членами более высокой 

степени, чем второй, по отношению к главным удлинениям получим
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Г=АУ։ А? у?, й>‘ = АГУ։ ; А У? (28)

И>=А՜ Л - АГ У? - 4 (А. -А) ■;?„> (29)

Вводим ноаь5е постоянные (постоянные Лямэ)

А* = —|։֊*. А1 = ■֊(>' 2И+)

(30)
АГ =-4-1*՜. А = 4-('֊4-2։֊՜) 

I о

Тогда условие (25) принимает вид 

л* =/.- = ). (31)

Подставляя значения ]х и |7] 

л = 2т;
(32) 

л 2«>֊тИ^

ЧТ}— компоненты смешанного тензора деформация) в выражения (28) 
к (29) и принимая во внимание (30) и (31), получим

ч>,+ =--1 >֊т;т1-ь г-

(33)

Г К) = ֊ /т;т£ 4- г- т!Т{ 4- (1‘+ - г)Т?м)

Для контрвариантных компонентов тензора напряжений (6), соот­
ветствующих выражениям (33), находим

1'4՛ )֊т;^։?-т2!1 Т°
(34)

<15 = хт;я° -г2^г; 2(11 —
В системе прямоугольных декартовых координат выражения (33) 

к (34) принимают вид

К 11?'=ТВг с2.՝-‘ Ч‘2'3+(<?й’Т-вл + еУ

(35)

^'.) = у'֊д- -г ‘‘ (^ ' еУ + 2р (е;3 ֊ е-։ 4■ е’(2) (^—р ) е;։

с+. = /.До,-; 4-

(36)
П 0/4- ч 0х1 &х/

=։ ” =,л'“: - 2'1 еЧ 2 (։* - !* ) е.. —- л

Оу.
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Здесь и — физические компоненты напряжений, соотве՛ 
стнующие IP и в,7—компоненты тензора деформации в систс-

ме прямоугольных декартовых координат (х։, д\., х4), 
значение деформации по направлению .у,, -символы

Д + е22 + езз

е»։— главное

Кронекера

Лналогичные выражения могут быть получены для 
и =;;•՛.

Uz", $

Ил (34) или (36) нетрудно получить зависимости деформаций от 
напряжений, однако эти зависимости будут иметь довольно сложный вид.

Выражения (33) — (36), полученные и рамках линейной теории уп-
ругости. отличаются от соответствующих выражений, известных в ли-
тературе |1, 2, 3, 4, 5| и др., так как в настоящей работе в качестве 
критерия различия понятий „растяжение“, „сжатие“. принята деформа-
ция, а не напряжение.

Автор выражает глубокую благодарность К. С. Чобапяну за цен­
ные советь։.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступили 16 IV 1970
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ON A MODEL OF A MEDIUM HETERORF.SISTANT TO TENSION 
AND COMPRESSION DEFORMATIONS

R. E. MKRTCHIAN

S u in m a г у

This paper presents a model of an elastic medium hetcroresis՛ 
tanl to tension and compression deformations.
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hi virtue of the principle of continuity of the strain - energy 
function and stress a method is suggested to determine the form of the 
strain-energy function of the medium. The definition of elastic 
constants is made in terms of the theory of elasticity of the second 
order and of the linear theory of elasticity.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН С КОЯ С С Р

~‘՜ ХХП1, № 5, 1970 МехаиЗ

В. Ф. АБСУЛОВ

ПОПЕРЕЧНЫЙ ИЗГИБ РАЗНОМОДУЛЬНЫХ ПЛАСТИНОК

В рамках обычных допущений прикладной теории упругости |4. 6] 
рассматривается задача о деформациях пластинок постоянной толщины, 
выполненных из изотропного разномодульного материала |1, 2, 3| при 
их поперечном изгибе для случая, когда вся пластинка разбивается на 
области только первого рода [2|.

1. В ряде случаев изгиба пластинки ее объем разбивается только 
на области двухосного растяжения пли двухосного сжатия (так назы­
ваемые области первого рода '2]). Следуя С. А. Амбарцумяну [2], 
можно для областей первого рода записать следующую связь между 
компонентами напряжений и прогибом нейтральной поверхности:

Е г
1 а’,гу

где г расстояние от нейтральной поверхности (положение которой 
пока неизвестно);
тпд., , ■ • • частные производные второго порядка по переменным,
указанным нижними индексами.

Предположим, что нижние точки одной из нормалей к нейтраль­
ной поверхности испытывают растяжение в направлениях осей л- и /у, 
верхние сжатие, и пусть Л толщина растянутой зоны, а /г сжа­
той. Тогда, произведя интегрирование первых двух уравнений равно­
весия [4, 6] по толщине пластинки и определяя постоянные интегри­
рования из граничных условий |4. 6{ с учетом (1.1), найдем

£ 1(А Г £1
2(1 (НЧ

( И'лл— ПЬ/!/)

(1.2}
£~1(А )с у 
2|1֊(<)Ч

'-(и. ։лг ^'уу).

Здесь и далее нижние индексы после запятой означают частное 
дифференцирование по соответствующему аргументу.
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Отсюда, выполняя услоние непрерывности касательных напряже­
ний, получим

Е(Ь'У £-(Л~)а (1 3)
1֊о )’ 1֊С'Т

что является обобщением результатов [1, 5, 7], соответствующих ну­
левым коэффициентам Пуассона.

Уравнение (1.3) вместе с условием к — к к определяет поло­
жение нейтральной поверхности.

На границе смены зон происходит „перескок“ нейтральной по­
верхности на величину (Л՜ Л ).

2. Из третьего уравнения равновесия [4, 6;. произведя интегри­
рование для каждой зоны в отдельности с учетом (-.2՝, найдем

Е I (Л У £ г

а. =------ ------------------- -------V1 и» — о - (.г, и)
2[1 (<)2]

Постоянные интегрирования (л՛, у) вычисляются из условий на
контуре (о,). _л —0, (-С-). л- 7, из которых

? (*, .{/) =
А+(А‘)3

у։ и՛

(2.1)

* (.V» у) = 7
Е -У 

3|1 -(<)*]

Из условия непрерывности нормальных напряжений следует 
<•"(«, у)~'¥~(х, у), а тогда из (2.1) получим дифференциальное урав­
нение для прогибов

V1 и՛ = - (2.2)

где
I р=_^_/2£_у

12|1 —(<)-’]\1 • к)
___________ (2.3) 

./£- [1֊(<)2|
Л՜ I £41—Ь )՜ I

Уравнение (2.2) сохранится и при взаимной смене зон сжатия и 
растяжения вдоль рассматриваемой нормали.

Таким образом, дифференциальное уравнение для прогибов ней­
тральной поверхности разномодульной пластинки по форме совпадает 
с соответствующим уравнением обычной пластинки [4, 6|. Поэтому 
1 Известия АН Армянской ССР, Механика, .V? 5 
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разрешающие функции указанных пластинок будут по форме также сов­
падать, если одинаковы граничные условия. Различие будет состоять 
в положении нейтральной поверхности в в величине напряжений.

Рассмотрим эти различия на конкретных примерах, в которых 
заведомо будут иметь место только области первого рода.

3. Иэшб прямоугольной пластинки ио цилиндрической поверх­
ности постоянной нагрузкой ц. Длинные края пластинки защемлены. 
Начало координат поместим в центре малой стороны, длина которой 
равна 2а. Тогда, как и для соответствующей обычной пластинки [4],

Для рассматриваемого примера смена зон и „перескок“ нейтраль­

ной поверхности происходит при , л՜ ■- п_ . I Поэтому напряжения в
I 3

соответствии с (1.1) определятся выражениями:
при %

Напряжеиия <.■ соответственно
z.j = \ zr — для зон растяжения,

=„ — v 'г — для зон сжатия.
Написанные выражения вместе с (2.3) характеризуют упомянутое 

выше различие в напряженном состоянии разномодульной и обычной 
пластинок.

4. Изгиб прямоугольной пластинки, шарнирно опертой по кон­
туру, распределенной нагрузкой.

П . ~уq = q:j sin - - sin -у- 

где а, Ь — размеры пластинки; начало координат в одном из углов 
пластинки.
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Краевым условиям данной задачи и дифференциальному уравнс- 
чию (2.2) удовлетворяет функция |4]

. *х . г.у w — :eosin----- sin —f-а о

!ерез которую с помощью (1.1), (1.2) и (2.2), (2.3) нетрудно опреде­
лить прогиб в центре пластинки :е0 и напряжения в любой точке. В 
данной задаче нейтральная поверхность не имеет „перескоков": верх­
ние волокна всюду сжаты, а нижние—растянуты.

5. Изгиб прямоугольной пластинки, защемленной одной старо- 
нои, под действием постоянной нагрузки q. Начало координат у защем­
ленного края. Легко убедиться, что функция

«• - - -тщ; (л*4 С'(Гх: - 4пх3)

удовлетворяет дифференциальному уравнению (2.2) и граничным усло­
виям задачи: при х = О w = zu* — 0, при х ~ а wxx - 0.

Экстремальные, напряжения

_ 3 gd~ 14- £ _ 3 qar л .
*ТМХ   ~2՜ " т'п 9՜ Д2՜ \ ~

Отношение экстремальных напряжений

1
5 iniii к

тогда как для соответствующей обычной пластинки это отношение со­
ставляет единицу.

Саратовское высшее командво*ияжспернос
училище Поступил? 24 XI 196$

Վ. Ֆ. ՍմՍՈէՎՈՎ

ՏԱՐԱՄՈԴՈ1Վ ՍԱԼԵՐ։՛ ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ bibllbirp

Ա ti փ n t|i n i if

Աոաձդականէէլթ l ան կիրէսոական uthum իք/ան սովորական րն դո էն ե րւ է - 
ի՚րււնների պայմաններում и տ ռ։ դված է երեն ո /■ ա [ հավասարում րնդլա/-

նսւկւսն ծոման ենթարկված աարամ օդուլ իդոտրոպ սալի չեդոր մակերեուլթի 
Լծվածքների համար։

Լարումները արաա;ա լավ ած են }եզսք մակերես։^ ի ձկվածէրների մի֊ 
չոցով ։

Ա'ֆերենը1ւա/ ՝,ավասարւ/ ան լուծումը կատարված Հ՜ երե ր մասնավոր 
’քեպՀվւ համար՝ nt դդւսնկրւէն սա/ի ծ ոա մը դ լան и/լին մակերևուլթով, եդրադծո ւ մ 
‘ւողակապերով հենէքած и t դդ անկլո r 'll սալի ընդրււլ՚Կ ւսկսւն ծոումը սինսւսոիդալ 
բեոի դեպքում, մեկ կոդմսվ ամրւււկըված ուղղանկլուն սալի ծէւումը q հաս­

տատուն րեոի ադդերււ։ jdլան տակ։
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CROSS BENDING О'- DIFFERENT MODULUS PLATES

V- F. ABSULOV

S u in m a r y

A differential equation for bendings in the neutral surface of a 
different modulus isotropic plate on its cross deflection has been derived 
under familiar assumptions of the applied theory of elasticity.

The stresses are expressed through deflections in the neutral surface.
The differential equation has been solved for the three par­

ticular cases: 1) the bending of a rectangular plate along the cylindrical 
surface; 2) the cross bending of a rectangular plate supported on 
hinges along the contour when loaded sinusoidally; 3) the bending of a 
rectangular plate with its side fastened under a constant load q.
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Г. И. АВАНЕСОВА

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ ВЫНУЖДАЮЩИХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ 

РАДИАЛЬНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЯХ

Рассматриваются следующие две задачи устойчивости замкнуго? 
иилнндрйнеской оболочки:
I) оболочка шарнирно оперта на чбоих торцах и одному ее тор­
цу сообщается осесимметричное ра. : альное перемещение ։^։ ֊ С;
2) оболочка шарнирно оперта на обоих торнах и на расстоянии г а 
от левого торца сообщается осесимметричное радиальное перемеще­
ние 1Г0=С.

В обоих случаях ставится задача определения критического зн - 
чення вынуждающих перемещений И^Т С.. при которых оболочка 
теряет статическую устойчивость.

I. Разрешающая система нелинейных уравнений оболочки имеет 
вид

1 1 д" 1Е 1■ 4^"’ (1.П

I От-и;'_^^±_А(Г; Ф) = 9

,3 - । О- п? “ дх՝ <)у " ’ (

К«/, ф) _ <**ф °гм 2
’ дх՝ ду- дх՝ ду- дхду дхду

(/—интенсивность внешней нагрузки, Е- модуль Юнга, А толщина 
стенки оболочки, р коэффициент Пуассона, R радиус срединной 
плоскости цилиндрической оболочки, х и у параметры, определяю­
щие положение точки цилиндра, причем х расстояние вдоль образу* 
ющей, у — длина направляющей дуги цилиндра, Ф(х, у) силовая 
функция, II7(х, у) — радиальное перемещение.

До потери статической устойчивости значения Ф и Н7 обозна­
чим Фо и Ц/о. Последние удовлетворяют уравнениям (1.1). которые 
могут быть приведены к виду

■ и-3»



54 Г. И Аванесова

_ ЕЛ « 3(1___ £)
г/.г А' “ №Л2 (1.4)

Общий интеграл уравнения (1.3) при у — 0 представляем в виде:
1 задача 1(70 = А, Ул (^х)— /42 ^(рх) Л.։ К4 (*х) (1.5)

11 задача 0-^х^« 1^, = А., К.(*х) А։ К4(?х) (1.6)

а и^=Л1Г1(3.г) ДгГ։(М А>гл(М А । К: (^х)

где Л (Эл), Г2(М> Гз(М. Л(Зл-) — известные балочные функции 
А. Н. Крылова: А,А{— постоянные интегрирования, которые опре­
деляются по заданным краевым условиям и условиям сопряжения.

При достижении перемещением -- С критического значения 
СХр. деформации оболочки перестают быть осесимметричными и в урав­
нениях (1.1) должны быть приняты

1Г = 1Г„ Ь 1Г։

Ф = Фо -1֊ ф1
11.7)

где у), *1*1 (х, у)—возмущения, удовлетворяющие уравнениям

_1_ т ф к д*^ _ ^.к
Ек 1 R с)х- с/х- ду- (1.8)

1 R (Ух2 с/х2 Оу- с/х՝ дуг

Представим возмущения и Ф1 в виде рядов

1Г. — СО5’1.,.У У «я81ПЛмХ. 1

Ч>— 1

т~
~Г (1.9)

го
Ф։ — соз;^£/ ;1„ = и

Rт— 1

а известное решение (1.5) и (1.6) 11’̂  в виде
<>□

И7«= к ЛС05'*х, ,։՝՝ = ~г (1.Ю)
а- и

После подстановки (1.9) и (1.10) в (1.8) с учетом (1.4) приходим к 
бесконечной системе алгебраических уравнений:

1А
р- I ОО

( Ир —5'о .Ь՝2р ) а,) 'у {р ,п ..т ) а,и (Згп .р Е.п+р)а и—О
т—1 ш р+1

(1.11)
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где

Приравнивая нулю детерминант системы (1.11), получаем условия по-
тери статической устойчивое 
выну и; д а ю щи х пер с мещ.е ни й 
направлении.

И,- 25, 5, -5Г՜՜1

ти в виде зависимости искомой
С от числа полуволн п в

2'“'-' р=3 /<■•■։
4-57՜' 5Г’ - 57՜' • ■ ■ • |

р -3 р-н
5Ч ֊ 5Г2 4- 5Г •՝ • • • •

величины
окружном

О (1.13)
;>֊1 р-5 /1-2

֊57՜' I 5? 3 5Г л"" V', 25„ ■5.."-՛

II. Ниже приведены результаты расчетов, причем в разложениях 
(1.9) и (1.10) учитываются несколько первых членов, соответствующих 
определителю четвертого порядка.

Для постоянных интегрирования уравнения (1.3) получаем следую­
щие выражения:

I. задача
4-.мп2Э/ 

сЬ23/— соз2^
(2.1)

А = 2С ■ - зт23/ 
сЬ23/— соз2|>/

а для задачи II значения постоянных, полученные из граничных усло­
вий. а также из условий сопряжений участков оболочки, приведены 
я табл. 1

Г(к'лиии /

II
А, Л‘ а А Л':, А\

I '1 0.05822С 0.15473С 13.67268С 43.17338С 113.69213С 141.0375С
т 0.45726С О.52355С -9.38863С 13.53523С —8.2932(1 С -։о.48-։об(

Считая б, что имеет место даже для весьма коротких оболочек» 
для первой задачи имеем следующие коэффициенты разложения У 
ряд (1.10):
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С* с* 
^=437’ /՛” =-21/Г/Л) (2.2}

Для второй задачи

/ _ А ՛/ \ -^1 IV 1'л \ 1\ с‘Ь?а — зЬЗа
) 0 23/ (' ՛31 ՛ ~ 4С 1 (;<и ' ՝)(՛

— sin За A'- D* 4- j

где
С :՝ С,6 относительная величина нормального перемещения, 
/?,, /Л, Л>3, /?4 — постоянные

г, 2у — {՝т 2/ -Г Л«
’ 2 (3s , (5=йР1 ՛ 2|^-HH>-)3]

Г\ _____ ՛i7"_____________________ г т_________
2|՜?2 • (У-՜-՜^)2] 2ТТ(Н=ХГН՜

2^+) 23֊> <2

3 2(3*-Г (? Am)=| 2>:tf֊Gn)a]

/), - ---------- _________ I______ ________
4 2^ ЙГьТЛЧ ' 2|й’-н? ХжН

Ниже приведена таблиг^а значений С՜ С\Г..?Л, соответствующих 
потере устойчивости оболочки, имеющей следующие характеристики

֊• 0.331-10 - 0.1- (2.5)

В первой строке таблицы даны значения С*р = С\р./Л без учета 
начального докритического прогиба, т. е. без учета в системе (1.8)

</֊1^
՝,Л€НОВ: W՜'

Го д-Ф, 
</х2 и у-
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Во второй строке даны значения С’;) с учётом этих членов.
В табл. 3 приведены значения С*,, для различных конкретных 

а при п — 19.

Таблица 2

Таблица 3

1
0.227
0.209

0.219 0.216
0.205 0.204

0.219
0.205

0.223
0.207

и 0.219 0.213 0.208 0.212 0.217
а=/ 2 0.208 0.201 0.197 0.201 0.205

19

П 0 //4 //2

II 0.216 0.209 0.208
11

0.204 0.197 0.197

Из агой таблицы видно, что значения 1^* С’,,. возрастают при
уменьшении х — а весьма незначительно.

Разница между значениями 0' , вычисленными с учетом и без 
учета начального докритического прогиба, составляет ^5—10° 
Ереванский политехнический иистнтуг

км. К. Марксе Поступила 10 VI 1970

г. в. а’1.1Н»пип'1.и

11Л1-11.ин.'11.11Ь1П;8Р1>1| о11.П-и.ч.'1.11.ВЬЪ 81Н.и.ФПМ1’тЬМ.ЬГЬ
•нт’пмг 1м.и.ъи.вм» ми.н.ър-ь 1щзпьъп1«иъ ичтьъ

I). (Г ։|| п ф и I 0՝

Ц^/иип/гиЛх^лм/* tf.fi ш тр/р/п г /Г £ к ур/, рп1.<1՝ -,пг/ ш//ши/Ьш/ /Л 1/1111) х/Л^.- 

ГОн/пр /1р//Шрш/4/ЧпГ/! Ч [шЧиИ([Л> 14 41441(цр !< 1/111/ги՛/! III [4/ пЛ/ х/ Л [1 гп р Ь ри / А/,-
1/111 />' шп 4111 урши/ч/ /ипр/г// •ти мп/ цш //Л ш/щ пл/’ч/ип с/4 [пЛ х/хх/х^Л

/7/ХХ/Ь ч1։и1рП11>: 11,11111^ I*'1* /п'(1'/pni.ll' и։!1 Ч шфп /пи I /И 1Г11Г1>1։ /! (! 1/Ь[>у1/ч1^ ЬЪ &ш/и
>Ьгич1ршг11пс11 ; 1'р{[рирЧ. /и'ичрт 4" 41 риП/йк/1/1 »Г/>2/г:

Ч'р./тй' '։шр!/шг//чи1/и1‘։1 111/1 ч<ч»// п /11111/4 Л р/г /1р/1Ч1/։1/1п1/и1':11 шр^/к^^

Ы1р1г прп^шЪ /чЪч(ч>р. хх/'/г Ц.Ьи^'рппГ /4 шуиЛ,/4/1 1/пруЬ1Ч.1( /, пшш ш/г/цп’ 

//и& 1/01/41.^111/4/м 1.^1 р:
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ON' THE STABILITY OF A CYLINDRICAL SHELL UNDER 
FORCED AXISYMMETRIC RADIAL DISPLACEMENTS.

G. I. AVANESOVA

S u in in ary

In the present paper two problems on stability of a cylindrical 
shell of finite length hingely supported at the butt-ends under the ac­
tion of axisymmetric radial displacements are considered. In the first 
problem this displacement is taken at the left butt-end, and in the 
second in the span of the shell.

The problem on determination of the critical value of forced dis­
placements when the shell loses statical stability is solved.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
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Л. С. КОС'МОДАМИАНСКИЙ. Н. М. НЕСКОРОДЕВ

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ АНИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ, 
ОСЛАБЛЕННОЙ ДВУМЯ КРИВОЛИНЕЙНЫМИ

ОТВЕРСТИЯМИ

В работе [1| предложен приближенный метод для решения задач 
о напряженном состоянии анизотропных сред, ослабленных рядом кри՜ 
нелинейных отверстий, мало отличающихся от эллиптических (круговых). 
Метод основан на введении малого параметра, который характеризует 
отличие криволинейных отверстий от эллиптических.

Здесь вводятся другие малые параметры, характеризующие от­
клонения заданных контуров криволинейных отверстий от тех конту­
ров, которые расположены ближе, чем указанные выше эллиптические 
контуры. Эффективность этого приема продемонстрирована на примере 
растяжения анизотропной пластинки с двумя одинаковыми квадрат- 
ными отверстиями. При этом отверстия были либо свободными от 
внешних усилий, либо подкреплены жесткими кольцами.

Рассмотрим анизотропную пластинку, ослабленную двумя одина­
ковыми криволинейными отверстиями, контуры которых и заданы 
уравнениями

л- / = собО 4- а„ созпО
п— I

(П 
лг

у с$։пй Уа,|$шгЛ
Л= 1

Здесь €■—полярный угол, с, а„ постоянные коэффициенты, 
2/ - расстояние между центрами отверстий.

Пусть на контурах отверстий заданы либо перемещения, либо внеш­
ние усилия,главный вектор которых на каждом из контуров равен нулю. 
Кроме того, внешние усилия могут быть заданы вдали от отверстий.

Будем считать комплексные параметры !'-/(/ —1, 2), характеризу­
ющие анизотропию пластинки, чисто мнимыми, т. е. р,-— //.՛• Тогда в 
областях 8], получаемых из заданной путем известных аффинных 
преобразований, уравнения контуров будут такими:

Х;=х> У; = ?^У (2)

Аффиксы точек контуров отверстий в областях 5;, соответствую­
щих контурам будут иметь следующий вид:
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С 1 R/ з -
— :՛ л~1

Здесь А*., «л/ и Нг./ — постоянные коэффициенты, зависящие от а,։ и 
; •՛, — малые параметры; - — cos# -р xsinO.

1 преобразуем выражение (3) к виду

՛ n=i ։ ՝ в-л i /
(4)

где ՛, coso, /sin?/, а коэффициенты т'.. зависят от малого пара­
метра ■՛ / и вычисляются, как это показано ниже, путем использования 
метода Л. В. Канторовича [2]. Из выражения (3) и (4) следует, что 
при '/ ■- 0 угол О — jit а при малых значениях / / можно провести, 
с л е д у ю щ и е раз л о же ни я:

(5)

где и Л; — некоторые вещественные функции, подлежащие опре­
делению. .Легко видеть, что

(6)

Разложим выражения (6) в ряды по малым параметрам Ограничи­
ваясь членами, содержащими <} в степенях не выше третьей, получим

п՝—-
7 6

(7

Функции ?р_, ( г/) и X выберем в виде

•^(Ч.)= / V A-p/|:j ֊=z

(8)

Подставим выражения (8) в (7). Будем
пт 0

иметь
v(w)

V С'1 5*' -■_J п. I. ]
Р-9 ОН

“ ֊ 1 /,/п- U

е ‘} т2у-Г ’ ’ - )

п
J

• •

п\ р
2 '։/

1
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п +б VI Л)
=" S - 2 (9>

Д”<Г{«1 р-1
здесь

. , I 1, если п<Г6; , . | 6 — п. если п<Г6
q(n) \ '* (п) =

I п—6, если п > 6; 0, если п > 6

В случае, когда отверстия являются прямоугольными (квадратными), 
коэффициенты CJrk имеют вид

С Jo = '7 ( Аг/------>4«/ )

Ч2 ( п^ч:; Т Л|։/ у + '•'/ яАз/ 4՜ пМд/ А1?/ )

С'4 -/.; яЛ.|- л’^лАз/ - п'-’Аи Ащ -ту /Г,х

С = 1 — /; п-А-щ — /Л 2л2 А-1\1 А-щ (10)

= — г., Г1А?Ц — пА.^ — ';■՛ пА-у т лаАл; А-,:1---- — /1’1; )

^Л1Р = ' • ( ~ Г։/^ '•’> 'У ^ ’1/ ) ? у ( — 4- п‘‘ .4-1; Аз; )

I С?14. = >-5 (- «л«/ г п’Лу а,:, ֊ Д’ , )

Выражения для сРпк получаются из соотношений (10), если в них за­

менить А^л- на Вл-.,,.
Подставляя соответствующие значения (9) в (3) и приравнивая 

коэффициенты при положительных степенях нулю, найдем постоян­
ные Ак,,,.

Л.-н = — ^з.!՛; А‘>.у = — «1/ (3,5^ — 2('^.)

д,,, = - 3,.. + А ?= : А.,31 а-;, (- 4- 3-., 13%.։ +

1 +ЗА; ( &/ + 4Ыу-Ш)

4«, =М-&7 8?„р-.;֊11%)

Д,а, 7% %֊

Теперь для определения постоянных гп;,, 
будем иметь следующие формулы:

входящих в выражения (4),
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= V 6 _.ла2։_| ЗА ч, (/1.1/ /122/)
։—1>

'”и = У ?г ’2՛ • 3^21/( Л«/—^21/) (12)
/- (I \ А

Л
,п\-1 I У ^2/-1.с .՛(,-«) 7‘‘'-։ (»^2)

где л_г.; = 1.

Аналогичным образом найдем

Дл/ —/1-1/, Д.՝у ~ Ап; , В:2/ =—Л|-г; 4֊2Л;։у

Д.?, — /1..3.՛—24.-1/ /1-:> 2/1;.‘1՛ ^‘5/ ~ /11 ’■՛ —4Д>1, /122/

А’З; — /1«:</ Н- 6/1'2:/ /14'2/ (13)

Остановимся на случае, когда отверстия свободны от внешних усилий 
или подкреплены жесткими кольцами, а усилия, деформирующие пла­
стинку, действуют вдали от отверстий. Для решения задачи о напря­
женном состоянии такой пластинки необходимо определить функции 
комплексных переменных ф, (г*), голоморфные в областях 5Я, из гра­
ничных условий вида [3|.

2Ие V (г,) = /х.
*-1

2Кс 2 д,'Ш«/2
5-1

(14)

Здесь ря — 1, <; — — в случае свободных отверстий и - «п Н՜
а-֊: — а,,г ;\у, </, = «-!% «22 !1. 1 «ив> где а;* — коэффициенты дефор­

мации, — в случае, когда отверстия жестко подкреплены; /։ и /2— 
функции, вид которых зависит от загружения пластинки.

Функции Ф,_ (г*) выберем в виде |1]

<М*.) = 2 (2,- 01-‘ + (֊Ц‘-'С, (г. 1-/)] ‘1 (15)
1-1

При этом переменные ՛■., связаны с г следующими неявными зависи­
мостями:

«XI

г։ / — /пц,'»■ — ть ^7* /н։ V "г.'г>-1 „ Ч՜՜" (^)
/I-1

где

т = А\ч(1 4- / т',,'!, /п1;- А\ Рн (аз»4՜'֊։ш^)

т.-„ 1. « •“ 1.« ;_։. ։ ) /» .։ (« > 2), т^ = т (։

приняты н качестве малого параметра.
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В областях 5Л функции [4-/)| " являются голоморфными вне 
левого отверстия. Их можно разложить в ряды по полиномам Фабера 
внутри эллипсов, охватывающих контуры £ь. Это разложение прове­
дем следующим образом. Из выражения (16) имеем

<й
2։ / = /п01С;՜’-: У ,П2ч-\ ։ -?'"՜1 (17)

л=3
где <’ — ֊։-1.
Функцию С разложим н ряд по степеням малого параметра т . ка:: 
это сделано г. работе [1].

м ОО
= с;։ — /пч V а» V 6’ •1 н— (18)

;՛ 2 Ы
Здесь

2
<*1 = У т2к-2«~1. ,тити(п+1} 

» о
(19) 

< 4-2 л-1
Ьк 2՜ 2 У "»I, В";,'ПГА /п^-2.-։. 1. Лк~л—1)(3п 4/ Ь2)

Л—'2 г—I
а функция определяется из уравнения

\ -г / = ™01 4- /Пь '4 (20)

Представим ?. п виде [4]

ч,’ У А\кРь<^-1) (21)
&-о

где Рк (֊. — /) - полиномы Фабера.
Используя разложения (21), из (18) получим

со
<22)

Д֊(>
Коэффициенты а՝к11 зависят от постоянных, входящих в выражения (18) 

и от коэффициентов разложения
Теперь- удовлетворяя граничным условиям (14) на контуре правого 

отверстия, где ’.(г.. /) = ՜,, для определения коэффициентов по­
лучим следующую бесконечную систему:

2 , «։ л-в .
У . I 2 7П1 I У </р, ?1֊Л1ЯТ У '■/р. 6 )
։—1 ’ гл-1 ' ^'т"1

(г™, (-1Г*1 ֊ 1))^ = /;„ (23)



64 А С Косл։о,1амизнскп|’։, Н. Лк Нсскородин

• /Я? . «-6 *(п>
У </, | У »Ц 2 Л4-А - V )
»-։ п։~! 'р—«п>д />—1

(^-(-1Г'<(К֊1))р/; (23)

Здесь У . и коэфчрициенты, зависящие от загруже.чия пластинки;

т,л , । 1, если т --- р
к ։ — ? .

т<; I 0, если т р

После опр։?.юления коэффициентов у; функций Ф. (га) становятся из­
вестными.

1 Напряжения, возникающие в пластинке, выражаются через эти 
функции по формулам [3]

о, — з1'. 2Не V 3; ф՜ (г 1
<֊1

О
55 = зМ--2Йе (24)

*-։

-:!,֊2Ке 
։ — I

где ՝՛... "։(. напряжения, возникающие в сплошной пластинке.
Пусть пластинка растягивается на бесконечности усилиями р 

вдоль линии центров отверстий и усилиями у поперек этой линии. Тог­
да правые части системы (23) примут вид:

/’и -=-(14- «1)(4>Р1 +

/21 = — (1 - «1) (А) ?1 41 г ^о₽2<7։)

^оРг) (п>2) (25)

/ , 2л—1 - ~ а?Л_։ 91 + ДЛ'/2) (л>2)

л _ Р о _ А» + ??9
г1° 2(^ -&р ’ °՜ 2^-.8?)

Нами были проведены многочисленные расчеты по определению 
напряженного состояния пластинки, ослабленной двумя квадратными 
отверстиями. 3 таблице в виде примера приведены значения для нор­
мальны.-. напряжений, действующих на площадках, нормальных или ка­
сательных к кЪнтуру правого отверстия. При этом напряжения зп от­
носятся к случаю, когда отверстия свободны от внешних усилий, а 

, - к случаю жестко подкрепленных отверстий. Считалось, что пла­
стинка изготовлена из авиационной файеры, для которой 3։=4.11, 
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в9,= 0.343. Расстояние между отверстиями было равно половине длины 
стороны одного из отверстий. Приведенные кривизны н угловых точках 
отверстий равны 15, что имеет место, когда в выражениях (1) с =- 1, 
а5 =— 16. а- — 0.00846. ап — 0 (и =/= 3, п^7).

Тиблицц I

1<о\ £ 
р р

-о
9

Ч 
9

•

р Р 9 Ч

0 0.579 -0.532 1.810 2.097 1.111 1.257 0.092 0.073
15 -0.547 -0.550 1.984 2.268 1.147 1.246 0.080 0.072
30 -0.497 0.431 3.056 3.457 . 1.285 1.371 0.059 0.057
45 1.357 1.426 2.173 2.517 1.031 1.140 1.241 1.186
60 3.561 2.820 -1.171 -0.765 0.030 0.021 1.388 1.348
75 2.186 1.771 -1.039 -0.956 0.037 0.021 1.185 1.147
90 1.999 1.504 1.061 -1.067 0.043 0.042 1.158 1.101

105 2.186 1.650 -1.039 -1.068 0.037 О.' 160 1.185 1.081
120 3.561 2.881 -1.171 -1.218 0.030 0.040 1.388 1.198
135 1.378 0.141 2.173 2.464 1.031 0.891 1.241 1.025
150 -0.497 0.187 3.056 4.619 1.285 1.640 0.059 0.056
165 -0.547 0.109 1.984 3.464 1.147 1.793 0.080 0.00^
180 0.579 0.218 1.810 3.375 1.111 1.312 0.092 0.064

В этой же таблице приведены значения для напряжений, обозна­
ченных звездочками. Они относятся к аналогичной пластинке с одним
отверстием.

Фиг. I.

На с.шг. 1, 2 приведены графики, характеризующие распределе­
ние напряжений в пластинке с неподкреплениыми отверстиями вблизи 
правого контура. Сплошные линии графиков относятся к пластинке с 
двумя отверстиями, а пунктирные — с одним отверстием.

Расчеты показали, что пои сближении отверстий концентрация 
напряжений возрастает, если пластинка растягивается поперек линии 
5 Известия ЛИ ЛрмССР, Механика. № 5
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центров отверстий и медленно уменьшается при растяжении пластинки 
вдоль линии центров. Указанное увеличение концентрации напря­
жений происходит более быстро для отверстий, кривизны в угловых точ­
ках которых имеют большие значения.

При подкреплении отверстий жесткими кольцами концентрация 
напряжений в пластинке существенно уменьшается, что непосредствен­
но видно из приведенной таблицы. При сближении подкрепленных от­
верстий концентрация напряжений возрастает при растяжении плас­
тинки вдоль линии центров и уменьшается при ее растяжении попе­
рек линии центров.

Донецкий ПЫЧНСЛИТСЛЬПЫЙ центр
АН УССР Поступила 1 XII 1969

Ա. и. Կ11111րՈԳԱՄԻ11Ն1|։Փ. Ն. II'. Նև11«ւՕՐՈԴ1)Վ

hP’llIb «|ՈՐԱԴ1’Ծ ԱՆՅՔՈՎ ԹՈԻԼԱ8ՎԱԾ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 1111.1.1» 
|.ԱՐ4.1աՍ.ՅհՆ ՎԻՃԱԿԸ

Ս. ։1' փ n փ ո t մ

Լ ածված Լ երկու ււշ Է/իս/տիկ, կորագիծ անցրով ft ИЦШ րյվտծ անիզոտրոպ 
սայի րււրվածային վիճակի խնգիրր։ П լսումն ա սիրված Լ անցքերի !. գրագծ I,րի 
միմյանց մոսւիկոլք!յսւն, ինչպես նաե նրանց կորությունների ագգեցութ յունր 
I ար ուս՛ն հր ի կոն ց են ա րա у ի ա յի վրա:

THE STRESSED STATE OF AN ANISOTROPIC PLATE 
WEAKENED BY TWO CURVILINEAR HOLES

A. S. koSMODAMlANSKY, N. M. NESKORODEV

S it m rn a r y

A solution is given of the stressed state problem for an aniso­
tropic plate weakened by two curvilinear поп-elliptical holes. The ef­
fect of nearness of the holes’ contours and curvature on stress concen­
tration around holes is considered.
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Е. Н. БРЮХАНОВА

ТЕРМОУПРУГИЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ДВУХСВЯЗНОЙ 
ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКЕ

В работе исследуется напряженное состояние двухсвязной изо­
тропной пластинки, возникающее под влиянием температурного поля. 
С помощью метода малого параметра устанавливаются законы рас­
пределения температур и напряжений.

§1 . Рассмотрим изотропную пластинку, имеющую в плане вид 
двухсвязной области. Параметрическое уравнение Z., контура таково [1J:

х - R, (cost) — ?'i г cosm'՜1), у = R] (sinO— ?*։ssin mh) (i = 1, 2)

Здесь i - 1 соответствует внутреннему контуру, i — 2 внешнему; 
<>1 = 0, S2e=1.

Напряженное состояние в пластинке возникает под воздействием 
температуры, меняющейся вдоль внешнего контура по заданному за­
кону. На внутренней боковой поверхности поддерживается нулевая 
температура. Основания пластинки теплоизолированы. Объемные и по­
верхностные силы не действуют. 11олагаем, что пластинка испытыва­
ет малые деформации, а упругие и тепловые характеристики материа­
ла от температуры не зависят.

Задача термоупругости сводится к решению уравнений [2j

v2r-=o, rV‘/- = 0 (1.1)

Граничные условия на Л-контуре имеют вид

Т (х{ ; '>i-ii. у, , — (Axi | Ash -՝- 8} *5,-

б* (.х, ։ji cos (n, x) — tv;; (x,- 4֊ o։- zh, yiAr 2»«s) cos (n, y) = 0

'xy(x, 4 b.zh, y,■ — Ms) cos (n, x) :֊ (x, | y, o։-£$) c3S (n, y) — 0
(1.2)

В формулах (1.2) принято: x,= A\-cosh, У> ~ Ri sinH> h ֊ R^cosm^, 
s— - /?2sinznt>, Л MR*, В — M (1 4՜ £); M заданная постоянная 
величина.

Заметим, что х2 и у., являются координатами точки, расположен- 
• ной на окружчости радиуса R-.՝, и ss- величинами приращений коорди­

нат Хо и у,, устанавливающими соответствие между точками окруж­
ности радиуса /?2 и точками внешнего контура области.
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§2. Решение задачи ищем методом малого параметра. За пара­
метр принимается величина с. Представим искомые функции Т и Г в 
виде рядов по степеням е

оэ <х>
Г = 2 6*77, Г=2 е*Л (2.1)

Л=(1

Функции Тк и /Т.(7'—О, 1,2, ...) удовлетворяют уравнениям вида (1.1). 
Разложим функцию температур и компоненты напряжений в точках 
внешнего контура в ряды 'Гейлора по степеням приращений гН и 
Представление в виде ряда Тейлора дает возможность выразить 
функцию, заданную на сложном криволинейном контуре, через значе­
ния функции и ее частных производных на круговом контуре ради­
уса Л\.

Условие на границе (1.2) для функция 7’ принимает вид

П-Ч. //■>) 2 Е"д'< 7’(л‘2» У*) = Ах.. АгЬ \ В
я—։ 

где

Здесь использована символическая форма записи ряда Тейлора [3]. Два 
других условия (1.2) видоизменяются подобным образом. Подставив в 
преобразованные условия (1.2) формулы вида (2.1) и приравняв коэф­
фициенты при одинаковых степенях с- в левой в правой частях, получим 
рекуррентные соотношения для точек окружности радиуса R2:

7*oeM(l rOOsH), c'^cosH—sin^»֊ 0. cos’->4֊5^ sin<“’ = ()

* 1
Tk ~gkM(1 cos/nH)— V д, 7* „ (£-1, 2,--՛)

л I

* i
-'/'cos’** “^'sin* = v — [ (Д„ ^-"’) cos^ -(Дл ■'/,/"՛) sinOj -f- 

л — 1

k ~ 3 1
m I ' ">COSmM ’ blnmH] (4 = 1, 2,-

К - 0
k 1

co.sH 7 _ (Д։1COSH 4 (X, Ю) sinAj
л=։

*֊1 1
m- V [(ДЛ<(*-» H) cos/лw— '-|:) sin/nHJ (2.2) 

n — II
(*= 1, 2,—)

#1 = 1, Sk = ° nP։t k
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В точках окружности параметр н является полярным углом. Следова­
тельно, условия (2.2) на окружности целесообразно привести к поляр- 
кой системе координат. Используя формулы перехода компонентой 
напряжений от декартовых к полярным координатам, а также преоб­
разуя оператор -У. к полярной системе, представим условия (2.2) на 
внешнем контуре в ноной системе координат. В силу громоздкости 
преобразованные условия здесь нс выписаны.

Условия на внутреннем контуре имеют вид

П = 0. 5՛“ . О, •£’ О (4 = 0, 1, 2, ...) при г = Л, (2.3)

Задача сведена к последовательному интегрированию уравнений 
вида (1.1) для функций 7\- и Fk, заданных на круговых контурах ра­
диусов г — 7?! и г = А\.

§3. Приведем решение задачи в третьем приближении. Распреде­
ление температур в пластинке представляется так:

I 2
W ' Т =<ч0(?) -/о (?) cos" с- '°։ (?) 4֊ 2 (f»m^x) cos (m-f-x) '՜1 ֊ 

• ։-0

Л (?) cos" 4- 2 | /‘։2‘2x(p)։ ’1,<'՞ • ”) cos (z i-1) (zn 4-1) н |

+ Л& 1) cos (2m 4-1 4 2-) H 1} -Г j Wa (?) 4֊

2 I /?!&O'1"*2' ) cos (™ 2x)*4-A?* (K{m+2<” n ) cos (3m4-2/ -2) "

з
2 /У ) cos* (m pl)" 
x- i

(3.1)

где

u)t(?) - aAIn?֊•• 6fc (&=(), J, 2,3), /*(?) елр4-<й?՜' (k=Q, 2)
(3.2)

/V)(?M=eV)?- 4֊4°?-А (7=1, 2, 3; k - 1, 2,---,7), ? r.R2

Напряженное состояние находится по формулам

(А>.,)= = - ?</)(?)cosH |֊s Ф(/>(?)4֊

4՜ 2 г? /'(?. m4-z)cos(m х)" £4‘P9>(?)4-^>(?)cosH 4֊

(*4֊l)(m F 1)) cos (х-4-1) (т4-1)04֊
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+ <Д(?> 2 (* - + D ct>s (2™1-1 4-2*) H

4՜ 2 ?}3 a* (?• "։ + 2*) COS (m -2/.) и 4֊

r$i՜ •>,'(?> 3/n 4- 2 (z 1)) cos (3m 2(-z 1))H

— ?> (?» * *֊m 4՜ U ’ cos« (m 4U w ( j 1,2 i
x—։

(R-У -pH = 4° (?) sinH-f. ֊ 2 У;՛։ (p, m 4֊ *) sin (m т *) H 4֊ 
<-o

4֊**j <?<՛>(?) sin* 4֊ V | ^%(?, (м4֊1)(ш + 1))5ш(/.4-1)(,п-Ы)Н +

4- Я&иД?» 2(ш *) 1) sin ( 2m 4-1—2-х) 9 j 4-

£3 I 2 I (о, m 4-2«) sin (m —2՛/-1 14 -

4՜ '^4.։ (p, 3m 4- 2 (՛/ f- 1) ) sin (3m 4՜ 2 (* 4֊ 1) )H | :

+ >] ?£’(?. '("•+ l))sin«(m+l)s] (3.3)

Здесь
S՛1^ — -Sj, , o'՜’) —

ф'/'(',) = Дл(21пр4 14-2^) . 2Вв4֊^СдГц (^-o, 1, 2, 3) 

гК.р '-гн.л^р֊3 U'-o, 2)

91/՜у> (?, 'К)=—\ч ((л-1) Р՝#? р; ՛' 4- (' I- 2i\) ? ՛ 1

4֊ (>.4 l)[XKf»p-<K+vl ! (л 2нр л/<рр ] ։

•#’ (р. >•) -= Ч (>֊ ֊ 1) [^с ?^= ֊ Г | 4-

44> + l)|AW * ։2>1 (3.4)

(Z - 1, 2, 3; к = 1, 2, ..., 7)

v lh ~ L 14 = — 1
*>•

Неизвестные коэффициенты, содержащиеся в формулах (3.2), (3.4). 
определяются из граничных условия (2.2), (2.3) и требования одно­
значности перемещений.
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В качестве примера приведем результаты расчета пластинки с 
г параметрами т 3, 2=1/9, 7?2 = 1/3.

Распределение тангенциальных напряжении вдоль указанных па 
фиг. 1 и 2 направлениях представлено графически. Числовые значения 
даны для безразмерной величины = <^Н, где Н а коэф­
фициент линейного расширения материала, £—модуль Юнга. Иссле­
дования показали, что максимальное напряжение достигается в точке 
внутреннего контура при 0=45' и равно зи = 1.017/7.

Для оценки погрешности решения было вычислено нормальное 
напряжение в ряде точек внешнего контура. Так = 0.007 //, 

г, — 0.004 //. Отсюда видно, что ошибка при удовлетворении гра­
ничных условий меньше одного процента. За сто процентов принято 
наибольшее напряжение в пластинке.

Если на внешнем контуре поддерживается постоянная температу­
ра, то решение следует из полученного как частный случай.

Саратоисккй политехнический 
институт Поступила 11 И 1970

Ь. '1.. 1’1’В|1ЬЫк1,11'1Д

ՋււՐՄԱԱՌԱԱԴԱԿԱՆ 1.ԱՐԹ1րՆԵՐԱ ԵՐնԿԱՊ ԻՆՈՏՐՈՊ ՍԱԼԹԱ’

Ա մ փ Ա փ и է ժ

Դիտարկված Լ քերմաաոաձէքԱէկււէնսէք} քան խնդիրր ևրկկապ իղստրսսք սա­
լի համար։

Ջերմաստիճանի և լարւււմների րաշիւումր սալում գտնված ( փորր պարա­
մետրի մեքհւգի օգնո»թյտմբր



72 Е. В. Брюханова

THERMOELASTIC STRESSES IN A TWO-CONNECTED 
ISOTROPIC PLATE

E. N. BRUCHANOVA

Summary

The problem of thermoelasticity for a two-connected Isotropic 
plate is considered. By means of the small parameter method the dis­
tribution of temperature and stresses is established.
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