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Р. К. АЛЕКСАНЯН Л. М. МКРТЧЯН

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В СОСТАВНОМ 
ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ

Распределение температурных напряжений в защемленном по 
одной стороне прямоугольнике рассматривалось в работе [1]. Для 
некоторых частных случаен закрепления контура температурные на­
пряжения в прямоугольнике исследовались в работах [2].

В [3] рассматривался ряд задач для анизотропных однородных 
пластин с отверстиями и закрепленными краями.

В работе [4] определены напряжения, вызванные изменением 
температуры тела с включением, имеющим коэффициент теплового 
расширения, отличный от основного материала.

В настоящей статье решается термоупругая задача плоской де­
формации составного прямоугольника, свободного от внешних нагру­
зок и связен. Прямоугольник собран из л однородных прямоугольных 
частей, имеющих разные коэффициенты линейного теплового расши­
рения в/ (7 = 1,2, •• , п) и одинаковые упругие постоянные А', V. Тело 
собрано при температуре Го. Напряжения вызываются изменением 
температуры А7’= Т— То.

Решение рассматриваемой задачи будем выражать через функ­
цию напряжений Ф (х, у). Положение прямоугольника в системе коор­
динат 1х, у) показано на фиг. 1. Координатные линии у = а (7=1,2, 

• п—1) являются линиями идеального контакта между слоями.

Функции Ф (х, у) (7 — 1,2,- • •, п) в областях соответствующих 
слоев удовлетворяют уравнению

ձձՓր= 0 (7 = 1,2,“, л)
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и граничным условиям

о11/
 

___
=» 

Зло =0

41։| =о 
у 1у—։՛ -»I _=0 (1>

^|..»=0 0=1,2,-.., п)

< ,=° (г=1,2,- п)

Условия контакта следующие:

•^ .У-сГ
L - С/

(։=1,2,- ■ п—1)

(2)

1у=с i L с,- (/=1,2,- п-1)

Из соотношений 
маниями получаются 
функции Ф/(х, у):

между температурными напряжениями и дефор- 
следующие выражения для перемещений через

26u</) = т I i. dx — (1 — т) шу -J- Ь; а, £Д Тх
J Т. (3)

26Vn т 1 -- - dy— (1 - т)4՜ <ц х -J- di -j- а/ £Д Ту 
J Ох- ду

где G модуль сдвига; т = 1—у; а/, b{, di - постоянные интегри­
рования.

Рассмотрим функции

ФР (y)-fty9 (4)-

где и (г = 1, 2, • • п) постоянные.
Эти функции в соответствующих областях определяют напряжен­

ные состояния, однородные в каждом отдельном слое

^ = 0, = (/=1,2,..., п)
Из требования удовлетворения 

циентов /р получим рекуррентные

( { = Д/ ~ ТЛ+։ Л 2т

условиям контакта для коэффи- 
соотношения

(/=1, 2,..., п-1) (5)

Функции напряжений Ф/ (г = 1, 2, • • •, п). удовлетворяющие усло­
виям на границах (1) и условиям контакта (2), ищем в виде
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Ф,(л-.г/) Ф50)(у) ? Н.г,.7) (6)

Бигармбническая функция Ф (х, у) удовлетворяет следующим гра­
ничным условиям:

(О < у < Л)

сРФ - <>5Ф= 0 -------- = 0 (0<х</)
дх* дхду ч-/,

(>2Ф = 0 (0;<х</)
7-0 дхду (7)

б:Ф _ б2Ф ֊ в < у < С( ։)
х—X) <>у: А—? (1 1, 2,-՛-, п-1)

б=Ф = д*Ф 
дхду , дхду

Соотношения (5) обеспечивают удовлетворение условий контакта.
Таким образом, решение рассматриваемой плоской задачи тер­

моупругости приводится к определению функции напряжений Ф(х, у) 
для соответствующей плоской задачи теории упругости с граничными 
условиями (7), решение которой дано в работе |5].

В конкретном случае, когда п=3 и ’։ =¥= получим сим­
метричную относительно х, у задачу. Помещая координатные оси, 
как показано на фиг. 2, можно рассматривать только четвертую часть 
прямоугольника.

Для определения постоянных и (.՛' I, 2, 3) имеем следую­
щие соотношения:

А Л֊
2т

/■ £АГ (8)
2 т
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Sl֊g..=°’ m(m 1)

(8)
1)

Из (8), так как «4 = а3, получаем 

/п А /э связаны двумя условиями (8). Принимая /։ = О, 
/з = 0, так как /։ = /5.

На основании (7) имеем граничные условия

получим

39 Ал — °’ |у-А “ ° (9)

«о
|,^ = ф (у) = V ЙА- COS у, А, О 

А«֊։
В данном случае

Ф(у) = ~2f, ~֊Ч. <4.= ^֊֊sin Stc (10)
t'kh

Имея в виду условия симметрии

'X,J |»=о — и А'1 = ~жя |д-(1 ~ v |у==0 ~ 0

функцию Ф (х, у) ищем в виде
со

Ф (*. у) = V cos ykx [ Л:: ch Ук у D^kУ sh ։/] 4֊ 
А«։

ОО
v cos 3<- у [£* ch 3fcx ֊} Н&кХ sh (11)

Л-1
где

Удовлетворяя граничным условиям (9), получим значения

А к = Dk^kh th «а-А

Ек = -Н^М1֊1^1

и бесконечную систему линейных уравнений

Xk=^ApkYp±Pk

ОО
Уа = ^ВукХр <- Qk

(12)

(13)
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где

(14)

Хк = ( 1 )Л 1 ей

. 8=4 (2р - 1)
Арк ՜ ?^1(2р֊1)г Ш2’ Врк — 8’4 (2р 1)

'\4(2р 1)2 + ^Г
(15)

Здесь

с* = (2*֊1)у. ч=^к-1)4 
/1 (16)

?-АЛ------ ■
сЬ’ «1-Л ^=։ьад+^Ь (17)

Л 4</ з И *кс

<Л-

~5асЬ';А(2А' 1)

(֊ 1)к4(/1Ьялс Л
^(2<‘—1) I

(18)

(19)

Система (13) вполне регулярна

0-77,
I 1^1 <0.77

при этом свободные члены имеют порядок £ 
к [51.

Рассмотрим частный пример,

/’ з’

когда

с 1
Г “ 4

Для выражений напряжений на линии контакта у — с имеем

к

О.

/а у-с-о А-=1

а- ։ соя
/

֊6 3(-1)‘-’ соя----
4

2сЬ֊^
4

сЬ-֊
•֊'

3 . X
8»п ~

‘•4СЬЗ;Х.

.. ян —
•к___ 1
4 , ■; к 

сЬТ

5|,‘1Т 
л- Л

Ь
3

1Ь 4
*7

еЬ-^’
хк

сЬ т.

сЬ-;1.4 
з-^ 11։ 3*^ —г-?— *л ** сЬЗ-Ц. П (20)
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2
Л

3 х31П-—-ц.с|17 _
2 Л
ТлсЬЗ-;,.

-2 2(֊1) 
4-1

соз
4 ей 

О

•А

3

сЬ-ТТа 4 Х'к-

ОО

֊6 2
к=1

( 1)* ' соз
2 0^

еЬЗ^, “ Л
5,17‘Тп

с И 3՛^4

(1)

3 । ' А 
сЬт J

֊ З-лЬЗ ' Л
•'՛• сЬЗЪ

2^. = 4
ОО 5|П֊’
V _____

$Т* , л՜
4 ։Ь Л

асЬЗ'.Ч

со

+ 2 2(-1)‘+։
*-1

^п7А֊у
•А 4

.як , 4

сН֊з\]
Хк

2(- 1Г՛ . ^Та
81П-Г

А + 
сЬЗ-;.

еЬт,֊ 
х _____ Ь
Л сЬ Зт*

• А , .А
3 1 3

6

֊ •З^ЬЗъ—" 
сп 3*Г,

где

Та =
2£—1

2
у -Уа
X, 2/\

При у = в выражении зд//.. исчезает первое слагаемое: на-
пряжение о на линии контакта имеет разрыв.

Оценки неизвестных Хк и У а определяются из системы (13)

- 0.43886 < Х1 < ֊ 0.41972

- 0.05508 < Х-. < ֊■ 0.04351

0.312 < И <0.32271

О.1654< У: < ֊ 0.15463
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0.00154 <Х <0.0119

0.000649 <Х <0.01171

֊ 0.00528 < Х-, < 0.006697

0.008097 < Л <0.004498

0.03263 Л< 0.01752

0.0761 < Г։ <0.08856

- 0.06583 < У\ 0.05281

0.04294 < У- <0.05632 (21)

- 0.412 < К < — 0.02854

- 0.04925 < К < 0.03961
(*>6)

Значения напряжений с избытком и недостатком в некоторых точ­
ках линии контакта, полученные при помощи (20) и (21), приведены в 
таблице. Погрешность для наибольшего вычисленного напряжения не 
превосходит 3.7%.

£|00

А '

20Б.66-

Фиг. 3.

х. 
I

Таблица

Л/1 <//з ՝*з//э *.тр//2

0.0 0.4332 0.5601 -0.0217 0.02-17 0 0
0.5 0.5327 0.6279 0.0052 0-034 0.0509 0.0902
0.75 0.8113 0.8995 -0.0075 0-0322 0.1814 0.2201
0.8 0.7999 0.9885 —0.028 0.0107 0.183 0.225
0.9 1.0728 1.1735 -0.0059 0.0808 0.1087 0.2184

1 0 0 1.9868 2.14 . 0 0

Графики контактных напряжений, построенные по средним значе­
ниям их оценок и приведенные на фиг. 3, показывают, что на краях 
поверхности соединения в рассматриваемом прямоугольнике возникают 
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большие нормальные термонапряжения которые при значительных 
амплитудах колебаний температуры и больших разностях эц —а,1 мо­
гут привести к образованию трещины.

Авторы считают своим долгом выразить признательность К. С. Чо- 
баняну за обсуждение настоящей работы.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступили 16 III 1970

Ռ. I». ԱԼԵՔՍԱՆՅԱՆ. Ա, 1Г. ՄԿՒՏ231ԼՆ

ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐՍ

Ա մ փ ռ փ ո է մ

Գի ատ filfi/uK} I; արտաքին ուժափն ազդեցություններից և կապերից 
աղտս։ բսւղադրէալ ուղղանկյան չ՝երմաոաձդակտնութ  յան հարթ խնդիրը։

fl< .դդանկյունը հավաքված. Լ ո համտսեո, նույն աոաձղական և տարրեր 
ջերմային ընդարձակմ՛ան դործ ակիցներ ունեցող ուղղանկյուն մասերից1 Լա­
րումները առաջանում են ջերմաստիճանի հավասարաչափ փոփոխման հե­
տևանքով։ Խնդրի լուծումը բերվում է գծային հավասարումների լիովին ոե- 
ղուլլար անվերջ սիստեմների։ ք'ևրված Լ թվային որին ակ:

. THERMAL STRESSES IN A COMPOSITE RECTANGLE

R. K. ALEXANIAN, Л. M. MKRTCHIAN

Summary

The thermo-elastic problem of plane deformation of a composite 
rectangle free from any external force influence is considered. The 
rectangle consists of n homogeneous rectangular parts with different 
coefficients of thermal linear expansion and similar elastic constants. 
The stresses develop due to uniform change in temperature.

The solution of the problem is reduced to quite regular infinite 
systems of linear equations. A numerical example is given.
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ДЖ. 3. МКРТЧЯН

РАСЧЕТ СОСТАВНЫХ ПОЛЫХ ЦИЛИНДРОВ, 
ИЗГОТОВЛЕННЫХ ИЗ РАЗНОМОДУЛЬНЫХ МАТЕРИАЛОВ

Рассматривается напряженное состояние полого цилиндра, состоя­
щего из двух цилиндров, изготовленных из разномодульных материа­
лов и соединенных с натягом. Внутренний цилиндр находится под дей­
ствием равномерного внутреннего давления.

Рассмотренная задача решена для случаев обобщенного плоского 
напряженного состояния и плоской деформации.

Как и в работе [1], показано, что задача о плоской деформации 
в некоторых случаях может существенно отличаться от соответствую­
щей задачи об обобщенном плоском напряженном состоянии.

Получены формулы для определения нормальных напряжений и 
радиального перемещения. Определение радиусов окружностей, разде­
ляющих области первого и второго родов [2, 3], приведено к реше­
нию трансцендентных уравнений.

§ 1. Рассмотрим обобщенное плоское напряженное состояние со­
ставного цилиндра, находящегося под действием равномерного внут­
реннего давления р. Размеры первого и второго цилиндров соответ­
ственно равны «, с и с - А, Ь (фиг. 1). Цилиндры изготовлены из- 
разкомодульных материалов, характеризующихся упругими постоянными 
Е; , ՝>( (при растяжения) и Е:‘л՜—(при сжатии). Притом в даль­
нейшем для внутреннего цилиндра / - 1, а для наружного г =■- 2.

Очевидно, что в рассматриваемой задаче, как и в случае обыч­
ного изотропного (одномодульного) материала, касательное напряже 
иие отсутствует, а нормальные напряжения ь, и радиальное
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перемещение и не зависят от полярного угла 9 и являются функциями 
только от координаты г.

Как известно, для обычного материала (для областей первого 
рода) решение плоской задачи приводится к определению функции 
напряжений, которая для .осесимметричных задач имеет следующий 
вид [5|:

9^Л։г4֊Вхг֊1 (1.1)

Известно также [1, 4], что для областей второго рода соответ­
ствующая функция напряжений выражается формулой

□ = А:ЛГ՝ 1֊
= 1/^

V ап
(1.2)

где

1
“ ЕГ՛

1
а2г — у_.֊ при сг < 0, > 0 (1.3)

1
°11 Е,’

1
а՜՛ = ~Е? ПР” Зг 0, 3& < 0 (1.4)

Нормальные напряжения сг и з* выражаются через функцию напряже­
ний по формулам

Радиальное перемещение определяется по формуле

« = -—(’։,֊֊ (1.6)

где верхние индексы плюс и минус у постоянных Е,- и ч, соответст­
вуют знаку напряжения з5.

Входящие в (1.1) и (1.2) постоянные интегрирования А, и /Л 
определяются из контурных условий и из условий .^непрерывности 
напряжений (перемещения) на границах раздела областей первого 
и второго родов.

После вставления первого цилиндра во второй, между ними воз­
никает некоторое контактное давление рк.

На первый цилиндр (о < г < с) действует внутреннее давление 
р и контактное давление рк. На второй цилиндр (с-О С Ь) действует 
давление рк (фиг. 2). Контактное давление определяется из следую­

щего условия:

(1-7)
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I. Решим задачу для первого цилиндра. На внутренней (г — а) и 
внешней (г — с) окружностях цилиндра напряжение з, отрицательно, 
поэтому естественно, что во всей области (аО<с) зл<0.

Фиг 2

В зависимости от значений р и рк (Л) для напряжения с. воз­
можны следующие варианты:

а) в рассматриваемой области з0 меняет свой знак, обращаясь в 
нуль на некоторой пока неизвестной окружности г — р,

б) во всех точках, рассматриваемой области за О,
в) во всех точках -з4<0.
Эти случаи следует рассмотреть в отдельности.
В случае а) кольцо окружностью г - р делится на две части. 

Первая часть является областью второго рода, так как
для всех точек этой части зл < 0, ов 0.

Для этой части имеем функцию напряжений (1.2) и следующие 
контурные условия:

при г —и аг —- - - р, при г = р зй 0 (1.8)

Вторая часть с) является областью первого !рода, так
как для нее з, < 0, з0 < 0.

Для этой части имеем функцию напряжений (1.1) и следующие 
контурные условия: *

при г = р = ПРИ г—с зг = рА (1.9)

Удовлетворяя контурным условиям (1.8) и (1.9) с учетом (1.5), 
получим следующие выражения для нормальных напряжений ог и з9;

для первой части (а-Сг<^р)

(Р5’՛ ֊ г“՛)
(1.Ю)г”+’(а2а* + гА) ' г'1*1 (о2а‘ ч- р2“1)

для второй части (р г -С с)

РксЦг р’)
(1-11)" Г* (Р* + с2) ' г2(?а-Ье-)
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Радиус окружности г ?, на которой напряжение з0 обращается 
в нуль, определяется из условия

~'г |г=.р — 0 ^!г-р-0 (1.12)

Из этого условия относительно величины р получим следующее 
трансцендентное уравнение:

х2“՛ ֊ к, IX’’֊1 4- х’’+») = 0

где
о /яп}«-*1 ?

т,= —» к։ = ------------- » г = —
с рк с

(1.13)

(1.14)

Нетрудно показать, что уравнение (1.13) в промежутке тх<.х< 1 
имеет единственное решение, если выполняется следующее неравен­
ство:

2т;>+' 1 + 2 р 1
14-т{ *г 2 “ли 14-т? Рк 2"«?*1 (1.15)

Решим теперь задачу, предполагая, что во всей области з$>0. В этом 
случае вся область (о-<г<с) будет областью второго рода, а для 
нее имеем функцию напряжения (1.2) н контурные условия

при г ~ а з, = ֊/?, при г = с зг = — рк (1.16)

При этом, для напряжений получаем

/?а՜՛՜1 (с*’1 г'23') рк с’1՜1 (г՜'"1 — а
== — «.--------------------------- ----------- ------------------

гДГ1 ։

_ а, 1/кГ- 1 (съ< 4֊ г-*՝) — ркс^} (я20՛ 4- г-’-) ] 
г’-1 (с2’՛ - а2’՛)

(1.17)

Чтобы имел место этот случай, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось следующее неравенство:

1 + шГ- 
кх ----- л----- или

1+^, 

Рк ’ '
(1-18)

Наконец, рассмотрим случай, когда во всех точках области ов<С0. 
Тогда имеем функцию напряжений (1.1) при контурных условиях՜ 
(1.14). Удовлетворяя этим условиям, для напряжений зг и с$ получим 
следующие выражения:

со= -

ркс։ (г‘ ~ °2) ' Ра* ~ г’) 

гг(^֊а2)

рк£* (а2 -4- г2) ֊- ра~ (г- 4- с՝)

г2 (с2-а2)
(1.19)
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Этот случай будет иметь место, если р и рк удовлетворяют сле­

дующему неравенству:

2п/|1,+1
1 Г т?

д 2

Рк 1 + "Ч
или (1.20)

11. Решим задачу для второго цилиндра Имеем об­
ласть второго рода, так как во всех точках области -г-^0, а9^>0. 
Для рассматриваемой области имеем функцию напряжений (1.2) при 
следующих контурных условиях:

при г = с ^г=—рк, при г — Ъ аг=0 (1.21)

Удовлетворяя этим условиям, для напряжений з, и з;> получим 
следующие выражения:

рл.с’*+։(62^—г՜'2*) /?Аа2с,1։+1 (6-^ 4-г2а»)
/.а.+ Ц^Ч-С2’*) ’ =’ = г».+ 1(6^—С^) ^1՜22^

111. В формулы для напряжений входит контактное давление р., , 

величина которого определяется из условия (1.7).
Для случаев а) и в) условие (1.7), с учетом (1.6), будет

1 1 л
(’.-’Г»ои .0 =- (1-23)

а для случая 6) будет

~ («,- Ф>.)|„։+о - Д (».- Ч°՛) = — (1.24)
к? с

Решая уравнения (1.23) и (1.24), для рк получим следующие вы­

ражения: 
для случая а)

Ри = ֊г 5£Г (1 4֊ *՛) (1 ֊ т?) (1.25)
Ль

для случая б) \

«л (1 — Л!?’)
Ри =--------֊^֊ (1 ֊ Ш?’՛) + 2рт;.+Ч (1.26)

для случая в) 

а2 (1 — /л _
Рк = —мгл— ~ +2рт»։ (1։27)

где
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■ ... ------ 7^ -—^=^= ■ ■  — -9 —— Д=»м— -—- — ■ --Ж

Л/։ - /7։ (1 4- х2) - х, (1 х'՜) (1 + /п|”)

ЛГа 71/4(1 л։-'1) — 72(1 /л-)(1 тр)

М3 Н։(1 т2) М1֊™;)(1 ֊/»?*) (1.28)

/7։ — л (1 -г т?*) -}- а2 («< - •/-)(! тр)

ь с Е}
о — » т., = • ,-> л =

с "о

Неравенства (1.15), (1.18) и (1.20) с учетом формул (1.25) (1.27) 
соответственно примут следующий вид:

2^(1 т?л) Р
Нх (1 + лф ֊ «. (1 - т]) (1 — г£։

я2(1 т\!՝} (1 — тг>)

(1.29)

Р . д;(1 4՜

?ЕГ 2Н։тр+։
р ___________ 2°г (1 —яф?)___________

о£Г ՝"'՝ /4 (1 -г т\) ֊ а։ (1 т{)(1 - т֊'5)

(1.30)

(1.31)

При заданных значениях р и <> может выполниться одно из нера­
венств (1.29) —(1.31) и соответственно с этим для первого цилиндра 
получим один из рассмотренных выше случаев.

§ 2. Решим рассмотренную выше задачу для случая плоской де­
формации.

В этом случае, кроме напряжений -г и , возникает также на­
пряжение которое для разномодульного материала определяется 
по формуле [1].

с-- = \ (=г+ зб) При сг>0

= V- (ог 50 ) при ь < о
(2-1)

Известно, что для областей первого рода »рункция напряжений э 
для случая плоской деформации не отличается от соответствующей 
функции обобщенного плоского напряженного состояния и имеет вид 
(1.1).

Можно показать, что для областей второго рода для рассматри­
ваемых здесь осесимметричных задач плоской деформации функция 
напряжений выражается следующими формулами:

при аг <0, > 0, о. <0
I ? = ^' + дг֊^, (2.2)

при °й^>0» ,3--^>0

,= А^ + В3г~\ 7^]/ п "УГ՜ (2։3’

? Им^СТНЯ АН Дпмчя.'клА ССР. Млхпннкл. Х<> з
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В этих формулах постоянные А; и определяются из контурных 
условий задачи и из условий непрерывности напряжений на границах 
раздела областей первого и второго родов.

1. Рассмотрим первый цилиндр (а-^г^с), находящийся под дей­
ствием давлений р и рк. Очевидно, что для всех точек этого цилин­
дра 5,<^0.

В зависимости от значений р и рк (5) для напряжений и зх 

возможны следующие случаи:
1. в рассматриваемой области меняют свои знаки напряжения, 

и 3-,
2. во всех точках области а з, меняет свой знак,
3. в области 0, ах О,
4. в области 0, О,
5. во всех точках з. 0, а меняет свои знак,
б. в области зв<"0, ог<0.
Эти случаи следует рассмотреть в отдельности.
I. Напряжения с, и =- меняют свои знаки, обращаясь в нуль соот­

ветственно на некоторых, пока неизвестных окружностях г = и 
г — р2. Кольцо этими окружностями разделится на три части. Из 
формул (2.1) нетрудно заметить, что Первая часть (а-С грй)
является областью второго рода, так как для нее зг<^0, ^>0,
з. 0. Для этой части имеем функцию напряжений (2.3) и следующие 
контурные условия:

при г = а згт= — ру при г = р2 сг = 0 (2.4)

Вторая часть (?_• <С г <С?1) также является областью второго рода, 
притом для нее 5г<^0, ^>0, з=<^0.

Для этой части имеем функцию напряжений (2.2) и контурные 
условия

. при г = р2 з» = 0, при г — р։ $0=0 (2.5)

Третья часть (рх ֊^, г ^.с) является областью первого рода, так 
как для нее -г<0, з,. < О, зг<^0.

Для этой части имеем функцию напряжений (1.1) и контурные 
условия

при г — рх = 0, при г = с зг — — рк (2.6)

Имеем также условие непрерывности напряжения зг (или пере­
мещения ч) на границах раздела этих частей

”г = 'г |г-₽» 1-о» Зг|г=?.֊о = "г |Г_Р։ +0 (2.7)

Удовлетворяя условиям (2.4), (2.5) и (2.6), получим следующие 
формулы для нормальных напряжений:
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для первой части (о < г р2)

«г='֊ ֊^44֊ [(Т. * 1) Й" +- (Ь -1)*м 

=, ^^Кк. +Ир?՛+ (!—։,)гЧ

р՝< а՛՛՜1՜’

для второй части (у. . г<[>։)

՝г " ’

30
Л1(?։ 1)а1‘"р2т‘-?|

2У։г&+։

где

Р11Т С'5? — 1)а:'+։?2Т|
(^■֊^) (2.8)

для третьей части < г < с)

Ркс*(г* 4֊ ?'р . _ ркс- (г* ֊ ?{) 2рц у,՛ с2
г (с- 4֊ рр ' г= (с2 - ?{) ’ "г ~ С- 4-

^=(71 + ад' + (Ъ-1)а2т‘ (2.9)

Из (2.8) следует, что, чтобы в -любой 'точке зг было отрица­
тельным, необходимо, чтобы Р։ было больше единицы (,^^>1) -или то 
же самое Ур > У։՜.

Из условий (2.7) после некоторых преобразовании получим сле­
дующие уравнения для определения величин и р2

л--ь £х*-‘(1 4-л2) ֊ ет'^ -О 

&-1 у/**
& 1 1 /

(2.10)

(2.11)

где

л 
с

а 
тг----

с

р а (£14-1)
Рь Е1 (7։ “ 1)

з,—г. 
/пь ’ ։<2 ’3‘

(2.12)

к =
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Для величин р։ и р2 имеем следующие очевидные неравенства 
ол - ~

т1<^~ <С А \ 1. 
с

Преобразуя эти неравенства с учетом (2.11), получим следую­
щие необходимые условия для выполнения этого случая:

?2 / р,-1 \уу.
с \ & + 1 / ’

тг <^х
Р|-1

Р1+1 /
(2.13)

Уравнение (2.10) в рассматриваемой области имеет единственное 
решение, если выполняются неравенства:

1
(£> + 1)(/п?+ </Ь

р Мь Ж*1'

Рь 211 (014- 1) тр+։ (1 4- егп{֊‘) (2.14)

Неравенства (2.14) являются также достаточными условиями для 
выполнения этого случая.

2. В этом случае меняет знак только з.-։ обращаясь н нуль на 
некоторой пока неизвестной окружности г р, а 0. Кольцо ок­
ружностью г — у разделится на две части. В любой точке кольца 
'г < 0, з0 > 0, напряжение же <- в одной части положительно, в дру­
гой отрицательно. В зависимости от значения °։ (?։) возможны случаи: 

а) в первой части (а<£г-Ср) з_ > 0, во второй (р^г-Сс) зг < 0 
6) в первой части (а О < р) з. <^0, во второй (р^г <С с) з-^>0

В случае а) для первой части имеем функцию на­
пряжений (2.3) и следующие контурные условия:

при г = а зг = —р, при г = р з, = 0 (2.15)

Для второй части (р<^г<^с) имеем функцию напряжений (2.2) я 
контурные условия

при Г=р з5 = о, при г = с аг =—Рк (2.16)

Удовлетворяя контурным условиям (2.15) и (2.16), получим сле­
дующие выражения для напряжений:

для первой части (а г р)

= “ 7/7՜^՜[(1 + ь) ՛2"+ (71 1 ’

(2.17)
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ДЛЯ второй части С'О<с)

р .с?՝ г1
^֊ТГмтКА D?^ + (A-i)r4 

/ Va/

О Ч.-i- I
». = “йй- Г(А +1) ?*֊ - (А ֊ 1) «•»■! (2.18)

/уйг

Р, 7՜ С*՝1 1
».°֊ .’.1, (ß?-D(r^-^)

/V2r
где

М = (А + ։)р% + (А-1>«”’ (2-19)

Неизвестная величина ? определяется из условия непрерывности 
напряжения ՛=, на границе раздела двух частей

■ = ='|-ни (2-20)

Учитывая (2.17) и (2.18), получим следующее уравнение относи­
тельно величины ?:

р\хт ՝ +’-хЬ (6։ (1 х2^) — (1 х- ■•)] р&х* |т, (тр՝ — х2*')

4- х2* ֊ /и?Ч = 0 (2.21)

Чтобы имел место этот случай, необходимо, чтобы

/ ■ С_ 1 \
и>₽։>1 или > V и х> Г"-Г 1 ) ИЛИ Э> (2-22)

Можно показать, что уравнение (2.21) в промежутке п։։<\т- 1 
имеет единственное решение, если выполняются неравенства

2?.т; -' р т--- (7, - 1) |- Ь + 1
1+ „».(?,+ 1)^ р, 2ът?+.

Рассмотрим теперь случай б),
В этом случае для первой части (« -< г -< о) имеем функцию на­

пряжений (2.2) и контурные условия (2.15), для второй части (р-<> <■..с) 
имеем функцию напряжений (2.3) и контурные условия (2.16). При 
этом получим следующие выражения для напряжений:

для первой части (и < г-<-.?)

Ъ = - Ю + А) - (1- А) 1

=« = тггт +А)+ (1 - А) | (2.24)
./¥3Г‘‘'+1

I =։ = _ ^4 (1 ֊ ₽;)(^. ֊ г®.)
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для второй части (у г с)

р. С?,+։

р. -֊- ст>' I
= X"-1 1(71+1} г?”+п _ Т]) <2,25)

Г), V,՜*՜ С‘1 1 1 I
где

Л;3 = (И-^)^'֊(1 8։)«33'. Л^ = (1 -Ъ)^֊(1֊1։)гт՛ (2.26)

Удовлетворяя условию (2.2' •), получим следующее трансцендент֊ 
ное уравнение относительно величины [>:

рт^ ։3։л-'՛ Ь։ (1 - л2՛1) (1 х՝2»՛)] - р^х^ (лп2- + х->՛) ~-

4֊ С*2* - 0 (2.27) ]

Чтобы имел место этот случай, необходимо должно быть

или V :^*7Г' и /п1 ~------ (2.28)
1 4֊ 7,

Уравнение (2.27) в промежутке /п։ х<11 имеет единственное
решение, если отношение р,'р!: удовлетворяет неравенству
М1+а ֊'и?՛) р .. ЙИ

5КЙ^Н рк '֊֊ -;,(1 + ,п=т.) - (1 - тгт.)

В случаях 3 6 напряжение 2.- сохраняет свой знак. Как показано 
в работе [1], если в рассматриваемой области не меняет свой знак, 
то решение задачи плоской леф&рмацйи можно получить из соответ­
ствующего решения задачи обобщенного плоского напряженного со­
стояния, заменяя упругие постоянные £*,՛, ՝»/ соответственно на Еф, 

у/, по следующим формулам:
при 2г<С0< =г < О
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при сг<^0, 3б>0. 5֊-^>0

г- ЕГ ■ Ьп֊֊֊

1 - ՝,■ ' ''<* 1 ֊ у+ V-

Для областей же первого рода формулы перехода будут 

г & ՝*(
^=-ГТ77՜. *'«=——

(2.31)

(2.32)

с соответствующими верхними индексами или — при коэффициентах.
Исходя из этого, R случаях 3 —6 при определении напряжений 

будем пользоваться соответствующими результатами для плоского 
напряженного состояния, приведенными в § 1. Имея выражения для 
сг и <5в, из (2.1) можно определить напряжение

В случае 3 имеем область второго рода, так как для нее зг< 0, 
ов->О и з-> 0. Поэтому выражения для зг и :ц получатся из (1.17) с 
использованием замены постоянных но (2.31).

При этом для -3; получим

В <•՛ - ։«“’■+։ [՛■<с՜“ + Г”) - е”՛ - '■”՛] -

— рлст,т1 | г'՜'1 — аг>՝ 4- 'и (г2* 4՜ а2*) ]} (2.33)

Чтобы имел место этот случай, необходимо и достаточно 
а) при ?!> 1 (֊/‘ >,у֊)

Р 71(1 4֊ /пр») — 1 ֊ т\ь

Рк 2т։т^՜’

б) при ?,< 1 (^000)

(2.34)

/4 * 71(1 4- /и֊։՛) ~ (1 -/п2՛՛)
(2.35)

4. В этом случае опять имеем область второго рода, притом 
для любой точки рассматриваемой области (а < г с) 4<^0, 50 > 0, 
а,<0.

Выражения для о, и 4 получим из соответствующих формул 
(1.17), используя формулы замены постоянных (2.30).

Отметим, что необходимым и достаточным условием для этого 
случая будет:

а) при 1 (^ > V֊)

I 4- т\՛' р 2^", 1
3—ГТ/е ■ Пт*» ’ >-у—<2-36>Р1 — 1 -НР1 — 1) т; 1 I • Л
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б) при ?։<1 <7֊)

1 4֊ т?‘ р_ (1 - 31) (1

2т?‘՜* рк 2^/нр 1 (2.37)

5. Во всех точках области з- <7 0, а з0 меняет свой знак, обра­
щаясь в нуль на окружности г — В этом случае выражение для 
напряжений и зп получим из соответствующих формул (1.10) и 
(1.11), используя замену постоянных (2.30). Чтобы имел место этот 
случай, необходимо и достаточно выполнение неравенств

2 Р 1 I- /пГ' 
Нт* ՝ рк 2лп?>+|

(2.38)

6. В этом случае имеем область первого рода, так как зг<^0. 
3о^ О, зг <Ч). Выражения для зг и получим из формул 11.19). Не­
обходимое и достаточное условие для этого случая будет

~ < Г՜՜՜ 
Рк 1 4֊ пт;

(2.39)

И. Рассмотрим теперь второй цилиндр (с •< г < 6). Очевидно, что 
для любой точки этого цилиндра з, <7 0, > 0.

Для напряжения з= возможны два случая:
1. в рассматриваемой области з- 0,
2. в области з. меняет свой знак.
В первом случае имеем область второго рода, так как з,^0. 

=■, >0, з-> 0. Ввиду того, что в области з. не меняет спой знак, 
выражение для з, и з։> получим из (1.22), используя формулы замены 
упругих постоянных по (2.31). Напряжение же зг, как и выше, опре­
деляется по формуле (2.1). Необходимое и достаточное условие, при 
котором имеет место этот случай, будет

I
/1—-г гтп2>(-—Щ ’ /п, = — (2.40) и
՝ Та 4-1/ ' Ь

Рассмотрим теперь случай 2. В этом случае напряжение з. ме­
няет свой знак, обращаясь в нуль на некоторой пока неизвестной ок­
ружности г Область этой окружностью делится па две частя.
Первая часть (с - г -՝-■ '<) является областью второго рода, так как 
для нее з,. С 0, з.. > 0, 0. Для этой части имеем функцию напря­
жений (2.3) и следующие контурные условия:

при г — с ~,= — р,, при г =■ з- = 0 (2.41)

Вторая часть (? г <7 />) также является областью второго рода, 
притом < 0, -а>0, з- ■ ().

Для этой части имеем функцию напряжений (2.2) и контурные 
условия
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При г = 2 == О, при г = Ь = О (2.42

На границе раздела этих частей имеем условие непрерывности 
радиального напряжения

3= = Зг 1'-Я-о (2.43)

Удовлетворяя условиям (2.41)—(2.43), получим следующие выра­
жения для напряжений:

для первой части (с < г <р)

5

■».- |(* ’»-(₽,-1»]

рЗ.С?* ■ 1 Р3*՜ “

».= 1 1=>'А + (1֊-!։)гЧ

-- ---------------- ------------г-------------- (г-“ — о-Ь]

где
Д^:ЛЬ_с2?։хЗ..(^4-с^)

При этом получим также следующее выражение для р:

Н11 = 6 (
\1 + Т:/

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Из (2.46) следует: чтобы имел место рассмотренный случай.
необходимо и достаточно выполнение следующего неравенства:

(2.47)

Сравнивая неравенства (2.40) и (2.47), замечаем, что при задан­
ных значениях гп2 и 72 может выполниться одно из этих неравенств и 
соответственно с этим может иметь место или случай 1 или случай 2.

III. Контактное давление р. определяется из уравнения (1.7). 
Входящее в (1.7) радиальное перемещение и определяется по формуле

(2.48)

где верхние индексы у постоянных соответствуют знаку напряжения сь.
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11осколЬку в рассмотренных выше случаях выражения для одних 
и тех же напряжений разные, поэтому для определения величины р^ 
необходимо рассмотреть сочетания каждого из случаев для второго 
цилиндра со всеми случаями для первого цилиндра.

Рассмотрим I случай для второго цилиндра в сочетании со всеми 
приведенными выше случаями для первого цилиндра. Решая уравнение 
(1.7), с учетом (2.48), для каждого случая первого цилиндра соответ­
ственно получим следующие выражения для р.,՝.

!• ֊ *’)

2б- = (2-49»'

3. Рк М, Мърт' 11 11,1

4. Ри =
^ (! „.-■■) 2^' (1 •,,,,)

5. Рк = *•>

6. Рк =

где

= (1 4֊ л-2) И, 4֊ (1 4֊ V) (1 - 2,Г - л֊2)

М3 = ֊֊֊ ֊ (Гл 4֊1) X'3' Пл (1 ֊ V V) 4-^(1 + V)] и 
С*

+ (?. ֊ 1) [?1 (1 - ’Г ) - ’Г (I - V)]

Н.ЛЛ»։
Мч = ֊ (1 + ■<) {(Н + 1) [•;, (1 ,, ) + V*] +

V

4֊(1—Гх)1ъ(1-^)֊^]}

М5 = Нр\ (1 ֊ ,нр.) -I- (1 ) {7։ (I - + т?՛ [ъ (1 - V) + ■<] |
(2.50>

Ч = ед (1 - т*•) 4- 8, (1 - у+ уГ) V։ (1 - 7Г) 4-

4-^.[8,(1-у; 7Г)4-у+(1+уГ)]
ЛА ед 4-х2) (1 + *Г)(1-2Т-х2)

= ед - ли2) -г (14֊ *г)(1 - 2Т 4- /п2)
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И‘ = гЬг—! ~ *2 । 1 ~ *2) + *? I
С.: (1 — ГП 2 )

Необходимые и достаточные условия, при которых может иметь 
место один из рассмотренных случаев 1 — 6, с учетом формул (2.49), 
соответственно примут следующий вид:

!• Р1>1 (Л4’>,'Г). т. < х<1 , ^<-֊-<^2
'‘Е\

2а. ₽,>1. х>^', <,<-?֊<?.
'*Е\

26- ₽,<1 (V ■<>. *2” ■-!—֊՝
1 4֊ Т1

За. ?,>1.
*>£»

36. ?,<!, 7^7 >/.

4а. &>1, т, ></»',

46. ?։<1, (2.51)

5. ту > х</} , /8 < ■ < I.

6. 0<р/о£։’<:/8

где

։-Д

! _____________________ (<!- 1)
‘ Я.{н?7* г/’ ■') -ь (1 — *Г)| (1 — 2>1 )И‘ ՝՝— /П1]

т.-З,
. _ 31 (1 4 71) (1 4- ет] ) Л ' '

^т,1 1 (</т 1)
К '։ = «.»?(</ + т?') + /։ (2՜52'

а1Ь։ 4* 1 + (71— 1)^1']
^-271К^֊(1֊^)]^1+։

«?Н 4-?1)(14֊^п ’?՛)
/5-231[^֊ (14-\ )] ‘̂
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2Т1а?«Г՜1
в ^hx-l + (7i + D^b]-Z3

1 4֊ nij'1’՛ 
'■■= 2mj.-֊ [Н։

, =______________________2_____________________
8 /72(1 4- т\) 4- (1 — V~)(l — mf — 2v~)

h = (1 - Vf Ÿ) - v+(l 4 уГ)]_ т?-[₽1 (1 ֊ Y V ) + K (1 4֊ V)i

/з = (1 + ’<) «’ (1 4 Ъ) hx (1 - v,+) 4 vf J 4 (1 ֊ Ъ ) bx (1 - V ) VI}

Нетрудно показать, что при любых значениях v~ и IL и при 

выполнении для каждого случая необходимых условий для ti имеют 
место следующие неравенства:

При &>1

при & < 1 о < ts < t. < f5 < /3

Из неравенств (2.51) заключаем, что при заданных величинах 
р, S, заданных размерах и материалах цилиндров выполняется одно 
из этих неравенств и соответственно с этим имеем один из рассмо­
тренных выше случаев 1—6.

Аналогичным образом можно рассмотреть также случаи 2 для 
второго цилиндра со всеми случаями первого цилиндра.

Приведем результаты числовых вычислений, иллюстрирующие 
распределение напряжений для некоторых вариантов, рассмотренных 
выше.

11оскольку при решении поставленной задачи для внутреннего 
цилиндра по сравнению с внешним получается гораздо больше различ­
ных вариантов, при выполнении числовых вычислении принято, что 
внешний цилиндр изготовлен из обычного (одномодульного) материала 
и напряжения вычислены только для точек внутреннего цилиндра.

Для внешнего цилиндра принято т2 = 0.8 и vf = ՝ç = 0.3. До­

статочные условия для случаев а), б) и в) обобщенного плоского на­
пряженного состояния соответственно напишем в виде

Р Р < а :

где а։ и а2 определяются по формулам (1.29) — (1.31). При вычнеле- 

х Рнии напряжений для отношения -------- приняты следующие значения:
гХ ^Г՛

ч р 014՜ ап р ,,
для случая а) - — —----- ------- • для случая о) /֊ = 2а., для слу-

о£։ 2 ՛
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чая в,; 0.5 а1} которые удовлетворяют указанным выше до-
о£)

статочным условиям.
Напряжения ог, и с. представим в виде

зг = — Кхр, = К..р, з- = К3р 

где значения К.г, К* и К3, как видно из Приведенных выше формул, 
зависят от материала внутреннего цилиндра (•/, ), от его размеров 

(т։) и от безразмерной координаты г —՝ 
с

В табл. 1 приведены значения функций Л'։ и А’2 для обобщенного 
плоского напряженного состояния при некоторых значениях ос։ и при 

пь = 0.5, — =2.
ИГ Е2

Таблица ! 
т ։ 0.5

?1~0.5 
ах =0.161-1 «_

-0.4
;0.2278

Ъ 1.0 ■>, 
а, 0.1590 а,

0.25
0.2642

«։ 2.0 ч 
о1=0.1567

0.1
0.2994

- | к, К -- | м А'э ֊• | К, А,

0.500 1.000 0.116 0.500 1.000 0.453 0.500 1.000 1.550
0.600 0.819 0.059 0.605 0.770 0.223 0.613 0.620 0.689

<= 0.700 0.696 0.023 0.710 0.634 0.087 0.725 0.454 0.255с г >> 0.801 0.608 0.000 0.815 0.547 0.000 0.838 0.377 0.000
О 0.867 0.567 -0.045 0.877 0.510 -0.0372 0.892 0.355 0.02'2

0.934 0.523 —0.080 0.938 0.480 -0.0673 0.946 0.336 —9.041
1.000 0.499 -0.109 1.000 0.455 —0.0919 1.000 0.3'21 ֊0.056

0.500 1.000 0.572 0.500 1.000 1.053 0.500 1.000 2.002
0.625 0.703 0.415 0.625 0.630 0.684 0.625 0.512 1.026

г 0.750 0.525 0.321 0.750 0.430 0.483 0.750 0.296 0.594
>։ 
< 0.875 0.409 0.259 0.875 0.309 0.362 0.875 0.186 0.375

1.000 0 328 0.215 1.000 0.230 0.283 1.000 0.124 0.252

0.500 1.000 —1.505 0.500 1.000 ֊1.507 0.500 1.000 1.509
։= 0.625 1.091 -1.414 0.625 1.091 —1.416 0.6'25 1.092 1.417
У 0.750 1.110 -1.365 0.750 1.141 -1.366 0.750 1.141 - 1.368
< 
и 0.875 1.170 -1.335 0.875 1.171 ֊1.336 0.875 1.171 ֊1.338

1' ՛՛,
1.000 1.189 -1.315 1.000 1.190 1.317 1.000 1.191 1.318

В табл. 2 и 3 приведены значения функций К\, К.: и ХГ5 для слу­
чаев 1, 2а и 26 плоской ' деформации при некоторых значениях коор­
динаты г и параметров м(՜ и тг
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Случай 1
Таблица 2

•«. ֊0.05 =0.44 тх 0.5 । •. =0.1 V.' =0.4 /п։=0.5
6 0.1898 /.= 1.0294 *1 0.2246 /2 0.4969

К, | к, - А'а К3

0.500 1.000 3.058 0.908 0.500 1.000 1.695 0.278
0.587 0.535 1.440 0.399 0.551 0.776 1.165 0.155
0.674 0'335 0.671 0.148 0.602 0.628 0.796 (1 067
0.761 0.246 0.246 0.000 0,653 0.528 0.528 0.000
0.792 0.229 0.153 —0.004 0.719 0.442 0.296 0.015
0.823 0.216 0.0717 —0.007 0.786 0.387 0.128 -0.026
0.851 0.207 0.000 -0.010 0.852 0.352 0.000 -0.035
0.903 0.196 —0.011 —0.010 0.901 0.334 -0.019 0.035
0.951 0.187 —0.020 0.010 0.951 0.318 0.035 0.035
1.000 0.179 -0.028 0.010 1.000 0.304 •0.048 0.035

7Г = 0.2 0.45 т։ 0.5 'Г 0.05 0.41 т, 0.8
=0.2865 Ъ՛ 0.3695 Л 0.1423 0.1697

К. г К,

0.500 1.000 1.145 0.065 0.800 1.000 1.565 0.249
0.518 0.928 1.019 0.041 0,817 0.949 1.312 0.160
0.536 0.86-1 0.907 0.019 0.834 0.904 1.080 0.077
0.554 0.808 0.808 0.000 0.852 0.867 0.867 0.000
0.675 0.562 0.380 -0.036 0.886 0.805 0.538 ֊0.013
0.795 и. 439 0.145 —0.059 0.921 0.760 0.252 —0.025
0.915 0.372 0.000 -0.074 0.956 0.728 0.000 ֊0.036
0.944 0.361 0.011 -0.074 0.971 0.717 —0.011 -0.036
0.972 0.351 -0.021 —0.074 0.985 0.706 —0.021 -0.036
1.000 0.342 -0.030 —0.074 1.000 0.696 -0.031 -0.036

Для случаев 1 и 26 соответственно принято ——— =----- - —-»
■■/г । 2

Р ^-г
г^г 2

Приведенные в табл. 2 и 3 результаты вычислений выполнены 

при = 2.

Из табл. 2 замечаем, что во всех точках областей первого рода 
напряжение = постоянно. В областях же второго рода не посто­
янно, зависит от координаты г (г), что является особенностью разно- 
модульного материала.
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Таблица 3
Случай 2а

ч, 0 05 У|г=0.44 ш։=0.5 >։~=0 .1 •< 0 .4 <п։-0.5
/Л 0.0779 1.4250 р'<.Е." 1.3 0.1762 0.7547 р/ЬЕ} 0.5

к> А'а А'з А', А'2 А'з

0.500 1.000 3.226 0.982 0.500 1.000 1.906 0.362
0.655 0.327 0.984 0.290 0.590 0.629 1.064 0.174

1 >0.809 0.148 0.345 0.087 0.679 0.438 0.607 0.068
0.96-1 0.092 0.092 0.000 0.769 0.333 0.333 0.000
0.976 0.090 0.081 -0.001 0.8-16 0.280 0.189 -0.009
.0-.988 0.088 0.070 -0.001 0.923 0.245 0.083 -0.016
1.000 0.086 0.060 -0.001 1.000 0.223 0.003 —0.022

•Г 0 .2 >։* =0.45 т։=0.5 <р=0 •> I).4 т։ --- 0.8
Ь-0.2796 /, 0.5999 =0,44 /3 =0.1604 0.1932 0.1768

0.500 1.000 1.364 0.164 0.800 1.000 1.344 0.138
0.565 0.753 0.950 0.089 0.831 0.918 1.134 0.086
0.630 0.592 0.675 0.037 0.861 0.848 0.950 0.041
0.695 0.483 0.483 0.000 0-892 0.789 0.789 0.000
0.797 0.373 0.293 •-0.016 0.928 0.731 0.637 0.009
0.89« 0.305 0.170 —0.0*27 0.964 0.682 0.504 0.018
1.000 0.261 0.085 -0.035 1.000 0.642 0.387 -0.025

Случай 26

*Г о ,45 >]՜ ~ О.2 т ։ 0.5 чГ=0.45 <= 0.2 п». 0.8
'>= 0.5682 /в= 1.2785 /5 0.2420 0.2642

0.500 1.000 0.925 -0.034 0.800 1.000 0.947 —0.024
0.525 0.9Ю 0.864 -0.021 0.827 0.938 0.904 -0.015
0.550 0.831 0.809 0.010 0.854 0.881 0.865 -0.007
0.575 0.760 0.760 0.000 0.880 0.828 0.828 0.000
0.717 0.481 0.560 0.016 0.920 0.757 0.778 0.004
0.858 0.320 0.440 0.024 0.960 0.695 0.733 0.008
1.000 0.218 0.362 0.029 1.000 0.638 0.692 0.011

Отметим, что случаи 1 и 2а, 26 возможны только для разномо­
дульного материала и значения основных напряжений 'г и си и этих 
случаях нельзя получить из соответственных значении плоского на­
пряженного состояния заменой упругих постоянных /•) и ч .

Ереванский политехнический институт 
имени К. Маркса Поступила 24 XI 1969։
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5. Ջ. ՄԿՐՏՋՅԱՆ

ՏԱՐԱՄՈԴՈ1Վ ЬвПЬОЬВ ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ՍՆԱՄԵՋ ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ 
ԳԼԱՆԻ ՀԱՇՎԱՐԿ!?

Ա մ փ ս փ ո է մ

Հուր(տծէ>է.մ ր}իս>արկք]ած Լ երկւււ •ոարամոգսւ.լ նրսթերիր պւոտրաստփ 
և նա խնական լար/սմաք մ ի “'<)>! ա՛) երկու սնամեջ щ աններ ի րորվածոպ 
,//,ճ..ւ//Հ„

հւնէ/իրր րոձէ/ած է հարթ րսրէ/ած ային էքիձակի ե Հարթ у ե Цшրմաէյխս՝ 
4եո(վ>երի համար։

Ասւաքքված են րէսնաեևեր նորմալ լարա 1էեհրի համար!

CALCULATION OF A COMPOUND HOLLOW CYLINDER 
MADE OF HETEROMODULUS MATERIALS

J Z. MKRTCHIAN

Summary

A stressed state of a hollow cylinder consisting- of two cylindi 
made of hcteromodulus materials and inserted one into the other with 
tension is considered. The inner cylinder is under a uniformly distri­
buted internal pressure. The problem is solved for cases of generalized 
plane stressed state and plane strain. Formulas to determine normal 
stresses are derived.
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Прши^ш XXIII. № I. 1970 Механика

И. Л. ВЕКОВИЦ1ЕВА

ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
АНИЗОТРОПНОГО ТЕЛА С УЧЕТОМ

ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЭФФЕКТА

В настоящей задаче речь пойдет о материалах, обладающих 
пьезоэлектрическим аффектом и нашедших и последние десятилетия 
широчайшее применение в технике. Это чаще всего кристаллы, являю­
щиеся по существу своему анизотропными веществами, для которых 
неприменима „чистая" теория упругости.

Напряженное состояние такого тела характеризуется, как и 
обычно, шестью компонентами напряжения з։/(/, 1. 2, 3), взятыми

п некоторой прямолинейной прямоугольной системе координат 
X, О’- 1, 2, 3). Ориентация выбранной системы координат должна 
быть строго известна по отношению к кристаллофизической системе 
координат. При отсутствии объемных сил компоненты напряжения 
должны удовлетворять следующим уравнениям равновесия:

4^-= 0 (/,/=1,2,3) (1)

Знак суммирования по* дважды повторяющемуся индексу здесь и в 
дальнейшем будет опущен за исключением специально оговариваемых 
случаев.

В случае малых деформаций компоненты относительных деформа­
ций /—1, 2, 3) связаны с проекциями перемещений точек 
П/(| = 1. 2, 3) посредством соотношений

и и, д и,

4 Ох, 0X1
«2)

Кроме этого, нужно внести и рассмотрение параметры, харак­
теризующие электрическое поле и диэлектрике. Компоненты вектора 
электрической индукции /Л (/ I. 2, 3) удовлетворяют уравнению 
Макснслл.1 для случая отсутствия объемного заряда

Ох.

3 Иппестим АН Армнисмой ССР Мсшкики, > I

֊0 (3)
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Компоненты вектора напряженности электрического поля £/(/ = 1,2, 
связаны с потенциалом электрического поля И

д V 
дх: (4>

Вместо обобщенного закона Гука здесь имеет место еще бо.
общий закон, связывающий линейной зависимостью как механичен
величины, так и электрические. Одна из форм записи его имеец
следующий вид:

£« = Д- т '3А/ 
՝н (7, к, 7, р, д = 1, 2, 3)

с*/ - £>/-!֊

Здесь г*. диэлектрическая проницаемость кристалла при отсутствии 

механических напряжений; з$/и/ модули гибкости при отсутствии век­
тора электрической индукции, причем $к1р։/ = я1кр1/ = ֊ .$.4ох^

пьезоэлектрические модули, причем . Величины этих
коэффициентов зависят от материала и от выбранной системы коор­
динат. Уравнения (5) записаны для такой системы координат, в кото] 
рой матрица диэлектрической проницаемости является диагонально»- 
Если среда неоднородная, то коэффициенты суть функции координат.! 
Мы здесь будем рассматривать однородную среду, то есть все коэф­
фициенты постоянные.

11усть имеем цилиндр бесконечно большой длины, образующая 
которого параллельна оси хд. Будем считать, что сечение цилиндра 
плоскостью, перпендикулярной образующей, есть прямоугольник. Кроме 
того, примем, что все грани боковой поверхности снабжены провод՛՛՛ 
щими обкладками, электрически не связанными друг с другом и не 
влияющими на массу и упругие свойства кристалла. Технология нане­
сения таких обкладок подробно описана в работе [1].

11ри рассмотрении прямого пьезоэффекта будем предполагать, что 
к боковой поверхности цилиндра приложены внешние силы, направленны։՛ 
нормально к образующей и равномерно распределенные вдоль образу­
ющей. Если же используется обратный пьезоэффект. то будем считать, 
что к противоположным граням подводятся заданные потенциалы. В 
том и другом случае деформация не будет плоской (первый случаП! 
для произвольной анизотропии и при отсутствии пьезоэффекта рас­
смотрен проф. С. Г. Лехннцким [2] ).

В силу однородности материала можно предположить, что ука’ 
ванные вЬ։ше воздействия могут вызвать перемещение и потенциал а 
любой точке внутри кристалла, не зависящие от координаты х4

И И (х„ Х2), 1Ц = и{ (х., х2) (6)



Из равенства (2) и (4) следует

41 =
ди.
ах. ’

и .
ах.'

ч,= 0

(7)

с” II
<а

«1 х 1
 с

••
 и д и, 

= -
д и. д и.
Ох. д х.:

дУ
<>х։։

Ел~ 0 (8)

Исключая и., и:, и, и Iх, получим три уравнения, два из которых яв­
ляются обычными уравнениями совместности деформаций Сен-Вепана, 
а первое есть условие существования потенциала электрического поля

£5 ֊ £> ֊ п Э А
С>* :н :з   & Ч* 
дх:. дх\ дх. дх±

(9)

о х. д хх
О

Ил системы (5) с учетом (7) и (8) видно, что псе Д и зг/(/, /—1, 2, 3) 
нг зависят от х3. Тогда уравнения (3) и (1) примут вид

^-г^=_ О 
и -Т1 а х։

^=°
О Х։ О X.

"гп_Ь-: = 0 
О х. О х.

^и_и^ = 0 
ох։ ах.

(10)

(11)

Введем в рассмотрение функции электрической индукции и меха­
нического напряжения

<7 ?
ОХ.'

д?

д’*
дх? ’ ~к՜ дх?' 5,: ’ дх. ах.

дЬ_ д*
вм՜^’ 2”՜ ()х։

(12)

При атом уравнения (10) и (11) будут удовлетворяться. Из системы 
(5) доберем два уравнения, соответствующие Е2 0 и ;м — 0, и решим 
их относительно и ам. Получим (индексы = и I) у коэффициентов 
-и ։» ^/^ временно опустим)

Д«=а/Д Ькг^л!

Чз С1&1՛ </1/34/

0 = 1, 2;

!с, / 1, 2, 3, но

Л = / ¥■ 3)

ИЗ)
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где обозначены

ез — 5з:<з ~ » а< —
՝33 с3

с,- = Д—
-33 «3

Ьк1 = ~ ($ззк/ 8ЛЗЛ—$зззэ£ш), <А/ = • — ( 8эы 4՜ ֊ ֊֊՛ ) 
са еЛ \ -33 /

Подставим в систему (9) выражения из системы (5), учтем соотноше­
ния (13) и затем (12), В результате получим систему трех дифферен­
циальных уравнений в частных производных относительно функций ?, 
Ф. О

4- ։• л;,б = о

2-3? 4֊ +• Л^е = О (14>

М2? : уИ3>4-;Л& = 0

индексы указывают порядок дифференциального оператора, здесь обо­
значены операторы и их коэффициенты

л-= 2 1,1

!<, = - ~ ։ ֊ / = 1; 2

Л/ ֊ /у; = 8/м с, с{, У =^у

1т ֊ ( 1 /’’՛ (.§//& + д.зз (1}к)

Л V /

I, >. л-.л-։ ՝
< -/; к А

/.■•АЛ = (—!)' ' Л (5/Д-Л — ^3,] /ц-А -г $$33 </ал)

А/
П11 дхл^

п<) (— Н' 11 (о,73 ֊ £хЗЗ (1,3 )

д'^=3
л /.л -։ 1 i

/ <7

п,-’к = ( 1 У ‘ (5/;А:< — 53»7 Ь А-з 4- $>733 (1кз)
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<*2

1. /м 1

пи/ = ( 1/ '(~5г/3 £зз/а/— $гзад\с/)

2 т"‘й^՜ 

г. /. Л- 1 ‘
/•-*

тик = ( — 1)' ՛ ( $г^к ~ да Ф/Л 'г 5Ьзз (1/к)

К.= V к,) * ■ 
— ’ дхр. дхЪ

;. /1 1

/<>; -(—!)’ ' ( 8гл]с г 5։ззз <’Лз )

где р — число двоек и </ число единиц в индексе коэффициента.
Обозначим квадратную матрицу' из дифференциальных операто­

ров системы (1-1) через /%(£)). Необходимое условие существования 
решения системы (14), не равного нулю тождественно, состоит в том 
|3], что

сЫР$(Х)=0 (15)

Каждая из неизвестных функций удовлетворяет одному я тому же 
дифференциальному уравнению восьмого порядка, например,

Л(£>)?«0 (16)
Запишем (15) подробнее:

Л ().) /4(л) к. (/•) /3 (>.) п3 (>.) т.. (л) - п2(т) /3 (л) тл (л)
(17)

— /;»„()-)/.(/ )«;.(> ) - т3(/)пэ (л)/а(0 ֊ к, (' ) О

где полиномы от /:

2
/а= 2

2 
/. ֊ $

2

/4= V Ь}к^4
!. /. к. Л-1 

1 л*--Л

■1
п2 = У У тц

/. Л-1

Пцк >‘՛ , гп..

2

'п3 тцк >17 к. ч

> к

Уравнение (16) может быть записано в виде

- О (18)
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где
О

..9^ — - X,— (7=1, 2,---,8)
и х. О х։

X,—корни уравнения (17).
Метод интегрирований уравнения (18), указанный в [4] и прямей 

ный Лехницким [2], быстро приводит к цели. Рассмотрим случай отс 
ствия кратных корней уравнения (17). Вводя обозначения — 
йгг., = • £>6гй = О и производя последовательное интегрировал
получим

в
? = 2 ®/(-ч - х< *г),

б а
Ъ = V у,- (х։ — X, х2), 0=2 9/ (хх ; Л/х;)

։ 1 /т 1

(19)

где, например,

?1(*։ 'т хи) /։<*։ 9-^)

(*1 Ох2) -
Л(*1 — А,х2) ___

{>> ֊'•/- 1) •••(>/-А)

/։ — произвольные функции аргумента (хх имеющие кронзво]
ные по этому аргументу до восьмого порядка включительно.

Методом, осуществленным Лехницким [2], на основании энерп 
тических соображений можно доказать, что уравнение (17) не имеет 
вещественных корней. При этом нужно учесть, что потенциальная 
энергия IV кристалла, отнесенная к единице объема, будет выражена

-Ц

которая является величиной 
что корни уравнения (17) не

положительной. В дальнейшем примем.
являются кратными, а также они не яв­

ляются одновременно корнями уравнений

/2 (л) А'с. (/ ) - (/֊) п2 (' ) = О, 7П2 (X) п2 (/) - /. {/ ) /г2(/.) = О

МХ)Л(') т.у (X) п3 (X) = о, т2(Х)73(Х) — т3 (Х)7,(Х) = О

Ш(М-й(*) = о

Общие выражения для искомых функций, которые должны быть веще­
ственными функциями аргументов х. и х?, теперь запишутся

4 _ _ 4
? = У IГ к (у к) (у к) ] = 2Яе у (у к)

л=1 4-։

4 _ _ 4
= У (՛?* (17*) + 'к (у к) 1 - 2Ке 2 уН у ь) (21)

4—1 Х-^1



ЛрОстранстиснная задача теории упругости анизотропного тела 39

°= 2 М</д)1=2Ие V гЛ(//ь) (21)
4—։

Здесь

Уь = х, / А х„ У, = *։ ֊ > 4 X,

3<- /'н1, ' V. 4 ■- »ь = а* — /?*, (к - 1, 2, 3 4; 0)

I 5* )> (»/.) сопряженные функции по отношению к

’,(«»). ‘^УХ '^(У^ 
Виодом обозначения

$ М = Ф։ (!/։). ^О/т) ֊ ф: (//Р. •»(&) ~՜ ф>0/з). °4 (//<) = ф։Ы

и выразим усе искомые функции задачи через »ти четыре функции. 
Для »того найдем

•» 2Ке [Ф| ( у։) Ф. ( у л - /,, ф, (ул) - Л, Ф4 (//Д I

I = 2Ке [>.. Ф. (у։) 4- /5 Ф3 (//:) % Л,Ф3 \у.) А.։ Л.| Ф< (<д) 1
о л։

(22)
?=2Ке[Л։*,(</:) тЗД֊Ш//4)1

9 = 2Ие|Л0Ф:(^)- ММ//:) М’з(^ ֊’М'ЛИ 

где

I 1 л« (*֊1)/пл (/-Д ’ пт3 (*г) л2 ('-) — (>•■») к2 (лД
| 4 ~ /։ (М К (Ч) ' Ст) лИМ ’ '1: (7т) ^гОц) — (М

I . _ Ма) О з) — т։ М П-. Рэ) , _ А.» (>•<) К (М ^зСч) 0ч)

л։, (/-з) л։ (/,) — /,(/.,) А'3(/Д ’ ՝ лт.рд)/3(/Д—тг(/ч)/8(>4)

_ /д । ; <) Л> (Ч) Л; ( • д П՛ * ' 4) д ,П _■( ’ 1 1 < 4 * ' 1 * ^Л} \ / ։ ) /« )

Д - /Н'Д ’ 4 А'. V։)/-(',) — ли,.('-։)л2(М

|.А- ТИд (Л?) Ст) л13 (/-)/. (>-.) = л».(>3>/д(л3) — тг()-з)/<(/•,)

■и'.СаМл Ст) ~ л:» рр л; ('-) * ki{rյ)l^(^3) т) О3) лл Р։1)

Подстаиляя (22) в (12), путем однократного дифференцирования на­
ходим /)։, /2.., 5П, Ти, 3,а. ՝|..

/)< - 2Ие V з.'ФЛг/,) 0 =1.2.) (23)
|||| /-։

где

ап = ^1^т» ’и ” ^д'т» а։з ='л Зн = Л5*4

«^ = ֊- Л։; — Л։; = 1; аа< = А4
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4
см =2Ке У.^УФ,(У;У (А, 1=1, 2, 3; но к I 3) (24)

М
где

/111 = ЛК ?112 = *'?> /}13 ~ Л3 ^3» /114 — М А<

/221 ~ /-22 ~ ?22Э ~ ^3» ?2Ы = ^4

Рза1 ^0? 1'237 ~ ^7» ^233 ' ^8» ?.'34 = 1

/131 = '1 ^б> /132 = ^2^7» ?133 ~ 1'1.14 = Л4

1'121 — ?15 ?1уз = Ч> /12з = “ { а Аз՛« /124 = ~ /֊4 ^4

Из выражений (13) определяем Ол и в33

4 
£3-2Ие 2«з/ф;(у/) (25)

у-։

где
«з; — ^1/(1/ -г Эд./у Ьц

(26)

5зэ 2Ке 2 ^3/ ф}(у>) 
/-։

где

гЗЗ/ — ^1} С1 4֊ ^Л./г с1{.1

Возвращаясь к системе (5), находим /:1։ £\, ։П1 :22, ;23. ;п и ;12:

£/ = 2Ке 70 ‘»И У/) (27)
/=։

где

ТО՜ “ ■+■ О,к1 их//
1Г

по г. не суммировать!

и/ = 2Ке 2 (28)
/—1

где

— ё(к! ^1><) /'"//

В выражениях (23) — (28) /֊1, 2; к. I, р, 7 - 1, 2, 3. но к — / /- 3. 
Интегрируя (27) и (28), получим выражения для потенциала

электричеокого поля !•’ и проекций смещения {/;(/՛ — 1, 2, 3):

И(х„ X.) - И, 2Ие + (29)
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«й(-Ч. Х2) «20 ֊ •»Л'։

(.г., х3) = м։0 — <ох2 2Ке

2Ке 2^+^-)ф/(֊у/)1

Л’1 ՝• ' /
(30)

Здесь Ио, м|0, г/лд, «м и м> постоянные интегрирования, показываю­
щие нулевой уровень потенциала электрического поля и „жесткое“ 
смещение кристалла как целого.

Выпишем возможные граничные условия, которым должны удов­
летворять функции Ф/ (у{) (/ = 1, 2, 3. 4). В случае прямого пьезоэф- 
•ректа: а) й-2п, не изменяющиеся вдоль образующей, перпендикуляр­
ные ей: оДц — 0; Ьп — 0 |5]. Тогда

2Ке [Ф։ (4֊ Ф2 (<72) - Л3 фз (г/3) 4֊ Л4 фа 0/4) ] = “у т С2 
о

2Ке !։Ф։ (У1)4-(,у2) 4- Лэ Ф3 (у3) и Л* А4 Ф4 (г/4) | — 01» ск 4֊ С,

0
1.31)

2ке [Л, 4», (У}) Л2 Фа (</,) 4֊ Ф_, (у3) -1- Л5 Ф4 ( п4) | = С4

2Ке |Апф3 (,у։) 1 Л: ф2 (у2) 4- л4(!/з) 4֊ ф4 (г/4) ] = С3

Здесь $ дуга контура сечения, отсчитанная от некоторого $ — 0 до 
переменной точки; и направление внешней нормали к контуру; С\, 

— постоянные, которые для односвязной области можно 
положить равными нулю.
б) и*, и[, «з֊ смещения точек контура, постоянные вдоль образующей; 
и, = о.

ф; СУ;) =«;—-- "։л'22Ие

(32)

2Ке |Л։ <!>։ (у1) + Н2Ф; (1/. ) 4֊ ф3 (у3) 4֊ Л5 Ф4 (у4)) С
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В случае обратного пьезоэффекта возможны:
а) И*, не изменяющийся вдоль образующей; = 0, и'.2 —0, м.’ = О, 

кристалл механически зажатый.

(33)

б) И*, не изменяющийся вдоль образующей; з։„=0, с։„ = О, 
֊ 0, кристалл механически свободный.

2Ке = Ио- И*

2Ке [Фх (у.) Ф2(Ч1} + Л3 Ф3 (у9) + Л4Ф4 (г,4) | = С,
(34)

2Ие [/•! Фх (уՂ) Հ Ф2 (у/2) - /.3 А3 Ф3 (у3) г )ч Л4 Ф4 (//4) | = Сх 

2Ке [Л, Ф։ (քհ) ֊ Л- Ф2 (у2) -Ь Ав Ф3 (у3) Ф4 {у.) ] С3

Ленинградский ордена Ленина
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1՚. II. ՎԵԿՈՎՒՇՉԵ՚ԼԱԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՄԱՐՄՆԻ ԱՈԱՋԴԱԿԱՆՈԻԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՏԱՐԱԾԱԿԱՆ 
1սՆԴԻՐՐ ԷԼԵԿՏՐԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ԷՖԵԿՏԻ 2ԱՇՎԱԹՈՒՄՈ’Լ

Ա մ փ ո ։ի ո ։ մ
Հիմնէէերւվ անիղէօորսպ նյւււթի առաձգականության աեսության, էլեկտրա* 

ստատիկայի և պյեղոէյեկտրական երևռւյթի •Հավասարումների վրա, լուծված է 
պչեղոԷէեկէէւրական էֆեկտով և կամայական գծային անիզոտրոպիայով օժ>ոը֊ 
ված համասեռ անվերջ ձողի տարածական իւնգիրրւ Լարումների, տեղափռ- 
խու մների. էլեկէորտկան ինգուկրիայի րււէոր բագագրիչներր և էլեկտրական 
դաշտի պոէոենրիաւր արտահայտված են լորս կոմ պլե րս փոփոխական ի ֆունկ­
ցիաների օդնէսթյամբէ նշված են եզրային պայմաններ'՛ այդ չորս ֆունկցիա­
ների համար:
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DIMENSIONAL PROBLEM OF ELASTICITY FOR AN 
AEOLOTROPIC BODY TAKING ACCOUNT OF AN 

ELECTRICAL EFFECT

I. A. VEKOVISCHEVA

S u m m a г у

On the grounds of general equations of elasticity for an aeolo­
tropic body, equations of electrostatics and equations of piezoelectricity 
a dimensional problem for a homogeneous infinite rod of material pos- 
aesing a piezoelectric effect is solved for arbitrary rectilinear aeolotro­
pies. All I he components of stress, displacement, electrical induction 
and electrical field potential are expressed through four functions of a 
complex variable. Boundary conditions for these four functions are given.
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АНАЛИЗ ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ УПРУГИХ 
ПЛАСТИН И МЕМБРАН, СТЕСНЕННЫХ ОГРАНИЧЕНИЯМИ, 

МЕТОДОМ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Исследуются деформации упругих пластин и мембран при нали­
чии ограничении на прогибы (контакт с абсолютно жесткой поверх­
ностью). Указанные краевые задачи в вариационной постановке сво­
дятся к нахождению функции, минимизирующей при заданных граничных 
условиях некоторый функционал и одновременно удовлетворяющей 
ограничениям типа неравенств. Для численной реализации задач на 
ЭЦВМ применяется один из современных методов исследования опе­
раций- динамическое программирование [1], в основе которого лежит 
„принцип оптимальности“ Р. Беллмана применительно к многошаговому 
процессу принятия оптимальных решений. Данная работа является 
дальнейшим развитием работы авторов |2] на случай двумерных задач 
теории упругости.

1. При расчете изгибаемых поперечной нагрузкой пластин или 
мембран, взаимодействующих с абсолютно жесткой поверхностью произ­
вольного очертания г = / (х, у), ограничивающей их прогибы хи (л՜, у) 
(фиг. 1), возникает необходимость в интегрировании соответствующего 
бигармонического (или гармонического) уравнения вне областей кон­
такта при наличии дополнительного условия

™ (х, у) = / (х, у) (1)

в областях контакта.
Наличие ограничения (1) значительно усложняет решение рас­

сматриваемых краевых задач и. что особенно важно подчеркнуть, не 
позволяет привлечь к исследованию классические методы прикладной 
теории упругости. Ниже будет показано, что весьма эффективным для 
анализа и численного решения на современных ЭЦВМ с большим 
объемом памяти такого типа двумерных задач механики деформируе­
мых тел оказывается один из методов теории оптимального управле­
ния метод динамического программирования [1, 3].

Для того, чтобы■ интерпретировать указанные задачи как мно­
гошаговый процесс принятия оптимальных решений в динамическом 
программировании, необходимо сначала заменить исходную краевую 
задачу вариационной задачей [4] об отыскании функции, минимизирую­
щей при заданных краевых условиях функционал потенциальной энер­
гии пластины или мембраны и одновременно удовлетворяющей пера-
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вепстру (1). Покажем применение динамического программирования к 
анализу деформированного состояния мембраны, стесненной ограниче- 
Зиями (развитие предлагаемой здесь методики на область расчета 
Властин, деформации которых стеснены подобными ограничениями, не 
снизано с какими-либо принципиальными затруднениями).

2. Рассмотрим прямоугольную упругую мембрану, имеющую по­
стоянное натяжение Г* и загруженную произвольной поперечной на­
грузкой q(x, у). Мембрана закреплена по контуру Г, который будет 
границей некоторой области D (фиг. 1), расположенной в плоскости 
Оху. Деформации мембраны ограничены снизу абсолютно жесткой по­
верхностью /(х, у). Задача об отыскании прогибов мембраны w(x,y) 
сводится к интегрированию (вне области контакта Dc мембраны с 
/(S у) > гармонического уравнения

V2w = 7 (х> У) в D-Do (2)

где г* оператор Лапласа.
Кроме того, в области контакта />0, естественно, должно выполняться 
условие «• (х, у) = /(х, у).

Фиг. 1.

Используя теорему 
размерные переменные

, л* т-
о минимальном функционале [2] и вводя без-

*'=f- / , wF
Г- ’ W - qF

заменим решение этой краевой задачи решением вариационной задачи 
об определении функции и» (х, у), минимизирующей функционал потен­
циальной энергии мембраны (в дальнейшем штрихи условно опущены): 

D
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и удовлетворяющей красному условию гп|г = 0 и неравенству

у)*^Цх, у) (4)
Для решения поставленной задачи методом динамического про­

граммирования в дискретной форме разобьем прямоугольную область 
О сеткой с узлами в вершинах (л,-, у,) г = 0, 1, 2,- • тп; /=0, 1 ,2,-- ,л. 
Значения функции (л*, у) и ее производных будем вычислять только 
в полученных узлах, т. с.

«’ (■«/, {/у) и>,7 , «>/■• 1/ — ад,-/ 
дх Ад-

<>«• _ 0-7, у - I -- 

дУ ~ *У

В этом случае задача о минимизации интеграла (3) заменится
следующей: минимизировать функцию цели

/ — V У ) 1 I / V /-И X2
7 ДДрЦ 7 I /1

(5)

— ЯП и’»7 । ^хЛу, 

при условии, что

и’»|г = 0 (6)

и

™ (XI , У)) у/) в /Л (7)

Пусть /'7 (с1, Сб, Сл։-։) минимум / ПО всем Ш?/ — М’,Ч- при 
условии, что процесс начинается в момент к из состояния |сх, с», --, 
ст ։ и продолжается до к = (н — 1) стадии при оптимальной стра­
тегии, т. е.

А(с։, с2.---, Ст-1) = т։п У У 
и» всем Т~л

2
I +с< ь I С{

Ах

- Я1кС1 Д.гАу (8)

где и՝(1с с,- и удовлетворяют краевым условиям (б).
Тогда для поставленной задачи, согласно „принципу оптималь­

ности“ динамического программирования [3], функциональные уравне­
ния запишутся в виде



|^^Алали! деформированного состояния упругих пластин и мембран 47

1 = 0, 1, 2, ՛-, п — 2, где величины , шт.* , шод..ц-, । изве- 
<тн л согласно (6).

Для имеем

^*л-1 (Cj, Со, •

(Ю)

— <7м а

при известных W{„ , п-1, U’m. Л-1.
Реализуя на ЭЦВМ алгоритм (9) —(10), находим с учетом (7) значе­

ния функции цели (5), а также искомые значения и» (х, ։;) в дискретных 
точках сеточной области (х,-, у/).

3. В качестве численного примера производился по приведенному 
выше алгоритму расчет на ЭЦВМ квадратной мембраны со стороной 
1—1. загруженной равномерно-распределенной нагрузкой интенсивно­
стью q -- 1 для ограничения поверхностью параболоида

f(x, ^) = 0.05[(х-0.5)=+(1/-0.5)=-1|

Фиг. 2.

Так как известно [3], что при размерности вектора состоянии 
больше трех реализация метода динамического программирования 
֊ •՛՝руднительна, то исследуемая область аппроксимировалась прямо­
угольной сеткой ст=4ил=8. В этом случае (9) - (10) запишутся 
в виде

А (с1։ с՝«, с3) = min Ci ! Ci

С{ ) ДхАг/ ч- Л7 ֊1 (wi. *.֊։, w.՛. t 1, W3. к i )

k — 0, 1, 2,--,6,
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Ր-ձ<'ւ, с2, с3) — а ) Ал*Д у

Результаты вычислений (форма упругой поверхности мембраны 
после деформации вне области контакта и е зоне контакта, а также 
собственно область контакта) представлены на фиг. 2. Кривыми I и 11 
показаны прогибы мембраны соответственно в сечениях X = 0.25 
и Л'=0.5.

В заключение отметим, что предлагаемый алгоритм расчета мо­
жет быть применен (на основе результатов, полученных в [5] ) также 
для решения задачи о вдавливании абсолютно жесткого тела в упру­
гую пластину или мембрану. Эта задача сводится к минимизации функ­
ционала (3) с у = 0 при соответствующих ограничениях на величины 
прогибов.

Дпсприпстровский 
илжеяерно-итронтельнын институт Поступила 2 VII 1969

•Լ. Ա. ՐԱՐԱՆԵՆԿՈ. Sn«. Ծ. ԿՈՏՏՄԱՆ

ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿՈՒՄՆԵՐՈՎ ԿԱՇԿԱՆԴՎԱԾ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՍԱԼԵՐԻ ԵՎ 
ՄԵՄԲՐԱՆՆԵՐԻ ԴԵՖՈՐՄԱ8ՎԱԾ ՎԻՃԱԿԻ ԱՆԱԼԻԶԸ՝ ԴԻՆԱՄԻԿ 

ԾՐԱԳՐԱՎՈՐՄԱՆ ՄԵԹՈԴՈՎ

11. մ փ ո փ ո I մ

-.հտաղոտվոլմ են տոաձղական սալերի հ մ 1ч)բրանների դեֆորմայյիանևրը' 
նրանց ճկվածքների վրա սահմ անափակումների աոկա/ության դեպքում վարիա­
վիոն դրված րով եղրային խնդիրները բերվում են մի ֆունկցիա լի գտնելուն, որը 
տրված եղրային պայմ անների դեպքում մինիմալեցնում է ին;-որ ֆունկցիոնալ 
և միամ ամանակ բավարարում է անհավասարություններով արտահայտված 
սահմանափակումներին։ ЭЦВМ օդնութ յամբ խնդիրը լուծ հլու համար կիրառ­
վում Լ դինամիկ ծրագրավորման մեթոդը։ թեքված է, բ աո ա կո ւոի մեմբրանի 
հաշվարկի թվայի}։ օրինակ, երբ նրա դեֆոըմ արիաները Սահմանափակված են 
բս/րարծակ կոշտ պարարոլոիդի մակերևույթով։

ANALYSIS OF DEFORMATION STATE OF ELASTIC PLATES 
AND MEMBRANES, LIMITED BY RESTRICTIONS, BY 

DYNAMIC PROGRAMMING

V A. BARANENKO, Yu. M. POCHTMAN

Summary

The contact problems for deflection forms of elastic plates 
and membranes, which are limited by restrictions, are considered. The 
said problems in variational aspect are reduced to the finding of func­
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Hons, minimizing at the established boundary conditions some functio­
nal and at the same time satisfying the limitations such as unequalities.

One of the modern methods of operations research-dynamic pro­
gramming—is utilised for numerical realization of these problems by 
means of digital computers. For example, the deformation state of a 
square membrane, the deflections of which are limited by absolutely 
rigid paraboloidal surface, is investigated.
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А. Г. БАГДОЕВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ 
ВБЛИЗИ УДАРНОЙ ВОЛНЫ

Рассматривается задача по определению давления жидкости в 
окрестности точки пересечения ударной волны с каустикой.

11усть решение геометрической акустики, дающее интенсивность 
падающей волны АВ, на некотором удалении от каустики имеет вид [1]

Леям = Д։ ( - у) ’ (« -֊ х)*

где начало координат А выбрано в точке пересечения АВ с каусти­
кой. ось л՜ направлена по касательной, ось у — по нормали к каустике,

1-р — разность нормальных кривизн луча и кау­

стики .
.Впереди волны АЗ решение имеет вид [1] х^>а,

Воспользовавшись соотношениями [2]

(2)

решение (1) можно записать следующим образом:
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В области - :՛ л- г позади \В решение имеет вид

В области позади полны АС, х< |1]

։ *
2Л։*г= (к^Оз2-к( ?-У 

р ________________________ 12/ 1/2______ , ‘ - А /1
(1 - 2со։2^) Г (4֊ +4) Г (т + * )
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СО8 “Д' I
2510-1' 3 ‘

где вместо (2) и (5) использованы соотношения

Приведенные формулы можно получить также из решения, выра­
женного через присоединенные функции Лежандра [3]. Решение имеет
вид

и = Р, А = £

< ие 2^1 (9)

где
о

» =—=—Ч—М)5, х= —
3 /3 ։

Р„--/Р^ (АГ+гО) + Р^ (-Х-10)

В области впереди АВ и имеет место 

р>. у 1 /йГН-ту /1 5 1 , 1֊%\

(10)
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(И)

где второе соотношение получается из поведения функции Р‘_} ( — X ) 
й

вблизи X= 1.
Подставляя (И) и (10) в (9), можно получить (3) при условии, 

что выполняется соотношение

/?, = А(4)'23*г^= (12)
\ л / Г ”

В области — 1 <4 X < 1 имеют место соотношения

(Х‘֊1Р- Р_ ( X ) - (X 4- 1)‘ ±, А, 1 - Л, Ц*)

(13)
(Л։_։)Г у , (-X) = (1 - ХУ Г, 4.1 >,. *±*)

причем последнее имеет место при |1Ч-.¥|<^2. Тогда

Ке А = ֊пЬ)(Х+1)^(т՛ т՛1-»-
(14)

51 ПЛ“

Г(1->)
(1 ХЕ Г

или, после аналитического продолжения второго слагаемого к значе­
ниям аргумента А' = 1
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Подставляя (15) к (9), можно найти (6). В области позади
л

(Х2֊1)?
1 х

Л С, е=/л(_^_!)2 (-Х-ЫР

р_. (-Л) 1 А 1—> _1±6 ’ 1 ’ 2

(%2-1)(Л) =
И

I' (— л) ег֊1' (- Л’-1) АХ

1 X՝
2в։п -/ Г(1 7) ' (16)

1 5
6 ’ 6 ’

5
6 ’ 1

Отсюда

Рс />.(Л»-14 (1 X} соз2г 
25П1 “/.!՝ (1 — /

1 5
6’6’

14 X
1 ->•. -9՜

в (-- /■) СО5՜/.

Г Г (4֊ <-*- Н14՛1
(17)

2

Подставляя (17) в (9), можно найти решение (7) позади АС. Подоб­
ным же образом впереди АС можно найти

X

(Л 4 1)АХ

15..
б • 6՜’1+> (18)2

15,.
<Г’Т՛ 1 -л-

.¥ + 1\ со$2лк
2 Л2мп>-Г(1 - 7՜)

что получается также из (14) после аналитического продолжения пер- 
1-/вого слагаемого к —•

Решение вблизи х — при х а имеет вид

2Л,£ГЧОсоз2^(֊-)" (4)“
« * X
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(19)

Выражения (9), (10), (12) дают решение задачи по определению 
окрестности точки пересечения ударной волны с каустикой через при­
соединенные сферические функции в виде единого аналитического 
представления.

Сходная по характеру особенности задача возникает при рас­
смотрении окрестности острых углов А, В и С (фиг. 1), для медлен­
ной магнитозвуковой волны, причем в случае сферического источника 
решение вблизи А и В совпадает с приведенным выше.

В плоской задаче об источнике массы
*

интенсивности с/о р-. . ■ 
1 (*о)

.< о (х) о (;/), где ось Ох направлена по начальному магнитному полю, 
ось Оу — перпендикулярно ей, давление вблизи А в линейной поста­
новке имеет вид {4]

Р~ Ке
9 •" . ՛ — •{ I
— е ' •։ А, I е"ъ( 7 V (>՛>• уг ) <•>*

о

сАо
( м777 (20)

где т» (х) есть функция Эйри, и введены обозначения

/2- | т. Чоа1(1 - а-л֊ а^*) / 9 у
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3 / о \ »'
Т = орг 4- £ = £0—-у, в։ = а(^), (хл'+у)

(21) 

причем П (а, р) =1—(а24-3-) (а; -а* — а-а: а2), И = О, я -«(₽) есть 
уравнение поверхности нормалей волны. п0 — начальная скорость звука, 
а. - скорость Альфвена, значение 3, находятся из условия в точке А 
« (^։) = 0, а1 =а(£ч). есть значение л՜ в точке А.

Введя координату х։~ Т—(, где ось Ахх направлена но лучу 
О Л (фиг. 1), а ось Л;/։ - по касательном к АВ, можно из (21) полу­
чить решение в окрестности А.

Пусть х3 — я есть уравнение АВ, х} — — а - уравнение АС, 
2 2я = ֊о֊ ( —1/1) ՜ [4]. Вводя вещественную постоянную по формуле

А2 - ]՝АЛ, можно найти при >՛։ "

(22)
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Умножая в (9) на —/ и полагая - Ал3 можно

• Ие(^-
_Р , (Х)-г ։Р , (֊Л)

1)’ __________II________
/

Отсюда с использованием (11), (13), (16) найдется решение (22), (23), 
а также решение при х < л. Таким образом, решение вблизи особен­
ности для полны |1| можно получить из решения, записанного через 
присоединенные функции.

Вблизи точки С вместо (20) можно найти для преобразования по 
Лапласу от Р, к -Т 1 = /<0 — 1/2,

-е"Р --
1 — а~ у֊ — и֊ 3'-

(24)
1 <7о .

(-/<»)*•-։ 2֊ 1 2п]7??
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где из условия Т1 = 0 вблизи С получится

Тогда можно записать

</пг
•1”аса։

X С? у ’
с + 2 " оьа.С, Л 

’’(Ло-1) (25)

где контур Г следует выбрать из условия 
движения.

При А։, 1 отсюда для /’ получим

удовлетворения уравнений

Р= Ке

Решение (26) выражается через корни уравнения

г* + I 2 ( / - —

I Поскольку X., з комплексно сопряжены, а Х։ действителен, дан" 
лсние за АС отлично от нуля.

Решение на оси л՛ позади АС найдется в виде хСс1,

сх \ с } ойа,сх О (27)

2 / х \д 27м2причем в области внутри АВС, то есть при ~ ( / — —) -- —Ч,< О, 
сх \ с ) Аа;р\

псе три корня действительны и Р0, что соответствует результату [5].
На АС корни X. и / равны, а позади АС, пронодя контур Г 

через точку X., }тЛ-^>0 слева направо и в обратном направле­
нии через точку <.0, можно найти решение (26) в виде

Р = £е —___________
4-аоа, схХ.{Х:-ХА^Х:-ХА

— Ке —?о.с у____________2__________
4-аоах сх23 (2, — 2։) (2,— Л)

(28)

Этот результат согласуется с решением на оси Ох [5].

(29)
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Для произвольного /<0 решение на оси х 
виде

при х<^с( дается в

,---- 3 е/-х
р  _____ Чп . сх с I , х___ 21. Vе “ У-

4каоа1 | 2 Г(*о-1).) V с с) 4 '1
и 1 

(30)
Отсюда можно найти

Решение всюду позади АС найдется сверткой из (28).
В задаче с осевой симметрией относительно оси х можно полу­

чить вблизи С давление в виде

2. А _ Д_+ “ й _ .усозО у-՜3 
Р= - Ис -?°с— С <1Г! Г ------с-------2 .2---- -Ч“*412—

8^50;,) 3 -? '(*0-2)
и 1՛

(32)

где к Н֊ 1 — кь — 1.
Проводя контур 1 через особые точки 22.x, можно найти при 

*о=2

Р=-Ие -?-°-С Г </6 1 , 
8^а?,о?3 /А

сх7,й .усозв 
«о «։^։

-Ие (33)

2хсоь& 
сха0 а։

При у =- 0, х^>с/ из (33) получится

(34)

что совпадает с решением на оси Ох, полученным в [5].
То, что контур I должен быть выбран так, как отмечено выше, 

можно проверить, решая задачу [5] приведенным здесь методом.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 27 II I 970
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IL Գ. ՈԱԴԴՈԵՎ

ՀԵՂՈՒԿԻ ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐԻ ՈՐՈՇՈՒՄԸ ՀԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ԱԼԻՔԻ ՄՈՏ

II. մ փ ո փ ո ւ մ
Դիտարկվում Լ հե՛ղուկի շարժման որոշման խնդիրը Հարվածային ալիրի 

ե կտուսսւիկտւի Հատման շրջակա ւքում։ ճէէւլրյ է տրված, որ Հեղինակի նախկի ­
նում ստացած լուծումը կարելի է ստանալ հարիչի կողմից ստացված լուծումից, 
որն արտահայտվում է Լեժանդրի ււֆերիկ ֆունկցիաների տեսրով։ Վերջինից 
կարելի է, րադմ աէղատկելով կեղծ միավորով, ստանալ հաղորդիչ Հեղուկի շարժ­
ման խնդրի Լուծում ր դանդաղ մտղնետաակոէստիկ ալիրի մոտ։

DETERMINATION OF PARAMETERS OF FLUID
MOTION NEAR A SHOCK WAVE

A. G. BAGDOEV

Summa r y

The behaviour of a shock wave in the linear problem near arbitra­
ry caustic is considered. It is shown that the solution in the hypergeo- 
metric functions form obtained previously can be found from the solution 
due to V. M. Babich in the spherical functions form. From the latter, also, 
the solution for the problem on the mass source in conducting fluid is 
obtained, suggested by the author previously.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXIII, № 4, 1970 Йеханнка

А. А. ГУРГЕНЯН

УСТРАНЕНИЕ ОСОБЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ДЛЯ МЕДЛЕННОЙ 
МАГНИТОЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ С УЧЕТОМ

КОНЕЧНОЙ ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ

Пусть в проводящей жидкости, находящейся в однородном маг­
нитном поле, в некоторой точке О расположен источник возмущений 
(фиг. 1). Выберем ось ОХ по направлению магнитного поля, а ось ОУ 
перпендикулярно к нему. Линеаризованные уравнения плоской магнит­
ной гидродинамики с конечной электропроводностью имеют вид [1], [5]

дВу „ диу , ղ / д֊В., а-В՝ \ 
д( ՜ ° дх ' 4т. Լ ох՝ ду՝ )

где 1)х, — компоненты скорости по осям, В^ о0, о0 — невозмущенные
магнитное поле, скорость звука и плотность. Р. Вх, В9 возмущен­
ные значения давления, плотности и компонент магнитного поля, 
причем правая часть первого уравнения (1) соответствует источнику 

массы в точке О с расходом де~ы- Примем </ = —"°“ПГ, т. е. пере- 
< М) 

ходим к периодическим решениям.
Для перехода от периодического решения к некоторому перемен­

ному во времени решению применяется обратное преобразование- 
Фурье по

Решение уравнений (1), когда правая часть первого уравнения (1} 
имеет вид дс,Р ' з(/)/1 (Л), где ’(/) 1 при /^>0 и з (/) 0 при /<С0» 
в случае бесконечной электропроводности ~ — 1 Ч в окрестност
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особой точки В медленной магнитозвуковой волны АВС (фиг. 1) ме­
тодом интеграла Фурье исследовано в (4), причем вблизи В для дав­
ления получено

Рй-В(-'С'Р (2)

где

• ( 2 Y \

՝ д?

։
<•/„ -«?■*•) (4’+af-■ejo»«’) /Д-Д՛ ,

/5-------=-------- -------- - п г-------------- ?т-------- ста (3)4| - \ х I

_ ___ '2)' и՛' Г (£t) cos~/<! sin~Ar,
г/±+лЛг(2--|-^(- 1 2cos2^)

2 “‘и"
*/(*,) 5

0< — и

причем A'j к 3:2, и 2/3 ( - \ Н = ахpz/ г, 9 = « уравне­
ние волны ВС, Н - — и уравнение АВ (фиг. 1)

|Н| 1 « /^7 - ; — ֊ — -4- -
\ 2 12 ’ 2 12 S)-*х-н, 1-

. I н Л‘ <; ] _ jC *■' 1 _L_ . 7 к А-1 1— —'j
7 а I I 09 2 12 » 2 12 . к\ ՛ 1. 02 J

(5)
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Решение (2) имеет особенность при и — 0, 0 = 0. Для устранения 
особенности нужно учитывать либо нелинейность, либо диссипативные 
эффекты (вязкость, конечную электропроводность и т. д.).

Исключая из системы (1) тлг, г>у, р, В*, Ви, получим уравнение для 
давления [2]

В силу малости 7} правую часть уравнения (6) можно взять из 
решения при ц = 0 [4]

* = (7)

где к1 = а2 4՜ Р2
Решение уравнения (6) ищем в виде |5]

ос-
Р — е '' ' ։ I еь»* и)} <?*(•/$ (8)

Подставляя (8) в (6) и применяя формулу преобразования Фурье 
по х, у, можно для подинтегральной функции получить

Л = -- -------------------------------------------------------- - ------------------------ (9)
■«* (а* а?) к՞} а= а֊^ #4- А (<•■= «?, 4’)

В дальнейшем изучается окрестность фронтов медленной магни­
тозвуковой волны АВС, поэтому следует исследовать особенности 
подинтегрального выражения (8), соответствующие С — 0, где С = О 
есть уравнение поверхности нормалей для (6).

Представим Сг в виде

С1 = Со ֊֊ ~ (о/ -г (с2) (10)

где 6’0» 0 — уравнение поверхности нормалей (6) при 0 (фиг. 2).
Разлагая « в ряд по степеням < и оставляя ՛, в первой степени 

« = «о 4՜ из уравнения (7 — 0 можно найти
гх — Т (П)

где
кЦ1 -<№)

Г-=
8"’о(аи «? — «о «? 3<| ^) (12)
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Р = T.ic՜1"1

Применяя теорему о вычетах, для давления из (8) можно найти

ЛЧ?» ՛<?,«>] П3)
?, ШГ

где а —<») есть уравнение поверхности О = 0 (фиг. 2), причем 
для каждого значения ■' имеется по два значения а соответственно 
для быстрой и медленной волны.

В решении (13) вместо суммы четырех интегралов, соответствую­
щих указанным значениям 7, берется только один, соответствующий 
бегущей вправо медленной магнитозвуковой волне АВС.

В интеграле (13) в силу малости в подинтсгральной функции 

г. можно брать '>■ а0. Если обозначить — — — 3„ и в даль-
0,? W • ш

нейшем индексы отбросить, то (13) запишется в виде
•е

Р г.1^е~1и1 e-wlTr’r f J3 (14)
Сп(а, 3) J

К интегралу (14) можно применить метод перевала и определить 
решение на фронте волны ABC [4j.

Но наиболее интересно поведение решения вблизи острия В, где 
а

кривизна волны АВС бесконечна и соответственно —— 0. Тогда

можно для выражения э.х ftt/ в (14) взять разложение по степеням
г Ô* rJ. г
3 —полагая при этом — 0 при 3 = £։. Согласно [4] решение 

(14) можно представить в виде

Р = В — ем е Ф 
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где ; и В даются формулами (3), 9 = ?.х ' р/у — I, ф — функция Эйри.
Обратное преобразование Фурье для (15) в случае т,=0 найдено 

и [4] и имеет вид (2). Воспользовавшись формулой обратного преоб­
разования Фурье для функции, [6]

Г|»
е-.’Ттл ч- е 1Г,Л (16)

| 4՜ А*

на основании теоремы о свертке с учетом того, что I = — О, меняя 
знак т, для (15) получим

Р= ■ V [ (17)
I 4г Ах ?

Подставляя (2) в (17), можно получить решение в окрестности точ­
ки В

Ч—и
Р-=—■ 1----- -■ 1’ Р01(֊6 + •, 5)^-4֊

I 4-Ах

(18)

4՜ е՜ 4т^ Р02 (—б-А-;)</т-}֊ е՜ 4 7г, .г Роз (— б 4- х,

8—и 5-ти
Однако интересно рассмотреть поведение решения на луче €)В а = О, 

<9а
т. е. ; = х֊гу — 0. В этом случае (17) можно представить в виде

ft
Р = ■ 1 f е-ЩТРи(б-т, 0)<Л —

I 4- Ах J

■ ж
4֊ f е-^Ьр03(т-б, 0)гЛ

о7

где Р01, Роз соответственно решения (2) в области и и 
на луче и 0, которые можно получить, воспользовавшись представ* 
лением гипергсометрических функций (5) при z 1

5 Илксстия АН Армянской ССР, Механики. № -1
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^ = |в|‘Н|1֊к|‘>(т-Ь^-^ + 172-^ + 1>

г (-Ь) Г(*։ +1)101*'-«
(20)

Используя эти выражения, из (2) для /•’>, и Роз получим

вг(у)г(4-֊9
Обозначая А — ------------ ;--------------------—

зя - ։ г
найдем

и подставляя (21) в (19),

Укм ֊1- о_
Р = —=֊ | ( О - . )*’’* е՜^ & !

I 4՜7\х Л

(22)

Лет- ( —4-&х ) ~ -։___ /1 (г _ в )*՛ ։ Л
УАт.Тцх Р

Если в первом интеграле сделать замену переменной 0 —" = у, а во 
втором * 0=г, то интегралы приводятся к известному виду (71

о
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к± 5 
(27^х)2

к <?о оМ1՜
Г 4г С, (а, -) . **4"I </*х

Т х<^г

ЗГг1Х I 27\х
(23)

о

где !) — функция параболического цилиндра.
Окончательно для давления на луче и = 0 получается

р \ (27\х)г »
8 Пх) ।

I 27Чх/ 3 *
< О

I 27лх

(24)

В частном случае при б 0. что соответствует решению 
точке В, используя соотношение |7|

в самой

к».-8 (°> = 5^
I й г ^,4-4-1 Г.

5 ’ и
2

ив (24) можно получить
(25)

5 1 12 . ~ .3։п -7Г- -Г51П”

Решение вышспоставлеиной

(26)

задачи в виде (16) показывает, что пос-
леднее получилось умножением решения в случае бесконечной про­
водимости на множитель е~^‘ г, учитывающий конечную проводимость. 
Петру дно показать, что и в сферическом случае решение с учетом 
конечной проводимости получится умножением решения [3| на тот 
же самый множитель.

Решение в этом случае запишется в виде

—

( — с՛-’)
(27)

где

2

Обратное преобразование Фурье для (27) при 0 найдено в (3| и 
имеет нид
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(28)

где

(29)

причем Л՛! и даются формулами (5).
Обратное преобразование Фурье (27) с учетом конечной элек­

тропроводности найдется сверткой использованием соотношения (16)

1 Г* '՛_ V,— \ с •։г’г/’о;)</: (30)
1 4х 7\х — ж

Подставляя (28) в (30), можно получить решение в окрестности точ­
ки В 

5—и >։
Р = 1 - (' е՜^ Ри1 (-б 4֊ В) 4-

| 4?.7\х •• »4

- ® + и _ ։

+ ■ _1 — Г е՜՜"'՜’ Рк( 8 (31)
V 4яГт^х 3

*—к

- - е Р.3 (֊ 0 4- 5)
I е?)о

где Р01> Рк, Р,^ вычисляются по формулам (28). При п = 0
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После вычисления этих интегралов, аналогично (22), для давления на 
на луче и — 0 получится

(34)

где С и В коэффициенты при и Р,.3 в (32).
В частности, для точки В, т. е. при Ъ = 0, используя соотноше­

ние (25), решение можно получить .‘в НИД:-

~-2^1: — г /к \ 22 »2 (с + 5) 
I 4к 7ж \2 12 /

Автор выражает свою благодарность канд. физ.՝мат. наук Баг- 
доеву А. Г. за постановку задачи и большую помощь в ее решении.

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса Поступила 28 X 1969
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Ա. Ա. ԳՈԻՐԴհՆՏԱՆ

ԴԱՆԴԱՂ ՄԱԳՆԻՍ ՍՔԱՅՆԱՅԻՆ ԱԼԻՔԻ ԼՈԻԾՄԱՆ ԵԶԱԿԻՈՒԹՅԱՆ 
ՎԵՐԱՈՍԻՄՕ ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԷԼԼԿՏՐԱ>ԱՎՈՐԴԱԿԱՆՈԻԹՅԱՆ 2ԱՇՎ11.Ո ՍԻՄՈՎ

II. մ փ ո փ ո է մ

Հոդվածա մ որոշվում են ղաղի պարամետրերը դանդաղ մււպնիսաձալ֊ 
նաւին այիոի եղուկի կետի մոտ: 1Г ոպնիաոկան հիդրողինսւմիկա/ի лип/աոա֊ 
րամների սիստեմի լուծումը փնտրվում Լ- 'հար/եի ինսւեղրա/ի տեսըով և 
ա րս: ահա լավում է ե{րիի ֆունկցիա քով :

Լապլաոի հակաղարձ ձև աէիոիաւմով ղտնված է լուծումը փաթույթի 
(свертка) տեսրով, որր պարունակում է անսահման հաղորդականության 
ունեցող հեղուկի լուծումը, արասէհարովս՚ծ հիպերերկրաչափտկան շարքերով։ 
եղուկի կետով անցնող ճսսոաղտլթի վրա լա ծա մը արտահալտվամ Լ պարտ-' 
րոլական գլանի Տիոճւկցիալով։

ELIMINATION OF THE SOLUTION'S SINGULARITY FOR THE 
SLOW MAGNETOACOUSTIC WAVE WITH 

FINITE CONDUCTIVITY

Л. A. GURGUENIAN

S u m in a r y

The problem of the gas parameters determination near the singu­
lar point of the slow magnetoacoustic wave is considered. The solution 
of the equations of magnetogasodynamics, taking into account the finite 
conductivity, is found in the Fourier integral form and is expressed by 
the Airy function.

The inverse Laplace transform permits to find the solution by the 
convolution containing the solution for an infinite conducting fluid ex­
pressed by hypergeometric functions. On the ray, passing throughout 
a singular point, the solution is given by the parabolic cylinder function.
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СИНТЕЗ ШЕСТИЗВЕННОГО РЫЧАЖНОГО МЕХАНИЗМА 
ПЕРИОДИЧЕСКОГО ПОВОРОТА С РЕГУЛИРУЕМОЙ

ВЕЛИЧИНОЙ УГЛА ВЫСТОЯ

В современных машинах-автоматах часто требуется получить 
прерывистое Движение ведомого звена при непрерывном вращении ве­
дущего звена. При этом требуется еще, чтобы угол выстоя подда­
вался регулировке. Для этого обычно используются зубчато-рычажные 
механизмы.

В настоящей работе рассматривается задача синтеза шестизвен- 
ного рычажного механизма одностороннего прерывистого движения 
ведомого звена с плавным регулированием величины угла выстоя в 
сравнительно большом диапазоне. Базисным механизмом является рав­
нобедренный кривошипно-ползунный механизм ОАВ (фиг. 1), к точке 
шатуна АВ и к стойке которого присоединяется трехшарнирная 
двухпокодковая группа МС-В. Синтез механизма производится в сле­
дующие четыре этапа:

1. Определяется положение точки Л'7 на шатунной оси АВ и 
длина звена МСх

2. Устанавливается область возможных положений центра /՛ вра­
щения ведомого звена С/?. обеспечивающая проворачиваемое™ этого 
звена ;

3. Устанавливается условие, при котором предотвращается 
неопределенность в положении двухповодковой группы МСВ в период 
вращения ведомого звена;

4. Определяется длина ведомого звена СВ и кривая возможных 
положений его центра вращения, обеспечивающих заданный диапазон 
изменения величины угла выстоя.

Отнесем схему механизма (фиг. 1) к прямоугольной системе 
координат ХОУ с началом в центре вращения ведущего кривошипа 
ОА и осью X—X, совпадающей с линией движения ползуна. Примем 
следующие обозначения: О А — АВ = 1,

> — расстояние точки М шатуна АВ от точки А;
/■- длина шатуна МС;
/ длина ведомого звена СВ-,
У у координаты ТОЧКИ В;

— угол, образуемый ведомым звеном СВ с осью Х—Х в поло­
жении выстоя;

Ф — угол выстоя.
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1. Определение положения точки М на оси 
шатуна АВ и длины звена МС

Определение указанных величин производим методом, изложенным 
в работе автора [2]. Вкратце лн заключается в следующем. Любая точ*  
ка осевой линии шатуна АВ базисного механизма описывает эллипс 
1—I (фиг. 1). Участок последнего, симметричный относительно осн 
л-а; может быть аппроксимирован дугой окружности с центром С9 
на оси Х—Х. При этом длина дуги эллипса зависит от требуемого 
максимального значения угла выстоя*.

Фиг. 1.

Величиной л задаемся в пределах 0 если направления
вращения ведущего и ведомого кривошипов совпадают, и л > 1 - лти» 
если указанные направления вращения противоположны. Значение лши 
определяем решением уравнения

~|՜ С — 0 (1)
где

/1 = — 2 -|֊ 3cOS?, COS4 Sj J . В = 2 I COS4 ~ =J COS'fi

С ֊ 2 cos -- ?г -4- cos®,, ?, = 2 ф

Абсцисса d центра С аппроксимирующей окружности определяется 
по формуле

. 2л (1-г cos?,)
I

Длина шатуна

Подробнее см. ниже.
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| (1 -Г . 2,

(3)

2. Область возможных положений центра вращения ведомого 
звена, в котором обеспечивается его прэворачнваемость

Строим эллипс 2 2, эквидистантный эллипсу* * 1 1 (фиг. 2), 
расстояние между которыми по нормали равно длине шатуна МС. 
Траектория шарнирной точки С. проходящая через точку не долж­
на выйти за пределы эллипса 2 2: в противном случае проморачи- 
нлемость*'  механизма невозможна. Ил фиг. 2 видно, что этому условию 
удовлетворяют положения точки /՛՛, находящиеся либо но втором, ли­
бо в третьем квадрантах. При положениях точки Г- в первом или 
в четвертом квадрантах, хотя траектория точки С может проходить 
через точку С’о (т. с. удовлетворяется условие остановки), провора*  
чиваемость механизма невозможна. Ясно, что предельные положения 
центра вращения ведомого звена соответствуют тем крайним положе­
ниям точки Уц), при которых траектория точки С соприка­

• На фиг. покпзаив только чае։* укамикмж эллиасоп.
• Под условием нронорлнипаемости мы понимаем, в данном случае, услоиие 

сущестпоплнии «едущего и недомою жривишмпо».

сается с эллипсом 2 2. Переходим к определению координат точки

Фиг. 2.
Известно, что дуга эллипса Л/, М. (фиг. 1), симметричная относитель­
но оси У—У, аппроксимируется дугой окружности радиуса г, с цен­
тром £)0 на осн Г У с ординатой г/։, величины которых определяют­
ся по уравнениям (•!]



= (4)

/ р 
г։ | а3 </} "8՜^՜ ’

где

4/.
/>=]-/. а- 1Ч-/, у։=(1 -Л)51пу1։ к - -р֊

Следовательно, участок эквидистантного эллипса 2 2, соответствую­
щий луге Л/։ М> эллипса, также можно заменить дугой окружности 
радиуса г։ /, проведенной из точки />л(0, г/։ I. Пусть предельное 
положение центра вращения ведомого звена находится и точке /•', 
(<риг. 2) и траектория точки С соприкасается с эллипсом 2 2 в точ­
ке Е. Тогда, поскольку нормаль н точке соприкасания кривых прохо­
дит через центры кривизны (в нашем случае через точки /', и />0), 
то, как следует из фиг. 2,

л; /)0 = щ - £/•; - г։ + I - /ир.

где /пр. предельное значение длины звена СГ в положении точки 
Отрезок же

1՜ хг» — ^0՜

На основании двух последних уравнений находим

4։ + - «О’ = ~ 1 ~/пр)3

Учитывая, что точка Ех находится на прямой с угловым коэффициен­
том*  кх и одновременно на окружности радиуса /п?„ проведенной из 
точки Со, то для нахождения неизвестных величин хГ1, уп и /пр. со­
ставим следующую систему уравнений:

Определение пеличинм 4։ см далъш?.

У г\ = <Т

(хн Ф' ~ У"п — ($)

(у</։ )՛ • । Г] I /пр.)*

Решая систему (6) относительно / : , получил։

А^.-г Д/0₽ 4֊С։ =0 (7)

где

Л’ = 4'Ь /:-(МЙ&)]-
(8)

С, = (г։4-0|(г։ ֊֊—֊
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< = (4)

г։ л/ a- d* у(6г i(>Ьух -Г у;) (5)

* Опредслсииг псличиин t, см- дальше.

где

4,.
6 = 1—/., о = 1 -+- /., ,у| ֊ (1 —/)siny։, к - р- ту

Следопательно, участок эквидистантного эллипса 2 2, соответствую­
щий дуге Л/։ М эллипса, также можно заменить дугой окружности 
радиуса г, /, проведенной из точки Z2o(0, </։). Пусть предельное 
положение центра вращения ведомого звена находится в точке /\ 
(«■риг. 2) и траектория точки С соприкасается с эллипсом 2- 2 в точ­
ке Е. Тогда, поскольку нормаль в точке соприкасания кривых прохо­
дит через центры кривизны (в нашем случае через точки 1\ и /)0), 
то, как следует из фнг. 2,

Л Ц» = = П + / — /пр.

где /,։р. предельное значение длины звена CF н положения точки 
Отрезок же

х-г։ —(i/n —</,)•

На основании двух последних уравнений находим

*Я + (Уп ~ d՝y = (г։-1- /пр )?

Учитывая, что точка Л։ находится на прямой с угловым коэффициен­
том*  A'j и одновременно на окружности радиуса /пр„ проведенной из 
точки Cq, то для нахождения неизвестных величии хП,#л и /пр. со­
ставим следующую систему уравнений:

Уп = — d)

(хп ” <0։ ֊ У2п = /’р. (6)

՝ dy *՜  х>: — 1г, — I /пр.)՛

Решая систему (6) относительно / -, получим

+С,=о (7)
где

А = 4 [п / (^^7)] • & = 212^ ֊ (г, - />' 1 

(8)
с, = (г» 4- /) I (г, /)? - 4^] 4- -^-г
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После определения величины /7 . координаты точки Л։ проще опре­
делить по следующим формулах։ (см. фиг. 2)

Хп ==/rP.cos9 — d

Ул = Лф s'Jn°
где

5 ֊ arctg&:

Рассмотрим теперь вопрос о возможных пределах изменения величины 
угла 0. соответственно и коэффициента к։. Учитывая, что «тот угол 
может быть как положительным (как показано на фиг. 2), так и отри­
цательным*.  его можно варьировать п пределах

* В случае нахождении точки F во втором квадранте.
“ Имеется ввиду первоначальное положение точки Со.

Од (9)

где бд- предельное значение угла 0, при котором точка F находится 
на оси К— Y и

01 = ± arccos Д- 
d

где /։ — предельная длина ведомого звена при 5 Од. [2]

_ <Р +_(!_- MJ)5
А՜ 2(1 — кт/)

Задаваясь величиной б в пределах, устанавливаемых неравенством (9), 
определяя предельные положения точки /\ и плавно соединяя их, по­
лучим кривую я — ß (фиг. 2) Совершенно очевидно, что во втором 
квадранте существует симметричная ей кривая ' — ;՛. Если взять центр 
аппроксимирующей окружности на оси X—X в противоположной сто­
роне**  от точки О, то такая же картина получается а первом и чет­
вертом квадрантах. Следовательно, площадь, ограниченная кривой 
aß-fzt, — это геометрическое место возможных положений точки F, обес­
печивающее существование ведомого кривошипа.

3. Условие, предотвращающее неопределенность в положения 
двухповодковой группы г. период вращения ведомого звена

Прежде чем перейти к выявлению указанного условия, просле­
дим за последовательностью изменения величины угла ГСМ (фиг. I) 
с начального момента выстоя. Этот угол уменьшается и в период вра­
щения ведомого звена принимает минимальное значение, после чего 
опять увеличивается. В частности, когда центр вращения ведомого 
звена на границе заштрихованной области (фиг. 2). появляется неоп­
ределенность в положении двухповодковой группы. Для предотвра­
щения этого задаемся минимально допустимым значением <^FCM
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Рассмотрим вопрос об определении длины ведомого кривошипа 
и координат его центра вращения при заданном значении V. Если из­
вестно значение то центр вращения ведомого кривошипа Г необхо­
димо взять на прямой

(10)

Как уже сказано, если точка /•’ совпадает с точкой /•*,,  возникает не­
определенность в положении группы MCI'. При этом положение ша­
тунной точки М на эллипсе 1 1 найдем на пересечении нормали, jîoc- 
станопленной в точке Е соприкасания эллипса 2—2 и окружности, 
описываемой точкой*  С (фиг. 3). Совершенно очевидно, что. если 
точка F находится внутри заштрихованной области, то неопределен­
ность в положении группы MCF предотвращается, а угол FCM при­
нимает минимальное значение в том положении шатунной точки М на 
эллипсе 1 1. где восстановленная нормаль проходит через точку F.

На фиг. 3 она совпадает с неопределенным положением группы.

Обозначим через л и /;.г координаты точки 37 в положении ме­
ханизма, соответствующем минимальному значению угла ՝>. Допустим, 
центр вращения ведомого кривошипа находится в точке Е (фиг. 3). 
Тогда уравнение прямой, проходящей через точку Г, будет

У “ У г = М* “ л>) (И)

причем величина углового коэффициента

*> = -£- (12>

где угловой?..коэффициент касательной ( I, проведенной и точке 
М (хл?, ул{) эллипса 1—1.
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*г I (^У Xх՜ У 11 ак как ка = -f- и —г. — -z------- гу = I, то
3 \<Zx/w (1 + '•)’ (1 — ')

(13)

нахо-

(И)

(15)

фиг. 3

(16)

(17)

Ии А/гСЛ/, учитывая, что (Л/Л): — (xf- <vlJ4-(j/r »/ЛД’, 
дим (фиг. 3)

2//cosv = р 4- Г (хг - хм)։ — (t/r—у w)’

С другой стороны, из ±FC0M, поскольку

(С9МУ = (xv — </): 4֊y\f

имеем

(хг - •*«) ’ (9.г ~ У,и): = Г + <*  v -г у\,

— 2/(Л/С,.)соз(р —5)

где ц— угол, образованный прямой Л/Со с осью X — X. Из 
следует, что

хи~<1 , Ум
со։1* = -фГ’ sin|‘=C37

Согласно соотношениям (15) и (16), получим

(*г — хмУ - (уF—V.vV * /2 -г (<v~ «О3 + Л -

— 2/(хм — d'\ cosH 2fy v sinH

Учитывая, что координаты точки У. удовлетворяют равенству (И), а 
/’ = (хг—</)*'•»•  Ур, то для нахождения величин неизвестных xr, yF, 
f, ул„ и х,{ составим следующую систему уравнений:

2//соз> = /’4֊ г - (хг— - (уг— у1{У (18)

(хг- г/)5 4 у'г « /։

{хг’-х^֊\-(уг уиУ р (х„ у^ 2/(хд/ //) созН-2/улгз1п«

Решение системы (18) довольно сложно, поэтому задачу целе­
сообразно решать следующим образом. Задаемся координатами точки 
Г так, чтобы она находилась внутри кривой Для нахождения 
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минимального значения угла •*  воспользуемся третьим уравнением си­
стемы (18). При этом величины координат и у., находим совмест­
ным решением первого и второго уравнения системы (18). Если точка 
Л/ находится на участке эллипса 1 !. мало отличающемся от дуги 
окружности с центром на оси У У, то координаты точки .'V/ находим 
при совместном решении уравнения прямой1' (фиг. 3)

Ум = *4  Х V + ‘А

с уравнением окружности

+ (у V <6)’ -г?

Здесь &4 - —------ -
хг

Отметим, что по мерс приближения точки /•’ к оси У У, т. е. когда
— нл, минимальное значение угла * уменьшается и при н Н4 появ­

ляется неопределенность в положении группы МСК 

•I. Определение длины ведомого крааэшнпа н кривой положении 
его центра вращения, обеспечивающие заданный 

диапазон регулнрэзания величины угла вы стоя

11усть центр вращения ведомого кривошипа находится в точке Г 
(фиг. 4) и ведущий кривошип вращается против часовой стрелки

Проследим за движением ведомого кривошипа. когда точка М дви­
гается вне участй։ остановки Л/., Л/ >ллипса I 1. Начиная с точки 
М{, (копен участка приближения) шатун МС „тянет“ за собой ведо-

’ Прммая проходит чореэ хамим £)е, 1' и М. 
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мыв кривошип (для наглядности на фиг. 4 показано несколько после­
довательных положений механизма). Когда точка А1 находится к поло­
жении Л/о (начало участка приближения), точка С находится н С4. 
Следовательно, звено FC не .может останавливаться, так как исходным 
положением для остановки является положение i'CQ. В дальнейшем 
точка С совпадает с С'о, когда точка /V/ совпадает с М֊ (л*.,  _у6), на­
ходящейся на пересечении прямой ЛС0 с эллипсом 1 1. Последнее 
следует из того, что окружность точки С и окружность радиуса I, 
проведенная из точки Л75, ввиду их соприкасания в точке Со, имеют 
общую нормаль. Значит выстой ведомого кривошипа происходит только 
на дуге М-, Л70 эллипса. Положение ведущего кривошипа, соответствую­
щее точке /кД, определяется следующим образом.

Из прямоугольного треугольника CqM-.M- имеем

t„H у» ... = . о -'■) sin?*  , (19>
лг5 — d (1 -f- X) cos?*  — d

где — угол, образованный ведущим кривошипом с осью Х—Х в по­
ложении. соответствующем точке М.։. Преобразуя выражение (19) и 
решая его относительно ф5> получим

..(1֊ :</1яН/^Х)Ч^Гг(1-лр֊^1?«

Из прямоугольного треугольника ГГхСц находим

Следовательно, величина угла выстоя
ф = |?1±?й| (21)

Здесь знак плюс относится к случаю, когда точка Г находится во вто­
ром квадранте или ведущий кривошип вращается по часовой стрелке, 
знак минус к случаю, показанному на (риг. 4. Если задана величина 
Ф, то соответствующим выбором положения точки /•’ получим требуе­
мый угол выстоя в ранее спроектированном механизме с углом 
выстоя Ф։ ?> Ф. 1 1ри этом центр Г необходимо взять на прямой 
(10) внутри заштрихованной области Величина угла н опреде­
ляется из выражения (19), если предварительно определить значение 
угла из равенства (21).

Из всего сказанного следует, что, выполнив ведомое звено изме­
няемой длины, перемещая его центр вращения но втором, либо в тре­
тьем квадрантах, получим плавное изменение величины угла выстоя. 
Те же результаты можно получить без изменения длины звена гС, 
а перемещением точки 7՝ по дуге окружности у—с/ радиуса /, проведен­
ной из точки Со (фиг. 4).

Итак, если задан диапазон регулировки величины угла выстоя 
Ф2<4|.<(|>3։ то синтез шестизвенника производим в следующей пос­
ледовательности. Определяем величины л, d, I из условия обеспечения 
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величины угла выстоя*  Ф,^>Ф3. Зная величину ?, =4-Ф, из равен-
■«

стна (20) определяем значение угла с.; для двух предельных значений 
Ф2 и <РЛ. Из выражения (19) находим предельные значения угла 0։։р. . 
Задаваясь минимальным значением угла ՝/ между звеньями СМ и СЕ, 
определяем координаты центра вращения и его длину при предельных 
значениях (методом, изложенным в третьем этапе этой работы). 
Так как для двух предельных значений Нпр получаются два значения 
/ и положения точки /•’, то из них следует выбирать те, которые н 
двух предельных положениях центра вращения ведомого кривошипа 
удовлетворяют условию обеспечения заданного допускаемого значения 
его угла передачи движения в момент трогания.

Приведем числовой пример. Определить размеры шестизвенного 
механизма с регулируемой величиной угла выстоя в диапазоне 
20°<Ф<8(Г при у = 20 .
Принимаем Ф, - 100 . Параметры механизма, найденные по формулам 
(2), (3), (20), (19), (8), имеют следующие значения:

/ 0.2000; (1 .֊ 0.5476; I = 0.6537; ֊ ± 30’

Йир, = 40е; хг —0.0680; уг 0.4652; /= 0.7236

Угол передачи в момент „трогания" ведомого звена, соответствующий 
двум крайним положениям точки Г, равен 25”. Механизм показан на 
фиг. 5. Поскольку равнобедренный кривошипно-ползунный механизм 
имеет мертвые положения, то в качестве исходного механизма можно 
использовать трехзвенный планетарный механизм [3] и другие, вос­
производящие эллипс.

В заключение отметим, что указанный метод справедлив для всех 
рычажных механизмов, воспроизводящих выпуклые шатунные кривые.

Одесский технологический институт
им. М. В. Ломоносова Поступила 21 XI 1969

Величина Ф։ - Ф3 (10 -֊- 20 ), что делается для того, чтобы изболеть по- 
-ложения точки Е на оси У- У. при котором появляется неопределенность о положе- 
ЛИИ группы Л/СЛ՜ и период вращения ведомого крипошнпа.
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1>. Վ. ՀԱՄՐԱՐՋՈւ-ւրՏԱՆՏ

ԿԱՆԳԱՌԻ ԱՆԿՅԱՆ ԿԱՐԳԱՎՈՐՎՈՂ ՄԵԾՈԻԹՅԱՄՐ ՊԱՐԲԵՐԱԿԱՆ 
ՇՐՋՄԱՆ ՎԿՑՕՂԱԿ ԼԾԱԿԱՎՈՐ ՄԵԽԱՆԻԶՄԻ UMiWJ!

II. մ ւ|ւ ո վ։ ո ւ մ

Լուծված Լ կանղնման անկյան կարգավորվող մեծությաւՀր պսւրրերական 
շրջման վերօղտկ լծակավոր մեխանիզմի սինթեղման խնղիրր:

Օայյաոու թյաւէ ր տանող օղակի երկարով}յան, որն որոշվում Լ նրա //’/"/ 
շրջումն ապահովելու պայմանիդ, մեխանիզմի ւղսւրամձարերի ան'այտ մեծու- 
թյուններր որոշվում են շրջանաղծի աղեղին շարժաթևս/յին կորի տրված >ատ- 
վածի լավագույն մոտեցման մեթոզսվ։ Կանգնման անկյան մեծով}յան կար- 
ղավորման տրված միջակայրր ս տարվում կ շրջանագծի աղեղով տանող շուռ­
տվիկի պտտման կենտրոնի տհղավւսիէութ յամ ր։

SYNTHESIS OF A SIX-BAR LINKAGE DWELLMECHANISM WITH AN ADJUSTABLE STOP ANGLE
R. V. AMBARTSUM1ANTS

S и in in a г у

1 he problem of synthesis of a six-bar linkage dwell mechanism with 
an adjustable stop angle of a driven crank is solved.

Except the length of the driven link (determined from the condition 
of presence of a driven crank) the unknown mechanism parameters are 
found by the method of best approximation of the given coupler curve 
section to the circumference arc. I he specified adjustment range of 
the stop angle, is obtained by displacement of the driven link revolution 
centre along the circumference arc.
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