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О НЕКОТОРЫХ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУПОЛОСЫ

При построении уточненных теорий для оболочек и пластинок, 
помимо уточнения уравнений для пнутренней задачи, необходимо учи­
тывать и различного рода краевые эффекты типа пограничного слоя. 
Известно 11, 2], что погранслой распадается на два типа погранслоя 
антинлоскнй (красное кручение) и плоский (краевая плоская деформа­
ция). Если уравнения антнплоского погранслоя как в изотропном, так 
и а анизотропном случаях решаются достаточно легко [3, 4|, то при 
решении уравнений плоского погранслоя встречаются некоторые труд­
ности, которые, как нам кажется, не преодолены до сих пор.

Чтобы учитывать плоский погранслой, необходимо решат։» плос­
кую задачу для полуполосы со смешанными граничными условиями 
|1, 2|, а именно, если на короткой кромке полуполосы даются: а) пе­
ремещения или б) перемещение и напряжение, а на продольных гранях 
полуполосы даются значения напряжений (в этих задачах они равны 
пулю).

Плоская задача о полуяолосе привлекала к себе внимание многих 
исследователей. Нс претендуя на полноту списка, отметим лишь не­
которые из них, характеризующие различные подходы при решении 
этой проблемы.

Воронин И. И. и Копасенко В. В. [5] рассмотрели задачу о сим­
метрично нагруженной полуполосе, заделанной по короткому краю. 
Решение этой задачи они свели к интегральному уравнению Фредголь­
ма первого рода относительно нормального напряжения в заделке.

При помощи функции напряжения Хорни [6, 7] рассмотрел задачу 
о полуполосе со свободными продольными границами, на торце кото­
рой действуют самоуравновешевные нагрузки.

Применив синус-преобразование к уравнению для функций напря­
жений, Койтер и Албласа |8] задачу о растяжении полуполосы со сво­
бодными продольными гранями и защемленной короткой стороной све­
ли к решению бесконечной системы линейных алгебраических уравнений.

Беитс.м |9| рассмотрел задачу о пол у полосе, когда ее продольные 
кромки свободны, а на торце заданы напряжения, и когда торец защем­
лен, .։ на бесконечности заданы напряжения. Применяв преобразование 
Лапласа к уравнению для функции напряжения, он сводит потом зада­
чу к решению бесконечной алгебраической системы, нс доказывая ее 
регулярности.
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Зорский [10] свел проблему к сингулярному интегральному урав­
нению .

Теодореску [И] рассмотрел задачу о полуполосе, когда на гра­
нице заданы напряжения. Функция напряжений в этих задачах пред­
ставляется в виде комбинации рядов и интегралов Фурье. Аналогич­
ный подход был применен Линтом [12], Пикеттом и Айенгарой [13,՝14], 
Ямасидой 115] для решения некоторых задач о полуполосе. Однако ни 
в одной из указанных работ не исследуется регулярность полученных 
бесконечных линейных систем алгебраических уравнений.

Абрамян В. Л. (16) решил первую краевую плоскую задачу тео­
рии упругости для прямоугольной области, при произвольном загру- 
жении кромок прямоугольника нормальными и тангенциальными напря­
жениями. Задача решена при помощи функции напряжений, которая 
представлена в виде тригонометрических рядов. Решение сводится к 
бесконечным системам линейных алгебраических уравнений.

Методом Папковича-Лурье В. К. Прокопов [17] решил плоскую 
задачу для прямоугольника, па поперечных кромках которого отсут­
ствуют нормальные перемещения.

Галфаян П. О. [18] рассмотрел смешанную задачу для прямо­
угольника. Задача решена при помощи функции напряжении, которая 
представляется в виде рядов.

В предлагаемой работе делается попытка решить, из отмеченных 
выше групп задач, задачу о полуполосе, когда ее продольные грани 
свободны, а на торце заданы перемещения. Рассматривается симметрия" 
ная задача. Задача решается в перемещениях, решение сводится к од­
ной бесконечной системе линейных алгебраических уравнений. Доказы­
вается, что полученная система вполне регулярна. Другие задачи этой 
группы могут быть решены аналогичным образом. Для этого нужно 
вводить некоторые изменения в представлениях (1.3).

§ 1. Рассмотрим плоскую смешанную задачу теории упругости 
для изотропной полуполосы шириной Л при следующих граничных ус­
ловиях (фиг. 1):

У

Фиг. 1.

„V = "лу =0 при у 0, У = Л

и = /(#), и = ?(։/) при х = 0 (1.1)

Так как рассматривается симметричная задача, то в системе ко­
ординат, выбранной в центре кромки полуполосы, функции / (у) и Ду/) 
предполагаются соответственно четными и нечетными.
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Требуется, чтобы напряженное состояние было затухающим при 
удалении от кромки полуполрсы.

Задачу будем решать, исходя из уравнений плоской задачи тео­
рии упругости в перемещениях

('■ 4- и) * 4 = 0 (х, у) (1.2)

ди др „ .
где Ч = ~ опеРатоР Лапласа, л. ՛/• коэффициенты Ламе.

Перемещения и и и будем искать в виде

и л [Л(я)с1г^ [В(у)я\гуу С («) ау сЬ*у 4֊

и

-֊ 2) (а) уу & И у у ] ду - У у -
*-1 'к

/V, -г 7—и~ ) е’?кЛ +

4 Мк х е '4” |со8₽*# I «о

(1.3)

з!пах / 1 4- Зи \ .֊֊ / В (а) _ 77^7- С (а) | сЬг/ 4֊

£>(*)) зЬяг/ О(а) уускту С(а) ууаЪуу

77՜ (Мк е " ‘ 4֊ Мк Ьд- хе кя ) 
РА-

й 2՜^' 
где Зл —у— .

Непосредственной проверкой можно убедиться, что для таких 
перемещений уравнения (1.2) удовлетворяй тся тождественно:.

Из соотношений между напряжениями и перемещениями

. / ди дг> \ о ди=■ /(л7 + -^) + 2|1'Зх-

/ др ди \ 
+1Гу)

(1.4)

используя (1.3), для напряжений получим

Л (а) 4
I1
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֊(3(<0 + /777»с(?) ) с/з —С(2)л//сИаг; /2 (з)

С(>) ) зЬау 4- С (а) ^ус\\\1/ I) (я) 7у$\пу

СОЯ'Х-Х

+ Л (а)

сЬ- |-

МьЗ* хе ' к' СО5^У
(1.5)

(՛«(’) ։1 \

I /->('/) зАсЬзЛ : С (а) «АяЬзЛ = О

! - ц С(7))сЬ«/

֊—- Г){з) ) ь\\?у Е){л)2ус\\;у ; С (а) \ysl\7y «/а-

М< )е '' * ?'*хе з։г։?^

Для определения неизвестных коэффициентов /!(*), /?(?), С(*), 
/?(з), Ма։ \\., </0 постараемся удовлетворить граничным условиям (1.1). 
Представив в выражениях (1.3) и (1.5) е к' и хе՜ к' в виде интегралов 
Фурье и удовлетворив граничным условиям, накладываемым на линиях 
у 0, у Л, получим следующую систему:

Л (а) ֊ --- - ?;-■ »(») ֊ У СМ«)
Л- I

В (а) — С (а) — О/. р р

Д (7) зЬ»/։ 4-

(1.6)

— С (я) аЛсИзЛ — /3 (з) а/»$ЬзЛ --
к-

|м«)-4 с («) | сЬтА -г Д («)------ — /^(«) эЬяЛ -г
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Решив эту систему относительно /!(’), 5(a), С(а) и /)(а), получим

(«) = гЬ I. sTra м ~ I s-ьет

5(a) = _|l_  у 1_ ch «А
Л : н sh «Л a/jЛ— I

<?*(’)
‘(1.7)

£(*) = 2
к— I

I — ch a/i 
sh ah 4- ah Q*(«)

£>(«) = V sha/?
—1 sh a/? -[ ah t= i

0»

где Q.. (a)

Удовлетворив граничному условию «•=<։■(//) при х = О, получим 
h 

2 I*
М ֊ где «рй = — | ? (у) sin rikydy (1.8)

и
После удовлетворения условию (1.1) для и, получаются уравнения

( V И (а) а" + 5 (а) 1,’> + С (а) с,. | D (а) сЛ] da -J- 

о

Щ = “ |Д (а) а» + 5(a) 60 i С(а) с0 4- D (а) <70] da
6

где аг., Ьп, сПу dn — коэффициенты Фурье членов, стоящих на четных 
местах разложений но косинусам функций сЬау, зЬяу, ху.сЬа#, аг/зйа^ 
в области [О, Л).

Подставив значения А (а), 5 (а), С(я), Р(а), № из (1.7), (1.8) в 
(1.9), для определения коэффициентов М,. получим следующую беско­
нечную систему алгебраических уравнении:

мп = V AnL.мк -\-еп (п= 1, 2, 3.- --) (1.10)
I 

где

л"‘- «Л,ЬЗ|4 («г-|-ЭД
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у / 2- _ х V . ±_1 сЬаА~1 /
4 \ ’• Р* > р/ I а'՜ ' т р 1 $Ь։А + об ' 7 (1-И)

с" &</՞ Т«)

8 ('֊ -4- р) р 
"Л (/- - Зр) )

__/ 2р՜ ' \ сЬ’Л 1 ± /; -л
«2-£; \ «® ; р/ зЬлА + аЛ у --

Ниже будет доказано, что бесконечная система алгебраических 
уравнении (1.10) есть вполне регулярная система.

Определив неизвестные Мп из системы (1.10), по формулам (1.7) 
найдём А (а), В(ъ), С (а), /?(«). Подставив значения этих функций г 
формулы (1.3) и (1.4), получим следующие окончательные формулы 
для определения напряжений и перемещений в полуполосе:

5^з77~-Х~А ~ у} * гу ~ 'у- сЬ лу

»//сЬ’ (Л у) | |

•х 4՜ р* Е " •»
-1 -V - {+ х -

- Мк хе * }сов ?'ку

= ‘ [и՛7 (л - у} + а (Л - у} сЬз^ -5|։^
(I

-+֊ (фсЬа (Л — //) ?* ?х- |г?а —

х —2^)| е 1 СО5&։/

= .( (Л ֊ V) Мл - У) ։Ьед] х
О

—;У } (1-2֊)Лй|е 'х'
* А=1 ’

Мк/к-хе ՝՝ ( з1Пр<.г; (1.12)
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11 4՜] иЬ7ь ֊^Ь — (А .У) 4 а (А~чу) сЬон/ —

-з^сЬИЛ .У)4 3т54

- Ч \
4 3՜ ‘ИЗ 4у) М(с 4՜ /Гт4 | е I хе } соз^.у 4 

*֊։ 1?л

16՝* / сЬуЛ — 1 1

V 4 Г 5'т։х
' / $Ь«А г ’А 

о

— а: ’2 ֊

2^
- («34?;)г • I* «34- 

(1—)3-4-^
7~ (сЬяЛ — 11

1 ֊ Ъ 7-/г ■ -.•Л.чЬаЛ - 4сЬаЛ -г- 4
*-‘(сЬяЛ .- 1)

о

(2(1 у) [сЬа (Л — у) — сЬ'Уу ] ֊; \ysh7 (А у) —

-7 (й- у)$Ьау} 1 * V —---- --
I 4._ , я + 4 “9՜ Р* 4 (Ь -

4՝ V ( Л/л хе ^)51П^</
Хг~ 1

где Е модуль упругости, * коэффициент Пуассона.
§ 2. Доказательство регулярности 

сцсте.иы (1Л0).
Согласно (1.11)

бесконечной алгебраической

Но

83„ '■ ՛•• ,՛Апк ПтГ >. (
Ы1 5'

сЬяЛ — 1
Х-т-г------ 7֊з1пА 4- 7/)

23/

7.

ЗП3 *

. '■
■ ?'? '■ 4 |Л

1
Мг +

<7а

(2.1)

1
= 23

1 

(1-у)^֊у^ 

(^ч-?2)3
1 — у аАэНбА 2сЬаА 2

2

4
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4^А-ТУ[(1 -2’Н«^ЬоА֊^)

֊г 2у (а/։я1»я/։ 4՜ 2 - 2сйа/1) |

Используя следующие неравенства:

$Ь«Л — «А .. ։ яАяНвЛ 4֊ 2 — 2сЬа/>
яИяЛ г «71 ' «Л (яЬ«Л + «Л)

(2-2)

(2.3)

получим

а (сЬяЛ — 1) 
яЬаА «Л

93-
(я> 4֊ р2)* л 4- |1 а2 4- 3* (2-4)

В силу (2.4) неравенство (2.1) примет вид

при 0 ֊< -у ■֊<

) 1
4

1
2 ’

Таким образом, алгебраическая система (1.10) вполне регулярна.
Ограниченность свободных членов бесконечной алгебраической 

системы (1.10) становится очевидной, если учитывать свойства коэф­
фициентов Фурье для функций, входящих в граничные условия, кото­
рые по меньшей мере принадлежат классу С..

§ 3. В заключение приведем результаты численного примера, ко­
торые соответствуют следующим исходным данным:

~ -1Л 10 3, V - 0 при х = 0, 0 < у < А
А \ П £ /

■<=-֊, £ = 210’ кГ/смг (3.1)

Для поставленной задачи решена соответствующая бесконеч­
ная алгебраическая система (1.10), а по формулам (1.12) вычислены 
значения напряжений и Вычисления производились на ЭЦВМ 
„Наири“. Результаты этик вычислений приведены в виде таблиц 1 и 2.

Эпюры напряжений о* и (для сечений х/Л = 0, 1'2, 1) (фиг. 2 
и фиг. 3) показывают, что напряжения типа плоского пограничного 
слоя быстро затухают при удалении от .кромки полуполосы, однако 
около кромки они достаточно велики.



О смешанных задачах теории у р՝:<>стн для >кмуполосы

Значения :д (кГ см:) Таблица 1

\х/А 
уА\ 0 1;64 1.2 ՛ 2

0 1288.8 212.9 3.2 -1.1

1,64 1405.9 1319.0 205.2 -5.2 0.1
1 32 1338.4 1287.7 198.5 ֊1.0 ֊0.3
1-8 720.8 716.3 131.8 5.3 -0.3
1/4 -131.4 124.5 à ՝ 2.8 0.0
1:2 1036.7 -1011.1 -183.7 —63 0.3

Таблица 2
Значении . .Дк/՛ <-.»-)

x/h

0/А \
0 1,2 1 2

0 0 0 0 >'
1/64 105.98 11.98 1.2 1.6
1/32 167.4 28.03 ֊0.6 1.9
1/8 255.1 112.68 7.0 0.1
14 248.0 146.2 11.4 -0.3
1.2 0 0 0 0
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Поэтому в теории пластинок и оболочек достаточно точно могут 
быть определены напряжения и перемещения ндали от границ. Вблизи 
краев пластинки и оболочки плоским пограничным слоем нельзя пре' 
небрегать.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 4 XI 1969

Լ. Ա. ԱՂԱ1.ՈՎ8Ա4,, IE II, Դ1;Վ111"1-8ԱՆ
«г

ԿԻՍԱՇԵՐՏԻ 2ԱՄԱՐ ԱՌԱԱԴԱԿԱՆՈԻԹՅԱՆ ՏԵՍնԻԹՅԱՆ ՄԻ ՔԱՆԻ ԽԱՈ-Q 
ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո » մ

քԼշքաո տանրսւմ դի տււէրկւքէէւմ Լ՝ կի и ա շե ր աքէ համար աո աձդ ական ութ/ան 
ահ пт.թ [ան հարթ ll fl րանի խնդիրնհր, Լ րր ւքերֆավէւր հւլրէէէւ! արված հն աքահ- 
ղափոխումնհ րր, րյ համապատասխան ահդափո քուքան և քար if ան արմ հրնհ րր 
ամ րո դջ հդրի ւքրա, քակ ևրկա[նական հդրհրոլմ տրված հն լա ր ոււքն հ րի ա ր- 
(Ւերնհրր (դիւոարկված խնդիրներում նրանր րնդունվա if հն հաէքասար դրո(ի)։ 
Լուծէք։սծ Լ՜ նքէքած եդրաքին խնդիրնհ րիդ աո աջին ռփպի ոիմհ արիկ խնդիրր; 
ևշվամքԼ, որ րհրէքած եղանակով կարհ(ի Լ (ուծհլ նաե մրո.ո խնդիրնհրը:

Խնդրի լուծ tn if ր\ հանդեդված Է հանրահաշվ ական հաւք աոարո։ մնհրի ան- 
•1Կ՚? nfiiiltihil ft րո ծմանր, դուլդ Է տրւքւոծ որ ուոաւյւքած սքաահմ ր (իովին 
ոհդու լլար Լ՜։

հ-ւքած խնդիրների (ուձոէմներր կարող են օղ աա դրէ րծ ւքհ լ ռալևրի հ թ 
դանթնհրի ահոութ [ան մԼջ' հդրա [ին ադդե դա թ [ուննհ րր հաչւքքւ աէէներո հա­
մար է

ON A MIXED PROBLEM OF THE THEORY OF ELASTICITY 
FOR A SEMI-STRIP

L. A. AGAtOVIAN, R. S. GEVORKIAN

S u m m a r y

In the present work the symmetrical mixed problem of elasticity 
for a semi-strip with given values of displacements on one side of the 
semi-strip and with the longitudinal sides free from stress is solved.

The solution of the problem is given by the combination of Fou­
rier's integrals and series. The infinite system for the unknown coef­
ficients is obtained and is shown to be perfectly regular.

The solutions obtained may be applied to considerations of edge 
effects of a plane boundary edge type in the theory of plates and shells.
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А. С. ХАЧИКЯН

РАВНОВЕСИЕ ПЛОСКОСТИ С ТОНКОСТЕННЫМ УПРУГИМ 
ВКЛЮЧЕНИЕМ КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

В настоящей работе рассматривается равновесие упругой плоскос­
ти с гибким прямолинейным включением конечной длины под действи­
ем сосредоточенных сил. приложенных симметрично относительно вклю­
чения.

I1лоская задача об усиленной ребром упругой полуплоскости 
изучалась в работах [1 2|. Различные задачи для упругой плоскости с 
тонкостенным включением исследовались в [3 6]. В |7| решена зада­
ча для неоднородной плоскости с тонким прямолинейным включением.

1. Рассмотрим равновесие плоскости с тонкостенным упругим 
включением длиной 2а, расположенным на действительной оси симме­
трично относительно начала координат, под действием сосредоточенных 
сил (0, —Р) и (0, Р). приложенных в точках ?о(Р> и -о^՛ ~ *4) 
соответственно.

Напряжения и перемещения через две функции комплексного 
переменного выражаются формулами [8]

(֊) -*-?<(?) - У (?)
____  _____ (Ы)

2р(итЬ) хс(г)—?У(*) ? (?) 
где

? (?) — с 1п —-----у -о (?)
? *0

. / . . ? 76 ։Ьс М>с . . ։ п.__________ (1.2>

7Р о ,
с = ~ 2=(1+,.) ■ ’ 3 4’

'Л -модуль < дкига, * — коьффициенг Пуассона материала плоскости.
Здесь ^ (?) и ^о(х) голоморфные пне отрезка ( а, о » действи­

тельной оси и имеющие порядок 0 (-у | на бесконечности функции.

Главный вектор усилий (Д’, К), действующих на дугу ( . ?)
справа, равен

} ~7Л’ = (?) ? 7^) Р (1.3)
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Согласно |б] и вследствие симметрии на действительной оси имеем

V = 0 при — < I ос

—— кХ при |/|<£а (1.4)

•л 9- 0 при |/ ^>а

> (И-■*)(! — •'их) Г/
где к ֊ --------------,7----------- , Н — толщина включения.

•Лю, /7
Последнее условие с учетом требования на бесконечности можно 

переписать в виде
X = 0 при 4 | 7> о (1-5)

В силу симметрии можно рассматривать только нижнюю полуплос­
кость (5՜).

Определим ?о(г) в верхней полуплоскости (5 ) следующей фор­
мулой:

?«(*)= '■ ?о (г) — 2?|։ (г) ?о<2) ПРИ г в 5

НН =Отсюда имеем

%(г) = — ?0(г) — * то и) “ 2 % (г) при г в 5՜ (1.6)

Подставляя (1.6) и (1.2) в (1.1) и (1.3), получим

2?(и -г 7«) 2. н- 1Ь г — 1Ъ 2 76с (г Ч г) 
г—76 2 ֊1 76 (г֊(֊7б)(г 76)

т •/■го(2> ?о(2) ֊ (2 ֊г')г<։(2)

У - ։Х = с 1п ——— /с 1п
г - 76

г — 76 276 с (г Ч г)

г -г- 76 ( г ;■ 76) (г- 76)

(1.7)

+ ?о (2) —

— / ?«(г) ֊ ?0(г)-)■ (2 ֊ г) (г) Р

При условии ри։ — г)^'(г) = 0 на действительной оси получим 

п / . х 476с/
2п(и -Г IV) = -----р- г у- ®0 -Г ^,7 ֊

(1.8)
V -у /1 \ 1 7 -Ь 76 476с/ — „У /Л-сП-х)^-^—у6֊ ֊ -р--р--Г ?п -7.?- -?0 Р

Учитывая (1.8), первое из условий (1.4) перепишем в виде

К - ?0 =0 при | /1 < ■*>
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что вместе с условиями на бесконечности дает

ф+ = 0 или о0 (г)55 0 при г в (1.9)

Удонлетпоряя второму из условии (1.4) и условию (1.5), получим 
соответственно

?о՜ — 0 ПРИ ՛ И >«

. 4/Ас Ь՜ 11-
~ п։^<> ~^ = —Г՜ (/«’4- &)* "ри 

или
7=0 при 1(1 > а

(1.Ю)
р' + пц = м при | / ' < а 

где

= -< = Ри) + --Ч(0 0.1!)

2. Введем в рассмотрение функции

?.ю = ֊Йг

(2-1)

с?(2)= „22 ,(0=

Гак как (р -г iq ’) g представляет собой граничное значение ана­
литической в нижней полуплоскости функции, то

ее-

0= 'Р t ''V 11 dt при z в $- 

-• •

Перейдем здесь к сопряженным величинам и сложим со вторым ра­
венством из (2.1). Получим

«։(г)= * ('у-' iOtJei - dt 
£••1 ’ Г 4.

Учитывая, что g{() принимает чисто мнимые значения при 
[/ а и действительные значения при будем иметь

t(z)-֊ = <lt
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1
2г./ / — г

что имеете с условиями (1.10) дает

(22)

Приравнивая действительные части граничных значений на дей­
ствительной оси функции Г1 (2) “Ь (2). вычисленные по формулам 
Сохоцкого-Племеля из (2.1) и из (2.2), получим

1
Я Со)

(2-4)

2 Нанесгин АН -Чрммт-к.и՛; С Р, Механик։։. № 3

1
1 *0-

- а

Преобразуем это уравнение к виду

п
Ч ~

9'(^Л=֊‘ [Д'"

Перемена порядка интегрирования приводит к уравнению Фредгольма 
второго рода

а

1)^1 /»</<,)

— п

(2-3)

• <7 С И

Выполняя 
(2.3) получим

интегрирование, для ядра и правой части уравнения

Ао |/0, /1 »£((<») I <։ ՝
I аге 51 п-----
а

•-՛п

а։ + I О
о /0

/и
2/6с 'о

г. | а-* % /1 -г ?

(2.5).

Г/ ) (1 2> ֊2?-֊ 2?)-4^֊(1-‘ За)

й о где |^ —
в
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Введем обозначения

/0=а., 1^их. 4 (У^-1 Л՜՞ = /,(*) (2.6)

-- 1 А (х)-----=- <!х = сх (2.7)
' .) К1 - х* 

֊։

х 1 М՜--2. 7ч 1 Р
х) 1 --------- ; 1п------------- гт—и---------------

1 1-? Iх •>

(2.8)
, . ~ (1 .-2р ;-2^ 2р’)(т* -И 4^(1 + ^)

Уравнение (2.3) примет вид

1 

ло (2.9)

-I
Если

I
Л.(-) “֊֊ \1Ч(х)К(-.. х)<1х /(с)

(2-Ю)
1

Л... (т) ~ Л2(х) х) (1х = ~

-I
то

Л(т) - М^ + схЛз^) (2.Н)

Решив уравнения (2.10), из (2.11) и (2-7) для определения посто­
янной с։ получим формулу

' аге 81п х — 2՜
1 (х) ------=------ ------ <1х
I Г 1-х2

аге 5'ш х— ту
с1х

| 1 х2

Используя известные соотношения

=. ; 4/ге[?'(*)1. р'^> ֊
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к формулы (2.11), (2.7), (1.10-1.11), (1.1), (1.2), (1.6), (1.9), для зна­
чений неизвестных напряжений на действительной оси получим

□, = (3 (0+ — 8/63с

/1 \ 2/6с(1 •/.)= (!֊«)/> (0 1-------- ,Р-77— 8й3с 
(Л’-гб'Т

Исследование ядра уравнения (2.9) показывает, что метод после­
довательных приближений для этого уравнения сходится при ап 1.25.

3. Численное решение уравнений (2.10) получим представлением 
интеграла в виде конечной суммы и решением полученной системы 
алгебраических уравнений.

Преобразуем первое из уравнений (2.10) к виду
I

Е* ^0^1 ( [/»(*) — Л (х) К(’. *) <1* = /(■)

—։
где 

։

/1(1 = I — К (-, х) с/х

-I

Заменяя интеграл конечной суммой по формуле трапеций, полу­
чим систему уравнений

VI
«- = 0, 1,---.,7п) (3.1)

/—и

А* = —- (&=/=0), /4 О; аН Ктк (&=£=т)
••т ~т

л,= -^-Ки, а -о, т>
Т.П!

(3.2)՛

Ло, =5.,+ —(2т-1), А,пт = 13т-т -֊ (2т 1)
~гп ~/п

!3. ',п К„ + — V — Км к^О.т)
~т ~т — ~тг—1

к 1 1 1 ^—՝:х А'! ՜1 11 ч- 1 Х1 <ч 3),
А/;- = 1---- ---------------  1п----------------------------------------------------

I 1 — X} I х( - ХА|

(/ I, /с=/-0, /и)



A
д

un *\
0.1 0.2

0.1 0.410 0.467•
0.25 0.2 0.457 0.507

0.4 0.601 0.611

0.1 0.156 0.246
0.50 0.2 0.172 0.265

0-4 0.222 0.320

0.1 0.043 0.077
1.0 0.2 0.047 о.оаз

0.4 0.061 0.100

0.1 -0.006 -0.013
2.0 0.2 -0.005 -0.012

0.4 -0.005 -0.010



Таблица I
и , 
р '*9Значения нсличииы

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.384 0.314 0.246 0.211 0.193 0.194 0.232 -г<»
0.401 0.315 о.2:18 0.197 0.175 0.171 0.203 + ОО
0.443 0.318 0.221 0.170 0.143 0.135 0.157 -рос

0.262 0 243 0.193 0.153 0.122 0.101 0.095 4- оо
0.274 0.247 0.188 0.144 0.111 0.088 0.080 — ОО
0.306 0.254 0.179 0.128 0.091 0.067 0.056 4֊оэ

0.09$ 0.103 0.087 0.064 0.031 -0.013 -0.085 — со
0.101 0.105 0,087 0.062 0.029 -0.014 -0.082 -'СО
0.114 0.111 0-087 0.058 0,025 -0.014 -0.076 — ОО

0.023 -0.038 -0.056 -0.081 -0.124 ֊0.188 0.323 — со
-0.021 0.036 0,052 -0.077 0.11 1 -0.172 -0.297 — со

0.019 -0.031 -0.045 0.066 -0.096 -0.146 -0.255 — ОО

Таблица 2

п '''х
0.25 0.5 1.0 2.0

0.1 0.067 0.021 0.048 0.128
0.2 0.062 0.017 0.048 -0,125
0.4 0.052 0.012 0.048 -0.119
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А/о — 1, А։',п — 1

К = ”4 (к т), Ктк —Ч (/с 0)

1~ 2ап 4ап1 1 ( 1)/ (3*3)
(2у-1у-со։-‘(2> 1}

‘,'Л =агс в։п “4, '4 ~ 1 0.1 Аг, х,^-14-0.1/. Л = /(֊4)

Из второго уравнения (2.10) подучим систему

У А?/ А,к ~ "л (к — 0, 1, • • •. гп) 
։—։

(3.4)

где Ац- и -4 определены в 
Системы (3.1) и (3.4)

(3.2) (3.3).
были решены на ЭВМ „Наири՛ при т~ 20,

/ = для некоторых значений параметров ап и /.

Вычисленные значения касательных напряжений вдоль включения 
и коэффициента особенности напряжений на концах включения приве­
дены в табл. 1 и 2 соответственно.

Результаты вычислений показывают, что при некоторых значени­
ях параметров ап и 3 коэффициент при особенности напряжений об­
ращается в нуль.

Автор выражает признательность К. С. Чобаняну за ценные 
советы в ходе решения задачи.

Институт математики и механики 
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ON EQUILIBRIUM OF A PLANE WITH AN ELASTIC 
THIN-WALLED INCLUSION OF FINITE LENGTH

A. S KHA CH I Kt AN

Summary

A problem on equilibrium of ։ plane with an elastic thin-wallcd 
inclusion of finite length under the a<tion of concentrated forces applied 
symmetrically to the inclusion is considered.

The problem is reduced to th- solution of Fredholm’s integral 
equation of the second kind.

The values of the tangent stresses along the contact line arc cal­
culated.
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Р. М. КИРАКОСЯН

УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИЙ ЧИСТЫЙ ИЗГИБ 
ВРАЩАЮЩЕГОСЯ КРУГЛОГО ВАЛА

Рассматривается квазистатическая задача об упруго-пластичес­
ком изгибе круглого вращающегося вала, несущего в торцевых сече­
ниях постоянную изгибающую пару сил. Исследования проводятся в 
рамках теории малых упруго-пластических деформаций линейно упроч­
няющегося материала [1|, при этом вращение вала предполагается на­
столько медленным, чтобы возможно было пренебрежение влиянием 
инерционных сил Анализируется поведение деформаций отдельных ха­
рактерных частей поперечного сечения вала, обусловленное вращени­
ем последнего, и с помощью гипотезы плоских сечений выводится 
разрешающая система задачи в виде двух нелинейных интегро-диффе­
ренциальных уравнений. Путем элементарных видоизменений разреша­
ющая система сводится к виду, удобному для проведения .метода уп­
ругих решений Ильюшина. Приводится пример вычисления значений 
искомых функций при первом приближении, когда за нулевое приближе­
ние принимается решение классической упруго-пластической задачи.

1. Рассмотрим вал круглого поперечного сечения радиуса К и 
длины /, находящийся в естественном состоянии. Будем считать, что 
вал изготовлен из такого материала, для которого справедливы соот­
ношения теории малых упруго-пластических деформаций при линейном 
упрочнении 11 ].

о — Es 0 •

— А ~ В'=. а > г» (при нагружении) (1.1)

ds = Ed՝- </:<0 (при разгрузке)

Здесь : напряжение, «— деформация, Е модуль Юнга, - пре­
дел упругих деформаций, 5<£и А ֊ (Е B)s, характеристики 
материала за пределом упругости.

Поместив начало прямоугольных декартовых координат в центре 
одного из торцевых сечений вала, направим ось оу вертикально вверх, 
а оси. ох и oz так, чтобы координатная система была правой (фиг. 1а).

Пусть в торцевых сечениях вала z — 0 и z — I в плоскости yoz 
приложена постоянная изгибающая пара сил М. Как нетрудно убе­
диться, при

F". /?'
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появляются области пластического деформирования Гп.> (фиг. 16), и 
изгиб вала в общем будет упруго-пластическим. В этом случае связь 
между значениями изгибающего момента '/и кривизной 'я актинид 
деформированного нала в предположении гипотезы плоских сечений 
имеет вид

А R* Дык”
---- -|32</,со8>С>. ЗЯ(4&. з1п45.)| *- ---- - (1.2>2‘\у. 4

где 0. = arc sin у,//?, у. i,расстояние границы пластической 
зоны от нейтральной оси ох.

Рассмотрим специальный случай изгиба вала. Пусть деформиро­
ванный таким образом вал начинает медленно вращаться ио некоторо­
му направлению, скажем, по обратному направлению вращения часо­
вой стрелки, продолжая при этом все время находиться под действием 
постоянного момента Л/, приложенного в неподвижной плоскости уог. 
Для удобства, в дальнейшем условно будем считать, что вал неподви­
жен, а вращается плоскость действия изгибающего момента, но уже 
по направлению вращения часовой стрелки. Положение плоскости 
действ։։я изгибающего момента будем определять углом >, отсчитыва­
емым от первоначальной плоскости его действия г/о_. Вращение изгиба­
ющего момента будем считать однонаправленным и настолько медлен­
ным , чтобы возможно было влиянием инерционных сил пренебречь.

Гипотезу плоских сечений представим в виде

5 (х. У- т) = Я (?) X ь (?)у (1.3>

где и (г) и Ь (■. - ֊ искомые функции только угла • . При атом изогну­
тая ось вала будет находиться в плоскости

_ Мг)

А, 
(плоскость изгиба) и иметь кривизну

(1.4)

«(г) = I (?) 63(?) (1.5)

Ясно, что нахождением рункцин «(-• и Ь\.) фактически завершается' 
решение задачи.
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Заметим, что при обычном упруго-пластическом изгибе вала 

а о (г) = *<■ sin?, 6л (?) = xpcoso (!•€>)
фигурирующая здесь постоянная v.Q является кривизной изогнутной оси 
вала и удовлетворяет уравнению (1.2). Причем ось деформированного 
вала в этом случае находится в плоскости действия изгибающего момента 

z/ = xctg? (1.7)

Пусть изгибающий момент М вращением отклонился от первоначаль­
ного положения ? = 0 на некоторый угол ? > 0 н действует в плос­
кости 11.7). Если при ?=0 областями пластических деформаций явля­
лись сегменты АВС А (фиг. 2), то при »>>0 такими областями будут 
части поперечного сечения вала ABCELDD.,Л. Для простоты в 
дальнейшем области AEJKA, D,.,E ..EDI),S DELD и AD>DLAD^DLA 
будем обозначать, соответственно, номерами 1, 2, 3, и 4. Величины 
же, относящиеся к этим областям, в случае необходимости, будем 
снабжать соответствующими индексами (например, з։ напряжение точек 
области 1, т. е. области АЕ, D^A).

Фиг. 2.

Плоскость раздела областей разгрузки и нагружения при данном 
текущем положении изгибающего момента (точнее, при дальнейшем его 
вращении на бесконечно малый угол <7?) удовлетворяет условию

(П_ 
(f'?

— 0 (1.8)

Из этого условия, с учетом (1.3), для плоскости раздела областей 
разгрузки и нагружения получаем
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*=-Шх
(штрихом будем обозначать дифференцирование по о).

Уравнение этой плоскости в самом начале вращения плоскости 
действия изгибающего момента (т. е. при ? = 0) имеет вид

4 " 6' (0>х - хс‘^ (։‘*,։ = “ Нб!) (1Л0(

Здесь о угол, образуемый между вертикальной плоскостью <>R я 
плоскостью раздела областей разгрузки и нагружения оЕо при ? О*.

Это означает, что н самом начале, когда изгибающий момент от 
вертикального положения г 0 отклоняется на бесконечно малый 
угол </?, среди пластически деформированных частей поперечного 
сечения вала разгрузку испытывают только области 1.

11ри дальнейшем вращении изгибающего момента плоскость раз­
дела областей разгрузки и нагружения (1.9) непрерывно вращается 
в ту же сторону. В силу этого область разгрузки, распространяясь, 
включает в себя все новые и новые пластически деформированные 
части поперечного сечения вала 2. Следовательно, при произвольном 
угле ?>0 разгрузкой охватываются пластически деформированные 
области 1 -I- 2.

Заметим, что границами областей 2, нарастающих с вращением 
изгибающего момента, являются отрезки в первоначальной плоскости 
раздела областей разгрузки и нагружения D Е, отрезки в текущей 
плоскости раздела областей разгрузки и нагружения DE. дуги Е«Е и 
линии DaD. Причем линии D D являются геометрическими местами то­
чек пересечения текущей плоскости раздела областей разгрузки и на­
гружения (1.9) с границами соответствующих областей пластического 
деформирования LG, на которых

о(?)х 6(-)у = з, (1.11)

Пользуясь уравнениями (1.9) и (1.11), для линии D{ D получим 
следующие параметрические уравнения:

Ь (?)։. а'(г)£. И 19М
о’(?)4(?) ’ V а'(?)4(г) ՝ '

Естественно ожидать, что плоскость раздела областей разгруз­
ки и нагружения (1.9) отстает от плоскости изгиба (1.4). В этом не­
трудно убедиться, если иметь в виду, что значение наибольшей дефор­
мации, которое получается в точках пересечения плоскости изгиба 
(1.4) с боковой поверхностью вала (и точках т), из-за усиления влия­
ния остаточных деформаций с течением времени должно возрастать.

Что касается областей пластического деформирования 3, то они, 
находясь в области нагружения, при данном -^>0 испытывают толь­
ко нагрузку.

* В дальнейшем дояалипаетея, что ъ 0.
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Остальная же част» поперечное« сечения нала 4 деформируется 
только упруго, в силу чего смысла нет ее разбивать на разгружаемые 
и нагружаемые части.

При обычном упруго-пластическом изгибе плоскость действия из­
гибающего момента является плоскостью симметрии деформирования, 
т. €. плоскостью изгиба.

Покажем, что плоскость изгиба (1.41 в случае вращающегося мо­
мента не совпадает с плоскостью действия изгибающего момента (1.7), 
•1 -.-менно: отстает от нее. С этой целью заметим, что напряжения то­
чек разгружаемых пластических областей 1 ~2 меньше, чем напряжения 
точек, соответственно симметричных им относительно плоскости из­
гиба (1.4). Напряжения же остальных точек, кзаимнесимметричных 
относительно плоскости (1.4), одинаковы.

Условие равновесия, записанное относительно плоскости действия 
изгибающего момента (1.71, имеет вид

-М; ~ О (1.13)

(Л/:; момент напряжений относительно плоскости действия изгибаю­
щего момента

Имея я виду вышесказанное замечание относительно напряжений, 
легко убедиться, что для соблюдения условия (1.13) необходимо, что­
бы пюскость деформирования (1.41 не совпадала с плоскостью дей­
ствия изгибающего момента (1.7), а именно: отставала от нее.

Рассмотрим напряженные состояния вышеотмеченпых характерных 
частей поперечного сечения вала при произвольном положении изгиба­
ющего момента в отдельности. Для удобства будем пользоваться 
системой полярных координат

г — Г х- г у- , С‘ агс1$ — (1.14)
№

Области 1 Эти области разгружаются, начиная с самого на­
чала вращения изгибающего момента. Причем они разгружаются от 
значений первоначальных напряжений -0 и деформаций 5°, имеющих 
место при - - 0, до тех значений - и которые соответствуют дан­
ному положению изгибающего момента. Имея в виду, что разгрузка 
является упругим процессом, для напряжений точек областей 1 с уче­
том (1.1) и (1.14) получим (I]

где

г», = i/i/cos 0, -у- -г 6, О о, гД1 <՜ г < R (1-16)

Области 2. В одной из областей 2 рассмотрим произвольный 
радиальный отрезок D' составляющий с вертикалью угол &^>о. Так 
как в начале вращения изгибающего момента (у֊ 0) плоскость раздела 
областей разгрузки и нагружения составляет с вертикальной плос­
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костью угол 5, то радиальный отрезок D' Е' вначале будет нагружаться,, 
причем нагружаться до тех пор, пока плоскость раздела областей 
разгрузки и нагружения не дойдет до него, после чего, схватываясь 
областью разгрузки, он будет разгружаться. Пусть плоскость раз­
дела областей разгрузки и нагружения доходит до рассмотренного 
отрезка тогда, когда изгибающий момент отклоняется от вертикальной 
плоскости на угол >,՛('■> = •<•). С учетом (1.9) между углами б и т, на­
ходим зависимость

° = я?) ц
Таким образом, данный радиальный отрезок, определяемый углом 
б > о, перестанет нагружаться и приступит к разгрузке тогда, когда 
изгибающий момент отклонится па угол •</, удовлетворяющий условию 
(1.17). Причем разгрузка радиального отрезка ГУ Е՛ будет происхо­
дить от уровня деформирования

а0 — г [о (т/) sin 0 4- Ь (■<) cos б] (1-18)

достигаемого в момент удовлетворения условия (1.17), до того уров­
ня £, который отвечает окончательному положению изгибающего мо­
мента ?. Имея н виду упругий характер процесса разгрузки, для на­
пряжений точек отрезка 1У Е‘ получим

б, <?) ֊ А 0֊

й<0« &։, (1.19}

где r5, (7i) — расстояние точки D от центра поперечного сечения 
вала о, 0t - полярный угол плоскости раздела областей разгрузки и 
нагружения при окончательном положении изгибающего момента ?. С 
учетом (1.12), (1.14) и (1.17) для гх. и находим

V a’ (?,)+*'’ (/,)
r,t ~ I« (',) 6' W а՛ (/,) Ь (/,) | (° < ’l < ?)

— arctg -"г-* (линия DE) (1-21}
о 19)

Еще раз отметим, что углы б и связаны между собой уравнением 
(1-17).

Области 3. Эти области испытывают только нагружение, в си­
лу чего напряжения точек этих областей выражаются формулой актив­
ного пластического деформирования (1.1)

«а(Г. °.?) = А 4- Bz
г,:4гУ.Е б։<б<08 (1.22)

где

Г5 ֊-  . .—г֊՜ ,-------г- (ЛИНИЯ DL)а (с) Sin б -г I) (?) COS б



Упруго-пластический чистый ллгиб вращающегося пала 29

В 03 = агс«х -1- агс1?~ 1' /?Ч«2(?) т^(?)] ֊г;

(полярный угол точки Д). (1.23)

Для простоты (избегая учета эффекта Баушингера) будем огра­
ничиваться случаем

^-֊0.<6.(т)< " 4-6, (1.24)

т. е. случаем, когда изгибающий момент вращается настолько, что пу­
тем обратного нагружения предел упругости нигде не превосходится- 

Область 4. Это есть область упругого деформирования. По­
этому

т4=Ез (1.25)

Границы области 4 не подчеркиваем, так как ее будем рассматривать 
как остальную часть поперечного сечения вала.

Уравнения равновесия вала представим в виде

(<У։ = г cos (0 —?))

(1.26)

У j — 0. (г/, = г sin (? — б) )

Первое из этих уравнений выражает условие уравновешенности при­
ложенного изгибающего момента М с суммой моментов напряжений по­
перечного сечения вала относительно плоскости гг, перпендикулярной 
плоскости действия изгибающего момента Второе же уравнение 
выражает тот факт, что при равновесии сумма моментов напряжен­
ней относительно плоскости действия изгибающего момента равня­
ется нулю.

Произведя необходимое интегрирование в соответствующих пре­
делах , при этом имея в виду (1.15) (1-25), для разрешающей сис­
темы задачи из (1.26) получим

а (о) sin?֊ 6 (?) cos ? /'j (?)
(127) 

а (?) cos ? — b (?) sin ? = L2 (?)

где приняты обозначения

£։№ = ~У-/4лТ՜ 11 3/?<arccos J?՜ ) +2-7« □ у я | I у Z д\ /

-й,(5/?-2^) )
/ . !/'« 

cos с I 6R2y* ЗЕ4 cos2 с ■\ ‘ cos՝ б



30 P M. Киракосян

I 2Л ?
x sin ? i յ7£/\~ 1 ։n ( '։) cos ? ՜ b sîn Փ (Հ)f,r> + 

b

Ле’

Լր [ (2а b — ab') cos ? --

I 8Л / , Л i
- 66'sin?]’ — •A'cos?—Fsin?) | -|(6cos?4-asin?)^ -

(acos? : Asin?) X
R*C*

Լշ (?) ՜ 3z£/?’yJ

4Л/_
r,ER՝

(1.28)

3/?’/՜Հ ; —у- [ arccos ՜հՀ ) 2.v’։g?*— 
\ z к /

y.^R- ՝2։յՀ) I R’֊ y\ sin փ 4- ( 6R՝ y֊ 4- ЗЯ4 cos-Հ ֊X>,

2Л 
3r£Æ‘՜ խ' (Հ) sîn ? |- b' {'<i)cos®] Փ - 

ч

A հ i X ե՛
3-ER1 b- i £֊ e՛ ^wsin? ~ /,cos'i-) 26/sin?! 4- l(2a'6—ab') X

X sin ? 4՜ bb' cos?] 4՜
8 Л

Յհ££Դ՜ ^sin? + ^cos^ ՜
Л 

ка։

X (6sin? ֊ սշօտ?) ժ (asin? 6 cos?
№ր

XY . a'b'\
w ’ —)

с = о2 T 6“, e — ab'— ab, f =*- a~ lô'՜, g = a" b' ab"

Х=ае.4-бИ£2с-в; , Y=bzt a^R-c - e? (1.29)

; a t R V^c-հ՜
CJ, d - arc tg у arctg֊o,- փ arctg

g(f S։ 3/?’e<) 
л Ի I֊՛ ՜
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Имея в виду, что решения обычной упруго-пластической задачи 
и задачи с вращающим изгибающим моментом при ? О должны совпа­
дать. из (1.6) получим

о(0)=0, 6(0) = х(, (1.30)

Таким образом, решение задачи упруго-пластического чистого 
изгиба вращающегося круглого вала сводится к решению системы 
двух нелинейных интегро-дифференциальных уравнений (1.27) с на­
чальными условиями (1.30).

Подставляя в систему уравнений (1.27) ~ = 0 и имея в виду 
(1.28) — (1.30), находим

(1.31) 
/6'2(0) \ V 7 &-(0) . „

3 (а'։(0) к ' ) ՛ Ц. \а/2(0) : 6'5(0) ')

С помощью (1.10) легко заметить, что второе из уравнений (1.31) удов­
летворяется тождественно, а первое сводится к виду

22 4-51« 25= 0 (1.32)
откуда следует

5 = 0 (1.33)

Это означает, что в самом начале вращения плоскости действия 
изгибающего момента от вертикального положения ? 0 на бесконечно 
малый угол (1? плоскость раздела областей разгрузки и нагружения 
оЕ, совпадает с вертикальной плоскостью оВ.

Систему (1.27) удобно решать методом последовательных при­
ближений (метод упругих решений Ильюшина). Рассматривая (1.27) 
как систему двух линейных алгебраических уравнений с известными 
правыми частями и имея в виду (1.33), для решений п-ого приближе­
ния, выраженных через п — 1-ое приближение, находим

и
“М(т։; - (ЗЛ?‘+

V
ОД 7‘ 

^)ф(-^֊1

М _ Аг „ 
3~ЕЕ2с 1 Зт.ЕЯЧс2

Аг3, Ь'* А
Зг.ЕЕ'Ь е~ ’ и</-Ь

Ь'2 \ / ХУ а' Ь՛ \
/ ) а \. R2 с ՝ )

А 
Зг.ЕЕ'у,

ЗЯ’агссоз-^- .7,(5/?֊ ЭД \У R2 - у\

(1.34)

4М .
№ ”п ?

:¥">(?) -
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2А 
з-л՜^

SA v Аг. X(aX~֊2b\)
3-ER-c 3֊ERlb-c-

Аг}Ь' (2a' b — ab'} A
S-ER'b^V՜ ГЁГУ

( XY
\Е"֊с֊ ' / )

. 4M
V ^cos*

(Для простоты верхний индекс la—1) над функциями, стоящими н 
правых частях итерационных формул, будем опускать).

В качестве нулевого приближения удобно принимать известные 
решения обычной упруго-пластической задачи (1.6). Вычисления следует 
продолжать до тех пор, пока два последующих приближения не сбли­
зятся в требуемой степени.

Естественно ожидать, что сходимость процесса будет настолько 
сильной, насколько мало будет влияние разгрузки пластически дефор­
мируемых областей 1 4՜ 2, т. е. насколько малы будут угол вращения 
'i и разница модулей Е— В.

2. Рассмотрим следующий числовой пример:

Е 2• 10е кг/слг, В - 2-10« кг’см-. г, = 125• 10 -5,
(2.1)

(А 2475 лч/слг), '3, 2500 Ki/с'лг, R = 4с.и

Задачу обычного упруго-пластического изгиба вала при ® = 0 
удобно решать обратным путем, т. е. задаваясь деформированным сос­
тоянием (например, расстоянием границы пластической зоны от ней­
тральной оси у А, по формуле (1.3) вычислить значение соответствую­
щего изгибающего момента М. Этим путем находим, что при

у. = 3см (б, =0.8481, /,= 41.67-10՜51/с.и) (2.2)

изгибающий момент имеет значение

М = 159 000 кг см (2.3)

Для решений при произвольном угле с^>0 с учетом (1.6) и 
(2.2) находим

и. (с) ֊ 41.67-10՜5 sino 1/с.и
(2.4)

6<i (о) = 41.67 • 10՜r’ cos? 1/см

Займемся теперь решением задачи вращающегося вала. С учетом 
данных (2.1)—(2.3) из (1.34) для значений искомых функций при п- ом 
приближении-,-, выраженных через п 1 -ое приближение, находим

a(,n,(o) = 26.52 —0.0008206 ( 6Д^)Ф(>?) -г 6.565- ֊4-

II
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֊6.411-3—..- 100200 -.-Лг
6։ с" 6j е՜

0.3151 / X' 
a'd'b'\^-

/ XY a. b. \ I“Q’(f67r + | + 39-53sin?

(2.5)

61"' (c) = 1.076 -u 0.0008206 ( a, (г) Ф U) dv. -6.565 ֊

X(a1X^2blY) 6. (2 a. 6, -a։ 6.)• 6.411 --------— ! 100200 ——1 L а
61 c=

֊ 0.3151 | btd + □, ) 4, (֊ -2±-) | + 39.53cos<p

Обозначения (1.29) остаются в силе, только вместо а. Ь и £։ на­
до понимать, соответственно

а, = 10֊-о. 6։-1О56, е., = 10*е. (2.6)

Внеся решения классической задачи упруго-пластического изгиба 
{2.4) в правые части (2.5), как нулевое приближение, и имея в виду 
(1.29), (2.6), для первого приближения искомых функций получим фор­
мулы. не содержащие интегральных членов

-26.52 -i- 29.03(1 cos?) 1-0.1576 Y -+֊ 6.411 •/.J cos?

֊ 1.385 —; 1- 13.13(0.7227sin?4-6cos? f2sin?) 39.53 sin?

b ՝• 1 -) = 1.0764-29.03 sin ֊. 0.1576 X 4- 6.411 ? : 2^ cos?)
X՛ cos2 ?

1.385(2 • tg®?)sin?- 13.13 (0.7227cos?-}-/։ sin ? •

-1 t,. cos ?) 1-39.53 cos ? 

где
X= 125 sin? 110.2 cos?, Y = 125 cos? — 110.2 sin ?

4 . XY Sjn2? . _ НГ7
27780 sin r> 2 27780 2 ’ z‘ 41,67

В нижеприведенной таблице представлены значения некоторых ве- 
сзчин, подсчитанные по этим формулам.

Из таблицы видно, что с вращением плоскости действия изги­
бающего момента (с возрастанием угла ?) кривизна изогнутой оси вала

3 Илиестня АН .Армянской ССР. Механика. № 3
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Таблица 1

V! Օ-10' 1 «М 6-10’ 1 СМ х 10* Լ см агс1н <ւ/ծ

0 0 41.667 41.667 0
0.1 4.066 41.660 41.926 0.097
0.2 8.117 41.371 42.159 0.194
0.3 12.112 40.610 42.378 0.290
0.4 16.011 39.454 42.579 0.385
0.5 19.775 37.915 42.762 0.481
0.6 23.366 36.008 42.925 0.576
0.7 26.749 33.751 43.066 0.670
0.8 29.891 31.168 43.185 0.764
0.9 32.758 28.285 43.280 0.859
1.0 35.323 25.129 43.350 0.952
1.1 37.561 21.734 43.396 1.046
1.2 39.448 18.132 43.416 1.140

х, как и следовало ожидать, возрастает. Это означает, что плоскость 
изгиба находится в области нагружения, т. е. плоскость раздела об* 
ластой разгрузки и нагружения отстает от плоскости изгиба нала. Из 
таблицы видно также, что

т. е., как и было доказано в пункте 1, плоскость изгиба пала в свою 
очередь отстает от плоскости действия изгибающего момента.

Институт математики к механики 
АН Армянской ССР Поступил» 3(1 IV 1969

О. Մ. ԿԻՐԱԿՈ03ԱՆ

ՊՏՏՎՈՂ ԿԼՈՐ ԼԻՍԵՌԻ ԱՌԱԱԳԱ-ՊԼԱՕՏԻԿԱԿԱՆ ՄԱՔՈԻՐ ԾՌՈՒՄԸ

Ամփոփում

Դիտարկվում է կքոր կտրվածքով պտտվող լիոեոի աոտձդա֊ պլաստի­
կական մաքուր ծոմ ան քվտդիս տատիկ խնդիրը լիոեոի երկու ճակատներում 
հաստատուն ծոոզ մոմենտների ազդման դեպքում է Պարզության համար 
Ոէսամնասիրոէ թ յոէնները տարվում են զծայնորեն ած րսրդվոդ նյութի աոաձդտ- 
պլաստիկական փոքր դեֆորմացիաների տեսության [/] չրր ան ակն երում լ 
Լիսեոի պ պույտը ենթադրվում Լ այնքան դանդաղ, որպեսզի իներցիոն ումերր 
ադդեցաթ լՈլնր հնարավոր քինի արհամարհեր

'Լերլուծե/ով լալն ակտն կտրված րի րնորոր տիրույթներում յիոեոի 
դեֆորմարիաների վարքը, որը պայմանավորված I, նրա պտույտով, ւարր 
կտրվածքների հիպոթեզի հիման վրա արտածվում է խնդրի լուծող ոովտ- 
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viuyint ւէնե յվւ ււիսահմ ր и չ՝ էր} ш լին ին տե էյ րրէ~ րլ ի ֆե բեն ‘)իա [ երկու հավա и tn- 
բավների տեսքով։ Պարէյ ձե ափսխամների միջոցով ստացված սիստեմը 
բերվում Լ աոաձցական լուծումների երլանտկի կիրառման համար հարմար 
տեռքիւ Բերված Լ անհայտ ֆանկցիաների' աոաջին մոտավոր։։։ թ լան հա չվարի­
մ՛ ան թվային օրինակ, որտեղ որսյես ։յրոլական մ ոտավո բա թ լան րնդանվամ 
է ստաձոա-ս/լաստիկական կյաււիկ իծսլրի հայտնի լւււծամը։

ON ELASTIC-PLASTIC CLEAN BEND OF 
A ROTATING ROUND SHAFT

R M. K1RAKOS1AN

S u m m a г у

The quasi-statical problem of elastic-plastic bend of a rotating ro­
und shaft with butt-end constantly bending moments is considered.

For simplicity, the investigation is conducted on the basis of the 
theory of few clastic-plastic deformations [1| for a linearly consolidating 
material with rotation of the shaft supposed to be so slow that the in­
fluence of inertia forces may be neglected.

The behaviour of deformations of individual typical parts of the 
cross section of the shaft due to rotation of the latter is analyzed and 
on the basis of the hypothesis of plane sections the solving system of 
the problem in the form of two nonlinear integro-differential equations 
is derived. By elementary modifications the solving system is reduced 
to the form suitable for the method of elastic solutions.

A numerical example for determination of unknown functions in 
first approximation is given, when the solution of the classical elastic- 
plastic problem is taken as zero approximation.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН С К О‘И С_С Р 
։րէիւ։սն|ւ1^>՜* хх

Б. Л. ПЕЛЕХ. Г*. Д. СЫСАК

О ДАВЛЕНИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА НА ТРАНСВЕРСАЛЬНО- 
-ИЗОТРОПНУЮ ПЛАСТИНКУ, СВЯЗАННУЮ С УПРУГИМ 

ОСНОВАНИЕМ

На базе обобщенной прикладной теории С. А. Амбарцумяна 
[1, 2], построенной с учетом влияния касательных срезывающих на­
пряжений, решена конкретная задача о вдавливании твердого тела в 
круглую трансверсально-изотропную пластинку, покоящуюся на уп­
ругом основании Винклера. Ранее аналогичная задача для изотропной 
пластинки решена в рамках классической теории Кирхгофа В. М. Алек­
сандровым [3].

§ 1. Рассмотрим бесконечную трансверсально-изотропную плас­
тинку толщины 2//, связанную с упругим основанием Винклера. ! 1уст։ 
на пластинку действует осесимметричный гладкий жесткий штамп 
(фиг. 1), основание которого описывается уравнением г —/(г), вдавли­
ваемый в пластинку усилием Р՝ радиус области контакта предпола­
гается равным а.

Фиг. 1. Действие штампа па пластинку, связанную с упругим основанием

Уравнение осесимметричного изгиба трансверсально-изотропной 
пластинки, покоящейся на упругом основании Винклера, имеет вид

£)ձ, ДР w w 4- > — (<7 </) (1-1)
где

2Е.,ьл _ = 2/г е„ д 1£/гУ.\
.>.3(1 •< Г 5(1 —г?) С-’ г (1г • <1г /

-м — прогиб пластинки; > - коэффициент постели упругого основания; ! 
а — нормальное давление под штампом; Е.„ — модуль Юнга и
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ициент Пуассона в плоскости армирования (н срединной плос­
кости): 6-— модуль сдвига в площадках, перпендикулярных этой 
плоскости.

При этом
«’ (г) = Р - /(г)] при г<а

где $ —величина поступательного перемещения штампа и

с/(г) = 0 при г > а

Распишем уравнение (1.1) по областям

д = £)Д, /=Д,/(г) — ).[о — /(г)], 0 <' о (1.2)

и»-Ь/.«> = О (ИЗ)

Требуется определить прогиб пластинки, давление под штампом, 
а также зависимость размеров площадки контакта и величины '• от 
приложенной силы Р.

§ 2. Давление под штампом </(г) определим из уравнения (1.2).
Если правую часть уравнения (1.2) обозначить через /•՛(/•) и ввести 

г а
зразмерные величины х - -----г֊ и ~ --------, то это уравнение

|/ с | е
испишется так:
| = <2-‘)

Решение уравнения (2.1) имеет вид

</(х) Сл /0(х) -г С» А’о (х) -т дл (х) (2.2)

где 10(х), К(,(х)— модифицированные функции Бесселя первого и вто­
рого рода соответственно; д' (х) частное решение уравнения (2.1), 
которое находится методом вариации произвольных постоянных:

9* (*) = 4 (-՝*) ( хК0 (х) Л(х) (1х К(, (х) х/0 (х) 1' (х) <1х (2.3)

Постоянные интегрирования С, и С8 найдем из условий конечнос­
ти давления в центре пластинки и отсутствия давления в граничных 
точках области контакта

<7(0)<Ч </(•;) = 0 (2.4)
что дает

- '■ " <”>

Окончательно, закон распределения под штампом представится так:

"‘Ч1
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§ 3. Величину -.»• (г) найдем из уравнения (1.3), определяя носто' 
явные интегрирования из следующих граничных условий:

։՝։п ад (г)—0, и» (а) ——/(«)!, «»'(а) =/'(о) (3.1)

Вводя безразмерные величины

запишем уравнение (1.3) следующим образом:

.1: Дw — 2bQ А; w — w — 0 (3.2)
где

- ■ л= + 5 <й

Решение уравнения (3.2) разыскиваем в виде

w — AZ0(c У s ) (3.3)

где Z, ( : I s I цилиндрическая функция; >4 произвольная посте՝ 
явная .

Подставляя выражение (3.3) в уравнение (3.2) и упрощая егс» 
получим характеристическое уравнение относительно параметра

s’ — 26$ s 4-1 =0 (3.4)

корнями которого будут

si,։=֊4»'± <3.5«

Опуская выкладки, запишем решения уравнения (3.2) в зависимо' 
сти от корней характеристического уравнения:

в случае комплексных корней (6՜ 1<^0):

w = л; л (■ i м : д; ^t։’(= |л$7> + и; л <= । 7) + д; /<։)g i 7)

(3.6) 
в случае действительных различных корней (6՜ — 1^>0):

*’ = А/о(=1 «։ ) + Аг )'„( ср' Sj ) Ла/0(« V Sj)+ Л4 Го(;| з:)

при 60<^ 1 (3.7)
и

ш =/4,/0( ֊ Г )s։ | ) -Ь А, Кп{ : р |s։ । ) /43/О(:| |я.| ) 4-

I Д.։ Ко( ։ V |sa| ) при 60>1 (3.8)

։'Де Уо(^). ^о(2). /4' *(>) функции Бесселя соответственно первого, 

второго и третьего рода; АГ(1 (z) модифицированные функций 
Бесселя первого и второго рода.
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Малореальный случай равных корней не рассматривается.
В дальнейшем будем пользоваться наиболее общим вариантом ре­

шения (3.6). Для этого преобразуем уравнение (3.6).
Введем обозначения

51.г = о 4՜ /6
где

Е /’Т /' /-Е2
а= - Т| 75’ л = |/ 1 40

Тогда

: |/ $1։ ? = - | а — \Ь — &е '? (сое? ± /з'ш?) 
где

, 1 . ь ( * ■ г՝ \
Г< = 6, ? аге Ц, ( Т<с<

Обозначая далее

./о(ре*'*) = м0(р) ± / г«й(р)

(3.9)

(ЗЛО)

^°(ре^) = Л(Р) ±/5о(Р)

и внося (3.10), с учетом (3.9), н уравнение (3.6), получим следующее 
выражение для прогиба:

ю==лхио(р) * Л։»о(?) - АА.(р)-г 44^0(р) (3.11)
где

А։ — А1 I А 3, /4« = / IА,, — А,,)

А3 = А՝. 4- Д’, А4 = / (А* - А\)

Произвольные действительные постоянные Аи А2> Д3, А. найдем 
из условий (3.1). Опуская выкладки, запишем решение уравнения (1.3), 
удовлетворяющее граничным условиям (3.1):

Л (а> ?) 1*5 “/(«01 -^֊Г(а. р)/‘ («/)
«1 =--------------------7------------------------------------- (3.12)

гл, К к)

Здесь
^(«, ?) = ^о(’) /о(Г*> -7о (а) ?о (Р)

7| (р) ~ [71(?)СО8? - ^(р)81п<р ]

?0 (р) ~ [71 (р) 4֊ СО8?]

Таблицы «функций Л(р)> §о (р), 7 (р), Ь’з (р), содержатся в рабо- 
41 ■
§ 4. Связь между величинами а и определяется из следующего 

соотношения:
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которое с учетом (3.12) приводит к уравнению

I G\K P)p֊/W)| б'(а,

А, (*, р)

где

Мм) = [-• J?o(a) /о U-) /<.(*) Яо (f')J cos 2? - [gn <1>) io (я) I- 

4֊/0(а) 7о(р) И" 2$

Связь между величинами Р. а и •'> находится из известного у| 
ловия

Р = 2' I I Ч (г) rdr 4- aQA 

и

где С?д сосредоточенные реакции, возникающие вследствие налнчй 
упругого основания [3] и которые можно определить из соотношени

О/« -- I ~ м<г) — 7)Яг («) [ <4-^

Из условия (4.3) ՛■ учетом соотношении (2.6) и (4.4) получим

т
Р

о

9/»И) /<|(х) х<1х ֊
(lx

Ч* (х) -

(4.5)

2~^Д J G.J?(a> Р)(5 - Z(gQ]-f- (*, Р) /я («/) 

Соотношение (4.5) определяет связь между а и Р, 
подставить из формулы (4.2).

§ 5. Представляет интерес исследование найденных

если в не]

в зависимости от параметра Е,.՛ 'G-, 
пластинки на сдвиг.

Предельный переход Е., СЕ <

характеризующего
соотношеш
податливое

0(пластинка с бесконечно болью
сдвиговой жесткостью).

Справедливо следующее утверждение: распределение давл 
ния под 'Штампом (2.6) при стремлении отношения Е., С: к нулю с.01 
падает с соответстпующим распределением давлений <7'х\ найденным 

на базе теории Кирхгофа |3|, во всех точках за исключением тоЧ'-и 
границы контакта.



О давлении твердого тела на трансверсально-изотропную пластинку 4!

Р.,При конкретных значениях — 0 доказано неравенство

<1 < я(к

т. е. максимальные давления под штампом, 
пых уравнений, меньше соответствующих 
теории Кирхгофа [31.

Степень этого занижения зависит от

определяемые из получен- 
давлений найденных в

v а Еч 
отношении —у— и "т- ; при

Ю 60, что характерно для стеклопластиков с ориентированной 

иамоткЬй, отличие величины 7 (г) по (2.6) от с/*՝ (г) [3] может достичь 
40 -50у/о.

§ 6. В заключение отметим, что полученные формулы решают так­
же задачу о вдавливании силой Р осесимметричного жесткого штампа
В выпуклую поверхность пологой сферической 
(в силу совпадения по виду соответствующих 
условий).

Львовский политехнический институт
■; Иапио-Фряпховсхий институт нефти и газа

оболочки радиуса А’ о 
уравнений и граничных

Поступила 8VII 1969

П. I «Ibl.hL, П-. ։b. III'IIIUI

maWllJAj 21’01« TSVI.11'1. SPII.bll’l.bf‘UU.I-l«9.nSPfin|
UU.I.bb Ч||«1.Ф 1Г11.Г1ГЫ« лЪС1Ги.Ъ 1Г11.ПЬЪ

Ik J |]| n i|i 11 t if

in[nij[t iiinui&i[iiilpii'li -^afp/t */f''ililiiftu^ tit ptu'b nt^h p и nt / ֊ fupi- 
IHpiHy и UI I fl ll fl9 11^1'114 if iupilrti[i rhhpuh tpf i! ui'b Ipt^ilfplt lit [u'ti r]{t pp ри.Л t/ui՛} Д 
( Ш lb ul I/in'll pipwijitit] pupunf'tih p/t Sui pifiun if unf p Ipintui tpj шЛ I/. f I,, -.iiiif put p~ 
i tu if puli Ji pb։/Mtn'll p nip if in f) ifftpunt tulpifii tub um p (in'll Sjiifu/ii ifptul 1>UL i'll ш uift U[ 

[u'litj[ip ji’ptiupriuj uuijjl Sunfuip hliplii>in'lili iputttulpu’li tub nm fj lut'li "pStu'it ttilfiili- 
pttiJ Iputj pn.<fi[li[ Д If. II. [hp и ui'b'fpn У/՛ Ipt tp/ fitj:

ON PRESSURE OF A SOLID BODY ON A TRANSVERSALLY- 
-ISOTROPIC PLATE MOUNTED ON AN ELASTIC BASE

B. L PELEKH. R. D. SYSAK

S u in in a r y

On th- basis of the generalized theory of S. A. Ambartsumian, 
taking account of the influence of tangent cutting tensions, a concrete 
problem of pressing a solid body into a circular transversally-isotropic 
Winkler’s plate mounted on an elastic base has been solved.

A similar problem for an isotropic plate was solved earlier by 
V. M. Alexandrov on the basis of Kirchgof’s theory.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍԱՀ Դ1’ՏՈ1Փ'3(||'ՆՆե('հ 1М|И'МЙП‘11..;11‘ ՏեՂԵԿԱԴԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК А Р М Я Н С К О И ССР
ЙНМ® ~ХХ111, № 3, 1970 Механика

О. А. ГОЛОВИН

О ВЫНУЖДЕННЫХ ПРОДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 
ЦИЛИНДРА

§ 1. Рассматриваются осесимметричные колебания конечного
, цилиндра с заданными смещениями на поверхности. Для точного ре­

шения задачи необходимо построить решение уравнении Ляме

(/ -2И)֊ շՀք 
Օր ()г

Р----- Ս
0Ր

Ժ0 2ս ժ(րԶ)
Ог аг

д'* и, р------- ~ О
0Ր

(1.1)

:<■֊՛'• ••рое давало бы возможность удовлетворить следующим граничным 
условиям:

г а иг 0 и. = И (г) СО5

2 = 0 И, 0 и, - {/(г)соя">/ 

շ = I иг 0 = Ս (г) շօտ о>/

(1.2)

Случай ненулевых смещений и, на границе отличается от настоящего 
лишь более громоздкими свободными членами в бесконечной системе, 

В*-.Которой сводится решение задачи. Приняты обозначения: а — ра­
диус цилиндра, /' длина цилиндра, р плотность материала. >• и и — 

[постоянные Ляме, м. — частота вынуждающей силы. Предполагается.
что ю не совпадает с какой-либо собственной частотой цилиндра. <• и 
֊ - объемное расширение и вращение, связанные с радиальной и. и 
осевой ц. компонентами вектора смещения соотношениями

1 а(гиг) . ди3
----- ;-------- • т՜՛ г Օր дг

1 / 0иг _  Ои: \
7\ ժշ ՜ Օր )

Для получения решения уравнений (1.1) со степенью произвола, 
[достаточной для удовлетворения граничным условиям (1.2), исполь­

зуется метод, берущий свое начало с работы Ляме о параллелепи­
педе [11 В последнее время такой подход к решению пространствен­
ных задач Теории упругости для ограниченных областей развивается 
в работах [2 5|. Перемещения и, и и. представляются в виде сумм 

■решений однородных уравнений Ляме (1.1) для бесконечного упругого 
слоя толщиной I и цилиндра бесконечной длины радиуса и.
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I ~
«г = V [а, («у (ав։г) -| з. (?У Л „»/.„/, (₽даг) ] 5т А„г -}- 

'« •։

00

4՜ I з2(^։ !\(ап &ЬЗпг 6я$Ьоя(г /)) зг (г֊) гп (Сп сП • 
п — I

4- с/„ сЬ «„ {г 0)]/։ (IV) со$о՛/ (1.3)

I <и 01 I /и: — а0 — С05 — г • Ьо — СОБ — (г - /)
I г>։ V, V, 1»։

оо
■40 Уо ( Г ) [С-т,^п|/о ($т/՞) Зй (։\*п) Ли» Р гл А кИ’«7*)) С05 Л„։2 т

\ ^ / и=|

к>
2 Iб2('<) М<Ь сЬ 3«г 4- Ьп сЬ ?>п (г /))

в2(։«)!1я(ся5Ьеяс4 (1„з\\г„(г /))|/»(?лг) 1 сов «»< (1.4։

где 5\, =положительные корни уравнения /1(7) = 0;

т
~1

-п = 11я
10՝ 
я։

расширения и

а2 = >? —
т V.

>■ 4- 2ц

искажения
ванные функции Бесселя,

х>0
х<0

3-' = к֊ ~1 т т ,,г о2 = 11- 
п • «

■> I1у; = скорости волн

соответственно. /п (х) и

рЛх) = {

ш'

г՛;

мо,

1, х>0
/, х<0, где г — 1

и
Р

^4|,, Й<5, 6,), (1п, <’п։ </Я։
Граничные условия

.4т, С,п произвольные постоянные.
для го накладывают следующую связь

произвольные постоянные:

С,п<ч («?„) ««А (а-пв) Ат~2 (?у >.,„4 (е^а)

(с„ 4֊ (1п сЬе„7) з2 (е2) £„ $1։ о„/ 

(ся сЬ ея/ -г (1п) з2 (е;) £п = ап<з2 (с.2) цп $И ч/

Подставляя (1.4) в граничные условия для осевого смещения и испо, 
зуя соотношения (1.5) и разложения
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'а
2а/1(ап) 5,_ /о(М_

а л^(/* 1 Й) /о <и,)
О *\ г <> и

сЬ&г —
5Ь '■/ 26 5Ь ^7 X ( I)'” со$ Х,п г

и : / ֊5 О г < /

с И ՛•! 1 26 сЬ Ы у ( 1)'" с об ).т2
I т<^1 Лт

?1у12^=£
I ", + -

получим бесконечную систему алгебраических уравнений относительно
•*^Э> ®0> ^0. Оп, Ьл

Л,1—- /с( — а ) (а0 6и)5!П— I
х»2 \ г»2 / г»!

■о ш и> .
Оп "С —■ СО» /

V. V։

9 х / 12 \
-г-УЛ-.Щ/ИМ) 1 31(^)֊2т) = - 

и \ а- /

а^соз^/ .,. ДД4-
V։ и։ УХ

֊У(֊1Г^т5։(й)А(М‘.(1 ^(^4-)=^
а т^։ ' ՝• «- /

(^) 4 Ота) ՛?„, — У |а„ ( I)’'1 4- 6«] 3.. (б;) »}։ б„/ X 
‘ п-1

0Г . <0
—2 51П I

|°»՛ 1г т՜ (/” "՛ ‘-2’3’-

VI
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(««Я, х, (о֊) % //0+ — V (>;,) 4 (/«а ) ( -т
« \ Лп + ։\

/ э’29 °°
(апдп -I Ьпрп) \ (г>) 811 ч,//0 (•(„) У ( 

а т“
■ 2 .

^7 ^7 ) +■ А*" Л = ՝'՛՛> ]о (’!„) л — 1, 2. 3,...
т ‘л/

где В(), В,,, ип коэффициенты разложения н ряд Дини но /о(՝Р,/1
. / ш \ 

функции у0 / г
\ и2 /

и амплитуды вынуждающей силы и (г)>

оэ 
17(֊) 170 >] Кг- СО8Ат2,

ш=1

/|) ( :'п (I ) _ ( 2* ) *,|Т1 (Дц*в I
" ■”’4(^0) М ՝т а,п ^а)

й I1’ 1 I1*
Р,.-֊֊Г ——--Г' <?„ = «<с1ки =,(։») —с1Ь-.'4

5П Оп/ 6„ $п -п1 ՝п

Перейдя к новым переменным /0= —До» = ~՜ (^о 4՜ ао)> ~ 
а I

\(Ь0 щ). г„ — =г(?=)4(^а). х 
I а I

Уп а" °й(^։) яНч./Уо(7„) легко заметить, что общая задача о ко­

лебаниях распадается на две независимые задачи: задачу определения
- * ֊/ Iколебании, симметричных относительно плоскости X 
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м задачу о кососимметричных колебаниях

. Л֊ - 2 .»',-(- 1 + СО5 — Л 4 V г„( 1 -2У0

4Ги 4 У „=1,2,3,... (1.7)
1 -Л...

_ л!п / о&
УЬЛ-Нй, т ֊1,3,5,...

а 0։ ±. ~
1'1

В (1.6) и (1.7) введены обозначения

4о» 1£ +

Щ <чп + р„> (’;4К)(?; ՝у,)

4«»а 1 >4 4-
М («£ Н>.(£4 !1*)

х 2и'* 1 • &
ои{ ?т ?;) (?£ Ь !1;)

V. ,2

(1.8)

9„ ~РЛ V

§ 2. При исследовании бесконечных систем (1.6) и

димся случаем симметричных относительно плоскости х

(1-7) 
/
9

огра­

коле­

баний, так как существование решения второй задачи доказывается 
аналогично. При этом удобно с помощью известных тождеств [3]

2 ” к = /..да) 2 _£ ~ 1с (Ь ПА

<։ >хи /։(4*а) ка -„.Гл. п'՜ 2

преобразовать выражения и р, к следующему виду: 
И . = _ а ± V_____ < __ 2 й 1^1

" Ч~; (ят4- ’*;)(£ 4■«•) а |а^|

(2.1)
11?,= у _____________

! й)! / И!
Рассмотрим сумму ковффмциентон в каждой строке уравнений (1.6).



48 О. А Головни

Принимая во внимание (1.8), (2.1) и что В,. = 

легко получить

• ш »л . =° . ■> •՛ Sin — *
2 »>’ к՝ л;„ -? 2 «г у»ОО ■ ■ / , • ■ ■ ■ ■■ ■ ■ —

V ,, , ° ”?՜ -И1?,)։?.:, ։\;) а «1 »’
I I — ~ ---------- ----------------------

2 л;, , 2 Л- |3-1

° 4,“i <’1 + ։*->(- «*2> « !’-1
, / ‘° \. * 00 л л /И —«

Z.՛ /««'«»I— л со То о й------- :.*г՜
\՝ ______ '՝։п s՜6"______ 2 Ел 1

1 + Г |8;|

так как sin - Z < 1 и /։ ( — а | 1, то как только т > М и яЪЛ',
vi | I \ I I

где М и Л такие, что a՝v^>0 и Efv^>0. то сейчас же будут выпол-
СО ОО

пяться неравенства У I 6тв ] < 1 и V |ввт|<1. т. е. система (1.6) 
«=0 т—0. .....

квазирегулярная.
Докажем теперь, что совокупность свободных членов систем 

(1.6) и (1.7) ограничена. Из теории бесселевых функций [6] известно, 

что если / /(/) имеет ограниченное изменение на (с. d), где (с, 7) яв­
ляется какой-нибудь частью интервала (0, а), то при р—» ос

<11-֊ 0« :) 

с

Согласно приведенной оценке ։>n — O(ji '' >, л, _ О(л„,’). Таким обра­
зом, если конечная система уравнений относительно Xo, Xn и 
Zo, Z2,.... /.и, через которые можно выразить все остальные неизве­
стные, имеет единственное решение, то единственно и решение си­
стемы (1.6) [7|.
Ленинградский политехнический институт

им. М. И. Калинина Поступила 2 VI 1969
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0. Ա. ԴՈԼՈՎԻՆ

ԳԼԱՆԻ ՍՏԻՊՈՂԱԿԱՆ եՐԿԱձՆԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա il փ n փ и 1 մ

Ւիտարկւիռմ են ւքե ր? աւ[ո ր դլան ի ա ч ան y յւա и ի if ե ար իկ ա ա ա անա ։1եե ր ր' 
\ /*կ1ւրնէւէ.լիքի վրա տեղւաիո իււււվմ Հունների արմ ան ղեպրումլ Ստիպողական 

« սւ տանու'Rib րի ամ պ/ի ատ դա {ի նկա uni՛ ա մր. ստտւյվ ած է ղծաքին հան րահա շ- 
Աաֆան ''“•վասարոէԱեերի անվերջ ււիաււեմ ; Ապացու ցված I; սիստեմի րվաղի֊ 
<я1>Ч'ч I լսւրա իք I in'll ր ա/ն են իք աղ րա իք / ա մ ր, որ հարկադրող ում ի հա&աիւակա֊ 
, նաիլանր չի >ամրնկնամ ղ/անի որևէ սեփական տատանումների հտճաիւա֊ 
՛. կսէնւռքյլան հեաւ

ON FORCED LONGITUDINAL VIBRATION OF A CYLINDER

0. A. GOLOVIN

Summary

The problem of longitudinal axisymmetric vibration of a finite 
•cylinder is reduced to an infinite system of algebraic equations. The 
Mtasiregularity of this system is proved.
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Б. А. КОРБУТ, Ю И. НАГОРНЫЙ

К ЗАДАЧЕ О СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С УПРУГИМ 

ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

Имеется несколько подходов к решению динамических задач для 1 
оболочек, связанных с заполнителем (основанием). В наиболее простом I 
из них жесткость заполнителя моделируется основанием Винклера, а I 
его инерционность—некоторой приведенной массой |1]. В другом, более | 
точном, заполнитель представляется так называемым инерционным вин- I 
клеровским основанием —стержни и диски с распределенной массой 
|2!. Наконец, наиболее точный подход состоит в решении контактной I 
задачи для системы оболочка —заполнитель, причем последний моде» || 
лируется трехмерным упругим телом, движение которого описывается 
общими уравнениями теории упругости [3, 4].

Очевидно, первые дна пути являются сравнительно простыми, но 
не учитывают распределительное свойство заполнителя, а также ряд 
других факторов. Третий путь позволяет решать задачу точно, однако 
возникающие при этом математические трудности органичнвают возмож­
ность его применения.

В статье предлагается модель заполнителя более точная, чем мо­
дель Винклера, так как она „распределяет“ нагрузку и в то же время 
более простая, нежели модель трехмерного тела.

Идея предлагаемой модели состоит е том, что в общих уравне­
ниях теории упругости, описывающих движение заполнителя, полагают­
ся равными нулю перемещения, эквидистантные поверхности оболоч­
ки. Сохраняется лишь радиальное перемещение, соответствующее про­
гибам оболочки, а из трех уравнений теории упругости- -одно уравнение. '

Принятое допущение в отношении перемещений заполнителя оп­
равдывается малой величиной касательных перемещений по сравнению 
с нормальными в пологих оболочках, а также для оболочек произволь­
ной кривизны, деформации которых имеют большом показатель изме­
няемости. Указанные оболочки широко распространены и поэтому пред­
лагаемая модель заполнителя для них может найти практическое при­
менение.

Изучение совместного движения оболочки и заполнителя сводит­
ся к решению контактной задачи для двух тел, деформации каждого 
из которых описываются различными уравнениями. Для совместного 
решения этих уравнений можно использовать два пути. В первом—пе­
ремещения оболочки и заполнителя раскладываются в ряд по одинзко-
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•кн «функциям от координат, эквидистантных поверхности оболочки. В 
лом случае условия сопряжения тел выполняются точно, а уравнения 
МП движений по указанным двум координатам решаются приближенно, 
например, методом Галеркнна. Второй путь предусматривает точное 
решение уравнений движения оболочки и заполнителя; условия же 
сопряжения выполняются приближенно в смысле метода Треффца.

На основании предложенной модели в статье приводится решение эа- 
.ично собственных колебаниях цилиндрической оболочки с полым запол­
нителем для одного вид.» граничных условий по торцам—свободное опи­
рание. В атом частном случае и уравнения движения, и условия сопря- 
V пня оболочки с заполнителем удовлетворяются точно, а решение 
получается простым. Полученные результаты сравниваются с данными 
точного решения, при котором движение заполнителя описывается об­

Фиг, 1.

щими уравнениями теории упругости.
1. Уравнения движения оболочки 

записываем в виде [5]

_ггц։ д*и>
/< <Гх: ' СЧ3 Ь Л

1 , .
£^Ф =

1 О2и>
R дх3

(1.1)

где реакция заполнителя, осталь­
ные обозначения -общепринятые (фиг. I). 

Неизвестные функции, входящие в 
систему (1.1), представим так

ш

Ф

9«

41Ви У . • ։ /О ։ ТП-I СО5 у ЯП#В хе , А.’.,, = -у 
с|

(1.2)

Здесь А, В и С постоянные, т 
и ?.п — числа полуволн вдоль образую­
щей и по окружности, / — длина оболоч­

ки (заполнителя), ш—круговая частота, /= I — 1 .
2. Уравнение движения заполнителя будет |6]

«/’иг 1 ди, и. 1 1—2*. д^и, 1 — 2/. д'и,
г д7 г ' г- 2(1 ) 2(1 >.) дх*

(2.1)
(1Ю (12*.) &и,
"Т1-У.)£. <н։ * 0

где «. — радиальное перемещение, г, и х координаты вдоль ра­
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диуса, по дуге (6 = у/R) и по оси, Е։, ч՝ и р, соответственно мо­
дуль упругости, коэффициент Пуассона и плотность материала запол­
нителя .

Принимая на торцах, как и для оболочки, радиальные перемеще­
ния ранными нулю, решение уравнения (2.1) запишем в форме

иг = | С\ ]р (уг) ֊г С.: / ,, I совпб хе' ‘ (р не целое) (2.2)

и, = [С://։ (*,т) -•֊ С» ¥,, ('.г) | со$п0 яГпАГф хе՛՛"' (р целое) (2.3) 

Здесь }Р{‘{г) и Ур {-■;/-) функции Бесселя р-го порядка первого и 
второго рода. С. и С постоянные,

, ..1 2*.= 1 + "՛ 2(1՜) • ֊ (1 А)(1
(1֊ъ) Е>

_1___ ?21։ £•’ (2 4)
2(1-7,) ” ՝ ’

Граничные условия на боковых поверхностях будут

г R, и г ֊

г — а, зг = 0
(2.51

где а и R—соответственно внутренний и наружный радиусы заполни­
теля, 

£» (1 *.) 7, м<
5г՜ (1 Г 7,) (1 —27,)| 7>г 1^՜ г 12.6)

Подчинив перемещения (2.2) и (2.3) условиям (2.5) с учетом (1.2), 
выразим постоянную С, входящую в реакцию, через постоянную .4. 
Подставим функции (1.2) в систему (1.1), получим частотное уравне­
ние, где учитывает влияние заполнителя

с*л24-12(1 7")<?-сх2<о*2 4- Д, -0 (2.7)

А’ = ^ +7.) (։(1-'2м с Е-<А’А’“ А՝л<) (А’ - А<։'' (2-8)

А. = 37/.-1 (?) -Г (•< р) (?), «/֊(р - П (а)4- (р — V*) 7-р (а)

Аз = 3/ -<₽+1>(3) (*;+/>) 7-ЛР), А4: »7,-1 (а) (7 ^)7,(а) (2.9)

А5 А։7֊р(’), Ав = Л37л(«) (р не целое)

А, = ?7р-1 (?)-1 К Р)Л(?), А2 = аГР_։(«) Н/-р) ГДа) (2.10)

л3 = ?г₽_։(?)-|.(у;-р) Гр(?), А։ (я) ('\ р) ]р(7)

= Ад7р(а) {р целое)
-֊» .здесь введены Безразмерные параметры

с = п4 ՝2п՝'->՝ то = , х= А՜ (2.111
I к
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12(1 — с. ЕЛ г- р,/?
АЛ2 ' Л’~‘£Л ’ рЛ

(2.П)

(1 у,) (1-2*.) ?>= >■•’ 1 2а
1271 7Т(1 ՝7 £7՜ " 271~7)"

Отметим частные случал.
а) Заполнитель без отверстия (г ֊ 0)

д _12(1-^(1֊л)г£.. /ц
1 (1 + А ) (1 2а)

3= =.«

(2.12)

б) Невесомый заполнитель (р։ 0)

| л- ֊ рЧт ш‘Л?)с Е- А - А А) < А +/.)
Л = Р4-։ (Р) (р — \) /„ (Р), Л = ^Кр -1 (а) ■* (р — \) Кр (а)

(2.13)
Л = рА^-։ (3) 4- (р \)КРС^), Л = «4 1 («) — (р <)/г(а)

Л А^(з). /0 Л/Да)

где /,. и Л,, - модифицированные функции Бесселя порядка р первого 
и второго рода.

н) Заполнитель отсутствует (£^ — 0 или 1)

Д։=0 (2.14)

г) Осесимметричные колебания (п — 0)

А1= (1- Ь* Л<о)

Ав. Уо(?) + М- 1)71 (Р), (<-1) У։(а)
(2.15)

А.ю = рг0(3) (,; 1)Г(?). +

/*50 — А]0 I (а)» Ав'1 ~ (а)

3. 11риняв эквидистантные перемещения равными пулю, мы на­
кладываем на заполнитель дополнительные связи, что должно привести 
к завышенным значениям частот собственных колебаний. Чтобы ком­
пенсировать влияние этих связей, уменьшим жесткость заполнителя, 
представив его моделью, состоящей из дисков, не связанных между 
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! оси не

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Гука

(3.5)

собой (вторая модель). При этом связанности материала идол։
будет. Соответствующее уравнение для заполнителя будет [6]

д^иг 1 ди. и. ] - •,* д-и. 1 ֊*, I д'и.
7%* г дг г Е. ՛>։՝ -.2 г-

Решение уравнения (3.1) возьмем в виде

и г - + С;.у 4 (//•) | созп^е* 1 (А- не целое)

и г — | С,/* (/ *) 4- С: У, (' г) ] созтЯс'' * (к целое)

1 •*. 1—*2
к* г 1 г ~ л’։ /5 = 'Ч ,М

Используя граничные условия (2.5) и имея в виду закон

Е, ( &и' и' \
1 —дг г )

получим частотное уравнение вида (2.7), где X член, учитывающий 
влияние заполнителя, будет

Д= Е<Л & ~ 8» (31>

81 = V*֊։ -тЬ.֊/с)= • ((-~\ )/•(<)

8* = (%) ֊ (*. ~ к) У 1 (л), - :/4_, (;) - (м, — к] У* (;)

§5 = 8։/ * СО. £• = & У* 0) (к —не целое)
(3.7)

81 = V*-« ■+ (•*. &) /. (•<), -։ (:) 4- (*« — к) Ук

8։ = ('/» Г (а - к) Г4(7։), О։ ֊֊ :у._։ (;) - (7, - А)УН;)

8-, = 8։ (•). 8< = 81]- (О, «' — целое),

? = Я*Х[^127Г^|՛’ '‘ = ։г

’ 1астные случаи.
а) Заполнитель без отверстия з 0)

12 (1 — тг) £; с 
7ГШ

б) Невесомый заполнитель (;•* 0)

12(1 ֊*’)£> а-тМ(1 »п) 
1 ֊ *1 (\-->. 1 к (к 4-

и) Заполнитель отсутствует (£' 0 или ; I)

Д,и0

(3.3)

(3.9)
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г) Осесимметричные колебания (п - 0)

• 1

$№ + 520-^0 («) + (*« - 1) >'>(=)
(3.11)

~ Г1 ^0 ('■) ՛ 0* 0Ь(т|)| #40 '-/оО) ’ (7* О/1(')

5» — ։ (:)» ~ £зь]\ (՝)

4. Решая задачу точно, воспользуемся для заполнителя общими 
мнениями теории упругости. При осесимметричных колебаниях в от­

сутствие канала перемещения представим в виде |4|

п. — | Схкт (рг) — СуЛ/о (гг) I созЛ-п, хе'' ՛ (4.1)

иг = — \ Ci~iJx (?г) ~ С2к^}1 (’>г) ]з1пАгот хе1"' (4.2)
«,» II

Г'.10 ■> 'е.'»՜
, и-2|Ч ~ *«•’ 'Л=~ (4։3)

где С։ н С — постоянные. > <. и щ — константы Ламе.
Подчинив функции (4.1) и (4.2) условиям (4.4) с учетом закона

Гука (4.4а)
г = R, и, = ։<>, ~гг = 0 (4.4)

А ди, и,
Ог

ди. 
дх

(4.4а)

I получим частотные уравнения 
ваюшее влияние заполнителя,

вида (2.7), в котором слагаемое, учиты- 
будет

Д = £•1211-г!

з 3 1 • м — 1

, _ (1-27.) (1 + 7. )
12(1 ..^)(1 -7Л) £;

(4.5)
1+*» г/19*2Х-' >։ Iм» 7. 1 — 7.

6(1—Г) “ £7՜ ‘ 1՜ + ;а 1 27.

г-^Ш'
Случай невесомого заполнителя получить из (4.5) предельным пе­

реходом [/’*— 0 нельзя, так как при этом в решениях (4.1) и (4.2) те­
ряется одна произвольная постоянная, что не позволяет удовлетворить 
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двум условиям на поверхности контакта. Поэтому примем О । ис­
ходных уравнениях теории упругости и решение их представим так

и, \Cikrli (4»1 г) С2/о (/<„, г) )соз&,„ хе'՜”' (4.6)

и г = { Су [/с.. г/0 (к.„ г) 4(1 •л)/(4-гп г) ] -4֊ С../։ (кт г) } 81пЛгп, хе‘ '
(4.7) 

где /„(/<„, г) и /. (Л-,„ гI модифицированные функции Бесселя нулевого 
и первого порядка.

Частотное уравнение сохраняет вид (2.7), а член, учитывающий 
действие заполнителя, будет

12(1 Л ,/=«($) х <* Е- 11 •>. 2(1 Ыж 1 ) 1 | (4-8)

5. Были вычислены частоты собственных колебаний для оболочки 
со следующими параметрами:

X 1/250: > V, _ 0.3; Е\ 0; 0.4; 0.8;

0; 1.0; . - 0; 0.3; 0.6; 1.0

Результаты представлены на фиг. 1 4. Первые три из них относятся к 
осесимметричным колебаниям, четвертый к неосесимметричным.

Фиг. 1 показывает, что с увеличением жесткости и уменьшением 
плотности заполнителя частоты растут. Как и следовало ожидать, вторая 
модель заполнителя (пунктирные линии) по сравнению с первой (сплош­
ные линии) дает заниженные результаты. Характерно, что при Е\ = 0 
и (**=7^0 имеет место скачок в значении частоты. Низшая из них рав­
на нулю и соответствует движениям отдельных элементарных масс, на 
которые распадается заполнитель, лишенный упругости. Вторая ча­
стота относится к оболочке без заполнителя, т. к. при Е\ 0 он пе­
рестает существовать как связанное тело, в результате чего с оболоч­
кой колеблется лишь бесконечно тонкий слой заполнителя.

Фиг. 2 и 3 иллюстрирую։ зависимость частот от величины диа­
метра канала заполнителя при различной его жесткости. Если запол-
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пнтедь невесомый (фиг. 2) с увеличением диаметра канала частоты 
падают. причем интенсивность падения растет с увеличением жестко­
сти заполнителя. В случае весомого заполнителя (фиг. 3) частоты 
могут как падать, так и расти.

На фиг. 2 штрихпунктирпыми линиями нанесены точные значения 
частот. Отмечается удовлетворительное совпадение результатов, да- 
иэемых моделями и точным решением (разница 2 -У°/о).

Графики на фиг. 4 показывают, что с увеличением жесткости 
заполнителя число волн, соответствующее минимальной частоте, умень­
шается. Заметим, что в задаче устойчивости для критического ра­
диального давления картина обратная количество волн увеличивается 

Запорожский машиностроительный институт
им. В. Я. Чубаря Поступила 2 VI 1969
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ON THE PROBLEM OF PROPER VIBRATIONS OF A 
CYLINDRICAL SHELL WITH AN ELASTIC FILLER

B. A. KORBUT. Y. J. NAGORNY

S u in m ary

A model of an elastic solid filler in closed cylindrical shells is 
considered. The motion of the filler is described by an equation of the 
theory of elasticity with respect to a radial displacement. The other 
two displacements are taken equal to zero. A study is made of free 
vibrations of the shell and filler having different geometrical and phy­
sical parameters for special boundary conditions on the butt-ends.

Comparison with an accurate solution shows that the model sug­
gested describes the filler strain fairly well.
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О КРУЧЕНИИ СОСТАВНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ

В настоящей заметке рассмотрена задача о кручении полубеско- 
нечиого составного цилиндрического стержня при различных краевых 
условиях. Точное решение получено с помощью специального инте­
грального преобразования. I1рипедено доказательство соответствую­
щей формулы обращения.

§ 1. Рассмотрим полубесконечнын стержень, составленный из 
двух материалов", заделанный на торце и скручиваемый произволь­
ными усилиями по боковой поверхности. Как известно |1], поставлен­
ная задача сводится к уравнению

Дг.՛ (1.1)

для единственной не равной нулю компоненты вектора упругого сме­
щения «« = &(г, г). Граничные условия имеют вид

где <7— модуль сдвига. Кроме того, в разделяющем [сечении г — I 
должны быть непрерывны

г.дг>
■-Ь-—. откуда 

Ог

Ч-'-о = Ч-ьи»

Разделение переменных

у = \ А (/.) Д (лг) ? (2> л) Ж (1.4)

смещение и касательное напряжение

G,^' = сД (1.3)

приводит к следующему выражению:

. sin ) 0 z /
? rG (1.5)

1 sin /l cos /. ( z — / ) -------֊ cos/Z sin t (z /), /<^z<^Gr.
G, 

удовлетворяющему однородным граничным условиям. Неоднородное 
условие (1.2) принимает вид разложения

Развиваемый далее метод может быть обобщен lia случай многослойной среды 
И полого цилиндра.
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/(г) Г Л (/.) / I I 5>(г,л)Л (1.6)
<1Г I Г К֊ R 

и

из которого требуется найти неизвестную величину .4 (/).
Таким образом, задача свелась к определению коэффициента 

разложения заданном функции в интеграл по функциям (1.5), являю­
щимся, очевидно, собственными функциями следующей сингулярной 
краевой задачи:

ф" । /?© = 0. ф (0) — 0, Ф (оо) ■ :• (1
?(/ 0) ?(/ + 0), 6\/(/ 0)֊С^'(/-г0)

Используя доказанную я £ 2 теорему разложения (2.1 ), а также 
соотношение [2|

֊1 ’ Л(х) (1.8)
ах х | л- 

находим 

9 R ՛ ‘
Л(>-)֊ , , , >>г/с (1.9)

(лг) VI (/.)

где

<••(>.) - вш-л/— о СО8՜՝ </, V - (Л б՜;

0(г) -1 , 0<г</, р(2) 1, /<2< (1.10)

В качестве примера рассмотрим случай линейной скручивающей 
нагрузки р, приложенной по окружности некоторого сечения г а <^1. 
Так как при этом граничное напряжение представляется через дельта- 
функцию: г л - рЪ (а), то в этом случае

2/; .ч!п ՛ и
(З..1п (л/? > 10 (/ 1

(1.111

§2. Переходим к доказательству следующей теоремы: если 
/ (х) кусочно-непрерывная функция, абсолютно интегрируемая н 
промежутке (0. ) ч имеющая там ограниченную вариацию, то

/(х-0) 4-/(х-4֊О) ;

— (И,/; 2 (2.1)
՝"<'> •’ /(/-0) + У(/ - 01 х = /

1 г V
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Для доказательства рассмотрим интеграл 

т 7
J(.X. Т) — 2 \d>. (7(։)р(5) (2.2)

г< о

и заметим, что

“ (/.)

при любых положительных х и с. В силу этой оценки и абсолютной
интегрируемости /(х) внутренний интеграл сходится равномерно ио 
' для > (0, оо). Следовательно, н (2.2) можно изменить порядок ин-
тегрировання
J(x. Г) для

и, учитывая вид ?(£, а) в зависимости от записать
О < х < Z в следующей форме:

У(х. n = ^7(Pfet», T)di -֊J7(5)^(x,=, T)dl = 

0 I

^J(x, T) + J(X, T) (2.3)

Здесь через с, Т) и ^(х, Г) обозначены интегралы

К •>, f-------- sin sin *--------d> (2-4)

r sin2 а/ —cos5 л/ 
■у2

г 1
' sin '/ cos a(- /) 4 cos a/sin А (с /)

1 V
•}»a = I sin/д-------------------------------------- j------- --------------------- tb (2.5)

J sin5 a/4------ cos’f l
(t V-

Рассмотрим сначала случай 0<^5</. Нетрудно показать, что 

т
, ՝/ fvslnX(/ х) i cos л ( I х) . , . .. г ,п , .
i։ = — I --------- Ь------- 1--------------- J----------4 sin г,= <//., О < ; < л- < / (2.6а)

2z J vsinX/ f cos а/ 

т
Ч 1‘ ՝/sin/(/ — ;) н-7 cos Л (Z ՝) . . /оа-\

/J - 7 I -----------i------- --------------- ----------- sin/xfZ/, (2.6о)
27 j vsin)/ 4/cos а/ 

֊ г

Поэтому интеграл J(x, Г) представим в виде 
л I

Г J П<У.= 7֊ р(;)?,(х.։, T)dl =

Jiix, T) -i J2(x, 7) (2.7)
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Изучим, например, /..(.г, 7') при 7’ — 4֊ ос. Делая и (2.66) за­
мену переменных > = получаем, что

/т
у Г у sh ~- (/ :) 4՜ сЬ - (/ — '■)

2г J vsh’/4-ch՜/
-iT

sh *x d~ (2.8)

Так как уравнение sh ~l — ch ~1 — 0 ‘не имеет корней, 
у

которых

Rex >0, то по теореме Коши будет"

ф, = - С sh
2/у sh ~1 т ch -/ 

(Гт)

(2.9)

На контуре (Гу) имеют место соотношения

* — Те^, —
2

и для 0<х<5</

ysh^CZ ;) 4֊ ch ' (I — ;) . 
------------ ---------------------------- sh "x =

vsh֊/ г ch֊/

= _Le֊‘r<֊’ <•- r> _ ’֊-*> y՝՜1)____L e iTt<՜ <s+x)
2 2

у — 1 v — 1 ,- а — ■ ■ с -1—
2 (у 4-1) 2(у4- 1)

е тЛ(Е+ж>4_ ет/₽(£-2/-ж) |_еп^-«-м I О< Г՜1) (2.10)

Вычисляя интеграл (2.9) но контуру (Гт), приходим к соотно­

У

шению

у sin (i ֊֊ x) Т sin(S - х) 7՜ Q/y-K _ v sin (; ■ х) Г ,
2 v Е — х ՝ 2 ’ £ + х Т

(у — 1) у I sin - 2/ — х) Т sin (с 2/4-,г) Г
2(у I) I '֊2/ х =֊2/ л-

sin (£ 4՜ *) Т՝ sin (: - 2/ - х) Т sin (: — 2/ х) 7' I
$4 х ~ ;֊2/-х +՜ Ь2/ + х |

Подставляя теперь (2.11) в /2(х, Т՝) и устремляя 7— ~ос, 
нии известных лемм Римана и Дирихле получаем

О(Т՜’)

(2.И)

на основа

Сходный метод применялся н работе |4].
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lim /а(х, Г) I 0)
т-+- 2

Исследование интеграла /։ (х, Т) проводится аналогичным путем, 
в результате имеем

1։п>Л(х, 7՜)
Г- + * 2

Таким образом,

lim J (х, Т) = ----- °> + /<аг+°) (2Д2)
г-+~ ~ 2

Если теперь рассмотреть 0<С х <С I : С. xj, то интеграл 
$с(х, Т) можно представить в виде

т
i Г sinKG — /) —/cos >՛(: — /) . . .

’Jn = — I ----------i;----------- 1---------- sin >xdf-
u 9 | I

”T sin)/4------cos'/J
V

it
—Lf

v,r sh: -*֊cli՜/

£ Г sh т (; — /) —ch т (; —/) 

“ . sh-/ (-— ch '-/
'1 T> V

sin (; 4֊ x) 7՛ . sin (: — x) T
-------------  }՜  i----------  

: -j- x----------- c — x

. . sin G - - x) T
sh ~x d՜ -------------------------

sin (c -f- x) T 

: 4- x
O(7'՜1) (2.13)

Подставляя (2.13) в }(х, 7*) и переходя там к пределу при 
Т՝ — 4՜ 0°, получим

Пт у(х> 7’)= о (2.14)

Из (2.12) и (2.14) вытекает, что для О С х<^1

1՝ Иш У(х, Г) = /(*—°)+/<дс + 0) (2.15)
г—1-« 2

Аналогично доказывается справедливость Формулы 
случае /<^х<^ Исследование точки х — 1 дает

(2.15) и в

lim7(/> r)=/a-o)+v(z+o)
т- 14-՛*

что и доказывает теорему.

(2.16)
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§ 3. Предложенная методика применима также и к таким зада­
чам, когда сечение г 0 свободно от усилий. Вводя в качестве не 

‘1’ «
известной функцию и< = —где Ф функция напряжения, получаем 

уравнение

\ пДи»--------- — О (3.1)

с граничными условиями

«»|х_„=0, »1,.^֊ | '«|г,₽</г«/(г) (3.21

о

В сечении г I имеем

и.. —
' дг 1=1-0 = /40

(3.31

При этом обеспечивается непрерывность напряжений и величины 
,т. V « гт—• где Ч = функция перемещении. 11осле решения задачи по 

0г г
известным значениям Ф находим функцию 4՜ с точностью до аддитив­
ной постоянной, значение которой выбираем так, чтобы выполнялось 
требование и (г, / 0) р (г, / 0).

Решение задачи, полученное с помощью формулы (2.1), имеет вид

о

4 ("•) 
4('Я)

<? (г, /.) <7/ (3.4)

где

л (А) -2 (/(Ор (<) ? (5, '■) <£,

-‘МО
о

Заметим в заключение, что в случае полностью неоднородных 
граничных условий решение может быть получено по методу инте­
гральных преобразований (см. [3]).

Фианко-. елнический институт 
им. Л. Ф. Иоффе Поступила 9 VII 1969
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ON TORSION OF COMPOUND CYLINDRICAL BARS

I. T. EEIMOVA, Ya. S. UFLYAND

Summary

There is -riven an exact solution to the problem of torsion of a 
semi-infinite compound cylindrical bar of two different materials. Spe­
cial integral transform is applied and the inverse formula is proved.
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СИНТЕЗ ПЯТИЗВЕННОГО ЗУБЧАТО-РЫЧАЖНОГО 
МЕХАНИЗМА С ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ОСТАНОВКОЙ ВЕДОМОГО 

КРИВОШИПА

В статье рассматривается синтез пятизвенного зубчато-рычажного 
механизма, образованного присоединением трехшарнирной двухповод- 
коной группы МСО (фиг. 1) к сателлиту 2 и к стойке 1 трехзвенного 
планетарного механизма. 11римем длину водила ОА = 1 и введем 
следующие обозначения:

/ расстояние точки М сателлита 2 от шарнирной точки .4,
/ - длина шатуна МС,
/ — длина ведомого звена СТ),
г., — радиус начальной окружности сателлита 2, 
г. — радиус начальной окружности неподвижного зубчатого ко­

леса 1.
Отнесем механизм к прямоуголь­

ной декартовой системе координат с 
началом, совпадающим с центром вра­
щения водила ОА и с осью ОХ, сов­
падающей с положением водила, когда 
оно и отрезок АМ втягиваются в пря­
мую линию.

Известно, что при = ОА и 
г1=2г2 любая точка сателлита, не ле­
жащая на окружности радиуса гг, опи­
сывает эллипс. Следовательно, урав­
нение траектории точки М в выбран­
ной системе координат выражается в 
форме

+ (Т^г=1 (’)

где х, у — текущие координаты точки М.
Ведомое звено .механизма будет совершать периодические оста­

новки на заданном угле поворота ведущего кривошипа (называемого 
углом выстояв если ей соответствует участок траектории точки 
близкий к дуге окружности [1|. Примем, что центр такой окружности 
находится на оси ОУ и определим ее радиус и координаты центра 
методом наилучшего приближения, обеспечивающего получение мини­
мального по модулю отклонения от заданной функции [ 1].
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Обозначим:
г — радиус приближаемой окружности,

г5 — расстояние от произвольной точки эллипса М до центра ок­
ружности радиуса г,

а расстояние от центра Со приближаемой окружности до начала 
координат.
V = гэ■ г величина, характеризующая отклонение точек эллипса от 
соответствующих точек приближаемой окружности.

Из фиг. 2 следует, что

г-.= Р (//֊,֊ - л2 (2)

Фиг. 2.

Взвешенная разность, равная [1] — г- — г՝, учитывая (1) и (2),
имеет вид

д = к (,г. + 2^- + * Н1 + >У-? ’ к \у г к 1 к (3)

где

Чтобы получить наилучшее приближение дуги эллипса к дуге окруж­
ности, коэффициенты полученного многочлена |3) должны быть коэф­
фициентами многочлена Чебышева второй степени [2].
Отсюда следует, что

! _т_=] (5)
(1- -г (1 т 'У — г2 I1 — )•)'” 4֊ 6 (] — /.) »;, -4֊ у*

г - -------------------- й---------  - (6)

где —ордината шатунной точки М, соответствующей началу (или 
концу) приближения.
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Из выражения (5) и (6) соответственно находим

(7)

г= 1/ (Ц.;.)’ + <?֊у[(1 *)։ + 6(1-Мл-еЛ (8)

Тогда, если принят»» длину шатуна МС равной радиусу г приближае­
мой окружности, а центр вращения ведомого звена выбрать так, чтобы 
траектория подвижной шарнирной точки С проходила через центр 
этой окружности Со, то при движении точки М ио приближаемому 
участку эллипса ведомое звено СО будет оставаться неподвижным 
на угле поворота водила 0.4, равном Ф. Поскольку дуга эл­
липса, приближаемая к дуге окружности, симметрична относительно 
оси ОУ, то. как следует из чертежа (см. фиг. 1), 

где угол поворота ведущего кривошипа, соответствующий началу 
(или концу) пыстоя.

Обозначим проекции точки М на координатные оси } ОХ через 
М. и Л/,.-. Проектируя контур ОАММ, (см. фиг. 1) на ось ОУ, при­
нимая, что ср — 9։, получаем

sin?։= г^‘- (10)

Формулы (7) и (8) с учетом выражений 110) и (4) принимают вид

</ = ֊ (И)

1(1֊ /■֊)- 4/.-' (1 4- sin?,)- 0.5/ (1 /•)•[ (1 -4 sin?,)-— 4 sin?,]
1 — i

(12)
Длину ведомого звена / определим, исходя из того, должно лк 

оно совершать полный оборот или качание на определенный угол. 
В частности, когда центр вращения ведомого звена D находится на 
оси OY, иедомое звено будет кривошипом, если

/•=!֊>.

Это следует из рассмотрения двух крайних положений двухповодковой 
группы Л/С/Л когда осевые линии обоих звеньев образуют прямые 
линии.

В механизмах с периодической остановкой ведомых звеньев необ­
ходимо стремиться к тому, чтобы и момент трогания значение углз 
передачи р не выходило за допускаемые пределы.
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Обозначим (см. фиг. 1) *[ угол образованный шатуном МС с 
осью ОК в начале выстоя. Учитывая, что центр вращения ведомого 
звена может находиться по обе стороны от оси ОУ, т. е. ’Н может 
быть как отрицательным, так и положительным, получим

? = 7 ± 71

Из и ±С0ММи следует, что 

где xDV yfJi координаты точки Dit а

(1 4֊ '•) cosci
(1 >.) sin?, -t֊ d

Подставляя значения ■( и ft в (13), получим

(1 H«)cos»j хо։
1* arctg -------- —---------- ! arctg-----2-—

(1 л) sin?! 4֊ <1 Vn\~d

(13)

(14)

(15)

(16)

Так как положение центра вращения ведомого звена при неизменяе­
мой длине звена СО не влияет на величину угла пыстоя, то соответ­
ствующим изменением угла ft можно достичь желаемых значений угла 
передачи р.

Во всех вышеуказанных формулах принято, что величина '■ из­
вестна. Покажем теперь, что эта величина может быть определена 
по заданным значениям угла выстоя Ф и угла передачи р в момент 
„трогания“ ведомого звена.

Из уравнения (15) с учетом (11), после несложных преобразо­
ваний, получим

/•’cos (ft 1 2'-sin՜; 4 cos ('ft {'')=()
Откуда

I 2 sin*; ih p'4sin2Y 2cos2ft . <
|/2 cos (ft 7)

Из условия существования действительных корней выражения (17) на­
ходим, что

sin? > -——-cos ?։ (18)

Поэтому, задаемся величиной у, удовлетворяющей неравенству (18), 
после чего из выражения (17) определяется значение /., а значение 
угла ft определяется из равенства (13).

Поскольку на участке приближения траектория шатунной точки 
М совпадает с дугой окружности приближенно, то в период выстоя 
ведомый кривошип будет иметь малые отклонения ДО, величины кото­
рых определяются по методу, изложенному в работе |3].
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Приведем числовой пример.
Определить размеры звеньев шестизвенното механизма при 

Ф 100”, р ~ 60'1 и среднее отклонение ведомого звена в период 
ныстоя. Задаемся величиной •( 35 , исходя из неравенства (18),

По вышеприведенным формулам находим
0.2085, <1 0.8506, г = 1.6460, / 0.7919, /= 1.6460

Среднее отклонение ведомого звена в период ныстоя «№ср = 
= ± 10'20*;

Одесский технологический институт
им. М. В. Ломоносова Поступила 21 VII 1969

а. Վ. дигротмгзим

ՏԱՐՎՈՂ ՇՈՒՌՏՎԻԿԻ ՊԱՐԲԵՐԱԿԱՆ ԿԱՆԳԱՌՈՎ ՀՆԳՕՂԱԿ 
ԱՏԱՄՆԱԼՆԱԿԱՅԻՆ ՄԵԽԱՆԻԶՄԻ ՍԻՆԹԵԶ!!

II. if i|i ո ւ|ւ ո t if

Հոդվածում г/ ի in ա րկվ '• <«/' I. տարվող շտւււովիկի nj ա րրե րական կանգա­
ռով հնգօղակ ատւաենա-լծակավւն է) /. խանիղմի օին [մեղր։ // եիւանիղմր կագմը- 
ված է եռհոդակասք երկկարգ իւմրի միարմտմր եռօղակ Ա[լանետար մեխա­
նիզմի հիմ քին և սօւսւե քի սէին! 1Г ե իւ սւ՚Կ ի ւր1 ի անհալա ւղարամեարերր որոշվում 
են սաաե քիտալին կորի տված մասի րռվագոպն մ ո աե էք fi.il՝ ով շրջան աւր} աքին 
աղեշին, որն ապւսհովում է տարվող օղակի կանգառի րավականին րարձր 
ձշաա ի} րոն:

SYNTHESIS OF A GEARY FIVE-BAR LINKAGE WITH AN 
INTERMITTENT MOTION OF A DRIVEN CRANK

R. V. AMBARTSUMIANTS

S и m m a г у

A synthesis of a geary five-bar linkage with intermitten motion of 
a driven crank is discussed. The mechanism is made up by joining a 
two-link three-hinge unit to a satellite and to a fixed link of the three- 
bar planetary mechanism. Parameters of this mechanism are determined 
by the method of best approximation of a section of the satellite curve 
to the circumference arc which secures a rather high precision of dwell 
of the driven crank.
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