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О НЕКОТОРЫХ ПОЛНЫХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ 
ФУНКЦИЙ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯХ К РЕШЕНИЮ ДВУХ 

ТИПОВ ПАРНЫХ РЯДОВ-УРАВНЕНИЙ

На основе некоторых частных результатов М. Г. Крейна, содер­
жащихся у работах [1, 2], в настоящей статье рассматриваются четыре 
тина полных ортогональных систем функции в £2(0,т:), которые со­
стоят из полиномов Лежандра и из комбинаций этих полиномов. Они 
представляют частные примеры фундаментальных функций приведен­
ных в работах II] и [3] дифференциальных систем определенного типа. 
Для этих систем выписываются формулы обобщенного преобразования 
Фурье.

Затем при помощи указанных полных ортогональных систем 
функций в замкнутом виде решаются два типа парных рядов-уравнений 
с тригонометрическими ядрами. Они имеют следующий вид:

ий у, «а- COS kx - AfcSinZfX f (х) a)

(0.1)

be V k [«: cos kx — bi-sin Xrx] ֊ g(x) (^<ZX<Z՜)

= $(*) (*<><»•

Решения этих парных рядов-уравнений строятся по методу М. Г. Крей­
на [4, 5].

Парные ряды-уравнения с тригонометрическими ядрами, в част­
ности, ряды-уравнения (0.1) и (0.2). встречаются в разнообразных за­
дачах математической физики, например, н электростатике, теории 
дифракции электромагнитных волн, смешанных (контактных) задачах 
теории упругости. Ввиду их важности для задач математической фи­
зики они стали предметом исследования многих авторов. По этому 
поводу можно указать на работы Шеферда |6], Трантера [7, 8, 9],



6 j.i . С; M. Мхитарян .
- г

Сривастава (10J, 3. С. Аграновича, В. А. Марченко и В. П. Шесто­
палова [111, А. А. Баблояна [12, 13] и др. Все рассмотренные в указан­
ных работах парные ряды-уравнения имеют отличную от (0.1) и (0.2) 
структуру*.

1. Приведем следующие результаты, содержащиеся, в частно­
сти, в работах [1, 2]. Пусть K( — t) = K(t) ( 2A<^t <2А) четная, 
локально суммируемая функция, обладающая тем свойством, что соот­
ветствующее ей ядро s’|) является положительно определен­
ным ядром в квадрате A<^f, s А. Тогда при любом ин­
тегральное уравнение

«

A,’(|f — s[)<y(s, a)r/s = l (1.1)

имеет единственное интегрируемое решение q\t, а). Кроме того, если 
для любого комплексного > положить

I
~ ТТо՜ Jr jq(s’ cosZsrfs <12) 

ft
t

(/• '•') = >. q (s. /) cos f-sds (1.3)

1' 
где

t

p(t) M' (/), а Л?(/)= | q (s, Dels

о

то функции :(t, '/•՛) и •!>(/, а՜) оказываются решениями дифференциаль­
ных систем

<!’? , Р՛ ?____ 0
di- p(t) dl

г (0. 1 ՝) = 1. lim ( P (О у;) = 0 
t;<j \ dr/

(1.4)

r Следует отметить, что при помощи формулы Эйлера «>|л cos л՜ - i sin х пар­
ные ряды-уравнения (0.1) можно преобразовать ;< парные ряды-уравнения с ядрами

Парные ряды-уравнения с такими ядрами несколько частного вида рассматрива­
ются в работе (11]. Точнее говоря, и этой работе рассматриваются тройные ряды-урав­
нения с ядрами .-'Ч поскольку основной интервал ( г.) разбивается на три ин­
тервала (—— ։), (—'•«. -0 И (т, ~). Однако, элементарным способом эти тройные 
ряды-уравнения можно привести к парным рядам-уравнениям типе (01), когда одна 
из функций / (х) или g (х) тождественно равна нулю.

Решение упомянутых уравнений п работе [11] сведен։» к решению некоторой 
краевой задачи Римана для дуги единичной окружности Приведенный нами способ 
решения уравнении (0.1) отличен от указанного
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<•/•*•> _ р (f) d՝'j 
di2 pit) dt

•1> (0. >•’) o,
(1.5)

Следует отметить, что вторая дифференциальная система получается из 

первой при помощи подстановки 0 (/, /с) = р (/)-у-/л.

Далее, отправляясь от этих дифференциальных систем, можно 
выписать формулы обобщенного преобразования Фурье 

а

/?(>)= | *0, >••) /(/) р(1)с!1 (1.6)

О 
п?

/(0 = 2 | ?((, ՛■) (1.7)

и
А

С(‘)=|’Н<,‘։)«(')Г1(<)Л (1-8)

и 
яг

5(/) = 2 Х=)) 0(>.)Л(л) (1.9)

Здесь f (t) и g(t)— произвольные функции иМ Ц (0, А) и Z‘? ֊j (0, Д) 

соответственно, где ?(t) = p(t), а о (>.) (о (>.) = - (>. — 0), ' (0) = 0,
0<7-ос) — неубывающая функция, удовлетворяющая условию

и являющаяся ортогональной спектральной функцией граничных задач 
(1.4) или (1.5). Если А то функция э (л) единственным образом 
определяется из представления

cos ftd-(') (1.10)

а если Д<^-՛՜, то для определения функции з (X) (спектра задач (1.4) 
или (1.5)), вообще говоря, следует добавить граничные условия на 
конце / = Д, например, следующие:

?(А м) = о (1.11)

(1.12)1-™ ( 1
Ар (О
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Следует отметить, что при А \ спектр граничных задач (1.4) и 
(1.5), взятых вместе с условиями (1.11) и (1.12) соответственно, сов­
падает со множеством точек роста функции =(<), фигурирующей в 
представлении типа (1.10).

Изложенные результаты М. Г. Крейна теперь применим к двум 
конкретным частным случаям функции К(().

Пусть К (О обозначает одну из следующих двух функция:

1) lnl/2sln V/ , 2) lnctgl/1'4 ( 2֊</<2г) (1.13)

Первая из этих функции и связанные с ней соответствующие резуль­
таты приведены в |1|.

Функции (/ (f, й)—решения интегральных уравнений (1.1) соот­
ветственно будут [1, 3]:

1) —cos (Z/2)/ “ In sin (а/2) 1 2 (cos t — cos «) (1.14)

2) b“Q_i/, (cos a) I 2 (cos Z—cos a) (1.15)

а функции p (t) -

1) cig (//2) 4{ In sin (Z 2) J2, 2) 1 2sinZQ-, (cosZ) (1.16)

Здесь Q-ч, (cos/)—функция Лежандра второго рода индекса —1/2.
Пользуясь выражениями функций pit), можем в явном виде вы­

писать соответствующие дифференциальные системы (1.4) и (1.5). Од­
нако, в этом нет необходимости.

Приняв во внимание известное интегральное представление [14] 
функций Лежандра первого рода индекса v P.(cost), при помощи фор­
мул (1.14), (1.15), (1.16), (1.2) и (1.3) находим выражения фундамен­
тальных функций ?(Z, /“) и ՛!•(/, /’) соответственно дифференциальных 
систем (1.4) и (1.5). В эти выражения входят функции P.(cosZ) оп­
ределенных индексов и еще функция Q_ . (cosZ). Далее, заметив, что 
в рассматриваемых случаях А -- к, легко показываем, что решения 
трансцендентных уравнении ? (к, л-') = О спектра граничных задач 
(1.4) и (1.5), взятых вместе с условиями (1.11) и (1.12), соответствен­
но будут:

1) >л- л. 2) 1/2 (1 = 1, 2,...)

Справедливость последнего утверждения вытекает также из следую­
щих фактов. Имеют место представления 114]

In------ Ч7Г = 2

2sin -Чг *-։
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На основании сказанного выше находим, что ортогональная спектраль­
ная функция з (л) соответственно обсуждаемым нами случаям имеет вид

1)

2)

= (>.) = 3 ~ (0<).<оо), з (0) = О 
«Л К'

= v֊)= з —Ц- (0</.< ), 3(0) = 0

О- ■■■ .<֊■ к֊֊*֊

Множества точек роста этих функций: 't = k п f-k — k-----у (/< — 1, 2, • • -) 

соответственно, как уже говорилось, и составляют спектры указан­
ных граничных задач.

Учитывая последнее обстоятельство, при помощи формул (1.2), 
(1.3) и (1.14) выражения фундаментальных функций дифференциальных 
систем (1.4) и (1.5), взятых вместе с условиями (1.11) и (1.12) соответ­
ственно, в первом случае получим в виде

4 [In sin (/ 2) ]• d
~ etg (Z 2) (it

_____1 
In sin (Z/2)

1՛ cos (s cos
J Г 2 (cos s—cos Z)

(1.17)

«' = 1, 2,-)

^ (()---------j—~In sin
cos (s/2) cos к seis

J I' 2 (cos s - cos Z)
(1.18)

С другой стороны, при помощи формул (1.2), (1.3) и (1.15) и того же 
обстоятельства выражения фундаментальных функции дифференциаль­
ных систем (1.4) и (1.5), взятых вместе с условиями (1.11) и (1.12) 
соответственно, во втором случае получим в виде

9
/,. (Z)= — sin Z Q’.,։ (cos/J X

(I
(it Q ՛, (cos Z)

cos (A- - 1/2) sds 

[ 2 (cos s - cos /)
(1.19)

1

(* = 1, 2,- ■)

*֊4 cos sds

z “Q֊1, (cos/) J
0 1'2 (coss — cos Z)

(1.20)
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Воспользовавшись известной формулой [14'

< cos ( к 4֊ -i ) sds
Рх (cosо - ֊ f — V 7 - (4 = 1. 2.■ ••) (1-21)

". 12 (cos s cos t)

будем иметь:

?*(/) = у (Pk(cos/) — P*-i (cos/) ] —

— A* In sin (//2) (Pt (cos/) Pi-t(cos/)| (1.22)

?*(/) =eJt |P* (co* 0 P;_! (cos/)] 4lnsin(/,2) (1.23)

Z* (0 ( ~ -^[Pi (COS/) — COS/Pl-l(cOS/)] (J-., (COS/) 4“

-r v 1^*lcos <cos 0 — Pi j (cos /) Q.lt (cos /) ] (1.24)

=(\.-l)Pul(cos/) 2Q... (cos/) (k=l, 2,.) (1.25)

Воспользовавшись другой известной формулой для многочленов Ле­
жандра [14]

«Я , : sin( k + ^~\sd։

/Mcos<)=֊l v --------- (4-1,2. ■•) (1.26)
° J I 2 (cos / — COS s)

формулы (1.17) — (1.20) представим также в виде

- < м - ֊ — llnsin^ 2) F z
ГьШ~ ' ctg(/2)

d I 1 Г cos (s 2) sin ksds ,, 17Z4
^|lnsin(/;2) J j 2 (cos /— cos s) 

t

к [* cos (sity sin ksds .. lftn
= ֊71») r2(cos<-w-s)՜ ( ’

□
(/)= — sin t Qi„ (cos /)

sin / к - 1 sds21____ 2_____f_____1_____U______  (1.19Э
dt I Q-4. (COS/) J I 2(cos, — cos s)
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к ---- — - ■ sin ( к ----- ?r)sds» ( * — j ) :
1}* (0  =  ֊ Г л — Г — г г  1 -------- (1.20')-Q֊ ՝  , ( c o s t )  J  ] / 2  (cos t — cos s)

(k  =  1,

Использовав указанные выше выражения спектральных функций и 
приняв во внимание формулу (1.16), находим, что формулы обобщен­
ного преобразования Ф урье (1.6) — (1.9) примут вид:

о
( 1 ' 2 7 )

g (,) _ 2  2  o w  (,) (1.30)
fc-1

f (* )=  ( V w / d )  , . , - Д  (1-31)J  zsin /Q->;9 (cos /)
0

/ ( 0  =  2 2  d-32)

G( k )  =  i* 0* (0  g ( 0  2sin / Q -v , (cos 0  Л  (1.33)

?(0 =  2 ' Е - ^ т О * ( 0  № - 1 , 2 , . . . )  (1.34)
*=1 к ~~2

З д есь  фундаментальные функции '■?* ( 0 ,  Ф*(0* /.*(^) н ( 0  даются 
формулами (1.22) — (1.25).

Несколько подробнее остановимся на формулах (1.29), (1.30),
(1.33) и (1.34).

Приняв во внимание (1.23) и еще формулы (1.29) и (1.30), 
получим
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G (к) — к (cos Z) 4- Рк-\ (cos t) ] о (Z) In sin (/. 2) tg (t 2) dt

(I

1 ’
In sin (Ц2) g(t) = ֊ ^֊ S a (k) (Л, (cos t) Pk.t (cos f) I 

fc-l

Положив здесь

(1 (к) = как, g (0 In sin (Z/2) = h (Z)

будем иметь:
e

ak — ( ]/<; (cos Z) — A-i (cos Z) J/j (/) tg (f 2)JZ (1-35)

h (Z) = -y- 2 JPt (cos Z) 4- Pk-\ (cos Z) ] ka. (1.36)
fe-i

Последние представляют собой формулу разложения произвольной 
функции h{t), для которой

-П 
рл(01**г^)й<= II

о

в ряд по полиномам Pk (cos Z) Pi-j(cosZ). После подстановки 
x==cosZ формулы (1.35) и (1.36) примут вид:

1(U = ([ft (л-) + Рь-, (*) | f^d* (1-37)

-I

fix) = -֊ 2 ka, [ft (x) - ft-, (x) I (1.38)
A-=l

Эти формулы приведены и в [13].
Следует отметить, что имеет место соотношение |14] (формула 

8.961 ;9)

Л (Х) +Pt-1 (х) = 2« 1> (х)

где

Рк " (х) (« < 1, 3 < 1) — полиномы Якоби.

Следовательно, формулы (1.37) и (1.38) являются предельным։ 
случаями соответствующих формул для полиномов Якоби. Таким обра­
зом, нами установлена справедливость формулы разложения произ 
вольной функции /(х) £ L՜,. ( 1, 1), где />(х) (1 х)՜1 по полино
мам Рк' *" (х), представляющим предельный случай полиномов Якоби
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Обращаясь к формулам (1.33) и (1.34), обнаружим, 
пользовании формулы (1.25) можно их записать в виде

ак - Рк-\ (cos /) g (/) sin I dt

k֊\

«; Pk ։ (cos t)

что при ис-

(1.39)

(1.40)

Формулы (1.39) и (1.40) совпадают с известной формулой разложения 
произвольной функции из АДО, “), где />(/) sin t, по полиномам 
Лежандра.

В заключение следует отметить, что применение указанных выше 
результатов М. Г. Крейна к рассмотренным конкретным примерам 
позволяет получить не только известные формулы обобщенного пре­
образования Фурье (1.37) и (1.38). (1.39) и (1.40), но и новые, напри­
мер, формулы (1.27) и (1.28), (1.31) и (1.32).

2. Переходим к решению парных рядов-уравнений (0.1) и (0.2). 
Прежде всего заметим, что парные ряды-уравнения (0.1) ((0.2)) с 

/ / 1к • । I к Т) I I но втором соотношении при помощи замены х на

— х. а на а, ак на как к ак Ьь на — kbk ~

/(- х) на /(х) и, наконец, g(— х) на g (х) переходят в те же парные

рвди-уравкения (0.1) ((0.2) ) с к ( к-по втором соотношении.

Поэтому будем рассматривать только парные ряды-уравнения:

а0 У ак coskx — bksin кх = /(х) (—~<х<Д) 
Л=1

(2.1)

/»о ~ У к (ак cos кх 4֊ bk sin кх ) = g (х) (а <*<.“)

( а < х О).
Отметим, что решение парных рядов-уравнений (2.1) и (2.2) мож­

но элементарным способом свести к решению интегральных уравнений 
первого рода (1.1) с произвольной правой частью соответственно с 
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ядрами, указанными в (1.13). Решения этих интегральных уравнении 
содержатся в [3, 5|.

Ниже будет изложен другой метод решения парных рядов-урав­
нений, представляющий некоторый самостоятельный интерес. При этом 
будет использовано следующее вспомогательное простое соображение.

11роизвольну։о непрерывную функцию / (х), заданную на отрезке 
|п, 6], единственным образом можно представить в известном виде

/• (л.) = /(*) 4֊/( « 4֊ 6- л ) /(х)—/(«4-6 л )

притом первое слагаемое- четное, а второе нечетное относительно се­
редины х= а—) — отрезка [а, /_>].

На основании только что сказанного парные ряды-уравнения (2.1) 
и (2.2) можем преобразовать к виду

/4о-г У ZhcosM f (f) (О t а)
Jt-l

(2.3)

Во У 'i.kAk cos/kt .g (/) (a<f<-) 
Л-1

2 Bk sin лд/ / (/) (0</<a) 
Л=1

(2.4)

У, sin ՝Kkt = g (t) (a ... t < -)

Здесь f-k соответственно уравнениям (2.1) и (2.2) имеет значение к 

или к (у , а г40=а0, Z?o =-60, если лд — к и Ло=Во==О, если i-k—k

В уравнениях (2.3) берется £-(/) или g- (Z) в зависимости от того, 

будет ли Ад к или >.* — к - у, ав уравнениях (2.4)֊ наоборот. Кро­

ме того, здесь приняты следующие обозначения:

Ак = аь cos ——— Ьк sin — ( (2.5)

Bk = ak sin ——— 4֊ bk cos —— (2.6)
z
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Парные ряды-уравнения (2.3) и (2.4) и рассматривались в боль­
шинстве цитированных в начале статьи работах. К решению этих пар­
ных рядов-уравнений будет применяться метод М. Г. Крейна.

Сначала рассмотрим уравнения (2.3) с >.*• — к. Интегрируя второе 
соотношение от I до эти уравнения представим в виде

У/ЦсозАч! = / (/) (0<^/<а)

(2.7)
֊-

У Лдзтп = % (О
А—։

где

/.(/)= Д (<)֊а0։ § (0 = — (х)с/5-Г 60(“ —О

К первому равенству (2.7) применим оператор преобразования (1.17), 
з ко второму — оператор преобразования (1.17'). Получим

>; — /г.| (/) (о < I < и)

£/и?*(/) - Д(/) («</<-) 
А- 1 

где

г . .ч _ _ 1 [1п з'ш (</2) )г (1____ 1_____ 1’ _С0Б ($/2)/- ($) т/$___
' с1Я(7/2)՜՜ 1п.мп(Г2) ] ^2^—СО50՛

(2.8)

в (А 4 [1пя1п (//2)]2 </_|_____ 1_ __ |‘ СОЗ ($ 2) £+($)(&

[1п .$1п (//2) ]՛-

- с1Я (е/2) <//11п вт (//2) р |/2(со5։,$_. соя/)

(2.9)

Приняв во внимание формулы обобщенного преобразования Фурье 
(1.27) и (1.28), находим

а

И (/)^(/) с1к (//2) <И
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G (0?НО ctg (t!2) dt 
jin sin (Л2) ]2

Если в последнюю формулу подставить выражения функций «л (О из 
(1.17) и (1.17'), то после некоторых простых преобразований будем 
иметь:

2.1 f______ />(«) _ _ f_______ F՝+(t)dt_____
~k I J In sin (a/2) 0 (s, a) J In sin (//2) 0 (s, / ) 

о л

cos (s/2) cos ksds G (a)
In sin ia/2) 0 (a, s)

(2.10)

______ G+ (t)dt 
In sin (7/2)1) (f, $) cos (s/2) cos ksds 1, 2,---)

Здесь ՝>(/, s) = )'2('cos / - - cos s) . Таким образом, коэффициенты оп­
ределяются формулой (2.10), где функции F֊ (0 и G. (/) даются ра­
венствами (2.8) и (2.9).

Поступая совершенно аналогичным образом, при помощи опера­
торов преобразовния (1.19) и (1.19՛) и формул обобщенного преобразо­
вания Фурье (1.31) и (1.32) решение парных рядов-уравнений (2.3) с 
г , 1Ал- - к получим н виде

А.=___ »г г _ г ____ ________ у
<2 , (cosa)O(s, a) J П5-.(cos t) U (s, t)

■՝ v 2 ՛ •

X COS ( k — -1Л sds I I -------Г (231)
\ 2/ J| Q-•/, (cos a) 0 (a, $) '

•• 
* .
j Q_71 (cos()»(/, «) ]»՛"(*—г)։«/։} = 2,---)

П 
где

(o=4 sin, Qi., (cos /) । ;eos<). j 4g. * |

0

g (o^-4 Qi., (cos о 4 [ j՛1
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Здесь С—постоянная, а # ($)</$. Эта постоянная может

быть определена из равенства I

С = У(- 1)*֊։А 
ОД

Заметив, что сами коэффициенты Ак выражаются через С’, обнаружим, 
что последнее равенство является некоторым уравнением для опреде­
ления этой постоянной.

Обращаясь к парным рядам-уравнениям (2.4) с /.* к, представим 
их в виде

։<

У, В* с1 51П к1 (1] (/) (0 </<.«)
4-1

у Вкс1 со« к1 = ֊£-(/) (а < / »)

Отсюда при помощи операторов преобразования (1.18) и (1.18') и 
формул обобщенного преобразования Фурье (1.29) и (1.30) способом, 
совершенно аналогичным изложенному выше, получим

1’ / 1* /'- (/) 1п $1п (/, 2) с/£
,! \] (//2)0 <8, О
0 ։

СОБ

(2.12)

+](I<։/2)։։п I <к’՛2՛■ ■ ■ > 

а а՛
где

г (/\ - — 1 СО8 ($, 2)(//_(«)
^1п.Ч>П</;2) ] |/2 (со55“ТоТ/)

Е
= 1______ Г __««(г 2) (?)

~1п&։пи 2) р у 2 (соз / - сов $)

Интеграл в выражении !՝' (/) понимается в смысле Стильтьеса.
Поступая совершенно так же при помощи операторов преобразо­

вания (1.20) и (1.20՜) и формул обобщенного преобразования Фурье 

(1.33) и (1.34), решение парных рядов-уравнений (2.4) при к 

получим в следующем виде:

2 Известия АН АрмССР, Механика, № 2
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/•'֊(/) sin t Q (cos t) dt
•xs, f)

Юб՜ (OsiiUQ-j-, (cost) dr. \ . / . 1 \ .
■-------------- -------------------------) s.n^ . 2֊ )srfs

□ <1
(2.13)

(* = 1, 2,-) 
где

r_ (/) =______ 1_____ f
-Q-hj (cos f) ՝ ft (s, t)

<s

Ci 1 i‘g+(s)ds
+ r. Q_l/։ (cos 0 J ft (f, s) 

t

Полученные нами формулы (2.10) — (2.13) для коэффициентов 
Ak и Вк имеют место для любых дважды непрерывно дифференцируе­
мых функций f (х) и g(x). Однако, они практически пригодны для 
функций / (д') и g (л՜) более общего класса.

После того как определены Аь и Вк, коэффициенты а* и Ьь мо­
гут быть найдены из равенств (2.5) и (2.6).

Остановимся на вопросе определения а0 и Ь.,. Следуя работе 
[И], эти коэффициенты определим из равенств

Оо и- У (— 1 )к at = / (— -)

(2.14)

о.)֊г У (—= £(~) 
1-֊=։

которые получаются из (2.3) с ).{. = &, если в первом соотношении 
подставить х а во втором х = ". Заметив, что сами коэффи­
циенты ак и Ьк выражаются через о0 и 60 посредством формул (2.10), 
(2.11), (2.8), (2.9), (2.5) и (2.6), видим, что равенства (2.14) образуют 
систему уравнений для определения коэффициентов и 60. Эти коэф­
фициенты можно определить и из требования принадлежности решений 
парных рядов-уравнений к определенному классу.

Отметим, что, отправляясь от операторов преобразования (1.21) 
и (1.26) и формул обобщенного преобразования Фурье (1.35) и (1.36), 
(1.39) и (1.40) и поступая совершенно аналогично изложенному выше, 
решения парных рядов-уравнений (2.3) соответственно случаям Ч- — к 

. 1 
и /-к к — получим посредством следующих формул:
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А=“1Ш 

о «

Л u)tg(/ 2)^

V 2 (cos s — cos /)
со8 к$(1з

(2.15)

G- (pig (/,2)Л/

1 2 (cos / — cos s)

F (iYsxntdt

| 2 (coss — cos/)

(2.16)

й = 1. 2,---)

о

G-(/) sin idt ---- — sin
I 2(cos/—cos s)

Здесь функции /•՝-(/) соответственно случаям >4. = к и л* — к------

имеют вид

cos ($. 2)/ (s)Js 
Ms, о

Г. (/) 2 f/ (s)</s 
- J Ms, о

а функции О' - (/) и G~(t) будут:

г' (n - 4 С cos (s;2) g. <s) </s 2 .‘[g-(s) —C|Js
jjp-y^J #(/,s) ’ ° -J

I ՝

Кроме того, имеем

Л- (0 = f i (0֊ «о, S (И = — ^ g (s)r7s— 6.., (-— /)

!> (/, s) I 2(cos / — cos s)

а уравнение для определения С указано выше.
Аналогичные формулы для решений парных рядов-уравнений (2.4)՛ 

будут:

С (f \ cos (s 2) cos
J ' I 2(coss cos/)

(2.17)

(f)tg(/2)d/ \ / o\ • ; /— A - ■ cos (s 2) sin ksas
I 2(cos/ — cos s)

(A- - 1, 2,---)
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__F (t) sin tdt

I 2( cos s — cos /)

6՜ (f)sinfr#

I 2 (cos / — cos s) П

(2.18)

(fc =1. 2.---)

Здесь функции F (/) соответственно случаям 't*=k и i-i —k — да­

ются формулами

F՝ = 4 C cos (s 2) f - (s) ds „• f f-(s)ds
~{) ;Us. /) ’ J J)(S, t)

о I)

а функции 6'֊ (/) и Ci . (f) — формулами

С.' (i\ - J Г COS (s 2) .<? - (s) б/s flX 2 [• g-(g)ds 
v ” J &(/, S) ’ .«J ЦТ, s)

t t

Формулы (2.15) (2.18) имеют более простую структуру, чем
соответствующие формулы (2.10) — (2.13). Однако, последние формулы 
имеют, как нам представляется, более широкое применение.

В заключение приношу благодарность Б. Л. Абрамяну, обратив­
шему мое внимание на важность рассмотрения парных рядов-уравнений 
(0.1) и (0.2).

Институт математики и механики
АН Лрм. ССР Поступила 18 II 1970

<#-
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ԼՐԻՎ 0Ր1111ԳՈՆԱ1. ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՄԻ ՔԱՆԻ ՍԻՍՏԵՄՆԵՐԻ ԵՎ ԵՐԿՈՒ ՏԻՊԻ 
ՇԱՐՔ-ճԱՎԱՍԱՐՈԻՄՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԵՋ ՆՐԱՆՑ ԿԻՐԱՌՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ 

ՄԱՍԻՆ

Ա if փ и փ n I մ

| Z. Հ*| ա շխտ տան jtrnil պարունակվող Մ, Գ. ք1րելնի մի քանի մասնա­
վոր տրպ րոնյւների հիման վրա, ներկւս հոդվածում դիտարկվում են չորս 

տիպի //»/»'/ '7'/’Z " '/ ո'1։ ՝•• / վ> ւււնկքւի անե րի սիստեմներ Լ“ քՕ, տարածու֊
P լան մեջ>Հորոնր -.անդի u ւսնա մ են որոշակի ի ֆ ե րեն g ի ալ սիստեմների 
լսէծտ.մներր: էեանկց ի անե րի 'W/2/ ոիէէտեմների օղնութ քամր, փակ տեսրսվ, 
լսւծվոէ-մ են ես անկ լան աչ tu/ի ակտն կորիդներով երկէէէ տիպի շար ր-հավա ս ա^ 
րումներ, որոնր հանդիպում են մ աթ եմ ա (J իկսւկան էիիք/իկս/չի րացմադան 
(սնէքիրներէէւմ. մասնավորապես աոաձդականութրսն տեսության իէսւոր խրն~ 
>քի րնե րտ մ ։
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ON SOME COMPLETE ORTHOGONAL SYSTEMS 
OF FUNCTIONS AND THEIR APPLICATION TO A 

SOLUTION OF TWO TYPES OF DUAL SERIES-EQUATIONS

S. M. MKHITARIAN

S u in in a r y

On the basis of some particular results of M. G. Krein presented 
In [1,2|, this paper deals with four types of complete orthogonal sy­
stems of functions in L՝ (0, ~) which are the solutions to certain differen­
tial systems. With the help of these systems of functions the dual se­
ries-equations with trigonometrical kernels (0. 1) and (0. 2) in a closed 
form are solved, encountered in the variety of problems of mathematical 
physics, in the mixed problems of the theory of elasticity in particular.
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КРУЧЕНИЕ КРУГЛЫХ СТЕРЖНЕЙ С РАДИАЛЬНЫМИ 
РАЗРЕЗАМИ

Решения задач круглых призматических стержней с произволь­
ными разрезами приводятся, вообще говоря, к бесконечным системам 
линейных уравнений или же к интегральным уравнениям Фредголь­
ма [1].

В данной статье на основе решения парных интегральных урав­
нений, связанных с функциями Лежандра Р_։+/. (сЬ х), приведенных 

н работе |2;, даются замкнутые решения для некоторых задач о кру­
чении круговых и секториальных призматических стержней с попереч­
ными сечениями, имеющими разрезы. Известно, что решение данной 
задачи сводится к определению функции напряжений при кручении с’, . 
которая в полярной системе (г, э) удовлетворяет уравнению

дг г дг 1 г оу 

и граничному условию
йг = о

где Г — контур сечения.
Следуя [1] и пользуясь преобразованием

г = 6е~<, £/(/, гД Ф(/, <?) Д-е՜2'
Л

решение задачи приводится к определению функции Ф(/, ®), удовлет­
воряющей уравнению

<?*Ф д:ф .. 
’Э^֊ = о

и граничному условию
<1’0, »)֊ у е՜2'' =0 (0.2

1. Рассмотрим кручение стержня с поперечным сечением в виде 
кругового сектора с размером (фиг. 1).

В силу симметрии области сечения ищем решение уравнения (0.1 
только в верхней половине области сечения (0 < а) (0 оо I. 
Граничные условия для функции Ф (/, <р) принимают вид
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(1.1)

(1.2)

(1.3)

Функцию Ф (/, <р) ищем в виде суммы интеграла и ряда Фурье

Ф (/, •=) = j [C(-z)shz<P />(z) chzf| sinztdz 
0

00
4- У sin a*?

k— ։
Jb где n = —•

Удовлетворив условиям (1.1) и (1.2), получим 

(1.4)

С (z) shz* 4֊ D(z) chza
b-z

-(4M

A^-^-u + t 1)1,11 
a a/.

(1.5)
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и функция напряжений Ь’(1, ~) примет вид

ио. ?)- ֊ ֊ ] (Г^Ь՜։1п^ -

1
51" — \ »
-----— I 4֊ ( £>(г) " 5|п‘^

$Ь Т / °
(1.6)

Удовлетворение условий (1.3) с учетом (1.5) приводит к парным ин­
тегральным уравнениям для определения /)(г)

/2(х) $1ги/</; = у е (0</</։)

(1.7)

г/?(х) с1Ьде 51п гГс/г = £ (О

где

«(О
Ь' Г С51П2/ 6՜
Т] (4-^)5Ьдт ’ Г/ 

о ,
(1.8)

Продифференцировав первое уравнение из (1.7) и введя обозначения

гз
У = ~ » (1.9)

„парные“ уравнения (1.7) приводим к виду

6՞ е (О < : < ч)

(1.10)
1“

^пугИу = Л (:,<;< О )

и

Пользуясь теперь известным результатом |2|, решение уравнений
(1.10) получим в виде

ь( «^) = “ “Цг՜ (т) ,ьУ"

։М
( , /р(сЬл)$Ьх</х X

о
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В частном случае, положив а =-у, из (1.11) и из (1.6) получим 

решение для задачи о кручении призматического стержня с сечением 
в виде полукруга с разрезом (фиг. 2). Когда а = п, получим решение 
задачи о кручении призматического стержня с круглым поперечным 
сечением с двумя продольными разрезами разных глубин (фиг. 3).

2. Рассмотрим теперь кручение круглого стержня с внутрен­
ними „п“ симметричными одинаковыми разрезами, идущими от центра. 

В силу симметрии профиля функцию Ф (/, о) ищем только п ой 

части сечения (фиг. 4). В этом случае граничные условия будут иметь 
вид

<?Ф 
д<?

Ф(/, ф)
1=0

с>Ф
Оо (0<?<?х)

Ф(С г)|т.о ^е՜21

(2.1)

(2.2)

(2.3)

где 1,\ — значение функции напряжения на внешнем контуре.
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Решение уравнения (Г) для этого случая ищем в виде 
••

Ф (С ?) — [С ().) -г- В(' ) сЬ ’>•?] з1п14^ 4-
о

о:
Н- у Ла- е՜®** СО5Я*¥+ А (2*4)

А-= 1

Удовлетворив условиям (2.1) и (2.2), получим

£)(>.) =-С(Х)сШд
(2.5)

л=о, л„=^+г/<,

и функция напряженния для этой задачи принимает вид
ос՜

1/(1. ?) =^(1-е-=') -Ь и„֊ уС(Х)СА^^։>пл(Л (2.6) 

п

Фиг. 1.

Удовлетворение условиям (2.3) с учетом (2.5) приводит к пар­
ным интегральным уравнениям для определения С (X)

'/■С (/■) fdl. О (0*0*01)

(2.7)
Д2 

СО) з\п/((Ь — Ло —-уе“2/ (/1<\/<ос)

Интегрируя первое из уравнений (2.7) по / в пределах от нуля до Л 
получим



Кручение круглых стержней с радиальными разрезами 27

С ('/■) сое t tf.li■ = Со (0 < / <3^ 
о

(2.8)
I *

I СО) с1к>-а 51П/7</л = А • - лу е-։< (^<С^<Сос)

где обозначено

^В: С„ = | С(>></>

п

Произведя замену переменных — с", г/ ту и пользуясь реше­
нием |2] уравнений (2.8), получим

= —11։ г~ тг
СДР (сЬх) зЬхс/х | - ֊

6! м - 3 ГсЬ - сь.

где

(2.П)

Постоянные Со и 6/0 определяются из (2.9) и теоремы Бредта.

В частном случае, когда п 1, т. е. а=п (фиг. 5), из (2.10) 
получим
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С (г) = 3՜ ■ z Ф2Т: Со ( ^-՛ . ./.- (chx)shx</x 1 —- ------
J ' J ’/chx-cht/

f P ,.4._ (chx)shxrfx C —
J J l chj/—chx)

(2.12)

Теорема Бредта в этом случае выражается уравнением

о
(2.13)

которое после использования выражения Ф (I, ?) принимает вид

J С(Х)<Л = 0 (2.14)

о

Отсюда очевидно, что Со = 0.
Разрешая уравнение (2.14) относительно £/0, получим

С'° = 2՜ MÏJ (2Лэ)

где

'Л(М = | ' th/.-jA I Р_, u (chx)shx^x l l)jft-
J J |/ ch? — chх

еж *

?î(^։) ~ i ÂthWA l P t/ (chx) shx</x i ——--------
v' • )'chf — chx" »1 л

Из найденного решения, положив /, — 0 (фиг. 6), для функции 
ф (/, у) получим выражение
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փ(/>?)=£ sin ztdz

которое приводится в работе [1] для задачи о кручении призматичес 
кого стержня с сечением в виде круга, разрезанного по радиусу до 
центра.

Аналогичным образом, положив п — ‘2, получим решение задачи о 
кручении стержня с центральным внутренним разрезом по диаметру 
(фиг. 7).

Автор выражает признательность Б. Л. Абрамяну за постановку 
задачи и ценные советы в ходе ее решения.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 11 П 197CI

H. . U'. 1|1|ՐՏՉ81Ո.

ՇԱՈ-ԱՎՂՍՅհՆ ‘ւՏ(։Վ1ա₽Ն|յՐ 111՚ՆհՑՈՈ. ԿԼՈՐ ձՈՂԵՐԻ Ո1.11ՐՈ1’11'Ը

Ա մ փ II էի ո I մ

Հ՝ երկայնական ճեղքեր ունեցող, կլո ր պրիզմատիկ ձո­
ղերի ոլորման իէնդիրր; Նաոտվղալին սիմետրիկ ճաք ունեցող սեկտորի և 
կենտրոնից սէլսվող հավասար ե րկա րու թ քամ բ սիմետրիկ ղասավորվտծ ճեղ­
քերով շրջանի տեսքեր ււլնեցող լաթէական կտրվածքներով պրիզմատիկ ձո­
ղերի ոլորման խնդիրնե րի համար, եոանկրոնաշ աւիական </< ունկցիս>ներ պա֊ 
րոճաէլցղ մ՛ զոլլղ X֊ ինւոեէլրուլ հավասարումների լուծ ,ււ։>նհրի ալն։։։ իէ լո։ մ ր 
արվում են էիակ լուծումներ;

TORSION OF CIRCULAR RODS WITH RADIAL SLITS

A M. MKRTCH1AN

S u in in ary

The problem of torsion of circular prismatic rods with longitudinal 
slits is considered.

Closed solutions for the torsion problem of prismatic rods with a 
transverse section as a sector with a symmetrical slit and as a circle 
with slits having equal lengths and beginning from the centre with the 
aid of the solutions of dual integral equations, involving trigonometric 
functions, are given.
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И 3 В Е С Т И Я А К А Д Е М И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

ХХШ, № 2. 1970 ՜ Механика

А. Г. БАГДОЕВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ 
СРЕДЫ ВБЛИЗИ КАУСТИКИ

1. Рассматривается задача о движении неоднородной сжимаемой 
жидкости под действием давления, заданного на ее поверхности в 
виде

Р(х, 0, О
х< VI

х > VI
(1.1)

где ось Ох выбрана по невозмущеннбй поверхности жидкости, V — ско­
рость фронта давления по поверхности, / — время с начала движения. 
Скорость звука в невозмущенной жидкости а (у) V при у у,-,, 
и 1у) !■' при у > у(). При этих условиях картина возмущенного дви­
жения дается фиг. 1. В линейной задаче уравнение фронта волны 
ДД, соответствующей возмущениям, созданным точкой Д;, имеет вид 11]

У
А 1‘ճ^И < 

о
(1.2)

</у 1 1
сг(//)р ’ '1՜ | а*  (у) V2

При постоянном /0 из (1.2) получает­
ся уравнение луча ОВС. Картина фрон­
тов волн, получаемая после достижения 
волной Д.Д линии у = у$, дастся лини­
ями АЕ и БЕ (1), причем БЕ есть фронт 
волны, отраженный от каустики у = у().

Уравнения БЕ и соответствующих лу­
чей будут

У: У

նէ° ՜ V | р V ’ н

/ - /, = ք - ք Ժց -
0 у,

(1.3)
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или

х И/ = И j \ч!у -г И \4ilf 

Ч ».

(1.4)

После введения координат л։. ylt

У*

I fr'(Q) v' >
_1_ 1 I МО)
а-(у) Й’

х։ = х — И/ И ;чЛ/

9
(1.5)

</։ = '/ — Ус

связанных с точкой Л, в окрестности отраженной от у у0 волны ВЕ, 
линейное решение примет вид |2)

Р I .
2r 1п 2

31п3 4!п2 
2г.

(1.6)

где вблизи у — у0 положено а (у) I '— аух. Постоянная 
решением для интенсивности АЕ по лучевой теории |3|

/1: дается

или в переменных (1.5)

_1_ 1_
gS(°) 1/7ÏPÏ

I НО)

аЦу) Г-՝

(1.7)

гсом — Ах ( — ух) 1 . Ах — Рх

1
а։(0) Иг 

2 
RV֊

V (L8)

Prç«W — Pj (1)

1 
R

а
V

1

11оскольку известно, что на отраженном от каустики фронте вол­
ны имеется логарифмическая особенность [3|, |4], с учетом асимпто­
тического решения вблизи линии у = у^ (1.6), можно предположить, 
что вблизи линии ВЕ н вдали от у = у выполняется соотношение

I Л

У»
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Л-Д---4
+ 4^ Т/ 2^-4- | /gg <3|п3 ! 51„2) (1.9)

Г аЦу) И2

где
V. у

<-<. = *-£֊  j ,^+ j i-rfj 

о Уи

(1.10)

или в переменных (1.5) при малых ;/։ у у0

Х։ 1,2 2
1- И И I R з(՜՜^^ (1.11)

причем из (1.9) получится (1.6).
Для устранения особенности в решении (1-9) вблизи В В можно 

применить метод замены в (1.9) линейной характеристики / /, const
через + у!. з, где 1/2.3= const есть уравнение одномерных вдоль луча 
нелинейных характеристик

1 7о 1 Р
<’s О (у) а (у) р (у)а-(у)

(1.12)

соответственно впереди и позади ударной волны В В [5], |6[.

а։—
О о Р*(у)а 5(у) •' Г-71 г-
одесь сг = ------ —— -“рг [7], причем для адиабатического уравпе- 

ния состояния с показателем п

»’ = —р (1.13)

В силу (1.3) для длины дуги б/х вдоль отраженного от у — уп луча 
можно найти 

поэтому (1.12) запишется в виде

а (у) !* ----------Дт + (1.15)
Г?У «(у) ?(у)а (у)

Подставляя в (1.15) (1.9), где заменено / — Л=У2.з, и интегрируя, 
можно найти

/ —G ^(У2.з)>1(у)- 

3 Изаеетня ЛИ АрмССР, Механика, №2
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где

1 1 1
а2(0) Р

«7
Яь

■4 (!/)=֊ 4

<ао. лР0±1п С
I ?(0)։пЗ 

________________ Ус

«’ (.(/) ? (.у) Г
(1у -ь у г. з (1.

1 1
сг (0) V

(у) а՛ (у) V'
9»

(1.

^(//2, з) = 1п |у?, з | — (31 п 3 г 51п 2) (1.

причем I — - у^,з на каустике.
Уравнение ударной волны дается (1.15), в котором следует за 

РР
менить Р на----- , где Р и Р(1— давления позади и впереди РЕ, по­

лучаемые по (1.9) с заменой / ֊ I, на уз. ?. Тогда на ударной волне 
ВЕ получится уравнение

ду 2

(1.19)
я

1 •»/' 1 1
' Г ’ к аа(0) И2 . . 4/ >

?(.у)а (у)|1-

Подставляя в левую часть (1.19) из (1.1.6), взятого

чения уа, то есть позади полны, можно найти

г (у,) = Д'
({у ау 2

для зна

(1.20)

Второе условие найдется приравниванием I — для ։;2 и г/3 
вид

и имеет

/'(уэ) А Уз = ^(.У?) (1.21)

Из (1.20'1, (1.21) видно, что можно полагать '-д и — постояв

ными, причем получится

Уз 1,. У՛:IА Уз , | п Уе/А
Л՜ 1п^Д’ д+д -у>1А (1.22)
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ИЛИ

М 2, 2&_2 = 1П
Уг
А

У?
А ' 2

А՜ (1.23)

птересно, что значения постоянных повторяют результат [8].

Таким образом, всюду, где линейное решение имеет логарифмическую 
особенность и позади волны имеет место сжатие, ударная волна опи­

вается приведенными выражениями.
Приведенный метод поэтому может быть применен к задаче оп- 

деления в нелинейной постановке окрестности отраженной от полу- 
остранства волны ВС, при наличии полного внутреннего отражения 
прической волны от границы полупространства [9], [10] фиг. 2.

Обозначая кривизну отраженной волны ВС в начальном положе­
нии через К2, вводя полярные координаты, можно найти [И]

//. = 1, 'Л —-----~ ) позади ВС

Р = /------- 1'2 (%-гФ М)’ , - (1.24)

впереди ВС

р = —-— -6)^Хс<)»ц|п(-.-/)}, I (1.25)

։ |х,|м.

•/ есть уравнение ВС в линейной задаче, с — начальная скорость 
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звука, К1 — } В = угол точки В соединения волны ВС и боко­

вой волны АВ, | ;.и0 дает коэффициент расхождения лучевой труб­
ки [4].

Заменяя в (1.24) и (1.25) характеристическую переменную ( — ~ 
через у. и —у2, подставляя полученные значения Р в уравнение ха­
рактеристик

с с ?ос։
(1.26)

и интегрируя при условии 5 = 0, у3 — I — ", У2 = Т /, можно получить 
уравнения характеристик впереди и позади волны ВС

Л -'0 с 
и

(1.27)

= л УТ (%֊

1 I *$1м ։

* Или кривизна гиперсферы с центром п М для неоднородной жидкости (4)

/-■= = -[ -1,А(2-1пу»).а + Уз (1.28) 
и ՛ ос 
о

Вводя обозначения
С*

Л г/։) = 1пу3 ֊ 2? (1) 2? “ 1п 2 ~ 1п V

(1.29)
Л’“/^Л' Л։>0 

о

и используя условие на ударном волне

<>« ______ 1 <, Р+Р»
05 2с р0 С2

где Р дается (1.24), а Ро—(1.25), можно получить из (1.30)

<?(/-֊*)  _ 1 Г(у8) г Г(у3) I 21п(/Г| —/^8)
С^5 2с 0 /о г‘

(1.30)

(1.31)

Подставляя (1.28) в (1.31), можно получить на ударной волне ВС

г (уа) Л,^- 4- (1-32)
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Отсюда видно, что можно полагать

1' ֊]£■=>,, ^7 = х՝ (1-33)
где \ и постоянны. Тогда из (1.32) и уравнения, получаемого при­
равниванием (1.27), (1.28), можно получить уравнения

24֊2ла = 1п-X, /, = /.,-2, л։>0 (1.34)

которые повторяют уравнения (1.23).
Из (1.27) и (1.28) видна зависимость / — - от у-ЛУг—Ул, 

.У1 ~ У-^> изображенная на фиг. 3. из которой видно, что области
впереди ВС соответствует ух -С Уз» области позади ВС соответст • 
вует Уу Уз՝ Скачок давления на ВС по (1.24), (1.25) имеет вид

' />-/>,=---------------1 2՜ (0<,֊0)*(сф  1пф, (135)

Строгое обоснование метода по существу дано в работе [6], где 
в качестве основного течения следует брать медленно меняющуюся 
часть решения, которая в первом порядке удовлетворяет линейным 
уравнениям. I огда для быстро меняющейся, логарифмической, части 
решения получится линейное решение, где произведена замена харак­
теристической переменной.

2. Для определения решения вблизи каустики в проводящей од­
нородной среде рассматривается плоская задача о движении тонкого 
тела с углом раствора 2/ в жидкости, находящейся в постоянном на­
чальном магнитном поле Во. В начальный момент ( = 0 тело занимает 
отрицательную полуось х и имеет скорость где с0 скорость ма­
гнитозвуковых волн, а далее движется с положительным ускорением 
по закону л- -’/(О» где В — вершина тела, / (/) > с0. В предположе­
ния, что магнитное поле Ва направлено по положительной оси х, урав­
нения движения в линейной задаче запишутся в виде [12], |3]
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■ ■ ■ ■ -------- --------=-- —----------■_ _2 - ----------------- -- - —--------— •

М=<Ь До — (’г֊а|Й 4-ф}(т«֊а6;1) - <&*& (2.1)

- д . д , д 2 В?.
где введены обозначения - = •֊ , =֊ —, а։ =------, при-

01 Ох Оу 4^0 г
чем ?0, ап— начальные плотность и скорость звука, и в качестве •? 
можно взять давление Р, скорости частиц. V.,, и,, или напряженности 
возмущенного магнитного поля Рл В()(1 />,), Ву • Л’о6,.,. Решение 
(2.1) в виде плоских волн е> = е՜'՜"1' дает уравнение поверхно­
сти нормалей

I (»’ ?֊’) (о’ + а? а5а)։г) = 0 (2.2)

Уравнение лучёй, вдоль которых движется волна АВ (фиг. 4), 
имеет вид

</3
</а

-г — / Оо) =----- 75---------(* М

«а

<1^ /о)
(Ь

(2.3)

1

При / '(/)^>0 лучи (2.3) имеют огибающую, называемую каустикой, 
уравнение которой получается из (2.3), к которому добавится условие 

0 = 1 н
Г(Ц
Г(^о)

(2.4)

Граничные условия на поверхности тела у = г (х, /) имеют вид

(х, 0, 0 =/' (/) ~ (2.5)

Фиг. 4.

В дальнейшем исследуется окрестность точки А пересечения волны 
АВ с каустикой О А, на которую влияет только малая окрестность
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першины В, для которой х = / (/). Тогда из линеаризованных уравне­

ний [3} — ^”~г՜ и условия обращения на теле в нуль нормальной

компоненты магнитного поля Ьу В? можно получить условие (2.5).

Для определения решения всюду следует учесть конечную электро­
проводность среды. Вводя преобразование Лапласа по / для и
полагая 

й •
I (44- ) (1х (2.6)

из линеаризованных уравнений [3] для соответствующих значений Ьх, 
можно получить

С< 

г>+
 

+
г* 

»«5
*

։• 
»•

1 
1

։• 
<•

II 
1!

М 
л-с

где >1 равно отношению квадрата скорости света к электропровод­
ности.

Считая тело непроводящим, для напряженностей магнитного поля 
н нем можно полагать [3]

/ к -д1. &1. 1 П
61х ~ дх’ '19 “ Оу ’ дх9 + ду*  “ °

(2.8)

-= ։ е/-х֊<и|п|у7<А (у<о).

Приведённое выражение верно в случае, когда непроводящее тело за­
нимает полуплоскость, что имеет место в задаче о движении непро­
водящего тонкого полутела по границе, отделяющей проводяющую 
жидкость от непроводящего нижнего полупространства.

/ <2 . ^2 __ (2 (2
Поскольку [3] р. а I 4՜ _!--------------- , учитывая толщину гра-

— «о га-7։<о
I /

ничного слоя '■՝-'[/ — , можно предыдущие рассуждения применять 

и для вышеуказанной задачи при условии, что толщина тела значи- 
7

тельно превосходит | —— , то есть всюду, кроме окрестности острия.
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Тогда условие непрерывности Ьх, Ь., при у 0 [13] можно запи­

сать для величин Ьх, соответствующих преобразованным согласно 
(2.6) значениям Ьх, Ь,, (для г»у это А ֊֊ В), в виде

6։.= /֊1-Лу (2.9)

Согласно (2.5) вблизи волны можно найти граничное условие для пре­
образования Лапласа от Ъу

։-֊/<» Я

где / — Л’(х) есть функция, обратная к х /(/). Тогда из (2.6), (2.7) 
и (2.9) получится с помощью преобразования Фурье

1 С ) о г4 + В = 77 ] —։— /' <4 £՜ с (1' (2Л0)
—/х

+ /|*|)  =В0,-ММ)
<•>- - / ֊■; I - I и)3-}- 3;)

Учитывая |12], что ~ при ՛/, -О, из (2.10) можно найти, что 
I ՛.

ВО при •/;-•() и для /1 получится значение

*
1 Г е-»^(0֊^։- дг4 = 4г) ֊г՜ < * <2Й1>

которое получается использованием одного условия (2.5). Оконча­
тельно

= (2.12)

— <» —

Вычисляя (2.12) по методу перевала, можно получить параметры фрон­
та волны АВ, однако вблизи точки А на каустике полученное таким 
образом решение не имеет места. Полагая

^о = ’о(^֊^)4֊^Н֊/;'(ч) (2.13)

где ?0, удовлетворяют уравнениям

«о=Р'(ч) (2.Ы)

—^—=° <2՛15)
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Функцию 2 можно представить в виде

2 = 2,4֊ (х-;14-?'4,)(з֊-з0)~А^!1Е <г + 

(2.16)
4- 1—А— (з - , V 3

где введено обозначение

К՜ /•"'(:,) 11 ИР (Л17>

Тогда (2.12) запишется через функцию Эйри

Из (2.18) видно, что и окрестности .4 решение определяется перемен­
ными

*։ = Ъ (х — - Г(:։) — I

Уг =
х~ Ч — У(^У

(2.19>

причем для больших »՛>, то есть 
порядки малости величин

вблизи фронта волны, имеют место

уе (2.20)

и в переменных л՛,, //,. ( движение установившееся, причем производ­
ные по хх значительно превосходя- производные по »/,. Оставляя в 
нелинейных ураппениях магнитной газодинамики [12] малые второго 
порядка, можно найти

".Ьх । <5иу = — 2

•бу 2
аЭ

1 "
•V.- ֊Л/’ 

• «ч
_1. 
р?‘и

Рдр

Лг1

1
1 - а[ а’

(2.21)
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■>
1 : р , : . х Я1 1 р &

՝■.■• — а։ (’-А- ՝А) — ~Г — 2 .; ‘ а
'о а(| Iх 1 — о։ я <'Хх

'Р 4- Роа." 4֊ Роа,’, = — 2а0 —Р~
Роао -Х1

и=1-а;(։Ч?г)

Индексы при а и [> отброшены.
р

Уравнение состояния приближенно взято в виде а а,, 4 (а0 — 1) ----- >
Роао

а правые части (2.21) получены из нелинейных слагаемых в уравне­
ниях, в которые подставлены характеристические соотношения, со­
ответствующие производным по л՛] в левых частях (2.21)

о,=АаЛ „^к^р։ ь, ֊-^֊р. 1>,=-1’Ар (2.22)

Ро Ро Н ?о Iх Ро ։х

Решая (2.21) относительно находящихся в их левых частях, мож­
но получить уравнение

4«р=д1(р^) (2-23)

где получается из правых частей (2.21) с использованием (2.22) в 
следующем виде:

А- = 3 («. + 1 + _2_ «„ |, (2.24)

?0 11 РоО<>
<5х’

Координаты точки /1, которые даются (2.3), (2.4), можно обозначить 
через х0, у0. Тогда имеет место по (2.19)

Л1 - а (х - х0) 4- 8 (у — у»)
(2.25)

V 2՜

где « и 3 определяются не ио (2.14), (2.15), а по (2.3), (2.4). Тогда, 
используя (2.2), можно приближенно найти

/ 2\» ^2.
( 7? ) ' /у1

△о= -֊ъ---------УЛ < 2 4- о'՛ а= 4*  а? «4 + <=; г2) ‘ т +



Определение параметров движения среды вблизи каустики 43

+ {- (1 - а; (I а՜'7*')  а; — 4-<—а, -ь

(2.26)

где использовано (2.3), (2.4) для определения причем

1 ’ б/а

* “ '<• = /'(^) ’ /о " Г(’։)
<ь-

д? <$ 1 <Г~Ъ 1
(Н (IV. R </а2 б/р 0

7. — — 8

(2.27)

'1 о же значение (2.26) получится при использовании (2.19), (2.14).
(2.15), где отличны от пуля производные 3 не по /, а по у.

Из соотношения (2.2) можно получить равенство

# 1 ֊ а*  а\ (/*+  З2)2
(к ~ * ֊ ) (2.28)

дифференцируя которое, после подстановки в (2.26), можно показать 
д'

совпадение множителей при б/. —— и -— —$—. 1 огда уравнение 
дх. их] ()у\

(2.23) с помощью уравнений (2.24) и (2.26) запишется в виде

&Р ___ &Р___  (? / дР\
' с/х՜ ву\ = Л°с^ \ ^-1) (2.29)

где

.4 0 -
. 2 С" О 2 2 । - » - О'*  \ •'(«о /- ֊ 2 а0 г- + а, X- а,

Полагая из (2.29), после трехкратного интегрирования по

л'։, можно найти в основном порядке

и՝’о__ ______Д ___1_____ ■— —
• ‘у ° (,х} ах:

(2.30)

Из (2.3) и (2.4) можно найти кривизну каустики
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1
^\2р

к- R (2.31)

В случае непроводящей жидкости л։ 0, тогда для и //։ 
гея соотношения

получа-

. 2а° 1
Ао =-------- 7,-------------— • У1 =

?о<> (2*Р

- *о)  У ֊ (у֊ #о) а 

/ 1 \5
(2.32)

и (2.30) перепишется в виде

’о 2 - 0. у = (2<-) \у։ (2.33)

Уравнение (2.33), описывающее нелинейное решение вблизи кау­
стики для однородной непроводящей жидкости, получено в [14] и для 
несколько другой задачи независимо в [3], [2], 115]. Следует отметить, 
что, ввиду наличия некоторых опечаток и обилия обозначений, не со­
всем ясны порядки параметров в [14], хотя окончательные уравнения 
после перехода в них к исходным переменным и порядок давления 
правильны. Автор благодарит Ю. Л. Жилина за пенную информацию.

3. Далее рассматривается плоская задача движения проводящей 
жидкости под действием давления (1.1). Постановка и решение плос­
кой задачи даны в [3]. Вблизи фронта волны (фиг. 1) давление
имеет вид 

Р ֊ Ко ----------- Н--- (1х (11
{х — х -+-

(3.1)

где
а[ 3՜՜' —р;Рг) _ Л (* ’

1 — я2 а*  — г'аЗа՜
13]

Параметр л находится из уравнения

а (х - х) -г ₽ (а) у = I - С (3.2)

а для ? («) имеет место (2.2). Учитывая соотношение

<>У
(3.3)

вблизи фронта волны /1Д,, где л л -г У у ~ 0 [3], можно оставлять 
только второе слагаемое числителя в правой части (3.3) и по (3.1) 
будем иметь
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р ке^СС^. (3.4)
ф/ 3; р * * -?ч 

с

Определяя а0 из равенства 

* — х (ъ)у = 0 . (3.5)

и представляя (3.2) в виде ряда по степеням (*  — а0)> можно найти

а —а0 = /| —2----- | 1-Г-а0(х-х) 80У (3.6)
Г - В У

Тогда, записывая приближенно

х — У-Ь $у = У()у (а - а0) (3.7)

из (3.4) можно найти

Р = Ие~ С А֊----  (1Х-И’ (3-8)
дУ I 23^ Н֊Г-Мх *')-  /оУ

С

Фронт волны А^В. представляет огибающую возмущений, созданных 
на поверхности у 0, и имеет уравнение

М*  7?(/0) } --■?(*»)#  = („
(3.9)

«1 = “куу • *—А> ('<>) + Р' (3^ у ~ 0

В точке В„ соединения А^ с фронтом дифракционной волны В0С0 

имеет место /0 0, а։ — , к = R' (0) [3].

Тогда из (3.9) можно найти

I ^'(0) л .. о,/ 1 А>"(0)
а1 — у у-2 *0»  X 4՜ Н ( у \У »/4>г» 1 - 1 4 Г՛ у уз

(3.10)
Отсюда для /ф можно найти

/ х ՛ ( 1 \ (*  -*՜  ?У^ П1П
и = у՜ ‘'{у )У~ 2Р------- ~г-------- (ЗЛ

Вводя в (3.8) вместо (' переменную ; по формуле 

г-/(.г) = ; (3.12)

где I -= / (х) функция, обратная х =/?(/), можно представить под­
коренное выражение в (3.8) в виде

1 / 1 \1 — I -I 2՜ -уз — — ?'(у)У
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что в силу (3.5), записанного в виде

(3.14)՝

и (3.11). можно записать следующим образом:

( — (' — *0 (л- — х) — %у = / — /ф 4- Ку V
2֊/у \

(3.15)

В области позади дифракционной 
грирования по ; и х' берутся от нуля 

волны С7?0С0 пределы Инте­
ле значения, обращающего в

нуль (3.15) [11]. Взяв непрерывную часть в (3,8) за знак интеграла и
(П.\, вычисляя интеграл по ? учетом

получить в области за

, из (3.8) и (3.15) можно

где г* определится из условия обращения н нуль (3.15) в виде

< = ֊----- ^-т! /֊/4 ֊—(3.17}

г Г г

или. вычисляя интеграл,

1® I ' > / , I
I. I £ф -Г 23"ц г

р — — (Нс '•//) —аге Ь* ------------------------—~---------- (3.18)՛
|/ г ~ Х — ^У

| г | ֊֊ 2$'у

Вводя уравнение дифракционной волны*  |12]

аз*  + '։Ч«з)0 ֊ Лшфр 
(3.19)՝ 

х 4- 0' (?3) у - 0

и записывая приближенно

Кривизна гиперсферы с центром и точке {.г, у, /) [4]. вычисленная п начальной 
точке луча, равная взятом с обратным знаком кривизне волны (3.19), находится в- 

1 («?*  - М3 виде Л. = —-----------------г,
^/(’3 1
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Gn.jr=7 ? (у )у 4֊ (х 4 Уу) ( *3 ֊ у 

* При произвольном <(Л, заменяя и |11) параметры, »ходящие п гипергеометри- 
чеекме функции и соответствия е (3.20), можно найти, что решение [111 верно для 
произвольного гиперболического постоянного оператора.

с помощью (3.11) получится 

f днфр — f 1՛
(X [i'yY 

^'yr
а; к. ֊֊

/ У
W-W-

(* 9֊Ж?
(3.20)

где £<,֊ кривизна АВ в начальной точке луча t /0. причем (3.18) 
запишется в виде

D D /Р, I֊«!’3 --fl;62 \ |z г |2 I /--М —Р(а3)У
!|Г = 1<е I-------------------- :-------------- — I arc tg . i Г

1 ֊ а“а; ֊А

(3.21) 
Для непроводящей среды (3.21) получено в 116|.

В области между волнами Дй50 и В^С^ будут действительными 
оба корня г’ . причем г’ соответствует знаку „ “ перед радикалом 
в (3.17).

Интегрируя в (3.16) от г*  до г՝, можно найти, что давление в
р

указанной области совпадет с давлением на z40/?0, равным —4г • В об- 
I г

щем случае произвольной волны AQBQ в качестве г в (3.21) следует 
брать отношение полных кривизн в начальной и данной точке 
луча. Приведенным методом можно исследовать также решение в ок­
рестности точки соединения произвольной волны с дифракционной 
(111 в проводящей жидкости*.  Из решения (3.21) видно, что удобно 
ввести переменные в окрестности Bz.

^ = «։֊-+?։f-l. (3.22)

р
Пусть f мало. Тогда из (3-21)

Мо

֊4-7. «։~7» Г~1 (3.23)

Ми

Переходя в (2.21) к переменным (3.22), подобно (2.23), (2.24) можно 
получить приближенные уравнения

/ дР\ Ь„Р=.^Р  ̂ (3.24)

где Ао дается (2.1), а Д։ — (2.24), деленными на /։. Вычисление До дает 
приближенное выражение
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2р д1 2р ср р д’ 5р д’ 
дх\ “ дх*  д1 ё Р ~Ц~ (3.25)

где обозначено р = 2 (^ 4֊ “] ) (*з  *з  ). .7։ = ( у ~ ?а ) |/ — -{-

и использованы равенство (2.28) и равенство, получаемое приравнива- 
д* д’ _

нием множителей при —у и —т----яг в (2.26). Тогда (3.24) с учетом
<4 дх\ ду\

(3.25) и (2.24), деленном на Р, запишется в виде 

д'Р 2р д'Р 2 (РР р , д*Р  5
дх] /’ дх։‘д/ £3 дх\ду\ Р дх\ Р

(3.26)
_ А & / р^Р \ 

М?7։ дх^ \ дх։/

где
2 и 83

А = а? а’ —-------- + 2»° {1 ֊ а; > <3֊27>
1 — а։ (։3 т ?3 )

Используя равенство

и вводя функцию по формуле

о . ֊Р՜ (3.29>

(3.26) можно записать в виде

/ г \ 1 дс 1 д-
<>х\ \ 2р дх։ / ՛ 2 дху 2 ву\

(3.30),.

Вводя переменные

4- = ՛-. - ^— = у. ? = фф

А ./>։. 211
V 1՛ 2?

(3.30) можно переписать в виде

д։Ф / дФ , \ 1 дФ 1 д®Ф
д/до՜ ’ 7^ \ до ֊ °) т 2 (/о 2֊дГ3"

что совпадает с уравнением коротких волн для однородной непроводя­
щей жидкости [17]. Тогда решения, полученные для этого случая 
[181, [19], верны и для вышеуказанной задачи.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 23 IV 1969՛
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IL- Դ. ՐԱԳԴՈԵՎ

ՄԻՋԱՎԱՅՐ!» ՇԱՐԺՄԱՆ ՊԱՐԱՍԷՐՆԵՐ!« ՈՐՈՇՈՒՄՐ ԿԱՈԻՍՏԻԿԱՅԻ IMS

Ա մ ։|ւ n փ ում

Դի ւու։։րկվէէէ ։! Լ անհամա ։։1։ո հէք ։լէս կէէէ ։1 հար։/ած ս։/ին ,սւիփի թաէիանէք֊ 
ման իւնւլիրր, երր էւաո ա ւլա / ի!ն և րն ունեն ս/արա.րիշ , "րր անւ[անուէ1 են կա- 
սւսաիկա ե որի վրա դծալին լուծում ր անւքհրշ Լ; // տ ա ։/ ։յ ..»։) Է էլծաէին իէրն֊ 
7/'/' լուծումը Լամ ա լական ալիքի համար /ւււ^էէք սա։ ի և ^/,ս/</՚,7/' ՞փպեր֊ 
երկրաչափական 'ի ան կ՛քի ա I ի աես րով։ II լա շված են պ ա ր ամե ։։։ րն ե լ՛ի կարզե- 
րը ե ււաաւլված են ս/արրլե էրիսծ ոշ-րլծալին հա ։քա ։։ ա րա մն եր ր կ ա ա ս ա ի կա /ի 
շրջակա ւքում ։ 11.նղրագա րձա է/ ալիքի մ։ա։, էլծափն լուծումն անի րււլարիիյ֊ 
մ ական անւ[հ րգ ա իք լուն ր, որր ւքե րացվում Լ՝ րլծալին ի։ ա ր ակահ ր ի ս տ իկան 
ոչ -ւլծա ւինոէք փսիւարինմ ան մեթ •• •]'։ւյ՛;

DETERMINATION OF MEDIUM PARAMETERS 
NEAR CAUSTIC

A. G. BAGDOEV

S u m ni ary

The problem of converging rays of the wave front in a nonhomo- 
genuous medium for a nonlinear case is considered. The singularity of 
the linear solution is improved and the equations of nonlinear motion 
of an electroconducting fluid are obtained.
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Р. Н. ОВАКИМЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ КОАКСИАЛЬНЫХ ТОКОНЕСУЩИХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Одним из интересных аспектов к развитии новой техники с ис­
пользованием сильных магнитных полей и сверхпроводимости является 
осуществление безконтактных опор или подвесов типа „магнитный под­
шипник“ [1]. В этих устройствах устраняется непосредственный кон­
такт между элементами конструкция, и передача механической энер­
гии осуществляется через объем, заполненный магнитным полем. Сило­
вые линии магнитного поля выполняют здесь роль „подушки“, если 
элементы покоятся, или, дополнительно и роль „смазки“, если осуще­
ствляется взаимное перемещение элементов конструкции.

В этой связи представляет интерес рассмотрение задач по устой­
чивости системы упругих токонесущих поверхностей, разделенных маг­
нитным полем, при их взаимном перемещении и. в частности, вращении.

В данной работе исследуется устойчивость двух коаксиальных 
цилиндрических токонесущих оболочек бесконечной длины к малым 
радиальным возмущениям, причем одна из оболочек вращается отно­
сительно другой с постоянной угловой скоростью ’2<։. Оболочки изго­
товлены из сверхпроводящего материала.

Выберем цилиндрическую систему координат х, г (е..

ег - единичные орты-векторы), совместил полярную ось х с коаксиаль­
ной осью оболочек ((риг. 1). Обозначим срединный радиус внутренней 
оболочки через /\'։, наружной оболочки—через /ч’.ъ толщины оболочек
принимаем одинаковыми и равными Л. 
Устойчивость системы рассматривается 
для двух случаев направления постоян­
ного тока силы /, текущего по поверх­
ности:

1. вдоль образующей оболочки;
'2. по винтовой линии (типа ци­

линдрического соленоида).
В обоих случаях величина силы 

тока / одинакова как для внутренней, так и наружной оболочек, и от­
личается взаимно противоположным направлением. Учитывая послед­
нее обстоятельство, магнитное поле будет отличным от нуля лишь в 
коаксиальном зазоре.
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В стационарном состоянии напряженность магнитного поля /70 
определяется уравнениями Максвелла

rot/70 = 0 (1)

div Д = О (2)

В общем случае в системе единиц СИ вектор магнитной индук- 
—> —»

ции Ь’ = PHo /7, где относительная магнитная проницаемость, - 
— cons/ — магнитная проницаемость вакуума. Для обычных метал­
лических проводников <1 = 1 и поэтому

в* = (3)

Индексом 1 обозначим все величины, относящиеся к внутренней обо­
лочке, а индексом 2 — к наружной оболочке. 

—♦
Случаи 1. Пусть ток / течет по оболочке 1 вдоль оси х, а по 

оболочке 2 в противоположном направлении. В этом случае на ос­
новании уравнений (1)—(3)

«. = ֊-^7* (4)

при /С-—2֊ -> г -> 4—В дальнейшем величиной по срав-

нению с единицей на основании технической теории оболочек будем 
пренебрегать.

В общем случае на сверхпроводящую поверхность действует 
„магнитное давление“ [2], равное для оболочки 1

Р\ -=
(/7-В) - 
֊Г՜ (5)

(магнитное поле расположено вне оболочки 1), а для оболочки 2 

> (//•£) -
Рг 9 >1г (о)

(магнитное поле расположено внутри оболочки 2).

В этих выражениях п вектор нормали к поверхности оболочки, 

равный в невозмущенном состоянии для двух оболочек: п։1-е,. Следо­
вательно, „давление" на основании уравнений (4) (6) будет радиальным
и рапным:
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для оболочки 1

для оболочки 2
Ря = Ь^8^Ге'

(7)

(8)

Пусть теперь поверхности оболочек получают радиальные осе­
симметричные возмущения малой величины, которые ищем в виде 
бегущих волн вдоль оси х: 
для оболочки 1

Г _ Г /т— ■’01е ( '“
для оболочки 2

:2 = Сив?*'—'1 (Ю)
где :01, "да амплитуды колебаний, «> — круговая частота, к -волно­
вое число.

Уравнение возмущенной поверхности оболочек задается в явной 
форме

Г/1 = ^,4-:я (11)

где г„ текущий радиус оболочки (п = 1, 2).
Как известно, в случае задания поверхности уравнением вида 

(11), нормаль к поверхности равна

где дГл 
р" - дх '

Пренебрегая по малости членами второго порядка к'-„ по сравнению с 
единицей, что дает /У„^1, получим для нормали следующее выраже­
ние:

пп = 7кхея^ег О 2)

Напряженность магнитного поля в возмущенном состоянии ищем 
в виде

н ~ н0 к Л (13)

где /? — возмущение напряженности магнитного поля, которое пред- 
«•

полагается малым по сравнению с /70. Составляющие Л также пред­
ставляются соответственно - в виде

Л, ... Ь; =Л(г)/{“՜“"’; Л, =А(г)е'’“’-“') (14)
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Уравнения Максвелла в возмущенном состоянии с учетом выра­
жения (13) и уравнений Максвелла в стационарном состоянии (1), (2) 
будут следующими:

rot А = S° at

.г dhrotA- (15)

div Л = О

где Е напряженность индуцированного электрического поля (в ста­
ционарном состоянии электрическое поле в коаксиальном зазоре равно 
нулю), :0 const электрическая проницаемость вакуума, а относитель­
ная электрическая проницаемость, как и магнитная, принимается рав­
ной единице (е =-- 1).

В случае квазистационарности электромагнитного поля вне сверх­
проводящих оболочек с учетом малой величины скорости распростра-

19
нения возмущений по сравнению со скоростью света, ранной в

1
вакууме с ----- —=■•. так что

I Vo
(О2

(16)

распределением возмущений магнитного поля в каждый момент вре­
мени можно описывать уравнениями статического поля '2]

rot А = 0, divA = 0 (17)

Действительно, рассматривая систему уравнений (15), получим,

-что левая и правая части уравнения rote — — пропорциональны

- 
между собой: к Е'■՝՝■ А, а в уравнении rotA левая часть ~АА

на основании соотношения (16.) велика по сравнению с правой частью 
-.‘--А: АА»-.Т.,-АА.

кс~ к՝с՜

Так как возмущения А (14) от координаты о нс зависят, то из 
уравнений (17) следует

_1^(гЛу) = 0> ^=0 (18)
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= ц_±А(г/1г)=го (19)
дг дх ’ дх г дг ' ՝ '

->
После подстановки соответствующих выражений составляющих /? 

(14) в уравнения (18) и (19) и совместного решения получаем

А= = 0 (20)

и
- 7՜ -^Г՜ — к'!г И = 0 (21)

причем

/,« -4-4;— (22)

Из равенства (20) можно заключить, что при осесимметричных 
радиальных колебаниях оболочек возмущения напряженности в окруж­
ном направлении всегда равны нулю.

Решение уравнения (21) выражается посредством функций Бесселя 
чисто мнимого аргумента нулевого порядка

/1(г) = С1/0(4т)4-СиА;(Ь) (23)

где С\ и Со неизвестные постоянные, определяемые из граничных 
условий, составляемых из требования касательности магнитных силовых 
линий к сверхпроводящей поверхности оболочек [2|

. -
п/У-0 (24)

Подставляя в условие (24) выражения нормали (12), магнитного 
поля на поверхности возмущенной оболочки (стационарное магнитное 
иоле при гп — R,, -|- Сп (11) и магнитное поле возмущения (14)) с уче­
том выражений (23) и (24) и пренебрегая по малости величиной к՜.. по 
сравнению с единицей, получим следующую систему линейных одно­
родных уравнений:

с1Д(^)֊с.Л(^1) = о
СЛ (АА<.) ֊ С,КХ (Щ) О

где /։ ( ), А\ ( ) функции Бесселя чисто мнимого аргумента первого 
порядка. В данном случае следует принять = С2 = 0. Тогда

Л,=ЛГ=О (25)

Таким образом, на основании (20), (25) магнитное поле в возму­
щенном состоянии определяется по формуле стационарного состояния 
(4) :։ коаксиальном зазоре при А\ 4֊ С. г <• А”, — и.

„Магнитное давление“, действующее на возмущенную оболочку 1, 
определяется по формуле (5) и равно
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Р\ Ио

Учитывая выражение (7) и пренебрегая по малости членами вто­
рого порядка последнему соотношению придадим вид

Р1 = Рп^'х е* ~ ( 1 - ^)^е' <26)

„Магнитное давление", действующее на оболочку 2, с учетом вы­
ражения (8) соответственно равно

Из выражений (26), (27) следует, что в отличие от давления в 
стационарном состоянии (7), (8) на поверхности оболочек действует 
дополнительное „давление" в осевом направлении.

Величина возмущения „магнитного давления" А/?„ на поверхности 
оболочек является разностью давлений в возмущенном и невозмущен­
ном состояниях, равной:

для оболочки I
ДР = Р>о^ ^7 е.» 4֊ е, ) (28)

для оболочки 2

АРг ’ — Рю + дг՜) <29>

Из вида выражений (28), (29) можно заключить, что „магнитные 
давления", действующие на оболочку, не зависят при малых возмуще­
ниях друг от друга, т. е. действуют как бы независимо при осевом 
направлении токов.

Отметим, что при вращении оболочки появляется составляющая 
тока в радиальном направлении, величиной которой вполне можно 
пренебречь вследствие малой толщины оболочки, тем более изготов- 
ленной из сверхпроводящего материала.

Если считать неподвижной внутреннюю оболочку 1, то уравнения 
устойчивости движения оболочки бесконечной длины без учета сил 
тяжести будут иметь следующий вид (3]:

с/х֊ 1 R, дх ~ £Л Рхх (30)

V ди, R֊ 1-Г / \
77 12 лг & - -£7Г (Др1г г'л 77)

где ип (х, /) тангенциальное продольное перемещение, причем ип

так что инерционный член ■> 0, Е модуль упругости, V — коэф­

фициент Пуассона, р — плотность материала.
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После подстановки составляющих (28) и возмущения 1։ (9) в 
уравнения (30) и решения этой системы, получим следующее харак­
теристическое уравнение, совпадающее с результатом [5]:

и։՜
24֊> (31)

где

- ± 
— ук

ЕЛ 
/?;

квадрат частоты собственных осесимметричных колебаний оболочки, 
ЕЛ3 

12(1—0* - цилиндрическая жесткость.

Условием устойчивости первоначальной формы поверхности обо­
лочки является выполнение неравенства

2֊Н
укЕг Ри> (32)

что является условием отсутствия мнимой части в выражении частоты 
колебаний <•> (31). ’^нак равенства соответствует критическому „дав­
лению" магнитного поля.

Для вращающейся с постоянной угловой скоростью &0 оболочки
2 система уравнений устойчивости будет следующей:

д-ц. * _ 1— V
дх* 4 Е, дх ~ ЕЬ Р2'

V ди. /։• а1:, , 1» _ 1— V- /л ,о2г ! о֊ч2\ /ооч/?։ дх ' 12 дх* Л? “ £Л ( Р2' !'Л2° ՝г 'Л Я*) 33

После подстановки в систему (33) выражений составляющих Д/>. 
(29) и возмущения 4. (10), получим характеристическое уравнение

4 ч (34)

В неподвижном состоянии (Ц> = 0) оболочка 2, как следует из 
выражения (34), будет абсолютно устойчивой.

Выпишем условие сохранения устойчивости вращающейся обо­
лочки 2

- 9 4- у ,
25 Ж՜ № <35)

„Магнитное давление" на оболочку 1 оказывает дестабилизирующее 
действие (32), а на оболочку 2 стабилизирующее (35).

В случае вращения внутренней оболочки (при абсолютной устой­
чивости наружной оболочки) условием устойчивости будет

2 -г о2
рлл, /'10 + 2°
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С л у ч а й 2. Постоянный ток силы У циркулирует по винтовой 
линии — по поверхности внутренней оболочки в положительном направ­
лении ф, а по поверхности наружной оболочки в противоположном 
направлении (фиг. 2.)

Фиг. 2.

На единицу длины каждой из оболочек пусть приходится п0 вит­
ков проводника, намотанных так плотно, что каждый виток можно за­
менить кольцеобразным током той же силы. Тогда |4] на поверхности 
оболочек циркулирует равномерно распределенный поверхностный ток 
плотности

1'о~ по] е- Для оболочки 1 

и

ет ЛАЯ оболочки 2

Магнитное поле коаксиального соленоида отлично от нуля лишь 

в коаксиальном зазоре -֊ г , однородно и равно в

стационарном состоянии

- да (36)

„Магнитное давление“ определяется по формулам (5), (6): 
для оболочки 1

Рю= - Р<,ег (37)
для оболочки 2

Рм = Ро «г (38)

где ^=р0^_. 

—♦
Возмущения магнитного поля Л (14) также описываются уравне­

ниями статического поля (17), при совместном решении которых ранее 
было получено Л, 0 (20), а для составляющих Лл и Лг — выражения 
(23), (22). Неизвестные постоянные и С2 определяются из гранич­
ного условия (24), которое в данном случае с учетом выражения (36) 
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и пренебрежением квадратом величины возмущения запишется в 
следующем виде:
для оболочки 1

(*/?,) ֊ С2К> (к/Ц = - ^01Н0 (39)
для оболочки 2

С։А (/;/?,) - ак. (А/<) = -ЗД (40)

Решая систему линейных неоднородных уравнений (39), (40) относи­
тельно С\ и Со, получим

£ — ч01М (ХА2) ~ ЧТ£^1 (А՞ Ад)

■чп zi V а Ам >-4)2'1 * А ։ ) J i l

где Л - A (kRJ Х\ (4А։) - А (W А, ( АА2).
Подставляя значения С։ и С„ в выражение (23), с учетом (14) 

получим

Â. I (ç,a; (wy - -Хх (щ>) /,(kr) (ад (i/?2) 

КДкг) 1-Ц^7, (41)

а по соотношению (22)

■ -1 [ ( х։А-, (И?,) - :х, ( к R, ) ) 4 [кг) (ад (kR։) -

(42)

Составляющие напряженности магнитного поля возмущения на 
поверхности оболочек будут: 
для оболочки 1

(43)

где \ = A, (A-AA) К) (kR,) А 

hr -•= ikH^t er (44)

для оболочки 2

(45)

где X = 4 (kR..) К, (kR.) /, (kR.) А'о (<•/?«)

h, = ikH^, l (46)
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В выражениях (43), (45) использовано соотношение

/р (х) (х) 4- Ко (х) Ц (х) -֊

Величина возмущения “магнитного давления“ Д/л> на поверхности 
оболочек при пренебрежении по малости членами второго порядка Кя' 
и с учетом выражений (37), (38) равна: 
на оболочке 1

Л(^«. - е, (47)

на оболочке 2

Ьр,= ֊ Мч)ё, (4»)

Для внутренней неподвижной оболочки и наружной, вращающейся 
с угловой скоростью 20, уравнения устойчивости подобны системам 
(30) и (33) и различаются значениями давлений Д/л и Д/л. Сведем 
системы (30), (33) с учетом выражений (47), (48) к одной системе урав­
нений относительно возмущений С, и

<2?-
у/։ Д R.,

2крс
(49)

:, = о

Приравнивая определитель системы (49) пулю, получим биква՝ 
дратное уравнение относительно круговой частоты и>:

□;4-В- '2֊— д 4- 
рлд \

______ ,/А \_ 
2*/?, /

֊

Данная система оболочек будет устойчивой к малым возмуще­
ниям :'.ч при условии отсутствия мнимой части в выражении всех че­
тырех корней ։•• дисперсионного уравнения (50).

Условием отсутствия мнимой части в выражении любого из че­
тырех корней «> в данном случае является выполнение следующих 
трех неравенств:
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1)

2)

Д, + Д2 +
уД ՝?Д V 
5^՜

<>з—<1

2՛; 24—2^ /д.~д. -ь— — 
?ЛД \. ■ ‘

о2 .! 2֊ 1_

(51)
\рлд/ "

Как видно, второе неравенство, полученное после некоторых 
преобразований, всегда выполняется. Заметим, что в неравенствах (51) 
выражения Д, Дь Д. всегда положительны и, кроме того, принимая 
ч^О.З, ^1-^2՜^՜' Так как пеРвое неравенство сильнее третьего, то 

при выполнении третьего неравенства первое всегда , будет выпол­
няться. Итак, система коаксиальных оболочек будет устойчива при 
положительности свободного члена уравнения (50), т. е. при выпол­
нении третьего неравенства

з , -2^0
■ рлд

тД
2.2 А -1/ЛД о? Н։ -

2АРо 2^

(52)

причем знак равенства соответствует критической угловой скорости 
вращения оболочки Из неравенства (52) следует, что при положи­
тельном значении выражения, заключенного в квадратные скобки, т. е. 
при выполнении соотношения

2*Ро / д _ 1 1
рЛД I 1 2Й?Х Д . Д: 1

4 2 2Л/?/

„давление" магнитного поля будет оказывать стабилизирующее действие 
на устойчивость системы оболочек.

В случае вращения внутренней оболочки и неподвижности наруж­
ной условием устойчивости системы будет выполнение неравенства

о:‘ *
' ?ЛД 4.֊ —1 2А/?։
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В заключение выражаю глубокую благодарность Киселеву М. И. 
за постановку задачи и обсуждения.
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II-. Ն. Հ11'1,1ՍւԻ1րտԱՆ

շԱԱԱՈԱՆՅՔ ՀՈււԱՆՔԱԿԻՐ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ 
ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո I մ
Դիտված է համառանցք հո սան քակիր թաղանթների սիստեմի կալունս։.֊ 

թլւսնր վաղ էէդ "'//'./»/' տիպի փոքր շաո աւիրսլին տատանումների նկատմամր:
-.ե տաղուոո։ թլանր կատարված Լ թ ւոդանթների դե րհւսղո րդի չ մակերես֊ 

'նևրով հաստատուն հոսանքի փոիէադարծ հտկաոակ տ դդութ քոմր հոսելու 
երկու դեպքի հա է) ար.

/. թաղանթի ծնի»ով,

2. սրոա աակալին շարժու մ Լղլանաձև ոոլենոիդ );
Երկէս դեպքե րի համար ստացվել են թ ա դ ան թն ե ր ի մ ակե րե ուլթնե ր ի 

■ ձևի կարս.նա թլան պահպանէ! անէ պայմանները:

ON THE STABILITY OF COAXIAL CURRENT-CONDUCTING 
CYLINDRICAL SHELLS

R. N, OVAKJMIAN

S u ni m a г у

1 he stability of coaxial current-conducting cylindrical shells to 
small radial oscillations of a running-wave type for two directions of 
direct current is considered.

Vhe directions are:
1. Along the generating line of the shell;
2. Along the spiral line of ths shell (a cylindrical solenoid type).
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Н. Е САРКИСЯН

О ВЛИЯНИИ АНИЗОТРОПИИ МЕХАНИЧЕСКИХ 
СВОЙСТВ СТЕКЛОПЛАСТИКОВ ТИПА СВАМ НА

РАЗОГРЕВ ПРИ ОСЕВОМ ЦИКЛИЧЕСКОМ
♦ НАГРУЖЕНИИ

Исследованию циклического разогрева тканевых стеклопластиков 
при изгибе посвящены работы |1, 2| и др. Влияние ряда факторов (вид 
деформации, концентратор напряжения, масштабный фактор и др.) на 
степень циклического разогрева стеклотекстолитов при осевом нагру­
жении было исследовано в работах (3, 4], где показано, что типичная 
кривая кинетики разогрева стеклотекстолитов в общем случае состо­
ит из трех участков (фиг. 1). Начальный участок АВ характеризует 
процесс быстрого разогрева, и длительность его относительно невели­
ка. На втором участке (ВС) происходит линейный рост температуры 
разогрева (выносливость композита и основном определяется протя­
женностью этого участка). На третьем участке циклического разогре­
ва (участок С А)) происходит нелинейный рост температуры, завершаю­
щийся разрушением образца при определенной температуре Гр.

Фиг. 1 Общая ехгмг» разогрева при цим шческом .(сформировании пластмасс.

В настоящей работе излагаются результаты экспериментального 
исследования зависимости разогрева стеклопластиков типа С ВАМ ОТ 
анизотропии механических свойств композита. Рассматриватся также 
влияние изменения укладки волокон в стеклопластике на разогрев в 
случае пульсирующего растяжения вдоль направления наибольшего 
количества волокон. При этом под Г понимается температура цик­
лического разогрева, а температура разрушения 7,. определяется как 
сумма Д 7*  и Го, где Гп температура окружающей среды.
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х 1. Методика экспериментов

Материалом для исследований служили стеклопластики типа 
СВАМ на эпокси-фенольном связующем с укладкой волокон 5:1 и 
1 : 1 и СВАМ на бутвар-фенольном связующем при укладке волокон 
1:1. Плоские образцы имели форму двухсторонней лопатки с длиной 
рабочей части 30 мм и вырезались на фрезерном станке из листов 
толщиной 5 мм (на эпокси-фенольном связующем) и 10 льн (на бут­
вар-фенольном связующем).

Прочностные характеристики испытанных образцов при статичес­
ком растяжении и их статистическая оценка приведены в табл 1. Ста­
тические испытания проводились при постоянной скорости относи­
тельной деформации, равной 0.2 мин 1.

Таблица 1

Тип связующего 
стеклопластика

Укладка 
яолокоя

Ориента­
ция об­
разца, 

? ։р«д-

Число 
испыта­

ний

Предел 
прочности 

при растя:-. 
з|։ К9С՝Х.и-

г Ср. квад.
ОТКАОН. ВС-

ЛИЧ. =в

АЧС/.И-И5

Модуль 
упруго­
сти*  е
К1С:ММ-

Эпоксн-фенольное 5:1 0 5 64.09 4.05 4810
Эпокси-фенол ьяое 111 0 7 43.12 3.24 2960
Бутиар-фенольное 1:1 0 5 35.80 1.02 2480
Бугвар-фсвольное 1:1 22.5 4 13.98 1.00 1170
Б у т п а р- ф е н ол ь п о е 1:1 45 4 8.77 0.57 1040

Модуль упругости приходится по начальному линейному участку ялпнсимости 
напряжение—деформация.

Усталостные иены гания проводились на гидропульсаторе ЦДМ 10 
Пу. работающем в режиме мягкого нагружения (постоянство ампли­
тудного значения нагрузки в течение испытания). Частота нагружения 
составляла 1200 иикл мин. База испытаний была принята равной 
10’ циклам.

Задаваемая нагрузка и коэффициент асимметрии никла г устанав­
ливались по шлейфовому осциллографу. На шлейф подавался предва­
рительно усиленный электрический сигнал от прополочных тензодат­
чиков, наклеенных на корпус промежуточных захватов [5].

Стеклопластики на эпокси-фенольном и на бутвар-фенольном свя­
зующем испытывались соответственно на пульсирующее растяжение 
(г — _. 0) и на симметричное растяжение — сжатие (г — 1).

“т.п /
Температура разогрева измерялась на поверхности испытуемых 

образцов по трем сечениям’1 при помощи медно-константановых термо­
пар, изготовленных из проволочки диаметром 0.2 0.3 мм. По каждому

' В настоящей работе приводятся результаты измерения температуры разогрева 
по сечению; где произошло разрушение композита (с отклонением не более 2—3 .ч.и).



Влияние анизотропии стеклопластиков типа СВАМ на разогрев 65 

сечению температура измерялась двумя последовательно соединенными 
между собой термопарами, которые механически прижимались к лицевой 
поверхности рабочей части образца, симметрично по обе его стороны. 
Прижим термопар осуществлялся при помощи технической изоляцион­
ной ленты шириной 10 м.м. Термопары непосредственно присоединялись 
к чувствительным зеркальным гальванометрам типа М194. Погрешность 
измерительной аппаратуры в принятой методике была п пределах 
± 0.5°С.

Температура окружающей среды на весь период испытаний была 
в пределах 22 ± 2° С.

Во всех опытах определялось также изменение продольной де­
формации в процессе циклического нагружения стеклопластика. Мето­
дика измерения деформации дана в работе (5].

§ 2. Влияние анизотропии механических свойств 
стеклопластика па разогрев при симметричном 

растяжении — сжатии
Влияние анизотропии механических свойств стеклопластика на 

разогрев было исследовано на СВАМ 1:1 на бутвар-фенольном свя­
зующем при трех углах ориентации плоскости циклического дефор­
мирования относительно главной оси упругой симметрии композита 
(*  = 0* >? = 22.5 и г = 45 ).

* Соответствующие кривым 4 па фиг. 2а и 6 образцы разрушились при дли­
тельности дикличсского нагружения է 368 .мня н / = 390 мин и максима льном тем­
пературе разогрева Л Т 17е С и 7 10.5° С-

5 Известим АН АрмССР, Механика, № 2

Кривые зависимости температуры разогрева X Т от времени и 
амплитудного значения напряжения приведены на фиг. 2.

Во всех случаях, когда циклическое деформирование образцов 
завершалось их разрушением, наблюдался непрерывный рост темпера­
туры разогрева вплоть до момента разрушения*,  что подтверждает 
результаты, полученные ранее е работах [3, 4]. 11ри этом, температу­
ра разогрева на поверхности образца достигает определенного значе­
ния Гр, средняя величина которой, как показывают результаты ста­
тистической обработки (табл. 2), проявляет незначительное колебание. 
Таким образом, величина температуры Гр не зависит от циклическо­
го напряжения (выносливости), но меняется в зависимости от угла 
ориентации плоскости циклического деформирования относительно оси 
упругой симметрии коммпозита.

Для сравнительной оценки влияния анизотропии механических 
свойств стеклопластика па разогрев проведены испытания образцов, имею­
щих различную ориентацию при относительно одинаковом уровне на­
гружения = const) и при одинаковом амплитудном значении цикли­
ческого напряжения (о՛ — const). В первом случае циклического де­

формирования температура разогрева образцов, имеющих ориентацию 
<5=22.5 и ? - 45 , примерно одинакова и на основном участке разо-
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Фиг. 2. Разогрев СВЛМ 1 ■ 1 на бутвар֊фснолънпм связующем р. запкскмос* 
ти от "а цикла и премени (г —1). л. 1—5.32 х։г/.«.йа, 2 — 4.51 хп.лм։5,
3 -3.96 лчс/л.и^, 4—3.69 х։г.'л.на. б. 1 ֊2.17 х<с/лг.и3. 2 1.62 х։с/.м.«3, 3 -1.47 хгс/.нл*2, 
4 1.33 кгс/.нл1. в- 1—1.17 хгс/л.и3, 2—1.10 «։с/.«.и5, 3 1.01 хи/ам3. 4 -0.88 кн'.м.«'.

Фиг. 3. Влияние анизотропии механических своЛста па разогрев СВАМ 1 ։ I 
ни бутвар-фецольвом связующем. зв 1.17 к։с И.«3 (г — 1)
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• Образцы, которым соответствуют кривые 2 нм 3. нл принятой <балг испмглииЛ 
II» РАЗРУШИЛИСЬ.

грева (участок ВС на фиг. 1) в два раза выше, чем при ? = 0 ‘ Ха­
рактерная зависимость температуры разогрева Т при втором слу­
чае циклического деформирования приведена на фиг. 3*.

Влияние анизотропии механических свойств стеклопластика на 
температуру разогрева в некотором приближении можно охарактеризо­
вать величиной „модуля" разогрева В и параметром т, которые опре­

деляются по установившимся температурным режимам циклического 
деформирования. В »том случае температура разогрева Т является 
Функцией от уровня нагружения и выражается эмпирической зависи­
мостью [6]

Г=й(=г): (1)

где ?0- циклическое напряжение; с, — прочность при статическом 
растяжении: а — постоянная, зависящая от свойств материала.

В приводимой зависимости при значении :0 с» величина В име­
ет вполне определенный физический смысл, а именно: соответствует 
температуре разогрева при циклическом деформировании с напряже­
нием, равным пределу прочности (6].

Величина параметрон В и л, очевидно, должна зависеть от физи­
ко-механических свойств материала, а также от масштабного фактора 
и условий циклического деформирования.

При фиксировании указанных выше условий также параметры В 
и « будут меняться в соответствии с изменением исходных физи­
ко-механических свойств композита в зависимости от длительности 
циклического деформирования. Относительно реальных значений пара­
метров Виа отметим еще и то, что в данной работе, при симметрич­
ном растяжении-сжатии необходимые для определения указанных па­
раметров установившиеся температурные режимы разогрева наблюда­
лись в неблагоприятных условиях оценки истинного значения цикли­
ческой нагрузки (при циклических напряжениях, составляющих б —9°/о 
от предела кратковременной прочности).

Во всех случаях определения параметров В и ’ после сравни­
тельно быстрого небольшого подъема дальнейший рост температуры 
разогрева прекращался и после примерно 7 часов деформирования 
(Л'= 5. 10s циклов» образцы снимались с испытательной машины, т. к. 
ничто не указывало на возможность КХ разрушения на принятой базе 
испытаний. При этом, для серин одинаково ориентированных образцов 
(? const) параметры В и а определялись по трем уровням устано­
вившегося температурного режима разогрева.
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§ 3. Влияние изменения укладки волокон в стеклопластике 
на разогрев при пульсирующем растяжении

вдоль волокон

Усталостным испытаниям подвергались стеклопластики СВАМ 
на эпокси-фенольном связующем при укладке волокон 5:1 и 1:1. 
Пульсирующая растягивающая нагрузка (г 0) прилагалась по направ­
лению наибольшего количества стекловолокон (? 0°).

Кинетика разогрева в зависимости от укладки волоков и макси­
мального напряжения цикла иллюстрируется на фиг. 4*.

Образцы, которым соответствует кривая 4 иа фиг. 4а, разрушались при сред­
них значениях 7' 65 С и 1 280 мин. Что касается образцов, разогрев которых
характеризуется кривой 4 на фиг. 46, то при дальнейшем циклическом деформирова­
нии температура их оставалась неизменной, и образцы нс разрушились. Крипом 3 Ни 
фиг. 4а еоотаетствует разрушению по .мосту концентратора напряженки (плавный пе­
реход от рабочей части к головкам образца).

Образец, которому соответствует кривая 1а. разрушился при / 175 мин и
. 7* = 60 С. Образец 2б не разрушился.

Независимо от укладки волокон в композите, когда образец раз­
рушается на принятой базе испытаний, температура разогрева непре­
рывно растет, достигая определенного значения 7'։1 при наступлении 
разрушения. Как показывают кривые на фиг. 4 и данные, приведенные 
в табл. 2, при прочих неизменных условиях пульсирующего растяже­
ния, температура разрушения 7'։. не зависит от величины циклическо­
го напряжения и практически не меняется от изменения соотношения 
продольных и поперечных волокон в стеклопластике.

Влияние изменения укладки волокон в композите на разогрев гра­
фически иллюстрируется на фиг. 5**,  где показан разогрев при оди­
наковом абсолютном и относительном значении максимального нап­
ряжения цикла.

Таблица 2

Тип связующего 
стеклопластика

Укладка

О
ри

ен
та

­
ци

я о
бр

аз
­

ца
, . >ф

иц
 

мм
. 

а г Ну
Параметры уставов, 

режима разогрева
ВОЛОКОН

Те
м։

 
па

зр
 

’ ’Л
..

В,°С 1

Эпоксн-фенольнос и 5:1 0 0 93-2.5 530 1.26
Эпокси-фсиольнос Г՜ 1:1 0 0 88-2.0 500 1.88
Бутвар-фсвольное 1 : I 0 -1 50 1.0 6200 1.51
Бутнар-фекильное 1:1 22.5 ֊1 35 0 5 4000 1.47
Бутпар-фенольиое 1 : 1 45 ֊1 3810.5 1200 1.24

Как видно из фиг. 5, на первом участке разогрева, при одинаковом 
абсолютном значении циклического напря/жения (5п։.,., 24.0 к։с .илг) и
длительности деформирования, рост температуры на поверхности об­
разцов из СВАМ 1 : 1 в 5 6 раз больше, чем у СВАМ 5:1. Между



Фиг. 4. Рагогрев 
цикла и времени (■?

СВАМ ка эпокеи-фсколъном связущем в зависимости от с-.пзт 
0°. г 0). а -укладка волокон 5:1. б — укладка волокон 1:1.

Фиг. 5. Влияние укладки волокон и стеклопластике на разогрев (о = (Р, г 0) 
1 —?тзх = 24.0 к։<:/.мла, 2 — йглх/с» =0.43. а —укладка волокон 5:1.

б — укладка волокон 1 :1.
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тем, при относительно одинаковом уровне циклического нагружения 
(например, зго» з„ = 0.43) на том же участке температура разогрева 
у СВАМ 1:1 в 2 3 раза меньше, чем на образцах, изготовленных из 
стеклопластика с укладкой волокон 5:1.

Зависимость циклического разогрева от изменения укладки воло­
кон в композите, в указанном выше приближении, снова можно опре­
делять величиной параметров В и * (табл. 2).

Как показывают результаты настоящей работы, для СВАМ с ук­
ладкой волокон 5:1 и 1:1 величина В примерно одинакова. Между 
тем, параметр а для СВАМ 5:1 в полтора раза меньше, чем для 
СВАМ 1:1, что указывает на усиление разогрева у стеклопластика 
СВАМ 5 : 1 и объясняет его относительно низкий коэффициент уста­
лостной прочности по сравнению с равнопрочным композитом СВАМ 
1:1 [5].

Отметим, что в пользу изложенных выше выводов относительно 
влияния укладки волокон на разогрев говорят и результаты работы 
[7], где была показана идентичность характера изменения предела 
прочности от температуры при статическом растяжении для СВАМ 
5:1 и СВАМ 1:1 на связующем ЭД-6. Резкое снижение прочности у 
обоих стеклопластиков снова имело место при почти постоянном зна­
чении температуры, равном 70°С (аналогично параметру В) и. нако­
нец, при одной и той же температуре испытания более сильное умень­
шение предела прочности наблюдалось у стеклопластика с укладкой 
волокон 5:1.

Выводы

1. Влияние анизотропии механических свойств стеклопластиков на 
разогрев в некотором приближении можно охарактеризовать параме­
трами В и а, определяя их значения по установившимся температур­
ным режимам циклического разогрева.

2. Изменение соотношения продольных и поперечных волокон в 
стеклопластике, при прочих неизменных условиях деформирования, 
меняет разогрев й практически не влияет на величину температуры 
разрушения и „модуль“ разогрева.

3. Величина температуры разогрева Г,,, при достижении которой 
наступает разрушение стеклопластика, при прочих равных условиях 
деформирования обусловлена анизотропией механических свойств и 
не зависит от циклического напряжения.

Институт математики и мехапики 
АН Армянской ССР Поступила 24 IX 1969
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ԻՆՈԱՏԱՐԱ5ՄԱՆ ՎՐԱ' ԱՌԱՆՑՔԱՅԻՆ ՑԻԿ1.ԻԿ ՈԻՈ-ՆԱՎՈՐՄԱն ԴեՊՔՈԻՍՀ 
CBAM ՏԻՊԻ ԱՊԱԿԻՊԼԱՍՏՆհՐԻ 1Ո»1օԱՆԻ»ւԱ’|ԱՆ 2ԱՏ’|Ո1Փ ՅՍԻՆՆհՐԻ 

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊԻԱՅԻ ԱԶԴԵՑՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Ոնոոլմնաւէի րվու /1 Լ ինքնա տ աքաց/ո ւ1 ն //շ քա լքս> )ա.մյՀ տՒ^էՒհ թեո֊ 
նավո րմ սւն փափուկ ոեժիմի դեպքում , կախված ասյաէլե որ աս ս։ի մ եխանիկա֊ 
կան հատկոլթ լուննե րի ա՛հ ի դ ո տ րո պի այի ց : Չ’ի տ ա րկվէո մ էյ նաև բաբախող 
ծդման դեպքում թելիկնե րի դասավորության ադ դ և էյս» թլունր ինքնաքայ­
քայման վրա է

&••• յէյ է տրված, սր ինքնտ»ոաքացման չհաստաաւոնաւյված ջերմաստիճա­
նային »ւհժ իմների դեսյքում, ն յա թ[» քայքա[վա // Հ ջեր»1 աստիճանի որոշակի 
արժեքի դեպքում, Որբ կախված չէ, ւյիկլիկ լարո։ մ ի ց : ՛է'՝ ա {քա ր!՝ ան գերմաստի֊ 
ճանի արժեքր պարքտնավորվում I; նրոթի ծ'եիւանիկաէլան ‘\տտկութլունների 
անիդոսւրէէպիաւով ե .'քիկլիկ դե<իորմւ։։ցիա /ի տես։րով։

Բարախող ձգման դեպքում՝ թելիկների էիո իւհսւ րա րե րա թ րսն վէուիո֊ 
իւաթլա^ւր ու ժեդադնոէծ է. ինքն ա տ տքա էյումը, րաւց յի ադւրոմ ինքնատա- 
քտէյման էմոդուլիճ ե քայքայման գհր/քաստիճանի վրա;

ON INFLUENCE OF ANISOTROPIC MECHANICAL 
CHARACTERISTICS ON THE HEATING OF „CBAM“ 
GLASS REINFORCED PLASTIC IN THE CASE OF 

AXIAL CYCLIC LOADING

N. E. SARKISSIAN

S um m a r y

1 he heating and destruction of glass reinforced plastic in the case 
of soft regime of cyclic loading, depending on anisotropy of mechanical 
characteristics, arc considered.

It is shown that in the case of a non-staiionary temperature 
regime of healing, the material is destructed when a certain tempera­
ture is reached independent ol cyclic strains.

The temperature of destruction is due to the anisotropy of mecha­
nical properties of the material and to the mode of cyclic deformation.

In the case of pulsation stretching the change of the stacking of 
glass reinforced plastic increases the heating, without affecting the 
module value of heating and the destruction temperature.
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К. X. ШАХБАЗЯН. В. М. ТАИРЯН

СИНТЕЗ ПЛОСКОГО ЧЕТЫРЕХШАРНИРНОГО МЕХАНИЗМА 
ПРИ ЗАДАННЫХ НАПРАВЛЕНИЯХ ОСИ ШАТУНА

В данной статье предлагается аналитический метод решения за­
дачи синтеза плоского четырехшарнирного механизма по заданным 
положениям прямой, связанной с шатуном.

Положение плоской фигуры, совершающей движение в своей 
плоскости, вполне определяется положениями двух ее точек. Однако, 
возможно, положение плоской фигуры определять лишь положением 
одной точки и углом наклона проходящей через заданную точку пря­
мой относительно выбранной оси на неподвижной плоскости.

В шарнирном четырехзвеинике положения шатунной плоскости 
вполне определяются заданием общей точки пары кривошип - шатун и уг­
лом наклона оси шатуна относительно одной из осей координат, т. е. по­
ложения шатунной плоскости н четырехзвеннике определяются направ­
лениями оси шатуна, ограниченных с одной стороны, н частности, на­
ходящихся на одной окружности.

В дальнейшем договоримся под выражением „направления оси 
шатуна“, введенном для краткости письма, подразумевать „направления 
осн шатуна, ограниченных с одной стороны окружностью“.

Остановимся на вопросе определенности задачи синтеза четырех- 
шарнирника по положениям, заданным направлениями оси шатуна.

При заданных трех направлениях оси шатуна четырехзвенник 
вполне определен, если задана длина шатуна I или же любая из ко­
ординат (х, у) центра вращения коромысла*. Если же не задаваться 
любым из вышеуказанных параметров, то для определенности задачи 
необходимо задание четвертого направления оси шатуна. Если зада­
ваться относительными направлениями оси шатуна, т. е. углы наклона 
отсчитывать от прямой на неподвижной плоскости, совпадающей с од­
ним из направлений оси шатуна, то задача станет определенной при 
пяти заданных относительных направлениях оси шатуна.

Задаваться четырехзвенннком более пяти относительными направ­
лениями оси шатуна, в общем случае, не представляется возможным.

С математической точки зрения задачи синтеза по заданным нап­
равлениям оси шатуна представляют собой интерполяционные задачи 
с наперед заданными узлами интерполяции. Подобные задачи реша­
лись рядом авторов (2), (3), (4), (5) различными методами: в частное-

Здесь it и дальнейшем ведомое '«ено условно названо коромыслом.
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ти, методами кинематической геометрии (Бурместер, Альт, Бейер, 
Лихтенхельдт, Черкудинов и др.), аналитическим методом (Уилсон)» 
применением комплексного переменного (Блох), чисто геометрическим 
методом (Хайн) и т. д.

Метод подхода к решению пэставленнов задачи

Пусть заданы соответствующие уравнения направления оси 
шатуна

у,- = к, х т Ь, (1)

при этом, начало координат совпадает с центром вращения О} А кри­
вошипа (фиг. 1).

При радиусе кривошипа Ог А — R координаты точки /I опреде­
ляются, если решим систему (1) с уравнением окружности

л--гД’ = /?г (2)

При выборе координат точки А необходимо, чтобы удовлетворя­
лось одно из нижеследующих условий:

Ах, > /1г,.4хя (А», < А, < .4 )

(3) 
/1у» > • • •> АУп (А^ < А,л<* • ■ < ЛУп)

чтобы не нарушалась требуемая последовательность занимаемых по­
ложений оси шатуна.

Если же заданы угловые коэффициенты шатуна и соответству­
ющие координаты начальной точки А оси шатуна, то из (2) определяем 
вторую неизвестную координату.
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Имея координаты точки /4 и угловой коэффициент к, определяем 
координату точки Я, выраженную через координаты известной точки 
/1 и искомую длину шатуна /

Вх. = Лх,- ± / COSS/

By. = АУ{ ± / ։։пз/ i = 1.2, - • •, п (4)
где

а/ — arc lg k<

Центр вращения точки В находится на перпендикуляре к отрез­
ку между точками В,.

Направления отрезков определяются ненормированными вели­
чинами

By. —Ву(^ t= 1, 2, — , п

Известной точкой перпендикуляра является середина отрезка 
между точками, соответствующими двум положениям точки В. Поэтому 
уравнение прямой, на которой лежит центр вращения, примет вид

(Лх, ֊ В։„) (2Х - B։f - Вх,. ,) +

< (5)
(2*/ — В9{ — Byt_x) = О

Количество уравнений (5) будет на единицу меньше числа за­
данных уравнений оси шатуна.

Уравнение (5) позволяет прозвести синтез данного механизма по 
трем и четырем направлениям оси шатуна, ограниченных с одной 
стороны.

При определении трех параметров механизма имеем дна уравне­
ния вида (5), которые после соответствующих преобразовании при­
водятся к виду

(ЛЧ-Щ)х4-(С։֊£О/)у-г7М = 0 / = 2 16)

где А, В, С, Г) и .‘V известные величины, выраженные через коорди­
наты точки А и соответствующие им угловые коэффициенты оси ша­
туна.

Задаваясь одним из неизвестных параметров l.v; //; /), определя­
ем из системы (6) остальные два.

Следует отметить, что при задании Z задача приводится к из­
вестной задаче синтеза по трем положениям шатуна.

Имея х, у и /, определяем длину коромысла

г ֊ I (Л, - (7)

Не останавливаясь на подробностях вычисления при заданных 
трех направлениях, перейдем к синтезу по четырем направлениям оси 
шатуна.
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Синтез по четырем направлениям осн шатуна

Пусть требуется спроектировать шарнирный четырехзвенник, для 
которого ось шатуна в соответствующих положениях кривошипа прини­
мала последовательно направления, заданные уравнениями (фиг. I)

//.• к, х • bi i = 1, 2, - • •, п

При длине кривошипа R 1 определяем координаты точки А, 
после чего по уравнениям (4) вычисляем координаты точки Д выра­
женные через неизвестную длину шатуна.

Уравнения перпендикуляров, на которых лежит центр вращения 
коромысла после соответствующих преобразований принимают следу­
ющий вид:

(А,. 1В.) х-\(С1±1О1)у±1^ = 0

(А. ± Ш х (С., ± 7/Л) у ± /М = 0 (8)

(А3 ± 1В3) х - (Са ± Ю3)у ֊ 1Н3 = О 
где

А , _। — Ах. Ах.֊^, С; I — Ау! — Ау։._։

В.-_ = cosa,— cosa։-_D,-i = sina,- — sina/_| (9)

Л,_| Ах { , cosar-_ -f- Ayf_3 sina,. ։ — Ax{ cos«, - Ay, sina,-

В общем случае перпендикуляры к отрезкам В3ВЛ, В-.В3 и В3ВК 
(фиг. 2) пересекаются в трех различных точках, образуя замкнутый 
контур 1'2'3'1 .

Фиг. 2.

Используя уравнения перпендикуляров (8) напишем уравнения 
прямых, проходящих через начало координат и соответственно точки 
Г и 2'

А.Ъ\- А.^л (В.Щ В^1
у' СсХ, С.Х. ■■ ф..^ - Оф..)! х
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֊"՝՛ с,и։-сХ ± (О,л.—£му,1 Iх

Потребуем, чтоб эти дне прямые совпали, т. е. приравняем уг­
ловые коэффициенты

А ~ — А. ± /В,, . .
С, ± /£>, с„ ± 

где
Л։ Л Л АА с.-са-алс
л„ д,.¥. д.лг3 Сц^с.ы. с.н.

(12)
а А - в։.\\ »> - а а; - а А

Лц-АА А А а.-АА АА

11рямая, проходящая через начало координат и точку 3 , при 
этом совпадет с ними, так как при обеспечении условия (11) точки Г, 2 
и 3 сливаются в одну. Условие (11) дает нам следующее квадратное 
уравнение относительно длины шатуна:

где т& р1 4- д = 0 < 13)

т = В\ А՛ — ВцО։

р = Л1А1 -ДнАч- 5, С1։- 5иС| (14)

д - А. Си А ■ С

Отметим, что в уравнении (13) нет необходимости двойных зна­
ков. Необходимо лишь учитывать, что полученным отрицательным 
значениям длины шатуна соответствует левостороннее расположение 
точки В.

Из уравнения (13) можем иметь два действительных решения 
(возможно, чтобы они совпали), или ни одного относительно длины 
шатуна.

После определения / из любых двух уравнений системы (8) опре­
деляем х и у. Далее по формуле (7) определяем длину коромысла г.

Используя уравнение (13), можно решить задачу синтеза криво­
шипно-ползунного механизма по четырем значениям угла давления (•*) 
В соответствующих положениях ползуна (фиг. 3).

В выражении (4) в этом случае ух = у֊. = у* — у} = 0, х։ — О и

Остальное решение аналогично синтезу четырехшарнирпхка по 
четырем положениям оси шатуна, лишь только нужно учесть, что ко’ 
ромыслу в четырехшарнириикс соответствует кривошип и данной задаче.

С помощью уравнения (13) становится также возможным построить 
кривую круговых точек для заданных четырех направлений оси шату­
на. ограниченных с одной стороны Для этого ось шатуна поворачиваем 
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каждый раз на постоянный угол (о) во всех четырех положениях ша» 
туна (фиг. 4). Далее определяем координаты круговых точек по фор­
мулам

■х* = Ах. — сова’.

(15)
У1 = 4՜ А 51п<

где

а,- = а։--|- п'>; п = 1, 2 • - - т и т =
2

Кривую круговых точек возможно построить и без определения 
координат точек кривой. Для этого необходимо вычисленные величины 
I откладывать от точки /1։ на соответствующих направлениях оси ша­
туна.

Считаем необходимым на основе вышеизложенного отметить, что 
в любом четырехзвеннике наперед заданным четырем положениям 
любого звена на оси шатуна соответствует единственная точки, 
или ни одна, находящаяся в тех же положениях на окружности.

Как из уравнения (13), так и из того, что кривая круговых то­
чек является алгебраической кривой третьего порядка, следует един­
ственность круговой точки на оси шатуна, кроме двух уже имеющихся.

Пример

Требуется спроектировать четырехшарнирный механизм, в кото­
ром при заданных четырех положениях кривошипа (R = 1) шатун со­
ставляет с осью ох соответствующие углы. Заданы положения криво­
шипа координатами .4х;

.4х.'=-0.8030, Ах. —0.3764, Ах = 0, Ах =0.5818

и соответствующие им углы наклона оси шатуна

а, 1 Iе 33'; У.. = 22° 05*; а0 = 28*01'; = 41°25՛
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Ось вращения, кривошипа совпадает с началом координат. 

Из выражения Д* -4- Д՜ — 1 определяем координаты

ДУ։ -= 0.5959, Д^ - 0.9135, ДУз = 1, Ду< = 0.8133 

Далее по формулам (14) определяем коэффициенты 

т = 0. 003487 

р = 0. 001893

(13) и решив, получим:11одставив их значения в уравнение 
правостороннего расположения точки В

ДЛЯ

/= 1.6379
для левостороннего

I = 1.0950

Далее, из двух любых уравнений системы (8) определяем коорди­
наты центра вращения коромысла (л՛, п).

Для правостороннего расположения

х 2.0437, у 0.6469

а для левостороннего— х 1.2598, у 0.9168
Наконец, из уравнения (7) определяем длину коромысла: для 

правостороннего расположения г — 1.266, 
а для левостороннего расположения г = 1.5388
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Итак, получили два механизма, удовлетворяющих нашим требо­
ваниям, которые и показаны на фиг. 5.

Из двух механизмов выбираем тот, который в условиях конкрет­
ной задачи представляется наиболее удобным.

Ереванский Госудврстнснный
университет Посту пила 24 VI 1969

«I. lu. CIUW.BIU, '1.. IP. p-iu-pBin.

ՀԱՐԹ ՔԱ1ՒՃ11ԴԱԿԱՊԱ.ՅԻՆ ՄԵԽԱՆԻԶՄԻ ՍԻՆԹԵԶՍ Ր.ԱՏ ՇԱՐԺԱՆԻՎԻ 
ԱՌԱՆ8ՔԻ ՏՐՎԱԾ ՈՒՂՂՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ

1.1. մ փ ո փ ո I մ

Աշխատանքում nut աջարկվւո if է մեթոդ, որի օգ՚հաի,1 լամ բ հնարավոր է 
/ինաւ! նախադծն լ քաոահոդ ակսէսլէս լին մ եխանիգմ շարժ ա ի1 h ի աւ։ անգրի 
տված հրեր և չորս ագդւււթ {աններով ք՜սահմանափակված մեկ կողմից), կամ 
շա րժ աթ ե ի ւււոան գրի անկ յան ալին դործ ակրի ե նրան հաւք ա։գա տասիւանող 
սկզբնական կեւսի կոորդինատներով, որոնք դտնվէոմ են մեկ շրջանագծի վրա 
։ոված դիրքերում։

11րսլես Օրինակ նախագծված / քաոհոդակասլալին մեխանիդմ, որտեղ 
շառավղի տված չոր" գի րրե րամ շարժաթևի աս անգրր Ox առանցքի հետ կազ­
մում է համ ա պ ա ա ա ւ։ իւ ան անկլաննե ր;

SYNTHESIS OF A PLANE FOUR-HINGE MECHANISM 
ACCORDING TO THE GIVEN DIRECTIONS OF THE AXIS OF A 

CONNECTING-ROD

K. Kli. SHAKHBAZIAN. V. M. TAIRIAN

S u tn tn ary

In this work a method is offered by means of which the problem 
of synthesis of the plane mechanism for three or four given directions 
of the axis of a connecting-rod is solved limited on one side or ac­
cording to angle coefficients of the axis of the connecting-rod and 
respective coordinates of the reference point (on the same circle).

As an example a four-hinge mechanism is designed in which for 
the given four positions of the crank the connecting-rod forms respec­
tive angles with the Ox axis.
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