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К РЕШЕНИЮ НЕКОТОРЫХ „ТРОЙНЫХ“ УРАВНЕНИЙ 
С ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ

Многие краевые задачи математической физики, например, сме
шанные (контактные) задачи теории упругости, сводятся к решению 
парных или тройных интегральных уравнений и рядов-уравнений, со
держащих тригонометрические функции.

Исследованию и эффективному решению парных интегральных 
уравнений и парных рядов-уравнений с различными функциями, в том 
числе уравнений с тригонометрическими функциями, посвящены мно
гие работы.

Исследованию же „тройных“ уравнений посвящено лишь несколь
ко работ.

Насколько нам известно, до сих пор были рассмотрены только 
тройные ряды-уравнения, содержащие полиномы Лежандра [1], Якоби [2] 
и тройные интегральные уравнения, содержащие бесселевы функции 

у. (х) [3—6]. В указанных работах тройные уравнения сведены к ре
шению регулярных уравнений Фредгольма. В частности, когда индекс 
бесселевой функции V — 1,2, решения соответствующих уравнений с
тригонометрическими функциями получены в замкнутом виде.

Настоящая заметка посвящена эффективному решению некоторых 
тройных интегральных уравнений и рядов-уравнений, содержащих триго
нометрические функции. Приводимый ниже способ решения этих тройных 
уравнений заключается в сведении их к интегральным уравнениям пер
вого рола с логарифмическими ядрами. 11оследние уравнения решаются 
известным методом М. Г. Крейна [7 9|.

Будут рассматриваться тройные ряды-уравнения
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и тройные интегральные уравнения
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где р -՝ 1, ад-и А (>.)— неизвестные коэффициенты и функции, подле
жащие определению, а числа /.д. и функции Фд(х), Ф(л։), Ч’(-<) имеют 
один из следующих видов:

1) = к, Фд-(/) = sin kt

2) Хд. к 1 2, Фд.(/) sin (к - 1/2) t

3) л4 = к - 1/2, Фд (Z) = cos (Д-— 1/2) / (3).

4) Ф(О = ’!'(/) = sin Z

5) Ф (/) 1 - 4' (/) = cos t

Отметим, что правые части уравнений /1) и (2) все могут быть не
нулевыми функциями. Уравнения с [такими правыми частями, однако, 
всегда можно принести к уравнениям вида (1) и (2).

Кроме того, будут рассматриваться тронные уравнения вида 

ес
аа -г У А’ ’ад cos kt 0 (0 < I а) 

Л—1
сс 

с«0-|- У, ад cos kt = /(/) (а < t < р) (4)
<--=1

СК1
«о Н У k!‘ak cos kt - 0 t < 

х-~i

Мы здесь подробно рассмотрим только случай р ֊г 1.
Обратимся сперва к тройным уравнениям (1) для верного случая 

из (3).
Положив 

со
У kak: sin kt = Л (f) (*<*<?) (5)

к—1

и принимая во внимание первое и третье соотношения < I) в указан
ном случае, по формуле Фурье находим
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г
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Подставляя выражения а* из (6) во второе уравнение (1), после 
перестановки порядка суммирования ֊и интегрирования для определе
ния неизвестной функции Л(/) получим следующее интегральное урав
нение первого рода:

. ! -1֊ - 
Б1П --------

2
. (--‘

51П -----------
2

-/(/) («<?<?) (7)

I 1ри этом была использована сумма ряда

соб к/ 1

2 51П —
2

ФК»

11ерехрдя к новым переменным

Х-‘КТ * '«֊
уравнение (7) приведем к виду

? (5) <Л> Г(х) (а<х<6) (8)

где наедены следующие обозначения: 

1)
, А (2 аге »£ х) Г/ . - 4 .с(х) ----- -------֊—/• = — /(2агс1£х)

1 -г -г՜ 2
а 3

« = Ь —
*« Л

Аналогичным образом, уравнения (1), для случаев 2)—4) из (3), 
приводятся к решению уравнения (8), где соответствующие обозна
чения имеют вид 
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Тройные ряды-уравнения 
последнего случая из (3) при

(4) и интегральные уравнения (2) для
р — 1 сводятся к решению следую

щего интегрального уравнения первого рода:
ь

I 1п---------- 5 ($Мл = /''(х՝1 (а<^х<1А
) |х֊5

(9)

где для уравнений (4) вводятся обозначения
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а для уравнений (2) обозначения

<? (х) = х 71 (| х ). Л(/) А (■• ) еоз //<// , 
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Таким образом, все указанные тройные уравнения (1), (2) и (4) сво
дятся к решению либо уравнения (8), либо уравнения (9).

Следует отметить, что в принципе уравнение (8) можно свести 
к уравнению (9).

Решения уравнений (8) и (9) построим ио методу М. Г. Крейна.
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С этой целью сперва приведем решения интегральных уравнений 
(8) и (9) при правых частях, тождественно равных единице. Они да
ются соответственно соотношениями*

_г_С|П'^;._ * _ 1
֊К (к) .1 | X - 5 1 К(6- 5=) и2 О2)

ь (10)
------- \ 1п —5------------------1
-|п ֊ 4 3 IX -$ I [ (6 — $) (5 — а)

Ь — а

где к а/Ь, а К (к) полный эллиптический интеграл первого рода.
Коль скоро известны решения интегральных уравнений (8) и (9) 

при правых частях, тождественно равных единице, решения этих же 
уравнений при произвольных непрерывных правых частях могут быть 
получены по формулам М. Г. Крейна |7 -9]. Решения этих уравнений 
даются соответственно формулами

6
________С 1 I*__________________ иНи 
»/(Аг^?У(х։ а*)____֊=,)_________________ х~)(Хг-—а'г)

ь
С, 2 Ни

» 16 х)(х 1п~1 (« х)(х֊о)
и— а

1___ Г Г(5)(Л>
|п .4 ■■ I (н — «)($ — а) 

ии — а

где постоянные С и С։ имеют следующие значения;

* Эти соотношения получены » монографии И. Я Штасрмана 110]. Совершенно 
элементарным способом они установлены в неопубликованных материалах М. Г. Крейна 
но контактным задачам теории упругости. М. Г. Крейн любезно нредостаиил второму 
из авторов возможность ознакомиться с этими материалами.
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4 ь'2 (b — a) In֊— Р. Ь~ а ± 1 I F(s)ds _

|п 4 ’ | (6 s)(s а)
b а ■՛

После определения функции -(х), соответствующей определен
ному типу „тройных“ уравнений (I), (2) или (4). по введенным обо
значениям будет определена функция Л(Н, а затем по формулам 
Фурье- также и неизвестные коэффициенты о*, или функция А (/.).

Если же р 1. то во всех уравнениях (1) (4) дифференци
рованием первых и третьих и интегрированием вторых соотношений 
эти уравнения приведем к уже рассмотренным случаям при р 1. По
стоянные, появившиеся при интегрировании уравнений, должны быть 
определены из условия ограниченности решений соответствующих ин
тегральных уравнений первого рода.

В заключение отметим, что аналогичным способом, опираясь на 
результаты работ 110, 12]. можно получить замкнутые решения для 
соответствующих систем из двух „тройных“ тригонометрических урав
нений.
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A. A. B.ABLOYAH. S M. MKHITARIAN

ON THE SOLUTION OF CERTAIN „TRIPLE“ EQUATIONS 
WITH TRIGONOMETRICAL FUNCTIONS

S u m m a r y

Ilie solutions of certain „triple“ integral equations and series
equations containing trigonometrical functions are found. These „triple“ 
equations are reduced to integral equations of the first kind with loga- 
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rilhmic kernels. The latter equations are solved by means of the 
Krain method.
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К ЗАДАЧЕ О КОЛЬЦЕВОМ ШТАМПЕ

Целью настоящей работы является упростить формулу, приве
денную в работе [1] для приближенного решения интегрального урав
нения контактной задачи для кольцевого штампа и показать, что к 
такому же интегральному уравнению приводятся следующие зада
чи: о неосесимметричном давлении на упругое трансверсально-изо
тропное полупространство кольцевого штампа; о кручении кольцевым 
штампом трансверсально-изотропного, либо ортотропного, полупро
странства; о кручении кольцевым штампом неоднородного упругого 
полупространства с модулем упругости, изменяющимся с глубиной по 
степенному закону.

§ 1. В работе [1] рассмотрена задача о вдавливании жесткого 
штампа кольцевого очертания в плане с поверхностью z= g(г, с) п 
упругое полупространство с переменным по степенному закону моду
лем упругости (£ Е.г).

Предполагая функцию g (г, представимой в виде

со

8 (г, ср) go(r)֊r V g;։(r)cos.|*« (1.1)
Jl «w]

а, стало быть, контактное напряжение в виде

ÖO
р(г, ®) = р(, (г) V р (r)cosuc, (1.2)

проблема отыскания контактных напряжений сформулирована в виде 
интегрального уравнения, которое является общим как для простран
ственной задачи о кольцевом штампе, так и для плоской контактной 
задачи с двумя участками контакта.

Это интегральное уравнение имеет вид
11

1Г.'Дх, у) р( y)dy g(x), (6<х<а) (1.3)
6 

где

(х, у) | Г /. (tx) (ty) dt

и

J (z) функция Бесселя.
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При этом в случае кольцевого штампа следует положить

8(х) - & (И**՜Да (г) — г՜’©(г), (ц = 0, 1, 2,...) (1.4)

Очевидно, случай ;л 0 соответствует осесимметричному случаю. 
Если же штамп с плоским основанием находится под действием произ
вольной вертикальной нагрузки, то для отыскания контактного напря
жения достаточно решить уравнения (1.3) при 0 и ц 1.

В случае плоской симметричной задачи (вдавливание системы 
двух одинаковых штампов, расположенных симметрично относительно 
оси системы)

Г — £(*) = * ‘ (°*) (х)

(1.5) 
р (х) х ’ф(х)

а при наличии косой симметрии

1* = ’• х ’((^-(х)

(1.6)
Д_(*) X *«(х)

ГЛ и С'. константы, характеризующие упругие свойства неоднородного 
основания. Значения их приведены в работе [!].

В этой же работе предлагается приближенный способ решения 
интегрального уравнения (1.3), которое применительно к плоским 
основаниям штанов имеет вид:

(1.7)

Рь (х) Рк' 1 2х2)—полиномы Якоби
ОО
\^1 (/гл I о2л> 

। Утк •

I — и* 4- ц -(• 2к ]к\ Г (1 4՜ !1 -И А’ т) I' (ш к -|֊ т) 
։՛ (1 Аг) I (—1 )А *1 Г (1 -(■ ш -|- т) ։' (1 - и» •• и 4՜ т )
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у С՜^')»1 (1 1/1 * т л) |
и „п*. Г(1 4- М п) («• — т n) I

Е'йк коэффициенты, которые вычисляются по рекуррентным фор
мулам, приведенным в (11.

Интегралы от контактных напряжений имеют вил

/о(Н, w)= a | b0 4֊ V [Е'кЬь (ам -f- (1.8)

Коэффициенты bk и а. вычисляются по формулам [1].
Конкретизируем эти формулы для всех вышеупомянутых случаев, 
а) Вдавливание внецентренно приложенной силой (эксцентриси

тет е) кольцевого штампа и упругое неоднородное полупространство.
Обозначим угол наклона штампа через >•., а осадку его через 

о,. Тогда вместо (1.1) будем иметь

g(r, 9) Ъ. 4 Acos? (1.9)

и, соответственно, контактное напряжение будет определяться согласно 
(1.2) формулой

/И'՜,?) Р'Лг) 4- />:(/•) cos« (1.10)

при этом согласно (1.4), (1.7) и (1.8)

. / \ _ ________ ?»2__________ч’>՛ ।
Р՝{ ?՜ 0,йГ(2— -ш) г Ui.

Используя условия равновесия штампа, определим осадку и 
угол поворота штампа при заданных Р и е

О.
/<•./ t2 цИГ(1--ш)

(1.11)
РГ41 ֊ ц£0 
22-՝-Л(о, -.<՛!

Устремив в этих формулах -/—О, получим аналогичные резуль
таты для случая однородного упругого полупространства

|ц=0, »-U

2 (г >

(1.12)

(1.13)
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6) Плоская симметричная задача с двумя участками контакта для 
неоднородного упругого полупространства

(1.14)

։ —осадка штампов 
”5

Р прижимающая сила
в) Несимметричная задача с двумя участками контакта для не* 

■однородного упругого полупространства.

(1.15)

£ Ре, Р виецентренпо приложенная (эксцентриситет е) сила.
§ 2. Покажем, что к частным случаям интегрального уравнения 

(1.3) можно свести целый ряд других задач.
а) Сначала рассмотрим задачу о кручении нагрузкой I (г) упру

гого полупространства с модулем упругости, изменяющимся с глуби
ной по степенному закону.

В этом случае будем иметь следующее дифференциальное урав
нение для радиального перемещения <՛:

Б ^4-^+-1^ _^+Л^. = о .(2.1)
дг~ дг* г дг г" г дг

Краевые условия задачи примем такими:
1) /(/՛)> ’’Де Нг) осесимметричная ра

диальная нагрузка.
2) Компоненты смещений и напряжений 

при г— > <■ (из физических соображений).
остаются убывающими
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Применяя преобразование Ханкеля по переменной г, получим 
решение краевой задачи

|д2 1— >
2;т(1+Д-)г х V-’

(2֊2)
О

АЛ (г) функция Макдональда,
Н* — постоянная Ламе,

<2 (5) ^(НгЛОНс/г

От нагрузки единичной интенсивности, распределенной вдоль 
окружности радиуса ? по касательным в каждой точке окружности» 
которая описывается функцией Дирака ։'(г р), перемещения точек
упругого неоднородного полупространства будут иметь вид

и

Устремив в этой <|юрмуле х —» 0 и учитывая обозначения, полу
чим поверхностные перемещения точек упругого неоднородного полу
пространства

Г(1-у)г(1֊֊Ц?

(г, ?)  -----------------—֊֊֊— г;(г, у) (2.4)
Г (1 4-•*) Г ( 1 — у)2>*

Воспользовавшись формулой (2-4), можно задачу о кручении 
кольцевым штампом с наружным радиусом а и внутренним Ь упругого 
неоднородного полупространства записать в виде такого интеграль
ного уравнения:

I П7(п »ЩЩ. (2.5)

Г(1-ЧГ(1 + у

Г(1

/(г) —искомые контактные напряжения;
-угол поворота штампа.
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Как видно, уравнение (2.5) является частным случаем уравнения 
11.3), если в последнем положить

11 ~ У #(х) » ?(/•) = г/(г) (2.6)

Конкретизируем формулы для контактных напряжений и углов 
поворота для рассматриваемого случая

/>;(<■) = г/„
2‘ * ?„(')

(2.7)
оГ (2 тй) Г (1 «•) г

МаО(,11Г(2-«.)
(2.8)

2՛ Л(1, «>)"

М заданный крутящий момент.
Для кругового штампа (6 0) уравнение (2.5) имеет точное ре

шение. Используя для получения такового результата из |2], найдем

2* Ф (а) Г Ф' (и) (1и
I (<г-х'“)’ ' 3/(|Г- х*)1

\ 2 /
(2.9)

Ф(а) ֊ о֊2֊՝ (I Г_____ _________
^7.) У (а=~52)1-

Проделав вычисления, будем иметь

(2.10)

Из условий равновесия штампа определим угол при заданном 
моменте Л/, после чего выражение для с: подставим в (2.10).

Окончательно получим

/ (х) Л/ (1 -ь т) (3 -Ь >) х
Г (гт-х2)17՜ (2.И)

что совпадает с результатом, полученным в работе [3] иным путем.
б) Рассмотрим также неосесимметричную задачу о вдавливании 

кольцевого штампа с поверхностью г — % (г, ?) в трансверсально-изо
тропное полупространство.

Для трансверсально-изотропного полупространства в случае осе
вой симметрии имеем [7]

и, = Д (А’։Ф։ - Л.>ф.Д
Ог



16 Ю. Д. Колыбихии, Г Я Попов

3= 2((^1сэз ' **1с1з) ’”1 ■ (-^2сзз '*2с1з)<^а]
Лг

- с4։ ֊^- [(1 + *,) ф։ 4- (1+*.) Ф=] 
О гиг

где Ф։ и Ф2 функции перемещений, которые находятся из уравнений

(#.+֊/ + ’?= 0. ('■ ։- 2)
\ иг- г О г 02- /

кг и к2 значения, получающиеся из

с.}.| : к I <?.ц • с1а)
сн (<Ч4 — с։з) 4՜

соответственно значениям и ч;, которые в свою очередь вычисля
ются из уравнения

кз(2<?44- <?1з) СПС3зЬ՛- 4֊СМ<Ч» = 0 
сц коэффициенты анизотропии для трансверсально-изотропного тела 
(см. известную монографию [6]).

Используя интегральное преобразование Ханкеля, построим сле
дующую формулу для определения вертикальных перемещений ?г։ (г) 
поверхностных точек упругого трансверсально-изотропного полупро
странства от воздействия единичной вертикальной силы, приложенной 
в начале координат (г = 0, г = 0)

’■И-Й=»Л^Р'|"։'" °'и
II

В случае однородного упругого основания аналогичная формула 
имеет вид

ю (г) = (2.13}
о

Как видим, формулы совпадают с точностью до констант.
Используя тот <{»акт, что трансверсально-изотропное полупро

странство в плоскостях, перпендикулярных оси г, является изотроп
ным, составим по аналогии, как это сделано в работе |1|, интеграль
ное уравнение

и

(, = 
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которое, с одной стороны, является частным случаем интегрального 
уравнения (1.3), если в последнем положить

Я (х) = Р.^г) = (р = 0, 1Ж 2,...) (2.14)

а с другой стороны, совпадает с интегральным уравнением для упру
гого однородного полупространства с точностью до константы. По
этому все формулы, ранее упоминавшиеся и те, которые будут рас
сматриваться в дальнейшем для упругого изотропного однородного 
полупространства, будут с точностью до константы совпадать с фор
мулами для трансверсально-изотропного полупространства.

Получим, например, формулу для вычисления контактных напря
жений при неосесимметричном вдавливании кругового штампа в транс
версально-изотропное полупространство.

Таковую можно получить следующими путями: либо решить инте
гральные уравнения (1.3) при 0 и ч 1, с учетом (2.14) и исполь
зованием для решения результата из работы [2], а затем использовать 
условия равновесия штампа для определения осадки и угла поворота 
штампа, либо использовать формулы (1.12), (1.13), положив ь них 
вместо >г'։ и устремив Ь — 0.

Нами проделаны оба эти вычисления и получен результат

3*2 1 Ч՛* 4 гР’(г, ?) ; - ——-֊=^==со8? (2.15)
| а- — г՝ У։ "о՜ I (г г՜

■ >Г* = ?^Ь (2.16)

4« 8а

который совпадает с результатом работы [5], полученным другим 
путем.

в) Наконец, рассмотрим случай кручения трансверсально-йзотрог,- 
ного. либо ортотропного, полупространства кольцевым штампом.

Уравнение равновесия в перемещениях будет иметь вил

дгк / д-у 1 ду у \
С» ’ + Свв — ) 0

Ог~ \()г‘ г ()г г- !

Используя аппарат интегральных преобразований Ханкеля, по 
аналогии, как это сделано к пункте „а“ настоящего параграфа, по
строим формулу для определения перемещений поверхностных точек 
упругого трансверсально-изотропного полупространства от нагрузки 
О(г —(>)

<>(г, ?) = |/-^1Г։(г, У) 
I С55

Используя последнюю формулу, составим следующее интеграль
ное уравнение для определения контактных напряжений /(г):

2 Извести» АН АрмССР. Механика, .No 6
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(2.17)
М։) = 1 ' £« 

I

которое также является частным случаем интегрального уравнения 
(1.3) при

I* Ь 8(*)“у5Т» ?<г) Г*(г) <2-18)

В случае кручения рассматриваемого полупространства круговым 
штампом используем результат работы |2] и условия равновесия 
штампа, при этом получим

/ (х)
_________ 3________________Х?1

0<’)|7±\|՝/'±\ Га= А-

\ 2 / \ 2 /

(2.19)

Угол поворота равен

Зо3- (2.20)

§ 3. Рассмотрим несколько примеров для случая, когда / — > 0, что 
соответствует упругому однородному, либо трансверсально-изотроп
ному, полупространству:

а) к 0; / 0.6 (осесимметричное вдавливание штампа),
6) и 1; у 0.5 (поворот штампа моментом при вдавливании, 

либо кручение штампа моментом).
Формулы для вычисления контактных напряжений и осадок за

пишем в таком ниде:

« 1
1 У.Е^Рк '(1

Л-0
2/֊)

(3.1)
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р 0.1

В случае трансверсально-изотропного полупространства вместо 
% следует положить

Как показывают вычисления, для достаточно широких штампов 
решение интегрального уравнения (1.3) существенно упрощается, так 
как в этих случаях можно пренебречь в формулах (3.1), (3.2) наибо
лее трудно вычисляемыми членами, содержащими коэффициенты Е' , 
а это значит, что при вычислении контактных напряжений и осадок 
(либо углов поворота) пет необходимости в решении систем алгебраи
ческих уравнений, следует лишь вычислить коэффициенты первого 
столбца системы ало.

Сравнение результатов вычислений по формулам (3.1), (3.2), со
держащим члены с и без них, показывают расхождения резуль
татов для случая н 0, 3 0.6 не более 3° 0, а для случая :՛ 1,

0.5 не более 0.5 %. Еще меньше расхождение наблюдается при 
вычислении осадок и углов поворота для этих случаев.

Что касается степени точности формул (3.1), (3.2) для рассма
триваемых нами примеров, то при вычислении можно ограничиться 
2-3 приближениями. Расхождение результатов составит не более 5 " „. 
При вычислении же осадок и углов поворота уже первое приближение 
практически не отличается от пулевого, т. с. расхождение равно 1 2%.

Следует отметить, что с ростом отношения ։3 влияние коэффи
циентов Е‘\ постепенно возрастает.

в) В заключение сравним результаты вычислений контактных 
напряжений для случая поворота системы двух плоских штампов, рас
положенных на упругой полуплоскости симметрично 

ДРУГ друга и подверженных воздействию момента Е ( ։«•

относительно
-1֊, 3 0.5,
2

2(Е К КЕ>Е
-а֊р(/= 3-')(1 А) 1)]

Кн Е— эллиптические интегралы 1 и II рода соответственно и при
ближенной формуле
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д(П -----уз--- , — — Ь/է" Г֊
2а:Цт 2')К(Л’ ?Տ)(1 п

1)Н
W) и

7'л-(/) нечетные полиномы Чебышева.
(Коэффициентами Е'.'ь пренебрегаем).

Вычисления показывают, что для этого

Сравнение результатов вычислений с точностью до

2 - Л-------- — , ■---------- приведено н табл. 1.
?՜)(1 է*)

Га6>лиич !

1 11 риближ CHIIOC pe III с я ис Точное решение

п 0 п 1 ո 2

0.5 0.062 0.071 0.074 0.077
0.6 0.149 0.147 0.148 0.148
0.8 0.329 0.321 0.326 0.328
1.0 0.552 0.552 0.552 0.559

Одесский инженерно-строительным 
институт Поступила 23 IV 1969

3. 9, >ւՈԼ144-ԽԽՆ. Դ. 3. Պ11ՊՈՎ

ՕՂԱհԱՅհՆ ԴՐՈՇՄԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ и փ ո i մ

Դիտարկված են \եաև րսք խնդիրներդ՝ tu) աո աձդակ ան, ա ր ան սվև ր սալ- 
իդոտրոպ կիиա աա,րած tu /tf /ան ւխււ֊ւ. օդակա/ին դրոշմի ոշ • աոանքքվէաոիմեուրիկ 
ճնշ/1 ան մասին՛, ր / ut ր ան ււվե ր и ա չ֊ի դ ո ա րոպ, կամ էէրթուորոսլ կիսասսորած itt,- 
թլան ոլորում ր օդակա լին դ րոշմով\ դ) անհամ uililin աուսձդական կիստաս/'- 
րածսլխ լան. որի tun սւճւրսկսւ^ւու ի! քան մոդալր fttutt ի։ и րա.ի} քան ւիո էիս իէւք ա մ I; 

աւէԱէի&Աէնալին սրհ՚Կքոէի որւքւրս<1՝ր օդակաքին դրոշմով։ Օդաադքէրծվոէմ Հ հև- 
դինակնե րիէք էէհկի կոդւքիէք աո աշ ա րկված մհթոդր (ՀՍ1/Հ 'bU, Տ /t դ հ կ ադ /i ր, 
<։ /!•/։ իէանիկա^ք^հ. ֊(I, նս. /.96'?) արէէէսմ կ նշված մեիքոդի ոշ ա ր դե դո ։.մ ր'
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U. IX GOL1B1KHIN, G. J. POPOV

ON THE CONTACT PROBLEM FOR ANNULAR PUNCH

S u m m a г у

The following contact problems have been considered. They are 
пол symmetric pressure upon transversely isotropic halfspace of an
nular punch, torsion with annular punch transversely isotropic or or
thotropic half-space, torsion with annular punch non-hoinogencous half
space with varying module of elasticity (power law of change). A me
thod recommended by one of the authors is used. (Известия АН Ар
мянской ССР, „Механика“, т. XX, № 2, 1967). A simplified version 
of the method is given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМ И И НАУК АРМЯНСКОЙ С С И

Մեխանիկա XXII, №6, 1969 МеХИНИК;։

Н Г. ИСАБЕКЯН

БЕЗМОМЕНТНАЯ ТЕОРИЯ ОБОЛОЧЕК. ИЗГОТОВЛЕННЫХ 
ИЗ АНИЗОТРОПНОГО РАЗНОМОДУЛЬНОГО 

МАТЕРИАЛА

1. Рассмотрим тонкостенную оболочку постоянной толщины Л, 
отнесенную к криволинейной ортогональной системе координат х, у, z. 
Пусть координатные линии х const, у const совпадают с ли
ниями кривизны, а ось z с внешней нормалью срединной поверхности 
оболочки.

Как обычно в безмоментной теории оболочек, считается, что от
личные от нуля напряжения >u, • равномерно распределены по 
толщине оболочки, т. с.

֊» ’ 'ху — (1.1)
п п Л

где 7',, 7'у, S внутренние тангенциальные силы на единицу длины 
соответствующей координатной линии. Считается также, что все иско
мые величины являются функциями лишь координат х и у и не за
висят от 2.

Оболочка изготовлена из анизотропного материала, в каждой 
точке которого имеется лишь одна плоскость упругой симметрии, 
параллельная срединной поверхности оболочки. Кроме того, прини
мается, что в указанных плоскостях симметрии и рассматриваемом 
направлении материал является разяосопротивляющнмся растяжению 
и сжатию [1].

Полагаем, что рассматриваемый материал оболочки при любом 
напряженном состоянии претерпевает лишь малые упругие деформа
ции и подчиняется общим закономерностям сплошной упругой среды.

При плоском напряженном состоянии обобщенный закон упру
гости для анизотропного разномодульного материала в главных' с 
точки зрения напряжений направлениях i и •• приводится в работе [1] 
и имеет вид

’ В последующем, при употреблении без оговорок термина „главное направ
ление" будем понимать главное с точки зрения напряжений направление.

при 3, > 0, Յհ <Հ 0 при '5, < 0, ՝■՛-■. 0

е, 6Г«за /;:р. e- ձ։՜|3,֊րծւշՅՅ

eg ՜ 021=! -ձ֊շշՅ- (1.2)

е,-, = ՛"■
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Очевидно, главные направления аире точки зрения деформаций не 
являются главными и поэтому е«з =/= 0.

Закон упругости записан, как видно, для так называемых точек 
второго рода [2], т. е. точек, в которых главные напряжения =. и 

разного знака. Для точек же первого рода, т. е. когда х. и з. 
одинакового знака, соотношения (1.2) совпадают с законом упругости 
для обыкновенного (одномодульного) анизотропного материала. При 
этом в (1.2) коэффициенты б.х- нужно брать все с индексами „ “, 
если =.^>0, =1^>0, или все—с индексами „-“.если за<^0, "-^О.

В (1.2) принято, что бп, 1>2\, Ьг.\ или бц, 6«։ это ко
эффициенты деформации при чистом растяжении или сжатии в пло
скости упругой симметрии по направлению з; а б__, бг>, бг-г или 
б_ч, би, б«՛ коэффициенты деформации при чистом растяжении или 
сжатии и рассматриваемой плоскости но направлению 3, перпендику
лярному к направлению х.

Очевидно, что коэффициенты деформации б,ч в каждой точке 
оболочки зависят от напряженного состояния данной точки т. е. яв
ляются функциями от некоторого угла характеризующего главные 
направления ? и 3 в данной точке.

Поэтому, чтобы пользоваться соотношениями упругости 11.2) но 
■сем диапазоне изменения напряженного состояния оболочки, необхо
димо знать значения коэффициентов деформации б,-х по всем направ
лениям в плоскостях, параллельных в каждой точке срединной поверх
ности оболочки.

Пусть экспериментами на чистое растяжение и сжатие найдены 
следующие коэффициенты деформации: п|։, а, , а л;։, а. а~\ , 
а.;, а,՜,, а՜ йо։, а2(. : аб‘2, а^. а,;г для произвольно выбранных двух 
взаимно перпендикулярных направлений (1 1,2 2) и ап. — для на
правления, которое составляет с направлением 1 1 угол ’> 45 .

Тогда, если главное направление а составляет с направлением 
1 1 некоторый угол то для определения коэффициентов дефор
мации б։с имеем формулы |1, 3. 4, 7|:

6,2

бп -ай соя’? а.՜՛ 31 п։ («16 соя- ? а.<; зИг ?) ЯШ 2?

+ т [4°н . (а„ а^) 2 (а., а^)]я1п'2?

б-' ап я1п‘ ? ай соя4 ф (ай я нг амсоя՝‘<р) 51п 2р

т14011 ■ - ։°н - «2>) 2(а|6 «>.,) 1 8։п- 2?

2а 1;.) (а,‘6 ая)]ят2Н
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aJ2 —«Jsin4? (1.3)

6 п (a2J ар) sin 2 ? -֊-(а* u .) cos 2?

Y(c֊^ «i<i)cos4? — [(«u 2alr) 4֊ (alt- a ,.)J sin 4?

Z»2.. — (a ., aHJsin2? | — (alt> a.,.)cos 2?

a|G)cos4c- ֊-|(«։i 2n<.) (a „ a$)]sfn4?
— --

Здесь вместо коэффициента a՜,. из эксперимента можно было взять 
а .. или a „ и получить соответствующие формулы для определения 

коэффициентов />«•.
Как видно из (1.2) и (1.3), первоначально предполагалось |1J, 

что для установления зависимостей между напряжениями в деформа
циями необходимы 12 независимых, экспериментально определяемых 
коэффициентов а։,.

Однако в дальнейшем, исходя из условия существования упру
гого потенциала, получены следующие зависимости между коэффициен
тами b/i- [7]:

ba- bik (1.4)

и, соответственно, между коэффициентами а.,.

а7к а7к (№) (1.5)

Кроме того, получено, что для рассматриваемого материала разность 
(/><■« I (7 £1 есть инвариант относительно угла с, т. е.

7>п 6ц бй Ь±> = ап ай а.-.՛ а*2 (1.6)

Поэтому число независимых упругих постоянных а-л, характеризующих 
материал в законе упругости, сократится с 12 до 7. г. е. достаточно, 
например, определить из опытов следующие 7 коэффициентов:

О]., a.i.., a;|., a.j, al2, a16> a?e.

С учетом приведенных зависимостей закон упругости в главных 
направлениях (1.2) примет вид
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при Sv>0, s;։<0 при за<^(), з?^>0

в: 6цЗ ^1^3 е, 6։îca Аг>э-

е՛, 6։2зв -г 6՝>2=-. е> Z>i2=. т (1.7)

bei“i 4- Z»625 bçizi '

Для определения коэффициентов деформации Ьц- вместо (1.3) по
лучим

b\\ ohcos4? a.-.-sin’? (aMcos?® а._.в sin՜ ъ) sin 2 ?

֊flau. (af, 2(ale a..e)]sin=2©
4

b:; a. sin1 c. a:: cos1 ? (aii; sin"՜ o.,0 cos-' ?) sin 2?

(“n «•*) ? («in a*)] siir2?

bn -4 ((«и «•> 2«n-) («je «-.-«)) sin*2ç
C.

«12֊ 4-(«цв «։e)sln4o (1.8)
4

6h, ֊(«к. a,1l)sin2p ։? («и «rj cos 2? • (a..a a„)cos4?

yî(«n «2.՛ 2«fp) («18 a2e)|sin4?

fh.< 7 («22 Ojt)sin2? -у(«и a2e)cos2? ~{^ аи)cos 4?

— [(«JJ r «>, 2ûH.) («10 t- aM)| sin 4^

В случае, если оболочка изготовлена из разномодульного орто
тропного материала, за указанные выше произвольно выбранные на
правления, в которых экспериментально определяются коэффициенты 

удобно выбрать главные направления упругости. Тогда и форму
лах (1.8) нужно принять: а։, а.,п 0 и а,,. а.?„» а .

Как известно, напряженное состояние в безмоментной теории 
оболочек является плоским. Напряжениям з.,, су, возникаюшим в 
оболочке, соответствуют внутренние тангенциальные силы Тл, Ту, 5 
по формулам (1.1). В связи с этим уравнения и соотношения, имею
щие место при плоском напряженном состоянии, приведенные выше, 
остаются в силе и для рассматриваемой безмоментной теории обо
лочек.
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Запишем теперь закон упругости для безмомснтной оболочки, 
изготовленной из анизотропного разномодульяого материала, в исход
ной системе координат х, у. 1Сложение главной системы координат 
>. / рассматриваемой точки оболочки относительно исходной системы 
х. у определяется с помощью четырех направляющих косинусов (см. 
схему), которые удовлетворяют известным соотношениям следующих 
типов: 1

Z? -г 7'1 1, 44 гп}т2 О

/i т\ 1, 4™i !.уп.. О
0.9

Используя уравнения (1.7) и формулы преобразования компонен
тов деформации от главной системы а, 3 к исходной х, у, с учетом 
(1.1) можно получить следующие соотношения упругости:

при Т-, > 0, г.<0 при Г--<0,

е, ֊(Лй Т, 
h

ДГгГД е.г —(Дн Г3 Д12Г1)
п

е, Г,
п

ДлГ) е, А^‘Т'> О.Ю)
ь

е.,։/ -֊- {Д-i Г, 
b

— ДвгГ,») е.чц (Дб1 Т- А(.:13)
Л

где Г» Лз, и Г /?з._ внутренние тангенциальные силы в главных 
направлениях я и 'з.

Для коэффициентов Д,х имеем

Дц 6ц Zi bKm\ biül{m}

Д г; br. Г: — b^byn.

Д|2 b^m'\ bi2l\ bzJynx (1.11)

Д>1 b\i li br. !П: Ьц,! т .

Д-.J 2 (би/j/ö bv.myn.) bl6(lyn..

/],;•■֊ 2 (bi2m}m.,-r-byJJ.,) b.^il^m.. rn-il?)

Используя теперь формулы преобразования компонентов напря
жения от главной системы координат а, к исходной х, у, из (1.10) 
получим соотношения упругости в таком виде
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В|' бд՛ = -^՜ ^12 '^Н " Дв*5)

е, ф(ВлТ,+ В..Т. ; Вм5) (1.12)
Л

е'<У (ДцГс -Г ВЛ..ТЧ -Г Вм5) 
п

Здесь для определения коэффициентов /Лл- имеются следующие фор- 
мулы:

/>\ Лп/7 1֊ Л։...п։7, /Ли ~ Ажю! Л..։/2

^12 - -4П/? '■ АГ։.т?, В.л А.22пъ Л21/)

5И 2/։/.(Лп Аг), Вгв = 2/п,/пг (Л22 - Л.л) (1.13)

Д-.1 Лй1/1 - Л02Л11, Вл., А,>ЛГ: АфТП~:

Вм 2(Лй1/։/. Лв<.т։т2)

В Формулах (1.13) коэффициенты Ли, записаны без верхних индексов
I., ՛ или „ “). При пользовании ими нужно учесть, что

при Г<>0, 7՜ <0: Л А. Лй, Л։?, ЛД, Л.Г,, А<>

при Л<0, Гл>0: Лн, ЛЛ, Л12, Л21, Л.д, Л^

Приведенные соотношения упругости могут быть разрешены относи
тельно усилий.

После ряда преобразований обобщенный закон упругости для 
безмоментной оболочки, изготовленной из анизотропного разномодуль
ного материала, получим и таком виде

Тх и 4՜ )

7՝у =Л(£),..е., Ц,,.е„ 7>2,:.е։у) 

5 Л (Ар՝, Ол:ед О66еК1>)

(1-15)

Дли коэффициентов которые являются функциями от напряжен
ного состояния данной точки, имеем

сп/։ 2^'1; с.^т.

А՛.- с}2(Г\т} с22т\т\

В... = спГ\1.. -г с12(/։/п . -г т1/1 с.^т^т .

= с.-.т'- '2сг.т':Г: Сц1՝

— с^тхтг ~ с12 {Г\гп:> : /?п7) (1.16)
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/Л* с..т2т". сг. </рпс Ч- ) т..1„ сц1г1->

А։ скт1т., с^а^п.. !-т}) гщ/) 4 спЙЛ

А* — <-'нЛ^ ’ сх.г(1}т.. гп..12-г с^гг^т-

Ав = (<’։։ с22 2с12) гп'ип՜֊
где

с„ с.. -11., й։»
(1.17) 

։՛.՛ ^11^22 7>ц>

В (1-17) коэффициенты 6,ч- приведены без верхних индексов (. • “ или 
„ “). При пользовании формулами (1.15) необходимо учесть, что

при Л 2>0, Й<0: би, 622
(1.18)

при 7\ 0, Гз>0: 6ц,

Очевидно, что в соотношениях упругости (1.10), (1.12) и (1.15) коэф
фициенты при усилиях и деформациях соответственно выражаются и 
конечном итоге через экспериментально определяемые коэффициенты 
а;к по формулам (1.8).

11риведенные соотношения упругости достаточно сложны. Входя
щие в них коэффициенты <4,л, В,к. Иц,, как видно из {1.11), (1.13), 
(1.16), являются функциями от самого напряженного состояния рас
сматриваемой точки оболочки. Иными словами, здесь имеют место 
сложные нелинейные соотношения упругости, которые отличаются от 
аналогичных соотношений классической теории.

В последующем, будут необходимы также некоторые соотноше
ния, которые имеют место в плоской задаче теории упругости. При
ведем эти соотношения [2, 5, 6].

1 лавиыс напряжения и з- или соответствующие им главные 
усилия 7' /)5- и 7' Лз: определяются формулами

л йл - /?т;ч-2/^.5
(М9)

7 т'}7х т'Т,! 2тгт.:8

Исходя из условия, что на главных площадках ’ • 0, имеем также

^т^Т, -4- 12тйТу - (/ри...-г Лп։,) 5 0 (1.20)

После некоторых преобразований из (1.20) с учетом (1.9) можно по
лучить

к . К. 21 т, т„ (12])
тл 12 5

для главных усилии
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Т Т. ---3-Т,—к5

Т-= Т. кУ Т, - — 5
(1.22)

и, наконец, для направляющих косинусов

(1.23)

В дальнейшем за направление я будем принимать то из главных 
направлений, которое составляет с координатными осями л՛ и а/ острые 
углы. При таком выборе направления параметр к всегда будет отри
цательным, т. е.

к ( (1.24)

Тогда из (1.22) нетрудно заметить, что, в зависимости от знака тан
генциального усилия 5, получаются следующие дна варианта:

а) при 5 > 0 имеем 7*« О, Т 0, т. е.

(Т. -т 7*,) - 1 (Л ТХ 45 (1.25)

и для параметра к

к= Й|(Л г,) 1 (Г> г*)г’45= (1.26)

б) при 5<0 имеем Т О, Т ^>0, т. е.

(Л Т,)-\ (Г, тх -45= (1.27)

и для параметра к

к ^|(Л г’>* 4511
Отметим, что при выполнении в данной точке нсранснстна

5= Т. Ту > 0

(1.28)

(1.29)

мы имеем дело с точкой второго рода. В противном случае рассма
триваемая точка является точкой первого рода.

Как известно |2, 5], в разномодульной теории упругости чисто 
геометрические и чисто статические уравнения и соотношения совпа
дают с соответствующими уравнениями и соотношениями классиче
ской теории упругости. Приведем здесь те уравнения и соотношения 
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классической безмоментной теории оболочек, которые будут исполь
зованы в последующем [3].

Уравнения равновесия

-Т- “В т. 4- — - |- — 5 = АВХ 
дх дх ду ду

сМТ^ дА т оВ5 + 5 = _ Аву (1 ֊30)
о у оу дх дх 

кхТл±к.:Т,, = 7

где Х(х, у), У (х, у), 2(х, у) — компоненты внешней поверхностной 
нагрузки; кх = 1 Кх, к. — 1 главные кривизны и /?։, R., главные 
радиусы кривизны срединной поверхности; А. В — коэффициенты пер
вой квадратичной формы срединной поверхности оболочки.

Геометрические соотношения

1 Он , V дА
А дх АВ ду

1 Ог՝ . и о В 
~В ~ду АВ дх (1.31)

а_ ՝* / 11 () / 11 \
В ду \Д I \ В՜/

где г2։ о компоненты тангенциальной деформации; и (х, у), у(х,։/), 
«М,*, ?/) ~ тангенциальные и нормальное перемещения.

Приведенные выше уравнения и соотношения при соответствую
щих граничных условиях достаточны для решения различных задач 
безмоментной теории оболочек, изготовленных из анизотропного ра з- 
помо дульного материала.

2. Рассмотрим задачу свободного кручения замкнутой круговой 
цилиндрической оболочки (радиус кривизны R, длина—Л), изго
товленной из анизотропного разномодульного материала, в каждой точке 
которого имеется лишь одна плоскость упругой симметрии, парал
лельная срединной поверхности оболочки.

Пусть оболочка одним из торцов (л* 0) закреплена полностью, 
а на другом торцевом сечении е? (х = Л) действует равномерно сдви
гающее усилие 5* (фиг. I).

Для срединной поверхности рассматриваемой оболочки имеем

Д = 1, В -R, к, — = 0, к.= 4֊ (2.1)
R, R
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Граничные условия таковы

при х = О

при х = L
и О,

7'х О,

v֊0

5 = 5*
(2.2)

Очевидно, что рассматриваемая задача обладает осевой симметрией.
В силу (2.1), уравнения равновесия (1.30) при

мут вид
I = о, о, I г, = о (2.3) 

ах ах К

Из (2.3), с учетом (2.2), для гнутренних усилий по
лучим

Л = 0, Тя = 0, 5 = 5* (2.4)

Заметим, что в силу (2.4) керагенство (1.29) выпол
няется для всех точек оболочки, т. е. вся оболочка 
является областью второго рода. Поэтому здесь 
должны быть использованы обобщенные уравнения 

упругости в одном из приведенных выше видон (1.7), 
(1.10), (1.12) или (1.15).

Так как 5^>0, то из (1.26) получим к~ — 1 
усилий из (1.22) или (1.25)

Фиг. 1.

и для главных

7\ = = S*. T:^h^ = 5* (2.5

Для направляющих косинусов из (1.23) получим

7j /2 - = пи - .2.6)

т. е. главное направление ’ составляет с осью х угол в 45 . 
Для рассматриваемой цилиндрической оболочки имеем

ех <1и
— I 

dx
w (7о

~ ~R՝ e'V ~ С) “ âx (2.7)

Учитывая (2.5), (2.6) и (2.7), для определения перемещений получим 
из (1.10) (при 7'/>0, Л<0) следующие уравнения:

~ = ^֊ Ы]
dx 2п

- — [ (6ц б-) 26։2| 
dx h

(2.8)

Л. £[<é„- ад-К6,։ 4.,)|
К 2п
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Как видно из (2.4), напряженное состояние оболочки является 
однородным. Поэтому, решая уравнения (2.8) с учетом граничных ус
ловий (2.2), для перемещений получим

и Ч(6п֊М֊(6։в 6,.в)]
2Л

* = 2612] (2.9)
А

А’
«’ == —I (А։։ М +

Коэффициенты 6,с- в формула» (2.9) могут быть выражены, как было 
указано выше, через экспериментально определяемые коэффициенты 
а., по формулам (1.8).

Пусть для материала рассматриваемой оболочки направление 
1 1, в котором экспериментально определяются коэффициенты де
формации я1Ч., составляет с осью оболочки л- произвольный угол ՛, 
•(»(>иг. 2).

Тогда из (2.9), 
4$ющие выражения:

. л

используя (1.8), для перемещений получим сле-

а..)-!-(«։ а.?й)з1п2^ (а, - (1,'։) соз 2? 4՝

*~К«н а,. - 2а։1։) 4-(а։>, СГ .О)| зш4? (- (а.,, - п։в) соз 4?|

V ~ (а"- а’։- («16 Т «••.») - 2«г. («2в а։„) Э1п 4? 4-

+ [(«и 4- а?? 2а, ) 4- (аи — й ,5)]соз 4э (2.10)

А* /<
" {(«ц «и) (о։в 4֊ а2. ) э!п 2? (а ап)соя2-

х/1

-[(«„ <72, 2а։1) - (а1б а2в)]з1п4у (ам - а1в) соз 4с.}

(? = 45с П) (2.11)
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В случае, если оболочка изготовлена из ортотропного разиомодуль- 
ного материала, главное направление упругости 1 1 которого состав
ляет с осью оболочки л- произвольный угол ՛*, выражения для пере
мещений и, V. ™ можно получить из (2.10), положив в них а։п а2(| 0.

Отметим, что напряженное и деформированное состояния рас
сматриваемой оболочки из анизотропного разномодульного материала 
изменяются с изменением направления сдвигающего усилия 5*. Рас
смотрим поэтому случай, когда сдвигающее усилие, действующее на 
оболочку, направлено в противоположную по сравнению с первым 
случаем сторону.

Тогда граничные условия будут

при х = 0 и 0, и = 0
г „ л . (2-12)

при х = Ь Тл 0, Л -Л*

Поступая так же, как в рассмотренном выше случае (5>0), для 
внутренних усилий получим

Л-0, Т, 0, 5= 5* (2.13)

Используя для определения А формулу (1.28) (т. к. 5-^0), по
лучим опять /с 1, а для главных усилий уже из (1.22) или (1.27)

т, = А«е ֊ 5*. Л = = 5* (2.14)

Как и в нервом случае, направляющие косинусы определяются со
гласно (2.6).

Тогда для перемещений из (1.10) (при Т< 0. Г-^>0) с учетом 
граничных условий (2.12) получим

И Лп) + (/>1е 6։в)]
.</։

х՛֊—— I (^^н)֊֊2^] (2-15)
Л

R
А„) (6„ М

2п

Совершенно аналогично первому случаю можно перейти от коэф
фициентов к коэффициентам ай, но здесь эти формулы не приве
дены. Отметим только, что в этом случае выражения для и и а» су
щественно отличаются от соответствующих выражений первого слу
чая, а выражение для V отличается только знаком, что, впрочем, 
можно уже заметить, сравнивая формулы (2.9) и (2.15) и учитывая 
при этом зависимость (1.6). Этого отличия в выражениях для и и гс 
нет для оболочек, изготовленных из изотропного разномодульного 
материала или из анизотропного одномодульного материала. Таким 
образом, изменение значений перемещений и и ю круговой пилиндри- 
3 Известия АН Лрм.ССР, Механика, № 6 
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ческой оболочки при изменении направления сдвигающего ее усилия 
5* на противоположное является характерным только для анизо
тропного разномодульного материала.

Рассмотрим теперь частные случаи задачи свободного кручения 
ортотропной оболочки при некоторых конкретных значениях упомя
нутого выше угла

а) Пусть Й - 0, т. е. главные направления упругости материала 
1-1 и 2—2 совпадают с направлениями координатных осей оболочки 
х и у. Тогда 9 45՜ и для перемещений получим в первом случае
(5>0) из (2.10)

" - -57- (“Г1 °ц)21г

„ - ^[(а~ ц •) (а+ Ц-а3, -2а^)֊-а„] (2.16)
п

5*/?, .
' ~2Л՜ я” °п)

Очевидно, что при данной ориентации ортотропии материала оболочки 
(1) - 0 ) перемещения во втором случае (5< 0) отличаются от соот
ветствующих перемещений в первом случае только знаками.

б) Пусть теперь И = 45 , т. е. главное направление упругости 
материала 1 1 составляет с осями х и у углы в 45е. При этом о- 0՛ 
и для перемещений получим:

в первом случае (5^>0)

“ Лл °й>
2п
с» у

V —— |(ст։’| -г «22) 2а 121
Л

5*/? , _ <
и։ ай)

во втором случае (5*\0)

5*х , .

5'*х 
р = -֊т֊֊ [ а։1) 4- 2а։2]

п

ш ~ “ТГ ^22-“и )

(2.17у

(2.18)

Как видно из (2.17) и (2.18), перемещения и и во втором случае 
существенно изменяются по сравнению с соответствующими переме
щениями в первом случае, а перемещение V меняет только знак.
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Проследим на числовых примерах за изменениями перемещений 
и, V, то цилиндрической оболочки, изготовленной из ортотропного 
разномодульного материала, при кручении в зависимости от ориента
ций ортотропии материала (т. е. от угла 0).

Для значений упругих постоянных материала оболочки примем 
следующие три варианта:

1) “п £1+ »22
1 1 

г; ' ՜ е , а 1 1
: Ег

1
2Е

1 
° = Г

3
2Е՛

1а = —
Е

1- =---
Е

л ֊>֊
” Е/

5? 
£•/

— 717
Е,

VI _
ЕГ

0Л_ 
Е

2)
7

0,1 “ 5£’ °1’
6
5Е

-1^
 

II +?: 
о 

>

а^, ~ ‘
4
5Е

а + = 6-. 
5£

а = 1 > а,..
Е

__ 02 
Е

3) °,։=Т’
4
5Е՛

6
2 5Е

1

7
и —

5Е
а

6—» а,.
5Е

0.2
Е

Результаты выполненного по формулам (2.10) подсчета значений пе
ремещений и, V, тр (при х — Е) в зависимости от угла 0 для приня
тых трех вариантов упругих постоянных приведены в таблице.

Таблица /

0֊ 15= 30 •15° 60' 75= 90’

и-ЪЕ -'ЗЕ 0.250 0.182 -0.182 0.250 0.682 0.682 0.250
1 *-ЬЕ!ЗЕ 3.700 3.200 2.200 1,700 2.200 3.200 3.700

п-ЬЕ)ЗЯ 0.250 0.682 0.682 0.250 0.182 -0.182 0.250

и-ЬЕ. ЗЕ 0.100 0.200 0.273 0.300 0.273 0.200 0.100
II а.ЬЕ'ЗЕ 2.600 2.600 2.600 2.600 2.600 2.600 2.600

п-ЬЕ։ЗК о.юо 0.200 0.273 0.300 0.273 0.200 0.100

и-ЬЕ ЗЕ 0.100 0.210 -0.216 0.000 0.273 0,310 0.100
111 а-ЬЕЗЕ 3.600 3.300 2.700 2.400 2.700 3.300 з.боо

™-КЕ ЗЕ 0.100 0.310 0.273 0.000 0.246 0.210 0.100
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Фиг. 3.

Для иллюстрации примелем (фиг. 3) график изменения переме
щений и, и, для третьего паризита при /. ЗК.

Ереванский политехнический институт 
км. К. Маркса Поступила 3 VI 1969

Ն. Ճ. l’IHI.BI;ii.TIU,

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՏԱՐ|11.1րՈԴՈ1Վ ՆՅՈՒԹԻՑ ՊԱՏՐԱ11ՏՎԱԾ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ
ԱՆ ԱՈ ԱԵՆՏԱՅԻՆ Տ1»II (II'ԹՅՈԻՆՐ

II. մ փ ո l]l ո 1 մ

■^ոդվածոԼէ) արրքած են անիդոտրոպ սւարամոդալ ն (tn իժ ի y պատրաստված 
թադտնթների ան մ ո tl են nt tu լին տեսաթքսրն հիմնական հավ ttr սարումներ ր:

Լուծված է անիզոտրոպ տարամոդուլ նլավժիդ ւդա տր աս տված դյ անալին 
ի/ որդանթի մա լաւր որւրման խնդիրր։

1'երված են (յ, յ;, հ/j աե դաէիոիւաՀԺլւււնների աոնչւււթլոէ.նները կաիւված 
(J ադան ի! ի նյութի <դ>թ ո ։ո ր ոպի ա (ի դլիէորվոլէ ուդ դրո թ (Ո ւնն ե րի ե. կորու թ լան 
րլւիւաէքոր էլծերի միջև կադմված անկյունիդ։

N. H 1SABEKIAN

MEMBRANE THEORY OE SHELLS, MADE FROM 
ANISOTROPICALLY DIFFERENTMODUL MATERIAL

S u m m a r y

In this paper the basic equations of membrane theory of shellsւ 
macle from anisotropically differentmodul material are given.
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The problem of free torsion of circular cylindrical shell, made from 
anisotropically diffcrcntmodul material is solved.

The dependence of displacements u, v, w from the orientation of 
orthotropy axis of the shell material is determined.
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Б. Л ПЕЛЕХ. С. А ПЕЛЕХ

ИЗГИБ БЕСКОНЕЧНОЙ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ  
ПЛИТЫ С ВПАЯННОЙ УПРУГОЙ ШАЙБОЙ ИЗ 

ДРУГОГО МАТЕРИАЛА

В рамках уравнений обобщенной теории пластинок С. \. Амбар
цумяна [1] получено точное решение задачи об изгибе и кручении 
бесконечной трансверсально-изотропной плиты с цилиндрическим вклю
чением из другого материала.

I. Рассмотрим напряженно-деформированное состояние бесконеч
ной трансверсально-изотропной плиты с впаянной круговой упругой 
шайбой, геометрические и физические характеристики которой отличны 
от характеристик плиты (фиг. 1 •; плита деформируется „на беско
нечности" равномерно-рзспредсленными изгибающими М, либо крутя
щими Н моментами.

Фиг. 1

В рамках обобщенной теории изгиба 
пластинок С. А. Амбарцумяна [1 ' задача 
решения уравнений

трансверсально-изотропных 
заключается в нахождении

зд» О, ЛФ '/Ф 0. ( —А ’Л
\ 2ва '

(1.1)

удовлетворяющего условиям непрерывности напряжении и деформаций
на контуре спая плиты и включения

’ * ՝

М М\', Нл Нл. /V А”
Н.2)

а также условиям „на бесконечности“ и „и центре" плиты. Здесь и в 
дальнейшем индексом (0) отмечены величины, относящиеся ко вклю
чению; индексами (а) и (г) обозначены упругие характеристики мате-
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риалов плиты и включения в плоскостях, параллельных и нормальных 
к срединной соответственно; 0 полярные координаты.

Выполнение шести (вместо четырех в случае решения задачи 
но классической теории [2, 31) условий (1.2) приводит в итоге к ре
шению в более высокой степени взаимосвязи на границе раздела 
двух сред.

2. Запишем решение уравнений (1.1), соответствующее рассма
триваемой проблеме*

для внешней среды ('/ а)

М'У֊
и> 27)(ГТ?<*) <Лсо.я20] С11п? (с^ - 4-с3) соя29

Ф с։ДГ։(5?)»|пЙ (2Л) 

для включения (? ■> а)

U’o с՛.՛'/“ (с ?■՛ C-j) cos 26
(2.2)

Ч с; 7о (''У) с? Z- (М s > п Ж

Здесь /;(s?) и К, модифицированные функции Бесселя I и II 
рода от аргумента и оу; с/, с произвольные постоянные.

Подставляя (2.1) и (2.2) в формулы для углов поворота, усилий 
и моментов, получим (выписываем лишь интересующие нас в даль
нейшем величины) 

для внешней среды (у а)

М
М-. ~2~(‘ cos-26) О cty ‘-(1 v.j (4v,։c3ji -'֊

Ьс..у '(1 vu)jcos20 [24s(l c3y 4

2c5? U ՝*•<) Qt ($?)1 COS 20}

M M M ■ 4/)(\ cos 26 (2.3)

M /)[3елу 3 5s ։c5^(^)]sin29 

для включения (у < а)

M' Dn { 2с<; (1 •<) [4-<; - -| 2d (1 cos 26

[24г0(1 ' 2^? ’(1 <J^(^)]coS20} (2.4)

M,;* M՛1 4/J°(l v;։)( с՝; Ф 2 cos 26)
где

Выпи՛.мвается (и-иичтс для изгиба (А/՝

Случай кручения плиты (/7՜ , //: Л/’՝ •• Л',’

•W: л/; N” лг; 0)
0) получается суперпозицией.
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- " ■ Е'\ - 2К' (2 (,'° )

Е

5(1 ֊ ».) V С, ' Е, ) ’ 5(1 ■<) V* /■<_' /

<?/('<-> к, (г?), (?,(«»:■) /,<??)
В (2.3)—(2.5) и далее штрихом обозначены производные от функ

ций Бесселя по аргументу '<՛<,
С учетом (2.1) (2.4) условия (1.2) приводят к системе алгебраи

ческих уравнений относительно постоянных с,, с"., из которых

Мог 1 '»х''гЕ
1 Г-, У

________ __________
0(1 ֊ ■<)(! Е^)

с. с" - О

(2.6)

М(Е с\ ------------
■ 2£)г(1

■^[ЛИ ■'«) 
/и)

Л|. СЛ мСе
2Г)Гв (1

м /։ 2(£ У 1<2 11 ։ ։ /•;)С2 4/2(1 л,)1 (2 <։՛

(<2 и <?!„>) (Г, - а ।

’ йго^г-Л-?111 '՛' °'"1'՜՛ 11
4 - -

С. т!«./ 2£Л>3/ 'с, Е(1,] 2;г)з0(„‘с"1и

4 -г 2֊ |ил'? 2а;> ъс:. - ?.к.}

где

(2.7)

6(1 V.,) 9 |><20(1)
2Л*<2 (2)) 

1

а։Г. 4(х, 8/>Ч12£(1 °
<։)

'2Е> 
2л;^(2)) (2.8)

<г <и
а‘Г3- 6 2£^^- 4£^

<2° Г»

«•л 2р ,3, 8£■'■" 2Е0 т~
V (П С/ И
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< 2(>»«И.+ ֊-(£ -А',;,)

< ?*<» ։±у(^ ։)(/.*. у-У.к.) 
“ *о /

< ? <»> -7±|±7’-/<Л1 (’ 7)у'*։|

<*՛’’ -VI
<2^1 1±-у[ю£ в(1 -^)(1 ֊֊)/.*•', [4(1 к)

+/։]./Х |8П £) 2Н1 £)/л1 (2.9)

։ ± *’ |4'<Л£ ։>(։ ֊^)(1 ^)м, (б£ »• гул I- 

|6(1 £, !:]_/,К, '21.(1 £Г,/0ЛГ0[

А '|т(’ 4)(1 |4(1
П £)(1 + 4)уЛ Т(1

В формулах (2.7) (2.9) ясе _/ и К, суть и Кроме 
того, здесь введены следующие безразмерные величины:

А> = ^/2 у;
5а-\ (Л £, / 5аЛ ։ Й/

Г ։ - -о ' 1 < - 1 *1 ՝ !+•/«
а' а֊’ >։ 1 1 V’ *’ 1

- £;՛ 1 V«. , ч
Ё 1 ■ V0* Ь°' 1°—

Подставляя (2.6) —(2.7) в (2.3) или (2.4) можем вычислить уси
лии и моменты в любой точке плиты и включения, в том числе и на 
границе раздели двух сред. В общем, как следует из (2.6) —(2.9), все 
характеристики напри.кенно-дсформировлнного состоянии являются 
сложными функциями упругих постоянных материала плиты и вклю
чения.
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Рассмотрим ряд предельных вариантов найденных зависимостей.

1. Случаи Е — 0 и £-*оо соответствуют свободной круговой по
лости и полости ( впаянным абсолютно-жестким ядром.

2. При Е* Е-, л, поле плиты и включения остается не- 
возмунюнным и коэффициент концентрации ранен единице.

£• £2
3. Предельный переход 7 *. • 0 соответствует класси-

6, и«
ческой теории Кнрхгоффа |2, 3|.

Фиг. 3

11а фиг. 2, 3 приведены [графики изменения основных* расчетных 
величин М' {а, и для изгиба и кручения плиты в записи-
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мости от Е«;Е<, для различных Е, (!■ при ՝/,. V՛.' 1/3, Ло Л 1.2,
б.-'СЛ 1.5, в/Л0 6, ՛>- 0.

Наибольшее отличие коэффициентов [концентрации и Ьь от 
данных классической теории [2, 3| (£„ С — 0) будет достигаться при 
абсолютно жестком включении и свободном отверстии.

Более подробные исследования убеждают в справедливости сле
дующего утверждения: классическая теория Кирхгоффа дает верхнюю

границу коэффициентов концентрации напряжений при -р-1 2>1, 
Си

т. е.

когда материал включения жестче материала плиты, и нижнюю гра- 

нииу этих коэффициентов при у." <4, т. е. при относительно мягком 

включении.

Льпоцсхнй политехнический
институт Поступил« 25 il 1969

IL Լ. <1Ы.ЬЬ. IL II. ՊհԼԵԽ

11.Ն-1.1յ|'Ջ ՏՐԱՆ1Ի1.ԵՐՍԱ1.-Ի9.ՈՏՐ11Պ ՍԱԼԻ. ՈՐԻՆ ՆեՐ<»1ՐԽ1 .ԱՈ է 
1ԼՌԱՋԴԱԿԱՆ ՏԱՓՈ‘ԼԱ’1 ՈՒՐԻՇ Ն?»11ՒՈՓ8. ՈՌՈՒ111!

11. if փ ո փ и I մ

սա լել՛ի համար 4. 1Լ. Համբարձում քանի աե чш թլան վրա, 
4տաւքվսւ<} են' ւլլանա/ին ն ե րդ րվ ա՚Հրով, tn ր անւէվե ր и ա լ-ի դո ա րո պ անվեր? սալի 
Հոման և ոլորման խնդիրների լա ծումներր :

B. 1- PELEKH. Տ. Л PELEKH

BENDING OF INFINITE TRANSVERSAL-ISOTROPIC 
PLATE WITH ELASTIC INCLUSION FROM OTHER MATERIAL

S u in in a r y

An exact solution of the problem of bending and twisting of the 
infinite transversal-isotropic plate with a cylindrical inclusion from 
other material is obtained on the basis of the Ambartsumyan’s theory.

It is proved that the classical Kirchgoff theory gives the higher 
value of the stress-concentration coefficients when the material of inclu
sion is tougher than that of the plate and the lower value of these coef
ficients when the inclusion is made out of relatively soft material.
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В. Н. МОСКАЛЕНКО

К ТЕОРИИ сильно ИЗОТРОПНЫХ композитных 
МАТЕРИАЛОВ

На основе модели сильно изотропного микронеоднородного тела 
{1. 2], обобщенной на обратные тензоры, вычисляются макроскопиче
ские постоянные композитных материалов. Рассматриваются механи
ческие смеси из произвольного числа, вообще говоря, анизотропных 
компонентов. Вычисляются макроскопические постоянные н задачах 
теплопроводности, упругости и термоупругости. В отличие от работ 
(1, 2| в качестве основных используются уравнения совместности по
токов тепла или напряжений.

1. Принципиальные трудности, возникающие при построении 
полной системы многоточечных 'корреляционных функций вынуждают 
исследователей применять приближённые методы [3—6] или ограничи
ваться низшими приближениями в различных модификациях метода 
возмущений [7, 8]. Определенные перспективы открывают введение 
моделей микронеоднородных сред [1, 2, 9 11], для которых возможно 
суммирование бесконечных рядов метода возмущений.

Введенная в работах [1, 2] модель сильно изотропного материала 
связана с видом исходного уравнения. Ниже показано, что в общем 
случае окончательные результаты меняются, если в качестве исходных 
принять уравнения совместности. Вопрос о дальнейшем изучении связи 
различных способов ввода понятия сильной изотропии оставляем от
крытым. Можно ожидать, что оба способа приводят к точным реше
ниям для некоторых не пересекающихся классов структур. Как будет 
показано, в частном случае, когда макроскопические постоянные не за
висят от структуры (задача Хилла), оба способа приводят к одина
ковым результатам. В частном случае упругих постоянных для смеси 
кз двух изотропных компонентов оба способа приводят к выражениям 
для постоянных, удовлетворяющих оценкам Хашина-Штрикмана.

Рассмотрим неограниченную среду с микронеодиородной струк
турой. Пусть вектор или тензор а, характеризующий состояние среды, 
удовлетворяет системе уравнений

Ат О, 0 (1.1)
Оператор 7 может быть представлен в виде произведения Л Л*/. де
терминированного дифференциального оператора .V и оператора умно
жения на тензор г и свертки по индексам. Компоненты тензора 7. но 
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предположению образуют случайное однородное поле. Дифференциалу 
ный тензор М детерминирован.

В задаче теплопроводности уравнения Хд О являются системой 
уравнений совместности тепловых потоков, а Мз 0 выражает урав* 
нение теплопроводности. В линейной теории упругости уравнении 
Дет 0 совпадают с уравнениями совместности напряжений, а ,Ш=0- 
с уравнениями равновесия при отсутствии объемных сил. В задаче 
термоупругости вместо уравнений (1.1) получаем

Л/(Х7 хО) = 0, Мз 0 (1.2)

Здесь я—случайный тензор постоянных линейного температурного 
расширения, '> приращение температуры относительно некоторого 
начального состояния. В связи с тем, что уравнения (1.1) являются, 
частным случаем (1.2), будем исходить из уравнений (1.2). Задача со- 
стоит в вычислении макроскопических характеристик х#, при за
данных постоянных в пространстве математических ожиданий 5) И]

О из условия

7.3 Л* > ХЖ<5> +«*< 0> (1.3)

и из условия 5 — < 6 .
Разобьем тензор 7. и вместе с ним оператор А на сумму матема

тического ожидания и флуктуационной составляющей

7. = : 7.' | х", к к՛ Г, х' = < X . к' = /V < X >

Решение уравнений (1.2) будет

з 3 КЫ(*Гз 4 а"6)

Здесь А՜ оператор, обратный оператору — к’ и подобранный из 
условия, что соответствующая функция Грина удовлетворяет допол
нительному уравнению типа Мз 0. Полагая з — з՛ з"։ находим для 
флуктуационной составляющей уравнение

з" - КЬ/^'з' - х"<т’ 4- х"б) = о (1.4)

Отсюда вытекает, что существуют тензоры А и Л’ с математическими 
ожиданиями, равными нулю, такие, что

з" = Д з> \ В(')'}

Введем обозначения

7,.** ■֊ 7 А, Л^ = 7. 'В

С учетом (1.3) находим

=■ '/•’ +֊ 7.** , «* = «' 4֊ ■' (1.51

Из уравнения (1.4) с учетом независимости величин з и <0 по
лучаем уравнения
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х^ + х'70У(х''4-х^) ֊ 0 (1.6)

*** + х'7ГЛЧ«'' + «**) -֊ 0 (1.7)

2. Введем условия сильной изотропии среды. Будем считать, 
что двухточечные корреляционные функции вида

х" (г) (г)х" (Г 4֊ р) ֊- ?(',)

х"(г)- ■ х"(г)х,..41 (г р) = 0(р)

х" (г) •••*• ’(г) з '(г-т Р) ) =;(?) (2.1)
х"(Г)---х"(г)а?ф(г+р) = 7,(;.)

являются изотропными и, кроме того, зависят только от расстояния 
между точками и не зависят от направляющих косинусов. Применим 
операцию математического ожидания к уравнению (1.6)

**♦(*•) /0У| х (г) х" (г + р) 4- х"(г) (г -г- р) |=0

Интегрируя полученное уравнение с учетом условий сильной изо
тропии (2.1), получаем

<*** х"Лх՛ х'Тх,^)=0 (2.2)

Здесь Р ֊ оператор умножения на изотропный числовой тензор 
и свертывания по индексам. Входящий в (2.2) комплекс х' Л/.** 
может быть вычислен из уравнения (1.6) и условий сильной изотропии

- (х"РРх" (х"Р)։хф*> {■/. Р)֊ х## =0

Повторяя процесс, находим

(^Г։х^>4- (х"Р)”х" |-<(х"Р)%# - (х"Р)я х^ -0 
(л = 1, 2,...)

Отсюда для математического ожидания тензора х.,... находим 
уравнение

х^ СР х.^) = С (2.3)

Здесь С выражается формулой
со

С=У( 1) (х'Р)"х" 
я—I

Аналогичным образом из уравнения (1.7) и условий сильной изо
тропии (2.1) получаем уравнение для математического ожидания тен
зора а**

«** / ֊ ОР < «♦* О (2.4)
Оператор [) является суммой бесконечного ряда

ОО
I) У.( 1)" (х'Т’)”*’ )
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3. 1 1олученные результаты применим в задаче теплопроводное 
механической смеси произвольного числа .V анизотропных компоненте 
Уравнения (1.2) будут

д ^Ч ■= ^;=0 I

Последнее уравнение является уравнением теплопроводности 
Уравнения (1.6) принимают вид

х/а 1 г) (?) с^' К И г * ‘<1-( г + ?)1 = 0

Функция Грина 6д (г) дастся формулой

с'л(г) = I
*0 = -у

Вычисления показывают, что оператор Р в задаче теплопро։ 
пости задается в виде аРЬ — е, если для компонентов справедливо 
сд = а.,.р,.Ь где р.,. составляющие тензора

2 ?

Вычислим составляющие тензора С, учитывая связь компонентов тен
зора х в лабораторной и кристаллографической системах координат

С։к -
1 1¥ ' 2г ՝»֊1 у у
3 Д -Ъ-<п)

Здесь 4՜главные значения тензора х в компоненте ма
териала с номером п, сп коэффициент концентрации. Для макроско
пического тензора получаем х‘4_ где

(3.1)

Выражение для тензора макроскопических коэффициентов теплой 
водности будет \гч-=где

1 -1/1 Зс \ ’
■/., “ \ 3»„ I 2с/

В работе [2] вместо формулы (3.2) получено

(3.2)

1 л' с Р1 у у

Здесь /о-Г՛; |п? главные значения тензора л в компоненте с номером л.
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и——»— ■ ■ ------------------------ - - • -»--- — ■■— —————— — - ■ ■ - - — Г= .А ■   ~ - “■ ■ " - ~ "— - *■

В общем случае формулы (3.2) и (3.3) приводят к различным 
результатам. Это означает, что не существует материала, сильно изо
тропного в смысле одновременно статьи [2] и настоящей работы. 
На фиг. 1 приведены результаты вычисления макроскопического коэф
фициента /•* для поликристалла при '... ■ >■ . Кривая 1
соответствует приближению Фойхтз, кривая 2 приближению Рейса;

Фиг. 1.

кривая 3 вычислена по формуле 
(3.21, вычислениям по формуле (3.3) 
соответствует кривая 4. На фиг. 2 
приведены результаты вычислений 
для смеси из двух изотропных ком
понентов при ранных коэффициен
тах концентрации (с, с.). Интуи
тивные соображения подсказывают, 
что кривая 3 должна хорошо опи
сывать смесь, в которой первый 
компонент является матрицей, а 
второй представляет собой вклю

чения» В общем же случае при 1:3-%'։ /е 3 кривые 3 и 4 практи
чески совпадают, и различием формул (3.2) и (3.3) можно пренебречь.

4. В качестве другого примера рассмотрим задачу об определе
нии упругих постоянных механической смеси из произвольного числа 
Л' анизотропных компонентов. Уравнения (1.2) в рассматриваемом 
случае имеют вид

йх ()хт = 0, =о
дх.

Последняя группа уравнений представляет собой уравнения равновесия 
при отсутствии объемных сил. Тензор 7. является тензором упругих 
податливостей. Уравнения (1.6) приводятся к виду

■I Изисстия АН Ары.ССР, Механика. № 6
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6(?) ее։/>е,цч ~р~~~ [<г 4՜ ? ։

?)1<7р 0

<*гг ? д-г . д-г \ ,
(Ух- ''А дх,дхт '‘։'п дХ)дхк) ’ 1

$о__________ *д-г______
12($04-</0) дх^хкдх,дхт

Здесь $а։, с/0 величины, связанные с математическим ожиданием тен
зора податливостей

■х” . 1г

Функция Грина 6,1-'л,(г) будет 

С/и1т (А*) = лл “ 7 (

■ (е/М’х

7'}к1т $$'')к'Чгл </о Р^Ц^кт 4՜ ,»}п',Ь1 )

В задаче теории упругости, как показывают вычисления, опера
тор Р определен следующим образом: с — аРЬ, или в компонентах 
С;к!{,х — а;к'/: р ,Ьг1т. Тензор Сдается формулой

Р>к1т 77? 2) 6>х;Чт -+- (3 #) {'•/„.'Ч! - О.-Лх-т)]
30

1 Чо п — 
2 $о 4- Чп

Обозначим через и, /,ч/.11,,. тензоры упругих податливостей ком
понентов смеси, отнесенные к кристаллографическим осям. Для тен
зора С вычисления приводят к следующим формулам:

Р'-;Р‘1,ч (1 I,к

1 £
/■ — . У С„ (2/;7Агг(,з /-ДД-(Л))

1:> п-1 

1 •С7 1 V 
30 ֊

7.,. - '/п/5/.,, — ^„Р՝/п, V» = л

Тензор макроскопических податливостей дается формулой

= 5Зд-^Л„ <7* -Г )

Макроскопические постоянные $:(11 имеют вид

$о 5**» 7* 7о — Ч^и 

___ 15 ___
15 7^2 (3 4-«}(.;

(4.1)
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ЧМе) 2
5+* / о • л 7**

<?9-г^У+֊с 3
\ о /

Применение формул (4.1) в случае композитного материала из 
двух изотропных компонентов с равными модулями </։ </. — </ дает

с։с21$1 52) /л о»««--«в------- • <7*^9 (4.2)
С։52 с2я։ — 9

Формулы (4.2), как легко проверить, совпадают с точным решением 
Хилла. В этом примере подход статьи [2] и подход данной работы 
приводят к совпадающим результатам. Это будет не гак в общем 
случае, когда будет важна форма микронеоднородностей.

Например, для композитного материала из двух изотропных ком
понентов формулы (4.1) приводят к следующим выражениям для объем
ного .модуля и модуля сдвига:

к« _ З/уЛл 4-4х.,
'■R З^*,

I1* _ (9 2^) 1Ч& 4- 2 (3 |«£
” (9 — 2$) № 4-2(3 $ ।

Нетрудно убедиться, что полученные выражении удовлетворяют 
оценкам Хашина-Штрикмана [5]. Формулы работы [2] приводят к дру
гих։ выражениям, которые также удовлетворяют оценкам Хашина- 
Штрикмана.

5. В заключение рассмотрим задачу о макроскопических коэф
фициентах линейного температурного расширения механической смеси 
из .V анизотропных компонентов. В данной задаче уравнения (1.2) в 
компонентах записываются следующим образом:

С)1[>Ск,„.1 . Зг» ; — 0, — О
О лI иХт ОХ к

Здесь а тензор постоянных линейного температурного расши
рения. Уравнения (1.6) выписаны в предыдущем параграфе. Уравнение 
(1.7) имеет вид

• •
1Г| + (Н Сг.,ЬеЛ?> е1:Л1,е111։1 ֊֊ 1а'нг ?) - V, <г - 0

Как показывают вычисления, тензор Г) имеет вид

1 -X
О]к= Ь - С/.У-Д”»

3 « ։

V« 4՜ ~ "(/I ^>п
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Здесь я» тензор постоянных температурного расширен։
отнесенный к кристаллографическим координатам.

Для макроскопических постоянных находим (’о— ’♦»)$/*

3 „_____ Ьд0_____
<,„ + 2я('г+4('՜)

*' *
Из полученных формул н простейшем случае вытекает интунтиш 

ясный результат. Если исходный тензор ։ изотропен и для всех ко։ 
понситон смеси совпадает, то он будет совпадать и с микроскоп 
веским.

МосхпмекнП ордгнм Ленина
Эхгрг՛ Ш’ич пнй институт Поступил« 16 IV I9Ô4.

Վ. Ն ГГп1П։1Ц1|Ъ’։11

Ու՚ժհՂ ւփյւՏՐՈՊԻԱՏււ-ւ. ՕԺՏՎԱԾ ։ւ»1րՊՈԱԻ8Ի11Ն ՆՅՈհ^1։1Դ 
smbp-m iruiibb

II. մ փ II փ ս I մ

• *նղ հանրացված Լ ոէմեղ ի դո տրո սլ իա/ով է»մ տված ր աղմարրէէ րեդի մո- 
ղնլբ սւվեյի լալն ղասի կոմ սրւղիդիռն նլռւթ երի հակադարձ чп են դո բների համէէէրէ 
Դիտարկված են մեխանիկական խառնուրդներ՝ բաղկացած կամարսկան 
թվով սւնիդոէորուդ բաղադրիչներիդ: Հաշված ՀՆ մակրոռկււպիկ հաստատուն* 
ներր ջերմահաղորդականս» թ քան ե դիֆա դիալի, աււսյձ դականա թ քան It 

ջ երմաառաձդակսւնոէ թլան խնդիրներում: 11րւդեո հիմնական հավատս բու մ - 
ներ, ողտադռրծվոէմ են ջերմության կամ /արումների հոսքերի ան՝ 
խդելիա իք լան հտվւոսարռւմներր: երկա իղոտրուդ բաղադրի չնե րի բ կսւդւքէիււ-1 

է) եիէ անիկ ական իւաոնա րդի համար, gm լղ է արվում, որ il ակրո սկռ ոք իկ tuntui՝ 

ղւււկան '•luinniu աունների համար ստացված րանաձևերր բավարարում են 
!»աշին՝ h տրիկմ անի t/նահաաականներին:

V N MOSKALENKO

CONTRIBUTION TO THE THEORY OF STRONG 
ISOTROPIC COMPOSITE MATERIALS

S u m m a r y

The model of a strong isotropic polycrystal is generalized for in* 
verse tensors for a large class of composite materials. Mechanical 
mixtures of arbitrary quantity of anisotropic components are considered. 
Macroscopic constants are calculated in problem of heal conductivity^ 
diffusion, elasticity, and thermoelasticity. The equations of compatibility
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heal streams or stresses are used. It is shown that in case of me-
chanical mixture of
macroscopic elastic

two isotropic components the obtained formulae 
constants answer Hashin-Shtrikman’s estimates.

for
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Н Е САРКИСЯН

ПРОЧНОСТЬ И ДЕФОРМАТИВНОСТЬ СТЕКЛОПЛАСТИКОВ 
ТИПА СВАМ ПРИ ЦИКЛИЧЕСКОМ ОСЕВОМ НАГРУЖЕНИИ

В настоящей работе излагаются результаты исследования проч
ностных и дсформатинных свойств СВАМ-ов при осевом циклическом 
нагружении в зависимости от анизотропии механических свойств мате
риала. Рассматривается влияние укладки волокон на усталостную 
прочность стеклопластика.

Исследованию усталостной прочное nt стеклопластиков (’ВАМ 
при симметричном цикле плоского изгиба посвящены работы [1, 2]. В 
этих работах осуществлялся режим „жесткого*’ нагружения, при ко? 
тором в процессе испытаний сохраняется постоянным амплитудное 
значение прогиба образца.

Настоящие усталостные испытания проводились в режиме „мягкс 
го“ нагружения (нагрузка Р. const). Как известно, при усталостны 
испытаниях стеклопластиков целесообразным считается прнменсни 
„мягкого“ режима нагружения, т. к. помимо прочего (отсутствие релак? 
сапии напряжений и т. д.) оно дает простой способ непосредственного 
расчета напряжении в образце. „Жесткий“ же режим нагружения для 
определения напряжений требует пересчета величины деформаций нл 
напряжения с использованием для этого неизвестного значения цикли
ческого (динамического) модуля упругости.

/. Методика экспериментов.
Материалами для исследования служили стеклопластики типа 

СВАМ, изготовленные на ленинградском заводе слоистых пластиков
СВАМ на эпокси-’ енольном связующем имел укладку волоки

1:1 и 5:1. Продольная ось образцов совпадала с направлением 
СВАМ из бутвар-фенольном связующем имел равнопрочную 
стеклошпонов 1:1 и ориентацию образцов - 0 . ? = 22.5'֊ и

волоков
укладк

Г = 45°.
Образцы для испытаний вырезались на фрезерном станке с при* 

менением охлаждения. (Норма и размеры образцов приведены на фиг. 1.
Образцы на эпокси-фенольнбм связующем имели толщину 5 деле 

и испытывались на пульсирующее растяжение (коэффициент асимметр 

цикла г 0). Толщина СВАМ-а на связующем БФ-4 составля

10 дс.н. Эти образцы подвергались симметричному циклу растяжения 
сжатия (г I).
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Механические характеристики образцов в случае статического 
растяжения определялись на разрывной машине ЦДМ-10 при скоро
сти холостого перемещения захватов и — 6 .иле мин. Результаты иены, 
танин приведены в табл. 1, где значения деформативных свойств со
ответствуют начальному линейному участку зависимости напряжение— 
деформация.

Фиг I. Форма и размеры образца.

Все статические и усталостные испытания проводились при тем
пературе окружающей среды 22 2 С и влажности 67 5 " ,.

Механические свойства стеклопластиков СВАМ при статическом растяжении
Таблица /

Тип связующего

У
хл

од
ка

 
ко

ло
ко

н Угол вырез
ки образца 

т. «Р«Д

Предел 
прочности 
: ... К1С .«.и2

Коэффи
циент вариа

ции вели
чины Зп. %

Модуль 
упруго
сти Е, 

к։с'мм~

()тноеител>.- 
пое удлине
ние при раз
рыве 0 о

Эпокси-фенолъное 5:1 0 64.09 6.32 4810 1.32
Эпокси-фёнольное 1:1 0 43.12 7.52 2960 1.78
Бутиар-фпнольнос 1:1 0 35.80 2.86 2480 1.56

Б>гаар-фенолы<ог 1:1 22.5 13.98 7.07 1170 4.60
Бугваргфенолъяое 1:1 45 8.77 6.51 1040

Усталостные испытания проводились на гидропульсаторе ЦДМ-10 Пу. 
■ Частота нагружений равнялась 1200 цикл мин и выдерживалась с 

точностью до 1%. База испытаний была принята равной 10" циклам. 
Задаваемая нагрузка и коэффициент асимметрии никла г устанавлива
лись по шлейфовому осциллографу МПО2 и выдерживались ручной 
регулировкой с точностью ± 3%. Проволочные датчики сопротивле
ния были наклеены на хвостовую часть корпуса промежуточных зах
ватов. Конструкция этих захватов описана в работе [3].

Продольная деформация измерялась при помощи специального 
устройства, состоящего из двух балочек, одна из которых двумя кон- 

I, сольными упругими пластинками свободно опиралась на винты-упоры, 
жестко связанные с другой балочкой. Такое устройство при помощи 
шаблона устанавливалось на образец с базой измерения 30 мм. 1 ен- 
з.датчики, наклеенные на упругие элементы измерителя деформаций, 
включались в мостовую схему, которая предварительно уравновеши
валась перед началом испытания. Возникающее в процессе пульсаций 
изменение электрического сигнала после соответствующего усиления 
в.•давалось на шлейфовый осциллограф Н102.
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В процессе опытов деформации либо записывались на фотопленку 
либо их значение определялось но длине луча на экране осцилло՞՜ I 
графа. 11ри испытании данных образцов 1 льм на экране осциллогра
фов соответствовал напряжению 0.03—0.30 кгс/лелг и деформации?] 
7 10 14 10՜ в зависимости от степени усиления первичного
электрического сигнала.

Во всех испытаниях с помощью трех медно-константановых тер
мопар определялась температура саморазогрева материала на поверх-4 
пости образца. Имеющиеся данные по саморазогреву будут опубли
кованы дополнительно.

Моментом разрушения материала принималось наступление га-1 
кого состояния, при котором образец далее не выдерживал заданной 
нагрузки и асимметрии цикла. На каждую экспериментальную точку ис
пытывалось 3—4 образца. Всего для данного исследования было ис
пытано 130 образцов.

Результаты экспериментов подвергались статистическом обработке. 
Корреляционные уравнения усталостных диаграмм определялись по ме
тодике [4], предложенной для случая малого числа испытании.

2. Обсуждение результатов испытании СВАМ-а на эпокси- 
(ренольнол։ связующем.

Зависимость напряжение деформация в случае статического рас
тяжения приведена на (риг. 2-а.

Фиг. 2. Зависимость напряжение - деформация при статическом растлжсйиа 
е.—( ВАМ н.ч »покси-фснольном сияз;. кинем. . 0 . 1 укладка подокон 5:1. 2—укладка 
волокон 1:1, 6— СВАМ на БФ-4. укладка иолокон 1:1, I— и -0 , 2 22.5,
3- ? 45.

Для материала с укладкой волокон 1:1 довольно четко обнару
живаются две точки перегиба, положение которых определяется со
ответственно напряжениями 0.26;. и 0.735ц и деформациями 0.34% и 
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1.20%. Модули упругости второго и третьего участков соответственно 
составляют 80% и 67 от значения Е для начального линейного 
участка.

I Указанные точки перегиба, на которых происходит скачкообраз
ное увеличение повреждаемости, являются „порогами“ трещинообра- 
JOIuihhh. Первый порог возникает, когда прилагаемым напряжением до
стигается предельное состояние н точках, находящихся в наиболее 
напряженном состоянии (концевые участки волокон, инородные включе
ния и другие источники местной концентрации напряжений). По дости- 
женми верхнего порога ускоряется процесс образования и развития 
трещин, нарушается совместность работы стекловолокон и полимер- 
чою связующего.

Пороги трещннообразования в явном виде нс обнаруживались при 
■статическом растяжении стеклопластика, имевшего укладку волокон 
5:1. Это объясняется, по-видимому, тем, что наличие сравнительно 
Меньшего числа смежных слоев с взаимно перпендикулярным располо
жением иолокон вызывает сравнительно меньшие концентрации напря
жения и растрескивание полимерного связующего [5|.

ИИруществует непосредственная связь между деформацией порога 
трещннообразования при статическом растяжении и разрушением стек

лопластика при пульсирующем растяжении.
Рассматриваемые усталостные испытания показывают, что начало 

I разрушения стеклопластика СВАМ на эпокси-фенольном связующем 
|.<ощ|адает с моментом Бремени, когда деформации достигают опреде- 
т.ленного значения, не зависящего от величины циклического напряже- 
I ния и долговечности. Для образцов, имеющих укладку волокон 1:1, 
|0ва равна 1.20%, что соответствует деформации верхнего порога 
I трещинообразования при статическом растяжении. При этом коэф- 
I фпциент вариации величины средней деформации s.., предшествующей 
■разрушейию. ранен 4.2 й. Для СВАМ 5:1 средние значения соот- 
I пегственно составляют х.. -0.98 % и v - £ 6.05%. Отметим, что 
|.}МЭанная ныше связь между характерными деформациями была ранее 
■ 'установлена в работе |6] при испытаниях ил осевое нагружение тка- 
| певых стеклопластиков ЭФС и ВФТ-С.

При циклическом нагружении образцы разрушаются хрупко в 
|‘1Ц<>СКоетн, перпендикулярной к осн нагружения. Между тем, разруше- 
I ииг при статическом растяжении происходит с расслоением слоен, что 
I псобпшо наблюдается на образцах из СВАМ 1:1.

Нп фиг. 3 приведены записимости величин мгновенной дсформа- 
l.yiiii при максимальном напряжении цикла от логарифма числа 
ИМКЛОН.

Возможно, что фи։ 3 создает впечатление наличия зависимости 
ИЖ*ЛУ конечный значением деформации ։f перед разрушением и дол

ин՛ !,|<(. Однако, на самом деле »то нс так. lia фиг. 3 приведена 
Ijjhiiii часть э.кснериментальных кривых, а средняя величина деформа-
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ции -р определена как средняя из всех опытных данных (для СВАМ1 
5:1 17 экспериментальных точек, а для СВ АМ 1:1 11 точек).
брос средней деформации также вычислен на основе всех ваблю I 
дений. Полученная небольшая изменчивость средней величины лае: 
нам возможность считать, что деформация, при достижении которой 
наступает разрушение, не зависит от циклического напряжения и дол* Е 
говечности (в случае пульсирующего растяжения вдоль направлеинЛ 
наибольшего количества волокон).

О , г 0. а — укладка подокон 5:1, 1 in -34.1 кгг .«.к-. 1' ?шлх 31.8х«С;*Ч
3 Taux 25.8 л-ir ,w.w2, -I Ï41HX֊ 24.0лче .Ч.м’; б укладка волокон 1:1, 1 >-■ 1
— '28.1 Ktc мм*. 2 Тших 2'2.6 xjr.'.w.M-, 3 21.1 иге. мм-. 4 Jmax 18.4 «<JUA

При пульсирующем растяжении среднее напряжение цикла « 
равно нулю. Поэтому возникает еще отличная от нуля деформацв 
֊т1п, которая прогрессирует ко времени вследствие циклического рг> 
упрочнения и виброползучести материала. Величина деформации Ц 
зависит от среднего напряжения цикла и продолжительности цикличх»՝ 
кого нагружения.

Усталостные зависимости Зщач IgA (А число циклов до р*1 
рушения) лучше всего апрокспмируются двумя линейными корреляций 
ними уравнениями (фиг. 4, а). Первые участки диаграмм характерна» 
ются коэффициентами корреляции 0.956, а вторые 0.997.
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Коэффициент усталостной прочности «'отношение усталостно»։ 
пюсти к прочности пр։։ статическом растяжении) для материала с 
иной стекловолокон 5:1 несколько ниже, чем пр»։ укладке 1:1 и

базе 10,: циклон нагружения составляет соответственно 33.8'% и

Фиг. 4. Устилогтные диаграммы стеклопластике»* типа СВАМ. а — па эпокси« 
Мам гяяауючрм. ; 0 . г 0.1 укладка аолокок 5:1. 2 укладка волокон

1:1; й на саяяующем БФ-1, укладка волокон 1:1. г 1. 1 ? 0 . 2 7 22.5 .

г’т*՛ Г
■ Низкий Коэффициент усталостной прочности СВАМ 5:1 следует 

обмеинть более сильным саморазогрено.м материала, имеющим место 
1ри сравнительно одинаковом уровне напряжения. Например, при напря 
атии, составляющем 40% от предела прочности материала, разность 
Ттчпсратур саморазогреиа к 50 тыс. циклам нагружения достигает 
Йоло 40 С.
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3. Обсуждение результатов испытании ('ВАМ-а 1:1 на бут
вар-фенол ьном св язу юще.м.

Зависимость з— г при статическом растяжении в случае действия 
силы вдоль волокон (с 0 ) в явном виде имеет одну точку перегиба 
(фиг. 2, б). Точке перегиба (порогу трещинообразования) соответст
вует напряжение •= ֊ 29.2 лгг .ил։2 или 0.82с,, при з 1.18%. Модуль 
упругости материала за порогом трещинообразования на 25% меньше 
по сравнению с начальным.

11ри циклическом нагружении параллельно стекловолокнам мате
риал разрушается хрупко, без расслоения.

Когда растягивающая сила составляет с волокнами угол ? 22.5՜
и ? 45 , образны разрушаются с образованием значительной шейки,
на которой возникает „бочка“ с сильно развитой трещиноватостью. 
При этом изломы оказываются зубчатыми и совпадающими с нап
равлением волокон.

Зависимость долговечности от амплитудного значения напряже
ния в полулогарифмической системе координат линейна и состоит из 
двух участков независимо от анизотропии механических свойств мате
риала (фиг. 4, 6). Как это видно из графика, в случае симметричного 
растяжения—сжатия в диагональном пэ отношению к волокнам направ
лении (с 45 ) при Л/% Ю4 циклах практически достигается истин
ный предел выносливости материала.

Коэффициент усталостной прочности (отношение ' । СВАМ-ов 
на базе 10'1 циклов при - = 0 из 22.5 примерно одинаков (около 
9%) и ниже, чем при -- 45 (11% о г предела прочности при стати
ческом растяжении). Однако, это различие зависит от долговечности. 
При меньших долговечностях (Л'<'2.10! циклон) коэффициент усталост
ной прочности практически совпадает в случаях нагружения под углом 
՛- - 22.5 и > 45 . Между тем. в случае симметричного растяжения
сжатия вдоль волокон (т> - 0 ) отношение з ;/з„ в указанном диапа
зоне долговечностей оказывается больше.

Анизотропия механических свойств стеклопластиков типа СВ АМ 
при кратковременных испытаниях изучена достаточно хорошо. Однако 
имеется мало данных о влиянии анизотропии на усталостную проч
ность. Насколько нам известно, этот вопрос рассматривался лишь в 
работе [1|, где исследовалась усталостная прочность материала при 
изгибе в плоскости, параллельной подокнам, и в плоскости, составля
ющей с ними угол г 45 .

Результаты настоящего исследования указывают на возможность 
применения известного тензорного соотношения [7| для определения 
усталостной прочности в любом направлении по отношению к во
локнам на основании экспериментально полученных величин усталост- 

„ '41 45нои прочности ՝, , 3-1 и з ь
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Формула для определения усталостной прочности имеет вид

1
-1 cos4 s։n’2f-|'C sin4 ? 

где
. ?-i с + 1 Л։
А = c

Усталостная прочность материала в направлении '■? 22.5”. оп
ределенная по формуле (1), совпадает с фактической тем лучше, чем 
меньше долговечность. Расхождение по базе 10" циклов и среднем 
составляет 12%. Отметим, что н случае оценки кратковременной 
прочности погрешность составила всего 0.9%.

Данные, приведенные в табл. 2, показывают влияние долговеч
ности на степень анизотропии усталостной прочности СВАМ-а. По
следнюю определяем как отношение усталостной прочности при дан
ном, по отношению к волокнам, угле нагружения ։) к соответству
ющему значению при 0

(2)

Зависимость степени анизотропии усталостной прочности ( 2. -J Jot долговечности

Таблица 2

Угол пырея* 
хи, храд

Статическое 
растяжение

Долговечность, циклы
5-10* 8-10’ 2-10‘ 10» 10*

0 1.000 1.000 1.000 1 000 1.000 1.000
22.5 0.392 0.320 0.320 0.352 0.368 0.370
45е П.245 0.19» 0.198 0.242 0.260 0.284

Анализ результатов показывает, что по сравнению с анизотропией 
кратковременной прочности степень анизотропии усталостной прочно
сти зависит еще от долговечности, т. е. от величины напряжения сим
метричного растяжения- сжатия. При малых долговечностях коэффи
циент -у заметно меньше значения, соответствующего кратковременной 
прочности. С увеличением долговечности повышается значение л 
причем значительно быстрее при « 45 .

Выводы. I. Стеклопластик СВАМ на эпокси-фенольном связую՜ 
щем при пульсирующем растяжении разрушается при достижении де
формаций определенного значения, не зависящего от напряжения 
цикла. Величина деформации разрушения зависит от укладки волокон 
в материале и соответствует деформации порога трещииообразования 
при статическом растяжении.
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2. При пульсирующем растяжении коэффициент усталостной проч
ности стеклопластика при укладке волокон 5:1 ниже, чем для СВАМ-а 
1:1.

3. Симметричное растяжение—сжатие СВАМ-а меняет свойство 
анизотропии материала. При этом эффект зависит от долговечности и 
угла между плоскостыоТциклического деформирования и главной осью 
у п р у 1-о й с и м мет । ■> и и.

4. Для определения усталостной прочности в любом но отноше
нию к волокну направлении можно пользоваться тензориальной 
формулой прочности при статическом растяжении, заменив при этом 
статические характеристики усталостными.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 13 V 1969

Ն. հ. 11ԱՐԳ113Ս.Ն

СВА.Ч Տ1՚Պ1՛ ԱՊ11.ԿԵՊԼՍ.ՍՏՆ1ւՐ1’ 11.1ГРПН>:И11'ЬН ԵՎ ԴհՖ1114ր1ԼՏԽ1.11հՈ-311հՆԸ
ԱՌԱՆՑՔԱՅԻՆ ՑԻԿԼԻՆ RԿՌՆԱՎՈՐՄ ԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ս. մ փ ո փ ո I մ

fit ihiiiI նաոիրվու մ է tn դն ini է։ tթ / ան tn if րոլթ քուն ր և դե ֆո րմ ա տի վ ԱԼ- 
fd ւ in’ll ր փափա կ րեոնավորման tt'.nl ful ի դեպքում կախված նլութի մեխանի
կական till Ոէկու իք լաննե րի անի էլո էորո պքէ tn քիէք ։ Դիտարկվում Հ սւպակե թ ե լե րի 
դ աոավորութլան ա դ դ ե ո ո t ft) քուն ր <ոդնա<! ա ք/ք լան ա մ րո ւ. իք լան վրա:

.y դմ ան րարաիւոէլ դիկ/երի դեպքամ CBAM-/? քաքքալվում Է ուոտնւյ- 
րալին դեֆ ո րմաւյիանե րի որոշակի արժեքի դեպքում, անկախ ՅՒհւՒ I"’՜ 
րու!> ի ւյ։

CBAM*/» ււխ1ետրիկ ձդ nt մ • ո հ դմ ո ւմ ր փոխում Է ն լա թի մեխանիկա֊ 
կան հաակոէ իք լուննե րի ուն ի դ ո ա ր ո պ ի ան:

/Z պ ակե թեքե ր ի նկատմաԱր դանկսւդած ո ւ tjrjnt թ լա il ր հոդնած nt քժ քան 
ամ րու [J րոն (ւ որոշե/ա. ՛էամ ար կարեյի Լ ոդւովհք կարձաաև ամ րութ լան տեն֊ 
էյորոււին աոն չու թ) ան ր ն/I ան րան ttiAlt իւյ;

N. E. SARKISIAN

THE STRENGTH AND DEFORMATION OF FIBREGLASS 
REINFORCED PLASTICS „CBAM“ UNDER CYCLIC 

AXIAL LOADING

S ii tn tn ary

The fatique strength and deformation of fibreglass plastics „CBAM,, 
depending on anisotropic characteristics of material at soft regime of loa
ding is investigated.
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The influence of fibres direction on the fatique strength is 
considered.

It is shown that under pulsation extention the „CBAM“ is destroyed 
when the longitudinal deformation reach at determinating value.
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А. М. СИМОНЯН

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛЗУЧЕСТИ 
НЕРЖАВЕЮЩЕЙ СТАЛИ Х18Н10Т ПРИ 600 С

Исследуется временная связь между деформациями и напряже
ниями при 600 С у хромопикелиевой стали Х18Н10Т в условиях 
постоянных и переменных растягивающих нагрузок с продолжитель
ностью опыта от 200 до 800 часов. Для выявления специфических 
особенностей ползучести при переменных нагрузках, как это рекомен
дуется в [1|. нагрузки взяты ступенчатыми (до 6 ступеней).

Исследуемая сталь при 20 С имеет нижеследующие механические 
характеристики: предельное сопротивление разрыву /? 62 л-ь'.илг;
предел текучести 32.2 * г.'леи2; удлинение до разрушения—50% при 
скорости деформации 0.05 1 мин, 41%- при 0.17 1 .ин«.

7. Методики исследования

Опыты произведены на испытательных машинах типа 502.10 
Рауэнштайн (ГДР), в камерах которых поддерживалась температура 
600 С, периодически колеблющаяся в пределах • 2 С. Как показано 
н [2|, колебания эти практически не влияют на деформации ползучести, 
хотя отражаются на отчетах деформаций, вследствие чего последние 
брались и моменты очередных автоматических включении печи.

Нагрузка на цилиндрический образец передается посредством на
винченных на него зажимов с помощью штучных грузов, подвешенных 
к нижнему зажиму через двухступенчатое рычажное устройство с пе
редаточным числом 1:50. Взаимное положение двух измерительных 
шип, жестко закрепленных соответственно па двух выступах образца, 
указывается на выносном экране и читается с помощью спирального 
микроскопа с пеной деления 1 микрон. База 'измерения деформаций 
100 льи.

Выточка образцов 8 мм из прутков 15,иле осуществлялась при 
непрерывной подаче масла на обрабатываемую поверхность, что 
препятствовало возникновению местных температурных градиентов, 
могущих привести к возникновению остаточных напряжений и к струк- 
т у р н ы м изменения м.

Испытывались на ползучесть лишь образцы, дающие равную де
формацию с двух противоположных сторон при пробных нагружениях. 
Образцы не подвергались предварительной термической обработке и 
нагревались до 600 С плавно в течение 3 пасов и при полном отсут
ствии нагрузок.
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Нагружение осуществлялось путем подъема системы зажимов с 
подвешенными штучными грузами со специального упора. Ступенча
тое изменение нагрузок в процессе опыта осуществлялось вручную.

2. Ползучесть про постоянных нагрузках

Испытания, проведенные при напряжениях 0.1 /?, 0.15 R, 0.2 R, 
0.25 R и 0.3 R, показали, что почти у всех образцов, начиная с неко
торого момента ( --֊ 48 часов), контрастно выявляется течение с 
постоянной скоростью. Аппроксимация ползучести по какой-либо 
формуле, предусматривающей затухание ползучести, для исследуемого 
материала приводит к расхождению с опытными данными, которое 
растет со временем. Таким образом, принимается форма аналитичес
кого представления ползучести, впервые предложенная Эндрейдом 
[3], с той лишь разницей, что здесь затухающая часть аппроксимиро
вана экспоненциальной Функцией [10].

где
Ч/) е0(з)+ е 7‘) (2.1)

(2.2)

16 сутки

Параметры (2.2) верны при ՛ < 0.25/?.
Здесь и и дальнейшем будем рассматривать полные деформации, 

так как, во-первых, разделение деформаций ползучести и пластичности 
всегда условно, а во-вторых, мгновенные деформации, как, впрочем, 
будет показано ниже, при изменении нагрузки существенно зависят 
отспротекшей ползучести.

На фиг. 1 показаны кривые, вычисленные по формуле (2.1).
Для того, чтобы наглядно показать близость экспериментальных 

и теоретических кривых, представляется удобным ввести коэффициент 
абсолютной вариации

$ Известия АН Ари.ССР, Механика. № 6
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|2.3)

где £•./(') 7-я экспериментальная деформация в момент , п коли
чество экспериментов.

При / = 200 час для 3 получены значения, приведенные н табл. I. 
из которой видно, что относительный разброс экспериментальных 
данных практически не зависит от нагрузки.

Таблиц,а 1

0.1 0.15 0.2 0.25

Мз) 0.094 0.088 0.091 0.102

э. Ползучесть при ступенчато-изменяюгаихся нагрузках

При рассмотрении ползучести при переменных нагрузках возни
кает вопрос о выборе той или иной теории ползучести, обобщающей 
зависимость (2.1).

Отметим, что основная формула теории упрочнения

4т՜ (З.П

при различных постоянных нагрузках предусматривает подобие кривых

в системе связи с этим наступление фазы с постоян-

ной скоростью ползучести должно быть при достижении одной и той 
же пластической деформации. В настоящих же экспериментах подобия 
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этих кривых нет, а «раза ползучести с постоянной скоростью дости
гается по истечении одного и того же времени и при различных 
пластических деформациях, что противоречит (3.1).

Если же затухающую часть деформации 3(®)(1 <? ') отнести к
мгновенной и, кроме того, положить ап- :с, то соотношение (3.1) вы
рождается в уравнение теории течения.

Обобщая (2.1) при использовании наследственной теории (отме
тим, что обобщение это могло быть и иным), получим

г
= ■„(;(/)) + рМ=(-)) + 1?Ь(-))е '1^ (3.2)

О

Соотношение (3.21 представляет собой уравнение нелинейной наслед
ственности с двумя наследственными членами, ядро одного из которых 
вырождено К] (/, “1 1, так что обратимой частью деформаций ползу
чести будет /(=)- Аппроксимация деформаций ползучести с помощью 
двух наследственных членов использовалась и для бетона [4|, [9], и 
при изучении сдвиговых процессов у глинистых грунтов [8|.

Характерно, что кривая, построенная согласно (3.2), асимптоти
чески будет стремиться к кривой ползучести теории течения, если в 
последней за мгновенную часть принять ( = ((')) 4՜ /(=(/)). Несомнен
ным недостатком (3.2) является обратимость мгновенной деформации.

При ступенчато изменяющихся нагрузках формула (3.2) запишет
ся так

п
- (/,,)--„(=„) 4-V, (-,)(/,. ti ,)

23(’<)(е | (3.3)
( 1

где /„ текущий момент, / 0. G : продолжительность дей
ствия нагрузки з, .

Формула (3.2), равно как и (3.3), соответствует схеме сопротив
ления. представленной на фиг. 2. Здесь пружина 1 нелинейно-дефор-

J мируема и соответствует = (з), элемент 2 соответствует 
< необратимому течению т(:), а элементы 3 и 4 сонме-
Н стно определяют затухающую и обратимую деформа-

Г д х цйю р(з).
У | Ниже будут приведены экспериментальные дан-

ные ползучести при различных видах изменения нагру- 
ф зок. На фиг. 3 10 изображены пунктиром эксперимен

тальные кривые и сплошными линиями теоретические. 
Экспериментальные кривые соответствуют усредненным данным из 
нескольких 2 3) опытов при переменной нагрузке. Теоретические 
же построены на основе усредненных экспериментальных данных (2.2) 
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при постоянных нагрузках (8—10 опытов). Естественно, что, вслед
ствие разброса экспериментальных данных, кривые эти на первой сту
пени нагружения не совпадают.

Фиг. 3. Фиг. 4.

«) Случаи возрастания нагрузки (э1<О2)

Основными параметрами эксперимента здесь являются: отношение 
/< з2, напряжение и продолжительность /■ и 7. ступеней загруз
ки. При крайних значениях к- 0 или к 1 экспериментальные кри
вые тривиально совпадают с теоретическими. Это совпадение почти 
сохраняется и при малых к и малых когда ползучесть при з։ не
существенна. В связи с этим выбраны к >0.5 и 48 час, когда пре
валирующая часть затухающей ползучести успевает проявиться.
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Фиг а
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В табл. 2 даны параметры проведенных экспериментов.
Из экспериментальных данных (фиг. 3) видно, что ступенчатое 

увеличение нагрузки в процессе ползучести приводит к меньшему

мгновенному росту деформаций, чем это предсказывается теорией 
(для всех выбранных нагрузок примерно в 1.5 раза), причем это но 
зависит от времени протекания ползучести в пределах 48 -264 чае.

Таблица 2
Номер 

экспери
мента

X- Г| (час) (час)

1 0.3 0 25 48 18
2 0.6 <1.25 48 18
3 0.75 0 2 48 18
4 0.75 0,2 263 450
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Форма кривой ползучести, то есть наличие затухающей и уста
новившейся фаз и постоянство коэффициента ՛; оказываются в хоро
шем соответствии с теоретическими предсказаниями. При этом, однако, 
затухающая часть ползучести (/) оказывается меньше, а скорость те
чения (а) больше, чем это предсказывается теоретически. Благодаря 
этому экспериментальная и теоретическая кривые сближаются со вре
менем и пересекаются, как и получено при длительных испытаниях.

Если исключить мгновенные деформации и рассматривать отдель
но деформации ползучести, та мы получим, что повышение нагрузки 
приводит к более интенсивной ползучести, чем показывает это наслед
ственная теория, как это и указывалось в применении к сплаву Д-16 
в работе |5].

б) Случаи убывания нагрузки

В этом случае имеет место так называемое „обратное последей
ствие“, которое может быть описано лишь наследственно!։ теорией. 
Однако, при этом всегда мы имеем значительно большее падение де
формаций, чем это имеет место на самом деле [б]. То обстоятельство, 
что в формуле (3.2) одно из ядер ползучести (при ■՛) вырождено и

Г р 
приводит к необратимости соответственно деформации \ ?.(3)^֊, не_

0 
сколько сглаживает это расхождение.

Эксперименты проведены при нижеследующих параметрах.

Таблица 3
Серии

экспери
мента ■ '։ (час) /. («/«<?) -з

R
1л (час)

1 0.2 360 0.1 261 —
2 0.2 48 0.15 48 —
3 0.25 48 0.15 48 — —
4 0.25 48 0.2 48 0.15 48

Экспериментальные данные (фиг. 4) показывают, что ступенчатое 
уменьшение нагрузки приводит к меньшим отрицательным мгновенным 
деформациям, чем это предсказывается теорией, приблизительно в 
1.5 раза.

Ползучесть после уменьшения нагрузки во всех случаях очень 
мала, и это не зависит от того, насколько нагрузка уменьшена. Форма 
экспериментальной кривой, в общем, аналогична теоретической и 
лишь точка минимума деформаций у нее соответствует 6—9 час после 
изменения нагрузки, в то время как у теоретической кривой она 
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существеннее зависит от степени разгрузки и смещена вправо. Ско
рость течения у образцов оказывается меньше предсказываемой тео
ретически.

в) Случаи многоступенчатых нагрузок

Исследование ползучести при многоступенчатых нагрузках прове
дено при малопродолжительных первых ступенях ползучести с относи
тельно длительной последней ступенью. С одной стороны, это позво
ляет изучить форму кривой ползучести при частых изменениях нагру
зок, с другой стороны, изучить влияние этих нагружений на ползу
честь при последней постоянной нагрузке.

Эксперименты проведены при параметрах, указанных в табл. 4.

Тиблии» ■!
Номер 

экспери
мента

R -6 R ■у R Я
6

* 1
'■՛ * ('Р

1 0.15
48

0.2
48

0.25 
чь

0.15
96

0.25
336 0-250

2 0.15
48

0.25
48

0.2
96

0.25
96

0.15
336 0-085

3 0-2
48

0.15
48

0.25
96

0.2
96

0.25
33:> 0.114

4 0.25
48

0.2
48

0.15
96

0.25
24 0.263

5 0.25
48

0.15
48

0.2
96

0.25
96

0.2
188 0.079

6 0.25
48

0.2
48

0.15
96

0.2
96

0.25
48 0.081

Кривые ползучести представлены на «риг. 5.
Проведенные эксперименты позволяют проверить принцип ком

мутативности Одквиста |7], согласно которому деформации ползучести 
в текущий момент не зависят от очередности приложения нагрузок 
11 ри равной продолжительное՛։ и действия каждой из них.

Для следования этому принципу деформации при / 144 час,
описываемые кривыми на фиг. 5 10, должны отличаться па разницу 
соответственных мгновенных деформаций, что, вообще говоря, в на
стоящих экспериментах не имело места. Формула (3.3) с некоторой 
приближённостью описывает принцип коммутативности, если только 
нагрузки на последних ступенях равны друг другу- Приближенность 
здесь связана с тем, насколько исчерпана к рассматриваемому мо՜ 
менту затухающая, часть ползучести, и при ступенях по 48 ч«< можно’ 
очевидно, говорить о практической точности.

При попарном сравнении экспериментальных кривых на (риг. 5 и 
7, 6 и 9 получено, что если напряжение - на последней ступени 
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превышает напряжения з։ и 5е на предыдущих двух ступенях (фиг. 5 
и 7), то наибольшая деформация будет при постепенном повышении 
напряжения, т. е. при 3։<^з2; если же напряжение з3 является средним 
по сравнению с зг и (фиг. 6 и 9), то принцип Одквиста соблюдается 
очень точно.

Для каждого вида эксперимента в табл. 4 подсчитаны коэффи
циенты <$(М по формуле

Е к г
3^ м-) с1-

где к число ступеней, з-Д՞) — деформация, определенная эксперимен
тально, а £(•:)—по формуле (3.3). ЛМ определяет отношение плошади, 
заключенной между экспериментальной и теоретической кривыми в 
момент /■-, к плошади, заключенной между теоретической кривой и 
осью абсцисс.

Как видно из табл. 1 и 4, расхождение экспериментальных дан
ных при переменных нагрузках лишь немного больше разброса данных 
при постоянных нагрузках, причем теоретическая кривая, в общем, 
описывает явления, происходящие в материале при колебании напря
жений.
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A. M. SIMONIAN

THE EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF CREEP OF 
THE X18H10T UNRUSTED STEEL AT 600 C

S u in m ary

In this paper the creep of X18H10T steel under unstable and 
constant tension at 600 C is investigated.

It is shown that the creep that takes place under stable tension 
follows Endreid's approximation, but under changing tension it is des
cribed by equations of non-linear theory of heredity.

It has also been shown that the principle of Odkvist exists only 
in that case when the last degrees of tension coincide.
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