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О ДВУХ СМЕШАННЫХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗАДАЧАХ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

В настоящей работе приводятся решения двух осесимметричных 
задач теории упругости для цилиндра конечных размеров, когда гра
ничные условия на одной из торцевых плоскостей заданы в смешанном 
виде, а на другой -заданы напряжения (могут быть заданы также либо 
перемещения, либо условия симметрии).

Предполагаем, что на цилиндрической поверхности известны ка
сательные напряжения и нормальные перемещения.

Решение задачи представлено н виде рядов Фурье-Дини, коэф
фициенты которых определяются из парных рядов-уравнений, содер
жащих функции Бесселя. Далее, следуя |1|, парные уравнения сво
дятся к решению квази-вполне регулярных бесконечных систем, сво- 
■бодные члены которых стремятся к нулю.

Получены окончательные выражения для напряжений и переме
щений. Получены также формулы для контактных напряжений с выде
ленной особенностью и перемещений вне контакта.

1. Рассмотрим осесимметричную задачу об изгибе круглой тол
стой плиты, когда плита по некоторой кольцевой области (наружный 
диаметр которой совпадает с диаметром плиты) нижней торцевой 
плоскости опирается на жесткое, гладкое основание. На верхнем торце 
приложена произвольная (абсолютно суммируемая) нагрузка (фиг. 1).

Граничные условия для этой задачи запишутся в виде

тгг (/?» г) - «г(Л', г) — О

^=(г, ±Л) = 0
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М'. ֊^чи^г-) (1.1>
А-О

-Л (г) (0<г<^с)

и3 (г, А) = /з(г) (с<г <: 5)

где 2Л— толщина плиты, /? радиус, /Дх) — функции Бесселя /-го 
порядка, первого рода с действительным аргументом, 'к — положи
тельные корни функции ЛО-кК), а коэффициенты дк определяются по 
формулам [2]

R
'АЮЛМ* (* = 0. 1. 2. •••) (1-2)՛ 

R* Л (Ц R) ло

Считаем, что /о = О.
Как известно [3], решение рассматриваемой задачи сводится к 

нахождению функции Ф (г, г), которая в области осевого сечения тела 
вращения удовлетворяет уравнению

АДФ(г>г)=0, + + (1.3>
и г г О г О г՝

Решение уравнения (1.3) ищем в виде ряда Фурье-Дини [4—6]

Ф(г, г) г (5г'г-I-Сг) 4-[Да-яй ла г 4-5а ей лл.г - 
а- I

4- Ха г (Ск зй >к г 4- Ок ей X* г)] /0 (X* г) (1.4)

Напряжения и перемещения, в силу (1.4), представятся в виде

4 = — 2 (1 — 2у) Л И 6՝> В -г V {Да- ей -X* г 4՜ 5а- ей Ха г 4֊ 
А=1

С\-[(1 2ДзЙла£ : ~ 1к хсй'-А-г] 4- /Л[(1 4՜ 2՝') ей / А-г ’
99

4֊ > А 2 5Й / А г\\ Л (' а г) V !>•■ {Да- ей / А г - Вк яй ла г 
к*\

4֊ Ск (яй '/-к г 4՜ '-к г ей / а г) 4՜ Ок (ей ХА г 4֊ >л г эй л а- г)} 
» •к г

о- 6 ՝/ В 4֊ 2 > [ Са зй л* г 4֊ Ок ей лд. г] /0 (/* г) 4֊

4- V >4 ;2 4- 5а 8Й )-А г |- Ск [ей /-А г 4՜ ла- г ей / а г] Ь
к -։

4՜ Ок [ей /֊а г 4՜ Ха г эй лл г]} --х?—!•
Ха г
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з; = 6(1 >)£>’ Ак сЬ '(֊к2 4՜ В* зБ Хдг -|-
Д«1

С А- р-д- г сБ >к г (1 —2 >) зЬ Хд г] 4՜ £>рл- г зБ Хд г —

-и 2*)сЬ/*г]}/0(Хдг)
я».

'г.- ' д {Ак яБ 1-к г - 2?А сБ Хд. г 4՜ Ск р.д. г зБ Хд 2֊4
к— 1

(1.5)

— 2 V с 11 '> к г] 4՜ /Л [Хд. г сЬ Хд г — 2 у яБ Хд г] (Хд г)

иг= 1 4 ч
26 - ‘

; А к с 1։ Хд 2 />д 5Й Хд г -4- Ск (яБ' д г ;

4՜ > к г сЬ /к г) — /Л (сЬ Хд г • /д 2 зБ / д 2)] ]х (Хд г)

и,=^-!б(1 2*)& + 2(1 -27)С V лЦА^Ь^г-
26 I ±*|

: /Л-сЬХд2 4-С\[/.Д2 чЬХдг—2(1 -2у)сЬ'дг] ■

А- р-А г сЬ /< г — 2 (1 2 4 зЬ / д. г]](Хл. г)

Как следует из (1.5), граничные условия по цилиндрической по
верхности г — R удовлетворяются тождественно, удовлетворяя же дру
гим граничным условиям (1.1), для неизвестных коэффициентов полу
чим значения

Н- Яо
6(1 - г) ’

/л

1 2^^
1 -. ՝/

< к А сЬ Х<. А — 2 узЬ /.д Л 
зЬ Хд Л

о / к К зЬ > к К 4- 2 * сЬ / д лВк ---------------- ---------------------с‘

(1.6)
г. 2зЬ2ХдА у 2ХдА -г зЬ2ХдА <7Ь . , I

:---------------7 лк-------Г , ■ ,------- Г -7 51։ ? к ь
4 Ад А 4֊ зБ 4 /к К 2 /,д зБ Лд Л /,д.

л 2зЬХд. Л —2 Хд Л 4՜ эБ 2 / д/? 7д , ,1/Л =------ --------------- Лк ----------т------------- --------г сп /.д 1г
4 / д. Л • в Б 4 Хд А 2 Хд сЬ Хд А Х'д 3

Неизвестные коэффициенты Лд, входящие в (1.6), будем опре
делять из следующих парных рядов-уравнений по функциям Бесселя:

М1 — М) Лд /0 (/ д г) - 4 (г) (0<г<е)

(1.7)

ЛаЛ (Хд г) = /2 (г) (С<г</?)
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Здесь введены обозначения

, / ч г , ч л -к? 2 '•* А сЬ 2> к А 4- $Ь 2>д- А . .. .К(г) = -й(г) + 2 х . г)

(1.8)
.г 4ч. А (1 4-2чА) + 1֊е 4'*Л 

----- -------- -------------------------< 1
вЬ 4 > к А 4 / к К

Мь 0 (к'~е '՝ ՝), а0 —

2. Рассмотрим осесимметричную задачу о поршне, свободно пе
ремещающемся в жестком цилиндре с гладкой поверхностью, в случае, 
когда на одной из торцевых плоскостей действует произвольная нор
мальная нагрузка, а по нейтральной круговой области другого торца 
поршень сжимается жестким, круглым, гладким штампом произвольного 
очертания (фиг. 2).

Граничные условия для сформулированной выше задачи имеют вид

г) нг(/е, 2) ~г;{г, А)=0

5--(г, —А) = (г)
4-Ь

(г, А) /а(г) 

=.-(г, А) -

(0<г<е)

(е<г<^)

(2.1)

где /-к — неотрица-тельные корни функции ./, (чА?), а коэффициенты 
определяются по формуле (1.2).

Функцию напряжения Ф(г, г) для этой задачи ищем в виде (1.4), 
в силу чего напряжения и перемещения будут выражены формулами 
(1.5).
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Удовлетворяя граничным условиям (2.1), для неизвестных коэф
фициентов Ал, Вь, Ск и Вк получим значения

й= -й_. —с
6(1 у) 1—7

Хк • (7t. / л. Д ch >.fc Д 4 2v sh /.>. /։
Zljfc — ------q---  --------------------------------- •

•■к 2 Ik fl i-sh2).;.A

„ ~ /.* /I sb r-k A 4- 2 vch A
Dk — -----т— ----------------------------------

i-k 2 / д- fi — sh 2).* A

X* ~ 4k ch K*h

2л* A — sh 2't-k h

I). = ֊ %k ~ 4k sh Kk h 
2'i-kh sh 2 4-A

(2.2)

Неизвестные коэффициенты Ai определяются из следующих пар
ных рядов-уравнений:

X04-V(l = (0О<с)
£֊J

(2.3)ос՛
V Xkjotyk г) — (г) (С < г < R)
fc-D

где

, х- 4k 2' i A ch 2/ к h sh2/-i.A . ч 
+ £, ------------Г7Т~7----- ,-2ТГ Л г)

)■* sh՜ 2 i֊k h - 4 /ч- Л-
(2.4) 

^o(r)

.y. /4՜ ' *k h՜ ~i՜ i ~ g } x Zl

2(sh22/4-A-4AiA2)

Таким образом, рассматриваемые здесь обе задачи свелись к оп
ределению Хк из парных рядов-уравнений (1.7) и (2.3) по бесселевым 
Функциям первого рода с нулевым индексом.

Отметим, что соответствующие динамические залами сводятся к
решению парных рядов-уравнений типа (1.7) и (2.3) с другими из
вестными значениями Ми, (г).

Отметим также, что несимметричные задачи могут быть сведены 
к решению совокупности отдельных парных рядов-уравнений по функ
циям Бесселя первого рода с целым положительным индексом.



8 А А Баблояк. А. П. Мелконян

3. ’ассмотрим следующие парные ряды-уравнения по бесселевым 
функциям первого рода с нулевым индексом:

4֊ V 4 Хк (1 - ЛМ /,(/х. г) = / (г) (0<г<с)

(3.1)

У Л7/0('лг) = д(г) 
ь -о

(с<г</?)

где корни уравнения К) 0; — 1 <֊ р 1.
Парные уравнения типа (3.1) рассматривались в работе [7], где 

нахождение сведено к решению интегрального уравнения Фред
гольма второго рода, ядро которого представляется интегралом. Здесь, 
следуя |1]. решение (3.1) сведено к бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений. Доказывается, что получаемая бесконечная 
система не только квази-вполне регулярна, но и сумма модулей коэф
фициентов, а также свободные члены с возрастанием индекса стре
мятся к нулю.

Для решения (3.1) разложим функцию «(/') в ряд Фурье-Дини [2]

Я (г) = ('* *■) (3-2>
к- 0 

Здесь коэффициенты определяются по формулам (1.2).
Следуя |1], неизвестные Хь ищем в виде 

л = +----- (3.3)
('•Л с) *’ Л ('•*/?) 

к 0. 1, 2, •••

при этом случай к = 0 получается предельным переходом

Х^ Нт Хк - 
Л-0

(3.3*)
2 ֊ г 12 + ֊'֊ )

\ 2 /
Пользуясь разложением

/г;г(1-гз) к -О 2
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н благодаря выбору (3.3), в силу (3.2) нетрудно убедиться, что второе 
уравнение системы (3.1) удовлетворяется тождественно.

Подставляя (3.3) в первое уравнение (3.1), затем умножая полу

ченное соотношение на г (с г5)“ р(—1 г 1: ) и далее
\ 2 с’ /

интегрируя по г и пределах от 0 до с, получим

(ч с) •

2 ֊, <’ ,^4.

- ֊ , 1 <-/(г)(с։- г=Г г(-*, 1 +1; ^)</г
Й’Г Л + А ֊( Л I 2 С- /

к 2 ) и (3.4)

где Г (г) — гамма-функция, Р(՜. 3, ,, *) —гипергеометрический ряд, 
^>я» символ Кронекера.

При получении (3.4) было использовано значение интеграла

Выражение (3.4) представляет собой бесконечную систему алгеб
раических уравнений первого рода относительно неизвестных 6,„.

Пользуясь значением ряда [1]

V» _/. (> л г)/;(/1 г)('4 < I >’ / / ГХ \ / /сх\ 
уи А, )■' ( А )* ‘с/х

бесконечную систему (3.4) приводим к виду
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6,(1 +>,) = 2+ <1, <5 = 0,1, 2,•••) (3.7)
п։ — О

Здесь введены следующие обозначения:

- 2 .1 у!х {Ку} 2т -Т 1

֊ / \ ^°
2 ■ К֊\ {2 -}-

2 * М 4-.-4֊»С) 4 ‘ <н-1 М
X 4^ , (су) Ну + — (45 + Р + 2) ч------------- ֊------------

22*։г(1 + -|֊+^

(3.8)

Л(-5, 1+ £ -1 5; 1; Г-)^_Ас1+^(45 р-ь2)х 
\ 2 с* / R

;{р 2)^'-^.

дся'2 (р —2)_
2՝ ''/^г(2- -0

где /,.(х), К„{х) модифицированные цилиндрические функции соответ
ственно первого и второго рода.

Отметим, что в цитированных работах [1, 7] в (3.6) суммирова
ние производится без нулевого члена (к ••- 0), что неверно.

В (3.8) при р^>0 коэффициенты а,и, и свободные члены г?։ ко
нечны (интегралы сходятся абсолютно). Если же р<^0. то вместо пер
вого (х = 0) уравнения (3.7) следует пользоваться первым уравнением 
системы (3.1) при фиксированном г (например, г 0). При этом в 
бесконечной системе (3.7) индекс $ принимает значения 5—1, 2, 3, • ■ 
а постоянная 60 является параметром, который определяется после 
решения бесконечной системы (3.7) из первого уравнения (3.1).

Докажем, Ат.о при р?>0 система (3.7) квази-вполне регулярна 
(аналогично доказывается регулярность (3.7) и в случае р<0).

Покажем, что сумма модулей]коэффициентов при возрастании 
индекса стремится к нулю
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х А'* .А р . с).( к*с)^*ч **т~ Г1 ш/Л * | I
(3.9)

В силу неравенства [3] 1п(х)^> 1„, (х) при гп > п

2^ <+.т — <1 (3.10)

В силу (3.10) для первого члена (3.9) получим опенку

4$4-/, -2 Г КЛу) !
* .՝ У^у) 2*+£+>

о
(3.11)

R

Этот интеграл является непрерывной функцией от х, т. к. при $^>0 
интеграл сходится абсолютно.

Пользуясь далее асимптотической формулой для бесселевых функ
ций при больших значениях индекса [8| 

(3.12)

нетрудно показать, что выражение (3.11) при возрастании $ доста
точно быстро монотонно стремится к нулю.

Аналогично можно показать, что второй член выражения (3.9) 
также стремится к нулю, если числа таковы, что допустимо изме
нение порядка суммирования. В рассмотренных нами задачах это усло
вие выполняется, т. к. 0 (к'՝е ՝ ). Из вышеизложенного следует, 
что

>ч — о

т. е. система (3.71 квази-вполче регулярна.
Из (3.8) нетрудно заметить, что свободные члены также стре

мятся к нулю.
Вычислим значение первого ряда системы (3.1) в области с<^г<К 

и значение второго ряда (3.1) в области 0<2г<^с, которые в зависи
мости от знака р представляют собой либо контактные напряжения, 
либо перемещения вне контакта.
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Подставив значение Хь по формуле (3.3) во второй ряд системы 
(3.1) и далее пользуясь формулой (3.3**), после некоторых преобра
зований для этого ряда получим следующие значения:

(ч г) = 0 (с < г < /?)

/?Чс5 гр'х
(3.13)

-------- --------------------------- г(-т, 1-ьА + ,п; 1. ГЛ
’•4 / Р \ \ 2 с

С2с} ֊Г (11֊

(0<г<с)

Из (3.13) нетрудно заметить, что для положительных р ряд (3.13) 
непрерывен в окрестности точки г -- с.

Подставим теперь значение Хь в первый ряд системы (3.1) и да
лее, пользуясь значением ряда (3.6), который в данном случае имеет 
вид

Д /' . (>-А-С) Л ОкГ) -т — 
--------

(>*/?)
X ՝ Их —

(с<г<Я)
/''' ’ХГ(т 4- 1. т + 1; '2т + ^ 2;
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для первого ряда системы (3.1) при положительных р получим сле
дующее значение:

2 4(*»-*» )Л>(*«*) = „2-х
2*с Т

(с < г < R, р > 0)

(3.1^

Для отрицательных же р выражение (3.16), в силу (3.3**) и (3.6), це
лесообразно представить в виде

2 4(Л-&)Л>(иг) =А-1

Л-п +-£֊+1 &*с)/о(х*г)

, / . К с} ]0(/-к г)
ь’£—— 

(>А^) -

(с г < R, р<С0)
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Таким образом, рассмотренные выше обе сметанные осесиметрич- 
пые задачи для цилиндра свелись к решению квази-вполне регулярной 
бесконечной системы (3.7), причем для первой задачи р=1, а для 
второй р—— 1. После нахождения неизвестных коэффициентов Xt из- 
бесконечной системы (3.7) контактные напряжения для первой задачи 
( р = 1) вычисляются по формуле (3.16). а перемещения вне контактной 
области -по формуле (3.13). Для второй же задачи (р -1) контакт
ные напряжения будем вычислять по формуле (3.13), а перемещения 
вне контакта по формуле (3.16՜I.

Пользуясь формулой (3.13), для этой задачи приведем также фор
мулу, связывающую величину внедрения (осадки) штампа с силой Р, 
действующей на штамп

« __ .

(I *|
Институт матем&тккк и механики

‘ ЛН Армянской ССР Поступила 17 X 1968՛
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Հողվածամ բերվում Լ աոաձդակւսնութլան տեսաթյան երկու ւււրւանէւյւսւ֊ 
սիմետրիկ խնդիրների /ածումները 'Ul[,£,u,lnl' չափերով ղ/տնի համար, երբ 
ղլանի հիմներից մեկում եզրային պայմանները տրված են խոար ձևով, իսկ 
մյուս հիմվւի վրա հայտնի են արտավփն /արա մներր։ Գլանային մակերե "41յՒ 
վրա տրված են շոշափող լարումն!։րր և նորմալ տեղափոխումները;

խնդիրների /1П ծումներր նե րէլտ յացված են Ֆոէ րլե֊Դինիի շար,րերի տես֊ 
Հ>"վ, որոնց դործակի t/ներր որսշվա մ են ղուլդ հավասարումներից րոտ !՝ես֊ 
Աե/ի ֆունկցիաների։ Օզավելով Կակի 7| ւսրգյւոն,րներից, ստացված ղույղ 
հավասարու մները րերվււէւ1 են ղծային հավաПարա մների անվերջ ոիււաեմի 
լոլծմ։սնր: iini յց Լ արվում, որ անվերջ սիստեմ/; քվադի-յիովին ոեզուլյար է։

Ստացված են բ ան աձե ե ր' տեդափսի;;;; ։) ների ե կոնտակտային լա/iui.il'- 
ների համար:

Л. H. BABLOYAN, A. P. .MELKON4AN

ABOUT TWO MIXED AXISYMMETRIC PROBLEMS 
OF ELASTICITY

s u m ni a r y

I he solutions of two axisymmetric problems of elasticity for a 
cylinder of finite length with mixed boundary conditions on one plane 
surface and with given stresses on the other are examined.
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It is assumed that the shear stresses and the normal displacements 
on the cylindrical surface are known. The solution is represented in the 
form of Fourier-Dini series with the coefficients determined from the 
dual series-equations, containing Bessel functions.

Following the method of Cooke, the dual equations are reduced 
to the solution of quasi-quite regular infinite system of linear equations 
with free terms tending to zero. The formulas for displacements and 
contact stresses with separated singularity are obtained.
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В С. САРКИСЯН

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ СХОДИМОСТИ МЕТОДА 
МАЛОГО ПАРАМЕТРА ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ 

О ДЛИННЫХ НЕОРТОТРОПНЫХ ЗАЩЕМЛЕННЫХ 
ПЛАСТИНАХ

Метод малого параметра при решении задачи об изгибе длинных 
изотропных защемленных пластин впервые был применен Я. Л. Лун֊ 
цс.м |1|.

Затем этот метод был распространен на задачи об изгибе длин
ных (как изотропных, так и анизотропных) пластин, движущихся в 
газе с постоянной сверхзвуковой скоростью, ՝ работах [2, 3]. Однако, 
при доказательствах асимптотической сходимости решения задачи в ра
ботах (2,3] была допущена неточность, на которую указал Л. Б. Нер
сесян, за что выражаю ему свою признательность.

Здесь приводится доказательство асимптотической сходимости 
метода малого геометрического параметра > при решении задачи из
гиба защемленной по краям длинной и узкой неортотропной (т. е. в 
каждой точке имеется одна плоскость упругой симметрии, параллель
ная срединной плоскости) пластинки произвольной формы в метрике 
^(2).

§ 1. Постановка задачи. Известно [4], что задача о нахождении 
прогибов неортотропных защемленных по краям пластинок, изгибаю
щихся под действием перпендикулярных к ее плоскости сил, сводится 
к решению следующей краевой задачи":

П [™] = 7 (х, у)

о а՛ л
"°

(1.1)

(1.2)

Здесь для оператора П[ ] принято такое обозначение

ժ4 а* л*П|| ^“^/А.4֊т2(А:г2Рм)—+ 
ох Ох’йу </к‘Чу՝

-I- ------------ւ ո _ 
дхОу* ' ду<

(1.3)

где жесткости /Лу (Հ/ —1. -.6) удовлетворяют следующим нсравен-
стнам [5]

/Л,>0. Ք*>0, £Ա>0. (1.4)

Ս, } = !.•••,6)

Здссъ к и дпагмгАглсм пользуемся общепринятыми обоЛВПЧСМИЯМИ.
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Рассмотрим область - , ограниченную двумя пересекающимися на 
оси л* кривыми

V =֊- '?> (л ).
У =/?.(х),

(О </•<!) (1.5)

причем ?, (х) (/ 1, 2) имеют необходимое количество непрерывных
Производных для рассматриваемых значений л- и удовлетворяют 
условиям

?,(0) <=?,(/) = О (г = 1.2) (1.6)

Тогда краевая задача (1.1) (1.2) для области ~ будет иметь вид

П[ш| = у (.г. у)
(1.7)

<>ш л и» Е= ----- = — О
Ох Оу

при у >г։(х) и у = /?г(х)
Отметим, что каждому значению параметра ՛ отвечает некоторое 

единственное регулярное в области решение :е а»(х, ,у;>) краевой 
задачи (1.7).

Сделаем замену переменных

х X, у = >,у4 (1.8)

Нетрудно видеть, что краевая задача (1.7) приводится к виду

[) ст1՝1’ _5^и’ 2 (А; ~ 2^<я) г'։;р </*«»
11 Ох՝ л ох3дг, Ох:д^ л* дхдг?

(1.9)

0& диз ли--------- - =-----= О
Ох ду

(1.10)

при - <р։ (<) и т, = ?-(х)
Решение краевой задачи (1.9)—(1.10) представим н виде ряда по 

степеням малого параметра / [2, 3]:

Ш (х, т4; / ) = У и», (х, 74) */ (1.Н)

Разложим функцию у (х, /л,) и ряд по степеням второго аргумента

у(х./\) ^у^(х)/4т/
4 -и

(1.12)

Здесь предполагается, что у (лI (Л 1, 2, ) непрерывны и ограни
чены но х.

2 Иаисстмя /\Н Лрм. ССР, Механике, № 5
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Подставляя значение я» из (1.11) в (1.9), умножая на учиты
вая (1.12) и требуя тождественного удовлетворения уравнения по л, по
лучим систему дифференциальных уравнений

~ ^^'к- ։ ~ ^’гв. .. ..
Р1։ —• 4/Л« дх^ • 2 (£>։2 -г 2Ди) -

(1.13)

(£ 0, 1. 2, •••) 
причем, принято, что

«• . «»„з -֊= = ад , =ч ,4 <7_з = 7_2₽<7 1 =0 (1.14)

Для того, чтобы ряд (1.11) удовлетворял граничным условиям 
(1.10), достаточно, чтобы этим граничным условиям удовлетворяла каж
дая из функций «>л. (х, т,).

Теперь перейдем к решению системы (1.13) при (1.10). Нетрудно 
установить, что

п»0 = о>1 = «ь. = «13 ==• 0 (1.15)

• • /-/Л» А
(1.16)

5
«՛֊. (х, *}) = У А» (х) V

|#=ч0
Здесь А(9(х) известные функции, зависящие как от <р։(х) и ?2(х), 
так и от упругих констант пластинки.

Итак, имея значения • • •, ад: (х, >}), возможно последовательно 
определить функции ад* (х, 7)) (£ -6, 7). Следовательно, можно напи

сать выражение прогиба ш (х, т։; л) с любой точностью порядка .

§ 2. Доказательство асимптотической сходимости ряда (1.11) в 
метрике £»(*-’). Прежде чем перейти к исследованию асимптотической 
сходимости ряда (1.11), приведем некоторые известные факты.

Обозначим через £.(-) множество функций ’Г (х, у), интегрируе
мых вместе с ^ г(х,//) в конечной области 2. Норма в А. (2) опреде
ляется по формуле

(2.1)

Пусть '1 (х, у)~ — область определения положительного опе
ратора. Тогда [б|

I '1'I.., = I (Л [ч՜], Ч ) (1՜ Сч-Л [Ч-]</□)' ’ (2.2)
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называется нормой энергии функции ’Г (х,//). Здесь символом (’1 Ч\)
обозначено скалярное произведение функций '1 ։(х, у) и ^'..(х,у).

Пусть А и В два положительных оператора. Говорят, что опе
ратор А не меньше оператора В, если всякая функция, имеющая ко
нечную норму энергии относительно оператора А, имеет также конеч
ную норму энергии относительно оператора В, и для каждой такой 
функции | '1 | Л > |’1 |/;. Если при этом А =?= В, то говорят, что 4 В.

Сформулируем две вспомогательные задачи о собственных числах 
бигармонического оператора АЛ; соответствующие собственные функции 
удовлетворяют в верной задаче условиям жестко закрепленного края 
Г, во второй задаче условиям свободно опертого края Г, т. е.

1 краевая задача:

0 (2-3)ддщ_вЧг

дЧ‘
4 г = ֊ = 0 (2.4)

<>п г
11 краевая задача:

ДД'Г — = 0 (2.5)

4‘|г = о, Д'Г --— 0 (2.6)
> Оп ]г

Здесь [> - радиус кривизны кривой Г, ~ некоторая постоянная 
величина.

В монографии С. Г. Михлина [6] доказываются следующие факты.
1°. Бигармопнческий оператор ДА, как в случае (2.4), так и (2.6) 

имеет дискретный спектр.
2". Наименьшее собственное число второй краевой задачи не пре

восходит наименьшее число первой краевой задачи:

«о > 7о (2-7)

3\ Если А и В—положительные операторы, причем А ^В и 
спектры обоих операторов дискретны, тогда при любом к, к-ое соб
ственное число оператора В не превосходит А'-ое собственное число 
оператора А.

4 . Если имеем области (-\ и '22 так, что 2։ целиком умещается 
в области 2г, причем края обеих областей жестко закреплены, то при 
любом к к-ое собственное число оператора ДА для области больше, 
чем к-ое собственное число того же оператора для области

Поставим следующую краевую задачу о собственных числах опе
ратора П [ ] при условиях (2.4), т. е.

Г1['Г]-7.Т=0 (2.8)

лц;
՝г Г = ֊= О (2-9)

Оп г
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Теперь докажем, что оператор П [ ] при условиях (2.9) положи
тельно определенный {7]. Нетрудно проверить, что линейный оператор 
Г1[ | симметричный, т. е.

<п[ч\]. ’Г2) = (Ч\, П[Ч\]) (2.10)

Применяя формулу Грина и принимая во внимание (2.9), можно 
написать, что

(П [’Г), Ч ) С [(/>„=;' 4АД;2 4֊ 4/)ввё 4֊ 2^хса ֊ 4Аа-г;3)</<-!

V (2.11)

где введены следующие обозначения:

'' дх- ’ 52 “ дхду ' " ~ ду'

Подынтегральное выражение в (2.11) представляет положительно
определенную квадратичную форму, так как это есть удельная потен
циальная энергия деформации [51. Тогда нетрудно доказать, что имеет 
место следукннее неравенство:

/71։Н 4О1в:։;„ 4/)6в?2 г /Л.Дз 4 27>|.Л1?3 4/?2Л^3^>. Д'о(и -} 2>-з — &|)

(2.12) 
если только

0<^,<Л'‘ (2.13)

здесь

<-* пйп|£>„, ^п±2О»—1 (Ри-гОмГ + зой,, (214)

причем Л* ( А;) -наименьший корень следующего кубического урав
нения:

0 (2.15)
где

= 2£>։։ЦА 4ад А - 2Оио?. 2РЙА 2Р«£>к.
(2.16)

= А» А2 • 2А А 2АА 2Й ֊ 2Й

֊- /9։1 4֊ /Л2 т 2/Лв

При помощи неравенства Фридриха [6, 8] доказывается следую
щее неравенство:

1Г։-11и.><-֊-Ц՝(51+25’ + 55)</2 (2.П)
• • •< У

где ; положительно-постоянная величина.
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Из (2.11), (2.12) и (2.17) немедленно следует, что

(п[П (а2 = ^) (2.18)

т. е. при граничных условиях (2.9) оператор 11 [ ] положительно опре
деленный.

Далее, принимая во внимание некоторые результаты работы 
С. ! Михлина [9]. устанавливаем, что свойства оператора П | ] вполне 
аналогичны свойствам оператора ЛА. Обозначим через наименьшее 
собственное число краевой задачи (2.81 (2.9). Тогда, как известно

(П[Ч], Ч ) 
(՝г. ‘Г)

или по неравенству Буняковского

||П[диц..>
(2.19)

Из I краевой задачи можно написать, что

(2.20)

Тогда, при помощи (2.11). (2.12) и (2.20) можно утверждать, что

(2.21)

Следовательно, учитывая утверждение (1 3'), будем иметь

О?֊ ->'֊?֊ (2.22)
*0 *0

Таким образом, из (2.19) и (2.22) можно получить следующую, в 
дальнейшем необходимую, оценку для |! 4'

11«Г1^.,<^1|П[Ч-]||ЫЦ) (2.23)

'о

Теперь перейдем к доказательству асимптотической сходимости 
ряда (1.9) в метрике (--).

Введем операторы 

, д' г)’Щ,[] П(1)[] 4й„-£-, Пй[] 2(О1:)И>Я)
«V дхдц3 дх-д^г

(2.24) 
д։ дхП(Л) [ ] = 4/Лб . 11(4) []=£>'-, П(М [ ] = 2 П{/) Г ]

и функцию
Л

Г'пХ = <*» Уь ') = М*» Ъ '•) 5} (*. ч) (1: (2.25)



Наша задача заключается в доказательстве ограниченности отно
сительно / средней квадратичной величины функции >~п~'։ , откуда и

••
немедленно будет следовать, что ряд V > ч является асимптоти- 

А-=о
веским представлением прогиба ш в среднем квадратичном. С этой 
целью применим оператор П«. [] к функции о .

Ло) (Рлл I ~ ,!'՜" {П<4) [«»„ 3] 4 П(3)(«>я_..] -4֊ П<2) [к»и_ 1] 4 П(1, [и>п]} -

— {П(4)[и«,։_2] П(3)[адя_։] П(2) [«•„]} 4-

>" у г (2.26)
*=н-3

При этом принято во внимание (1.13) и тождество

д(х, м)~ V= V ?•’ 
Х*=0 Хг— п—3

Отметим, что в области ~ имеет место

</(л) (2.28)2
11 ЦЬ,- .] 4֊ n(3}[wrt_J -4- П(2)[ад„_ ։] 4 n<n[wJ|K л 4

- Ч-г ь лЧ-։ +
I 4 n(3)[wni.j]4 n(2)[wJ|<pH_. - /г„._։ 4 (2.29>

1 4 IW[wJ| * Ч > 11 l(4)WI я,

где
n t)4U’„ (х.//) I * о ... , о. .()։wn (х, у)

p, = Dnma* --------- - - . (/ 2max (DJ2 4 2/Лв)------- -~
■J <Jx' | 7 '• (ix‘Oy-

. п dlw„(.x, у} ' г d'wn(x,y)
г -- 4max i.Ji0 ----------- — - е„ 4։пах Z>..<։------------

(1х3'}у -■ ՝ дхиу^

Тогда в области S2 будем иметь 
а

1П(х|[^.]|гл-я V /.%(Л) (2.30)
/-(I . 

гле
^(п) 1п 4 Ра_3 , А. (п) = Гп_., 4 р/։_2

А2(п> = qn..r г,.-.1±Рп-и ^з(л)^‘?„4 7„ + с.-тр„
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Очевидно, что на границе в рассматриваемой области имеем

ժյ» д’» ■■ ^ = ^ = -^г = ° <2-з։>
1огда, учитывая (1.8), (2.8), (2.9), (2.23), (2.26) и (2.31), нетрудно 

установить, что

*'о
(2.32)

или, принимая но внимание (2.30), находим

, -л-З 3
НЫ1«и><^֊—* 

0 г О
(2.33)

Далее, предположим, что рассматриваемая область целиком уме
щается в прямоугольнике со сторонами а и 6/ (/ 1). Тогда наимень
шее собственное число второй краевой задачи будет иметь вид

-4(4а- 4- (2.34)

Следовательно, подставляя 
||?„. Հ .. окончательно находим

значение из (2.34) в (2.33), для

с--------------------->,
(4а- • Ь-!՝}- — „

Ар(дб)

а‘6‘/‘

а

Отсюда следует асимптотическое представление

И’ ~ շ ; 
А-1>

А

в метрике /_и (12).

Ереиансктй государственный
университет Поступила 6 111 1969

Վ. Ա. ՍԱՐԴՍՅԱՆ

ԱՄՐԱԿՑՎԱԾ Ո9-0ՐԹՈՏՐՈՊ ԵՐԿԱՐ ՍԱԼԵՐ!’ ԾՌՄԱՆ ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ 
ԴԵՊՔՈՒՄ ՓՈՔՐ ՊԱՐԱՄԵՏՐ!’ ՄԵԹՈԴԻ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ

ԶՈՒԳԱՄԻՏՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ո ։]ւ и ւ մ

l l.il րակէր1ւււ<') իզուորոպ երկար սալերի ծււման խնդրի լուծման դ եպ րա մ 
փոք[' պարամետրի մեթոդր աոաջին անւրււմ կիրաէւե/ կ Ցա. Լ. Լան,յր [7], 

Ալնահե ահ ա էդ >1եի)ոդր տարածեք են էէչ~4րթւււււրոսք երկար սալերի ծ քա
ման ււրսչ իէնդիր4ւերի լուծման համար (*»՚^|; /’‘-/.У [М] աշ[и ա ա ան րն ե րա մ 
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(u'lifjfi p'l/Lp[t [ntilfuAl iiiii/iiI՛up// tt Ш ftl/ tpil.ip/td[tut HL ftp/Л а/чрчyiHjy'l/Lput d՝ (dltt[[ 
it'll utpt[/ufr tuh&^tnftL [J рйсрЧ/Ь p , npr&'rt fi't/A Sui/j/i p rf.b j i՜ /•'. Lb pa[t//pul/pt

Ч .р/ mbtj рЬр/[н/Л t, tt£֊ap[d ntttp/tuj brjphptitl 41 ifpail[tp[utfi bpl/шр UM[bpfl 

<} it if ill'll [4^4pfi pnthfufi/ чКч/ р/ч ։!՛ t/iripp bpippin£/„ tfiuilpu'li uiuiputd b tnp[t ifh- 
^44!' 41ч ipi/if/ti/nn [J ptih/p Zm(Ss) if b uipfilpnpn >f:

\J. S. SARKISIAN

ON ASYMPTOTIC CONVERGENCE OF THE METHOD 
OF A SMALL PARAMETER IN THE SOLUTION OF THE 

PROBLEM ON LONG UNORTHOTROPIC PINCHED PLATES

S 11 in in ary

The proof of asymptotic convergence has been given by the me
thod of a small geometrical parameter in the solution of the problem of 
bending of a long narrow unorthotropic (i. e. on every point there is 
one plane of elastic symmetry, parallel to the middle plane) plate of 
arbitrary form pinched al the edges.
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Н. Г. ИСАБЕКЯН, А. А ХАЧАТРЯН

К РАЗНОМОДУЛЬНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
АНИЗОТРОПНОГО ТЕЛА ПРИ ПЛОСКОМ 

НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ

В работе |1| выведены основные уравнения и соотношения раз- 
иомодульяой теории упругости анизотропного тела при плоском на
пряженном состоянии.

Данная статья является в некотором смысле дополнением работы 
111- Здесь найдены зависимости между коэффициентами упругости, при 
которых рассматриваемое тело действительно является упругим, т. е. 
уд льная элементарная работа внутренних сил является полным диф
ференциалом. Приводится выражение для удельной потенциальной энер
гии деформации.

В заключение доказывается также справедливость теоремы Ка- 
стильяно для рассматриваемого анизотропного разномодульного мате
риала.

1. Для рассматриваемого анизотропного разномодульного мате
риала физические законы, связывающие напряжения с деформациями, 
при плоском напряженном состоянии имеют вид |1|

при $£>0, ^<0 при эл<^0,

е-։ — 6ц з* Ь[ > 5,. е. — Ь\\ з., )■ Ь\г

в. — 6'Л 3, 023 <?., е, = б-.ч За ■ 6г» Су (1.1)

ет5 6^ 3, 6;г, з- е։-. 6|б Зо -Г Ь‘2Г. с.

где ՛> л главные с точки зрения напряжений направления.
Считается, что при одновременном растяжении (за^>0, з.^>0) 

или сжатии (=■. <С 0. з._ соотношения (1.1) совпадают с обобщенным 
законом Гука для обыкновенного (одномодульного) анизотропного ма
териала.

Коэффициенты деформаций 6& в (1.1) являются функциями на
пряженного состояния данной точки, т. е. зависят от некоторого угла 
?. характеризующего главные направления з и 3 в данной точке.

Пусть х, у — исходная система координат. Расположение главной 
системы координат л, 3 в данной точке относительно исходной опре
деляется углом е между осями х и >՛.

Тогда для определения коэффициентов 6,4 существуют следующие 
формулы, которые получены из известных формул преобразования 
упругих постоянных [1, 2]



26 Н. Г. Исабйкян, Л \ Хач.пряи

Ал — (</j - - o|G — о,„) -I- -i- (rt։4. - a,,.) bin2? — ~ (a,.. — an) cos2? — 
4 2 2

֊֊֊ (a:t; a ;<l) sin 4? ֊֊֊ Ц 4- u,(> 4֊ a,.) cos 4c

b:< — {(/: «и. a.,-) — (Oj,. u.(.)sin2c —- (a.,, - ai։) cos 2? -
— /-

— -i- (aoh-) sin 4 c 4- ~ (J. - a>. 4- аж) cos 4c 
4 4

(1.2)

An ֊= ttj? 4- -֊-(d. 4- o։„ - a:v;) - -֊֊(a— a֊) sin 4c

— id. a։,. 4՜ acos 4 c

Ai., ֊֊֊(a;. a։։)sin2?4-֊ (o.,; <iw)cos2?

— (^2 -"‘47. a.Vi)sin4c— -֊(a,. ֊ a„.)cos4c

b:e. = — (</... U1։) sin 2c 4- -1- (aI։ - a..) cos 2c 4

+ «2.) sin 4? 4 2 (“2Г. «Н? cos 47

где
d; on 4՜ «J.- 4՜ -«и.» = о и 4- щ., ֊ 2o,b

aiX. и aiX.։ — экспериментально определяемые коэффициенты в направле
ниях х, у и под углом 45 к ним.

Приведем необходимые в дальнейшем формулы преобразовзяйя 
компонентов деформации и напряжения в данной точке при переходе 
от главных направления а, к исходной системе координат х, у и 
обратно
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е, — ех cos՜' 9 — е,у sin2 9 — е>7 sin 2с-

е. = в, sin՛ '? т е„ cos՜ 9 1 • О-------e.vV Sin 2- 
2

(1.4)

е։? = — (е., - в,/) sin 2? 4֊ cos 2-

— 3 ,cosa 9 -ь sin2 c

=y = ^sin2? -I- 53cos2? 5)

1 / 4 • о■’V 2 v3’ 3,)s։n2©

3t = ;3.v cos՜ <p -г sin’՝ z -f- -.Xl/ sin 2?

e, =., sin՜' 9 4֊ z,f cos՜՜9 — cv„ sin 2? (1.6)

— — ~ (<՝ — ’r/l sin 2'y 4՜ “,։y cos 2'9 = 0
2

Запишем соотношения (1.1), разрешенные относительно напря
жений

°* сие, с։;>е3

°i3 с2։с՛՜ ^22^3
где

с,։ — —
3 £>

Ь. b

■1” ^11^22 Ь^Ь-

6.
Г֊1

(1.7)

(1.8)

Здесь я далее коэффициенты 6,-^ приведены без верхних индексов 
( - или —). Однако, необходимо учитывать, что

при ^>0, <?); би, 014, Ь.ч, Ь'22, бы, Ьь՝,
(1.9)

При "».<С0, з. ^>0; 6ц, Ь\2, Ь>\, Ьп, Ь\.-,} Ы

Из последнего соотношения (1.1) с учетом (1.7) получим

^ = си^-гслве5 (1.10).
где

Сщ Р11^1о '1՜ ~ ~ (1.111

В дальнейшем понадобятся также следующие зависимости между ком
понентами напряжения и деформации
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~ (сп со$г ? 4- с»г 5>пгх) е. (с.։ соя1? 4֊ <7^. 51п“' ?) е-3 

(си$1п’? С12СО5: г)е. - (с.рнг? сг2со$г?)е, (1.12)

•'у в Т- [<£։։ - Си) * (ся - с«) <?,] ч>п 2?

2. Относительно рассматриваемого здесь материала принимаем, 
что в пределах малых деформаций он является упругим. Это раийо) 
сильно предположению, что работа упругих сил полностью перехо, 
и потенциальную анергию деформации н обратно.

11редположим теперь, что внутренние упругие силы имеют по* 
тенциал, т. е. существует некоторая функция (./, дли которой имеют 
место следующие соотношения:

дЬ' ди ди
“ *'» Т * "" — *»де, де, де,ч

В дальнейшем мы выясним физический смысл функции П и аы» 
числим ее. А пока найдем те зависимости между коэффициентами
упругости, при которых 

Из (2.1) следует

дзл дз9 
— ֊. ’

де, ас.

При подстановке сюда

имеют место равенства (2.1).

Оз 
де, де.

д-з, 
де,,. де,

(2.2:

значений напряжений. Скажем, из (1.12), еле
дует учитывать, что коэффициенты упругости н этих формулах 
зависят от угла х. а последний в свою очередь является функцией от 
напряженного и деформированного состояния данной точки.

Приведем некоторые формулы и соотношения, необходимые для
раскрытия равенств (2.2).

Вычисляя производные е-, е.

де- . дг
^=со։՝? е^-

е.. (1.4) по е., е, и е,у,

де дг« $։п* х— е.Ое, де*

получими

де. ... ----  — 5»п- г - С л —■ Ос,---------------------де.
ае} , д?= сое- ՛; — е,.
де, де. (2.3)

де. 
де..

Ос. 1 . о дг 
2։1п2?

де. дг
֊5----  —з!п 2х — 2 (с, — е.)де. ՝ де.

де..
=։|п2’ 2(‘-

дг
''де, (2.4)

де.. со։ 2? 2 (с. •/I цу
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В эти формулы входят производные угла с по ех> е։/ и е.Г9, для опре
деления которых еще раз вычислим производные еп. по е.г, еу и е.,,.» 
пользуясь уже формулой (1.10)

, f)z,
= с„ cos- 9 т с2в sin2 - 4֊ су> е-) -Ь (cw — е,.о) ej

— - cws։na? 4֊ c2ecoss<F - [(cue, - c֊V։e,) 4՜ (см - c2a) e,.| —֊ (2.5)

7^7 = 2 (Cie—Cse)s»n29 4-[(cKe,-f-c:iie1) |- (c։fi - c26) ej

Здесь c(k представляет собой производную cik по с.
Из (2.4) и (2.5) получим

д* г . , х
т— —(sin 2®. — €lc cos* $ с..,-sin՝ '>)
(7е* А

—Y- — (sin 2- ciesin2? c2ecos2?) (2.6)
Ое9 △

-^֊ = -L (cos 2о ֊ Си - С» sin 2о)
де,, Д \ 2 7

где
1 СЬ-.е‘ <•« е? t- (<Лв — См) еоЗ4 2 ел) (2։7>

Подставляя теперь значения напряжений из (1.12) в равенства 
(2.2), с учетом формул (2.3)֊ (2.7), получаем следующие три уравнения 

[i'll Сщ (Cjfl c::j)] -^'l " f<-22 ^C22C2tl ^26 (Cj2 ^21)] At՝2 4՜

— [(cj2 C2X) — 2 (CjjCoq C.jnCjg) (cj(5 C2e) (Cj2 г C2j)] /4/3 ~

(c13 — c՝2i) An 4- (c։j — c2lY Ac, 0 (/ 1,2,3) (2.8)
Здесь A.j (7 - 1, 2, 3; j 1, 2, --,5)— некоторые, отличные от пуля, 
выражения, содержащие различные комбинации коэффициентов упру
гости с,д., компонентов деформации е., е. и тригонометрических функ
ций угла Например, при i 1 имеем

Л1։ ( cos՜ 9 4 —~ sin 2? ) > А1й (sin29 г sin 2? ) е,

413 — —1՜ - sin 2^ ) е, — ( cos՜ ■? sin 2т> 'j е
2 / \ 2 7

1 
“’I (<чб - С«) (sin2<j> - ֊-sin2T в; 2.1 sin 2- е, —

(2.9)

(С36 С20 cos" ? — sin 2'i^ — (с... 2) sin 2?
2

е

4, 4- ֊֊’• sin 2z‘ j e; (^cos։ ? t- 1 sin 2c e.
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Остальные коэффициенты Л,/ не приводим, считая, что в этом нет 
необходимости.

Рассматривая уравнения (2.8), нетрудно заметить, что для их од
новременного удовлетворения достаточно, чтобы коэффициенты при 
А,-, одновременно обращались в нуль, т.е.

<•;, г 2спс1в — (сг. с..։) ֊ 0

С, ‘2сПпС-г„ (сг, 4- С..։) = 0
(2.10)

(сг. с.Л)' | 2 (спс2г! с32С։б) 4- (с։п ֊ е А (сг> т <4) = 0

ск> с21 = 0

Таким образом, получены искомые зависимости между коэффи
циентами упругости с՝։Ч., необходимые для существования упругого по
тенциала. Эти зависимости (2.10), с учетом последнего из них, можно 
записать п виде

Сп = с,.։

с։։ - 2с։я (сп - с։г) = 0
(2.11)

с4- 2с-;,| (с։2 с22) = 0

Ср, С1(( (с12 С22) 4՜ (<гн С’|п) ~ 0

Подставляя значения коэффициентов сд. из (1.8) в (2.11), полу
чим соответствующие зависимости уже между коэффициентами упру
гости 6,-а- . Первая из зависимостей (2.11), в рассматриваемых вариан
тах (1.9), приводит к условиям

Ь\г — 621, Ь\2 = Ьг\

Учитывая также [1], что 612 = 621 и 6г. — Ь>\. независимо от вариан
тов (1.9), окончательно получим

6Й = 6։? = 62, = Ьт. = б12 (2.12)

Остальные три зависимости (2.11), с учетом (2.12) и следующих связей

6։1 = 261а, 62.. = -262л (2.13)

получаемых из формул преобразования (1.2), приводят в рассматри
ваемых вариантах (1.9) к условиям

612 = бцб— 6|«. 612 — 6м 616 (2.14)

С другой стороны, из формул преобразования (1.2), с учетом (2.12), 
имеем

612 = бге — 6ш = 62с. — Ь\г, (2.15)

Сравнивая (2 14) и (2.15), можно получить

бы = бы = 61в, бк = 62г. = 62С (2.16)
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Гаким образом, получены искомые зависимости между коэффи
циентами упругости Ьц (2.12) и (2.16), при которых существует упру
гий потенциал. Эти зависимости можно объединить и представить в 
таком виде

6,* = ЬТь Ь,к к} (2-17)

Рассмотрим теперь искомые зависимости между коэффициентами 
упругости а,.,. Не останавливаясь на подробностях, приведем эти окон
чательные зависимости, которые получаются из (2.17) с учетом фор
мул преобразования (1.2)

% = а7к = а* (' -
(2.18)

«и “п=аМ ип-

Вычисляя теперь разности (6п 6ц) и (Ьх ЬЦ) и учитывая
зависимости (2.18), замечаем, что

би 6ц = б?;՛ Ь>2 ац — ап аг: — а?2 (2-19)

Другими словами, для рассматриваемого материала разность (6а- 6^)
(/֊ к} есть инвариант относительно угла ?.

Как видно из (1.1) и (1.2), первоначально предполагалось, что 
для установления зависимостей между напряжениями и деформациями 
необходимы 12 экспериментально определяемых коэффициентов а(к . 
Однако, в дальнейшем, исходя из условия существования упругого по
тенциала, было получено пять зависимостей (2.18) между этими коэф
фициентами. Поэтому число независимых упругих постоянных сокра
тится с 12 до 7. Таким образом, достаточно, например, определить 
из опытов следующие 7 коэффициентов упругости:

в11> °Г2» аЙ.» аи> й12» а1в» а2в
3. Запишем выражение для элементарной работы внутренних упру

гих сил, отнесенной к единице объема [3], при плоском напряженном 
состоянии

— '.«бе., з,/)еу ~х^ех։) (3.1)

Учитывая соотношения (2.1), можно заметить, что выражение 
(3.1) представляет собой полный дифференциал, т. е.

ди . , ди . , ди . ...*>А  ---- ьех -|- ',еу ~  ---- '>е„, - (3.2)

Так как для рассматриваемого упругого тела работа внутренних 
сил полностью переходит в потенциальную энергию деформации (1Р), то

(3.3)
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Отсюда понятен физический смысл потенциальной функции и՝, это 
есть удельная потенциальная энергия деформации 1Г, т. е.

Г (3.4)

Пользуясь формулами (1.7), (1.12), (2.3), (2.6), а также учитывая 
найденные зависимости между коэффициентами упругости (2.11), не
посредственной проверкой нетрудно убедиться, что

О 1 .

д ! , (3.5)

Учитывая (2.1), (3.4) и (3.5), для удельной потенциальной энер
гии деформации получим

И7 = " (= ՛<'■+ е.) - ~ (з,е.։ 
£ £»

■/ф/ - "хув.у) (3.6)

Подставляя в (3.6) сначала зависимости (1.7), а потом обратные им 
зависимости (1.1), получаем выражения упругой потенциальной энергии: 

в функции компонентов деформации

II7 -֊֊ (спе; 4֊ С .2е; 2с։ге, е,) 
—

(3.7)

и в функции компонентов напряженного состояния

г ь^, , 2л,г=,;,)
«•

(3.8)

4. Выше было принято, что для рассматриваемого тела суще
ствует упругий потенциал, и показано, что потенциальная функция 6Г 
представляет собой удельную потенциальную энергию деформации П". 
Поэтому на основании формул (2.1) и (3.4) можно заключить, что для 
рассматриваемого тела имеют место формулы Грина

д\Г _ д№ 
дех ~ де. ”

д№
дех„

(4.1)

Докажем теперь, что для рассматриваемого анизотропного разно- 
модульного материала имеют место также и формулы Кастильяно

СП дГ д№
—— — ел, — = е., —-----=
дзх д“. д’Ху

Для вычисления производных IV (3.8) по зд, и приведем 
некоторые необходимые формулы и соотношения.

ех. (4.2)
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Вычисляя производные з- и о, (1.6) по зу, получим

до, дз> в </3։ fa.
до, - до, ~ cos*ЭТТ “ fai ~ s։n ?

(4.3)
дз« до,

----  = -т---- — sin 2s
<>’«v ^’։у

Производные угла ? по и ',v можно определить, вычисляя 
соотнстствуюц^ие производные от \ (1.6)

д? _ _ _____ sin 2? fa e cos 2? . ..
дол до9 2(«< 5.) ' ch։f " з,—з? ՝ • '

Приведем также выражения для компонентов деформации е։, еч, 
<iv. которые получаются из (1.1) и (1.3) с учетом полученных выше 
зависимостей между коэффициентами упругости bit (2.17)

6М COS- г -rasin’? ^-Sin2r)

։. cos’ 5 Ьл sin

^6l;sin:՜- -k* cos’?-г °—֊ sin2v з.
(4.5)

ex? = [(6n ֊ A1;) sin 2^ — 61€cos2?]t։

— 6;:) sin 2? b«f, cos 2?] з?

Вычисляя теперь производные В (3.8) по компонентам напряже
ния =У։ с учетом приведенных в этом пункте формул и соот
ношений, а также формул (2.13) я (2.14). и сравнивая полученные вы
ражения с (4.5), можно убедиться в справедливости формул Касти- 
льяно (4.2).

ИйСГМТут МАтемптикц и Mctnioixu 
АН ЛрмССР

Ергаппгиий волмтсжинчссмий институт 
им. К. Мпркса

Поступила 30 IV 1969

3 Ияасстми ЛН /Хрм. ССР. Механика, № 5
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Ն. Л. ԻՍՍՔԵԿՑԱՆ, Ա. Ա. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՏԱՐԱՄՈԴՈ1Վ ՆՅՈՒԹԻ 2ԱՐԹ ԼԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ՎԻՃԱԿԻ 
ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Ս. մ փ ո փ ո I if

Անիդաորոպ տարամ՛ողւււլ մարմնի հարթ յարվածալին tffiCKittlfli դևոլքսւմ 
աոաձպւոկանաթլւմն ցործ ակիցների միջև աււացվ ած հն կապեր, որոնք տնհրա- 
մեշո: հն արւաձւլսւկան պոտենցիալի ղո լութ լան համարք U աացված է դեէիոր- 
մացիալի ւոեոտկարար պոտենցիալ էներւլիտքի արտտհալտոլթ լունըք Ապացուց
ված է նաև, որ ցիտտրկվոդ նլութ ի համար տեւլի ա.ն/( հաստ ի լիան ո լի թեո
րեմը:

N. H. 1SABEKIAN. A. A. KHACHATR1AN

ON THE DIFFERENTMODUL THEORY OF ELASTICITY OF 
AN ANISOTROPICAL BODY IN A PLANE STRESS STATE

S и m m ary

Dependences between elasticity coefficients of an anisotropical dif- 
ferentinodu! body in a plane stress state, necessary for the existence of 
the elasticity potential are deduced.

An expression for the specific potential energy of deformation is 
obtained. The correctness of Castiliano’s theorem lor anisotropical dif- 
ferentmodul material under review has been proved.
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Б. Л. ПЕЛЕХ

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ИЗГИБА ТРАНСВЕРСАЛЬНО- 
ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИНОК, ОСЛАБЛЕННЫХ 

КРУГОВЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ

В работе приводятся результаты исследований концентрации на
пряжений около отверстий при изгибе трансверсально-изотропных пла
стин на базе обобщенной теории С. А. Амбарцумяна [ 11.

1. Исходные соотношения. Решение задачи изгиба трансверсаль
но-изотропных пластин сводится к интегрированию уравнений

4 ! +
Ս-. у ԺՀ-

1 Ժ™ I д՝го
՝ р ժօ ։о։ ԺԾ2

(1.1)

й?-«'?=-
1 Оъ 1 д

Օ'Հ р Ծք.

Все расчетные величины выражаются через функции -п и с сле
дующим образом (в однородном случае): 
утлы поворота нормального волокна

д
Оь

1 Ժ 
т* Հժյ

перерезы вающие у с и л и я

*. ֊
изгибающие

М, = -0

М = -£>[

л \ ծհձ^՛------- --
*[/ Ժ&

и крутящий моменты

о- . / I д .
— 4- >а (----- — 4
ժքր \ ք. 4

а-

’ч<։

| иу у оЬ

Л V 1 т-- --
Р 09

М =

1 Ժ2 ՝

О-
р2 Ժ9-

(1.2)

оу

1 ժ л— —-Дш | 
о дЬ

1 Ժ<?
« ժւ

/1 \ ժ 1
՜(1 Հւ)փ՜?ժ9

\ \ ՛ /1 к ժ I ժփ «’ • :Дп») — (1 — V«) ----------—-
д\> Ժ9

ձ 
2

1 Ժ? 1
(1.4)

Ժ2?\Ո
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56« ,~2 Здесь ад, ф функции прогибов и углов поворота, г>- = - - Л ,
2 Од

£ ----- ----------- (1-ый вариант теории С. А. Амбарцумяна); -=■
5(1 — V.») и.-

2/г /о Си Еа \ „ к л .----------------( 2-------- V. ------ | (11-ой вариант теории С- А. Амбарцумя-
5 (1 — %) \ о- Е2 /

на); Е,„ 6’.։, V,, и Е:, 6';, '< - модули упругости и коэффициенты Пузе- 
сона соответственно в плоскостях, параллельных и нормальных к сре
динной.

2. Постановка задачи. Поставим цель на базе уравнений (1.1)г 
(1.4) исследовать характер концентрации напряжений, создаваемой в 
бесконечной трансверсально-изотропной плите круговой неоднород
ностью радиуса а.

Обозначим решение соответствующей задачи для сплошной плиты 
через ад', Наложим теперь на решение ад՜, ՛-' такое решение ад՜, ? 
уравнений (1.1), которое на контуре неоднородности (при р - а) удов
летворяло бы условиям:

а) для отверстия, в которое впаяно абсолютно-жесткое ядро

Ж+<=0’ ”;+<=0֊ (2.0

б) для свободного отверстия:

/V; 4- а; = О, X -г М\ = о, Н:Л + Н՛^ = О (2.2)

Накладываемое решение го", Е' должно, кроме того, исчезать на 
бесконечности [2, 3].

Ниже рассмотрим наиболее важные случаи нагружения плиты, 
приводящие к однородному напряженному состоянию на бесконечности. 
Для таких случаев вышеназванные решения запишутся так:

А) цилиндрический изгиб плиты моментами А/ (Л'Л՛ = М, М? = 
= н:У х= а; = а; = о):

w' = ՜ 4Р7Г^Г1(1‘*J + (1 ^cos26l’ *' = °
(2.3)

ад՜' In ? 4- (q? 2 4" ca) cos 20

= CiK0 (?<z) 4- c.Kz (So) sin 26

Б) кручение плиты равномерно-распределенными моментами г/ 
(//i = Нг7М: - А/у = Аг՜ - А; = 0):

ад՛՜ (с2о - -г с3) sin 20, = с.Л2 ('<') cos 2(J



Изгиб грайсзорсальво-изотропных пластинок 37

Здесь А/ (ор) модифицированные функции Бесселя II рода /-ого по
рядка от аргумента 'л. Углы поворота 7. и а также усилия-моменты, 
соответствующие (2.3) и (2.4), находятся по формулам (1.2) —(1.4). 
Постоянные с., фигурирующие в (2.3)—(2.4), должны быть определены 
из условий на краю отверстий (2.1) либо (2.2).

3. Плита с жестким включением. С учетом (1.3), (1.4) и (2.3) 
условие (2.1) дает для постоянных следующие значения:

____  '■'ч _ Л___ 2
2/9(1—՝л,) ' С2՜ 4Р(1-л) “ о

Ма2 л 8Л*с, =----------------------» с. = и, с՝г, - ------------------------с
2О^т (1 Уа) КЛ0(1-уо) •

где
4Л*
1-4 /КАП

М.
5а2 \ £ ‘ Е: /

(3.1)

(3.2)

( = оа

Для усилия и моментов согласно (1.3) (1.5), (2.3) и (3.1) имеем 
(в случае цилиндрического изгиба):

М А(1
2 I 1+ •<„ Г

2
4֊^ 24/гЛ- 

Г

Здесь введены следующие обозначения для комбинаций от функций 
Бесселя К., (г)-.

А'Дг), - 2‘К2{г) -7К:(г) 4А’2(г)

На контуре жесткого включения (при р о)
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М;. (а, 6) ֊ М

со 5 20М* (а, бЦ- М («, б) м
(1 

1 
~\и (1 — V,,)

՝т (3.4)

2А °֊ (Л |[.81п201Н,ь(а. 0) — 2М[ 1 12А*

Случай кручения плиты равномерно-распределенными моментами 
Н получается суперпозицией из известного решения (3.1) (3.4). На 
контуре включения имеем

(о. 0)

М?(а,Ь) = ‘2Н

МП

г 12Л* 8Л*-211С1\ 51П2(<
<к2(п;

8/7
Л(1 V,.)

Я Ш 20 М (а, 0) = о (3.5)

11а фиг. 1 представлен график изменения перерезывающего уси

лия ) по (3.5) (в случае кручения плиты) в зависимости от

а Е<, 1 л— для различных ----  при — — • '>• - и.
л а 3

На фиг. 2 представлены графики изменения коэффициентов кон- 
/ -тах \ г-, / -*0 \ Яцент рации к- = ( — — ) в зависимости от параметрон ֊- и , при 
Х 3.| /и« л и,

ча — -у- • — 0 для изгиба (4'։) и кручения плиты.
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4. Пластинка со свободным отверстием. В этом случае для по
стоянных с. из (2.2) получаем

___ Мг Ма* / 2/0 \
2£>(1 М ’ “ 12£(1 - у։1) V

(4.1)
о 4/։*с.< = 0, с* = — - - ----------с,

^(0(1-у.,)
где

’ / ----о —
2/»41

• 3/А<.(/))
(г)

7.« 4^4-8А* Оу (О
(4.2)

^(0
Усилия и моменты, соответствующие (4.1) и (1.3) (1.5) опреде

ляются по формулам

2а=
24Л*~

о \

-’■) сое 20 
о /“О '

. 4>„а21----- ----СО 5

Л'2(02

(4.3)

М-՛֊ 2<г / I— у„ 24/?"՜ 
,2 А'2(0

- А4 V а» ■51П 20

/V. 8Ма
/ ;՝<> I' -о

I
/Д<> / — п 1

На контуре отверстия при

<1^(0

2а3К2(1) 

а из (4.3)

со$ '2Г>

з։п 20

получаем

1

2/г <?."?՛«)

М. (а, 0) = /7^ (а, 0) = Д’? (а, 0) О

1'Ц, (о, 0) - М 1 о-о
1К՝Л(}

со& 20 | (4.4)

2АЛ(/) 81 п 200-0
Использованием известной формулы для производной от функции 

Бесселя К, (г)
9

л; (г) —к2(г)

выражение (4.4 в) можно привести к виду
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.. . n SMtK^t) . . r.
An («. Г)) = -------------  sin 26 '4.5’ «‘АЛЫ

I Ie приводя выкладок, запишем также окончательные выражения 
для усилий и моментов на контуре отверстий в случае кручения плиты

М (а, 0) Н о (а, 6) — /V (а, 6) = О

М„ (а, 0) ֊ ֊ 8//(|‘> sin 2'5 (4.6 абв>
~0

N = i6№X,(n cos20
4 aUtK,W

Ha фиг. 3 и 4 показано изменение перерезывающих усилий

(- ' '.и Е»
а, — | в зависимости от ֊ • - . и М (а, 6) в зависимости

4 ah G-
Е։) а 1 , сот — и при — - > v. — У. 11а фиг. 3 представлены графики
G’s h 3

/ М* \коэффициентов концентрации моментов ль ( — для цилиндри- 
X М /

ческого изгиба (/г։) и кручения (A4 в зависимости от параметра — 11 
h ]

Е. 1различных ֊— при v„ —» = 0.
G: 3

5. Обсуждение результатов. ՛ 1ерейдем к обсуждению результа
тов, полученных в 3 и 4.

1. Все.» величины, характеризующие напряженно-деформированное 
состояние плиты, ослабленной отверстием, зависят от параметров А* 

и т. е. от отношений - » ~֊ • Некоторые из таких зависимостей 

представлены на фиг. 1 — 5.
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2. 11редельный переход Л* — 0, / — х> можно трактовать либо 

как переход к бесконечно тонкой пластинке ( —---- * |, либо как пе

реход к пластинке с бесконечно-большой сдвиговой жесткостью

Испрльзуя ассимптотические представления функций Бесселя II 
рода для входящих в выражения (3.3) (3.5) и (4.3)—(4.5) ядер уста
новлено, что

Гпв (Л„ 1,
I •-х

Н։н -֊о 2(1 т \.)
Л*-»О !•»«

(5.1)

3. На основании (5.1) можно доказать справедливость следующего 
утверждения: во всех точках плиты, не принадлежащих краю отвер
стия, из выражений усилий и моментов (3.3) и (4.3) при асимптотиче- 

а Еаско.м устремлении параметра — к бесконечности либо — к нулю 
Л С-

следуют все соответствующие характеристики классической теории 
Кирхгоффа |2, 3|

Пт М(р, «),• 6) 8)} (5.2)

(('>«)

На фиг. 3 поэтому перерезывающая сила по Кирхгоффу соответ-

ствует - — = 0.
6:
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4. Несколько по-иному обстоит дело па граничном контуре. Из
Е„(3.4) (3.5) и (4.4)—(4.5) при 1'՜ —0 следует также ряд зависимо- 

стой теории Кирхгоффа. Это относится, в частности, к изгибающим мо
ментам Л/ (а, 0) и Л4, (а, $)• Например, в случае цилиндрического из
гиба пластины:

а) с жестким включением

||П. л/, (а, 6) 5) сое 2о) (5.3)
\1 -н« I—-*п /

б) со свободным отверстием

Вт М:, (а, 0) — М՝С (и, $) М 
£.,/сх -о

1 2(1 + ,“).Со5 29
3 I- *4,

(5.4)

На фиг. 1, 2 и 5 соответствующие

гоффа обозначены л;
характеристики теории Кирх-

О и выглядят как асимптоты для полученных

кривых. В частности, 

а также С — 1.8 и к»

прямые-асимптоты /<։ = 3.75

1.6 (фиг. 5), обозначенные

и А-2 = 6 (фиг. 2),
Е„
в,

= 0, представ

ляют коэффициенты концентрации при изгибе и кручении пластинки с 
жестким включением и свободным отверстием, вычисленные на базе 
теории Кирхгоффа |2, 3|.

Как видно из графиков, численные отличия полученных резуль
татов от соответствующих величин в теории Кирхгоффа могут стать 

/■;
значительными для отношений —— 10 60, что характерно для ориен

тированных стеклопластиков; при этом указанные отличия и случае 
кручения пластинки больше, чем в случае цилиндрического изгиба.

5. Исключение из утверждения 4) составляют перерезывающие 
усилия А'Цо, 0), действующие в площадках, перпендикулярных к краю 
отверстия.

Эти усилия равны нулю в случае жесткого включения (см. фор- 
мулы (3.4)- (3.5)).

Анализируя формулы (4.5) и (4.6в) легко показать, что порядок пе
ререзывающего усилия на контуре свободной полости равен Л .

Следовательно, касательные срезывающие напряжения
а) равны нулю в случае жесткого включения,
б) порядка /։ ’ на контуре свободного отверстия.
Соответствующие касательные напряжения, определяемые клас

сической теорией, в обоих случаях порядка Л .
Таким образом, в рассматриваемых случаях теория Кирхгоффа не 

указывает даже порядка срезывающих напряжений -6..



Изгиб трансверсально-изотропных пластинок 43

На фиг. 4 поэтому случай
G-.

= 0 не соответствует теории Кярх- 

гоффа [2, 3].
Аналогичный эффект получен для свободной полости в работах 

;•!, 5) на основе общего подхода теории упругости, и для свободно-опер
того края в [6] - на базе уравнений 'теории С. А. Амбарцумяна |1|.

6. В случае малых отверстий (а ~ к) обобщенные прикладные 
(двумерные) теории изгиба пластинок, в том числе и применяемая здесь,
могут не давать удовлетворительных результатов, касающихся коэф
фициентов концентрации. 11оэтому графики на фиг. 2, изображающие 
коэффициенты концентрации, в случае жесткого включения не доне-

алены до конца, хотя и при - -՛ О получены конечные пределы- близкие

к единице и зависящие от
Случай изгиба плиты с малым отверстием следовало бы иссле

довать на основе общих уравнений теории упругости.
7. Небезынтересно отметить также, что в случае обратного к 2)

граничного перехода
(Լ

из полученных соотношений переходим

к результатам, как бы соответствующим плоской задаче теории упру
гости. На фиг. 1, 3, 4 этот случай характеризуется отсутствием пе
ререзывающих усилий N, и Л,г . Для свободного отверстия коэффици
енты концентрации становятся при этом равными кх = 3 (цилиндричес
кий изгиб) и к-. = 4 (кручение) («риг. 5), что соответствует коЭффици-
ентам концентрации при растяжении и сдвиге (на бесконечности) 
кости с отверстием (задача Кирша).

8. Во всех приведенных результатах

плос-

ю,
Ն ֊ ՝<> соответствует изотропной пластинке.

Львовский политехнический институт

случай -~ - 2 (1

Постунала 25 II 1969

Н. Լ. ՊԵԼԵԽ

Կ1.11Ր ԱՆՑՔԵՐՈՎ ՌՈԻԼԱՑՎԱԾ ՏՐԱՆՍՎԵՐՍԱԼ-ԻԶՈՏՐՈՊ ՍԱԼԵՐԻ 
ԾՌՄԱՆ ՄԻ ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

Ս. մ փ n փ n ւ մ

11.շիւատոէն րու մ, հիււնվևլով Ս. II.. Համքւաչւձա if յանի ահ աո թ քան ւքրա, 
րհրէիւսմ հն տ րան այ Լ ր սա լ-ի t/п տ րւււղ սաչևրի ծոման մ ամանակ ա՚հւ/րերի մոա 
IIIIIIUJ ու ղող լարումնհ րի իոն <քհն ա ր ուղ ի ա յի in ոա ւքն ա ոի ր ա.ի! րոն ա րղյան ըներր :

Աէււաւյված հն' անվհրջ արան այհ ր и աէ֊ ի ղո ա րո ։ղ ոայի ծոման (ոլորման) 
1՚ւն if ի րն հ ր ի յուծու մնհ րր, հրր ոայն անի աղատ կլոր անքյ_ր, որին ներղողվսէծ 
է րաղտրձակ կոշտ միզուկ;
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В. L. PELEKI!

SOME PROBLEMS OF BENDING OF TRANSVERSAL-ISOTROPI’ 
PLATES WITH CIRCULAR HOLES

S u m m a г у

In this paper some results of the investigation of stress-concen
trations around the holes in transversal-isotropic plates on the basis of 
the generalized Ambartsumyan's theory are given.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXII. № 5. 1969 Механика

А. Г. БАГДОЕВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ 
В ОКРЕСТНОСТИ ВСТРЕЧИ ФРОНТОВ ВОЛН

1. Рассматривается задача определения давления и скоростей 
жидкости в окрестности точки соединения некоторого фронта волны 5, 
несущей заданную особенность, с дифракционной волной Поскольку 
структура решения в малых областях для различных граничных задач 
описывается единообразно, вначале рассмотрена задача о проникании 
давления в жидкость. Выбирая оси Ох по поверхности жидкости, ось 
0{/ л глубь нее и задавая граничное условие для давления на поверх
ности в виде

Р(х, 0, /)= | (1.1)
1х|>/?(/)

решение линеаризованной плоской задачи по методу Адамара запишется

где решена граничная задача для потенциала ft причем ft (х, /) = 

- I P^dt |1], а скорость звука ненозмущснной жидкости, t f (х)- 

Функция, обратная х /С(/), х' г , корни уравнений
I Q=j?(f), ,; = ֊/?(г). ,՛ = <֊ У'^~УУ+х֊ (1.3)

Решение (1.2) имеет место в области г — | л՜՜ у- .
При А? (0)3>о граница возмущенного движения жидкости состоит 

из волны АВ, несущей граничное условие при х = /?(/), и дифрак
ционной волны 8/3,, соответствующей границе области влияния началь

ного возмущения в 0. с уравнением / г
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Вблизи точки В соединения волн в (1.2) выражение /------- мало,
а

причем приближенно

= = '-т~,/7՜ <1Л)
в первом слагаемом и г\ - I — > причем второе слагаемое в (1.2) 

а
следует отбросить. Граничное условие на поверхности можно взять в 
виде

=.(*',<')  = А(1’֊/УГ- (1.5)

где .4, а, постоянные, причем а характеризует степень гладкости 
АВ, р— порядок затухания волны в точке В.

Если ввести переменную - /=;, учесть порядок ; I —> 
а

, аЧх х --------  и в подкоренном выражении оставить малые порядка

t ֊ в окрестности точки В, имеющей полярные координаты г at, 
а

cos °*  = 77 
;м

« решение (1.2) можно записать в виде

" x>dx 1՜ __________ _____________
V՝~dy\ 4 ՝V*J  Г2Й-Мх.-1-Й)։- 2<?

0 ”

rj — bo n , ax4 ■. . r , t .где обозначено ----------- через У, л- =---- » о — /---------------- — /.огг, при-
f-т sin 0о а 2

чем 5 = 0 есть уравнение АВ около В- интегрирование по ; ведется
поперёк волны АВ, но х.։ вдоль нее

(1.7)

Решение (1.6) годится в области -• При / <Г — решение дается 
а

(1.2), где г._< х \Г|, г. . корни уравнения (1.3), и (1.6) перепи
шется
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X </».(« 4-֊) Я А 4'1 <1֊8)

По такому же типу запишется решение в окрестности точки 
соединения произвольной волны АВ, имеющей начальный профиль

.4( - у)’՛ ( ֊—^ ) > где / = :1 уравнение АВ, - 0 начальное положение 
՛л & /

АВ. х — координата вдоль АВ, хл — с( (0о 9) при /—0. Решение на
АВ при 3 = 0 найдено в |2( с помощью формулы Адамара решения 
задачи Коши с начальными данными, взятыми из указанного профиля 
волны.

Решение }2| годится и для /7=0, а также не только на самой 
АВ, ко и во всей окрестности точки В, будучи исправлено в соответ
ствии с (1.6) и (1.8). Тогда можно получить для 1^>՜

1 (9 _ о \2
где о = / — - И--------------— , 6 = 0 есть уравнение АВ. / = ' есть урав-

2с к1 — к..
некие ВВХ, О 60 дает луч, проходящий через В, к.: кривизна на
чальной полны, М — точка вблизи фронта волны. Мо — точка на на
чальной волне 0 =‘։, Л։— кривизна гиперсферы (( “0) с центром в
Л/, взятая в Мо, х радиус-вектор точки М։) с центром в М. 3 угол 
наклона лучей, выходящих из М, к оси Оу и образующих коноид 
/ ~ -о, с — скорость звука в Мо, 0 — угол выхода лучей к оси Ох с на
чальной волны [2].

Решение (1.9) можно переписать в виде
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Замена переменной

приводит (1.10) к виду

1 'А* н (. —¥]
I 2г.(с/)- р' V 2/1 к, к.

г п (1-Ц?
։ - 

0 У2с(Х ку
Заменой переменной

1-;=(1֊’о)я (1.13)

из (1.12) можно найти решение через гипергеометрическую

1---------- в
1'2

функцию-

г(>- + у)п1+й

Х(1-«.) - ------ — хг(։*1 +’)

(1.14)

Полагая в (1.14) л - 0, 3 0, можно найти решение плоской
для давления через арктангенсы [3|.

В области /<^՜ согласно (1.8) в решении (1.9) следует 
। 2со 6Л — 6 _предел для х4 заменить на I/ - ------— . —.֊ • Тогда

(1.11) можно найти

задачи

нижний

вместо

(1.15)
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И после замены переменной (1.11),

1 2/ 2сг \* 
\ А’։ — к; /

? = Ц [ (<+з0)л (1 -Г) •</:, зп -!±^! (1.16)
;.Л I 2с(4։ к,)'.

Заражение (1.16) можно записать через гипергеометрическую функцию

֊’ (1 + V՝ —V—— /■'(-'?, ՛ ֊ — • 2' - ։, —-—) (1.17) 
1(2' 1) к 2 - 1 /

Полученные решения нерпы для плоской задачи. В осесимметричной 
задаче решение снова дается (1.141, (1.17), только нужно учесть ам

плитудный множитель | ~ | — $ [4]. В частности, для раз

рывного давления Рх и осесимметричной задаче, полагая н (1.17) > О, 
й 1 г“~» можно найти для давления

(1.18)

Если учесть соотношения |5]

эллиптический

(1.19)

2_
интеграл второго рода, и (2с*) 1 \

сравнивая (1.18) с решением |4],

МОЖНО Получить соотношение для эллиптических интегралов

£^.х) = |/2 х’-г։ 1-ж: *(•֊.*;

2У1-Х3 г/т.
/2-хЧ 2 | Г~г՜ \2

(1.20)

2 ֊ ** - 2 I 1 
2-х’4֊ 21 ~хт

« Иаигстии АН Лрм. ССР, Мпаимка, V- 5
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Соотношение для гипергеометрических функций [6!

приводит решение (1.17) к виду

(^ \ 2 2
(1.22)

Следует отметить, что, заменяя в (1.10) и (1.15) / па ------- . что луч-
1' (/.)

ше соответствует характеру свертки при получении решения произ
вольного профиля, и обозначая я ֊ , а = ~ I, можно найти

£2. ֊
6*5

(1.23)

что позволяет выразить через потенциал у давление и компоненты 
скорости. Выражение (1.14) в случае /• 0, 3 — 1 даст тогда значение
ду

в плоской задаче, сравнение которого со значением г»г„ найденным

в |4], если обоянячить —2бс(&, С>) дает равенство

г/..к\ . 5.• I _ I 1 , 2
— (1+^! ууЦг)' X

\ 2 /

Л 1 Д_ 5 | 1 Ьх;
’ 2՜ ’ 2 ' 2 ’ 2 /

На самой волне АВ '» 0, поэтому при '>=£•(), обозначая значение по
тенциала вблизи АВ через можно из (1.22) найти

<$.
?« = 3/ («» ֊ «)*  , .. А_ ==-------------- -- (1.24)

|/ |х.,!։( (с-О’г*,  к, (к,֊к^
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Тогда (1.22) запишется в виде*

* Решения (1.14) и (1.25). после аналитического продолжения к значениям ар

гументов —У՜'՝ и 1 —гг • дают решение на волне I = 0 < 0о.

->/ (1.25)

В случае задачи с осевой симметрией в подынтегральных выраже
ниях (1.9) следует поставить множитель, соответствующий множителю 

/ д-
элементарного решения при осевой симметрии, вида | ’

Тогда в (1.14), (1,25) следует заменить 3 на 3 --- и поставить

множитель 1 ' —?-----| Я1П 70Х
Для получения решения в пространственной задаче для однород

ной жидкости можно воспользоваться решением [7] для определения 
окрестности волны 5 через значения, заданные на начальной волне 5г>. 
Начало системы выбирается в некоторой точке поверхности
5՝-,. совпадающей с точкой, в которой определяется решение, ось 0х3 
направляется по нормали к 50, оси л* ։ и х. направлены но линиям кри
визны 50. Тогда [7] уравнение 50 приближенно имеет вид

-л--о5֊ Й (Ь26)

, 1 , Iгде Л4= ——, = —■
Л л

кривизны нормальных сечений Урав

нение сферы радиуса с/ с центром (0, 0, 7?) имеет вид [7|

% — Л (1.27)

а разность уравнений .8'0 и сферы

Д = г0 ֊Ь (- к.) - ֊2- (4, - *.)  (1.28)
4— £

Из сравнения с (1.9) видно, что для определения решения в

произвольной точке ( ——----— » —----- — » Л ) следует взять вместо
\ к^ кл кл к^ /

й качестве эйконала выражение

2 \ к*  /2 \

1 00 ~г>)2 , 1 (?֊?о)2
2 к.-к. 2 к,-к.

? ֊ у 
К-кл)

(1.29)
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где 6 0 есть уравнение 5. Решение, удовлетворяющее начальным
условиям на

Ф0=Д7՜
х2|’

(с/)’*’ ’ Ф5 = Ан: 7 '-1
*?1*«|*

(с0”'’
(1.30)

% &
где введены угловые координаты ------------------- Л'1> = х„, запи-

^■1 ^2 к^
шстся через формулу Пуассона |7|

Ф Ше(|ф,|+4-Шг,{ф0} (1.31)

Здесь М-г есть интеграл от Фо, взятый по поверхности указанной 
сферы, ограниченной линией пересечения сферы и 50, поделенный из 
4~са/::. Из неотрицательности 7 следует, что на указанном контуре, 
ограничивающем область интегрирования в (1.31). 7 равно нулю. I огда 
можно получить из (1.30) и (1.31)

Ф = ——-------֊. I I 7'~1 х': | л՛» г/х^х.. (1.32)
2-с( (сП

Из решения для плоской и осесимметричной задачи следует, что усло
вия, накладываемые на область интегрирования, имеют вид 7=0, 
х։ > 0. Следует отметить, что в плоской задаче дифракционная волна 
- (55։) образуется из прямого ребра криволинейного двугранного угла, 
представляющего начальную волну -З’о, причем как в (1.6), так и в (1.9) 
значения х <^0, х.^О отброшены, поскольку соответствующая им 
часть решения малая более высокого порядка. В осесимметричной 
задаче волновая поверхность -(55.) образуется из угловой точки ид 
.5’(1. Линии х;. будут меридианами, а х.» — параллелями 5,>. Область ин
тегрирования в (1.31) дается участком области 50, отсекаемым сферой 
(1.27) и односторонним по отношению к угловой точке, причем основ
ной вклад в решение дает окрестность меридиана х3 = 0. Если фор
мально рассмотреть в меридианном сечении участки с х^^О, в (1.29) 
появятся слагаемые с первой степенью л՛։ и вместо х։ ~ I & будет 
х1~с, причем соответствующий вклад в (1.31) — малая высокого по
рядка. В обоих случаях линия соединения - и 5 имеет уравнение 
л՛։ 0. В общем случае также предполагается, что линия соединения
- и 5 имеет уравнение х, -- 0. Для начальной волны 50 с угловой 
точкой показано, что это предположение оправдано, причем решение 
подобно случаю осесимметричной формы 50. Кроме того, в указанном

. 1случае имеет место . то есть кривизна нормального сечения

в направлении х._. велика. Поэтому вначале рассмотрены произвольные 
пространственные фронты волн .$’о с конечной кривизной, что подобно 
плоскому случаю, а затем фронты волн 50 с угловой точкой и
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<(- - • Для тех случаев, когда линия соединения - и 5 дается со- 
э

отношением. Г(х։, лг2) 0, следует наложить дополнительные условия 
Да область интегрирования (в частности, для дифракции на многогран
нике, выбрав его ребро за линию х2 0, следует полагать, по-види- 
юму, 7=0, л՛։ > 0, Л* 2 > 0).

Пусть а.= 0. Тогда (1.32) запишется в виде

п-л,
л՜ к.^кл1 » к,-*

Ф ; -------------
2֊С( (г(1

-7-С. •2 
к.-

(1.33)
ЗаменоП переменной интегрирования

?>+ т Т" =; 1- — о, **)  (~ —У1/ , 2, Г к,-к, I 2՝1 Л <■. к,) I *,֊*•

и области между - и 5, где ^<^0, и соответственно расставлены 
пр'-дслы интегрирования, (1.32) приводится к виду

В»±±.+|/ТТ՜ . ։I. 4։— к} г 4,-1-.  л-- —*
х? Ь ֊ ֊֊ (к. ֊ к..) | х, - </*‘ (1'34)

^1 \ Л Ку К-.; / |
_±± 1 ^֊к,

Пользуясь соотношениями (1.11), (1.16), (1.17) и (1.21), формулу (1.34) 
Мйжно привести к виду

Ф, = А1 /_______ 1_______ __<°»-е>՛’
с! I (ку ку)(к,^к:} (с1}(к, к.у

Таким образом, при '2 0, т. е. симметричном по л\. граничном
Всловин (1.30), пространственный характер самой волны 5 скажется 
йолько п множителе, соответствующем решению на самой волне, а в 

остальном решение совпадает с решением в плоскости х3. В об
лает ՛. > 0 решение дается (1.34), где нижний предел интегрирова-
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ния заменен нулем. После некоторых преобразований решение 
шется в виде

также соответствующем плоскому случаю.
При произвольном я, согласно (1.29), (1.30), (1.31), решение » 

ласти '-։'\0 запишется в виде

Заменой переменной интегрирования

можно, используя для внутреннего интеграла соотношения (1.5) и (1.61 
получить из (1.2.1)

где введена переменная интегрирования

л-.. =

и введены обозначения
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а___________ио ”_______ , а = ?п~? (! 41 х
° /2(* ։ к,)>. /1֊г 10 )2(*з  *<)&

Непосредственно около волны 5 5 — 0, % -о, 30 = .-.с из (1.39)
можно найти интенсивность волны

ф —  ______ (г{о — г^-------- . ------------ .1---------------- ! ?—г; (1 49)
0 с/ (Л։-^(с/Г3 I (*.  ^(к3-кА) (к3--к^ { 1

Аналогично можно найти решение при %^>0, а также, по-видимому, 
проще всего, применяя метод С. Л. Соболева, незначительной моди
фикацией амплитудного множителя в (1.39) найти решение для случая 
неоднородной жидкости.

Пусть уравнение поверхности .5’0, имеющей угловую точку, имеет 
вид

л tf = g(u}v), g = ^֊(u,v) (1.43)

причем линии и проходят через угловую точку, где и — 0. 11усть,
кроме того,

%- =/.(«), 4й ?֊ю. — =?‘(и) °-44*
Oil п=0 Oli Ou lu-(l

второй квадратичной формы запишутся
и 0

Тогда коэффициенты первой и 
соответственно в окрестности

£ = Л

L------ =֊
1 EG

(f֊f d'g 
ди՝ ди~ ди՝

ft ol ?1

/։ t’i

f 0, G(/;'•'+s;-' +

, м = о, лг= _ 
) EG

?;2) (1-45)

а ։ъ ।

/։ Si
/> 5; ?;|

(1.46)
Полагая

u = Xp dv=֊^, L = k., N к<х*. к. = -^ (1.47) 
х։ х։

можно получить уравнение 50

х։=4-М' + -Т —(1'48) 
2 2 л.

где к.. к< - кривизны нормальных сечений х_. = const, Xj = const. В
Хл 

частности, в осесимметричной задаче /V х։ sin cos fJ։, <՛ ------՝
х։ sin О, 

где 2^ угол раствора 50 в угловой точке, и (1.48) запишется в виде

1 d ,, 
2 хх tg \

1 / 2 • ~ к.х\ ֊ (1.49)
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Обозначая еще
х2 = Ух։ X,, (с Фо)1 х։ = — ?2 (1.50)

решение (1.32) в области ''о<О можно записать в виде (1.39), где за

меняется 3 через 3 ?0 — г через о1։ к3 к,х через ку -к.х, 

причем малое К3 к3хг удержало для перехода к начальному условию. 
С указанной заменой все формулы (1.35), (1.36), (1.39), (1.48) верны 
для решения задачи, когда начальная волна задана н виде (1.48).
Уравнение ударной волны 5 по (1.29) имеет вид ՛• — 0, где

; > 1 <6~У 1 в-*»)*  (во ~8) (151)

I. у, ՝ К. (2.4)

' ՛“ 2 к, к, 2 (к, -к^Ка К,)

причем линия пересечения - с уравнением '>0 = 0 и .$՛ с уравнением 
0 имеет вид О — 0г„ то есть 0.

2. В качестве другого примера задачи о соединении волн рассмат
ривается задача о поведении ударной волны вблизи особой линии, на 
которой кривизна волны в линейном приближении бесконечна.

К указанному типу задач относится определение решения R окрест
ности особой точки А для плоско։։ или осесимметричной задачи для 
медленной магнитозвуковой волны. Пусть начальное однородное магнит
ное поле направлено по оси х и в начале координат действует ис
точник массы. Для гармонического по времени закона источника 
~е՜' ' решение находится в виде интеграла Фурье от гармоник 
е 1,11 '՛'՝'■ ' >, причем я и удовлетворяют дисперсионному уравнению [8]

1 -Г /2) («Г. - а*!  а;,а?’2) = 0 (2.1)

где а0, и, невозмущенные скорости звука и Альфвена.
В точке .4 кривизна волн САВ бесконечна, причем кривизна со

ответствующей поверхности нормалей, т. е. линии (2.1), равна нулю. 
Поэтому, обозначая в А а — я0, = 30։ можно получить

=о (2-2>

Интегральное представление решения для различных периодиче
ских во времени задач в окрестности .4 можно записать в виде функции 
Эйри. Например, для давления В можно получить [9] в плоской задаче

‘Т • 1 £
Р^ А, -Ц- Ф (м’у,)

Л
(2-3)

где / время, /1։ дает интенсивность волны С А,
</»0— - х -{֊• у
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Линия х։ 0 есть касательная к волне САВ в .4, линия у։ = 0 дает 
луч О А. вообще же при произвольных ։ и / линия х։ 0, у} — О есть 
фронт волны ('АВ. В области внутри САВ у1<^0. Тогда пользуясь

асимптотическим представлением Ф(</։՝' ) для больших • ;/։, можно 
найти интенсивность ночи С Л и АВ

/’ = ֊ -'г'՛' '։-«/.> '■ (2֊5)

ё
что соответствует решению геометрической акустики, причем верхние 
знаки дают СА, нижние волну АВ.

Уравнение самой волны АВ, являющейся характеристикой линей
ного уравнения, имеет вид

х։ = (2.6)

Для произвольного нестационарного источника решение находится 
|9] обратным преобразованием Фурье в виде гкпергеометрических 
функций, но характер зависимости его от переменных (, х։, //. преж
ний. Тогда имеет место вблизи А

з
<~1 <2-7>

поэтому производные по хх значительно превосходят производные но 
1/։ И 1’

Если ввести для произвольной точки /, х, у лучевые координаты

й'у
и-’) (2.8)У =

и записать 3 где 3. мало, из (2.8) и (2.4)
найти

можно приближенно

причем ‘ 0 дает фронт ноли САВ. Уравнение нелинейной характе
ристики вблизи АВ для конечных у. может быть записано в одномер
ной форме

= — А0Р (2.10)

где постоянная Ло, дающая нелинейный вклад в скорость возмущений, 
дается ниже. Заменяя в линейном решении характеристическую перс- 
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менную л։ — 73 через уг, где const есть уравнение характеристик 
(2.10), можно получить исправленное нелинейное решение.

Переходя в (2.10) к хь г/։ по (2.9) и считая в переменных л-г, г/.

движение установившимся I с точностью до множителя —— » не влияю

щего на уравнение характеристик j, из (2.10) можно^найти уравнение ха

рактеристик вдали от А 

которому при - 0 удовлетворяет линейный фронт волны (2.6).
Для получения уравнения характеристик в окрестности А можно 

использовать уравнение характеристик |11]

дх 
01 (2.12)

где скорость с находится из уравнения

. / „ НЛ . //֊ ./ н- ՝՛ IP
,с։ ֊ 0, Нп /Л cos о - Ц, Sin 5 (2.13)

ч„ нормальная к волне скорость жидкости, г> угол нормали к 
АВ с Ох. Если обозначить через о.։, и„ скорости жидкости по осям, 
Р плотность жидкости и ввести возмущенные значения напряженности 
11-. /> ВЬК, И,, В Ьу> условия совместности на характеристике
дают)в линейном приближении

f'o Н
vx -- — vaP.

(2.14)

Р 
и„ - ---- — сс,

М.՜,
1‘ = 1 —<։•(«$

। де с„ есть невозмущенная скорость волны в А.
Пусть уравнение состояния взято в виде уравнения политропы

а2 = а; 4- 2 (а2 - 1)

Если закисать с — с ||1(К.И։„,։> — с։. где с։ соответствует влиянию 
давления на скорость возмущений, и подставить в (2.13), то используя 
соотношения (2.14) и (2.1), можно получить
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iin -р с\ = АР
(2.16)

2-2 с: 1 ~ai 1 3 в; - с.
2 а^та;֊2< "

Обозначая через & угол нормали к нелинейной волне, cos2 О 

---- ~Ох:՜՜՜՝՜ ' можно из (2-12) и <2-14) найти1 ( Ф

Для упрощения уравнения (2.17) вблизи точки Л, следует перейти к 
переменным /. х։, по (2.4).

Подставляя (2.4) в (2.17), возводя дважды обе части R квадрат 
/дх. \4и оставляя малые порядка - 1 ) > можно убедиться, что в силу со- 

отношения

___ J__________  (2.18) 
?« 1 <’F+W°»<։?

слагаемые с —- сократятся, а в силу (2.2) также сократятся сла- 
Ф»

/Ох, \- ... /<Лх։ X1гаемые с |I • Если учесть еще, что коэффициенты при i и 
\0ijJ

и г/։ должны быть одинаковы, 

решением уравнения (2.17) .՛. силу

2 т( </։) , из уравнения (2.1/)

поскольку к линейном, случае А — О 

(2.6) должно быть выражение х։ — 

можно найти

/—У .. „3 Мр причем Ло = ~ (2.19)
\Оуу ՛ со с“

1, £ £ 
Порядки величин ~ у-, уг~А , Р ~ А; .

По уравнению характеристик (2.19) можно записать главные 
производные н уравнении, описывающем движение вблизи А. Для по
лучения этого уравнения следует использовать нелинейные уравнения 
для плоского случая [11]
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дНх 
01 Оу

/ 11 IТ \-'- - -------- (и*™» —“Оуг1х)
а дх

Оставляя и нелинейных частях слагаемые второго порядка 112],

дг>л . д՝ох , диг . 1 дР 1 / ()НГ аН., \
01 дх ду р дх 4г? к оу Ох !

<>Уу । 
дt

Ои„ ОУ,; 1Уу .1-----
Оу {•

дР 1 / ОН,
(2.20)

ОН,) \ у_у 
дх )дх оу 4֊р \ ду

оР оР дР дг>г 1 ОУи \1 = 0
о/ дх Оу Ох Оу '

заменяя в них все производные через производные по л՜., а все пара
метры через Р согласно (2.14), можно получить систему нелинейных
уравнений

- :2гь, = — 2
9Л֊!

(Р)

•Л,- -2-^-Р±-(Р)
Ох,

1

Ро
-. 1., г р~ (р\ 

“гад՝ 1 “К ах,

— '■■;Р ■ “ПУ1»՜՜ ’Л„) ֊ 
Г'о

а1՞;՛ 1 р о
"о?> ] —а։«о

(2.21)

(Р)

'Р “ -4- ?о«-;л«>у — — 2яг —— Р — (Р)
Ро°Г. дхх

где Обозначено ' , ;„ = —. Решая систему относи
сь дх ' Оу

тельно Р, находящихся в левых частях (2.21 >, и обозначая правые

части (2.21) соответственно через а։, л, ֊՛՛ , 73г у:л — , а5, можно по- 
?о Яо

лучить
Р ■^-Р-(Р') (2 22)

дху 
где

■
■^1 ' 7։а1 ’2 *?0 ои -г •։Г-’2՝։Рй<։б о 7^оа!'1и (”•’ - ՝) а| ;Р

.-'О

— «3 — Ро<2о՜2^ ’5 (* 3 — 'а? =5 - 'а?
яо
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В выражении Д1։ применяемом к Р (Р), можно все прбизвод- 
С>Л-։

ные заменить через производные по лг Тогда

А, , й> «К (»Л֊й> , 2«։|1 
։*  ' мг

дх\

которое получится также, если разрешить (2.21) относительно осталь
ных переменных.

Преобразование Д к переменным /, хъ ух производится так же, 
как и получение характеристического условия, причем приближенно

А = 2__ с/‘_ у, 2<Т. ~ й? «1 , 2 1 2со ~ «о ~ «I (Р
дх\дух з( с-. 3/ с֊ дх{

3

4’о
(1\•о

'0 (?
б'л/Л;?՜

Г 2ао

2
Снова для того, чтобы в линейном случае х։ — ( - 1^)՜ было харак- 

О
О4 д'

теристикой, множители при уг о^од и Д°лжны совпадать,

причем указанное равенство можно проверить и непосредственно. Тогда 
уравнение (2.22) запишется в виде

З&а* —---- -- 4֊
"'Р , (>‘Р д'Р <Р 3< "՛ ՛ р «Г о

+ + «х,^ 2 2с- а’-а?

(2.23)

причем можно показать, что выражение в фигурных скобках в (2.23) 
3/1 д ю\совпадает с -----1Р------(Р).
с0 дх-1

Понизив порядок производных на один, из(2.23) можно получить 
соотношения

о ^Зг ЗЛ д֊с д3^ /ПО։ч
дх; ’ ах]ду. Уз 1 ОХ^ ду] сй 1 дх\ дх:;

В линейном случае .4=0, и уравнение приводится к уравнению Три
коми. Уравнение (2.24) верно и для движения с осью Ох в качестве 
оси симметрии, в чем можно убедиться, добавляя в последнее уравне

ние (2.20) ~- > а п (2.3) множитель •
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В линейном случае давление Р выражается через гипергеометри
ческие функции [9] ф& порядка к. Тогда, пользуясь соотношением 

оф* „ Эе Э*®А.'1։՛, . , можно найти значение — и - па линии и. —
Ох, Оу, 0у‘

— const и далее решать (2.24) методом характеристик с начальными 
данными на этой линии и с двумя ударными волнами, при приближении 
к точке А переходящими в маховскую ударную волну. Линия параболич-

, 4 зуззл п
пости, где две из трех характеристик совпадают, (—t/.J — —--------- tP.

2 с«
Следует отметить, что из (2.21) можно получить четыре однородных 
уравнения. Переходя в них к переменным t, ։/։ и вводя четыре 
функции, представляющие малые более высокого порядка, чем Р,

= ^h„ i- ^5,, h., ~ \v4 a'-7jx 4

A3 = — ’o^a'-vy, A, = - 1 P
/о«о

из них можно получить упрощенную систему. В частности, для пер
вого уравнения в основном порядке можно найти

‘° 4*о  / (՝\ со~а։

Условия на ударных волнах получаются из (2.24) и заключаются 
в непрерывности на ударной волне л‘։ = х։ (. г/։) выражений

/1 ; т---- 1 гп ֊4՜ /----- • (у3/ + ;п)----  т----I— (2.25)
4/1 (Ьц ’ </у։ с0 2

д*<?  , д*?
где обозначено / = —г» гп - • п — ,— • из которых нахо-Эх-; Ох,Оу, Оу,
дится равенство

.. dx' _ ( dx^ Y М / г Р- yidy; ՛ '~г~ (2.26)

где Р. давления впереди и позади ударной волны. Уравнение ха
рактеристик дается (2.19) и равенством

(II , (1п 41 / (1х-. V (1т (1хг _у1---- • / Н--------- 1-------( ----- -  )-------------- - = 0.
^'/1 4/1 4/1 \ ' 4/։ 4/1

Институт матзмптнкн я механики
АН АрмССР Поступила 23 IV 1969
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II.. Դ. ՐԱԳԴՈԵՎ

ՀԵ՚ԼՈՍւԻ ՇԱՐԺՄԱՆ ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐԻ ՈՐՈՇՈՒՄԸ ԱԼԻՔՆԵՐԻ 
ՀԱՏՄԱՆ ՇՐՋԱԿԱՅՔՈՒՄ

Ա մ «[» n փ n է մ

'1'ի ա ա րկվ niil' Լ հեղուկի ճնշման ե արաղուfJլաննևրի որոշման ի՚նղիրր 

?4/> ա[ի.րի> որն '•'?//' կամայական ե քէ Ւ *Ւ  P* ‘*h!tl*CBBy
հատման կետի շրջտկա էրում: Լուծման տեււքր ւիււրր տի րու լթնե րի .mil ար 
տարրեր եղրտ լին խն/յիրներէէ։ մ նքէւլնն Լ . ե ա['/ պասւձւսւ։ ով՝. ււկղրից դիտարկ՝- 
վում /, հեղակի շարժման խնդիրր, երր նրա մ ակե րե սով շարժ վա ծ !; արված 
ճնշայքր Px{x, է) /4լ (,Հ* — /?) է Հ որտեղ է մ ամանակն է, X ֊ R (/) ^'^հ՜ 
մ ան ճակատի ,•'-1 կորղինատր հեղակի մակերեսի վրսւէ Լա ծ ւ> ան ինւոեղրս/լ 
ներկա/արումից, ստացված /. խնդրի չածամր /1 /> և րների հատ֊
ման շրՀ տկալ րա մ՝ հիսքե րե րկրա չավէակտն էի ա՛հ կցի ան ե րի աեււքով: U տարված 
րանածևերի համեմատա ի}լանր' I' արիշի կուր) իր սատրվ ած կսւծա լական AB 
"'/M' վրա լուծման հետ, իմուլ/ տվեց ղտնել կամալական տեսքի AB “՚ւիվփ 
// ղիֆրակցիոն CBBX ա լի րնե րի հէսսւմ էոն շրք ւււկւււ ք jj tti.ii -ալրի) ե աո անրրտ֊ 
սիմետրիկ իւնդիրների լա ծա it'llերր։

A. G. BAGDOEV

THE DETERMINATION OF FLUID PARAMETERS IN THE 
NEIGHBOURHOOD OF JUNCTION OF WAVE FRONTS

S u m in ary

The problem of determination of the pressure and fluid velocities 
in the neighbourhood of the junction point of the arbitrary shape plane 
or axialsymmetric wave AB with given singularity on its front with dif
fracted BB; wave is considered.

First the particular problem of the fluid motion under the action 
of the pressure given on its surface is considered. The comparisiou of the 
obtained integral formulae in the neighbourhood of AB and BB) junction 
with the solution on AB for the arbitrary shape AB wave in the non- 
homogenous fluid permits to obtain in the neighbourhood B of AB and 
BBj junction the solution for arbitrary shape AB wave. Hie formulae 
in the hypergeometric function form are obtained, and they have, dif
ferent form in the regions behind and ahead of BBj wave. The simple 
relations connecting the potential with pressure and velocities are ob
tained. For particular values of parameters the formulae for plane and 
axialsymmetric cases with discontinous character of AB wave, obtained 
formerly by other methods, are derived from the general solution.

The solution of the space problem for arbitrary shape wave fronts 
is obtained. The simplified equations of motion in the vicinity of two 
waves with singular junction point are found.
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м- Г. ХУБЛАРЯН

О ВИНТОВОЙ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАТОПЛЕННОЙ СТРУЕ

Рассмотрим вытекание однородной осесимметричной винтовой 
струн* из полубесконечной трубы радиуса а в свободное пространство, 
заполненное жидкостью (фиг. 1).

Фиг. 1.

Уравнение однородного винтового потока для функции тока в ци
линдрической системе координат z, г, : имеет вид

֊— ֊Ьг —(֊ — )-r = -кс (к, с = const) (1)
dz- dr \ г (Jr /

Составляющие скорости винтового потока связаны с функцией 
тока ‘1 следующими соотношениями:

1 ат 1 дч- ж т с
«։------ —. V, = ֊ — • » ----------- (2)

г О г г Ог г
Граничными условиями для (1) будут

*1՛ = 0 при г = 0 —

4’ = 0 при г = =о со (3(

'Г = Ч*о при г = с: — оо < г<СО

Задачу будем решать методом Винера-Хоифа. Введем в правую 
часть уравнения (1) множитель е~ |г| , в окончательном результате устре
мим ' к нулю.

Применяя к уравнению (1) преобразование ФурЬе но переменной д

Движение называете։։ винтовым, когда вектор вихря коллинеарен вектору 

скорости, I. е. УХ rot И ~ 0.

5 Известия АН Ар.м. ССР. Механики. № 5
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r±(L d- \ т^ = _±-(_L----------------L—) (5)
dr г dr / (2г)" x 4- ft. t j). '

Здесь я л k — комплексные величины, где

7= (я«_А*)1'. - а*) •. я-;4-П, к к. ~ ikt, Л',.>0

Общее решение однородного уравнения, соответствующее неод
нородному уравнению (5), выберем в следующем виде:

•>։ = Д, (?) rH\՝' (izr) Д.(з) rH\V (izr) при г а

6. /У, (a) rJi (izr) Я։(’) rNttizr) при 0 л. г < <։

Здесь .А (х), Л', (.г), //։ (х) — соответственно функция Бесселя, Ней
мана и Ханкеля.

В качестве частного решения уравнения (5) возьмем

—£_\
(2г) ՛ f \ яфм. » it /

Учитывая дна первых граничных условия из (3), а. также исполь
зуя соотношение

2Кх(х) - г.Н\1Щх), Ц(х)= //, (/х)
получим

։,1 = _АЛ(։)гК1(т,)+ ’ —Ц-Л (6)
г (2г) • \ з Ч-Н. * — />-/

•>, = /В (а) г/, М + ֊֊Г # ( —1—----------- (7)
(2г) \ ։ -г- и. т. — гл /

где Д (х) — функция Бесселя мнимого аргумента, А\(х) - функция Мак
дональда.

Выбор решения уравнения (5) в форме (7) предполагает такую 
унифбрмизацню радикала у = (а: — А2) . при котором выполнились бы 
условия

Rе 7 2> 0 для — к. <, к3

Для этого необходимо пронести разрезы R комплексной плоскости так, 
чтобы 7 = - 1՝к при ։ 0.

Следуя методу Джонса 11 ], из формулы (6) и (7), найдем

?1, («)4 (а) - —Д (1)аА'.(7а) - (- ՝ -------) (6'1
- (2-) * 7г Я /Л/

(а)-Ь^_(а) = ^(а)а/։(7а)4 -1- ֊г/'— — ) (7')
(2г) ‘ 7« \։-Н*л ։—/л/

. . 2
?1. (а) '•'։.(<։!= Д (?) |<։К'1 (;а)|

i
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Л. («) 4- (а) '#(’) |а/։(7в)Г

Учитывая, что при г — а

։+ («) + ?,_(«) = («) - '<• (а)
9
-Д(*)аК։ М

» Д *Д_2----Д = /5(я)о/а,а)_ ДДр----Д
(2՜) * Г \«4֊/Х а—//./ (2г) ;֊ \а -//.

?;+(й) ^(а)֊0. •?;_(«> <С(а) О

получим
. / \ ■ . / \ 1 кс / I 1 \X, (а) ՛>., (а)--------- г---- I--------------------Л(я) __--- 2_.Д -гаУ *֊“> (81

4а^<“а)
М«НМ«> А4(4;֊А)В (а)---------------------------- (2*)-г\* + ,' * Д {9)

/«/։(՛.«)
9

/։ (а) ֊ '>•/ («) =-----—4 (я) |аАГ1(^й)|/ /В(«)[а/։ (т<։)Г

Подставляя значения А (а) и Л (я) из (8) в (9) и учитывая при 
этом, что 

|х/։ (х)|* = х/0(х), |хАГ։(х)|' - — хК^х)

/0 (х) К. (х) I- /։ (х) Ко (х) *

после ряда преобразований будем иметь

" /С(а):о՜ (а) (а) 4- 9 («) — 1 - --------- (10)
2 2 (2г)/։ 72 \а֊Н'- а—//•/

где 
то\(а) = 'у1 (а) /, (а), К(г) — ‘2КХ (*'а) /։ (;а)

о
1 Р 1 Ч;‘•У, (а) =------- 1 4'= ——г —

(г֊)'1.) (2֊)

Здесь интеграл сходится только при ■<\0. Функция (а) имеет 
особенность на линии ■ 0.

Таким образом, получено одно уравнение с двумя неизвестными 
-п՛ (а) и 9., (а), которое может быть решено метолом Винера-Хопфа, 
для чего следует факторизовать функцию
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А(«) = А._(а)/АА. (а)

где А՜—(а) аналитична и нс имеет нулей в полуплоскости 
а К (а) когда ]т ։ ]т &.

Если А(а) целая функция, которую можно представить в виде 
бесконечного произведения, то факторизация получается сразу. В тех 
случаях, когда факторизованная функция имеет точку ветвления, метод 
бесконечных произведений не годится. Процесс, используемый в этом 
случае, заключается в применении интегральной формулы Коп։и, при
чем контуром интегрирования служит граница области аналитичности 
А(я).

Исследуем область аналитичности функции /<{>). Функция К(у.) — 
= 2А, (70) Д (-;о) = /и//’1 (/,а)Д (Да) имеет особенности в точках я : А՜,
которые являются точками ветвления и функций Хенкеля. Принимая 
ка < х - 3.832*, где корни функции Бесселя Д (х^) = О и учиты

вая, что функция /71 "(-г) не имеет нулей в области

г 3՜2-саггг<_ и Г<е 7« > О

увидим, что функция А՜ (х) в полосе ։]гп к <_ а]т к в нуль не 
обращается. Следовательно, функция А'(а), как функция аналитическая 
в полосе, может быть представлена в виде

1п А (а) ֊ 1п А'_ (а) 1п А. (я)
где

п К (а) = ֊— 11!-2Л1(7-гА М'.,.о)1.
с

Г 1п [2А\ ( .а) 4 (70 >] {
, — У

с

Функция 1п К- (я) аналитична при а 1п А՜ (а) при
Контуры интегрирования показаны на фиг. 2а. При 

]тА->0 контуры интегрирования с и с совпадают с действительной 
осью, за исключением особых точек подынтегрального выражения, 
правило обхода которых ясно из фиг. 26.

Что касается асимптотического поведения функции А' (а), то оно 
следующее:

| К■ (а) ~ ՛ а | ' при « —> со 

Теперь уравнение (10) можно написать в виде

Когда 1-и > 3.832 при деформации пути интегрирования следует учесть нули- 
фуихцнн
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-֊- «•'_ (а) К- (а) О (о) 4֊ -±֊г •֊£------֊֊г — (֊'֊--------- — ) Л' (а)
2 (2՜) & (2-) Г \*4-*а а—га/

(П)

Второй член в правой части уравнения (11) имеет полюс в точке х = О, 
а третий в точках а - к и ? — 7 а.

Фиг. 2.

Устраняя эти полюсы обычным способом, будем иметь

֊ «»' (а) (а) - — -<0) —4- —,7 '----- -—--------
2 /:• (&)1 ‘ («֊*) 2А-а- -//.)

кс К- (7 а) 7 , ? Ч’й К. (г)— К (0)
(&у*(77^1? " •(а) л ՛ <’>+ -

кс I | К- (а)______ К+ (А-)
(2г)' (а֊£)*|(г £)(* + /А) 2к (к 1- Д)

< _АС____ L_ I ____К <*) К՝ (*') I /|т
(2г) ‘(7-7/) | (>• ;■>. аМ) <'г/ • АО(г>. — Аг) |

Асимптотическое поведение функций ти_(а) и (а) при | а| • 
определяется поведением их оригиналов в окрестности ребра. Для на
хождения асимптотического поведения этих функций положим в (1) 
к — 0 и рассмотрим задачу для уравнения Лапласа в декартовых коор
динатах. С физической точки зрения такая задача соответствует ис
следованию течения несжимаемой жидкости в окрестности кромки 
пластины.

Известно, что в этом случае комплексный потенциал

и/ - Аг • (и» — с֊ 77, г = х -}- >у)

Отсюда легко вытекает, что

6 ~ х'- при 

у, х 7 при
X ֊> 4 0
Л - 0

Тогда, учитывая соотношения, связывающие асимптотику функций с 
асимптотикой ее преобразований Фурье, получим
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I'?2+(«)1 |«Г՛ и |«/_(а)|~|а! ‘ при а—оэ

Таким образом, левая часть уравнения (12) аналитична в полуплоскости 
ниже прямой с։, правая—выше прямой с... и обе аналитичны в полосе 
между с։ и с2 (фиг. За). Следовательно, левая часть уравнения (12) 
является аналитическим продолжением его правой части, и равенство 
(12) определяет функцию, аналитическую во всей плоскости комплекс
ного переменного 7.

а) и
-?-к

Тл *~

Фиг. 3.

Следовательно, по теореме Лиувилля, написанное уравнение (12) 
определяет целую функцию, которая тождественно равна нулю,

и՛' (а) —---- -—
аК (а

_МА К. (0) кс К. (к) [_____.
(2֊)'' п (2~)''2к(1-к) '(к //)

кс _ К. (к) 1՛_____ кс К (7 /) _________7_______
” (2г.)՝-2к(к ֊ //֊) (*-к) (2^' Ц+ м) (£-/'■)(« Г')

Используя выражения (8), (11) и (13), для определения Л (а) и В (у.) 
получим

— ад= ± ™ _
2а К а К р) /։ ( , а>

где
/••(,) = Л_ К ''___  4

(2г)'• п (2пр 2Ар֊А) к+ И

. кс К-г (к}_  1՛ кс К: (г л) ________ 7_______
(2г) 2к (к - 7/) ~7 к) ~ (2^Г (к ■ //) ~Тк 7/.) (а -//)

Подставим значения Л (•։) и 7?(а) в (6) и (7) соответственно. Проде
лав обратное преобразование Фурье и устремив / и к., (к )- /С.) 
к нулю, для 4՜ получим следующие выражения:

к (2֊)' а АГ (я)АГ։(1а)
(1т, г^и (14)
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0<r<o (15)

В этих интегралах особенности подынтегральных функций нужно 
обходить, как показано на фиг. Зб.

Автор признателен Л. А. Галину за интересные обсуждения.

Всесоюзный научно-исследовательский институт 
гидротехники и мелиорации нм. Л. Н Костикова Поступила 5 1П 1969

Մ. 2. ԽՈւ՚ՐԼԱՐՅԱՆ

11.ՌՍ.Ն8Ք11.Ս1՚1ր|)ՏՐ1*>1. ԽՈՐՍ.11 (11‘ԶՎՍ.Ծ ՊՏՈԻՏԱԿԱՅԻՆ ՈՒԹԻ ՄԱՍԻՆ

Ա if t|i ո փ ո ւ մ

Դի ավա.մ Լ' սւոա՚եէք^>ասի<!՝I, արիկ, համասեռ, սլսւ m ա ակալին աքէ֊
աահէէ uiutfի կիսասւնվե ftv իւււղրւվւււկիքւ՝ ազատ ւռա րած ա քժլան ։

!եա րքե լի ինտեզրաք ձևաւիոխմտն ե Ջռնսի մեթսդի միջոցով, iimiuy- 
վռւմ Է մեկ ֆանկէյիսնալ հավասարա մ երկու անհալս։ {իունկւյիորներ ււվ. "[’(> 
րւէծվւււմ Լ ՝Լինե ր- 1ւ1էւսլվյի մեթռզով։ Լած ա մը տրվամ Լ fiiiin tulfiit inn ցմ ան 
Alt ով է

M H. KHUBLARJAN

OX A SWIRLING AXISYMMETRIC SUBMERGED JET

S ։i m ni a r y

Discharging of a homogeneous swirling axisymmetric jet out of a 
semi-infinite tube into a free space is considered.

A functional equation with two unknown functions is obtained 
after the integral Eourrier transformations by the variable z (the axis 
z coincides with the symmetric axis of the tube) and with the aid of 
Jones’ method. This equation is solved by the Wiener-Hopf method. In 
consequence the solution in quadrature has been found.
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С. И ЦАТУРЯН

К ЗАДАЧЕ О НЕУСТАНОВИВШЕМСЯ ДВИЖЕНИИ ГАЗА 
В ДЛИННЫХ ГАЗОПРОВОДАХ ПРИ ПЕРЕМЕННОМ РАСХОДЕ

НА КОННЕ ТРУБЫ

В настоящее время существует хорошо разработанная теория 
одномерного неустано.вившегося движения газа и жидкости при линей՜ 
ном законе трения, когда колебания давления невелики по сравнению 
со стационарным. В случае длинного газопровода предположение о 
линейном законе является слишком грубым. Поэтому в данной работе 
рассматривается теоретическое исследование «©установившегося дви
жения реальных газов при квадратичном законе трения в трубопроводах.

£ 1. Дифференциальные уравнения движения газа. 
Начальные и граничные условия

Неустановившееся, изотермическое, однородное и одномерное 
движение газа в длинных цилиндрических газопроводах описывается 
следующей системой дифференциальных уравнений [1]: 

1 йр ИГ
Р

2£)р Ох

(76
(л >,г5уи

(П ()х

(1.1)

где р, >. и — средние значения давления, плотности и скорости газа 
по сечению в газопроводе; / — безразмерный коэффициент сопротив
ления; I) ֊ диаметр трубы; о — ускорение силы тяжести; R — газовая 
постоянная; Т абсолютная температура газа: 6՛ секундный весовой 
расход газа; х - текущая координата сечения 5 трубы, где опреде
ляются все газодинамические элементы (расход, давление, плотность 
и скорость) в момент времени /.

11усть до момента времени / 0 движение газа — стационарное
и задано в виде [2], т. е. при / О

Р = РЛ^ | Р-. (/>?, Р1)

Р^х)
(1.2)

1 | ^Т(Р:-Р^



О неустановивше.мся движении газа в длинных газопроводах 73
■ --------- " ' - 1՛ =-~. --- ——

тде р и рк— соответственно давление газа в начале (х = 0) и в конце 
'(х А, А— длина газопровода) трубопровода при стационарном режиме 
работы. Из четвертого уравнения системы (1.1) и (1.2) имеем, что 
при /СО

С = 6՝0- о ./ ^(р; р;) 
:5|/ Пят 5=09081 (1.3)

Предположим, 
изменения весового

что
газа

в начале и конце газопровода заданы 
как функции от времени, т. е.

законы

при х = 0 G - GIJ (1.4)

при х - Ь G Со ֊ С։ (/) (1.5)

где СД/) (заданная функция, обращающаяся в нуль при /<С0) показы
вает закон изменения расхода в конце газопровода.

В силу последних двух уравнений системы (1.1) первые два урав
нения этой системы можно переписать в следующей форме:

дР RTt ~ дР 2RT dG
дх DgS* ' dt S дх

где Р - р'2.
Исключив Р из системы уравнений (1.6), получим

>. dG up dG д-G-------  (, ----- -------------U р   
DgS at дх дх--------дх-

(1.6)

(1.7)

С учетом выражения весового расхода из последних трех уравнений
.системы (1.1) имеем

Р (х, /) = - J 

(I

oG(x, а) .
------:------- а*ТМ*)

дх

Р (х, 0 = gRT{> (х, /)

с. ——
g5p0(x)— I (х, «)</* 

"х
и

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Таким образом, полученная система уравнений (1.7)— (1.10) экви
валентна системе уравнений (1.1). 

< .-.-учДалее, заменив в уравнении (1-/) величину —2------ ее средним
2 А)

-значением в интервале изменения расхода, т. е.

| — b const 
ср

(1.И)

еЯ

лолучим
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2Z> 0G др dG o՝G 
— — 4- Р . (1.12)
8 8 д( дх дх дх2

Сущность настоящей работы заключается в следующем: заменить 
р в уравнении (1.12) его стационарным значением, т. е.

/ г, X
р = р<> (*) = ]/ />■ (/•>* - р2к) -£ (1.13)

и решить систему уравнений (1.12) и (1.8) (1.10) при начальных и
граничных условиях (1.2) (1.5) с целью определения газодинамических,
элементов в любом сечении газопровода и в любой момент времени.

До перехода к решению поставленной задачи отметим, что, исклю
чив С1 из (1.6), с учетом (1.11) получим

b 6Р

дх2 gSp ()t
(1.14)

Отметим также, что уравнение (1.14) решено в работе [3| Бабаджа
няном Г. А. в предположении

const

после чего с помощью системы (1.1) определены у, а и (/.

§ 2. Решение системы уравнений (1.12) и (1.8)—(1.10) 
при начальных и граничных условиях (1.2) —(1.5)

В силу нашего предположения, т. е. р = Ро х), уравнение (1.12) 
примет вид

Р՜—dGЧЬ OG d֊G
#5>0(х) 01 дх2 ЧЬр\(х) Ох

Решение системы уравнении (2.1) и (1.8) (1.10) ищем в виде

(2.1)

G(х, 0 — G,t 4- G' (х, 0. М*, 0 М*)-Н''(х, Z)
(2.2)

р (х, I) = А>(х) 4֊/?(х, /), Н(х,/) и0(х) 4- и (X, /)

где />о(х), ?о(х), »о(х) и определяются формулами (1.2) и (1.3), а 
р (х, I), / (х,/), и (х, /) и (/(х,/)— соответственно добавочные зна
чения давления, плотности, скорости и расхода к их значениям при 
/ 0, появляющиеся вследствие неустановившегося движения газа в
трубе, причем эти функции являются конечными (не малыми).

Для удобства решения введем безразмерные величины, для этого 
положим
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х = Ьх*, р՛ ркр’*, ч = и«;

I = М*, Р = М'*> и = И»/*

(2.3)

где 6’0, Л, /0, рк, р, и V—соответственно характерные расход, длина, 
время, плотность и скорость. За характерное давление принято рг\ за 
характерный расход 6’0; за характерную длину длина газопровода Л.

В силу соотношений (2.2) и (2.3) из системы уравнений (2.1) и 
(1.8) (1.10) для характерных времени, плотности и скорости полу
чим следующие выражения:

26Д3 рк ,7
°՜ ^т' и р^ (2.1)

Имея в виду (2.2), после перехода к безразмерным величинам 
система уравнений (2.1) и (1.8) (1.10) примет вид

д2С _ _________1________ дв к2- 1 Ов
дх* )■ Р - (*-’ - 1Тх 01՛ 2\к2 (*2֊-1)х|(Ъг

Г 0в(х, а) .р = р ֊ — а I----------- «я
3 Ох 
и

_______________ 1 -г С___________ 1
_____________ Г дв(х а) 1 (к‘ — 1)х

I к*-(к2 1)х а | —1 ’ Л
3 Ох о

2ЬЬКТ(Ъ 26

Здесь и в дальнейшем для простоты записи штрихи и звездочки 
опущены.

Начальные и граничные условия (1.2) (1-5) с учетом (2.2) в
безразмерных величинах будут

1. При

2. При

3. При

х == 0

х = 1

С (х, /) = р (х, /) = р (х, /) и (х, I) — 0 

6’(х, /) = 0 (2.7)

С(х, /) = (О

Из системы уравнений (2.5) видно, что. если известен расход 
газа, то без труда можно определить как давление и плотность, так 
и скорость.
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Сопоставляя систему уравнений (2.5) с системой уравнений (2.7) 
работы [4], легко заметить, что первые уравнения обеих систем сов
падают. Следовательно, решение первого уравнения системы (2.5) с 
начальными и граничными условиями (2.7) имеем в работе |4|, если 
предполагать, что С։ (I) является периодической функцией с периодом 
Л (Л՜ суточное время), удовлетворяющей условиям Дирихле на от
резке (0, 7’,).

Только следует отметить, что если и работе |4| в формуле рас
хода безразмерное время определяется следующей формулой

1 яр,^Р(к։֊1)‘1 _1_ яПЯТЦё - 1У
4/.£?6'0 4

то здесь оно определяется по формуле

/ (2.8)

86/>

ы в о д ы

(2.9) видно, что если длина газопровода 
соотношения

‘1)

В

I. Из выражений (2.8) и 
определяется из следующего

£ =

то расходы, определяемые здесь и в работе [4] полностью совпадают.
2. Если выполняется условие (2.10), то совпадают и вторые урав

нения сопоставляемых систем уравнений.
3. Если выполняется условие (2.10), то одновременное примене

ние частных линеаризации (1.11) и (1.13) при определении расхода да
вления и плотности эквивалентно отбрасыванию произведения добавоч
ных значений газодинамических элементов расхода, давления, плотно
сти и скорости.

4. Что относится к третьим уравнениям обеих систем, то они не 
совпадают. Дело в том, что третье уравнение системы (2.5) получе
но из точного уравнения без всяких линеаризаций, а в работе |4] при 
получении третьего уравнения системы (2.7) отброшены произведения 
добавочных значений плотности и скорости к их стационарным зна
чениям.

Тульский политехнический институт Поступила 4 XI! 1968
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II. b. UD.SllbP.5in.

bP’iUP |И1.!>11.1Г111՝'1.ЪЬРП1'1Г Tll.p.b <UimSII,S*W оЦ.Р<МП1.Ъ luWb 1ГВ.11ЬЪ
ЬРР ‘••IIOhirPb'1.1- •|.1:Р5>ПМГ 9»M>h ZJUluUP. ФПФП1..Н»»IM V

U. if ||| n t|i n i tf

Z"‘pf >//>) 'ii </ ՛/ft mm plpfut tf 4՜' hplfmp ifI rn'lt utf ft'ii fit tir/ti</ mlfii h put if fipuilpuli 
l/USl/ft \ ~t 111 U tit U1U1 if UI A fill fill III tffl plUU ml/ltt U U! (fl'll £lflll ill'll up/l'llp/l lllltlpll fill f! [Ul'tl 
tf I 1 !Iff! Ill 1 f, Ilfip tf lit If fl Alltftlup If UI If lit if m If fl ttlftfftmif ‘l III 11111111111  Util I, , finif tfllltpil- 
tfmi/fi ifh pifttt if' ifi u ifm fit mlf ill'll; 1'mfidifm'ti y ft tfi tf> h fill'll fifl m f imtf uni lit pm.it'll h p fl
iifniinhi ‘b W ■uiitf Iliumpif Ill'll lil/mmif mif p h/i p mu h pitf if unfit ml/fi i[A u> (hm // m if 
'mn/mumpm tf’bhpft nft riiuhif p phpifmtf /. mi'll mhiipfi'lt, u p'lr iiifitfh'h u m iinpf mA 

| 4 | im՝ [u m m m'tipm if ։
flmft/ !; mpifmtf. up h/4 h if m if unfni if ft It plpu pm {J pn‘ti p p mtfiupm pm if /' 

tiftn^mlfft Ilf ill pf Ill'll ft, luupu iputffi A mfu tip, ffli'mifp Zi ju mm f4 (tii'lip npn^liffm /fft~ 

punnf m/ i/A m ('ll m։/m ifp •> mifm u m ft m if it ft /_ ՝it*ifiiiA if hA m [4 (m'li'tih pfi u m jui/fi ti'li m p 
mp.lhp'ul.pft Ilfmmif mtfp ffimj/mtjfi% mpilh/'tilififi m ft ut mi/ft pn/’ll h pft t) m jilt mil ft t

S. J. TZATURIAN

THE PROBLEM OE TIME DEPENDENT FLOW OF GAS IN 
LONG GAS PIPES WITH ALTERNATIVE CONSUMPTION AT 

THE END OF THE PIPE

S u m m а г у

Real gas non-stationary flow in cylindrical pipes is dealt with in 
this paper. The quadric law of friction, constant consumption at the 
beginning and an alternating consumption at the end of the tube are 
assumed.

Applying partial linearization towards one of the flow differential 
equation systems, the equation system is brought to the form solved 
in the paper (4). Besides, it has been stated that if the gas pipe 
length satisfies certain conditions, then in determining consumption, 
pressure, and density the applied linearization is equivalent to the 
omission of additional value product of these elements with respect 
to their stationary values.
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