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Л. /X. ХАЧАТРЯН

К ТЕОРИИ ОСЕСИММЕТРИЧНО НАГРУЖЕННЫХ 
ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ, ИЗГОТОВЛЕННЫХ ИЗ 

РАЗНОМОДУЛЬНОГО МАТЕРИАЛА

Построению теории осесимметричных и неосёсимметричных обо­
лочек, изготовленных из разномодульного материала, посвящены 
работы [1, 2], где принимается условие слабомоментности оболочек, 
т. е. условие, при котором напряжения по толщине оболочки не ме­
няют своего знака. Имеется также одна работа [3], посвященная осе­
симметричной задаче круговой цилиндрической оболочки, изготовлен­
ной из разномодульного материала, где условие слабомоментности не 
принимается.

В настоящей работе на уровне классической теории оболочек, 
базирующейся на гипотезе недсформируемых нормалей, строится тео­
рия осесимметрично нагруженных оболочек вращения, изготовленных 
из разномодульного материала, без ограничения выводов условием 
слабомоментности вдоль меридиана.

1. Рассмотрим симметрично нагруженную оболочку вращения, из­
готовленную из разномодульного материала с упругими характеристи­
ками Е , v (при растяжении в любом направлении) и Е , ՝> (при 
сжатии в любом направлении).

Пусть оболочка отнесена к триортогональной системе координат 
S, гле линии s — const представляют собой параллели, f = const 
меридианы срединной поверхности оболочки, а направлена ио внеш­
ней нормали к срединной поверхности. Введем также угол пред­
ставляющий собой угол между касательной к меридиану и осью вра­
щения оболочки.

В основу предлагаемой теории ставится гипотеза недеформируе- 
мых нормалей.

Ввиду осесимметричности задачи все расчетные величины* не 
зависят от и для геометрических соотношений имеем [4, 5]

ь — _Լ_ Ճ2. է, * cos &
Kt ds' ՜ R.. ՜ г

(1.1)

/4=1, В = г = АЛ cos &, ~ — = — sin О
d&

Здесь использованы общепринятые обозначения, см-, нанр., [5]
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du , w
'1 R/

d / dw___ и_
ds ' ds Rlf

e* = 4 + Izi»

:2 - — (n> cos & — и sin 0), .<> 0
r (i.2>

\ / du՝ ti \ sin rJ) ( ds Ri / r

e. = e,. — 4 7՜ ֊ 0 (1.3)’

А (։. о (1.4)

ds г

Имеем также следующие уравнения равновесия для элемента обо* 
лочки:

d-(rT.) T. Sin6+ ' N гХ
(fs Ri

(1.5).

(гЛЛ) • Af.sin9-r.V = 0 
ds

где

(1.6>

Относительно напряжений здесь приняты следующие предположения: 
а) напряжение -- нренебрегается по сравнению с другими напря­

жениями:
б) напряжение з, по толщине оболочки изменяется по кусочно- 

линейному закону, при этом в точке раздела меняет свой знак:
в) напряжение ;; по толщине оболочки изменяется но линейному 

закону, причем по всей толщине имеет один и тот же знак.
11оследнее предположение равносильно принятию условия елабо- 

момёптности по направлению Однако, ио-видимому, это предполо­
жение нельзя считать ограничивающим, если учесть, что в большин­
стве решенных задач в классической постановке при обычном изотроп­
ном материале условие слабомрментности по направлению > выпол­
няется.
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Таким образом, с учетом принятых выше предположений, в не­
которой части оболочки будем иметь следующие варианты распреде­
ления напряжений по толщине оболочки и соответствующие им законы

<?* Оло-»»
при ■•о .

е. а ֊
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г) 3. < 0 при — — <*<֊--

при

> 0 при

е, — ас..з։ -р а1аз.-

О ] П •* ъ * 1՜ (/ 22 .

е, = а։1з։ Ь а։2з; | 
е; о12а, ( о2Цз. [

при
2

Здесь ч,{— значение *' для каждого варианта, где з։ обращается в 

нуль,

1
а., - —

” Е (1.7)

Детальное изучение этих вариантов приводит к заключению, 
что рассмотренные четыре варианта можно объединить в два введе­
нием коэффициента акоторый будет принимать значения а31 или а 
в зависимости от знака А именно:
I вариант

>• 0 при

< 0 -при

(1.8)

Закон упругости при этом будет

(1.9)

Решая (1.9) относительно напряжений и подставляя значения е* и 
е из (1.3), получим

«18Ч «,1.1ут «12хг

«11«ЛЛ — «17 ' «Н«ЛЛ - «ь

«1.4 | - «114"՜ «1

ЙТ’ ‘ « ;

при

(1.10)
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ИЛИ

«ззЧ— «1'Л ч- . «33х! «гЛ-V
 

"Ь

й 
। 

с 
..."

я 
■»՛

М 
С1

О 
“

* 
А

' а22алл «и

а..:'.. — а1г/.!
при Ъ<7

. _Л_
2

«и«и «г? «!*■-’« 3,1 «12

II вариант

՝»

А А .
0 при ~ •;

0 при 7,2 < 7 <

'С У12

к_
2

(1.11)

Закон упругости при этом будет

е- — ау.-' 

ед = й„: 

е - аиз

<

4

4

при 
«за3-? >

«12=? 1‘ при V 
«ЗЭ3г 1

А
2

<7

С 7 <
А
2

(1.12)

°а.ч£1 я1йга „ «ззх1 ^е՛'4,՛
«н«з։ «?> ‘ «л«эз - «Ь

с, в
«33-1 «12“ 2

4՜՜ 7
«33Х1 Ог,7..

«иОзз «■3 «22«ЭЗ “

«։։г2 “- Й]2=| а2л.. — «12Х1

«;-.«:<з ֊
1

«2>«зз -

«1: -1 «пх? Д1йуп
«а«м «?2 ' «н«зз —«12

Из условия обращения в нуль напряжения з։, независимо от ва­
риантов, получаем

Ъ = Ъ Ъ (1.14)
«ззх1 — «п'-з

Во всех приведенных здесь формулах следует учесть, что

. п 1
при =,>0 «зз = «и —

Л*
1 (1.15)

при з- < 0 аза ֊ и.:2 = ֊—
Г-.

По этим двум вариантам, с помощью формул (1.6), вычисляя 
тангенциальные усилия и моменты и учитывая, что в первом варианте
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~ - ~~~———— —~~ ~  ---------- —   -——’' ՛: • ■ ~тг1 ■

М < 0. а ВО втором варианте Л/. > 0, замечаем, что их можно пред­
ставить в следующей единой форме:

л =•• с„ч С, .. 1֊ (ДГ,л - К, /) + РА„ (“л ։ ’

Г - С,,.:, С-Х Р(А'1..г1 А'.Л) -Г ?6.
<Wi «МЛ

(1.16)
М. = О,,/., • о,.../ + .ц А',,:, — А' -О ֊ !

3 ։«аду-։ —«|2М*

М - [)гЛ D.r.->., 4-(А', .5, + А'...:.(֊ — —EiiEl
3 («x/l — «12Zs)5

где

c: «зз Кз <«п «•»,•) 2«i-J А

~ «iJ а; .) 2

~ .: («и - «2? А
~ (Мл — «(Л (Мн — «У ֊ ’

= ________ л>у՜՜“ ________ __ ,
11 а֊.) 8

«зл («и • «;.♦)_______ ։
П 2(О։1«зз—аУ («..2ал, аг,,)'

а,.,

а.л
֊ л.. (1.17»

«JJ '

«•j «11 .— ----- — sign Л/,Он —- С,*-, ’Л
12

Рассматривая (1.16) и (1.17», замечаем, что оба варианта отли­
чаются Друг от друга только знаком коэффициента ՛՝, причем осталь­
ные коэффициенты (1.17) относительно ан и а имеют симметрич­
ную структуру. Поэтому независимо от вариантов для тангенциаль­
ных усилий и моментов можно принимать выражения (1.16) при зна­
чении скажем,

а... -1- ап

которое соответствует случаю 0 (II вириакт > и коэффициенты 
оп, а., определяются согласно (1.7). В случае же, когда М. 0 (1 ва­
риант), все остается по-прежнему, только в (1.18) коэффициенты а., 
и а22 номеняютсяТместами

Как видно из (1.16), усилия и моменты содержат нелинейные 
члены, которые при обычном изотропном материале исчезают (? — 0).
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Теперь можно приступить к составлению уравнения равновесия. 
Здесь, как и в случае обычной классической теории 13, 4], удобнее 
пользоваться функциями Мейснера (1^, И), через которые изменения 
кривизны и внутренние силы выражаются следующим образом:

Ч
_^1Г 

ds
> f-., — IT 2—, 

Г
1Г = - JL

ds Ex
(1.19)

Г, ֊
sin 0 1 Г Т -dV 

ds

(s)

г

К — 
г

‘ 1

֊ + -Л 
/•

(1.20)

Здесь /•'; Is) 
нагрузки

и F..(s) являются известными функциями от внешней

(s) sin (J \ rE,ds !■ cos '> (^Р\— rE:ds )

• ■
/■ Is) = cos'; \rE(d$- sin 0 / P- \rE-ds

(1.21)

где

Et Zcos6 X sJnO, E.. ZsinO- A'cosS

P' = r„ ( T: cos % — N" sin 0o)
(1.22)

а величины с нуликами представляют собой значения соответствую­
щих величин в сечении s - s;i.

В силу (1.20) (1.22) первые два уравнения (1.5) удовлетворя­
ются тождественно, а третье уравнение принимает вид

(г АЛ) М. sin Q l/cos fJ = /•’> (1.23)
ds

В силу же (1.19) уравнение неразрывности (1.4) принимает вид

. ^^ = 0 (1.24)

ds г г

Из первых двух соотношений (1.16), вычисляя и , находим

Ъ - ~(֊^֊ Г. ! a1։r,)->Q
Л \ Сц /

п

(1.25)

где
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2 I XH 7-i |-
cn(n֊S)

( T*___ |O_
Cfi (1 4- 0)

1 । (у*. ։f J՝*—
Cu ^nzi ։

(1.26)

В принятых обозначениях для изгибающих моментов имеем

Л/.֊- Z)n f7---rDrir/sin/> р Л1-Ч |/ ■si'1'֊ —1
ds *■ г С.Д г г

,г2/' () , алАЛн (7, ^ChQ)1՛• Ai,։/— р---- - —------------за1, (1.27)

М.- = - ;W,4- ֊^֊ Г — -
а.в 12«зэ г

Подставляя теперь (1.25) в (1.24) и (1.27) н (1.23), окончательно 
получим следующую систему двух уравнении относительно И и II7:

. Сг, 1 \ ., h И Л sin 0 *
L. ” в в ) V ~п~

Cjj 7?։л;. / а33 А., аля г

L( С.:: <Ч\ 
Г ՝ Cn ds

__1_\ w֊- - J_ JL + ... . v /
CnR.Rj Dn R,_ С։,А. \ г 

+ !>։ К՝՝ V,Q 4- |> V. I — - !‘С1|(?>1
£>П Зй«„ I (JCnz. к,^

= _.Х
£>П Г 'сС\г)

где операторы у» и £։ имеют вид

d адз • «! sin О

азд г

д d~ sin 0 d C.^sin ri

ds՜ r ds C’n r'՝

(1.281

11.29)

Как видно из (1-28), полученные уравнения являются нелиней­
ными относительно искомых <|>ункций. Нетрудно заметить также, что 
при Гл — 0 нелинейности исчезают и разрешающая система (1.28) 
становится линейной.

Ниже будем рассматривать никоторые частные случаи оболочек.
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2. Круговая коническая оболочка. В случае круговой кониче­
ской оболочки имеем

£։ ~ 9= const (2.1)Л •л
Здесь вместо $ за независимую переменную удобнее принимать г [4].
Тогда учитывая, что

d 

ds
= - sin 'J — 

dr
(2.2)

уравнения (1.28) в рассматриваемом случае можно представить в виде

л (И)- — —
«w sin՜ 0 г

Л = 
fl.uSinO г

£,(1Г) (--521°- — 

sirrO г

■К-"- г

C,,D„ '4. г />„ sin О
(2.3)

._ .л Vr I iZkzЛ21Ж. I
■ sin О I (Knv4 4- Kv./ ।

1 F., A^jsinO / Fy
Z)u $in°6 г Сп \ г

Здесь операторы ?г и Аг имеют вид

Vr = — Оэз q» 1 * 
t/r <!„ Г

1  /С* F. >
/■sin 0 \ Си dr Си г /

.2 у / Г 1 ,2-4>
у ti 1 с< О чп 1

dr՜ г dr С1։ г~

а и 7''2 определяются по формулам 

г Г
Fx —-1 \ rXdr Z3- cos О, F2 —~ \ rZdr Р - sin (> (2.5)

sin^J sin О J
г. 'с

где
/>!-՛= гДЛ сояб i iV°sinCj (2.6)

Приведем также выражение для изгибающего момента «V։

о։։֊7- 
dr

D^՝ К,, /' .. sin G

aJ>uKn (Т.-^СМ

ЗСн |2
(2.1)
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3. Сферическая оболочка. В случае сферической оболочки, имеем

- R.։ - R — const (3.1)

Здесь, аналогично [4]. условимся отсчитывать дугу $ от экватора 
сферы и введем в рассмотрение угол 3, отсчитываемый по меридиану 
от полюса. Тогда будем иметь

s = /e(| ?). (3.2)г R sin >

I (ринимая за независимую переменную угол 3 и учитывая, что

_</_ 1 (l

I (7\ -CM I 
3C?։Dn I {Ku^ KM

(Is R d;'
(3.3)

уравнения (1.28) в рассматриваемом случае можно представить в виде

\ Сц/ 'Ai 'At
(3.4)

Здесь операторы V;, и !-■- имеют вид

б/ й II «1- X ОГ = ., Т֊֊^------- — Ctg?

(3.5)

< Ct* ' с: etg
а Г1 и /’0 определяются но формулам

F, -Л sin? Л’: р Л cos (а ?)

•С

Л ЛЦ|Х։։пр ?)

Zs։n(7 1) | sin 'J (h-

Zcos(>- 3)|sinat/7

(3.6)

где

P; R ( 7'" sin 3t) № cos .%) sin (3.7)
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Для изгибающего момента ЛЛ имеем

М, ֊ Р»з 1ГсМ
R <& R *

Ап
СпЛ 81п р

(Ис^З-Г,)

еАА А՝ А'иОГ 

ЗСТ1 А'п7.: | ^..7..»-
(3.8)

4. Круюная цилиндрическая оболочка. В случае круговой ци­
линдрической оболочки имеем

^1= — =о, г=р=/е, 0=0, х. = о (4.1)

Учитывая также, что

Т"' о = -.- (4.2)
и$- </$

уравнения (1.28) в рассматриваемом случае можно представить в виде

л 
а33/?

(р- _А...

/?Сп аз

В# , V

</? /е/;п
л, КиЛ() «лз^п </ (7՝, !’Сп(2)’

Ии с/я ' зс?,/л, л ■А

Здесь Л и определяются по формулам

/■-, = а(г;՛ (хл), г. а (гл (4.4) 

»о *л

Приведем также выражение для изгибающего момента М.

М, Ои — |,=А„О !‘<1‘-1,1- (/д ' |‘С|1С>)' (4.5)
11 Л ' АС,, 1 " ЗС,, у.)

5. Рассмотрим частный случай предыдущего пункта, когда на 
круговой цилиндрической оболочке не действуют внешнее осевое 
усилие (7՜. 0) и тангенциальная составляющая внешней поверхно­
стней нагрузки (X - 0), и торцевые закрепления оболочки таковы, 
что но всей оболочке внутреннее тангенциальное усилие 7\ не появ­
ляется.

В этом случае будем иметь

7’. = О, Г, - О, Г* - 0
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2 / 2*и К »
Си / С л ՝а։։ «гз/

2КИ dW 
(1 • *)CU ds'

М.

(Г. ֊uCuQF 

*1

1 « ds

dW

(1 г)-։ ds
(5.1)

На основании этих соотношений уравнения (4.3) 
ннмают «ид

_А_ 1Г - о 
ds։ аиЯ

</-1Г I/ /',
I а & /го։, ՝ /?£>„

упрощаются и при-

(5.2)

Уравнения (5.2) линейные с постоянными коэффициентами, и ре­
шение их для конкретных примеров нс представляет особого груда. 
После определения V и 1Г, вычисляя ։։ и , можно найти переме­
щения точек срединной поверхности оболочки и, и՛

к = к+л1Г. ш = — (5.3)
А /։ ds

где т4 (1.14) имеет вид

(։+«)Cu (5.4)

В качестве примера рассмотрим изгиб шарнирно оперто։՝։ по гор­
цам круговой цилиндрической оболочки длины / под действием внеш­
ней поверхностной нагрузки интенсивности

2֊
"S

1
Граничные условия при 

ц = 0,
этом будут
и՛ = 0, М» 0 при s = 0

Г, =0, а? = 0, Л?։ = 0 При 5 — /

С учетом (5.5) для К-. получаем
Г.= ֊’֊^ со։т)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

1 г I*

Решение системы (5.2) с учетом (5.7), согласованное с границ-
пыми услониями (5.6), будет

1Г = A cos —. V Лео։-у С (5.8)

где *

А __________2^<՛__________ , 5 = 
/ /,

А, С (5.9)
^’«ЗЭЛ



К гсорнн оболочек вращения из рвзиомодульного материала 15

Знак изгибающего момента

/И. =--------- 12------ A sin
1 и a I I

совпадает со знаком .4. Как видно из (5.9), .4 < О, следовательно, и 
М.<0. Поэтому для рассматриваемого примера следует принимать

Перемещения точек срединной поверхности оболочки и, и», удов­
летворяющие граничным условиям (5.6), будут

« А — (■/, а''} / 1 cos — ՝)> w А — sin -s (5.11) 
/\ anAJ z-'/k l) r. I

Для завершения решения задачи остается выяснить вопрос коэффи­
циента ач;։, который связан со знаком напряжения з,. Для этого 
прежде всего следует выяснить, в данном примере .меняет свой 
знак по толщине оболочки или нет, так как приведенная в настоящей 
работе теория была построена в предположении, что ' по толщине 
оболочки не меняет своего знака.

Из (1.10), вычисляя = , находим

/

— 7

р ;)
sin

“S

а\1алл 1

р 1) sin
-s

--a^R /

(5.12)

Отсюда нетрудно установить, что 
лички удовлетворяют неравенству 
по всей толщине оболочки и его
•=:<С0. Поэтому следует здесь положить

если геометрические размеры обо- 
///<՛/- < 0.3, то с не меняет знака 
знак совпадает со знаком А, т. е.

"п֊“՝’ 012=--—=֊֊^ (5.13)
Е ЕЕ

1 огда для коэффициентов Z и Z)n, входящих в расчетные формулы, 
будем иметь

I ana2S I о:՛, а; Л 
7 = ----------—------- I—--------ГЛ-------- Г —

а։1а2!> 4- а:: 2а [, 2

. _ - I (ftxia,-2 ап) (я22 а]2) 14)
а11®22 4՜ - 2с?2

а2... (апа.» 4- й֊2 2а*2) Ел
(«ца-2 — «??)(<»л ар 24

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 10 IX 1968
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X A. KHACHATR1AN

ON THE THEORY OF AX1SYMMETRICALLY 
LOADED ROTATORY SHELLS MADE FROM 

DIFFERENT MODUL MATERIAL

S u m m a г у

Accepting the hypothesis tzf nondeformable normals, the theory 
of .ixisyminetrically loaded rotatory shells made from different modul 
material is constructed.

In particular cases, the equations for spherical, conical and cylin- 
drica! shells arc obtained.
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Дж. 3. МКРТЧЯН

ЧИСТЫЙ ИЗГИБ КРУГОВОГО СТЕРЖНЯ, 
ИЗГОТОВЛЕННОГО ИЗ РАЗНОМОДУЛЬНОГО МАТЕРИАЛА

Рассматривается напряженно-деформированное состояние круго­
вого кольцевого стержня, изготовленного из разномодульного мате­
риала, изгибаемого парами сил, приложенными к герцевым сечениям.

В работе приводится решение поставленной задачи методами 
теории упругости, а также приводится решение этой же задачи с при­
нятием гипотезы плоских сечений и с пренебрежением радиал։ пыми 
напряжениями.

Сравнение результатов показывает, что расхождение величии на­
пряжений =1), вычисленных по обоим методам, незначительно.

1. Рассмотрим чистый изгиб кривого стержня, представляющего 
собой часть кругового кольца, под действием сил, приложенных к 
концевым сечениям и приведенных к парам (фиг. 1).

Стержень изготовлен из разномодульного материала, характе­
ризующегося упру։ ими постоянными Е , ՝• (при растяжении) и Л . 

(при сжатии).
Предполагается, что в сечениях, параллельных плоскости кольца, 

напряжения отсутствуют, т. е. имеем случай обобщенного плоского 
напряженного состояния.

Очевидно, что в рассматриваемой задаче, как и в случае обыч­
ного изотропного (одномодульного) материала, касательное напряже­
ние отсутствует, я нормальные напряжения з, и не зависят от 
полярного угла '> и являются функциями только от координаты г.

Заметим, что в рассматриваемом случае изгиба стержня на 
внутренней части 0, на внешней части Поэтому естест­
венно, что на некоторой, пока неизвестной, дуге окружности (г 'Л 
напряжение зг( обращается в нуль.
2 И:»Хсстин АН ЛрмССР, Мех нц|к<։, № I
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Как и в случае обычного изотропного материала [4|, рассматри­
вая равновесие отдельных элементов стержня, нетрудно убедиться, 
что в данном случае во всех точках стержня напряжение з, отрица­
тельно.

В силу сказанного, стержень дугой окружности г у разделится 
на две части. Первая часть |и^г ֊: у) является областью первого 
рода, так как для всех точек этой области з, < 0, зц-^0. Вторая 
часть (у<" г Ь) является областью второго рода, так как для нее 
з,<0, <Ц>0.

Для решения поставленной задачи необходимо рассмотреть каж­
дую часть стержня н отдельности.

Как известно, для обычного изотропного материала (для обла­
стей первого рода) решение плоской задачи приводится к определе­
нию функции напряжений <р, удовлетворяющей уравнению

ДД» = 0 (1.1)

и соответствующим контурным условиям.
Общее решение этого уравнения при условии, что напряженное 

состояние рассматриваемого тела полярно-симметричное, имеет вид:

г А. 1п г - В,г 1п г Сгг՝ (1-2)

Можно показать, что для областей второго рода, в случае по­
лярно-симметричного напряженного состояния, уравнение относительно
функции напряжений - [2] примет следующий вид:

ДД-; |- и ] ] о«.» 1 <1 1 <!■ \ = 0 (1.3)
а1։ г Аг ՝ Г Аг)

где
1 1

ий ~ "ТГ при 
1֊*

ъ < 0. 50>() (1.4)

ИЛИ

1 
а"~ Е-'

1 
«г* “ _ при ^>0, =4<о (1.5)

Общий интеграл уравнения (1.3) для всех возможных случаев
(1.4) и (1.5) будет

® = Д/+« С'.г’֊’, 7=1 (1.6)

Входящие в выражения (1.2) и (1.6) постоянные интегрирования 
А,. В;, С,- определяются из контурных условий задачи и из условий 
непрерывности напряжений и перемещений на границах раздела обла­
стей первого и-второго родов.

Для первой части (« < г <. Д имеем функцию напряжений (1.2) 
и следующие контурные условия:

при г а = 0, при г — у — 0 (1.7)
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Для второй части имеем функцию напряжений (1.6) и следующие 
контурные условия:

при гр — О, при г — Ь Сг 0 (1.8)

На границе раздела двух областей (г — р) имеем условия непре­
рывности напряжения з, и перемещений н. v

3,|г—- - о Ä Zr L - " - . «|r- ... - ‘"’г--.. ,1-"1

На торцевых сечениях контурным условиям удовлетворяем по 
принципу Сен-Венана

? 6

^(1г | з0(/г — 0, | г-./Ь- г^с/г = М (1.10)
а р ч р

Аналогично классическому решению [3] нетрудно доказать, что пер­
вое условие (1.10) равносильно первому условию (1.9).

Напряжения зг и выражаются через функцию напряжений , 
известными соотношениям։!

1 <7? с/-ф

.- 77' ' <77
(1.11)

Используя (1.11) и удовлетворяя контурным условиям (1.7). (1.8) 
и (1.10), для неизвестных коэффициентов, фигурирующих в |(1.1) и 
(1.6), получим

л 4MN , , Л
А « ——- (л + 1)а-р- ( 1

\ \ 

2MV (*-H)(as z)

М
С,= А'(’ 1)(а5 3'z3-2a-ln« 2<А'1п?)

А
<1.12)

р;----- ֊(« !)(*•’
Л(а- 1)

в^-^L.
1)

7.6-')

с =  4МН  _ , ։
- I)2

где

N= —— [(։ + 1)6-= 2з63^у-’ (« 1)р21]
7 — 1
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Н-֊{>- сг 2а~ 1п - 
а

А' 2։Н (1.13)

о,

(1 а2)2

Напряжения з.

•ШЛф 1)
Кг”

и < для первой части (а г :'֊ ?) будут

и~ 1п — ) а"г՝ 1п — - У (с" а՝)
а / а

(1.14)
4М/У 

о— г 1п — 
а

■г 1п— (г (;

Для второй части (;»<> С А) напряжения и з определяются 
но формулам:

з, -4^а * 11 ։г'+’(6
Л'(* 1)г^‘1 а?- (Ь

‘(6*
(1.15)

4ЛШа(а 1) \*Ь~- >(г-

' г '(г֊1

Для
НИЯХ Г И

ДЛЯ

каждой части стержня закон упругости и главных
О будет: 
первой части (а г

направлен

для

1
Е՜

(1.16)

второй части (?

а '

■ 1

п

ч (

1
Е

1
Е

(1.17)

Приводим также чисто геометрические соотношения, которые, как 
известно [1, 2], одинаковы для областей первого и второго родов

иди
С) Г

1 ор
г д()

1 ՛ >11 ду
г дЬ дг

О (1.18)

Интегрируя уравнения (1.18), с учетом соотношений (1.16), 
(1.11), (1.2) и (1.6,1, определим перемещения:
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для первой области (сг •С г •< р) получим

------— Л, 2(1 v֊)B;rlnr В,(1 v-)r
Г

2С։(1 v~)r sin б /4 cos б (1.19)

?'i -тг— L\r Dy cos 6 -j Fy sin '>
E

для второй области (? <^/• < b) получим

«.--“Р’П --)rA, (1 -«)(] w-)S.,r
■j-E

(at 1)(1 av~) C.,r '] ZZ>sin6 /\cosO (1.20)

V-: ~ ~~;~z---- -- Fl L,r ZZcosO /\sin6

г.1г /I, , В,-, С, определяются по формулам (1.12), а /Л. Е, , £,- по­
стоянные интегрирования, определяемые из условий закрепления 
стержня как жесткого тела.

Закрепим точку ։ координатами г б 0 и элемент радиуса, 
проходящего через эту точку.

При этом соответствующие условия закрепления стержня будут:

при б = о, г = г0 м = 0, V 0, ֊-- = О (1.21) 
дг

•՝п 1 точка закрепления может оказаться или в перкой области, или 
ни второй. Предполагая, что точка закрепления находится в первой 
области (а г, [>), из условий (1.21) получим

0, £>։ = О

Ь\Е = ՝֊----- — Ау - 2 (1 - V֊) В,г. 1п г0 4֊ /< (1 4 V ) г0
г(,

-2С։(1 .-)гс (1.22)

Если точка закрепления находится во второй области 1у г0 ■' Ь > 
го условие (1.21) дасг

£, = О, Р._. = О

^Г..Е 2з(1 ^-)/4аг0 (1 7)(з՝^ 1)32г-

(1֊а)(1 Ч֊а^֊)С\л;’ (1.23)

К этим условиям закрепления (1.21) добавляются условия не­
прерывности перемещений и и г» на границе раздела двух областей 
(1.9).
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Из третьего условия (1.9) получим

Д3 = Д.= 0, £>: = Р2 = 0, г, = г, = г

2£։>* = Д։(1-а*) (1.24)

Подставляя значения коэффициентов из (1.12) в (1.19) и (1.20) 
с учетом (1.24), определим перемещения. При атом получим:

для первой части \а <. г <^р)

4,WV(»-fr 1) 
КЕ~

^(1 ь-Ч+
г \ nJ

+ r(l V )6‘ ;Л1п-^ я In — ] 4- r (or •{֊ р‘) 
а

-! /*’cos b (1.25)

«I = ~

8MV(։4- 1) , , .4 f r. .
։»j — ------ТТЛ------ - I«’ ♦* ?') rT) *՜ sln '

KE

для второй части (;> r b\

x (a — 1) KE

l> У r՜ ։ 1 -f a*՜) (Z>։՜1 — v.' ' )| 4 Feos rJ (1.26)

4AfH(«4-l)\t.։ ,..ч , £. . ftv. = ------------------ (о - / ) гУ — / sin 'J
* KE՜

Из последнего условия (1.24) с учетом (1.12) получим следую­
щее трансцендентное уравнение относительно неизвестного радиуса

(2—1)- 5 ՝։ - -г (Зх — 1) ( з — 1) m’S ՛՜ —h:s’“: (s: — nr) 4֊ (x 4- 1 )rs~ *Ь

(Зх l)(x 4- В/п: 4-2(2=- l)zn-(l 4- s-Ч In ~ = 0 (1.27)
m

где
S=A. (1.28)

b b

Нетрудно показать, что уравнение (1.27) в промежутке 
имеет один действительный корень, который определяется известными 
методами приближенных вычислений.

Отметим, что после удовлетворения условию непрерывности пе­
ремещения о условие непрерывности для п удовлетворяется тождест­
венно.

После решения уравнения (1.27) можно сказать в какой именно 
области находится закрепленная точка (г ֊ г„. О - 0). Если она будет 
и первой области, то постоянная интегрирования определяется из 
условия (1.22), если же будет конторой области, то из условия (1.23).
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Отметим, что из выражений (1.25) и (1.26) для перемещения о 
следует, что поперечные сечения кривого стержня после деформаций 
остаются плоскими.

2. Решим рассмотренную выше задачу приближенно—методами 
сопротивления материалов.

Сделаем, как и я случае одномодульного материала, допущение, 
что радиальными напряжениями 'г можно пренебречь.

Предполагается, что сечение стержня симметрично относительно 
плоскости кривизны. Ось с в сечении является осьюсиметрии (фиг. 2). 
а внешние силы приложены в плоскости симметрии.

В рассматриваемом случае так же, как и в случае обычного изо­
тропного материала |5], можно показать, что точки поперечного сече­
ния стержня после изгиба также образуют плоское сечение, повернутое 
вокруг некоторой оси у, т.е. поперечное сечение стержня после изгиба 
остается плоским.

Из вышесказанного следует, что нормальное напряжение яв­
ляется функцией только от координаты г.

Очевидно, что под действием внешней нагрузки (пары Л/) внут­
ренние волокна (г а) сжаты, а внешние (г = Ь) растянуты.

Поэтому, естественно, что на некоторой, пока неизвестной, ци­
линдрической поверхности (г (>) напряжение -ч обращается в нуль.

Линия пересечения этой поверхности с поперечным сечением есть 
нейтральная ось сечения (ось у).

Так как закон упругости для растянутой (Гх) и сжатой (R) частей 
пишется в различной форме |1], то и выражения для этих частей 
будут различными.

С учетом вышесказанного граничные условия для торцевых се­
чений будут:

| М (2.1)

X У» X X
Так как поперечные сечения стержня после изгиба остаются 

плоскими, то для любого значения г (фиг. 3) относительное удлинение 
1 укорочение) волокон элемента будет
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г ~
(2.2)

Тогда для напряжений получим: 
в растянутой части (0 г Ь у}

г г Дс/р*1, Л ' ....
г ֊֊ ь с/г

в сжатой части (а - - у г 0)

с - 2 ^1?

’• Е

(2.3)

(2.4)

Подставляя значения =о из (2.3) и (2.4) но второе уравнение 
(2.11, после элементарных преобразований получим

/’(■? ?)
при 0 - г Ь у

(2.5)
Мг 

р{г-'- у)
при а — у - г < 0

где

2(//’р = 7 (2.6)

Фигурирующая в (2.5) и (2.6) неизвестная величина у опреде­
ляется из первого условия (2.1), которое приводятся к следующему 
т ра н с ней де я т ио му ура вне н и к>:

/-Т-; - Е. (2.7)
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Уравнение (2.7 > при заданных форме поперечного сечения и материале 
стержня решается известными приближенными методами.

3. Сравним решения поставленной задачи полученными методами 
теории упругости (точное решение) и сопротивления материален (при­
ближенное решение).

При точном решении задачи, рассмотренном в пункте 1, попереч­
ное сечение стержня было прямоугольное. Поэтому рассмотрим приб­
лиженное решение для прямоугольного сечения. В .»том случае урав­
нение (2.7), определяющее величину примет следующий вид:

<г — т $ I т- — 1—7-1п$-+֊1п 5 [ ( 3.1)
՝ т ■

где
т ^4՛ « - - <з.2>

b ь

Выражения для напряжений (1.14), (1.15) и (2.5) можно предста­
вить в виде:

точное решение

м м
(3.3) 

о՜ Ь’

приближенное решение

I (3.41

1г

"Д< Л|, k.., k как видно ил вышеуказанных формул, зависят от мате­
риала стержня (?), от его размеров (щ) и от координаты точки (г1, 
где определяются напряжения.

Для некоторых значений т и я вычислены значения функций k, в 
девяти точках поперечного сечения, расположенных по высоте.

Результаты вычислений приведены в табл. 1 4. Вычисления 
произведены на ЭВЦМ „Наири“ вычислительной лаборатории Ереван“ 
схого политехнического института.

Известно |4], что для обычного материала величины напряже­
нии эвычисленные методами теории упругости и сопротивления ма­
териалов, достаточно близки. Из результатов вычислений, приведен­
иях в таблицах, замечаем, что и для разномодульного материала ра­
схождение величин 5ft, вычисленных ио обоим методам, незначительно. 
Поэтому с достаточной точностью для практических расчетов вели­
чины напряжений ՝՛, можно вычислить по более простым формулам 
(2.5).

Сравнение величин напряжений -՛., приведенных н табл. 1 3, для 
стержней, изготовленных из разномодульного материала, с соответ­
ствующими величинами, приведенными в табл. 4, для стержней, из­
готовленных из обычного материала, показывает, что из-за разномо-
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Таблиц и 1
т 1 3

։ 0.5 а-0.7

Точное решение 
в 0.5053

Прнбл. рсш.

г :
1

Точное решение 
> 0.5530

1ри6л. реш.
л 0.5039 8 0.5508

Л, *։ *'3 Ъ

-0.171 0.000 31.590 31.580 0.217 0.000 ֊25.319 25.288
- 0.128 ֊2.961 -20.754 20.925 -0.162 2.887 16.047 -16.228

0.085 4.338 12.356 12.455 0.108 -4.081 9.315 ֊9.113
-0.012 -4.759 -5.599 5.560 0.053 —4.362 -4.144 4.101

0.001 -4.585 0.000 0.040 0.002 4.127 0.000 0.077
0.125 3.368 2.996 3.066 0.114 3.154 3.147 3.257

0.249 -2.144 5.058 5.097 0.226 -2.073 5.461 5.521

0.372 ֊1.015 6.579 6.555 0.337 1.008 7.260 7.216

0.496 0.000 7.758 7.652 0.449 0,000 8.713 8.533

1 I .5 2

0.6796 « 0.6748 « 0,7284 .։ 0.7229

-0.341 0.000 ֊16.996 16.893 -0.390 0.000 ֊15.190 ֊15.055
0.255 2.699 —9.840 10.011 -0.291 -2.630 ֊8.510 ֊8.670

-0.168 —3.515 -5.405 5.482 ֊0.192 -3.332 4.594 1.661

-0.082 -3.553 2.320 -2.275 -0.093 -з.зп 1.952 -1.910
0.005 3.242 0.000 0.259 0.005 -2.989 0.000 0.383
0.085 2.670 3.872 4.144 0.073 2.543 4.373 4.745
0.165 1.904 7.151 7,287 0.141 - 1.845 8.241 8.421
0.245 — 0.988 10.026 9.884 0.209 •0.980 11 775 11.561
0.325 0.000 12.614 12.064 0.277 0.000 15.081 14.275

Таблица 2 
т=1,2

3-0.5 « 0.7

-
Точит? решение Прибл. реш Точное решение Прибл. реш 

X 0.6784у 0.6419 5 0.6417 5 0.6788

*1 Л-, лг ^’.1

0.142 0.000 -47 199 ֊47.127 0.178 0.000 37.949 37.855
-0.106 -2.642 -32.913 32.984 0.134 -2.607 25.963 -26.040
-0.071 4.130 ֊20.529 —20.598 -0.089 3.988 15.943 -16.018
-0.035 4.765 9.655 9.661 -0.044 4.522 - 7.402 - 7.408

0.000 4.763 0.000 0.000 0.000 4.463 0.000 0,003
0.090 3.857 5.063 5.ЮЗ 0.081 3.691 5.463 5.528
0.179 -2.659 9.051 9.080 0.161 —2.596 9.925 9.972
0,269 ֊1.344 12.286 12.275 0.241 1.335 13.659 13.640
0.358 0.000 14.971 14.899 0.322 0.000 16.845 16.719
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®=1.5 | з=2

Таблица 2 (продолжение)

» 0.7731 *=0.7722 | *=0.8084 » 0.8074

-0.272 0.000 25.644 -25.492 0.307 0.000 ֊22.962 -22.788
■0.204 2.519 - 16.619 -16.803 0.230 -2.486 -14.707 14.790
0.136 -3.661 - 9.898 9.978 0.153 ֊3.550 8.590 8.678

-0.067 —3.993 4.166 4.476 -0.076 3.822 ֊ 3.845 3.855
0.001 3.831 0.000 0.124 0.001 3.601 0.000 0.192
0.058 3.320 7.144 7.319 0.049 3.215 8.037 8.475
0.114 -2.444 13.474 13.593 0.097 2.399 15.338 15.880
0.171 -1.313 19.180 19.113 0.145 ֊1.306 22.083 22.540
0.228 0.000 24.396 24.001 0 193 0,000 28.401 28.563

Таблица 3 
т 3.4

з 0.5 т 0.7

г
Точное решение Прибл. реш. Точно.? рещенис

։ 0.8472
Прибл. реп».
* 0.8472* 0.8281 5 0.8281

*-'з Л. Д'2

֊0.078 0.000 -160.367 — 160.293 -0 097 0.000 129 393 -129.300
—0.059 -3.514 -117.143 117.166 0,073 3.497 -•>3.901 —93.928
-0.039 5.813 76.129 7о.173 -0.049 5.736 — 60.655 —60.707
-0.020 —7.036 -37.137 -37.160 —0.024 6.892 29.422 —29.448

0.000 7.304 и. 000 0.000 0.000 7 112 0 000 0.000
0.043 -6.467 18.984 19.005 0.038 —6.344 21.076 21.110
0.086 -4.85“ 36,197 36.218 0.076 4.804 40 431 40.466
0.129 - 2.658 51.886 51.886 0.115 —2.648 58.285 58.284
0.172 0.000 66.252 66.206 0.153 0 000 74.820 74.740

,-1.5 | а 2

* 0.8943 $ 0.8942 * 0.9ИЗ f 0.9113

-0.144 0.000 -88.11“ -87.976 -0.161 0 000 79.096 78.939
֊0.108 -3.455 -62.920 —62.950 -0.121 3.440 56.146 56.17“
-0.072 5 554 ֊40 054 - 40.120 -0.081 5 491 - 35.557 -35.628

к ֊0.036 -6.559 -19.174 -19.209 ֊0.040 6.445 16.944 16.982
0.000 6 676 0.000 0.000 0.000 -6.529 0.000 0.000
0.026 6.057 29.491 29.590 0.022 -5.958 34 771 34.917
0.053 4.672 57.399 57.495 0.044 4.625 68.019 68.157
0.079 -2.623 83.897 83.884 0.066 2.615 99.911 99.8“!
0.106 0.000 109 133 108.878 0.089 0.000 130.596 130.219
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Таблица
■> I 

т 1 3 т -֊ 1 2

Точное решение Прябл рсш.

-

Точно«- решение IIриПл. реш, 
.« 0.7273X ОД 

-
102

*։
։ 0.6068 5 0.7220

^3 Аз

0.273 0.000 20.628 20.567 0.221 о.ооо 31.021 30.90!
- 0.205 2.78(1 12.618 12.799 0.166 2.561 20 784 20.866

0,137 3.794 7.198 7.292 0.111 3.827 12.571 12.650
—0.068 3.962 ֊3.224 - 3.183 0.055 - 4. .264 5.791 5.800

0.000 3.699 0.000 0.000 0,000 4 156 0.000 0.000
0.098 2.950 3.323 3.494 0.070 3 518 6.042 6.147
0.197 2.011 6.041 6.134 0.139 -2.530 11.225 11.300
0.294 1.008 8.273 8.197 0.209 -1.328 15.715 15.680
0.393 0.000 10.166 9.856 0.279 0.000 19.968 19.450

т 3 4

я 0.8690 * 1) 8690

0.119 0.000 106.171 106.055
0.089 3.477 76.478 76.506
0,060 5.650 49.071 49.129
о.озо 6.733 23.664 ֊ 23.694
0.000 6.904 0.000 0.000
0 033 6.208 21.212 24.269
0 065 4 742 46.782 46.838
0.098 2.637 67.884 67.879
0.131 о.ооо 87.683 87 541

дульности материала происходит перераспределение напряжений. С 
увеличением х увеличиваются наибольшие растягивающие напряжения 
и уменьшается область растягивающих напряжений. При этом наиболь­
шие сжимающие напряжения уменьшаются и увеличивается область 
сжимающих напряжений. С уменьшением же у перераспределение на­
пряжений происходит наоборот. Например, при т 1/3, а 2 
наибольшие растягивающие напряжения увеличиваются на 48.3 °'11. а 
наибольшие сжимающие уменьшаются на 26.2 0. При т — 1 3. з 1 2 
наибольшие растягивающие напряжения уменьшаются на 24.8' 0, а 
наибольшие сжимающие увеличиваются на 53.2 ° |1.

В заключение отметим, что все приведенные в пунктах 1. 2 фор­
мулы и соотношения при > 1 1для одномодульного материала) при­
водятся к соответствующим формулам я соотношениям классической 
теории.
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J. Z. MKRTCH1AN

PURE BENDING OF A CIRCULAR BEAM MADE 
OF DIFFERENT MODULUS MATERIAL

S и m m а г у

The stress-strain state of a circular ring beam, made of different- 
modulus material found under pairs of bending forces applied to the 
terminal sections is considered.

The problem has been solved by the method of the theory of ela­
sticity and for the sake of comparison the methods of strength of ma­
terials have also been used.
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Э. В. БЕЛУБЕКЯН

ИЗГИБ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН с 
СИММЕТРИЧНЫМИ ТРЕЩИНАМИ

В настоящей работе дается решение задачи поперечного изгиба 
прямоугольной пластинки, свободно опертой по контуру, для двух слу­
чаев расположения трещин.

В первом случае рассматривается пластинка с двумя трещинами, 
идущими от кромок пластинки и симметричными относительно осей сим­
метрии прямоугольника. Здесь же рассматривается решение ЭТОЙ за­
дачи для случая, когда длины трещин не равны, т. е. трещины сим­
метричны только относительно одной из осей прямоугольника.

Во втором случае рассматривается пластинка с одной трещиной, 
идущей от кромки пластинки вдоль одной из осей симметрии прямо­
угольника.

11ри решении задачи применен метод дополнительных воздей­
ствий, разработанный в работе [1].

Задача сведена к решению парных рядов-уравнений, неизвестные 
коэффициенты которых определяются из вполне регулярных бесконеч­
ных систем линейных алгебраических уравнений.

В случае, когда длины трещин не равны, получаются „тройные“ 
ряды-уравнения, которые приводятся к квазивполяе регулярной беско­
нечной системе.

Выведены особенности изгибающих моментов вблизи концов тре­
щин.

11ривелены численные примеры для частных случаев.
Задача об изгибе прямоугольной пластинки с разрезом, идущим 

от кромки пластинки до половины одной из осей пластинки, рассмат­
ривалась в работе [2].

Изгиб прямоугольной пластинки с симметричным относительно 
осей пластинки разрезом рассматривался в работе [3].

Исследованию изгиба некоторых бесконечных пластин с трещи­
нами посвящены работы [4—7].

1. Рассмотрим первый случай, когда трещины длиной 16(0  <^р< 1) 
направлены от кромок вдоль оси у и симметричны относительно оси х 
пластинки (фиг. 1).

*

Задача*,  сводится к определению прогибов «> пластинки, удовле­
творяющих в ее области уравнению

= А (1.1)
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и следующим граничным условиям:

«՛ = 0, ° М = 0 при у — - Ь (1.2)

ад = 0, 0 при л- = ± а (1.3)
дх-

дгщ с/*и»

• з)хЬ/ч-.г (1 — з) 1.кх СП / :-.г| сох Ла г;

гле /(у)—частное решение уравнения (1.1). удовлетворяющее гра­
ничным условиям (1.2)

--«—֊О при л- О, > (1 н)6<у< 6 (1.4)
0Х" Оу2

Ох3 ’’

Для простоты принимается, что функция, выражающая распреде­
ление нагрузки, зависит только от у и разлагается в ряд Фурье

ос
Р = У «X- СОЗ л*  Г/, 

I

л
2 (‘ /

а& —I р сох ч- уау 
Ь

(1.6)

Согласно |1], с учетом симметричности задачи относительно осей 
л и у. функция представляется в виде

1/ (у) ”77У СЬ '<х + К։. х х!) / ;-.т) сох / А-1/ ±

!.у ?к* (1.7)՛

/(.у) 77 41сох/<։/
, Ад-

(1.8).

К 'к ™ ^1>3’5՛-
“—коэффициент Пуассона. О жесткость пластинки.
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В выражении (1.7) знак плюс перед второй суммой относится к 
области л*>0,  а минус к области х<^0.

Как видно из (1.7), для угла наклона dw :дх на линии х = О по*
ЯО 

думается разрыв величиной cos/*.  ?;.
I

Следовательно, функция v должна удовлетворять еще условию 
непрерывности угла наклона на неразрезанной части линии х 0, т. е.

со
V ?k cos- 0 при — (I — J*՝  6 </;<(!—р) Ь (1.9)

1

Таким образом, для определения постоянных коэффициентов Д&, 
В к-, имеются условия (1.2), (1.3), (1.4), (1.5) и (1.9).

Уравнения (1.2) и (1.5) удовлетворяются тождественно. Удов­
летворяя граничным условиям (1.3), получим выражения для Аъ и

«л А 'ъа . \ /l4-siL4 1 —-з а \
-------- --------I 1 th i к-a ) — а*  ( —-— th / &а —----- ) 
i 'k ch >-д-л \ 2-------------7 ' 4/.л 4 ch-Afc<j/

(1.10)

Ok 1 з .
֊5֊--------------- -■ а*  th/ш
2/i ch/ta 4

(1.Н)

Из уравнении (1.4) и 'll.9) для определения коэффициентов а*  
получаются следующие парные ряды-уравнения:

У ? .■- ։cos(& } | ? =0
п \ 2

(0< ?<?)

(1.12)
У ’.ч if А- )il - Nk) cos (7 - 4՜) ? ^(?)
Г X 2 ' X 2 ' (30 < и

где

(1.13)

. _ 1-е

2с1?/;а

00

(1.14)

(1.15)

(1.16)

16 6 ’024 1
^(1 - =)(3-=)(2<'

1)=х

&

՛

- 7 ՛
1 —3 

՛ з+;

1___
ch i ka

“(24- 1)«
--------------------(1 — ^) th / 4« о 

46
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Таким Образом, задача сводится к решению „парных рядов“ (1.12). 
Интегрируя по - второе из уравнений «1.12) и пользуясь методом, 
разработанным в работе [8], приведем решение системы (1.12) к ре­
шению следующей бесконечной системы линейных алгебраических 
уравнений:

где приняты обозначения

Хк

Ьп 
о

( 1)*ЗЦ  1

««я-

6. у±^7ы + сл
кт —

2
Л

/ь, = \Рк (сое б) Р„ (соя б) $1п б ей

о

_/п = ( р- • , (СО5 б) Рп (СОЗ б) $1П 9 бЙ 

о

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

Ря (со5 б)— полином Лежандра, Р֊ >,(со$ б) - функция Лежандра, С — 
постоянная интегрирования, подлежащая определению.

Система (1.17) вполне регулярна при а > Ь и квазивполне регу­
лярна при о^>0 и Л7, имеющем порядок не ниже \/к, так как она 
аналогична системе, полученной в работе [3], где полностью исслсдо- 
яанл регулярность этой системы.

При этом получается

Лп=0(п^> ъ.и = 0(/г’--.) (1.23)

Постоянная интегрирования С определится из условия конечности 
угла наклона ды.'ду на линии х 0 вблизи концов трещин ? = 3 — 0.

«»
Выделим главную часть ряда ՝՝•’ о 1>|51п(А-4- 1/2) входящего в ны- 

рлжение для Ои< Оу и приравняем нулю коэффициент при особенности 
у края трещин. Используя при атом сумму ряда

3 И»псстш1 АН АрнССР, Мсхпинкв, № 4
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со
(СО5 г) 51П

о (о «?•<?<-) 

[2(сО5ф — СО$3)] ‘
(1-24)

(0<?<£<«)

получим

В выражении (1.25) учтено условие равенства нулю коэффициента при 
особенности, т. е.

ОО

(соб г։) + СЛ’-чДСОЯ /։) = О 
и

(1.28)

Таким образом, задача сведена к решению вполне регулярной 
бесконечной системы линейных алгебраических уравнении (1.17/ сов­
местно с уравнением (1.28).

Нетрудно показать, что уравнению (1.28) будет соответствовать 
увеличение порядка убывания коэффициентов аг«-։ на одну единицу.

Выделим особенность решения у краев трещин для изгибающих 
моментов М։ и

Значения изгибающих моментов на линии х 0 определяются по 
формулам

СО5 Чу I-
« М СП Г.ка 2 

Ой
:ЦЗ-----г)у։м+ /*  + 2.\(1_^)СО5>. (1.29)
46 Г V 2 /

(0<У<Ь)
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1-3. ։L •
- ——>k<i th >-k(t

2
COS ! ку

/ 1 ___ ЛО _ W «

------—------У —-)(1 - Li) cos/ky (0 < у b) (1.30)
46 о K 2

2 cos* ֊^- sin2 — j
2 2 /

где

Lk =
2'-r.<։ „

1 -Г e — 2՛ !:a
2 ch2><a

Последние ряды в выражениях (1.29) и (1.30) обращаются в бесконеч­
ность у края трещин у = (1 р) Ь 0. Выделим главную часть этого 
ряда на участке (0, (1 — ;՛■) 6). Пользуясь при этом значением суммы 
ряда (1.25), получим

Н4- 'Ч?.) (0<9<?) (?!<?»<«) (1.31)
— _ 511)2 
У cos 9։—cos ?։

где

// ֊-—=
V '2

У. / (cos Sj) 4- СР (cos 3։) (1.32)

а ограниченная и непрерывная функция ’I (?,) определяется из 
выражения

(?,) — 2 cos V cos /j— cos ?։/7 r 1_
2

— 2 sin ֊ 
2

oo
УГХ(1)Ч-СА .(1)

2 cos?!
F yr Л' — cos ?J (lx C (д ) I x — cos ?։ dx +

sin“?i I у yr C_ Pfi (*)  dx ■' P ՝ ,(x)dx
1^2 I о J Гх-cos՞/, J Ух— cos?j

о о

(1.33)

Таким образом, для изгибающих моментов у концов трещин по­

лучается интегрируемая особенность порядка (cos 8։ — cos ?։)՜ '.
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2. Следует отметить, что рассмотренная выше задача решаете] 
также другим методом в более обшей постановке. А именно, предпо 
латается, что длины трещин, идущих от кромок пластинки, нс равны 
т. е. имеет место симметрия только относительно оси у (фиг. 2).

Функция прогибов, удовлетворяющая уравнению (1.1), 
рается в виде

1
w — / (г/) V [ ,4Х ch ллх 4՜ Bi-x sh > tx| sin л*  у ± 

& l

± — 5| —k~ 1(1 4՜ ') sh ti.x -h (1 a) Qx ch X*x]  sin Q. у
-D X 4/ fc

где частное решение /(у) имеет вид

/(у) v-^r sin >ktJ 
lJ Т лл

а*  — коэффициенты разложения распределенной нагрузки 
Фурье.

выби՛

(2.1}

(2.2}

в ряд

Ой
р = V «л sin • L- у <ik — pswhydy (2.3}

-к?.д. —- -----
26

к = 1, 2, 3, 4,...

Граничные условия будут

w = 0 а
<!Х

(2.4)

w — 0 = 0 ц = 0 и у = '2Ь
dif

(2.5)
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+ 0 х = 0 °<-'/<^
Ох- ՛■՛(,՛ ' О // • 26

(2.6)

В _ (2 _ ,) = о х о ° <9 < (2.7)

дх? с)х ду р26 < у <2 ՝2Ь

Условия (2.5) и (2.7) удовлетворяются тождественно. Из урав­
нений (2.4) получаются значения И; и />\ по формулам (1.10) и (1.11).

Удовлетворяя граничным условиям (2.6) и условию непрерыв­
ности угла наклона бю'вх на неразрезанной части линии л՜ ֊ 0, за­
дачу сведем к решению следующих „тройных“ рядов-уравнений:

ос

$։п кг — // (?)
I

(0<?<&)

х֊
У Б1п Д- р О

I

О О \

ос

у «-:/< ян։ Л- - </(■?)

(2.8)

(&<?<-)

где приняты обозначения

•
'.У. * -
26’ И 2

?3.=^
2

2.9)

П. -

;оэ
7 (ф) У и 51П кг

1

Ьк ֊ 7 А -- а;/-'ЛС

[ 1

(1

«

(1 - =)֊- к 1Ь ֊ з 
46

(5

>.10)

>.11)

и-!/
^(1 =)(3 ֊ з) к" 1 С11 /•!«

>12)

* Баблони Л. Л.. Мхитарян С- М „К решению некоторых тронных уравнений 
С Тдогонометрнчсскимн функциями“. Работа доложена на семинаре института мате­
матики и механики АН Арм.С'СР.

•V.՛. определяется по формуле (1.14).
Система (2.8) решается методом, указанным Баблояном А. А. и 

Мхитаряном С. МЛ
Принимая

«х>

У х։п А-с -= '1' (©) при ?։ <С ■֊- 
։

(2.13)
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для определения коэффициентов эц получим следующее уравнение:

$ Ф ($) $н։ (/ ( 5 ! 5 ։ П Л8</$ ( (( ($ ) 8 '1П (2.14)

Подставив значение из 1'2.14) во второе уравнение системы (2.8). 
получим уравнение для определения Ф ($)

И, 51П 4'5 51П к ?

<•
<х>

<] ($) У
81п 4'5 $*1П  к'~‘ , 
----------------- — иЗ

к

. , ч, $)П кз 81П 4"? , -
-----------  - </$ = О (2.15)

Используя сумму ряда

5։п кз в։п к 
к

1п
1ят • Ч 

с $ 
՛« 2 ‘4

уравнение (2.15) приведем к виду

<1
I 1п | ф։ (и) (IV - /։ (м) (2.16)

и — V
6

где приняты обозначения

ф։ (-и)- 2Ф^агС1я£) (и) = /(2агс^м) (2Л7)
1 4- V

Уравнение (2.16) решается методом М. Г. Крейна |9|. При этом 
решение получается в виде

Фз(0 1__ (I ,
М'(х) </х ՛я 

ь

.։ ах Л-7 (х) ах
< ՛ л

где о (/и, х) является решением уравнения

а)
■г==г»

1

2

, иЛ ։ а
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--- ՝ й'(^։ х)Нг> — 1 (Ь С х^.а) (2.19) 
и — гг |

ь

и имеет вид

________________ 1_______________
'/о(х, 6) I 1г֊г)|У /Л)

(2.20)

У0(х, 6) = ֊- К{кх) (2.21)

£(*,)  -- полный эллиптический интеграл I 
Это решение в неявном виде дается в

рода.
работе Штасрмана И. Я. [10]

М' (х) ֊ л՜
(2.22)

Подставив значения (2.20) и (2.22) п (2.18) и перейдя к прежним
переменным, получим

СОЗ----СОЗ-----
2 2

Ф(ф)=_____________ ,
I СОЗ □ СОЗ;Зм| СОЗ/, соя у

оо
21-Л ֊ 

I
о _____________

СОЗ -‘--СОЗ Г| СОЗ- СОБ/..
2 2 2 2

~Г 2 (соз /1 — соз -)

ОС

• 3 д, 

։

& _____________
I 51П 3 СОЗ $ — СОЗ & 31П р$

V (соз Я соз ?) | СОЯ 3 — СОЗ /.,
</я -

С Я|лз1 соз — соз я з'ш/?з__ &

(соз г — соя я) I ' соз — соя я

2 ;
а = —г/! 5>пря</ян-

-К(к} Ц

\К(к) Е ("■, к) Л՝(|1, А-) Е(А*)]я ’ш ряс/я^

(2.23)

(2.24)

&(ъ, х) =

К
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2 2

Е(к) -полный эллиптический интеграл II рода, Е{", к) и Е(", к)֊ ■ 
неполные эллиптические интегралы I и II рода.

Подставив значение Ф (?) из (2.23) в (2-14). получим для опре­
деления неизвестных коэффициентов следующую бесконечную систему 
линейных алгебраических уравнений:

со
У а^р ֊г Ьь (2.25)

Р-1

здесь

акр = рЕ!/>Ер (2.26)

©э
bk - У Uplkp (2.27)

I

/ — I хл ft։ ft i к ■ft-E
I к,, = ----- Ц,cos -—cos—1-1 — =—-֊- - —-■-■■■- — -

~k 2 2,’ I cos ? - cos ft} cos ft cos?

sin /<- cos — I cos - — cos ft
2 ft |' 2

----- r=. cos—— I------------ ------- ---------------------------
" I 2 2 J (cos ft — cos ?)

sin s/cos s — cos pi sin ps____

(cos s cos ?) | cos s — cos

r sins) cos ft cos s sin ps
, (cos r՜ - cossj) cos ft. — cos s

? ft

sin P y sin k } ci sin pz sin k rtE (2.28)

0
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ларя тому, что Л7Р убывает по экспоненциальному закону и 

имеет место оценка - 0 ( -- ) нетрудно доказать, что система 

.(2.25) киаэивполне регулярна, т. е. начиная с некоторого номера k(l 

I 00
л*  «у. <1кЯК։ лля (2.29)

Однако, следует отметить, что подученные результаты представляют 
Некоторую трудность для численных расчетов ввиду того, что и вы­
ражении для коэффициентов бесконечной системы входят двойные ин­
тегралы.
, Поэтому числовые расчеты, приведенные ниже, произведены дли 

клетного случая, когда длины трещин равны, по формулам, получен­
ным в предыдущем параграфе.

3. Рассмотрим второй случаи изгиба пластинки, когда трещина 
длиной ’»6 (U<!։ <2 направлена от кромки вдоль оси симметрии у 
|лас гщ|кк (фиг. 3|.

Функция прогибов и« определится по формуле (2.1). Граничные 
условия будут

и) = 0 ՛— == 0 при у — 0 у — '2Ь (3.1)
<%Г

= о —“ = 0 При г - Ь а (3.2)
дх:

4- з=» 0 при х = 0 0 ■у • рб (3.3)
дх1 ду*

^֊7-Г (2 ։) Г֊"- - о при X 0 0<у<|»6 (3.4)
с/х чхоу

й также получается условие непрерывности угла наклона (>и<у/х на 
урезанной части линии х О
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о;
V 7д- sin i i-у О

I
"•А ' . у <Z (3.5).

Уравнения (3.1) и (3.4) удовлетворяются тождественно. .4*  и В^ оп­
ределяются из условия (3.2) по формулам (1.10) и (1.11).

Из уравнений (3.3) и (3.5) для определения коэффициентов н 
получаются следующие парные ряды-уравнения:

со <ю
У /<7.k (1 — М > sin к- У.Ок sin к я

У. ՝Jk sin — 0

(0 O<3)

(3.6) 

(/<?<-)

(3.7)

Формулой (2.12). Поль-

г 
где

« = -3? ?
26 2

A\. определяется формулой (1.14), a Uk 
зуясь методом, разработанным в работе ]11]. приведем решение си­
стемы (3.6) к следующей бесконечной системе линейных алгебраиче­
ских уравнений:

OQ
*• =• 2 а*" а* ՝~ (Зд

где

afei= ~~ к Wk Jk„ (3.9)

ь„ (3-101

g
Ji.n = ՝| Zk (cos 9) Z„ (cos 0) etg b 2 f/0 (3.11)

(I

Z„ (cos 0) - Pn ։(cos9) P. (cos1))

Pn (cos 0) — полином Лежандра.
Исследуем систему (3.8).
В работе [12] показано, что при А'\, имеющем порядок убывания

■Xi
не ниже, чем l.Zr, .S\ ^'[<Jkvi| стремится к нулю при п— и, начи­

ная с некоторого номера /?0,

1 при л > (3.12)

Следовательно, система (3.8) кпазивполне регулярна.
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Можно также показать, что при о ... b система (3.8) вполне ре­
гулярна.

2
Для этого, используя оценку | ./;•„ | ■< — и учитывая (1.14). оце- 

п
ним сумму модулем коэффициентов бесконечной системы

с . v 1 Z<l1+<î՜^ °) (Зч =>| г
•-*11  - / I Щ/Г I ,----------------------------------- -------------------------(3.13)

T А ! « ch’ —
2

Наибольшее значение в правой части (3.13) получится при з = 0.5 и 
п 1 и будет равно 0.1.

Следовательно, имеем

.$’„<0,1 для п 1 (3.14)

т. е. система (3.8) вполне регулярна при а Ь.
Оценим свободные члены Ь„ системы (3.8). В том случае, когда 

на пластинку действует непрерывно распределенная нагрузка, коэф­
фициенты U'k, согласно (2.12), будут иметь порядок 1/Аг*.  Следова­
тельно, свободные члены Ь„ имеют тот же порядок убывания, что и 
члены ряда (3.10).

Для из работы [12] будем иметь оценку 0(п՜’*),  откуда 
следует, что свободные члены Ь,։ системы (3.8) ограничены сверху и 
при п— стремятся к пулю, как

6я = 0(л ) (3.15)

Путем последовательных приближений можно показать, что не­
известные коэффициенты а„ будут иметь тот же порядок, что и 
свободные члены системы (3.8), т. с.

а„ч=0(п (3.16)

Аналогично первому случаю изгиба пластинки, выделение осо 
ценностей для изгибающих моментов М. и М,,, у края трещины сво­

ею
лится к отделению главной части ряда V ал Ar sin А* 1? на участке 

։
(у< ф<-). Подставив сюда значение а*  из (3.8) и используя из (11| 
соотношение

d Y, (*)  = zk (х) ,)х (3.17)
1 - х

и сумму ряда

so
/. Y к (cos 0) Sin кх

I 2 cos—(cos Û — cos x) ‘ (x^>0)

0 (x<Û)
(3.18)
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получим

со . ео оо X
V ^kk sin kz - У. к sin к 'r v [рЛ;,/йр -֊- 6'՜ J | Z; (cos 0) X
l 2^1 p-1 J

Ф 
sin —

Z„ (cos 9) ctg /-■ (fi 2 G + f (?) (?•<* -)

2 I cos J/ - cos о
(3.19)

где

G=-J^
2

OO 00

x pN/flfZp ( cos 3) V t/pZp (cos /1
I 1

а ограниченная и непрерывная Функция /(?) имеет вид

' 1 '

/• £

У?,7Л Г I-

,.՛ i л — cos ?

Z;. ( .V ) (!х

V COS -г

х — arccos /

(3.20)

(3.21)

4. В качестве примеров рассматриваются квадратная пластинка 
(а - /?) и бесконечная пластинка (а -^) для обоих случаев располо­
жения трещин. В нервом случае принимается, что длины трещин рав­

ны и р -во втором случае ;■ I. Таким образом, общая длина

трещин в рассматриваемых примерах одинакова и равна половине ши­
рины пластинки. Далее принимается ՛_> const и • ֊ 0.25.

В первом случае изгиба пластинки ио ||и>рмулам (1.6) и (1.8) по­
лучаем

4jP( — 1)л

-(2*  +1)

/(<7՝ = ֊\у' -6^=-56‘|
Z i /

(4.2;

Из системы уравнений (1.17) и уравнения (1.28) определяем зна­
чения коэффициентов а2д. ։ и постоянной С. Здесь вычислены десять 
значений всоэффициентов которые приведены н табл. 1.

По формулам (1.7), (1.29), (1.30) вычислены значения прогибов а*  
и изгибающих моментов Мх, на линии л- — 0.
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Построены эпюры прогибов и изгибающих моментов на линии 
д- 0 для квадратной пластинки (фиг. 4) и бесконечной пластинки 
(фиг. 5).

Во втором случае получаем

Л*  =0 взн = — ------ <• = О, I, 2, 3,... (4.3)
“ (2л ■ |՜ 1)

/(^>= ^У(»’ 4^’ + 8АЧ <4Л*
24 и

Определены десять значений коэффициентов а*  из системы (3.8) 
(табл. 2). Вычислены значения прогибов и изгибающих моментом на 
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линии х 0 и построены эпюры для квадратной пластинки (фиг. 6) 
и бесконечной пластинки (фиг. 7).

Сравним значения, наибольших прогибов и изгибающих моментов 
для первого и второго случая изгиба пластинки, а также для случая, 
рассмотренного в работе [3|, когда трещина симметрична относительно 
осей симметрии и равна половине ширины пластинки.

Из эпюр для первого случая изгиба пластинки имеем: 
для квадратной пластинки (фиг. 4)
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при х 0 у—О штах“0.744/>64/£Л3 М,։плх=О.183/?62 Л7։!|։;и = 0.19рЬ-

при х=0</֊:0.4 6 Мх 0.186 рЬ"

для бесконечной пластинки (фиг. 5)

при Х-0//-0 х/’1։|;1;,֊-2.35 рЬ՝ ЕЕ Л/,,ш,,ч = 0.499р/?2 =0.129рЬ:
при х=0 //=0.46 М., =0.127рЬ- 14։б'

Для второго случая изгиба пластинки имеем:
для квадратной пластинки (фиг. 6)

при х 0 //=0 ачи.ц = 0.855 рЬЦЕЕ Л7։?П1;,>0.227 р1г

при х Оу 0.16 .11Л ли,. = 0.285/?6՜

для бесконечной пластинки (фиг. 7)

при х=0»/=-0 и».,мх --2.41 рЬ՝;ЕЕ Мгл.,. = 0.527/?6::

при л- =0 // = 0.1 6 /Иа,,.,.—0.193/?6"

Из работы [3] имеем:
для квадратной пластинки

при х- 0 у 0 «•п111л = 0.99° рЬ ЕЕ Мум_, 0.231 />6՜

при Л' = 0 у- 0.6 6 М,т.1> ’ 0.234 рЬ2

для бесконечной пластинки

при х=0//=0 гит8У=2.879/>64/£7?3 Мут.,-.~ 0.529рЬ՝

при х—0 у 0.6 6 =--0.159/?6"

Сравнивая значения (4.5). (4.6), (4.7), (4.8) и (4.9), замечаем, 
что наибольшие прогиб и изгибающий момент М.։ получаются для 
случая, когда трещина симметрична относительно осей симметрии 
прямоугольника. Наименьшие же прогиб и изгибающий момент Мч 
имеем для первого случая изгиба пластинки.

Наибольшее значение изгибающего момента Л/., на расстоянии 
0.1 6 от края трещины получается для второго случая изгиба пла­
стинки, а наименьшее — для первого случая изгиба пластинки.

Числовые расчеты произведены на ЭЦВМ „Наври“.

Институт математики и механики 
АН .Армянской ССР Поступила '21 I 1969
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E. V. BELUBEK1AN

BENDING OF RECTANGULAR PI ATES WITH 
SYMMETRICAL CRACKS

S 11 in m a r y

The solution of the problem of bending of rectangular plates freely 
supported along the contour in two cases of disposition of cracks is 
given.

In the first case the plate with two cracks located symmetrically 
in relation to the symmetry axis of the plate is considered.

In the second case the plate with a crack on a symmetry axis of 
th« plate is considered.

The method of supplementary actions is used.
The problem is brought to a solution of dual series-equations 

which in its turn is reduced to a quite regular infinite system of linear 
equations.

Numerical examples are given.

4 HmcrHH AH ApmCCP. M«-xnn;iKa, № 4
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Б. А. КОРБЬ Г, В. И. ЛАЗАРЕВ

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
С ПОЛЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ ПРИ РАДИАЛЬНОМ

ДАВЛЕНИИ

Рассматривается тонкостенная цилиндрическая оболочка средней 
длины, содержащая внутри полый заполнитель (фиг. 1). Снаружи обо­
лочка подвержена действию равномерного радиального давления. Оп­
ределяются верхнее и нижнее критические давления.

Аналогичная задача, в предположении, что заполнитель подчи­
няется модели Винклера с известным коэффициентом постели, решалась 
в работе |1]. Однако, там величина коэффициента постели нс связыва­
лась с физическими и геометрическими параметрами заполнителя и 
поэтому фактически оставалась неизвестной. Кроме того, учет дейст­
вия заполнителя на основе вйнклёровского основания весьма прибли­
женно отражает работу заполнителя, в частности, не учитывает явле­
ния связанности и возникающие в связи с этим касательные напря­
жения.

В настоящей статье предлагается модель заполнителя, которая, 
с одной стороны, учитывает связанность, с другой —позволяет связать 
работу заполнителя с его упругими постоянными.

Особенность потери устойчивости оболочки при радиальном дав­
лении состоит в том, что вдоль оси образуется одна полуволна, в 
в окружном направлении несколько. Это позволяет принять допуще­
ние о незначительности касательных напряжений к заполнителе в осе­
вом направлении в сравнении с напряжениями вдоль окружности. 
Исходя из этого, предлагается заменить заполнитель как трехмерное 
тело системой плоских тел — дисков, не связанных между собой. Та­
кое допущение будет лучше оправдываться с увеличением длины обо­
лочки (заполнителя). Деформацию каждого диска определим, исходя 
из решения плоской задачи теории упругости, предполагая, что диски 
находятся в условиях плоского напряженного состояния. Если исходить 
пз плоской деформации, то придется упругие постоянные заменить на 
их приведенные величины. На окончательный ;хе результат, как по­
казывают расчеты, такая замена повлияет мало.

1. Для определения верхнего критического давления воспользу­
емся уравнениями устойчивости пологих оболочек в смешанной фор­
ме [2]՜

о , „ —— — — 1
R дх*

_ 7,-
'Я <>У- Г (1.1)
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1 - ՝яг?-ф =
Е

1 Г?՜;«1

R ОХ՜
(1.2)

где 7 нормальная реакция заполнителя, остальные обозначения — 
общепринятые.

Две. из трех неизвестных функций я уравнениях (1.1) и (1.2) при­
мем в виде

, . “х п цш = А» яш-----со$ —
А R

(1.3)

Ф В„&\п —— соз - — 
А /<’

(1.4)

Здесь /1.. и В„ постоянные, п число ноли вдоль окружности, R и 
/. — соответственно радиус и длина оболочки.

Выбранные функции соответствуют наличию на торцах оболочки 
диафрагм, жестких в своей и гибких из своей плоскости.

Третья неизвестная 7.- определяется из решения бигармонического 
уравнения относительно функции напряжений для заполнителя

у^'Ф* 0 (1*5)|

Решение (1.5) представим так [3]:

Ф։ (Др՛" Д.:гл •’4- Дэг .44г " -')созл'> (1.6)

где г радиус, О полярный угол, А, (/ — 4) постоянные
(фиг. 1).

Предполагая, что крепление заполнителя к оболочке допускает 
проскальзывание, граничные условия запишем следующим образом:

'г - 0; “ГГ| = 0 при г ~ а (1*7)|

«», — <с; г-п 0 при г А’
Здесь зг и 'гч—радиальное и касательное напряжения, - радиаль­
ное перемещение, а и R—соответственно внутренний и наружный
ради ус ы за п о л я и т ел я.

Используя известные соотношения [3]

1 </Ф, 1 д-Ф,
г дг ? №

1 <М>, 1 (АФ.
г- д!> г дг(А

(1.8)

дг ~ ' г дг г ‘ дг- )

получим из (*.6) с учетом (1.7)

3г = ֊[Д։л(л֊ 1)г" ЧЛ(й-2)(л + 1)гя -

4֊ А3п (л -т-1) г՜" ■ - А։ (л — 1) (п 4- 2) г՜"] соз лб (1.
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£’»«>,= —{л(1 -Т-V«) (Л^՜1՜1 — ЛдГ՜""’)-г (л 11 ■'.)—

-2(1-*.)]Д=г- ’ [л(1~ >.)-2(1 л)| Л։г-*’ *со5л0 (1.11)

а е а*՜՞՜1А - ֊ 1)(" “1 + - *■>
. л.г.я—' .

А /' /?Л’Г* 

/. Г Р’1 1
4 ,;(1 г (Л ■ 1н,.- । - п / (1.12)

Д. лК« ’■-։’՝) +л։(«-’-։’)+

+ -]——(лН ՜։- — •-'■՛•> (։-• — ։•)’ +2л*-<։՜-'֊ 1)1
1 4- *.

где коэффициент Пуассона материала заполнителя.
Реакцию </. найдем из условия непрерывности напряжений на 
эхности контакта

<]: ——-г при г~Е (1.13)

Условие (1.13) с учетом (1.8), (1.9), (1.10), (1.11) к։ (1.12) дает

— — ая®. (1.14)

°'1г=₽ Е»(п-~ 1)
*я5= “ /?(1--<։)дЛ,: ~Л‘<Х - — 0’1 (1.1э)

Выражение (1.14) по форме совпадает с отпором по модели 
.Вняклера, а постоянная — с соответствующим коэффициентом по­
стели. Однако, в отличие от вннклеровского основания ■*„ учитывает 
действие как нормальных, так и касательных напряжений.

Докритическое кольцевое напряжение в оболочке определяется 
по формуле |1)

(1.16)

где 7 —внешнее давление, а э0 находится из (1.15) при ус лопин п»0

Е.(\ -Н) (1.17)

Внеся функции (1.3), (1.4) и (1.14) с учетом (1.11), (1.12), (1.15), 
(1.16) и (1.17) в уравнения (1.1) и (1.2), получим после упрощений |1|
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q\ = (1 4՜ ’*) I------ -------- (1.18)

Здесь введены безразмерные параметры

(1.19)

v. коэффициент I lyaccoxa материала оболочки.
Критическое давление находится из (1.18) путем минимизации (/’ 

по п.
2. Решая нелинейную задачу, воспользуемся методом Ритца. 

11олная энергия системы будет 12]

3 = Uf U. + U>- и, (2.1)

। де /А. UM и 1\ составляющие потенциальной энергии соответственно 
срединной поверхности, изгиба и заполнителя; U,< — потенциал ннеш* 
них сил. Энергия оболочки и потенциал внешних сил определяются 
известными выражениями [2]. Для определения энергии заполнители 
необходимо предварительно задаться прогибом оболочки, поскольку 
ее величина зависит от характера задаваемого волнообразования.

Выражение для прогиба возьмем в виде [2]

w = A sin ֊ cos sin: ~ ֊ /0 (2.2).
L. К L.

где и /й—амплитуды слагаемых общего прогиба. Тогда энергию 
заполнителя можно представить так (фиг. 2)

(2.3)

/, Sin COS ~'’н(/;5։П-у-СО5-^) -Г-
I* IX м /- А /

’о)/|/:*1п- cos '
i I.

Выполнив процедуру Ритца Папконнча, получим

(2.4)
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А- 2;>; г(Л Е\4«= 5Г '■ ՛ \ 5/ 5?)

. г 0‘ 1
4 \2 (1

Г “:(1 - ’-)» И = ГА? . - -

(2.6)

5| 1 4- Ь', 5„ ֊ 1 ф 9«»г, \ — ■ —

Нижнее критическое давление определяется из условий

0 (2.7)
(Ш о\

Сравнение выражений (1.18) и (2.5) с соответствующими выраже­
ниями из работы [1] показывает, что они имеют одинаковую структуру. 
Однако, по существу они различным образом отражают влияние за­
полнителя по соображениям, высказанным выше. Кроме того, пара­
метры я(' и ։* теперь связываются с упругими постоянными заполнителя 
Е, и ՛,, т. е. легко определяются.

3. Были вычислены значения верхнего и нижнего критического
£ Л 1 п .2давления при следующих данных: ---- — ֊, — = ——, ** -*»=0.3,

R R 250
Е, -0, 0.1, 0.4, 0.8. = = 0. 0.3, 0.6, 0.9. 1.0. Результаты даны на 
фиг. 1, 2 и 3.

На первой из фигур приведены зависимости критических давлений 
от радиуса и жесткости заполнителя. Как видно, с увеличением диа­
метра канала устойчивость оболочки падает. Характерно, что в ин­
тервале значений ’ ֊= 0 0.7 уменьшение плавное: при ֊ 0.7 1.0
д’р падает резко. Переход из первой области во вторую Соиро- 
ПОЖддется интенсивным уменьшением числа ноля. Такой результат 
представляется естественным, поскольку при малом диаметре канала 
заполнитель работает как массив и число волн должно быть велико. 
Напротив, для больших диаметров канала система оболочка —заполни­
тель по условиям работы приближается к двухслойной оболочке, кото- 
ран по характеру волнообразования близка к однослойной.

Для сравнения на фиг. 1 пунктирными линиями показаны критиче­
ские давления, найденные в предположении, что з* т. е., что отпор 
Не зависит от числа волн. Это равносильно моделированию заполни­
тели основанием Винклера с постоянным коэффициентом постели. Как
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видно, винклсровская модель значительно занижает критические дав* 
ления, причем занижение растет ^увеличением жесткости заполнителя. 
Такой результат объясняется влиянием касательных напряжений, вели­
чина которых растет с увеличением числа волн. Последнее тем боль­
ше, чем выше жесткость заполнителя.

I 1а фиг. 2 показано сравнение верхнего (сплошная линия) и ниж­
него (пунктир) критических давлений при различной жесткости запол­
нителя в случае отсутствия капала. Здесь видно, что оба давления 
становятся практически равными уже при весьма мало;։ жесткости за­
полнителя (Е 0.004) и. следовательно, надобность в решении нели­
нейной задачи отпадает. Для оболочки с принятыми параметрами со-
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ответствуюший модуль упругости не должен быть меньше ~ 50 лч/слг. 
Реальные заполнители имеют модуль упругости порядка 10: 10' кг е.и:.

Для оценки точности предложенной модели заполнителя на фиг. 3 
дано сравнение полученных критических давлений с результатами, да- 
тмемыми теорией двухслойных оболочек (пунктир) [4}. Как и следовало 
Ожидать, совпадение хорошее в области больших значений - 0.95 1,
т. е. для случая, когда суммарная толщина оболочки и заполнителя

В. Ц. 1гПРРПЬХ. Ч. >՛. lUWli‘1,

IHill.UI;.9 ‘HU.MI.3bl. NUl.BA.M՛ чазпьъптпкьр.
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B A. KORBUT. V. I LAZAREV

ON STABILITY OF A CYLINDRICAL SHELL 
WITH THE HOLLOW CORE UNDER RADIAL PRESSURE

S и m m a г у

A thin-walled cylindrical shell of the average length with hollow 
elastic core is examined. The core is models ted as a system of discs 
not connected one with other. The discs deformation is defined from a 
solution of a plane problem of elasticity.

The upper and lower critical pressures arc defined for the consi­
dered shell in the case of radial compression. The linear problem is
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solved by means of mixed form equations for sloping shells and non­
linear problem is solved by Ritz' method.

Different critical pressures for different values of rigidity and 
inner diametres of the core have been calculated.

Peculiarities of behaviour ot the shell with hollow core are esta­
blished.
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Р Н. ОВАКИМЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ТОКОНЕСУЩЕЙ ОБОЛОЧКИ БЕСКОНЕЧНОЙ 

ПРОВОДИМОСТИ

Во многих областях науки и техники постоянно растет потреб­
ность в сильных магнитных полях. Ввиду этого в последнее время ши­
роко используются сверхпроводящие токонесущие поверхности [1,2|. 

։ У сверхпроводников отсутствует электрическое сопротивление, так 
что тепловые потери при протекании тока не возникают, и сильные 
магнитные поля могу г быть получены практически без потребления 
мощности.

К настоящему времени дальнейшее увеличение напряженности маг­
нитного поля находится в прямой зависимости от обеспечения прочио- 

I сти токонесущих поверхностей, имеющих в основном вид тонких пла­
стинок и оболочек, и устойчивости их первоначальной формы. Этим 

I в значительной мере объясняется повышенный интерес к задачам, от­
носящимся к прочности и устойчивости пластинок и оболочек в сильном 

I электромагнитном поле.
В данной статье рассматривается устойчивость цилиндрической 

токонесущей оболочки бесконечной длины, изготовленной из сверхпро- 
1 водящего материала, к малым радиальным возмущениям.

Введем цилиндрическую систему координат .г, г (ея, е-. е, 
единичные орты-векторы), совместив полярную ось х с осью обо­
лочки (фиг. 1). Обозначим срединный радиус оболочки через /?, а тол­
щину оболочки — через /?. Малые радиальные возмущения оболочки - 
представим в виде бегущей волны вдоль оси л-

’ (1)

2- 
где ’п — амплитуда колебаний, к ------------ волновое число, л ֊ длина

волны возмущения. »— круговая частота.
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Предварительно заметим, что если проводник при своем двнж 
нии пересекает силовые линии магнитного поля, то, как известно, 
нем возбуждается электродвижущая сила. В идеальном сверхпронои 
щем проводнике сколь угодно малая электродвижущая сила нозбу 
Лала бы бесконечный ток, что невозможно. Следовательно, ндежль 
проводящая оболочка при колебаниях должна увлекать с собой ма 
нитныс силовые линии, прилегающие к поверхности оболочки. Ина» 
говоря, магнитное поле никогда нс проникает в толщину свсрхврОВО 

ника и магнитная индукция В. рапная

В =

где // напряженность магнитного ноля, р относительная магнитя, 
проницаемость, |‘.? const магнитная проницаемость вакуума, в сече 
нии сверхпроводящей оболочки всегда удовлетворяет условию |3|

В- о

Здесь уравнения даны в системе единиц СИ.
Таким образом, при колебаниях сверхпроводящей токонесущей

оболочки сила постоянного тока J по величине не меняется, нозм
щен и я же магнитного поля возможны только ине сверхпроводник 
материала оболочки.

Предполагая, что характер возмущения напряженности магнитя» 

ноля А таков, как и характер возмущения (1 >. представим его с 
ставляющие по осям х, г. г в виде

А, /Jr)«*՛*’ Л. =Л(г)е“4--’՛, Лг =

где определению подлежат неизвестные функции /у (г) (/ -- 1, 2, 3). 
Учитывая неизмеримо малую величину скорости распространен

ш
механических колебаний — по сравнению со скоростью света я г 

к
стоте с, 

распределение возмущений А вне оболочки можно описать уравнени!
Максвелла для статического поля |5]

rot h 0. div 6 = 0 (3)

где b 1\|^не уменьшая общности, примем ? « 1).

Так как возмущения h (2) от координаты - не зависят, то по 

уравнениям (3) в цилиндрической системе координат rot А будет имеТ1 
следующий вид:
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или

!А, — постоянная величина, будет равна

-----— ~-(гкг)ех + 
г От

՝ и1։՝ ( дг .^у+ 
дх / *

-Пе' 0

= о.
г дг

дкК 
дг

^=0, 
0Х

= 0
0Х

(4)

а дивергенция 6, учитывая, что

(/Л,. 
дх

о
0Г

(5)

После подстановки выражения Л из (2) в последнее уравнение 
системы (4) и дифференцирования по л՜ следует принять

= 0 (6)
Из равенства (6) следует, что при радиальных колебаниях оболочки 
возмущения напряженности магнитного поля в окружном направлении 
всегда равны пулю.

При совместном решении второго уравнения системы (4) и урав­
нения (5) с учетом вида выражений Лд и Л, (2-, в частности, для Л, 
получим уравнение Бесселя
I "Д+՜ (г)-- <:7, (г) 0 (7)

«г' г аг
причем
| /..(-■) (8)

I к дг

Решение уравнения (7) выражается посредством функций Бесселя
чисто мнимого аргумента нулевого порядка

А(г)= с։/0(м + ак.{кг) (9)

где С. и С« неизвестные постоянные, определяемые из граничных 
условий.

Одно из граничных условий составляется из требования, чтобы 
магнитное поле было всюду касательно к сверхпроводящей поверхно­
сти оболочки |3]

и-Я=0 (10)
—♦

где п единичный вектор нормали к поверхности оболочки.
Другое граничное условие составляется с учетом направления 

тока, протекающего по поверхности оболочки. 
• •

Случай 7. Ток / направлен вдоль оси л՛ (фиг. 2).
В этом случае напряженность магнитного поля отлична от нуля 

только вне оболочки в области г R ■'* (для невозмущенного состоя-
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ния) И Г . i- R Л . . .
, (в возмущенном состоянии). В дальнейшем, как

принято в теории тонких оболочек, псе расчеты будут отнесены к 
срединной поверхности оболочки радиуса R. В невозмущенно.м состоя­

нии напряженность магнитного поля //0 н данной системе координат 
равна

*--2^ (11)

откуда следует, что при г — с.֊. //,, • 0. Следовательно, и возмуше-

ние Л также должно стремиться к нулю. Поэтому в выражении (9) 
для рассматриваемого случая следует принять С։ 0.

Итак, 
Л,.=х С.-К^кг) (12)

а по уравнению (8)

Лг = 1С2К, (кг) (13)

где {кг) — функция Макдональда первого порядка. Для определе­
ния постоянной С. перейдем к уравнению (10).

Уравнение возмущенной поверхности оболочки задается в виде 

гр = /? -г С: (14)

где г0 радиус оболочки. В случае задания поверхности уравнением 

ни да (14) вектор внешней нормали п равен

п — ie‘+ie'
где р ° . a N — 1 p՝ 4֊ 1 .

dx
11осле дифференцирования, пренебрегая членами второго порядка 

к\ по сравнению с единицей, получим для нормали п следующее вы­
ражение:

п — — ik’-e.K 4֊ е,- (15)
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Напряженность магнитного поля Н на поверхности оболочки 
Го — А -с учетом возмущений Л.г (12) и Л (13), накладываемых на

—•
стационарное поле (11,1, равна

Н ~ С2К^ (А А’) с'4** "й е., — ;-е. 4՜ /С2А\ (А А) е;։*՝г՜ ՛■■'><>. (16)
2՞ (R 4 .)

Подставив выражения (15) и (16) п граничное условие (10), по­
лучим

— /С. IЬК0 (АА): - А'։ (А-А’)] е“*'֊"'» о

откуда имеем С. — 0. Тогда Лл — Л. = 0.
Таким образом, в случае осевого направления тока / при малых 

радиальных колебаниях сверхпроводящей оболочки возмущения маг­
нитного поля, накладываемые на стационарное поле, по всем трем 
осям координат равны нулю. Физически это означает, что магнитное 
поле вне оболочки к возмущенном состоянии выражается гак же, как 
В случае невозмущенной оболочки.

В общем случае на поверхность сверхпроводника в магнитном 
ноле [3] действует давление

нв -

» которое в

Р -2 "

невозмущенном состоянии оболочки при г0 - R с учетом
(11) равно

Ро — !л<> "2՜^ ~ 1*о П?)

а в возмущенном состоянии при г(| = R - с учетом (15), (11), а 
также выражения (17) равно

р = /А'р/, е, — ( 1 ֊ 2 \рйег
Л /

(18)

Из соотношения (18) следует, что в осевом направлении возму­
щенной оболочки появляется усилие

рА- 1кр^.

Величина возмущения магнитного давления Др на поверхности 
оболочки является разностью давлений в возмущенном (18) и невоз­
мущенном (17) состояниях и равна

Ар = /Ар0>։ г 2р0 ' ег
К

(19)

без
В данном случае уравнения движения оболочки бесконечной длины 

учета сил тяжести имеют следующий՛ вид [4]:
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и гк, _ х г / V* с։ \
дх" К пх ЕЬ ՝ <?/2 /

* /г \ _ 1—/-/ <7< \
R дх П *7’ ' /?3 “ дё)

где // (х, () тангенциальное продольное перемещение, Е-֊ модуль 
упругости, V коэффициент Пуассона, р — плотность материала обо­

лочки. 'Гак как и <£-. то, принимая инерционный член {•!> —֊■ — 0, из 
д1’

системы уравнений (20), после подстановки составляющих Ар (19) к 
дифференцирования по л- и I, получим следующее характеристическое 
уравнение: 

2 V
/?рЛ Р<< (21)

где квадрат

тричных колебаний оболочки, а /9=

частоты собственных осесимме-

Е/гI------—------цилиндрическая же­

сткость.
Как видно из выражения (21). давление, возмущения магнитного 

поля Ар, возникающее при колебаниях токонесущей оболочки беско­
нечной проводимости, уменьшает устойчивость оболочки. В данном 
случае при увеличении радиуса оболочки (-’>0) давление магнитного 
поля уменьшается по сравнению с невозмущенным состоянием обо­
лочки, а при уменьшении радиуса 1-’<С,0) давление возрастает. Та­
кого типа возмущения давления могут привести к перетяжке и неустой­
чивости поверхности оболочки.

Условием сохранения устойчивости оболочки является выполне­
ние неравенства 

что является условием отсутствия мнимой части в выражении частоты 
колебаний •՛», которое вообще может быть комплексным числом. Знак 
равенства соответствует критическому давлению магнитного поля.

Случаи 2. Ток / циркулирует по поверхности оболочки по вин­
товой линии (цилиндрический соленоид) (фиг. 3).

Пусть на единицу длины оболочки приходится витков провод­
ника, намотанных так плотно, что каждый виток соленоида можно 
заменить замкнутым кольцеобразным током той же силы. В этом слу- 

Iс 1 чае ।э] по поверхности оболочки вдоль - циркулирует равномерно 
распределенный поверхностный ток плотности

’ = (23)
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Магнитное поле соленоида (г^>А) бесконечной длины равно нулю, 
а внутри соленоида (г<СЮ поле однородно и равно

Фиг 3.

(24)

Возмущения магнитного поля, возникающие при радиальных ко­
лебаниях оболочки, по-прежнему описываются уравнениями (4) и (5), 
Гак как функция А'(|(Аг), входящая в уравнение (9), имеет особенность 
в начале координат, то для рассматриваемой области 0 г < R 
следует положить С. 0.

Тогда

Ал - С\/о (Аг) (25)

и по уравнению (8)

/ь= -/С։/1(Аг)е'<**-"'» (26)

где /։(Аг) - функция Бесселя чисто мнимого аргумента первого по­
рядка.

Напряженность магнитного поля в возмущенном состоянии с уче­
том возмущений (25), (26) и стационарного магнитного поля (24) на 
поверхности оболочки при г0 -- R ֊ I равна

Й- [—70 С։/в(А/?)е'<*" ^|е. ։С։4 (А/?) (27)

Подставив выражения (15) и (27) в граничное условие (10)
—• «•
п-Н = 0, получим в заданном приближении 

х-> А7*пч(| ______ 1 _ А?0
1 “ 7։(А7?) Г г. /0(*Ю - 7։ (АЮ '1'

А (АЮ

Следовательно, подставив значение С։ в выражения (25) и (26), по­
лучим

А> А/о :
Л (ЬЯ)

(28)

и

Ьг= — Нщ

5 Известия АН ЛрмССР. Механика, № -1

/1(Аг) г

/,(*Ю ՝ (29)
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Таким образом, на внутренней поверхности оболочки при теку­
щем г0 /\' • Z напряженность магнитного поля на основании выра­
жений (24), (28) и (29) будет равна

1 к-^ё֊'. ik!^' (30>'
ч [к К)

В рассматриваемом случае на внутреннюю поверхность невозму­
щенной оболочки действует растягивающее радиальное давление

/(։ Лч / *<у'« с>
- !‘о “2՜^ = !1о 2՜ег (31).

В возмущенном состоянии, пренебрегая квадратами величин по- 
сравнению с единицей, на основании выражений (15) и (30) величина 
давления будет

1>- > ’ !г- ’-2*7тШ-՝Р' <32>х Z /, (к. К) |

Из соотношения (32) следует, что в осевом направлении, помимо* 
радиального давления

1^о I , . -
2<хо«?г’е'

появляется усилие

ik ,0 - ’*
Рх՜

Величина возмущения магнитного давления Ар равна разности 
давлений в возмущенном (32) и невозмущенпом (31) состояниях

д; ֊ ,-к^ё, ֊ 2к Ра(33)
кА)

Из системы уравнений движения оболочки (20), принимая по-преж- 
л к лнему инерционный член О, получим „следующее характе-

ристическое уравнение

1 7kR (n(kR) 
Л (А-/?) 7 Ро (34)

Из выражения (34) следует, что магнитное поде в цилиндриче­
ском соленоиде бесконечной проводимости в отличие от случая 1 
(осевого направления тока (21)) увеличивает устойчивость оболочки 
при радиальтЗх колебаниях токонесущей поверхности. 

•
Филиал БЛО ио Космическим Исследованиям

Филиал Государсттишого Института
Прикладной Оптики Поступила 14 II 1969'
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Ռ. Ն. ՃՈՎՂԿհՄՅԱՆ

Ա.Ն11ՍՀ1111.Ն >ԱՂՈՐԴԱԿԱՆՈԻԹՅԱ1րՈ ՃՈԱԱՆՔԱԿԻՐ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ 
ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ռ t մ

^ոդվածէէւմ դիաարկվէսծ /, անվերջ երկար հո и անվակիր դլանափն թա- 
դանթի կայունությունը վադււդ աքիքի տիպի ւիորր ~ աո ավդա / ին ւոա աա՚հա մ֊ 
ների նկատն mil ր իք ut ղան իքն ե ր ի ա ե /սն ի կական աեսուիք րսն и տհմ անն ե րսւմ ;

Անվերջ հադորդակտնու թ քամ ր իք ադան իք ի համ ար կիրաէւված I.' դերհա֊ 
մակերևույթին d ադնի и ական ա մաղծերի շոչափսդ լինելու. սլար1՚ա՛հր;

Յաքք] Լ տրված, որ հասաաաան '.и սանրի աոանրրաքին ա ղղվ ած ա [! լան 
ղեպրում շաո սւվդտյին ա ատ անո ւծ՝ն ե րի մ ամ անակ մ ա դնի и ական ձ.ն չէոմը 
1՚ջեդնոէ.մ Լ թաղանթի կա յո ւնոլթ յան ր. իսկ շրջանային ա դղվ ած ո լիք լան 
դեպքում Հ գլանային սոլևնոիդ)—ր ա րձ ր սւդն и ւմ է կա/ունու թր։ւնրг

R. N. OVAKIM1AN

THE STABILITY OF A CURRENT-CARRYING CYLINDRICAL 
SHELL OF INFINITE ELECTROCONDUCTIVITY

S u m in a г у

The stability of a current-carrying shell of infinite length in re­
lation to small radial oscillations is considered.

It is shown, that in the ease of axial direction of the current the 
stability of the shell of infinite electroconductivity is decreased due to 
magnetic pressure while in the case of circular current the stability is 
increased.
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Р. А АРУТЮНЯН

КРУЧЕНИЕ КРУГЛОГО ПОЛОГО ВАЛА С ЗУБЦАМИ, 
СОСТАВЛЕННОГО ИЗ РАЗЛИЧНЫХ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ 

СТЕРЖНЕЙ С СЕЧЕНИЯМИ В ВИДЕ КОЛЬЦЕВЫХ СЕКТОРОВ

Задача о кручении призматического стержня, составленного 
из различных материалов, впервые была поставлена и исследована 
Н. И. Мусхелшпвили [1|. Библиография работ, посвященных решений 
этой задачи для стержней конкретного сечения приведена в |1, 2].

В настоящей работе рассматривается задача кручения вала, со* 
ставленного из п секции. Каждая из этих секций состоит из трех 
призматических стержней с сечениями в виде кольцевых секторов 
(фиг. 1). Рассматриваемая задача приводится к совокупности регуляр­
ных бесконечных систем линейных уравнений |2].

Фиг. 1

В силу симметрии задачи относительно 2л радиусов замечаем, 
что функцию напряжений Ц(г, ?) достаточно определить только в 
части области, заключенной между двумя ближайшими радиусами сим­
метрии (фиг. 1).

Функция (У (г, я) в областях I, II, III удовлетворяет уравнению

_ 2. г,и‘. --2Д, </=֊1,2,3) (1)
дг* г дг г-

ф «ЯН
где 6։. 6.2. (7, соответственно модули сдвига в областях I, И, III. 
На контурах этих областей /Л (г, у) (/ — 1, 2. 3) удовлетворяют 
условиям

<р) = О3(гл, 9) ֊ У, (г։, ՛*} <р) — О (2)
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О,1 ди. 1 ди„
С. д ՛^

—-֊ " при 7 
С. д1?

1 оип 1
Сл Сг

— при г 
(!л дг

и. (0, г) 6/2(О, г);

■- . " "> . ' ՛՛: ■'
и3 (о. г) = о

Производя замену

и представляя функцию I (г, >) в виде

и-(г, ?) ֊ (7,1 Ф<0. ?) -֊֊^ <7֊ 1,2, 3)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

О

^г) -֊ ЦЛ?» с-)

получаем, что функции Ф/(Л ?) (/- 1, 2, 3) удовлетворяют уравнению 
Лапласа и условиям

где

6։ 2

Фо։(-/„ г)֊ 2,1

(8)

(9)

Ищем решение этого уравнения в виде

Фхи, •;)
ф (4, ?) Ф.(Сг) Фй֊<-?<0; -

4*3 (6 ?) — -< ? •< 0; 0 < / < Л.

(10)

I. = 1п-^֊» 1п —
г։ г2

(П)

Решив уравнение Лапласа методом разделения переменных, получим
для Ф,(/. с) (/' 1,2, 3) следующие выражения:

ео
Ф, (Л т) “ \ < Л/'аЬ 4'7 4- сЬ с/' /)51п х**?֊ 4- 

ь ֊։

У (зЬ с!1 й°о) 51П ₽*/ (12)А— 
4-1
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Удовлетворяя условиям (11), для определения постоянных Вк' и /)<•' 
получаем совокупность бесконечных систем линейных уравнений

Л7 — У ак,- У.■■ Рк

ос
К 'ЪХ

/> ։

где
/кг-.Р՝к՝ 'У к Г 2

Хи <Ф02(- 1)М

._______ _____  2/?*____________
՛ * V • НЬа, I 1И -г |,'7 .՛ ;)

_________ _____________
■7, (сН| '.</։ - д: , сЛЬ ••//..) (й;. ф

। 4г-:1| 1 1 1Е1 С*'
11 *М/ (Н,^ I

________________2<1А______________ |։
7(^ — 4» (сП։ /ч/։ -г й2 с1Ь I

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

«' = 1, 2,...)

Вводя новые обозначения, (14) можно рассматривать как одну 
бесконечную систему

об
Л УА,Х + Л'г (/ = 1,2,3) (20)

а — I 
где

Х-2к֊],„ Хк, Хц. — ) к- (& = 1, 2,...)

Покажем, что система (20) вполне регулярна
оо ОО 9 уа » 1
У 424-й. ~ V. ----- 77ГЦ—-Г -7Г0—Г '5- =

11։ /4^2 ! §■_> I ։Ь>%р։ \ ,л ‘ ) ’1 т2.1
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«» » 9> °° 1
У А».. -= V 4„= V А =
- Х/։ (с1Ь/и, -4- $. 3с։Ь/*/-) чП «I Р'*֊ | Д =Г|

I ~ /(сШ։*Г, + й.,еЛ^։ (с0,,*/։ 7(1֊?». ,) (-2)

'число 7 выбираем из раненстна

-. 7 в 1 I Ь■ /ад
1 л ։ 1 1 *.э 1

Таким образом, вполне регулярность (20), следовательно и (14), 
доказана. Легко видеть из (18) и (19), что свободные члены системы 
<(20) ограничены сверху и при 7 — стремятся к нулю.

Подставляя значения постоянных интегрирования н (12), полу­
чаем выражения функций Ф/(/, г) (7 1,2,3).

Для определения постоянной £/0 воспользуемся обобщенной тео­
ремой Бредта (2| о циркуляции касательного напряжения при круче­
нии составных призматических стержней:

(24)
Г,

■֊где Го — внутренний контур сечения, площадь, ограниченная кон­
туром Го

С}е ‘ дС,\ Оле՜ * 7 <?Ф։
га 61 гг \ 61

С2е~։ дЦ. _ 6':е՜*՞ /дФ-.
гг 61 г. \ 61

(25)

'Соотношение (24) при помощи (25՛ после некоторых преобразований 
приводится к виду

Подставив значения функций Ф։(/, ?) и Ф2(/, и это соотно­
шение и производя интегрирование, получим для определения постоян­
ной 7/0 следующую формулу:

2/ У г?(?։4֊9:) 2<Фот — У֊^=0 (27)
ъ Л!.

В частном случае, когда

С։ С3. 6'.^=съ



Т1 Р. А. Ару поплв

ос-
П - V ЬкЛ 4- (Л 

р֊1

где

<28>

__________ 27&__________
<ргиь?м.։ 1Ь>*?։)(Л‘ 4 3֊)

(29)

Жесткость при кручении составного призматического стержня 
определяется по формуле

С 2(7, | | 11<12 (30)

где 6',)—значение напряжений на внутреннем контуре; —0- площадь, огра­
ниченная внутренним контуром; 2—область сечения стержня. Подставив
в (30) <₽) — ФД/, с֊)— 1 где21 (/ 1,2. 3՝ и использовав выражения

Ф/(/, т) (*:= 1. 2»3). после интегрирования получим для определения 
жесткости С следующую формулу:

с2 фм Гр \г ֊ ~ г1> ~ (2ф02 <0 С'՜? - П) —

-Л ֊֊; < ~ Ф т- ± (С А ֊ -г

2 —2фо։гг) 4- п(Лг2 I, -----2Ф»«г; )

я И Лх /, 1Ь 1*9։ —
16п6>} * (1 ։- (-1)^1е֊’Яг 

։4, ֊гД*+кг)=

 4пС.г; ~ Х1|1 ■*֊( ֊ 1/'I

*_.| (4 ?*)
(1Ь &?, 4 ։1> 3*?г) +

ь=1 и* (4 — та )
։ЬМ. РИ
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В качестве численных примеров рассмотрим случай, когда число 
зубцов равняется двадцати, а размеры сечения определяются следую­
щими соотношениями:

= $», = гь п = 12
3 2

(32)

Решив бесконечные системы (14), получим для неизвестных сле­
дующие оценки:

- 0.048248 г2 X, < 0.047349 г*

— 0.021953 « Х2 — 0.021589 гл

- 0.019790 гН Хл < 0.019434 г;

0.018320 г:, : А'։ < - 0.017981 И

- 0.016919 г2, < Хл ֊ 0.016561 г2

- 0.052424 г* < У. С 0.051656 г;

0.022657 г2 К < 0.022337 г

- 0.013446 г < Г3 < - 0.013193 г- 

֊ 0.008230 г‘:< - 0.008037 г-

- 0.007405 г| < Ул К - 0.007248 г-

При этом были использованы определенные по формуле (27) зна­
чения постоянной Фк. с избытком и недостатком

0.501848 < < 0.501981 (33)
г.՝

Используя эти оценки и (33), на основании (31) получим следую­
щую оценку для жесткости:

1.794819 <-Ду 1.796523 (34)

В таблице приводятся значения напряжений в некоторых харак­
терных точках с избытком и недостатком:
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Точки сечения (0. 0) (°- -f) (»• ֊fl (»• ֊֊”) (0. ֊?,)

.(2) С недостатком 00 0.228604 0.110056 0.74267 0
Gdz С избытком co: 0.236487 0.123452 0.802421 0
_(2) недостатком co 1.196342 1.155037 0.824775 0.641703
G\0r5 С избытком 1.205001 1.164622 0.832729 0.653832

Автор выражает благодарность К. С. Чобаняну за ценные советы.
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R. A. ARUTIUNIAN

TORSION OF A CIRCULAR HOLLOW SHAFT 
WITH DENTS COMPOSED OF DIFFERENT PRISMATIC BARS 

AND RING SECTOR SHA^E SECTIONS

S u m m a r y

The problems of torsion round hollow shaft with teeth composed of 
different prismatic bars and ring sector shape sections in work, are 
shown in figure (1).
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The problem is solved by tensional function which in each interval, 
according to different materials, are presented by trigonometrical rows. 
Using the limiting conditions of the problem and also the replacement 
on different intervals of the separating lines and the conditions of con­
tinuity for corresponding tensions’ components of the coefficients of 
rows, are obtained from the equations of the two infinite systems taken 
together.

Complete regularity of the convention and the limit of the free 
members are proved.

The rudeness anti the tension of the sections at definite points 
are determined.
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