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СПЕЦИФИЧЕСКИЕ ОСОБЕННОСТИ ТЕОРИИ 
ОБОЛОЧЕК ИЗ СОВРЕМЕННЫХ МАТЕРИАЛОВ*

Введение. В современной технике при создании конструкций типа 
оболочек широко применяются новые конструкционные материалы, ме­
ханические свойства которых оставляют специфический след на теории 
оболочек.

Настоящая работа посвящается некоторым вопросам теории обо­
лочек, изготовленных из полимеров и армированных пластиков, меха­
нические характеристики которых настолько отличаются от механи­
ческих характеристик „традиционных" для оболочек материалов (ме­
таллов, бетонов, железобетонов, древесины и др.), что требуют внесе­
ния существенных коррективов в классическую теорию оболочек.

В работе освещаются также специфические вопросы теории обо­
лочек, связанные с некоторыми механическими свойствами материалов 
как „традиционных“, так и новых, на которые исследователи оболочек 
ранее не обращали внимания.

Несмотря на многочисленные оригинальные исследования |1 —8| 
(где читатель найдет и обширную библиографию по этому вопросу), 
на сегодня еще не завершено создание механики полимеров и ее важ­
ного раздела механики армированных пластиков. 1!оэтому сейчас нет 
возможности с единой точки зрения рассматривать все проблемы, воз­
никающие в теории оболочек в связи с применением новых материалов. 
Однако, уже нора начинать разговор о специфических особенностях 
теории оболочек из новых материалов, ибо современная теория оболо­
чек пестрит многочисленными, зачастую противоречащими друг другу, 
идеями и положениями, связанными с особенностями механических 
свойств современных материалов.

Настоящая работа носит обзорный характер, но при этом не пре­
тендует на полноту, ибо здесь освещаются тс особенности теории 
оболочек, которые важны с точки зрения автора и входят в круг его 
научных интересов.

Из громадного числа работ по механике полимеров и теории обо­
лочек здесь цитируются лишь те, которые необходимы автору для 
подтверждения выдвигаемых идей и положений.

Вопросы анизотропии. Одной из важных особенностей ориентиро­
ванных армированных, а иногда и неармированных, полимерных мате-
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риалов является их сильная анизотропия с низко» сопротивляемостью 
на сдвиг.

Многочисленными экспериментальными и теоретическими исследо­
ваниями [1 22] установлено, что некоторые однородные полимеры и 
почти все армированные пластики сочетают высокие механические ха­
рактеристики на растяжение сжатие (по направлению волокон) со 
слабым сопротивлением на сдвиг. При этом армированные пластики 
слабо сопротивляются и на растяжение сжатие в направлениях, пер­
пендикулярных к направлению укладки арматуры.

Из приведенной ниже таблицы [23] видно, что для некоторых 
типов материалов эта разносопротивляемость, с точки зрения отноше­
ния модуля упругости к модулю сдвига, может доходить до ста.
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Сильная анизотропия материала оболочки в плоскостях, парал­
лельных срединной поверхности ортотропной оболочки (скажем: Е \

Е , /՛.', ՝;> (Е и т. д.), как известно [24 27], за исключением харак­
тера распространения краевых эффектов [26], не вносит принципиально 
новых особенностей н классическую теорию ортотропных оболочек. 
Дело в том. что классическая теория тонких ортотропных оболочек 
построена на основе гипотезы недеформируемых нормалей, которая, 
вообще говоря, ни вносит каких-либо ограничений в характер дефор­
мированного и напряженного состояний оболочки в плоскостях, парал­
лельных срединной поверхности.

Однако, сильная анизотропия в плоскостях, параллельных сре­
динной поверхности оболочки, может внести существенно новую спе­
цифику в напряженно-деформированное состояние оболочки в более 
общих случаях анизотропии материала оболочки (одна плоскость уп­
ругой симметрии параллельна срединной поверхности) [26—31] или в 
аналогичном, с точки зрения математического аппарата, случае, когда 
главные направления упругости ортотропного материала оболочки не 
совпадают с главными геометрическими направлениями срединной по­
верхности оболочки (косое армирование) [26, 32, 33]. В этих случаях, 
даже в тривиальных осесимметричных задачах оболочек вращения 
появляются специфические особенности в напряженном состоянии и в 
перемещениях [26,31]. В частности, например, оболочка вращения под 
действием равномерного осесимметричного давления претерпевает де­
формации кручения или, например, в зависимости от знака крутящего 
момента, замкнутая круговая цилиндрическая оболочка укорачивается 
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или удлиняется, увеличивает или уменьшает радиус кривизны и т. д., 
т. ё. появляются характерные элементы стесненного кручения.

Что же касается нетривиальных задач указанного выше класса, 
то они почти нс рассмотрены и не выявлены специфические особен­
ности, которые могут при этом возникать.

К сожалению, еще в младенческом состоянии находится и общая 
теория так называемых неортотропных оболочек. Полученные еще 
двадцать лет назад [28 30] общие уравнения теории анизотропных— 
неортотропных (в каждой точке оболочки имеется лишь одна плос­
кость упругой симметрии, параллельная срединной поверхности) обо­
лочек еще не подвергнуты всестороннему качественному анализу, как 
это сделано в случае теории изотропных [3*1] и частично анизотропных 
[35] оболочек. А это очень важно, ибо проблема косоармированных 
оболочек из пластиков, которая сводится к проблеме неортотропных 
оболочек, приобретает первостепенное значение с точки зрения при­
ложений.

Сильная анизотропия в плоскостях, перпендикулярных средин­
ной поверхности оболочки (скажем: Е, > G' Е .. Е-,- • • и т. д.), мо­
жет внести существенные изменения я классическую теорию оболочек.

Классическая теория оболочек, построенная на основании гипо­
тезы недеформируемых нормалей, безразлична к поперечным механи­
ческим характеристикам материала оболочки (Е , Gi- и т. д.), т. е. 
к отношениям типа EaiE-., Ец G/if Eik'Gky и т. д. (г, Л = а, 3). По­
этому, принимая гипотезу н-.-деформируемых нормалей, мы в теорию 
оболочек вносим непоправимое безразличие к отношениям тина Ец։'Е;~ 
и т. д., что в реальных диапазонах изменения механических характе­
ристик новых материалов может привести к существенным погрешно­
стям |7, 8, 14, 23, 26. 27, 36—39]. В связи с этим зачастую приходится 
отказываться от компактной классической теории оболочек и обращаться 
к так называемым уточненным теориям, которые небезразличны к от­
ношениям тина G’,, и в состоянии почувствовать явления, свя­
занные со слабыми сдвиговыми и поперечными упругими характери­
стиками материала оболочки.

Основная, руководящая идея всех уточненных теории весьма три­
виальна и заключается в наилучшем приближенном представлении урав­
нениями теории оболочек уравнений трехмерной задачи теории упруго­
сти [40]. К разрешению этой проблемы разные авторы подошли разными 
путями [14, 15, 26, 27, 32, 36—38,40 59] и пришли или к бесконечным 
рядам, или к разрешающим дифференциальным уравнениям повышенного 
порядка (десятый, двенадцатый, шестнадцатый и т. д.), или к последова­
тельному решению требуемого (столько, сколько требует точность) ко­
личества неоднородных дифференциальных уравнений восьмого порядка 
классического типа. При этом существенно изменяются граничные ус­
ловия, которые модифицируются как в результате повышения порядка 
разрешающих дифференциальных уравнений, гак и в результате учета 
тех явлений у края оболочки, на которые классическая теория не реа­
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гирует вовсе. Это специфические явления кручения и плоской задачи, 
решения которых имеют затухающий характер н, в зависимости от сте­
пени и характера анизотропии, затухают с различной и. как правило, 
отличной от скорости затухания краевого эффекта классической теории 
[27, 42, 44, 47, 51, 57 60] скоростью.

Из анализа уточненных теорий заключаем, что общая задача 
теории сильно анизотропных оболочек разделяется на две почти само­
стоятельные задачи: на внутреннюю задачу и на задачу красной зоны.

Существующие уточненные теории, а зачастую и классическая 
теория, когда приведенная относительная толщина оболочки Л

Л" (Л R/, /»о,, Ец С!/.,- •) маха (I Л - 11, для внутренней задачи 
оболочки дают почти одинаковые и приемлемые для корректного рас­
чета результаты. Что же касается задачи края, го ни одна уточнен­
ная теория н разумных пределах приближения не может дать кор­
ректных результатов о напряженно-деформированном состоянии крас­
ной зоны оболочки. В »том случае очевидно, что мы должны привлечь 
трехмерную задачу теории упругости анизотропного тела.

Таким образом, нам кажется, что наилучшим вариантом общей 
теории сильно анизотропных оболочек следует считать симбиоз какой- 
-лнбо уточненной теории (а иногда и классической теории) с тео­
рией для края на уровне трехмерной задачи теории упругости. В этом 
случае, очевидно, краевые условия оболочки должны быть сформу­
лированы с точки зрения трехмерной задачи теории упругости, что 
не так просто сделать, ибо нет единого метода построения трехмер­
ных математических моделей реально осуществленных и осуществ­
ляемых схем закрепления краев оболочек вообще.

Наличие такой строгой теории является жизненной необходимо­
стью, ибо, имея такую теорию, мы сумеем корректно установить пре­
делы применимости всех уточненных теорий, которыми наводнена и, 
к сожалению, продолжает еще более наводняться современная теория 
оболочек.

До сих пор мы говорили о таких анизотропных оболочках, мате­
риал которых под нагрузкой не меняет своих механических свойств. 
Однако, некоторые современные конструкционные материалы, в ча­
стности, некоторые армированные и иеармкрованные полимеры, под 
действием нагрузки становятся лпизотропными. если даже и началь­
ном ненапряженном состоянии были изотропными, или изменяют сте­
пень анизотропии, если в начальном состоянии уже были анизотроп­
ными [2, 3, 5].

Если оболочка изготовлена из материала, который обладает ска­
занными выше свойствами, то известные теории оболочек без суще­
ственных коррективов нс могут быт:՛ использованы.

Перед И:» мн новая проблема теории оболочек с изменяемой ани­
зотропией и с изменяемой неоднородностью. Здесь по сути дела мы 
будем сталкиваться с проблемами деформационной анизотропии и 
неоднородности [40, 61, 62].
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Вопросы неоднородности. Конструкционные армированные плас­
тики, вследствие наличия армирующих элементов, являются не только 
анизотропными, но и неоднородными.

Неоднородность механических характеристик конструкционных син­
тетических материалов может быть обусловлена также несовершенством 
технологии изготовления, температурным полем, внешней нагрузкой, 
облучением и т. д. [1 8].

Армированные пластики, применяемые в оболочках, разделяются 
на три основные группы: слоистые, волокнистые и зернистые. Мате­
риалы первых двух групп, изготовленные с помощью ориентированных 
армирующих элементов, как правило, являются и неоднородными, и ани­
зотропными. Пластики третьей группы, изготовленные пространственно- 
хаотическн расположенными армирующими элементами, несмотря на 
локальную неоднородность, как правило, рассматриваются как приве­
денно-однородный материал с механическими характеристиками изо­
тропного или трансверсально-изотропного тела.

Главная особенность механических характеристик рассматриваемых 
выше групп армированных материалов это опять плохая сопротивляе­
мость сдвигу и сжатию —растяжению в направлении, перпендикулярном 
к армирующим волокнам. Отсюда и главная специфика всех теорий мно­
гослойных армированных оболочек отказ от гипотезы недеформируе- 
мых нормалей с целью учета поперечных сдвигов, поперечного обжатия 
и поперечного нормального напряжения - .

Взамен единой гипотезы недеформируемых нормалей, сформулиро­
ванной для всего пакета оболочки а целом [25. 26. 30], принимая более 
универсальные предположения, сформулированные для каждого слоя в 
отдельности [14, 15. 26, 27 Зб, 53, 55, 56. 60, 64 66], или используя 
метод асимптотического интегрирования [63], на основании трехмерной 
задачи теории упругости построены некоторые уточненные теории 
многослойных оболочек.

Построенные теории, как и почти все уточненные теории оболо­
чек, дают обоснованные представления о напряженно-деформирован­
ном состоянии оболочки вдали от линий искажения.

Анализ разрешающих уравнений уточненных теорий показывает, 
что наиболее существенным фактором, уточняющим классическую 
теорию многослойных оболочек, является учет деформаций попереч­
ных сдвигов [45, 60]. Что же касается вклада моментных эффектов 
в армированных слоях и продольных деформаций нормалей, то они 
имеют одинаковый порядок и значительно уступают эффекту попереч­
ных сдвигов |60],

Своеобразными являются красные эффекты в оболочках из арми­
рованных материалов. Здесь, наряду г краевыми эффектами классиче­
ского типа и краевым эффектом, обусловленным учетом поперечного 
сдвига, появляются краевые эффекты нового типа, например, эффект 
релаксации моментов в армирующих слоях, который аналогичен крае­
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вому эффекту в теории сред Фойта-Коссера, или эффект релаксации 
продольных деформаций нормальных элементов [60, 68[.

За последние годы многие авторы, проповедуя отказ от гипотезы 
недеформируемых нормалей, зачастую забывают предупредить чита­
телей, что для громадного большинства осуществляемых оболочек, 
когда речь идет об определении напрйженно-деформированного состоя­
ния вдали от линий искажения, нет никакой необходимости отказы­
ваться от компактной классической теории, построенной на основании 
гипотезы недеформируемых нормалей, сформулированной для всего 
пакета слоистой оболочки в целом.

11изкие сдвиговые и, вообще низкие поперечные механические 
характеристики материала оболочки еще не помеха применению клас­
сической теории. Дело в том, что оболочка может быть настолько 
тонка, что поправочные члены к классической теории, которые но 
многих задачах выступают с множителем £", по крайней мере, с 
точностью Л к могут быть пренебрежены.

Например [60], если Е. 0.05, ՝< •<, 0.25 (Е., •< и Е,.,
'•а — соответственно модули упругости и коэффициенты Пуассона свя­
зующего и армирующего материалов), коэффициент армирования и 0.7, 
относительная толщина /» £ 0.05, то прогибы пятислойной квадрат­
ной (£ £)свободно опертой по всему контуру пластинки, найденные
по классической теории и по уточненной теории, будут отличаться 
примерно на 10 " 0.

Или, например [8, 26, 17], в весьма тяжелом с точки зрения 
классической теории случае, когда отношение приведенного модуля 
упругости к приведенному модулю сдвига доходят до ста, т. о. 
£/'6'(1 — V՜2) 100, ошибка классической теории при определении про­
гибов будет менее 5 если относительная толщина пластинки ме­
нее I 65.

Пределы применимости классической, теории в случае оболочек 
значительно шире, чем в случае пластинок, для которых были приве­
дены численные примеры. С увеличением под-ьемистостк оболочки 
ошибка, допускаемая при принятии гипотезы недеформируемых нор­
малей, уменьшается (в случае соответствующей пластинки эта ошибка 
принимает свое максимальное значение). Дело здесь в том, что при 
увеличении подъемистости оболочки влияние изгибающих параметров 
на напряженное состояние оболочки уменьшается, а это означает так­
же и уменьшение влияния перерезывающих сил .V,-, т. е. поперечных 
касательных напряжений которыми и обусловливаются явления 
поперечного сдвига главного фактора поправки к классической тео­
рии [26, 67].

Таким образом, каждый раа отказ от классической теории и 
пользу какой-либо уточненной теории должен быть обоснован пред­
варительным. хотя бы грубым, анализом.

Технологические особенности изготовления армированных и не- 
армированных пластиков таковы, что в них. к процессе формирования, 
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появляются внутренние- остаточные напряжения, которые по телу обо­
лочки могут быть распределены как изотропно, так и анизотропно 
[69, 70].

Внутренние напряжения, которые возникают как в армированных, 
так и в неармированных полимерах, я процессе термоформирования 
материала нарастают, а затем частично релаксируют и устанавли­
вается Некоторый уровень внутренних напряжений. Установленный 
уровень внутренних—остаточных напряжений последующей термообра­
боткой можно несколько снизить, но совершенно устранить невоз­
можно [70].

Как показывают исследования, величины начальных напряжений 
могут достигать достаточно больших значений и при рассмотрении 
напряженно-деформированного состояния оболочки не всегда могут 
быть пренебрежены, тем более, когда рассматриваются реономные 
задачи.

Таким образом, теория оболочек из современных материалов 
должна быть пополнена новым, пожалуй, весьма интересным, разде­
лом—теорией оболочек с внутренними—остаточными напряжениями.

Задача эта (за исключением тривиального случая, когда при вы­
числений напряжений и деформаций можно применять простой прин­
цип суперпозиции) не так уж проста. Здесь мы можем сталкиваться 
и с непреодолимыми трудностями, если, например, не известны за­
коны распределения и величины остаточных напряжений. Если же 
остаточные напряжения известны, то для определения добавочных 
напряжений мы должны построить соотношения между этими напря­
жениями и деформациями. Для этого, как известно, надо обратиться 
или к эксперименту, или к более общей теории, чем теория класси­
ческих упругих тел. В частности, здесь можно обратиться к соотноше­
ниям упругости, содержащим геометрически нелинейные члены |40, 
61, 62, 71. 72|.

Темпёратурния задача и вопросы ползучести. Одной из важ­
ных особенностей полимеров и армированных пластиков, как материа­
лов для конструкций типа оболочек, является их чрезвычайная чув­
ствительность к температурным воздействиям и к продолжитель­
ности действия нагрузки.

Многочисленные исследования [1—8, 73 85] на различных арми­
рованных и неармированных пластиках показывают, что их рооном- 
пые свойства наиболее удачным образом описываются закономерно­
стями вязко-упругих сред. При этом считается, что для многих за­
дач и материалов приближенная линейная теория в состоянии давать 
вполне приемлемые для приложений результаты.

Исходя из сказанного выше, при построении теории тонкостен­
ных конструкций типа оболочек с учетом упруго-вязких свойств не- 
армированного полимерного материала оболочки большинство авторов 
рёономпые свойства для всего тела оболочки описывает с помощью 
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соотношений линейной теории наследственной упругости, что и опре­
деляет дальнейший ход решения поставленных задач. А именно, 
используя принцип Вольтерра, производится замена упругих постоян­
ных упругими операторами, которые и описывают процессы, происхо­
дящие в оболочке во времени |73--86].

Картина существенно изменяется, когда имеем дело с армирован­
ными стеклопластиками. В этом случае, процесс ползучести вдоль во­
локон принципиально отличается от процесса ползучести по другим на­
правлениям (фиг. 1). При ползучести вдоль волокон в начальный период 
происходит распределение усилий между арматурой и связующим, но 
при этом связующее постепенно релаксирует и вся нагрузка переда­
ется на арматуру, которая в условиях комнатной температуры не пол­
зет. Таким образом, армированный стеклопластик вдоль волокон в на­

чальный период нагружения проявляет 
свойства ползучести, а после опре­
деленного времени вовсе прекращает 
ползти. Что же касается характера пол­
зучести в иных направлениях армиро­
ванного пластика, то здесь мы имеем 
непрерывную, интенсивную, незатухаю­
щую ползучесть, которая в основном оп­
ределяется свойствами ползучести свя­
зующего и направлением действия на­
грузки [4-8, 77, 78, 80|.

На основании указанного выше решение задачи ползучести обо­
лочки, изготовленной из ортогонально армированных пластиков, в 
общем случае должно проводиться в три этапа. Первый этап—в на­
чале деформирования, когда оболочка ползет по всем главным направ­
лениям, и притом, анизотропно. Второй этап —когда, вследствие разли­
чия (в общем случае) коэффициентов армирования по главным направ­
лениям, по одному (с большим процентом армирования) главному 
направлению армирования оболочка теряет свойства ползучести, и с 
достаточно высокой точностью можно считать, что н этом направле­
нии материал оболочки имеет характеристики упругого тела: при этом 
упругие характеристики будут соответствовать упругим характери­
стикам предельного случая, когда все усилия этого направления пере­
даются арматуре, т. е. когда кривая ползучести в этом направлении 
практически может быть заменена своей асимптотой. И, наконец, 
третий этап когда и второе главное направление армирования дости­
гает своего предела и можно считать, что оба главных направления 
ведут себя упруго, но анизотропно. Что же касается явлений сдвига, 
то очевидно, что во всех трех этапах деформирования материал обо­
лочки по отношению к сдвигу будет вести себя как наследственно­
упругое тело. Для полноты укажем также, что если оболочка по 
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главным направлениям одинаково армирована, то за первым этапом де­
формирования последует сразу третий этап.

В связи с указанным выше становится неубедительным принятое 
некоторыми авторами предположение о том, что к слоистых оболоч­
ках армирующие слои могут трактоваться, как идеально упругие тела. 
Принимая такую гипотезу, совершенно искажаем картину сдвиговых 
деформаций ползучести в плоскостях, параллельных срединной поверх­
ности оболочки. В этом легко убедиться, рассматривая тривиальную 
задачу кручения бёзмоментной круговой цилиндрической оболочки, 
ортогонально армированной упругими стекловолокнами |8, 26].

Рассматривая три этапа деформирования оболочки, замечаем, что 
первые два этапа имеют место при рассмотрении вопросов начальной 
кратковременной ползучести. В этих этапах деформирования материал 
оболочки подчиняется закономерностям анизотропного наследствснно- 
-упругого тела, при этом интенсивности деформации ползучести по 
главным направлениям армирования и по сдвигу должны быть учтены 
как равнозначимые. В третьем, основном, этапе ползучести значения 
деформаций ползучести по главным направлениям армирования стано­
вятся пренебрежимо малыми, и на первый план выступают явления, 
связанные со сдвигами. При этом, если задача рассматривается по 
классической теории оболочек, то вязко-упругие характеристики 
должны быть включены лишь в соотношения, характеризующие сдвиг 
н плоскостях, параллельных срединной поверхности оболочки [8, 89]. 
Если же задача рассматривается на уровне уточненных теорий, то 
упруго-вязкие характеристики должны быть включены и в элементы, 
представляющие поперечные сдвиги, ибо [учет поперечных сдвигов 
в некоторых реономных задачах оболочек может внести определенные 
коррективы [27, 90, 91].

Наконец, укажем также, что многие армированные и неармиро- 
вавные пластики обладают свойством „старения“, т. е. изменения ме­
ханических характеристик во времени [80]. Явления старения в мате­
риалах можно описывать с помощью теории наследственной упругости 
с учетом старения [73, 79]. Эта теория наилучшим образом представ­
ляет упруго-вязкие явления с учетом старения и достаточно эффек­
тивна при рассмотрении задач теории оболочек [92, 93].

Температура оказывает существенное влияние на механические 
характеристики армированных и неармированных пластиков, применяе­
мых как конструкционные материалы для оболочек, в частности, на 
прочность, на модули упругости и сдвига, на величину и скорость 
высокоэластических деформаций [1 8, 10].

Рассматривая результаты экспериментальных исследований 
(фиг. 2, 3), замечаем, что с ростом температуры уменьшаются величины 
модулей упругости, увеличиваются величины и скорости высокоэла­
стических деформаций. И, что важно, эти изменения происходят за 
счет изменения свойств связующего и носят анизотропный характер, 
г. е. по разным направлениям изменяются по-разному.
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В связи с этим существенно изменяется степей։, анизотропии мате­
риала. Однако, при этом следует заметить, что большие изменения пре­
терпевают характеристики сдвига. Дело в том, что в рассматриваемых 
диапазонах изменения температуры (примерно от 4-20 до И 200 С) 
стекловолокно незначительно изменяет свои характеристики и поэтому 
по направлениям армирования модули упругости стеклопластика изме­
няются меньше, чем модуль сдвига, изменение которого обусловлено 
температурной зависимостью свойств связующего и в большинстве 
случаев весьма ощутимо.

Например [10], для стеклопластика КАСТ-В при изменении тем­
пературы от 20 С до 100 С модули упругости в главных направле­
ниях армирования изменяются примерно в 1.3 1.4 раза, а модуль 
сдвига изменяется уже в 2.0 раза (фиг. 2).

Указанный характер поведения материала в температурном по­
ле накладывает свои особенности на температурную задачу тео­
рии оболочек.

При рассмотрении стационарных задач приходится учитывать 
тот тип анизотроши*, и неоднородности, который устанавливается 
для рассматриваемой оболочки в данном установившемся поле темпера­
туры. 11осле определения физико-механических характеристик оболочки 
задача термоупругости решается в классической постановке или на 
уровне уточненных теории с учетом поперечных сдвигов [96 99|.

В случае нестационарных задач проблема существенно ослож­
няется. Дело в том, что если материал оболочки находится в пере­
менном температурном поле, то переменными становятся не только 
абсолютные величины упругих характеристик, но и степень анизотро­
пии, характер'неоднородности и т. д. В этом случае мы сталкиваемся 
с задачей термоупругости оболочки с переменными механическими 
характеристиками [89, 99].
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Несколько слов о разномо дальности. Современные армирован­
ные и неармированные пластики и традиционные для оболочек мате­
риалы вообще, как правило, являются разномодульными, т. е. имеют 
разные модули упругости на растяжение и сжатие.

Как показывают исследования [22, 100, ЮГ], разномодульность 
современных материалов (п = Е Е ) может доходить до значитель­
ных величин и пренебрегать ею при построении корректной теории 
оболочек нельзя. Из приведенной таблицы [100, 101] видно, например, 
что разномодульность п для современных материалов может дохо­
дить до 0.6.

Фторопласт—-1 Капрон Псевдоизотропвый
стеклопластик 3 М

1 |ссвдоизотроппый 
боропластнк

II 0.85 0.81 0.67-0.85 0.57-0.62

Учет разномодульности материала при построении теории оболо­
чек вносит существенные осложнения и коррективы.

Первый вопрос, который возникает при этом, заключается в вы­
боре основной гипотезы, т. е. гипотезы, ня основании которой трех­
мерная задача разномодульной теории упругости [102, 103] приво­
дится к двухмерной задаче теории оболочек [104 106].

Дело в том, что в рааномодульной теории упругости принци­
пиально важное значение имеют касательные напряжения , которые 
в классической теории оболочек находятся в противоречии с деформа­
циями с,-■. но являются малыми и поэтому не рассматриваются. В 
разномодульной теории упругих оболочек необходимо оценить это 
противоречие (е;т = 0, '/7=У=0) и указать те соотношения между 
основными напряжениями а,- и напряжением при которых гипотеза 
нсдеформируемых нормалей с известной точностью (1 I - 1) ста­
новится справедливой и для тонких оболочек из разномодульных ма­
териалов.

Что же касается уточненных теорий, которые свободны от ука­
занного выше противоречия, то здесь задача теории оболочек ослож­
няется тем, что приходится вводить еще другие предположения, дик­
туемые разномодульностыо материала [106].

Несмотря на указанные осложнения, теория оболочек из разно- 
модульных материалов строится. Уже известно, что исходные урав­
нения и расчетные формулы теории разномодульных оболочек отли­
чаются от соответствующих уравнений и формул классической или 
уточненных теорий наличием нелинейных членов, которые имеют раз­
номодульное происхождение. Что же касается структуры линейных 
частей этих представлений, то они внешне совпадают с соответствую­
щими уравнениями и формулами классической или уточненной теорий, 
однако при этом имеют сугубо разномодульное содержание.
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Важной особенностью полученных уравнений и формул явля­
ется то, что все нелинейные члены входят с малым параметром

Е> - ЕГР —; -—— - и превращаются в нуль в случае одномодульного ма-
Е 4- Е

териала.
Заключение. Здесь мы сделали первую попытку осветить неко­

торые особенности теории оболочек, изготовленных из новых мате­
риалов, механические свойства которых оставляют специфический от­
печаток на современной теории оболочек.

Здесь рассмотрены лишь некоторые свойства материала и осве­
щены лишь некоторые особенности теории.

Нами вовсе не рассмотрены нелинейные задачи: нелинейная гео­
метрия, нелинейная упругость, нелинейные реономные задачи и др. и 
совершенно не освещены задачи динамики, а в связи с этим новая 
и весьма интересная проблема термоупругости саморазогревающейся 
оболочки. Остались без внимания также и задачи пластичности.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 31 V 1963

Ս. Ա. ՀԱՄՕԱՐԶՈւ՚ՄՅԱՆ

ԺԱՄԱՆԱԿԱԿԻՑ ՆՅՈԻԹԵՐԻ8 ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 
ՅՈՒՐԱՀԱՏՈՒԿ ԱՌԱՆՁՆԱՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ

Ա մ փ и փ ո I մ

Ներկա աշխատանքը նվիրված է թաղանթների տեսության մի քանի Հար֊ 
ցերին, երր թաղանթը պատրաստված Լ պպիմերներից, ամ րսւնավորված 
ւղ/աստիկներից, որոնց մեխանիկական հատկութ յուններր այնքան են տար- 
ըերվոէւ) թաղանթների Համայք «տրաղիցիոն» նյութերի (մետաղներ, ըեւոոն, 
երկաթրետոն, փայտ ե ուր.) մ եխանիկական հատկություններից, որ պահան­
ջում են մտցնե/ էական ուղղումներ թաղանթների կ/ասիկ տեսություն մեջ։

Տ A AMBARTSUMIAN

ESPECIAL FEATURES OF THE THEORY OF SHELLS 
FROM MODERN MATERIALS

S u tn in ary

The present paper is contributed to some questions on the theory 
of shells made of polymers and reinforced plastics, the mechanical 
characterics of which is so different from those of „traditional“ mate­
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rials (metals, concrete, reinforced concrete, wood etc.), that esential 
■corrections must be made in the classical theory of shells.
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1ГЬ|иш(фЦш XXI. № 4, 1968 Механика

А С. ХАЧИК-ЯН

РАВНОВЕСИЕ НЕОДНОРОДНОЙ УПРУГОЙ ПЛОСКОСТИ 
С ТОНКОСТЕННЫМ УПРУГИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

Равновесие однородной упругой плоскости с прямолинейным тон­
ким включением было рассмотрено в работе [1]. Ниже рассматривается 
равновесие двух однородных полуплоскостей с различными упругими 
постоянными, соединенных между собой тонким упругим включением 
(слой клея).

1. Рассмотрим находящееся в условиях плоской деформации уп­
ругое тело, состоящее из двух однородных полупространств с раз­
личными упругими постоянными, соединенных между собой гонким 
упругим слоем. Согласно [1] на границе включения имеем

5,2 ֊=,■ + — 0. -.,2-^1+— = 0 (1.1)
<)х

Чх и.^ V՝ = (1.2)

01 -1 (1.3)
их 1

Здесь и в дальнейшем индекс 1 относится к нижней полупло­
скости 1т г < 0. индекс 2 —к верхней полуплоскости 1тг^>0, 
',1, (1 — I, 2) — касательные и нормальные напряжения, и,-, V, — состав­
ляющие вектора перемещений. ЕйК, >й. — модуль упругости и коэффи­
циент Пуассона материала включения, 2Л— толщина включения, р—ра­
диус кривизны средней линии включения,

Л
Т ( -^хс1у

Пренебрегая членами порядка 1 р и используя (1.3), условия 
(1.1) приведем к виду

=,■2- 5,1 = 0, - -„2= к (1.4)
ах-

к = = 4А|>. (1.5)
1 — veK 1 — vnK

2. Пусть на конечном расстоянии от начала координат на рас­
сматриваемую плоскость действует уравновешенная система п сосрс-
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доточенных сил X. 4 /К (у = 1, 2, г/)> приложенных в точках г,
соответственно. Допустим, что первые т сил (т <■ п) приложены и 
точках нижней полуплоскости 1։пг<^0, остальные п — т приложены 
в верхней полуплоскости 1п։х^>0.

Компоненты тензора напряжений и компоненты вектора смещений 
через две функции комплексного переменного выражаются форму­
лами [2]

Зл<- Г-Х,,1 = ф«(г) т2'М4+ ‘Мг)

2|Ч (и\ — IV.) - х, <։՛../ (г) ФоДг) — гФ,.,-(г) — 4՜ ։(г)
(2.1)

где

=
ОН;
дх г'.- = с)х' у.( = 3 — 4у/

модуль сдвига материала соответствующей полуплоскости. 
Функции Ф։и и ‘Го,- имеют вид [2]

т 

фо1(г) =~^ 
Л>

1
2« (14 -•/,) г֊*/

Ч-Ф;(г)

V 1 у гДХ^,¥-) 1
“ 2^(1 4֊ 7-3 ~\ 2-(1+г։) (г —г,)2

(2.2)

՝Мг)

ц- _ V ՛-■( о։(г)

Определим функцию 
плоскостях формулами [2]

(2.3)

1 у г;(А}4-/УУ) 1 , ц.,
г — г, > ~ 1 2" (1 - М (* — г?)՜

Ф։ (г) в верхней, а Ф4(г) в нижней полу-

Ф։(г) Ф։ (г) — гФ: (г) — ՝• \ (г) при г в
(2.4)

— Ф„(г) г‘1>2 |г) —‘Г„ (д) при г в 5

Определяя из (2.4) ՝Г, (г) и используя (2.2), (2.3), выражения 
(2.1) приведем к виду

3.,; — г’-.лу{ ф/(г) ф/(г) 4- (г — г) ФДг) 4֊ А, (г)
_ _ ___  (2.5)

2р/(։Г. 4֊/и;.) = /, Ф/(г) Ф,֊(г) - (г — г)‘1‘,-(г) Н[(г)

где
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ЛИ- 2-4
;-1

*1) 4
2» (14֊^)

у 1 1 □. V х> -,'у>
7"։2»(1 7т) г г, “\2~(1+М (г «у)а

4(0 (1֊хД; + /(1 ; М Уу 1 _ 
2-(] г- г.

у Х,֊НУу 1 , " 4 - гУ, г_-г>

12“(1 \.) г—г? 12՜ (1 + '•,,) (г ֊ 2)У

^}-
у (1֊ х,)АГу֊ /(1 /ДУ, 
г. 2^(1 +-Л)

< /1 (X 4- /У,) 1 $ Х<-1У>

— 2^(1 /։) г —г, ^(ЖК*֊ гу)-

5 (2) = V ' * ~ ха) Х* ~ * (1 " М Г; *_ _
2 у*, 2-(14-х2) г гу

у.2(Лу4֊/Г/) 1 < ^֊/У, г--5.

7 Т । 2М1 4-*2) 2-2, 4- хг) Дг гу)֊

На основании (2.5) для предельных значений напряжений и производ­
ных перемещений по л- на действительной оси находим

30~Глу1 = ФГ (О -Ф|‘ (/) 4֊ Л։(0

=У2 /-хУ2= Ф2.(0-ФГ(/)-+- 4(0

2’Л։(н։ + /1п) •/-1Ф։(0-ЬФ1, (0 г 4(0 (2.7)

2Р::(«-: + ^2) ֊ \.Ф2 (0 4՜ Ф?՜ (0 - 4 (/)

Внося в граничные условия (1.2), (1.4) выражения для компо­
нентов тензора напряжений и производных компонентов вектора пе­
ремещении из (2.7), получаем следующие четыре задачи сопряжения 
относительно некоторых комбинаций граничных значений искомых 
функций

Ф.’(/) 1 ФГЫ ֊ Ф?0) ֊ ФПО -(ФИО • Ч’ПО-ФЙО -ФГ(Ы -

- А (0 + А(0 - Л(/) - ало
_____ _____

ех5ф.1(0 --ФГ(О - 5фз(0 (- *1ФГ(0 (*1Ф> (О зФ.7(О 1- (2.8)

-ех2Ф;Г(0 ФГ(О) ^4(0՜֊-4(н-т4(/) 4(0
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г/2Ф; (/) ֊ ФГ (/) - гф7(П - *, ФГ (/) ֊ (Л Ф1 (0 зФГ(6 ֊

- (/) _ф։-(/)) = в. (/) 4- ВДУ) - гВ.({) - <.ВД

А'։Ф1+(0 4 ^Г’^А) Ф1 (/> Ф; (/)֊ФГ(7)֊фГО)4- (2.8)

- (ФГ(/)4֊Ф (/) + Фг7й֊Ф..(/)ф^.։ФГ(/)

4-мъЧо) д8(/) аю- аю + мо-кЛ а)֊к.вТ(1)
где

‘ ֊• (2.9)
1*2 2’.*։

При принятых условиях функции ФДг) и Ф,. (г) на бесконечности
- 1 

ведут сеоя как —• 
г"

Решив задачи сопряжения (2.8), для комбинаций граничных зна­
чений искомых функций получим

Ф. (О 4֊ Ф> (/) ФГ (0 - Ф։ (/) = /X (/)

гМ>2՜(О —Ф։ (О ®ФГ(О ч- 7.хФ1՜ (0 - О (/)

5х«ф2 (/) -ф, (/) гФГ(7) ֊ х։фг(о (о (2.Ю) 

кгф\ (0 ф <'1у1Ф|“(/)“ ф|՜ (0 — Ф* (О Ф| (0 ֊ ФГ0) = А’ (О 

где

ц(<) 1 Г А(0 4-ИЙ0-А(0 АСО(И
2ч) / — г

— ■х

| Л(2)= 1 / -Д (7)-зДг(0 + в,(/)-яГ(7) л
2՜/ , I — г

о,(Л 4,^.(О4Лю-^(О-^-со^ (2֊11)
2**/ в / х

— »

Д1 (г) _1_С ЛДО-ДП7) Д,(0 + Ай) ։11
— ж

Определение функции ФГ(О приводит систему (2.10) к линейному 
дифференциальному уравнению

Ф1’(/)4-ВоФГ(О-^(О (2.12)
где
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0(0 л о; (о о, (о- 1 о,(/>-^-1о;,10- О

(о֊՜2 <'))-
•Ха— 1 Х2— 1 /

А -1 **»4-1
к, ։х։(«, + 1) + >Ч(«2+1)

1)
2(/^ -1)

(2.13)

Решение 
имеет вид

в 2 _ (г 4֊ (г*2 М)
гх2(х։-: 1) 4- у.։(х24-1)

уравнения (2.12) с учетом условий на бесконечности

ФГ(/) = <ГН' 1՛ ОЩе^сН (2.14)

Используя (2.14) и 
мых функций. Функции

(2.10), найдем граничные значения всех иско-
Ф։ и 4’2 выражаются интегралом типа Коши

Ф. (г)
2 / Ф,՛ (0 ֊ ФГ (/) /( 

2та / г
(2.15)

Компоненты тензора напряжений и вектора перемещения могут 
быть найдены но формулам (2.15), (2.5), (2.6).

3. Рассмотрим частный случай, когда на упругую плоскость 
действуют сосредоточенные силы 2/Р, /'Р, —1Р в точках -,(0; Н),
г.. ( о; 76), г։1(о; /6) соответственно. Решением системы уравнений 
(2.10) будут функции

Ф, (0 = е ՛“ А„

Ф{ (/) = ф;'-(/) +
ЗХ2 Ф 1 ЕХз 4֊ 1 (—

2ехг(1 г ___ г(1 ■• •<■) с2 (г2 - г.;) .
ГХ2 4-1 / Т2 ' 57.2 - 1 (/ 7/ '

2(1 4- -А,) с2 1(1-Г Х2) С.(г3 —д3)

1/2 4-1 I — г3 2*8 4- 1 (/ ֊ г3)'-
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Ф.՛ (О ФГ(0 4՜ _£х_
' И - ( • 1 ) I 2֊.

,____ : / 1 *1) д_ М2 — 0 -4-1 с.

Цгхг4-1) (/ —-уг>Ч-1 / — г2

д 1—г с» (дг2 — г3) , а, (2 I 1 с 1 £ с2 (гд — зд)
~ Щ (/-7С)’ Ч,4֊1 /-Г, ! г/...4-1 (1֊։^ (3.2)

;>,-(/) Л _£1--------- 1 £»..(*։—£1? л ц с-\_
г /—2։ £ (/֊г։)՜ / -23 I -г3 •

где

2/Р 1Р
----- ■ С2 =----- :----------

2г (1 х։) 2^(1 ■/,.)
(3.3)

2£1 I 7 _ 2_(А ^1) (- 1)'՜'
1) + -4М-1))а

/Р֊2С4 /ч) |

>
&•/,(•/,4֊ 1) ■/,(•/., |-1)

:/с(у1 —1) *1 («--!)— (3.4)

(гх., 1)(/>4-Ое 2(гу֊ гу)
-'Л'л-1 О 4-у-1(\> : О

= 2М*1 ~ ~ 1) (£ 2(у- . О (у-1 - О
£ £Х2(а1— 1) Т֊х1(х24 1)

I с!^-'1 (*1 ('г2 14 ^‘'■2 (*! -!- I ))
27.И — 1

/?с= -6.хЛ։(21-г։)-^—Л>4 ^(г, гг)֊^֊֊ (3.5)
5У.а 4- 1 £Х.. 4- 1

_ 2с.2^(1 ха) 2с. ^...4 1)0 ±3)
5 ՝ 4-1 11 • /։ ( /.. 4-1)

п = 2с.к ։ 3 ■/.. (1 _ 4) I 2сйиз— га) ( уе *֊ 1) Ь 
гх2 4- 1 ' 4 - Ь | -1)

^=<•2^1 (г3 Ап) — , 4
£Х,. 4- 1

Для касательных напряжений на границе включении из формул 
(2.7), (3.1) (3.5) получим

_ ______ ՝/.(/■. 4- 2^-2 ! 1______
“Л1(^(4 ֊~17 ; 4(а. И) •«» И" (Н-
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֊ I f dt) . /... ( f (t ՜ O) Sin Bi dt ֊ b f ֊ -cos Bl 
J է՜֊֊ր- / AJ (/ a)— J (/4-o)S+4։

— < — 40 M ic

4 Կ ( Г (кгаЬй!* dt - h Г ™Bt _ dt4 _ 
\J «֊ «)= b- J (/-0)’-ձտ J

— 4Г 

է t
■ /?* I / / Г f cos Bt . . (' sin J?/ \

sin Bt Lj ( —--------  (It I ------------ (It ) 4-
I \J b + b J b±p / 

• - ‘К՛ — л:

Л՞ (/+«)cosÆ Ր sina \
”\J (/4֊ a)2 4֊ ծ2 ,՝ (/ + û)= ֊62 /

— ■* —. »

+ Լ, ( ք ՀԼ֊ ?> dt + b f . _ dt\
(է֊ a)24-62 .) (f-a)2-^b֊ / B +

•“>, — w 

2lE2t _ <t a} 2ЬЕЛ (t 4- a) 
(f Е)" (t - a)֊՜- b2 ՚ ({է՜-a)- ֊ձ֊ր

ik;, (t a) 2ЬЕС(/ — a)
(t-a)֊ + b2 ՝ ((t a)2֊r 62)՜

I
'i'-2z * 2֊zi £ Wi / /Г 'sîn Bt n 

֊-— cos Bt Л) ( ------------- dt1) . 4J B B

I C (/f \ / / i* ձԼճճԼsin
J B T-B ( ) “’AJ (H O)- b:

dt-b\ cosZ>v
(/4֊«)24

a) sin Bt .
— at 

a)2 b2
_cos Bt 

(Г

է t
• Di t /\tcosBt . . I՛ sin Bt ,\

s։n Bt Լ. I ------ dt + / ------------ dl ) Ւ\J B^-B J B-VB )

(t г a) cos Bt

(/ a)2 -b2
dt

sin Bt

(t - a)’2 t b-

a) cos Bt . . Г sin Bt
--------dt Z» ---------------

a)‘ r b'1 , {( — a)s փ b2
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где

//V,/ _ 2Ш.Л _ iN.it + а) ; 2bN.it-]-а) 
В-, Г- (/2 + /֊')2 (1֊а)9 + Ь* ՛ Сц~аУ~Ь^

/.У, и а) 2Л?/,. (I —- а)

(/ — а)2 4- (г ((/ — а)՜ ■ Ь“)‘

с1(у17.,> ֊ь 2/,г • 1) ^Ц. 1 *1) — у-1 (*$ + 1),
:■<,(/!+1) 4- (*>4 П + 1

4//(хх4 1)(^4 1)
+ 1) 4՜ Сч 4֊1))

сд (учуг- (1 — 2-) ~г 1)

£*2 4- 1

2Пс. (/.... - 1)(у_. & 1) 2/. у 1

Ж+1 :у2 ("•։ 4 1) /1(у;-г1)

2сг(у;.--- 4 1) I___ 2^ (у-е I 1> (•• -у1)
ЗХ2 (»! +1) 4֊ *։ (1 + \>) I *1 М (уч ! 1) 4- '1 (*й 4֊ 1))

(1 1 х..) 2с^ а> (1 4-у.^)
ех2 4-1 ' £у-2 I ՛ 1

Р 2։Ьсл(1 *,.)(1 — *>)
։՜ 6 “^4-1) 4-^(^4-1)

<4 (у? 4֊ 2*։ -) £у-. (1 ! у1) У1 (у:! 4- 1)
27... (х։ 4-1)4֊ у։ (у2 I- 1) ® (£У-2 4-1)

4И(*1 4-1) (зу.84-1) I с 2у7 ; 4- ах, (к, — 2) 
^1(^(у։ 1) • ууг 1))1 ' с‘ - I)

уУ 2^1 (1 — (у-1 4- 1)

5 £ \( ут 4-1)4 у ։ ( у-з4֊1)

= С2 (у? 4֊ 2\ 4- -) I 4/6 (ха 1) (2 4- уч)_______
57. (X, — 1 ) - 7Ч (X,. - 1 ) I -к. (3\. (7.։ 4 1)4֊ у> (у2 4 1 )

2/г(1 4-л) 2с,. 0^4-1) 
:л | 1 • 1

2/6сп (I • у.) (17., 4-2 4- 2г.)

гх2 (•/., |-1)4- (7.։ 4 1)
В. г֊. ,В

Вычислены значения касательных напряжений и -..и-.- в некоторых 
точках при различных значениях г и к..

Вычисления проводились при следующих значениях исходных па­
раметров:

՝л. = ՝?п>:= 1/3, а = Ь = / 1 ед. длины.

Интегралы были вычислены на ЭВМ „Наири“ с точностью 
од-ю՜4.
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Значения величин
0.3гмУ | 0.3г:,«.

при ку - 0.3/ ед. длины

приведены п табл. 1, з значения величин 1.5г^м2
Рк, "ри

- 1.57 ед. длины в табл. 2.

Таблица I

Величина 1
1 >

0.1 0.2 0.3 0.5 1.0 2.0 3.0 ■1.0 6.0

0 2(1 0 100 0.138 0.160 0.227 0.1ы> -0.029 -0.001 -0.020 0.021
0.4(1 0.073 ֊0.117 -0.174 - 0.239 0.154 0.006 о 009 - 0.048 0.002

О.ЗК.уД 1 по -0.050 -0.096 -0.139 —0.197 -0.122 0.020 0.004 0.013 0.009
Р*։ 1.20 0.055 0.105 -0 146 -0.1‘М -0.101 0.043 0.013 0.00-1 -0.001

2.00 0.047 ֊ 0.090 -0.125 -0.173 0.067 о. ом П.016 0.006 0.015

0.20 0 о?! 0.145 -0.206 -0.258 0.179 0.028 0.013 0.002 0.002
0 10 -0 075 ֊0.151 •1 2.Н 0.253 -0.16-1 ֊ 0 012 0.000 0 он 0.(102

0.3^у| 1 (И) —0.082 0.156 0 210 -0 252 0.126 0.037 0.015 -0.(106 0.008
Р*1 1.20 -0.073 0.139 -0.189 ֊0.238 -0.131 0.028 0.018 0.001 0.008

2.00 —0.071 -0.136 0 187 -0.254 0.117 0.041 0.023 0.008 0.023

Таблица 2

Величина г 0.1 0.2 о л 0.5 1 о 2.0 3.0 4.0 1 6.0

и.20 -0.078 ֊0.147 -0.201 0.255 ֊0.182 -0.033 -0.011 -0.004--0.001

1.։ 
л/#

0.40
1.00

0.080
֊0.084 о о —

• *֊
<<

| '.У
-2

 Ю -0.214
-0.218

-0.262
0.273

—0.179
-0.176

0.020
-0.001

-0.003
0.008

֊0.001
0.006

0.000
0.002

1.20 -0.0-85 -0.161 -0.187 -0.275 -0.175 0.003 0.010 0.006 0.003
2.00 0.088 0.166 -0.226 0.28-1 ֊0.175 о.ою 0.015 0.010 0.005

0.20 —0.067 -0.128 -0.179 ֊0.237 ֊0.149 ֊0.003 -0.011 ֊0.009 0.004
0.40 —0.060 -0.116 0.147 0.218 -0.120 0.025 -0.00-1 ֊0.004 0.004

1.5г-»у । 1.00 0.048 и о*з ֊0.131 -0.176 -0.072 0.059 0.011 0.000 0.001
рА-, 1.20 —0.046 0 088 -0.124 0.167 -0.063 0.064 0.013 0.003 0.00(1

2.00 -0.030 0.075 —0.105 -0.140 - 0.037 0.078 0.020 0 005 0.000

Как видно из таблиц, на линиях контакта включения и полу­
плоскостей возникают касательные напряжения значительной вели­
чины.

Автор выражает признательность К. С. Чобанину за постановку 
задачи и цевиЛ՜-֊ указания в холе решения.

Институт мптсмлтмн и ысхпнивм 
АН Армянском ССР Поступила 26 XII 1967
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A. S. KHACHIKIAN

EQUILIBRIUM OF NON-HOMOGENEOUS ELASTIC PLANE 
WITH A THIN-WALLED ELASTIC INCLUSION

S u in in a r y

The elastic equilibrium of the two half-planes with different con­
stants combined by thin-walled inclusion (layer of glue) under the action 
of concentrated forces is considered.

The behavior of the tangent stresses near the inclusion in case 
of three concentrated forces is investigated.
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С. X. ГЕВОРКЯН

ИССЛЕДОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ РЕШЕНИЙ В НЕКОТОРЫХ 
ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ АНИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ

Задаче кручения составного призматического стержня посвящены 
работы |1 7| и другие. Исследованию плоской задачи теории упру­
гости анизотропного однородного тела посвящены работы Д. И. Шер* 
мана [8]. С. Г. Лехннцкого [9], Г. Н. Савина [10], С. Г. Михлина [II], 
А. А. Баблояна, В. С. Тонояна [12] и других.

В настоящей статье методами, развитыми в работах J13 14], 
исследуются особенности напряжений около угловой точки: а) попе­
речного сечения скручиваемого стержня, составленного из двух раз-
личных анизотропных тел: б) п плоской 
родного тела, когда окрестность угловой 
нагрузки.

Рассматриваемые задачи приводятся 

задаче ортотропного одно* 
точки свободна от внешней

к трансцендентным урдвне-
ниям относительно порядка особенности, зависящего от величин углов 
и деформатинных характеристик составляющих тело материалов.

§ 1. Рассмотрим задачу о кручении неоднородного призматиче­
ского стержня, составленного из двух тел, обладающих цилиндриче­
ской анизотропией следующего вида: одно из главных направлений 
анизотропии совпадает с осью г и в каждой точке имеется плоскость 
упругой симметрии, совпадающая с поперечным сечением стержня, 
остальные два главных направления анизотропии составляют фикСИ-

ровапньгй угол % ( О,- — ) (г 1. 2) с направлением радиуса-век­

тора г. Допустим, что линия раздела областей поперечного сечения, 
соответствующих материалам двух тел, выходит на контур попереч­
ного сучения. Ветни контура поперечного сечения и линию раздела 
около угловой точки примем прямолинейными. В случае криволиней­
ности их можно заменить касательными. От этого характер напряжен* 
кого состояния в бесконечно малой окрестности угловой точки не 
изменится.

Поместим начало полярной системы координат г, & в угловой 
точке контура поперечного сечения, причем отсчет угла О будем про­
изводить от направления линии раздела (фиг. 1).

Из обтащенного закона Гука имеем
•ЛО <7 « 

в

но

-tO (/ = 1, 2)
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'жж=жии 1՛ I-------------------- м

Коэффициенты а$, а$, a'.j) определяются формулами

«й* «й cos2 0/Q 4- otC-։> sin2 0/в

<՛=4<<’-<՛)sin 2s֊» о-п£
а55 ~ а-М sin’ ^'0 " а8 C0S? $«» = 1 •

где а’.р, о’-'з * — упругие постоянные по главным направлениям анизо­
тропии.

Когда 5,(1 ֊ 0 или —• 
2

получим ортотропные тела с цилиндриче-

ской анизотропией.
Функцию напряжений ՝Г(г, 0)э удовлетворяющую в областях I и П 

дифференциальному уравнению |9]
<М։ 
дг- г Or<jb

1 <R* 
г։ (№

о(п А —
П г дг

(г=1, 2)

֊2« (1.2)2а‘£

где >—относительный угол закручивания, и условию

>Г (г. 0) = 0 (1.3)

на контуре поперечного сечения, представим в виде

'1' (г,
Ч\(г, 0) 0<0<5։
’Г2(г, 6) ֊ О2<5<0

(1.4)

Из условий непрерывности на линии раздела областей функций на­
пряжений '1 и перемещения п՛ вдоль оси стержня и из (1.3) имеем

Ч’1(Г։ 6,)=.0, Ч\(г, — 02) = 0, ‘ГДг, 0) = Ч\(г, 0)

֊4՜« г <։>)+֊
От г 0^

<>Ч* 1 г)’1։ при 0 = 0 (1.5)
аг г оу
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Функции 'Г,-(/ - 1, 2) можно представить п виде

'Л(г, 0) > Ае(9)4-Фго(г> 9) (/= 1. 2) (L6)

где ՝։*/(.(г, 9) частное решение граничной задачи (1.2), (1.5). 
)2

Подставив (1.6) в (1.2) и раздели» затем на г , получим диф­
ференциальное уравнение

й"?нг 2,.{4֊ ^-044= О

решением которого является

н.- (G) = е (At cos i-t ),■ rJ — Bi sin f-i rfi 0) (/ — 1, 2) (1.7)
где

Удовлетворив граничным условиям (1.5), из (1.6)—(1.8) получим

'1 ~ ~ *•
Aj cos /ЗД В, sin -- 0

A.2 cos л?/Л. ZJjSin ~ 0 (1.9)

.4, A, = 0. M = 0
где

Mi = л,- (ag - ag) — (ag 4֊ ag)
M = + (/=1.2) (1֊10)

Из условия существования нетривиального решения 'однородной си­
стемы (1.9) линейных алгебраических уравнений относительно AJt .4., 
Д, В. получим трансцендентное уравнение для определения >.

(М — sin лЗД sin ••/A Л\ sin cos/ЗД

-t N.. sin cos = 0 (1-11)

Частное решение '1(г, £) можно представить в виде

՝l'։u(r, f ) re ’ (Aocos2p/j т j9,'o5in23/j)— (1.12)

где коэффициенты А, , /В,., определятся из (1.5).
Общее решение граничной задачи (1.2), (1.5) можно представить 

в виде „ряда Фурье“
со

֊* IF,(г, 0) = 2 сЧ' ’Г!1' 4- Т,о (,- 1. 2)
4-4

по собственным функциям
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'1 У (г, Ч) г х е ( A, cos /^;Г) • 5,-sin ч,л -') О* 1, 2; £~1, 2 --) 

соответствующим собственным значениям ч, определенным из урав­
нения (1.11), все корни которого, как это нетрудно показать, дей­
ствительны.

Компоненты напряжения ~г- и "о.- определяются по формулам

Из представления функций ՝1',(г, G) в виде (1.6) и (1.13) видно, 
что если 0-< /. <1, при приближении к угловой точке контура напря­
жения неограниченно возрастают. Порядок особенности в этом слу­
чае равен л—1. Поэтому задача о выявлении особенностей напря­
жений сводится к исследованию в интервале (01) существования кор­
ней трансцендентного уравнения (1.11).

Рассмотрим частные случаи.
1. Составляющие стержень материалы одинаковы. Тогда

М, =М„ Nt = JV„ 3. = р, = ?,,= |/ аУ 
' а55

и уравнение (1.11) примет вид

/V, sin/;30 4 б։) = О * (1.14)

Из (1.14) видно, что при

& (*! + *,)>- (1-15)
напряжения имеют особенность. Когда главные направления анизотро­
пии совпадают с координатными линиями, условие (1.15) принимает 
вид

| ֊r('VA)>* (1.15а)

Формулы (1.15) и (1.15а) показывают, что, в зависимости от главных 
упругих постоянных и угла 0,,, особенности могут появляться на вы­
ступающих углах 0х 4- б." и не появляться на входящих углах 
0։ 4’ Этот результат можно было получить при помощи аффин­
ною преобразования в полярной системе координат.

2. Допустим, что ^1<С՜ и нФ такие, что в угловой точке кон­
тура поперечного сечения однородного стержня напряжения имеют 
особенность. При помощи численного примера покажем, что увеличе­
ние данного угла за счет другого материала может привести к устра­
нению особенности.

3 Илвеешя АЛ АрмССР, Механика, № 4
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Пусть — - > &10 = $20 0, а,(։‘? 37 ^֊. «Л? = 1 тогда при
б ' кг кг

%<.—՝ и а^-/ 1^-. аЦ) =16^-- напряжения в угловой точке кон-
2 ‘ кг кг

тура поперечного сечения не имеют особенностей.
§ 2. Рассмотрим характер напряженного состояния вблизи угло­

вой точки контура поперечного сечения скручиваемого призматиче­
ского стержня, составленного из двух ортотропных материалов, когда 
направление касательной линии раздела в этой точке нс совпадает 
с главными направлениями анизотропии составляющих материалов 
(фиг. 2).

Функцию напряжений '! (х, /у) представим в виде

у/)- 0

где ՝Р։(х. у) (г՝ — 1, 2) удовлетворяют уравнению

о«)^_2о1о±1''. +а«> _2мм дх’ " дхду д,/

и граничным условиям, аналогичным условиям (1.5)

(2.1)

(1)^'1 (П^’1- «45 — + "55 -V՜ = "Г? -Г-Ох Оу Ох
п—՛ при у = 0

‘1\(х, 0) Г„(г, 0), Ч 1 (л, кгх) = 0, ՝Г2 (х, к2х) = 0 
(2.2)

где кг, к» — угловые коэффициенты касательных ветвей контура.
При помощи аффинного преобразования рассматриваемую задачу 

приведем к соответствующей задаче для составного изотропного 
стержня с несколько измененными контурными условиями.

В данном случае это преобразование имеет вид

х',. = х-]֊^у. У,=^у (7-1,2) (2.3)
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где
| а ՛ ,;

3 (2.3)

индексы 1, 2 относятся к верхней и нижней полуплоскостям соответ­
ственно (фиг. 2).

Введем полярную систему координат, связанную с (л֊՜, у') соот­
ношением

х’ = г cos 6 у՝ — г sin О

Уравнение (2.1) и граничные условия (2.2) для функций Ч՛, в 
ноной системе координат примут вид

<яч\ 1 <>4;
Г/Г֊ Г 0 г

±o;՝V, 
Г- I'՝.՛-

= 2C,v* (2.1а)

(-^) + о,й>4|>)^* + <։1^ ֊;՝ ֊

= (~ а™ - ag>a£>) у-= - al? при G = 0 (2.2а)

՝Г1 (г, 0) = ч; (г, 0), ч\ (г. с։) = о, ч; (r. oj -= о 
где

к' 0<։)
6‘ = nrctgi

Представим функции '1\(г, 0) в виде

Ч'/ (г, 0) = г ՛ (.4; cos t(rJ — Bi sin >./0) — ’Кд, (2.4)

где 4՛к,— частное решение уравнения (2.1а), удовлетворяющее усло­
виям (2.2а).

Подставляя (2.4) в (2.2а), получим

)-, = /. — / Ai А., = 0, /1։ cos/rJ։ -г Bj sin /.9, 0

А-. cos /Я.. ֊ В2 sin ).Qg = 0 (2-5)

(֊ a',? 4- 'aC’>) А։ + ^В. - (֊ ag + ^а^В, О

Условие существования нетривиального решения системы (2.5) можно 
представить в виде

(р 4- 1) sin ՝! (Gj 4- 'j։) (ja l)sin/. (G։ G2) sin / sin >.O2 0

где (2.6)
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<.Й7" ։_
' ■ да I о*>< <

_ 2«-О _ 2(<у-<) 
“ss1 7' 1' «я'п'л| — а',’1’

Аналогично вышесказанному, в угловой точке контура поперечного 
сечения напряжения имеют особенность, если трансцендентное урав­
нение относительно /- (2.6) имеет корни в интервале (01).

В частном случае, когда составляющие стержень материалы оди­
наковы

Р = 1, ’ = 0 (2.7)

уравнение (2.5) принимает вид
sin/.(0։ 02) — 0

откуда видно, что при напряжения имеют, а при “
не имеют особенностей в угловой точке. Можно показать, что аффин­
ное преобразование (2.3) при условии (2.7) выступающие (входящие) 
углы оставляет выступающими (входящими). Таким образом, у одно­
родного анизотропного стержня, как и у изотропного, напряжения в 
угловой точке имеют особенность только на входящих углах.

§ 3. Пусть поперечное сечение цилиндрически ортотропного приз­
матического тела, подвергнутого плоской деформации, на контуре 
имеет угловую точку ((риг. 3).

Замена ветвей контура касательными не влияет на характер ре­
шения рассматриваемой задачи вблизи этой точки. Поместим начало 
полярной системы координат г, О в угловой точке контура попереч­
ного сечения.

Функция напряжений /'(г, 0) удовлетворяет уравнению [9]

/.. । .4 «
d'F , 
(Уг‘

1 &F 1 &F , _ 1с*1/7

1 d*F а-, - ------
F 0r<№

1 d-F
°։ ~ T7 r- (fr-

1 д-F 1 dF л--------a.------------ = 0 
F----------- ’ F or

(3.1)
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где
«П«33 ~ «В aX2U33 «13«23а. ------------- > а.> — --------------------

«33 ՛ «33

°32«3.1 «Л 0«3 ------------- • «։ ~ «нв> «5 «4 2а2
«33

Компоненты напряжений определяются формулами
f 5r=±^ + J^, , = (3.2)

г дг г: (А- (.л- дгдЬ \. г /

Функцию F(r, 0) представим в виде

Г (г, &)<=гх+10(О) (3.3)

Подставляя (3.3) в (3.1), получим дифференциальное уравнение от­
носительно W (0)

6։h,v -6а0п 4֊М = ^

где
6։ ffj, Ь2 '&аЛ 2а։, '4аз —'*(«з — «1) 1՜ а1

общее решение которого можно представить в виде

0(5) Л ch «0 cos 35 - В shreds SO С ch sin 39 -|- Dsh ^-0 sin 35 (3.4)

где a, i определятся из соотношения
Н

+ -ж / ֊ Fa.. ֊ 2а1 ± I /Л(а5 4а,аа) 4 (а՝а., 4֊ аЛаЛ У а';’)
Г ? 2^

Допустим, что края 9 = 0 и 0 = 01 свободны

= VQ ֊ 0 при 9 = 0, 9 = 9։ (3.5)

Удовлетворив условиям (3.5), на основании (3.2), (3.3), (3.4) получим 

А О, 1В |- ЗС ֊ О

В sh cos 36։ 4- С ch sin 4՜ В sh лб, sin = 0

/з ( - 3 sh a9t sin 36։ ֊ a cos 36t ch a9։) C(/ ch cos ,35j 7 sh »9,sin 30։) -p

D (3 sh aOx cos /5j — a ch а9г sin (Й։) = 0 (3.6)

Условие существования нетривиального решения системы (3.6) 
имеет вид

х2 sin- 3£»j = ?/*’ sh‘‘ «9։ (3.7)

Из выражений для функции напряжений и компонент напряжений 
пилио, что если 0<^Re/.<^I, то в угловой точке напряжения имеют
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особенность порядка 1<е>- 1. Значения / определяем из трансцен­
дентного уравнения (3.7).

Автор выражает признательность К. С. Чобаняну за постановку 
задачи и за ценные советы в ходе решения.

Ереванскип политехнический институт
им. К- Маркса Поступила 26 XII 1967

II. Խ. ԴՆՎՈՐԴՅԱՆ

ԼՈԻԾՈ1՚ՄՆհ1։Ի 1>ԱԱԿ1՚1114»-յՈ1՚ՆՆ1։1’1՚ ՈԻ11ՈԻ1րՆԱՍԻՐՈ1՚1-»-ՏՈ1*ՆՐ.
ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 1ՈԼՐ11 ԻՆՆհՐԻ 11.Ո1ԼԱԴ1Ս|11.;.Ո1՝^511.Ն Տ1;11Ո1՚ր511.Ն Ս՛Ի 

ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐՈՒՄ

Ս. մ ։|ւ ււ փ ո ւ մ

ներկա հորված էէէմ' \iii- /5] աշխւստանրնե րի մեթոդներով, ուսումնասիր­
ված են' երկու տարրեր անիրէէուրար ն յութերիր ր ար կտրած , րարարրյլպ ոքոր- 
վոզ ձորի րն պա յն ական հատու քթի անկ յունային կետի մոտ լարումների ե- 
ր ակիութ յունն երրւ H turn մնա սիրվաւ) են նան' օրթոէորար Համասեռ մարմնի 
Հարիք իւնրրի յուծումների հրակիութ րւլններր, երր անկյունային կետի շրշա֊ 
կայրր արատ է արտարին րեոիէքէ

Դիտարկված խնրիրներր րերվում են անկյունների մ եծ ո։ թ յունն ե րի ր և 
նյութերի րեֆորմ աւքիսն հ ատկություններիրյ կախված եզակիության կարրի 
ն կ ա տ մ ա մր արա ն էէյյ ե ն ր ե ն <Ո հ ա վա ս ար ս ւ /1' ն ե րի:

Տ. SH. GEVORKIAN

THE INVESTIGATION OE SINGULARITIES IN THE SOLUTIONS 
OE SOME PROBLEMS OE THE THEORY OE ELASTICITY FOR 

ANISOTROPIC SOLIDS

S u m m a r y

In this paper we investigate the singularities of stresses at the 
corner points:

a) the cross section of a twisted rod of two different anisotropic 
bodies:

b) in the plane problem of orthotropic homogeneous solids when 
the neighbourhood of an angular point is free from an external load.

The problems considered are reduced to the transendental equations.
The relation of the order of singularity from the magnitude of 

angles and elastic moduls of materials are considered.
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Г. Е. БАГДАСАРЯН

КОЛЕБАНИЯ КОАКСИАЛЬНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК С ЗАЗОРОМ, ЧАСТИЧНО ЗАПОЛНЕННЫМ 

ЖИДКОСТЬЮ

Рассмотрена задача колебаний коаксиальных круговых цилиндри­
ческих оболочек конечной длины при условии, что область между 
оболочками (зазор) частично заполнена несжимаемой жидкостью. Най­
дены частоты колебаний системы в зависимости от глубины заполне­
ния и толщины зазора.

1. Пусть коаксиальные цилиндрические оболочки имеют длину / 
и глубина заполнения равна Ь {Ь I).

Координатную (срединную) поверхность оболочек представим 
координатами ъ— по образующей и / — по дуге поперечных сечений.

За основу принимаются следующие предположения:
а) гипотеза Корхгофа-Лява о нсдеформируемых нормалях [1|;
б) общеизвестные упрощения теории оболочек с большим пока­

зателем изменяемости;
в) жидкость между оболочками совершает потенциальное дви­

жение;
г) волновое движение на свободной поверхности жидкости слабо 

влияет на колебание оболочек [2, 3|.
На основе принятых предположений система уравнений колеба­

ния оболочек имеет вид

А уо|> 1. А 22^- = О 
Е/ Л/ R.

\ с)Ч>< (1.1)
— 4 — - ֊ X,-

R, от՝ <11
0 = 1, 2)

причем индекс / 1 относится к внутренней оболочке, а /=2
— к внешней.

В системе (1.1) ш, - прогиб. '1>,- функция напряжений, R, ра­
диус, /?,- толщина, Е,- модуль упругости, 'ч — коэффициент Пуас­
сона, — плотность материала /-той оболочки, Л нормально прило­

женная пйешняя нагрузка.
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В случае рассматриваемой задачи для Z,- имеем

4

О

г, , . \ v’w; I— ’)—72—I "Ри

пр։։

0<а<6

b <Z -у. /
(1-2)

Здесь — возмущенное давление жидкости, £ ускорение силы 
тяжести, плотность жидкости.

Из интеграла Коши имеем

о
dtp

■° dt Г Ri
(1.3)

где з потенциальная функция возмущенного движения жидкости, 
удовлетворяющая уравнению

d*? 1 <?с 1 - о

dr֊ г dr г дЬ2 да*
(1.4)

в области, занятой жидкостью, и следующим краевым условиям на 
Гранине этой области:

1 dwi
dr dt

(1.5)

^!г֊й։==
dr г «4

dw. 
dt

V’ |а U-:
dtp
да o=0

0 (1.6)

др 
dt 1 — 6

= 0 (1.7)

Для определения функции у, как это следует из (1.5), необходимо 
определить радиальные скорости стенок оболочек. Поэтому прежде 
всего обсудим вопрос о формах смещений стенок оболочек.

2. Предположим, что оболочки шарнирно оперты по торцам. 
Тогда решение системы (1.1) запишем в форме

N
ич cos n{J V IF'։ ‘ ՝ (/) sin k,a 

։=1)
л. (2.1)

Ф,- — cos пО У Ф.Т ' (0 sin
։■ О

где /.։ (тп -т- 5) м,7, т число полуволн изогнутой поверхности вдоль 
образующей, п — число волн в окружном направлении, 1^1,1'(/) и Ф«'(О 
искомые функции.
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Исходя из (2.1), гармоническую функцию 7 представим в виде

о = сое л-՛
Л՜
У [4, (О (՛ 4г) /МО А՜,, (/ .г)] 5’ш / л •-

-г У (С; (/) .хЬ ч,* 4- /-); (0 сЬ Ч/*] ’Г„ (ч/г)| 
/=։

(2.2)

где /,,, А'„ функции Бесселя чисто мнимого аргумента первого и
второго рода,

У>, (Ч/Г I _ ) II (4>г)

7«(Ч?/?։) Ул(Ч;/?։) (2.3)

Уфункции Бесселя действительного аргумента первого и вто­
рого рода порядка п\ 4, (/), 5, (<), С,(/1, /7, (/) и ч( — некоторые 
величины, которые определяются из условий (1.5) (1.7).

Подставляя равенства (2.1) и (2.2) в соотношения (1.5)—(1.7), 
получим

иди
.. г р ч</1г42։

Ап (>-։А\) ֊֊7֊՜^ 77֊
о г аг

В.Ц)

'•> [Г. (Д/е։) АМчЯ... ) 4(чЯ2) <(),А>։)]

/л ('֊«А,) /„ (/ »А2)

С;(/) =
՝ -7 — А\Ч л (։И/А:) —- ------1- А’ .ч „ (^л/А.) ——

Т- ч 1 «Л/1 (1։ (И

^(/) =

(2.4)
Лая,.<1п/.Л6 - >.։ вЬ Ч/б р пг / он* /
1----------- Гц—2-------- --- А։ч „ (а,։//?։) —— -ь я2՝\ п («я/А\) ——

■+ Ч, (1! сП

где т-п, корни уравнения

]п (х.у/г.) Г (ч/А.) - (7П/ А\) у;, (ч?А\) - 0 (2.5)

Учитывая уравнения (2.2) и (2.4), для давления жидкости на стенках 
оболочек из֊ (1.3) находим

7(‘) =—Ро.соз п 4։"($) 81 п л,а -4֊
5-П-4}
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to
— V(zr.'’(s, y)shan/a-f- A'՜ (s,j) ch a„/%)

>-։
dW(" , 

dt

-r| 5i°(s) sin a,։ -r W ($> /) sh fyx + M' (s, y) ch a„/c) j. (2.6) 

Здесь

A</)(s) Kn (/., А.Л ln ) - /,', (>.,/?g) Kn (KRi)

« (X։/?x) £?(a, A2) - A (ZЛ:)К'„ (/.. A\)|

B(/)( _ A. (A, At) A„ (a, R,) - A< (k>A\) A. (a, A,)
1 " as [л a;,(;։a։)|

^(s,y)
Mpg а,А/1А(«л?А1)>Гя (an,A,)  _

^\s Jj^________ аХ’Г,, jan/A..) 4'„ (tnjR, ) 

2 \ t-niR\/ 2 \ 7,lfA>/

A](X,։| SIH As/) /,s sh ^-r.jb} M ri (Хл;А։) '! n {'^n;Ri )

-^)| vfi--T3y.(<s//f.)
I 2 \ *njR\/ 2 \ a^A2/

. । Aj (X,։y, sin f-sb Aj sh ^п)ЬУ ti 4'. о (^-njRi )

Подставляя (2.1) в первое уравнение системы (1.1), для искомой 
функции $'?'(/) будем иметь

Таким образом, все искомые величины выражаются через функции 
ГР(0 и ^2>(О.

На основе вариационного метода Бубнова-Галеркина из второго 
уравнения системы (1.1) для определения и 1^1'(О получим
следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

I ֊г֊ + (^.")Vт|’>(к, 5) 1/2^;՝> ■ -и 

а/՜ dt՜

л՛ П1>{2) л'
4֊ ту) (к, 8) — „֊֊ 4 У № Г։(1) = 0 (2.8)

Г^О 1^՜
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■***' Л) ^т|Л(Л, «) <Р*^1> +

П <>Р

К /ЛП71” Л՛

2 и. —/.*1

^'т'-Цк, 5) ֊ '- 4- V Ь^1: -. О (£֊0,1,2,..., /V)
Г?о ’ <#' Гл

Здесь

2?и.п) = ^
«I

12(1 у?) 

/г; а; ,-՛

"I -^- £У . 12(1 -Ч) 
л; 1 л?А5 .։ \з

А = £Л

6( в ₽

12(1

1 — соз (л.

/<

- М ь

£.Л?՝

12(1 >■)

1 --- СО5 <Г., — X*) I)

֊М’

/ад, I

тГЧА՛,։»“-֊2֊

1 соз (/. — 1-к) Ь 1 СОЯ и. Ал) 6

I Д' ” I 3) I 5*П ^'* /'1՜^ Ь ^1П ( /, Г / л) Ь
I 2 (а* — А*) 2 (а* 4՜ А&)

Дл.сЬ 3„,6 31П Г;ь — /ч зЬ ?г,у Ь СО5> кЬ _
.2 <

п^Цк. ։) = -^2֊|вГ’(։) ян (<■•» — ^к) Ь з։п (л, г а*) 6
2 (>.֊>*) +

4 /Й։)|

Зя/ сЬ Зя/б 5*1П >.кЬ — /; $Ь аяд6 СОЗ 1-кЬ

'к 4- 3Я/ зЬ «яУ6 51П г.кЬ г;. С И г„ ,Ь СО 5 ' кЬ

т\‘Чк, ։) : $-։-Ы‘ (։)

- <ль4- ।

з։пР,— »к}Ь 31П (/. 4-'*) 6

Д{4 дя/сИ ая/-6 &1п >кЬ- > к зЬ яиу6 соз * ьЪ
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+ у)
•к 4 «л/ вЬ Т,։/Ь 31П 1кЬ — '>к сЬ 7„; 6 СОЙ >.*6 

г,- ՛ ;2'-к

т\:Чк, з) — —
•• ՝

зт (X, — >.д.) 6 _ з!п (К 4- Ь
2р֊,֊М 2 (Хл + М

о 'л ■ .. *п> ей ап/Ь 51П >кЬ — (-к зЬ 2„,Ь сое /-кЬ
1$, }) > ■>

ая/ : >к

пге), .. 'к 2П] зЬ Ь 51п > кЬ — 1-к ей а„, 6 соз /-ьЬ I 
4՜ «■! (з, у)--------------------------- я-----------------------------------

ял/4",-Л- I

где (к, п) и (А-, п)—частоты собственных поперечных колебаний 
внутренней и внешней оболочек соответственно, т՝.՝՛՝ (к, з), т[*'(к, з) 

коэффициенты присоединенных масс, Ьл1 коэффициенты гидростати­
ческого давления жидкости.

3, Рассмотрим случай А7=0, тогда из (2.8) имеем

|1 + т',"(0,0)] (0, п) №\:՝+т':"

(3.1)
[1+|^> (0,0)] —^1' + а:'(0, „> |^:)+ т1,՜1 <о. 0)- 4^и7»՜’ = о

1 ™'п(0.0)

Решение системы (3.1) может быть представлено в виде

-С1е'*', И՜՝’ (О - се'"' (3.2)

где С] и с некоторые постоянные, •» частота колебаний.
Подставляя (3.2) в (3.1) и приравнивая определитель нулю, по­

лучим следующее уравнение частот:

[(1+т‘։)(0,0))(1 ‘ т^>(0, 0)) /п'։-)(0, О)тЦ։)(О, 0)]«?

- 1(2?(0, п) бУ?)(1 ֊ т?’(0, 0)) (1>5(0, п)+Ь՝Л,)Х (3.3)

. (1+т11',(0, 0)]...= (”?(0, п)֊ 6^)(2И0, л) 4Й>) О

Полученное уравнение (3.3) может быть использовано для иссле­
дования частот собственных колебаний рассматриваемой системы.

Если одна из оболочек является абсолютно жесткой, то для 
частот колебаний соответственно получим

^2(0, п)
1 4֊/п^(0, 0)

2?(0, п)

при £>։ = з-

при О., — сс
(3.4)
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4. Для иллюстрации рассмотрим числовой пример осесимметрич­
ных колебаний системы, принимая Еу — Е2 — Е, /)} />.. = /։, [/„

[> = 8у0, т 1, / — г./?։, Л—0.01/?։.

При этих исходных данных приведен график зависимости ча­
стот собственных колебаний системы <՛• от глубины жидкости Ь при 
различных значениях отношений радиусов оболочек /.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 18 X 1967

Դ. Ա. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ

ՀԱ11Ս.ՈԱՆՑՔ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԸ, ԵՐՈ ՆՐԱՆՑՈՎ 
ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿՎԱԾ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅՈՒՆԸ ՄԱՍՆԱԿԻՈՐԵՆ ԼՑՎԱԾ Լ- ՀԵՎՈՒԿՈՎ

Ա մ ւ|ւ n փ n ։ մ

Դիտարկված է' երկու համս։ոանղր, կլոր, </երդավոր երկարությամբ, ղլա֊ 
նային թաղանթների տտտանումների ի՚^՚ւ/՚ք՚ր ՚ ^['F թաղանթն հր tuf սահմանա­
փակված ւոիրույթը մասնակիորեն լցված կ անսեղմ h/ի հեղուկով։

Ա տարված են աոն չութ յունն ե ր' ոիսսւեմ այի սեփական ւոաաանումների 
Հաճ'աիւ ական ությ ունն երի որոշման համար ։

Ուսումնասիրված կ [i/ված հեղուկի շերտի իւււրության ե լայնության աղ- 
ղԼցություննհրը սիսաեմայի սեփական տատանումների հ աճա իւ սւ կան nt թ/ոէն • 
ների վրաւ

G. E. BAGDASARIAN

THE VIBRATIONS OF COAXIAL CYLINDRICAL SHELLS WITH 
A CLEARANCE PARTIALLY FILLED WITH FLUID

Summary

The problem of vibrations of coaxial circle cylindrical shells of 
finite length is consedcred when that the region between the shells 
(clearance) is partially filled with incompressible fluid.
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Depending on the depth of 
rance the vibration frequencies of

the filling and thickness of the clea- 
the system are found.
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Г. 3. МИКАЕЛЯН

УСТОЙЧИВОСТЬ СЛОИСТЫХ ОРТОТРОПНЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ПОД ДЕЙСТВИЕМ 

ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ НАГРУЗОК

Среди многочисленных исследований устойчивости упругих обо­
лочек все чаще встречаются задачи, в которых начальное напряжен­
ное состояние оболочки считается моментным |1 -5|. Эти исследова­
ния проводятся на основе уравнений, полученных в монографиях [6, 7] 
с учетом гипотезы Кирхгоффа-Лява. Вывод аналогичных уравнений с 
учетом сдвига в срединной поверхности оболочки приводится в ра­
боте В. М. Дарсвского |8|.

В настоящей статье рассматривается устойчивость несимметрично 
собранной ортотропной замкнутой цилиндрической оболочки под дей­
ствием равномерно распределенного внешнего давления и нецентраль­
ного* осевого сжатия. Предполагается, что докритическое состояние 
оболочки является осесимметричным и моментным.

1. Пусть круговая цилиндрическая оболочка составлена из слоев, 
материалы которых ортотропны. Рассмотрим такую оболочку ч систе­
ме криволинейных ортогональных координат а, 3, ; (фиг. 1).

Предположим, что плоскости упругой симметрии материала каж­
дого слоя перпендикулярны к координатным линиям а, 3, Будем 
считать, что для всего пакета упругой оболочки в целом справедлива 
гипотеза недсформирусмых нормалей.

Допустим, что оболочка нагружена симметрично относительно 
оси и ее осесимметричное напряженное состояние является моментным.

Имеем следующие уравнения равновесия и устойчивости оболочки 
[9-11]:

' В отличие от общепринятой схемы центрального осевого сжатия, считается, 
что сжимающие усилия приложены к торцам оболочки впецентренпо по отношению г. 
толщине стенки.
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£(«,.)?- Цаъ) и» = - ■ -/- (а», а») - - ----- — ~
2 R От-

(1.1)
1 д-ъ

£(а*) ? = £(ш, у) 4-— ֊4֊ г/ 
R <>а-

£(й,)ос £(аь)о?о----~ £(о;о, о?<») — £ (ого :о)----------- ——
R дг2

Ь(Ь,}'‘Ы- Д(ад)5с £(ото, о<р) 4- [ (ою, а) — /-(ос, а»)

(1.2)
1 <>,;(ос)
R д<*

Здесь то — нормальное перемещение, ? - функция напряжений, 
оц< и ос. — соответствующие вариации

. . . д'
На.) — а.-------Ь а»-------  а-.■—" <М» (ф

л т ’• • д* 1 д"
Ь (ад-) = ад — ~ а5 —— „ а0 —

։\ д1х. С,1У. д'х °:У -2-֊- д'у-
’ 0^ <?32 с»5г <7яс 0^ дъд$

где

— о (^42^11
□и

О = СпСо.— С\2

о Г, ֊ (л;, с։г ֊ 2/г1։с։... । к։։с1։ > - г
^ве

и« “ ^14^22— ^:.2^У2)

Ц։—о (/^й С... — 2КпКпС12

6.. 2.|д1й ֊ |Л'„А'и.а. (КпК.,. 4- сх.

к' ՝ \ ।
+ /СЛХ„14 2| А«--֊

~ ^2- 0 [К-22( п
•Ям

- 2А;,Х1,С։;։ 4֊ А'?>с.,2)

■1 Известия АН АрмССР, механика, № 4

Ьх = £)„ ֊ Оп
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С/Л- = У B'/kfii - 1)
« -1

^,-к — --V, — ։) “—2Д (4 - 4-1)1

0,1 ■) ֊ЗА(Й < I 3A=(i,-Gf.,)J
•֊* • 1

4՜ расстояние внутренней поверхности /֊го слоя от внешней поверх­
ности оболочки.

Вп- = а'!

fi[: AlT AB\,
В рассматриваемом случае соответствующие (1.1) линейные урав­

нения, характеризующие начальное напряженное состояние, приводятся 
к одному обыкновенному дифференциальному уравнению

+ 2“л^! + ^ Цр ч (1.3)
X ах/,&г ахКсЬ.- а։/?- ахР

где Р интенсивность равномерного осевого сжатия, .41;. - — •

Из (1.2) получаются следующие уравнения устойчивости осесим­
метричной равновесной формы оболочки:

L(a,)'<z L (ал) ?*w = — L{'nu, w) ——
К' 03.՜

(1.4)
L(bj)bw ?) L(bz, U>)-----

К ОР

К уравнениям (1.3), (1.4) соответственно будем присоединять 
граничные условия

Л/, =0, w = 0 при 7 = 0, а / (1.5)

ЪМХ = о7'։ ow = 0 при 7 — 0, а = 1 (1.6)

которые отвечают свободному шарнирному опиранию оболочки по 
ториевым линиям а - 0, v = / цилиндрической координатной поверх­
ности ридиуса Р (фиг. 1).

2. Рассмотрим докритическое напряженное состояние оболочки. 
Решая уравнение (1.3), с учетом (1.5), получим

п» С}е?'' cos ')7 С-е՜'J cos'ty f С>е:։ sin i»7 — C\e - sin ■

-r RAv.P^axR-q (2.1)
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L ——=
здесь

_1 1 I ЦА а* “4
I TR ’’ “Л + *1

;) _1 । , 1 «Л — «4 о-»
J/ 2A’ * аЛ Ч- а*

r. Ki(AV2։ d„) Р - Ki(at, а4) Ry
Cl^----------------------A----------------------

ao

R} (x, y) = 4p’>m0 i(у xRm*) (cos ’>Z — ch p/) sin UZ 4֊

4՜ 2xRy^m^ |cos 0/sh p/4֊ e՜ '(sin՜'>/ch p/ cos՝’>/ sho/)]}

K, (x, !/) — 4pi>z7j() {(y — xRm*) (cos 0/ — ch pZ) sin ։>Z —

-?■ 2x/fyUm0 [cos 0Z sh yl — e 1 (sin՜ ’•/ ch yl cos՜ ՛>/ sh p/)J}

A'j (x, y) ֊ 4p'»/n(l (y — xRm*) [cos ։>/ sh yl | e"*7 (sin2 ՛>/ ch yl

—■ cos՜ ՝<l sh pZ)] 2xA>p’*m . sin ։>Z | ch yl — e՜^ cos ՝d (sh yl ch p/)]}

Ri (*. y} 4pUzn0 {(։/ — xRrn*) [cos ՛>/ sh yl — e ' (sin2 bZ ch yl

4՜ cos՜ 1>Z sh p/l] 2х^р0що sin Н/[ch yl e ՛' cos 0Z (sh yl ch p/) | J

До — 16 (p6n։0)2 (sin2 6Z ch՜՜ yl 4՜ cos2 W sh2pZ)

„1=6 -1- fl, m- = m0(p2 O‘J) - —L 
«! а։л

Усилие в координатной поверхности по направлению ,3 опреде­
ляется по формуле

Г -i -('-^^4-—------ (2.2)
(>а2 ՝ uL т/а2 ii}R U| /

3. Переходим к рассмотрению уравнений устойчивости (1.4).
I1ринимая

За» — Л sin/я sin н? /■ гт п \
бе = В sin /х sin ’гр ՝ I R/

удовлетворим всем граничным условиям (1.6).
Подставляя выражения (2.1), (2.2), (3.1) в уравнения (1.4) и 

пользуясь вариационным методом БубноваТалеркина, приходим к 
однородной системе алгебраических уравнений относительно пара­
метров А и В. Приравнивая нулю определитель этой системы, по­
лучим „критическую“ зависимость между компонентами нагрузки в 
виде
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Ф == ( ф (ai) - ֊ У Ф (а,) Ф (4,) = (Ф (о,) <= 4- F. (А,., 
IX

dn))P, 4֊

— (Ф (а>) v-4- F. (а։, о,))А\. (3.2)

где Ф(а/), Ф(«1). Ф(£>/) квадратичные формы от переменных /•’*, |х*‘ 
с коэффициентами соответственно

о- о» . 6г ,
°։» J ‘ ал> 2 ’ °в» #»» ”2~*

F~ (х, i/) - 'у \К,(Х. s,) -^Ф(о,)
А а։

+ J10?zUk.(x.

F, (*, и) - ֊[К, (х, у) K(R„ Rj i- А',(х, у) K(R., R,) ■ 
ло

КДх, ,V)F(F„ А’,1 • A*։(,t. r/)A(F„ — А\)|

К (и, v) (у2 ։P)w4 2?iit»

A?, GW-֊ Q<(»-2-)

—-----1(?cos г/ -г -^sin zl)e— р|
• ֊ Zz

------ [(zsinz/ -/cosz/)e >|
?* • z՜

<ZCH = ֊—-----[(? sin zl — г cos zl) e ! — z]
— 2՜

Q^) - ֊- -----[z—(> sin zl — г cos zl) e՜ |
» z՜

Соотношению (3.2) ՛можно придать удобный вид

'i *■ ֊ ■ <331

где Р* и верхние критические значения нагрузок Р и q при
отдельном их приложении. Из (3.2) имеем

Р* = ' -А’», _Ф-----LS^-.A'.L (3,4)

(Р “ 1 + л< Чг“
< - '"՛■(3.5)

/?!՛ ф q i й?Ф (о?)
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Здесь Р(, и <?& — критические значения осевого сжатия и равно­
мерного внешнего давления в предположении безмоментности началь­
ного напряженного состояния оболочки.

4. Исследуем влияние докритической деформации на величину 
критической нагрузки.

Рассмотрим в отдельности случаи продольного сжатия и равно­
мерного внешнего давления.

а) Продольное сжатие

Р> _ 1
Рс, 14֊ Д'р

(4.1)

В случае слоистой ортотропной оболочки выражение безразмер­
ного коэффициента имеет неудобный вид для исследования. Для 
слоистой изотропной оболочки с общим коэффициентом Пуассона 
слоев после некоторых упрощений получим

*<• = ֊֊Нтл] »|-^+(20 + 1)^+0| ֊
~т 1 -г 4з’ I

■ +4| <4-2)

1* /агде г — у - отношение длин полуволн вдоль координатных ли­

ний а и 3,

е = 4 - = ± - ।А/ С{1 ~7՜)(1֊ггТ Р У 2X1 I о-о

Как видно из (4.1) и \4.2), отклонение Р* от соответствующего 
„безмомснтного“ значения Л. зависит от места приложения нагрузки 
и размеров оболочки, характера ее слоистости, коэффициента Пуас­
сона, а также характера волнообразования при потере устойчивости.

С увеличением числа полуволн в осевом направлении указанное 
отклонение убывает.

Отношение ~ зависит от места приложения нагрузки.

При

0<Д<Л

где Л' значение Л, при 
г кС возрастанием

чается от Рв.

котором жесткость Л՜ 0.

критическая нагрузка />: все более отли
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Выражение под корнем отражает влияние характера слоистости 

на величину С увеличением отношения жесткостей —---- ~ значе­

ния А* и Ап расходятся.
В качестве примера вычислим для следующей двухслойной 

изотропной оболочки. Пусть наружный слой изготовлен из дюраля 

£"։ 0.75-10' кг слг. /1, = 0.28 см, V, = 0.25

а внутренний из капрона

Е.. 10’ кг слг , Л. = 0.56 см, ъ 0.25

1 !римем А — 32.275 с.н, / 40 см, т г — 1 
При

д Л) /ь, ֊с֊|/ Л֊/Г = ֊6.219233

х 0.21, & = 0.55645, А* 0.64248Ад

Из (4.2) следует, что при Д = Д'

= - у - -1֊ Ч֊2։‘ ֊ (2« 1) в31-41 
~гп 1 — 4:

В этом случае нагружения изгиб образующих оболочки в докри- 
тической стадии происходит вследствие эффекта Пуассона. Вычисле­
ния показывают, что влияние эффекта поперечного расширения при 
граничных условиях -<«•• и», (- 0 сколько-нибудь заметно сказы­
вается только при рассмотрении устойчивости весьма коротких тон­
ких оболочек.

Например, когда - » - — - . V = 0.25,
А 4 А 250

г = ли=1, А* = 1.135 А«.
В частном случае однослойной изотропной оболочки поправоч­

ный коэффициент кр имеет вид

•• ААКЛР Д2_[82> + 2(9-|-2)г---5]1 
С- /? )

Здесь

г = д ™ . / £ъ/ А
за I I I /

На фиг. 2 и 3 представлены кривые (г) при Д 0 и Д = А; 
принято г 1, •/ 0.25. Вычисления были также приведены для зна­

чений отношения — — 0.25, 0.5, 0.75 и 1.25.
ь
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Оказывается, что ('"Дна- — 1.285 при А 0, г — 0.75. г — 0.28; 
, 0.884 при А — Ь, г — 0.75, г 0.23.
б) Равномерное внешнее давление

Можно считать, что в этой задаче по характеру влияния момент* 
ности начального напряженного состояния на величину критического 
давления слоистая ортотропная оболочка мало отличается от соответ­
ствующей однослойной изотропной оболочки. Поэтому здесь будем 
рассматривать результаты по влиянию начального напряженного со­
стояния на величину критической нагрузки для однослойной изотроп­
ной оболочки.

Из (3.5) для этого случая получим

*, = — ֊֊ г , . |-2з‘ (»4-1)>г + «) 
т. 1 — 4з*

где в силу т 1

Г Я т Р /I 1՝ Г Ь

На фиг. 4 показана серия кривых <՛>,, (г) для значений г, лежащих 
и пределах 0.25 < г 3.0 (V = 0.25).

Как видно из фиг. 4, докригические деформации отрицательно 
влияют на устойчивость оболочки. При уменьшении г отклонение ц* 
от „безмоментного“ значения </,' становится более существенным (осо­
бенно, когда рассматривается устойчивость оболочек короткой и сред-
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ней длины). С уменьшением г минимум зависимости (г) сдвигается 
в сторону больших г.

Когда

Когда

г 3, <•>,, (г),»i,, — 0.954 при г — 0.5

г — 0.25, -)«։»п - 0.385 при - 0.7

Заметим, что график на фиг. 4 охватывает весь диапазон значе­
ний так как даже для весьма коротких тонких оболочек На­

пример, при — ֊ —, ՝> 0.25. гЛ 5.06.
/? 4 Я 250

Л ей и нака некий ф и л на л
Ереванского политехнического 

института им. К. Маркса Поступило 29 II 1968

մ. ft. ւՈՀ՚ԱՅԵԼՅԱՆ
ՏԵՐՏԱՎՈՐ ՕՐԹՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ 1*Ա'|.ԱՆ1>Ն1:1՚Ի ԿԱՅ ՈԻՆՈ 1'^3 ՈԻՆԸ Ա1հԱՆՅՔԱԱԻ11*1յՏՐԻԿ 10;11ե1'|> Ա<էԴե8ՈԻԹՅԱՆ ԴհՊՔՈԻԱ

II. մ փ ո վ։ ո i U՛

Հողվածում ղիտվսէմ Լ՛ ոչ սիմետրիկ հավաքված, « ր թո ար ող( ղչսւնա յին 
թաղանթի կայունութչունր ’.ավասարաչաւի բաշխված արտաքին ճնշման և ար- 
տա կենտրոն առան քրային սեղմման դեպքում t Թաղանթի մ ին չկրի ա ի կա կան 
չարվտծային վիճակն ընդունվում / մոմեն տային և էսէէսւնըրտսիմ եւորիկ:

Ենթադրվում է, որ կա յան ութ յան կորուստի հետևանքով առաջանում են 
մանր այիրներ տւլանքրային ե շրջանային ուղղություններով։ նորմայ տեղա­
փոխման ե շարումների !իո էն կ յյ ի tu յ ի վ տրիսււյիաներր ներկաչայյվէէւմ են սի­
նուսների աքւսւաւքրյսշքի տեսքով և որոշվում քէ րեոի վերին կրիտիկական ար- 
մեբրէ Այնուհետև, ւսոանյյքային սեղմման և արտաքին ճնշման ղեսյքերր 
քննարկվում են աոանձին-ա ոտն ձին ։
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G. Z. M1CKAEUAN

STABILITY OF MULTILAYER ORTHOTROPIC CIRCULAR 
CYLINDRICAL SHELLS UNDER THE ACTION OF

EXISYMMETRICAL LOADINGS

Summary

In this paper the problem of stability of initial momcntal cquili* 
birum state of the shell under the action of axisymmetrical loadings is 
considered.

ЛИТЕРАТУРА

1. Бурмиетроп E. Ф.. Мельниченко А. А. Устойчивость конструктивно ортотропной 
Цилиндрической намели при дойстпин сдвигающих и нормальных сил и вну­
треннего домлення Теория пластин к оболочек (Труды IV ВсесоюлиоА конфе­
ренции по теории оболочек и пластин). Ереван. 1964.

2. Sluhlman С.. De Luzin Л., Almroth В. Influence of stiffener eccentricity and 
end moment on stability of cylinder* in cotnpresion. ..А1ЛЛ Journal“, 4. № 5. 
1966.

3. Микаелян Г. 3. Устойчивость многослойной ортотропной круговой цнлимдрнчи- 
ской оболочки. Изе АН АрмССР, Механика, Т. XIX, № 5, I960.

•I. TuMuiurnrKuL В. Т. О методе исследования устойчивости анизотропных круговых 
Цилиндров при произвольных краевых условиях Прнкл. механ,. 3, N- 1. 1967.

5. 111 кутин А- И- Влияние дояритичсевмх деформаций на устойчивость продольно 
сжатой цилиндрической оболочки. Прнкл механ.. 3. № 1. 1967.

6. Новожилов В. В. Основы нелинейной теории упругости. Гостехнздат, Л. М.,
1948.

7. Муштари X. М., Галимая К. 3. Нелинейная теория упругих оболочек. Тлгкки- 
гоиздат. Казань, 1957

8. Даревский В. М: Нелинейные уравнения теории оболочек и их линеаризации в 
задачах устойчивости. Материалы к VI Всесоюзной конференции по теории 
оболочек и пластинок, Баку. 1966.

9. Амбарцумян С. А. Теория анизотропных оболочек. Фнэматгиз. М., 1961.
10. Вольмчр А. С Устойчивость упругих систем. Фнзматгиз, М.. 1%3.
II. Гнуни В. Г/. О границах динамической неустойчивости оболочек. Труды конфе­

ренции по теории пластин и ободочек. Казань. 1961.



ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈհԹՅՈհՆՆհՐւ« ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ И А УК армянской ССР

Դհիււսրփկս։ XXI, XV 4, 1968 Механика

А. Г. БАГДОЕВ, А. Л. ГУРГЕНЯН

О ДВУХ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ АХ ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ 
ОКРЕСТНОСТЕЙ УДАРНЫХ ВОЛН В ЖИДКОСТИ

Пусть плоская ударная волна набегает на клин конечного рас­
твора 2Ф в направлении его оси. Выберем ось ОХ по оси клина, ось 
ОУ перпендикулярно вверх. Точку О совместим с вершиной клина. 
Впереди ударной волны жидкость покоится, причем давление Р при­
нято равным нулю.

В линейной постановке в области АВД давление постоянно и 
равно 2Л։ где Р1 давление на падающей волне.

Решение линейной задачи н области ДВВ'Д' дано в |1] и имеет 
вид

1 I (1 — р"')со5Л- I
“ | — (1 ֊ր քՀ )տ։ո/.Հ 2?/ տւոԱՕ-т:)(

1 ։ ֊ ( 1 — ՛> ) ՇՕՏ է֊------ агс1£ > ----------  
г- |(1 [. ) տա ք՜ — 2р տա /

Здесь /'’՛ -= —> •՛. ----------- » а
/> 2՜ 2Ф

образованием Чаплыгина

координаты о, О связаны с .е, у пре-

л* 3 - ----
а0*

У 
«о*

ւ = ր со? 0, \ г տ!ո О

1-/1-Н 
Ի =-------------------- » где ( - время, Ф,—скорость звука в невозмушеяной

жидкости.
Вблизи участка 

постановке уравнение
ВОВ' отраженной волны, имеющей в линейной 
г - 1, обозначая а - 1 — г, можно найти

1 ֊ I 2 I ’

ՕՀ 1 1 .1 I 2 V ’ 2'֊ СОЗ / -
I—(2 — 2? ) '2 ) տ)տ!ո՜«- 2(1 л| 2 ] а տյո՚/ՀՕ г)

1 I յ 2 | а 2л со-տ л- I
; — аГС1£ Ж՛ -----=-7=---------------------------- =--- =------------------ }

- ! (2—2>֊| 2 1 ;■) տ՛ա' - 2(1 ֊ •՛ | 2 | з )տւո>. (^ ") I 

или учитывая, что
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яф . . -ф
сой л- — — й։п------------- » й։п лк сой —

2к 2Ф 2г-2Ф

ЙШ >• (б — -) - — СОЙ
к (б - ф)
2՜ 2Ф

и, объединяя арктангенсы, получить

__- 2т;
4 12 и 7 —----- 51П

2п ֊ 2Ф
-ф кф

---------------  С О& —
2--2Ф 2п-2ф

л •• 14 сой՝ • ֊ - — 4сой՜
2к- 2Ф

^(б֊^
2к—2ф

(3)

причем при 6-> 2Ф аргумент арктангенса больше пуля, а при б 2Ф 
аргумент меньше нуля и следует полагать агсЦ; (֊ а) — ~ — агс1у > 
(последнее относится к окрестности линии где

р 9 1 ,֊ 2-֊агс^

____  — 2-
12 | ; —-----

2т. 2Ф
кФ

Й1П------- -СОЙ
2--2Ф

-Ф
2֊ 2Ф

.. кф , . к(б-Ф)
сой - 4֊ сой---------------- -

2֊ - 2Ф 2т. - 2Ф

) (4)

Вблизи линии ВС при конечных 0 2Ф из выражения (3) получится

—- = 1 • / Ш ■ (5)

где

/(5) = 4֊ 
4*

1 2 ——— й1н
2т. 2ф 2к

кФ кф
-----  СОЙ ---------------
2<1> 2к - 2Ф

„ кф ,х к (0 — ф)
сой՜---------------- сой՜----------------

2--2Ф 2г. 2Ф

Для получения решения нелинейной задачи вблизи ВС можно при­
менить метод замены в линейном решении (5) характеристической 
переменной я через нелинейную характеристическую | переменную. 
В результате решение на фронте ударной волны ВС примет вид

Р 3
“ = 14-֊(п + 1)7ГС') (6)
‘X £

где ; — ч л плотность, В. р0, п постоянные, причем уравнение 
Вп

политропы для жидкости взято в виде Р В

Функция / (*>) в решении (6) вблизи точки В неограниченно воз­
растает и (6) не имеет там места.

Вблизи точки В но (4) легко найти
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■ ' ' ■ ——' —— " ------------------ - —֊ - :i

Р 1 1 4 I 21 7
—֊ = 1 ; —arctg ~---- :— (7 ■
Px v &-2Ф

причем 1 — r ~ б — 2Ф — |/ ■■ .
Заметим, что решение (6), которое справедливо для ударной 

волны, движущейся ио покоящейся жидкости, будет иметь место в 
системе координат, связанной с постоянным течением за падающей 
ударной волной /1/У;

Л1 X К,?, у, у

где -jj —— °i> °i скорость звука постоянного течения.
Вп

Если ввести полярные координаты — = г, cos — — г sin'4. то

г, cos “Jj — г cos 6 — и,, гл sin 9։ = г sin О 

и приближенно можно найти

(л г,1 г \ с г и, sin б .Гг = Г | 1------ — COS б ). Gj — б =----------- (8)
г / г

Вводя новые переменные но формулам

Г1 ~ «1 ^-т-1 91-2Ф=| У, <9>
Z I Z / J

решение линейной задачи (7) можно записать

1 . /2 1 —г , 1 ..]i=-_ arctg-------у----- , 6 = —

I Поскольку c/j = а., ( 1 — где скорость звука в невоз­

мущенной жидкости, согласно (8 и 9)

/ n -г-1 й. f п — 1
г = ( 1-------— у. -}- 7 cos % 4- —

что выражает координату г неподвижной системы координат через 
У՜ в окрестности точки 7>, где % 2Ф.

Чтобы вывести уравнение нелинейного движения в окрестности 

точки В, введем потенциал скорости х'։х с, где ՛; потенциал 
возмущенного движения относительно подвижных осей г1։ б։. Тогда 
для радиальной и трансверсальной составляющей скорости можно 
найти

  ֊ р, со»$4--г~’ = У.гзшб — (10) 
с/г------------------- иг аЬ ой



Определение окрестп<к:ей ударных ымн о жидкости 6J

Подставим эти выражения в уравнение для потенциала скоростей, 
имеющее вблизи точки В вид

дг
ds
дг

и^г cos О
сЛ‘ /

(П)

цс (Г - 4-в, (п 1) г выражает скорость звука « за ударной
((г

молвой ВС через скорость звука о։ постоянного течения.
Если подставить (10) в (11) и в обозначениях (9) учесть при-

ближенно, что 0, — 0, и дополнительно обозначить

0? --J , ' п 4՜ 1
<՛՛> 'I 2

легко получить для р и ’* уравнения |5]

J О, ±
ог 2 2 </Г оУ д'.

(12)

(13)

Если подставить во второе уравнение

легко найти

(14)

причем р и •* удовлетворяют линеаризованному первому уравнению 113).
Решение нелинейной системы (13) можно искать в виде (14), а 

для р(<5, У) или о(рг У) легко найти

о — — ~ У2 tg: р- р • sin 2р~ -р В sin3:1՜ (15)

Ударная волна определится уравнением

->2«=7 (16)

при граничных условиях для точки В.
Точка В найдется из пересечения параболической линии ВД и 

ударной волны АВ.
Уравнение параболической линии
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если внести полярные координаты и учесть, что в постоянном тече­
нии АВД х\, - псояФ, г>,у »5»пФ, запишется в виде

г — а0 1
п 1 Р

‘2 ' Вп —— cos (0 — Ф) 
а«

(17)

причем для связи скорости <՛ и давления Р в области АРД следует 
написать условия на падающей и отраженной ударной волне.

Записывая скорость точки А вдоль стенки через скорости удар­
ных волн

«о

cos Ф
4 Вп ■ _________ i__

cos /
(18)

где 3 угол АВ с нормалью к стенке АМ, приближенно можно найти

3 = Ф - П-------  у — ctg Ф или 3 = ф
4 Вп

Записывая ^условие равенства касательных составляющих ско­
рости к ударной волне АВ

•1’։ sin (Ф -ь (0 = и sin? (19)

и уравнение импульсов

а0 1 - V cos 3 — п։ cos (3 -f- ф) (20)
Вп

можно найти приближенно

X» = '2Vi cos Ф, —— = 2';՜ (21 )
Вп

Подставляя (21) в (17). вблизи точки В ( 0 — 2Ф Д- |, •; Y

но получить г ••«(,(! ՝;п ~ у cos ГЛ.), или в обозначениях (9)

мож-

(22)

1 - и Р 1 .причем :1 = 1. поскольку вблизи точки В - =՛;---------- — и ՛> 1.
Вп ау дг

Уравнение отраженной ударной волны АВ имеет вид

. 7 =
= - ( Д - в0 ֊ а„-. ֊ctK (2Ф - " £ ctg ֊1>) (23)
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Если ввести переменные (8 и 9), получим

« = —4««, *M+i 4:‘ ■ 4й '24> 
п — 1 п 1 z z

Решение (24) и (22) дает точку пересечения В в виде

КГ= ----- - в -֊ ֊ ֊ cos % (25)
п — 1 п 4- 1

1 1Z I 4: fгде •* — 1 и ) 0 = - I/--------р ------- cos у«,
I п — 1 п 4՜ 1

Отметим, что если «<3, при некоторых 0о Го становится мни­
мым.

Решение уравнения (16) теперь следует искать при условиях
Y — /0, (*=1, о 1. Постоянная В подбирается из условия равенства 
нулю касательной составляющей к ударной волне ВС.

Нетрудно видеть, что оно имеет вид

— / vxcosO —sin (Ф / — 0) 4-irfjeos (Ф ֊ 3 — 0) =-v. sin (3 - Ф) 
\ tfr /

или 
’/=-;* Г (26)

В точке В ч = ֊ Ко

Для значения п 7, ‘1’= 15 , К, —0.9657 сделаны расчеты 

по формуле (16), причем взято В = 1.0 и -------< ~՜'

Полученное решение соединяется с решением по формуле (6) 
(фиг. 2). Линии равных н даны на «риг. 7.

Для малых углов Ф условия (18, 19, 20) имеют вид
Ф2 3֊ п + 1 Р Р-Р. _ Ф
2 2 4 Вп’ Вп 3

Р Р.Если ввести обозначения — = — ’֊ = •;
Вп Вп
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Ф =

можно найти [5]

уо4- УУо' -4 

2
ih>=l +

2Г0
К֊И Г-֊4

(27)

Отмстим, что здесь уже линейное отражение не имеет места 
и при

У,- У,, 15 >2
Если ввести переменные № г cos О, у г sin 5 

уравнение отраженной ударной волны запишется

Ф5 _ рл - фЗ — = - П------ 1 •;>; 4֊ — ֊ П—1 7
2 2 4

Точка пересечения ударной волны с параболической линией •՛ = н 
имеет вид |2]

6 = Ф Р- I (ф 3)։_2ф(ф + 5?) (п 1),|։_<Е1|

или
Г = Го I- Л - I ^=1 (28)

При У — К(| точка В находится на стенке и область АВД от­
сутствует.

Для определения решения в окрестности точки В на линии ВС 
отметим, что, поскольку ’отражение существенно нелинейно, следует 
искать решение уравнения (13), переходящее при выходе из волновой 
зоны, т. е. при больших ь, не н обычное линейное решение (7), а в 
решение линейной задачи с граничным условием р !* на ВД

'* 1 агс‘« тУг <29>
где Уц дается (28). Тогда решение уравнения (28) запишется

« = _±(г-г№
2 Ро — I 2֊ Ро—1

Ц-Вмп֊-^^- (30)
’*0 1

Для смыкания ^(6) при У^> Ун лучше брать (15), а при Г<^ Ун 
решение (30).

Нз условия сохранения касательной составляющей скорости жид­
кости к ударной волне в точке В следует
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> = — ИН-(Но֊1)* (31)

Тогда
[ У=/±1гдк=2Е_лг+с

\» Но —1 /

где С находится из условия (31).
Решение на ударной волне ВС найдется из уравнения

— — |л2о—р—1 при условиях У Уц, ц = «л (32)
с//

Решение уравнений (30, 32) при значении Уц Уо дано на фиг. 3, 
а при значении Ф — 1Э приводится на фиг. 2 (линия /4/4') для сопо­
ставления с решением при конечном Ф.

В случае У0<^2 по (27) регулярное отражение становится не­
возможным. Картина отражения в этом случае дается фиг. 4. где 
МТ падающая волна, А Т — отраженная волна и ВТ маховская 
волна.

Фиг. 4.

В случае сильной ударной волны решение в области ВТ А дано 
в[3].

Если ввести преобразование Чаплыгина и обозначить : — ре'®, 
после конформного преобразования получим

2 sin *

Решение 
сать в виде

вблизи отраженной

= *1 + 4/1

волны /4 7’, где г^1, можно запи-

г — 1 — а, р 1- 121՜.

. л J V sin՜-------
------—; : А |֊ 2 Ра 
sin"-------

2

5 Известия АН АрмССР, Механика, № 4

е

е’' = k ՝■- ik',

7

1
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дР 4 . дР 
дух

л □_ О О — ф
[£)(г։ —х0) —1]2зйг •— 5ПГ——- 

Л £
(г - *„)(։։п- Ц֊8 + I 1՜) (? /1=7,)

\ Л л /

где [3] С, О, а, 8, к, к', х0 — постоянные, выражающиеся через интен­
сивность волны МТ и угол Ф.

Из полученного выражения следует

[£>(*1 х0)—1]з։п
СФ----------------- >֊֊֊7֊

& — ’? о ■ • . -> ՛? 4------- - 2 б։п ՛-> $т~-----
2 2 | 2а (33)0-Ф

х0) б։п —51П - 51П
2

9 ф?
2

где в коэффициентах положено а - /2 , ? = И2 , что верно для сла­
бой ударной волны.

Из (33) видно, что для произвольной волны в точке Т пересе­
чения ударных волн, где > = 6, коэффициент при Г а равен нулю. Это 
означает, что интенсивность ударной волны А Т обращается в нуль 
в точке Г, т. е. переход по МТБ непрерывен в точке 7'. Решение 
па А Т вдали от точки 7’ может быть найдено по формуле (6), где 
согласно (33) для слабой ударной волны [3]

С = ^, р = 3։ ,,= /2Т

3- 40 е»

е М 1, М — число Маха падающей волны.

Тогда из (33), пренебрегая -------------- » получим
й{хх— х2)

I 2а Ф
9 • - 02з1п- —

2

^34}
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То же выражение получится из обычного линейного решения (5) 
для малых Ф.

Таким образом, предельный переход Ф -» О, Л/ -1 [3] дает вдали 
от точки Т тот же результат, что и обратный предельный переход.

Вблизи точки 7' имеет место неравномерность предельных пере­
ходов, что отражается на различии характера решения при регуляр­
ном отражении, когда давление вдоль А Т возрастает и нерегулярном, 
когда ударная волна /1 Т затухает в точке Т. Для определения реше­
ния на отраженной волне А Т запишем уравнение падающей волны 

МТ в координатах У, где г-1 I 8 2ф = 1 г. I.

виде

* 42 2

г р 1 1 к п.+ 1Если ввести переменные -'П1, —о, =7И,— I, --
Вп ас аа | 2

то решение уравнений (13), переходящее для больших в (34), ищется 
в виде (15) с В 9.77 из условия равенства 0 касательной составляю­
щей к МТ, причем точка Т находится совместным решением уравне­
ний МТ и АТ

'' = -у — У2, р, И = 1, тогда У = — 1
2 2

Дифференциальное уравнение ударной волны имеет вид

*֊ = /2Г-и֊1
дУ

Результаты расчетов приведены на фиг. 5, где решение по фор- 

муле (15), верное для всех Ф< I/ —2՜ Т , соединяется с решением 

по формулам (34,6).
Линия А Т совпадает в точке Т со звуковой волной 5 = р, по­

скольку можно показать [2], что переход А Т непрерывен в Т.
Расчет маховской волны ВТ произведен в [2], причем получить 

решение, переходящее в линейное, здесь не удается.
При прохождении ударной волны около выпуклого угла фиг. 6 

решение дано в |3], причем в линейной постановке на ВТ Р 0, а в 
нелинейном случае давление на ударной волне ВТ может быть най­
дено по указанным методам.

Таким образом, определено нелинейное решение на отраженной 
ударной волне для регулярного и нерегулярного отражения. Однако, 
решение (14), (15) удовлетворяет лишь в нулевом порядке условиям 
(16) и условию сохранения касательной составляющей скорости ча­
стицы к ударной волне.
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Поскольку этот вопрос возникает и в задаче о движении жидко­
сти под действием давления, где картина движения изображена на 
фиг. 9 и в окрестности В решение дастся (14). (15), имеет смысл 
рассмотреть сразу обе задачи.

В задаче о давлении асимптотическое одномерное решение вблизи 
ВВ1 (6) в переменных

х л У . л (л п -г 1 Л Р— г соз и, —- гхш'А г = ал( 1— ------ то)» ------= !‘.
/ г 2 / Л

/п |- 1 1 г /. _ / п -Ь 1 „
—у I V. У — % = 1 / —у 7 у

и если

вблизи В1 ( У ~ 1) запишется в виде

учесть, что потенциал г- ранен нулю при 3 2
4 --У -

■ получим

о- 25 8 8 /1 <36>
9 .-'Г-- Зк’Г» (

Решение (35) верно лишь для К>0, а ,в область, где /<^0, оно 
продолжается посредством нелинейного решения (15).

Интересно, что если вычислить

г.-у--' 3֊'У:՛ З^У'\ 2 / п-'уА 2 /

то оно совпадает с решением V ——и’У’, являющимся асимптотикой 

решения (14) при малых р.
В области, примыкающей к ВС, имеет место для конечных

К“р 1 одномерное решение, которое вблизи В запишется

|‘ = 1 + ^+41Т-| 7=^ ~<г 11 (37)
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Л .2 2 18
' V т.-У- / г?Г: *• ЗИ

_±2Ь2/_2_ сд 1У-А.1
5 ЗУ\т.'У: /22

(37)

где постоянная для потенциала находится цо условию па ВС '• = I, 
1 1 V 2 Г* V __г —- — > . Если найти ч =---- • то оно совпадает с асимптоти-
2 2 оУ

-՛.՛
кой неодномерного решения (141 при '• -1, * - — У \ (р — 1)ЛК.

3
Таким образом, нелинейное решение (14), (15) вблизи В переходит и 
одномерные решения (6) вблизи ВВХ при большом У'>0 и и (37) 
вблизи ВС при У 1. Условие ՝•-р| 2;- р на ВВХ однако, в пер­
вом порядке не удовлетворяется, поскольку вблизи В по (15)

1‘ > + 1Ь.-֊Г+^-0.$ 1 <7**։ л сВ /755-------—. —к 0, — = — I 2'‘ р
2 0У дУ

Если решение не имеет особенности в В при '> 1, У 1, то из
1 >2 поведения потенциала вблизи параболической линии ВС |4] ? —*՝ч
4

можно Заключить, что имеет место указанное несоответствие. 11оэ-

тому необходимо ввести особенность |4|* в точке В д~ъ
ДЛЯ ~7

0<>-
Если

искать решение уравнения

и 2'ог,

при У }> — 1 в виде

°֊ оУ
(38)

?, = ^)(^1Г'֊Г(?)(Г^ пЛ ‘ (У? =

(39)

и предположить р — 2, к<^2, можно получить уравнения

/?"(А*У֊27?') 5А-(А* — ])?/?' 3(Д -1)(ЗА'-2)/? О (40)

-1) Г 2* (2* 1)Г R' 2/?,Г/4-2г>А,'-2ГАг՛ О
(41)

Следует отметить, что подробно разобранные в [4] случаи * 2 
нс удовлетяорили условиям получения решения в окрестности В, не­
прерывного при У 1 и удонлетворякицего условию на ВВ}

■1 = р/ 2г;֊ Р (42)
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При У<Z 1 можно искать решение в виде

Т. = (?,) (- Г- 1)"-։+ F, (Р1) (- Г-1)“, Р, = (—֊5ур

причем, в силу четности по У уравнения (38) для /?,, F- получатся 

уравнения (40), (41). (При подходе к В по линиям const при 

r=-l =
<$’ /

Для малых ;>։, соответствующих решению вблизи /JC, из решения 
1 1 

вблизи параболической линии можно найти г։ т^1՜՜

Таким образом, для малых р։ приближенно

*■ <••->>=-Ь? 
4 О

Для р, ֊* <-о, если искать степенные решения уравнений (40), (41), 
можно получить

1к-\
= ОД-֊ *

ЗА-З Зк -2

(Р1) = ~~ С1Р| 4՜ (43)

ЗА--5 ЗА—2 2А-1

91 = С.НА) ‘ (Г+1) + с։(-«,) ‘ +Д,8? + в։(-։։) ‘ (Г+1)

причем (43) удовлетворяет линейному одномерному варианту (38). По­
скольку па /££}, где в первом порядке - — ( ^ 4՜ 1). при А' 1 р 
велико, достаточно в области У^> 1 взять решение для больших р.
Из условия непрерывного сопряжения с (43) следует взять

24—1

Г(?) = 5։р։ ; Bj А ,
ЗЛ-» Зк -2

к к
#(?) = С։р 4 С\р (44)

откуда получится выражение (43). Следует отметить, что условия 
на ВВ. (16), (42)

Й4-2^֊Нь “֊ + (45)

в первом порядке дают '1, = (У ' 1), *։ - |1։. Тогда >1 должно

быть того же порядка, что и р։. Из условия удовлетворения асимп­

тотики, выражаемой (15), согласно которой 14 - -֊֊ '4 вблизи В, в 

выражениях, получаемых из (43),
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ь I
2Л,'-, ֊ Л 2" -1, (Г + 1)

к
и-? 2Ь-3

3£ - • 2 р , , . * Зк 3 *у
7 ЦД ~ 6։) ~------(— °1) С։ ( У 4՜ 1)
К К

М-З 2А-1

= к -Ь^(֊М *

следует считать первое слагаемое в главным и приравнять порядки 
3 1■*։ и р։. Тогда получится к — > С2 = 0, 2?. = —• Решение при­

мет вид

1'1 = 4*՛ с'1(г+։)-4£։“(~г’)’<г+1>’ ’- ֊СА+^Н> л
Из условия на BBi (45) ( Vj = -i-iij при о։=- Г-1 сл едует

C’j — — • Вблизи В из (45) получится 
б

ь=4*'+ т(г+1)>Z О •'i=4,:" 51=-<г+’)+-4(г+1)г

При к = имеется точное решение (40), удовлетворяющее началь-

ному условию ([/J = —р? |4]
6

19 _______ * _______ ։
R{՝1} VTin Hv i cW-(i jiWi֊c?։)5}’+ 

zSC- 1 v

i 27_______ 1 _______ ।
+ (T 1 I e’?։ eh)“}' (46)

Асимптотическое поведение (46)

при h -0 R (pj) = -֊- -! ֊ rpj

(47)

при h -> oo A (pj) = - д- f,։ - ֊
2c~ э 4d c3

Если сравнить с (43), снова получится С\ = 0, причем С։ ~ •
10 с2 

3
Тогда с = —Решение при У > 1 непрерывно перейдет в реше-
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вне при У1. Решение (46), как показывает (47) при малом

должно давать для (40) особую точку ֊ 2Я’ ֊ о, 
9 '

֊R = 0.

}
Для учета степеней ( о3) 1 в решении (43) следует искать решение
(38) в виде

?։-Я(?)(Г+ 1)-: 4-г ('0 ( г+1)’+6’(Ж г 1)} У> 1

т։ = /?1(М{֊ г-1)'54-л^)(֊г-1И+с1(р։)(--Г-1)5 Г< 1

Тогда для /?, /?։, л Г1 получаются снова уравнения (40), (41). Для 
6 получится уравнение

9 27 35
— ри6" - - р(7 - — в Р — 2/?'С" 4- 2?Г" - 2Г Г" 26'/?" - о
4 4 4

Асимптотика для больших р соответствует линейному однородному 
уравнению и имеет вид

С = А,/ + 3..Р’, 0, = 3,4 - А#}

Тогда

ф1 = -֊-^(Г+1) +4??+я2(-^)’О'+1) + л,( г,)5 
6 4

+Л(-з։)ЧГ4֊1)
I

и с точностью до (У’4-1)"

1 14’ 7,, = ± (Г-1) + 4 г, 4 В:( (г -и 1) - А- з։(֊?։) ’
О А 3 3

(48а)

՝6 = — \ 4՜ (—$։) 
о

Условия (45) дают

а1-֊(Г+1)+А(^+1р + ъ(Г+1)1
2 1 7

т,֊ - — Я.-֊ д1։ я.= — д։7 - 2 ” 10 ’

Для определения постоянной R., следует решить уравнение (41)

9 91
R" Т Г'? “ г ““ Ь 4- 6/' Ф, <0 = /?'֊ 2р։/?" - 2RT,, 4- 2/?'Т' (48) 

4 >

Если подставить сюда R (46), то получится довольно громоздкое 
уравнение. Если же считать Ф известной, то вариацией постоянных 
получится
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где С։, С. — постоянные.

Подставляя сюда известное начальное условие (47) А* —
6

1
9

1 .о, + т^, где постоянное т подлежит определению.

можно найти значения постоянных С.. О, С,=-' • гп —
4

С2«£ 0 получится только при 7’ ’-Г, что противоречит 
ченное уравнение для Л’ есть интегральное уравнение.

—• Значение 
36

Полу-
Однако, для

принятой здесь точности, можно для больших подставить н левую 
часть асимптотику для Г, а в правой части интегрировать от 0 до а, 
подставляя Ф при ?։-*0, и интегрировать от а до , подставляя Ф 
для р։ —► 0. Следует учесть, что из (48) при И0, Ф = -^-(/,’, при

И՜*00,

*4 4 В,
27 А

Тогда получится уравнение

2 , ' Г 5 , Л ֊ у Р. ֊?, </?

Отсюда, приравнивая коэффициенты при
I•I **Р, » ?։ , Судом иметь
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д 5 * 1 4 В, 5.1 1 В, л
• 12 6а1 81 а* 9 9а* 27

г - ч 2 о 41 / 3 VС оольшои точностью можно считать а —» />л --------------(— г •
3 “ 288 \ 2 /

Таким образом, определено решение в окрестности В, удовлетворяю­
щее в некотором порядке условиям на ВВ. и уравнению (38), а также 
сопрягающееся с асимптотикой вблизи О, У = — 1. Для лучшего 
удовлетворения всех этих условий необходимо взять более высокие 
степени У 4- 1 в Решение (48а) для « и ՛<, верное вблизи У = — 1, 
!> 1, плавно сопрягается с решением (15) при некотором значении
Го, Ръ, если выбрать В = 0.6, У’о= —0.92, и0 — 0.967. Результаты 
расчетов по (15) с начальным условием У = —0.92, }ь — 0.967 даны 
на фиг. 8. Касательная составляющая скорости к ударной волне всюду, 
кроме небольшой окрестности р — 0.5, очень мала. В малой окрест­

ности и = 0.5  ---- ——— ---- 0.5.

Следует заметить, что хотя решение (15), представленное на 
фиг. 3, удовлетворяет в В условию * «) 2'3- к лишь в 0 порядке,
само это условие подбором постоянной В на всей ударной волне ВВ1 
удовлетворено с достаточной точностью и можно, вообще говоря, при 
расчетах обойтись без особой точки в В.

Задача о движении жидкости под действием давления может быть 
рассмотрена для вязкой жидкости. Решение уравнения малых возму­
щений

дВ
(49)

после преобразования Лапласа записывается в виде 

R = |7(х — х։)= 4֊ ц- ֊ г՝’

2-

-֊/? 2
’Ле " , , ?
I-----г/х.Дге

К
(50)

где Р՛ преобразование граничного давления Л и предположено
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'^5
$^7’։, —мало. Отсюда, учитывая, что вблизи В правая часть, если 

°о
в ней полагать ՛■' = 0, дает известное решение идеальной жидкости, 
можно получить х г соз 0, у гз1п6,

-г.

Р аге
(О - '

(51)

причем решение для идеальной жидкости взято в окрестности В, что 
возможно, поскольку заметно отличны от нуля под интегралом лишь 

значения] функции при ‘1 — ( -- При 1 = - арктангенс терпит
«о «о

скачок от 0 при до » при но Р и его производные не­

прерывны. Для случая - = 0 в линейной задаче потенциал ¥о имеет вид
- п4֊1 ,,2 1 / а1 У֊\ К՜?, У
?о= — г^, % - - -°-1՜ у) агеЛ*------ у--------------~

(52)

где смысл 6, У указан ранее. Тогда, поскольку потенциал '■? удов­

летворяет (49) и дается сверткой ©0 с выражением, содержащим ч 

в (51), решение для потенциала <р запишется

Г (53)

3 а;.

Если в (49) перейти к переменным /, 5, У՜, с, оно запишется в по­
рядке 7 в виде

й _;28 <*? + _ А = 0 (54)
д1дЪ ‘ М дУ- 3 Л + Ц\г, 2 д»

В нелинейном случае в коэффициент при добавится 2;ч По оп- 
дЬ-

ределению есть решение уравнения

(-5--) +о (55)
2 2 дУ ‘
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Поскольку рассматривается обобщенное решение, при проверке удов­
летворения уравнения {54) решением (53) в качестве пределов инте­

грирования можно взять — , ос. Если учесть еще, что —>
до

после интегрирования по частям

I = а/ I* 2_ 6'^ое֊^с1-
J J

и подстановки (53) в (54) в силу (55) получится уравнение

1 7 f ( “ "' ° — (, ' й + 2 } е "'<1՜ 0 
J \ 2 дЪ дЪ 2 д& /
— ос-;

которое удовлетворяется, поскольку подинтегральное выражение можно 
записать в виде

2 <»Л л ■ 7

При произвольном граничном давлении Р(х, 0, f) Р-Ри (?), где
.V и

: - » Ч=— решение в АВС будет простой волной

(: V.»)cos<p4 (Л Vv) Sin ф = Й, ф = const

Параболическая линия : = vx a cos с, т, = vtJ a sin о в случае
а (г)^>0 лежит впереди огибающей указанных прямых

и । п — 1 , . . . . п 1 ,; — vx । a cos ? —-------a sin 7< v,։. 4֊ « sin с- 4--------- a cos ?
n — 1 n — 1

а при n’(«)<^0 лежит на втором листе, после касания прямых с оги­
бающей.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 11 VII 1967

Ա. Դ. 1>ԱԴԴ11ևՎ, Ա. Ա. ԴՈՒՐԴԵՆՅԱՆ

2ԵՂՈ1’>ւՈ1Վր ձԱ|’4.ԱԾԱ5ԻՆ ԱԼԻՔԻ ՏՐՋԱԿԱՅՔնՐԻ ՈՐՈՇՄԱՆ 11ՐԿՈԻ 
ՈՉ-ԴԾԱօԻՆ ԽՆԴԻՐՆԽՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Դ ի ut U! րկվ ամ Լ P'"JI ա րւք ա <) ա յ ին ա / ի/ւն հ/I ի ան if րս/1/ա րձո ւմ ր կոշտ ան- 
կՏ"էնիէր 'Լհրշաււ ււր անկման անկյան համար, որՈշւ/ած են էքմային և ոչ՝ զգային. 
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լուծումները անդրադարձող հարվածա յին աքիրի վրա, որր միացւԼոււք Լ միա­
չափի Լուծման հետ։

նույն հարցը ւքիաար1քվում /, հարվածա յին աքիրի փսիքւ անկման անկյուն­
ների համար;

Ուսումնասիրված Լ Լուծումը, անդրադարձաք ճակատների վրա ոշ-ոեղւպ- 
յա/ւ անդրադարձման խնդրում որտեղ ի տարբերություն ոեդուքյար խնդրի 
ճնշումը անդրադարձող ճակատի վրա ահում Լ' ճակատների միացման կետին 
մ ոաենաքիս։

Л G BAGDOEV, А. Л. GURGEN1AN

ON THE TWO NONLINEAR PROBLEMS FOR THE 
DETERMINATION OF THE VICINITY OF SHOCK 

WAVES IN FLUID

S u in m а г y

The problem of a weak shock reflection near the finite or small 
angles is considered. The solution of the linear and nonlinear problems 
near the reflected sonic wave is obtained and is joined with the one- 
dimensional solution. The investigation includes both cases of regular 
and irregular reflection.
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