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В- С. ТОНОЯН

О РЕШЕНИИ СИММЕТРИЧНОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ С ВКЛЮЧЕНИЕМ

Исследованию плоской контактной задачи теории упругости пос­
вящено много работ [1 5]. В этих работах рассматривались контакт­
ные задачи для полуплоскости, слоя и полосы с различными гранич­
ными условиями, а также задачи для составных полуплоскостей, при­
чем линии раздела различных материалов принимались параллельными 
граничной липки. 11озже были рассмотрены контактные задачи для 
квадранта |6, 7].

Во всех этих работах принималось, что свойства упругого мате­
риала в направлениях, параллельных границе полуплоскости, не из­
меняются.

В работе Н. X. Арутюняна и А. А. Баблояпа [8] рассматрива­
лась задача о давлении жесткого штампа, приложенного на части гра­
ницы упругой составной полуплоскости. Было принято, что составная 
полуплоскость состоит из двух однородных и изотропных квадрантов 
с различными упругими свойствами, линии раздела материалов кото­
рых перпендикулярны границе полуплоскости. Предполагалось, что 
трение между штампом и материалами отсутствует, а штамп нахо­
дится на обоих материалах одновременно.

В настоящей работе получено решение задачи о давлении жест­
кого штампа с основанием произвольной формы, приложенного на 
части горизонтальной границы упругой составной полуплоскости. По­
луплоскость состоит из трех однородных и изотропных частей: двух 
квадрантов и полуполосы между ними, при этом квадранты изготовлены 
из одного материала, а полуполоса—из другого материала. Квадранты 
и полуполоса соединены друг с другом так, что составляют одну по­
луплоскость. На горизонтальной границе полуплоскости приложен 
жесткий штамп с гладким Основанием так, что штамп находится одно­
временно на всех материалах и расположен симметрично относительно 
линии у Ь (фиг. 1). Предполагается, что трение между штампом 
и материалами отсутствует. Для простоты принимается также, что 
граница полуплоскости вне штампа свободна от внешних усилий.

В силу симметрии граничных условий относительно линии у Ь 
можно ограничиться рассмотрением только правой половины упругой 
составной полуплоскости, требуя при этом, чтобы на линии у — —Ь 
выполнялись условия

хду(х, = г>(х, 6)=0 (0<х<-х.)
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Поставленная задача сводится к определению одной бигармонической 
функции.

фиг. 1.

I Слагаем, что эта функция и области полуполосы принимает зна­
чения Ф? (х, у), а в области квадранта Ф, (х, у]. Ищем функции 
Ф;(х, у) (z = 1, 2) в виде

•у
(i’i (*. //) — \ [A (а) г тхВх (a)j e՜՜1 sin aycfa — 

о

- \ [Ст ('/) "т՜ e' *9՛ cos 3xJ3 (0 < х < , О < у < )

о
(1)

•»
Ф» (*,</) Ц ЛJ (а) ch ту В2 (а) sh ту ау (С,. (а) ch ту ֊;֊

О 
ак

D2 (т) sh \у)| cos Txfh. V (G;. ^i-xFk) е ч'л sin /iy 
fc=։

(0 x eo, — b < у 0)

3A = ^-2h
26

Здесь Л>(а), В, (а), /Л (г), G и г\ (i ~ 1,2) неизвестные функ­
ции и коэффициенты, подлежащие определению кз граничных условий 
и условий контакта.

Используя обычные формулы для определения напряжений и пе­
ремещений |1], будем иметь 

л>
j a2 [/lj (а) 7хВх (я)[ e՜՜4 sin тусВ 

ь

-i- jy [ с, (?) - 20, (?) + '?yD, (?)] е֊>> cos 'ixd?. 

О
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— J [zlj (7.) — 2/?г (я) Н 2л-Д (а)) е 'х sin аусйс — 

о

֊ք?4Գ(?) ; &О։ (?)]<•-’» cos ßxrfS

О
ВС

4V = j а՝М1 (*) - (*) “ 7ЛД (а)1 «-’■* cos aycfc. — 

а

-р։[С, (?) ■ D, (?) 4- ?ÿ£>, (?)J e֊” sin ?x<Ti 

U
«•

֊ ; j|(l -4» (a)-b (I -*i)#i(a) + 
W

-»

4-( 1 — (•?.)] e ax sin yyih ■ ß [(1 + vj Ct (ß) - {2Dl (ß) +

о

+ (ւ+ն)^Ղ(/)1« •’’sinßxjßj

*։(*» !/) IԿ[(յ 'i)A(«) 2^լ(’) 
£, I J 

U 
4«>

Г (1 vJaxBj (a)]e-’y cos yyth. | 3 |( 1 r '>։) C։(ß) + (1 Л>.(3) -i

о

՜ր (1 *'j) (/)] e՜ v cos ßxc/ß j

*
Հ2)(*, у) j«2((A(«) + 2^b)]ch^ [Ä:(a) +2C0(a)|sh7!Z4-

7.У I Ci (x) ch y.y ֊Ւ /).. (?.) sh ai/]} cos ухУу — У ß; ( 6\ -J- Зд-гЛ) e~/;Л sin % у 
k^l

(2)
•*

3’,;։ (x> !/) — ~ j 'J՜ M-j (’) ch 7y /Հ (я) sh >y ! yy (C.. (a) ch у у 

и

4-Dà(x)sh«!Z)lcosxxJ? ֊ 2Ւ\ bßÄxA)e՜ '^-sinßx-y
к- I
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"‘й <Л՜’ у) = ( 7' {[А (7) А (7) 1 «И *у [К (а) С, (а)] с11 лу |- 

о

— у у [ С. (я) хЬ у у 4-/Л («) сЬ ед]} х1п ахс/а — V •*֊ (6\ — /• * 4՜ 
к<~1

]-?кх/'\)е ч'г соЗ^ед 

*»
«г (-V, !/)= ' ' (3[((1 + ■':) А. (а) + 2/Л (»)) с1><чН- (П + ’։) «,(’) + 

Е.. I.
о

4- 2С. (?)) 5Ь ед т (1 4՜ *у (Сг(а)сЬ гу 4- [X (а) бЬ ед)] х*ш ад%/а .-

Г У/х.[(1 •<,)О\. 4-(1 -՝>.) Г-\ 4 (14-'/2)8АхГА.]е /дЛ $т ЭА. у\

х- 1

х>а (Л’> «/) - £- Ц 7 I((1 + \՝) А. («) - (1 <) А (’•)) ^11 ^у —((14-\.) в։{/.)-

— (1 V..) Сс (я)) с!1 7 у Г (1 V,.) ту (С. (?) 511 у у 4 Ц- (а) сЬ ах/)] сох ух(Ь. 4-

+ 2 ЗД(1 <)С4.-2Л г(1 >.13։Л]е У 
Л=1

сох их- у\

где Е, и >, (7 1, 2) ֊ модуль упругости и коэффициент Пуассона
соответственно, и։, г'։, -',п и з՝ц!) — перемещения и напряжения то­
чек квадранта, а /х2, и2, и перемещения и напряжения
гичек пилуполисы.

Граничные условия в рассматриваемой задаче имеют вид

где

«1(0.^) Л('/)

Ч։)(о, и) о

^(0, У) ֊0

«.(0, у) = /2(у) 

^(0, у) 0

/*ы=| А (у) 

Л(//)

(0 <у<а) 

(а<г/ < со)

(0< //< о)

(—6<.։/ 0)

< а

—Ь <у КО
— гладкая функция.

Условия симметрии относительно оси у = Ь примут вид

Чу(Х’ У2(-Т’ Ь) = V) при 0<х<

(3)

(4)

(5)

а условия контакта или жесткого соединения полуполосы с квадрантом 
выразятся равенствами
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Щ (х, 0) = п;(х. 0), 0) = ^’(х, 0)

(6)
V, (х, 0) = V, (х. 0). (х, 0) = ^(х, 0)

Удовлетворяя граничным условиям (4), получим

и
- Л = I /. (у) $1п & у<1у (7)

О?4 Л

Используя граничные условия (3), для неизвестных функций Д։ (а) и 
В։ (з) получаем следующие „парные* интегральные уравнения 

•г

®Д։ (а) з1п ау</з - / (у) (0 <;/ < а)

6
(8)

а;Д։ (а) 5։пз/7</з = «(։,) (а <у<») 

о

(9) 
где

/(у) = ~!х (У)

а(у) = \^[С1 (?) 2£\ (3) - (ЭД *֊?* <$ (10)

Г

Удовлетворив теперь условиям симметрии (5), условиям кон­
такта двух материалов (6) и пользуясь при этом формулами обраще­
ния для преобразования Фурье, получим следующие соотношения:

—(1 4- V.,) Д_(а) вЬба — (1 -1- В. (а) сЬ 61 4- [(1 4֊ мв) 6а $Ь ба —

֊ (1 — сЬ 6з] С. (я) — [(1 зЬ 6а — (1 4՜ "»’) 6а с К 6а] (а) = 0

(П)
А . (а) 6з Я. (а) сЬ 6а [сЬ 6а 4՜ 6’ зЬ 6а] С, (?) —

— 6з 4- 6? сЬ 6з] (а) — 0

А, (а) (1 4- *.)/£:. 4 р։(а) 2 £ = С։ (а) (1 4- ч)/£։ ֊ £>։ (а) 2/£։

С (’) = А(«)

<’։0)~/Л(?) ! я. (3)4- с. (3) - — _± у -_֊г^—
(з’ + Р5)’ «? й (Й + 33)8

(12)
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[(1-Н1)С։(?) -1- (1֊У А(?)1 Ех |(14-^)52(3)֊(1 ^)С,(3)] £ =

_ _ 4 Г гЧ,За 4 Л ?'1 С3՜ ~ *'-Л) Ек

Ехт.: (>>'--зу ^е: (% ?)*

Из уравнений (11), выразив /42(7.), £•.֊(*), С.: (а) и /?2(а) через 
функции С, (а) и /Д (а), получим

4Д) = с։(*)
ВгЫ = С1(а)еЬбу- 4-ТТ (^֊Цт)^֊

2 сп-6а \ Ех Е. / Ех

СЛ^ = ^- (ЦД'-Цг^СД) (13>
2 \ Ех Е, / Е1

£>Л>) - % 

£ Е± / Ег

Подставляя значения В., (у) и С.. (3) из (13) в уравнения (12) и решая 
полученную систему относительно функций С\ (3) и [)1 (3), выразим 
их через /Ц(Р), то есть

сг&) = 1 14֊ ■., /,՛;.

Ег Ех сЬ2 6?
1 V., 
-Г Н163

(Уф)

А'(.\)

^(3)-֊ 14^1Ь6^I Е1 £,.

(14)
1 /! 2» 1+ у_Д I (1 4-ч?) 63 _
2 \ Е1 Еа / I с1г 6/

(1-.)^ та Я лг(?) 14- 1Ь 6? 1И 63 4֊ с1г6.зД £։

14- чД
£. )

^У(2)
£(?)

2

где введены обозначения

я »^.Ь) _ X՜,ь։+л։ Д (^-?■■■)•■ п
■՝ »Ч^-У^ЛВ») А , Д. у

1 (։= + ?։Г £.Д, ‘

2 , I (1 + у,) (3(1+у.)(3 у5)
՛ £^1. 2£; 2Е,



О кблтзкпкл! задаче для полуплоскости с пкл։ьчсып՝.м 9'

(1 + *,) (1 ֊ М | * и Ао . (1 • ’О (3 ֊ V,) Е, (1 |- У4)2
Ег Т ■ + ’ 2£? ’ 2Е2

(1 -■'?(! 2^1 6£ ^(1-7.) 1 21 14-у. 6? 1Ь6
Е> ,|сЬ"АЧ 2£։ I е, е2 /сЬ26; ’

I 2ч. Е2(Д — ч») { 1 ■ 7, 1 -ь уА
I Е, Ех \ Е. Е, ) (1г 63 (15)

Выразим теперь из парных интегральных уравнений (8) функцию 
т4։ (а) через функции С'։ (3) и £>։(3)-

Для этого умножим первое уравнение (8) на //(/—//') Ду, про­
интегрируем по у от пуля до I и продифференцируем полученное 
соотношение по /. Умножая второе уравнение (8) на (у2 Г*)՜ ՝<(г/ и
интегрируя по у от I до оо, получим

0 / а
2 <Н ,) и I- -у֊

(16)
Ди. ~ I (*)/о(«О& = ( а<(<со

2 .) 3 Уу-—*՝
о г

где // (л) функция Бесселя первого рода с действительным аргу­
ментом.

Здесь использованы значения следующих интегралов [11]:

[ . 1Л (1(), с -^4=
О I /*-։/■ 2 V у— 2

Используя формулу обращения для преобразования Ханкеля, получим

/г >
У тДДа) = ф(О/о(«О^ +рГ(/)/0(аО^ 

О а

(17)

Подставляя значения функции ДД2) ИЗ (17) в (15), получим

л/(й ֊ —! Г ? (о/ (?-с / (зо л՝ - -т 2
г / 1 . ' V 1 “К л-=1 \:'к ” / )

О а

(18)

{Г?(ол(мл+ С^(отл)+ 1 е М^7'У~
“ Г 1 ։? «У ՛ '•? к- 1 ՝։ А- ' '

О а

Здесь введены, обозначения
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/■(О = И(С\(?) 2£>։(?))ЛГ0 (?/) + ₽<£>,(?)*, (?<)!<(?
Л V у- ~ V Л 
г о

¥(О 41 Х<2) К,(г)֊^֊К^) (19)
<и к’ 1 Е - у 2

и

А (О А-К0(г)-Щ гА;(г)
Е1 2ЕХ

где К; (2) — функции Макдональда.
При получении формул (18) и (19) были использованы значения 

следующих интегралов [И]:

.] I !/• — /• Л 1 У' — Е
։ (

Г * к >0 Г «7о(аО^ _ К рп к

(I ' о

Исключая теперь функции Сд (•<) и Р։ (3) из соотношений (15), (18) я 
первой формулы (19), для определения функции Г(I) получим инте­
гральное уравнение Фредгольма второго рода

Л(х) 2(х) 4-рГ(0^(х, 0^
(20)

где введены обозначения

*(х, /) = -֊ (? |А, (?) Ко (?х) / (?/) X (?) К„ (?х) /? (?«) 

о
- Мз(^) (.М /.(^) -1֊ .^л։ (?) К. (Зл-) R (;>/)] (21)

։>

2 (х) ֊ [ : (О К (X, о Л 4 У Гк ( -Д—

“ ы уг “Гг*/
-ЙА(8)^0(М ■

|3՜ — 8- — чоЙ|
+ —£7֊ (?) (?*) - ?«РА (?) (?*) + ?* —£7^ д. (?) К1 (|^) <(?

Л(?)=^^+ 
л (,'5) |

Г(1 I ^)(3 - х>)

>1(14-^) (1 {-*,,)֊]
£1 £2 сЬ։6?|

(22)
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■МЙ ֊тЬ + ։-•-= + — ֊^1^ + Д (,/) I £։
(2Ч-М£С 63 ।

£։
(23)

А'(?) I Е, 2
(1-Ьу2) (З-н Н ■,|И1-*8)

Нт 6? 4

1 |(14֊М(1+>2) 
ТГ оЬ=43|

1--/.. + 0 1 "1>£г П>6? + 

£1

2 . (1 7,)(3-7,)£а (1 + »։)(3 уа) (1 + 7,>(1-72)
£г + 2^ + 2£а ' £,

1 (1 Г у,)£г . I Ь-. I
2 £, ՝ ՛ ։'|с1г4?1

Ядро интегрального уравнения (20) представляет собой интеграл со 
слабой сходимостью, который в конечном виде не вычисляется. Для 
улучшения сходимости этого интеграла (21) представим его н следую­
щем виде:

К(х, I) Г?1М«л; (?*)•/»+ х(« 

о

4- ?хД. (оо) А\ (Зх) 7. (3/) -ь Зл-Д։ ( ) Кг (?х) R (3/)]4֊

о р
4֊ ( №<(3) А։(сс)| ^(Мх(^)4֊[Де(3)֊<(«>)]А’о(.М£(;ЗП •

5

4М\(?)֊ -М~)1 £1(>х)/.(30 4 3л-р։(3) д;( )]^(3х) /?(3/))г/3
(24)

где 
х, , 1 |3+>г |(1*՝л)|3֊^) (1 ֊ ^>(2-^) |
։( } - £(-) I Е. I /•: Е. ‘ I

, , ч 1 (24֊^)£.
Д со) = ----- ----------1   у .

£(сс) Е.

АДгх ) = 1 )1_< 1_ (14-у8)(3-у,) (14-у,)(1֊Уа) I
£(*) | £, ■ 2 £2 Е,

1
£(-) |1+т|1-'+ (I +у.>£. I

Е, (
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Имея а виду значения интегралов [11]

рк0(?х)А-0(4()^
V՛ /“ — X-
<1

Г?-' ЛГ։(?х) Ку (?()</? =- ** —8,+ 2<г|П< Х
] ։ (г — х2)֊

(26)

\?К, (Ух) К, (У)<К - 2 ——-—4хУ|п<* 

I* О3 — *")’
о

замечаем, что первый интеграл в выражении (24) вычисляется, а второй 
интеграл уже сходится быстрее, потому что выражения [ДДЗ) — 
-Д.-( 1] • / 1, 2, 3. 4) затухают но экспоненциальному закону.

Следовательно, ядро А'(х. /) примет вид

А (х, /) - /, (х, I) 4՜ Л (л՜. /) (27)

где

1 г. I Е1 Г֊-х֊ 2 2£в '

. \ / ч _ (:‘ ) *' - -У՛՜' 2-уНп I Л- _
' 4 Е. (Г-х-)* ’

\ / Ч I 71 -* I \ / Ч ** лЛ 4х-7*1п/ Л- I ,по.
*М Н֊~ •М՜’՜) -7Т тт ---------- (28)

Ех (^ — х-)а |

о •
/• X, О - 4 | 3 {[А, (?) Д, ( - )] К, (?х) /. (?/) + [А. (?) - 

о
-М )]^(>х)А(:-/)-?.Зх[Л3(3)-Д3( О)] А, (>х)/(30 3х|д։(3)-

Д։(-)!^(^)А)(3/))^

Упростим интегральное уравнение (20). Для этого в уравнении 
(20) перейдем к новым переменным следующим образом: принимая, что 
о / 0, переменную интегрирования / заменим через / —ае:, а пере­
менную (параметр) х заменим через .г — ое’-. После таких преобразо­
ваний уравнение (20) примет вид

V ОГД:)^ (29)

о
где

^(г/։ ;) /;(7(, :) 4- /•(>;, 3)
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г (■,„ 5) = 1- еь-=.1 (- ?֊т‘. . I ± '-1+1 д„ (- ?, +
11 ' -г I 1-е*։-։» 2 2£,

д ( ' ■) I 1 — 2 (;-^)е-<'~;> _
£, (1—в*' ֊ )

Д ( ., ) : л_2_. А (п ) 2----- ?-------------112----- 22--------

(30)

Е “ а՜՜^՝ е<Г‘ \ А» Л* ( 7 ^'ае') +

о

|\(3) М )1^(М9^(?«е:’)4-[\(?)֊Д4( )]«Зе'/С։(3«е’-)/(^е2-

-|- [Д։ (?) — А | (ос)] а'>е' {'^ае') R (/ае )} с/3

о
2, (т,)-Л -

+ г [ 'А# ₽Рз(?)^о(^) +
" 4-1 «1 '■■' ' РР

О

- х.31
4------- (?) Е() (?ает>) Зае'?; (?) Л'г (?ае’) -

?2 - ^.,32 
?аеГ‘~ЁГ

Здесь искомая функция Ех (•/,) и свободный член -։(;) связаны с функ­
циями Г(х) и с (7) соотношениями

/\(т|) ег>Е(ае՝), (с) - е'^(ае՜-) (31)

Для решения уравнения (28) сперва покажем, что

5)|<Й<1 

о

Действительно, используя верное соотношение из (30), будем иметь

,ЛЙ
I [|К։(>֊„ ;)!,«<[/,ъ, 5)Л + (32)

о 5:

Пользуясь значениями следующих интегралов:

1՛ хс!х_ _ п'-' Р $Ь х — хе~л ~՝
,՝ зЬх 2 зЬ-х 2

—ос
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Г ^ л՛ ~ 2 у
с1х

2

можно оценить первый интеграл в правой части выражения (32)

А1(< ) , >14-1 
2 1 2£х △2( ■ )4-

4- М~)4֊
Лз(--)֊(''

1-е^ 2(-
(1 _ е-Чг,-.>)■>

1)4|М| Ге..-; 1 — ^(Г| (- — у,)
Ех |Д (1 -е1 2<г-=Т

1 ՛ 5Й 2г — 2г 4 | Ас( ■ ) 1՛
2 I ՝ 1 £՜ ] 7ь7

~Т. —• ш

о

4и__ М ) •
~а I Л՜, ,՝ эН г

М-)
2

+ ’^М ) А,(-) + 
2/^

£■,

5 Ь г ге 2 , 
------------------- аг ММ4-

1.)-М )

•^1 ( *
2 2^։ I Л

зИ г — ге г .
-------- -— — аг —

$Ь՜ г

д։<=с)+<^М(^ ; л։(-”) +
Ех 2 *1 $Ь3г I Е}

)-2Л,(-) д։(ж)_Ь_Я_М > =
£։ Ех Ех

ДЛ«’) 1 -'1Л»(«‘-’Н М^) ֊-А|(^) V 
Л1 2

Таким образом,

Остается оценить второй интеграл в выражении (32).
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Из (24) и (28) видно, что соответственные члены /'(<, ;) я 
/*.(',, :.) отличаются друг от друга коэффициентами А,( ) и 

ДД£) —Д,( ■ ) (/ 1, 2, 3, 4). Первый коэффициент зависит только от
упругих постоянных, а второй представляет собой произведение двух 
множителей, один из которых зависит только от упругих постоянных 
и меньше А.-( ), а другой зависит от 3, стремится к нулю по экспо­
ненциальному закону и меньше единицы.

Следовательно, каждый член /.(', -) меньше каждого соответ­
ственного члена Г. (••}, :), откуда следует, что

I ;)<«<[/;(’., о^<-֊ (34>

о

Таким образом, из (32), (33) и (34) следует, что

[1К,(<г)|<й<1 (35)

о

а функция %(Г|) ограничена.
Решая интегральное уравнение (29) методом последовательных 

приближений, получаем выражение функции г\ ((). Далее по формулам 
(31), (18), (17), (14) и (13) последовательно можно определить псе 
искомые функции интегрирования. Напряжения и перемещения по из­
вестным формулам будут определены в любой точке составной полу­
плоскости. Отметим, что при помощи оценки (35) для ядра (30) легко 
доказать сходимость интегралов, входящих в выражения (17) и (18).

В частном случае, если положить а 0 (штамп находится только 
на полуполосе), то все выражения и уравнения остаются неизменными, 
кроме А Да) и --\( <).

ДД'Д и определяются соответственно из формул (17) и (30) 
без первых членов.

Если положим Ь 0, Е\ Е..= Е, -■ ՝>, то получим реше­
ние задачи о вдавливании жесткого штампа симметричного очертания 
на упругую однородную полуплоскость.

В этом случае имеем

Д (а) = С. (а), Я. (а) = С, (а) = О, Е, (а) = ֊О, (а)

&=ЛМ с,(8) ЦДдод-ь

[ (36)
-1±-'М(?)+ {*(?). М(3)=֊֊ (-^§7л

и
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.V(Р)-------Га'(3) = 2.
^3 (^-Н2)9 Е

о
(36)

3 4- V Р 1 4- ՝/

л» & &

и интегральное уравнение (29) сводится к интегральному уравнению 
типа Винера-Хопфа

Л (О = -> (т) + 1՜г, (.=) К, (ч -=) Л (37)

и 
где

А, (г) = — ֊?— 
’ г» ։Ь г

(38) 
О

2> (’■)-{■] ?г (5) *.('.-?)<« 

— 5*

Такие интегральные уравнения рассматривались в работах И. М. Ра­
попорта [9] и М. Г. Крейна [10].

И. М. Рапопорт [о) связал задачу решения уравнений (37) с не­
однородной граничной задачей Гильберта и дал точное решение этого 
интегрального уравнения в квадратурах.

Используя результаты И. М. Рапопорта, получаем

Л (’.) =Т/= ( Ф. « + /О) е-"-' А (39)

—-ЭС -
где

Ф (х /о) — с1Ь՜ - - 16’(х) 4- //(.г) | I I -— — Н
2 2 1 I -/3 с/ и

—

II(х)= (И -Х ехр

Через б’(д-) обозначено преобразование Фурье функции --։ (г։)

6’ (х) =
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В этом частном случае решение выражается только через функ­
цию Фх(х, у), так как на линии у = 0 Ф2(х, 0) = Фх (х, 0).

В заключение считаю своим приятным долгом выразить глубокую 
признательность Н. X. Арутюняну за постановку задачи.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 25 IX 1967

Վ. II. ՏՈՆՈՅԱՆ
ՆԵՐԴԻԼԱԾՔՈՎ ԿԻՍԱ2Ա1։ԹՈԻԹՅԱՆ ՍԻՄԵՏՐԻԿ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ
Աշիւատանրէսմ դիտարկվում !; կամայական ան սրի հիմը ունեցող կոշտ 

,11','շմի ճնշման խնդիրը' կիրաոված րա դադըյա լ կի ս ահ ա րի ուի յան հորիզոնա­
կան եզրի մի մասի վրա։ Կիսահէսրթսւթյունը կազմված Լ երեր համասեր։ և 
իդսսւրոպ մասերիդ, երկու րաոորդ հարթություններից և նրանց միջև գտնվող 
կիսաջերտից, ընդ որում րաոորդ հ ա րի ուի շունն ե ր ր պատրաստված են մի նյու­
թից, իսկ կիսաշերսրը' արիշ նյութից։ Րաոորդ հարթությունները 1ւ կիստշերտը 
իրար միացված են այնպեւր, որ կազմում են մի կի ս ահ ա րի ու թ լուն ։ Կիսահար­
թով! յան հորիզոնական եզրի վրա կիրաոված /, ողորկ հիմ րով կոշտ դրոշմ այն­
պես, որ դրոշմր գտնվում Լ րորւր նյութերի վրա միամամանակ և դասավորված 
Լ սիմետրիկ:

Խնդիրը լուծված Է .'իուըյեյի մեթոդով: ինտեգրման գործակիցների որո­
շում ր րերվել էք «զույգ» ինտեգրալ Հավասարման լուծմանր, ընդ որում «զույգ» 
ինտեգրալ հավասարման լուծումը րերվել Լ ֆրեդհոլմի երկրորդ սեռի ինտե­
գրալ հավասարման լուծմ անը։

Ս էսսնավոր դեպրում ստացված է համասեռ կիսահարի ութ յան եզրի վրա 
կոշտ դրոշմի ճնշման խնդիրր։ Այդ դերդըում ֆրեդհոլմի ինտեգրալ հավասա­
րումը լուծվում Լ ճիշտ, ըաոակուսացման միջոցով։

V. S. TONOYAN

ON THE SOLUTION OF SYMETRICAL CONTACT PROBLEMS 
FOR A SEMI-PLANE WITH AX INCLUSION

S ս in in ary

The present paper considers the problem of pressing of a rigid 
punch on the pari of the boundary of a compound semi-plane.

The semi-plane consists of three isotropic parts: two quadrants 
and a semi-strip between them.

2 Изпсстня Al ! АрмССР. Механика, № 3



18 В. С. Тоичнн

The quadrants are prepared from one material, but the semi-strip՛ 
from another. On the horizontal edge of the semi-plane the rigid punch 
with a smooth base is pressed, the punch is found on all the materials 
at the same time.

The problem is solved by the method of Fourier.
The determination of rhe coefficients of integration is reduced to 

solve the dual integral equations.
The solution of the dual integral equations is reduced to the so­

lution of Fredholm's integral equation of the second kind.
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Л. Г. БАГДОЕВ, Л. А. МОВСИСЯН

К ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ УДАРНОЙ ВОЛНЫ 
В НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Рассматриваются некоторые одномерные и квази-одномерные за­
дачи нелинейно-упругих и нелинейно-геометрических тел.

Определяются ударная волна и решение н ее окрестности.
1. Уравнение одномерного неустаиовившегося движения для фи­

зически и геометрически нелинейного стержня-полоски имеет вид |1,2]

2 &Н '2К'Л , о и и'-и _ д-и 
Зр / с1х дх~ д&

(1.1)

Здесь и(х, () продольное смещение, а — I (З/С-т 40') Зр скорость 
распространения упругой волны коэффициент, характеризующий 
физическую нелинейность в зависимости [1]

од. = ЗК(1 Ч- хЛо) •„ I- 26’(3.Г ֊ е0) (1.2)

Для уравнения (1.1) берем следующие начальные

и = - — 0 при /֊—О (1-3)

и граничные

-ДЕ=еУ(/) при х = 0 (1.4)
(И

условия, что соответствует удару по полубесконечному стержню. В 
(1.4) : малая величина.

В линейной задаче вторым слагаемым н левой части (1.1) можно 
пренебречь, и решение примет вид

<г=/(х—а*) (1.5)

а из условия (1.4)

«I
/(х Оо = - — 1’ ЙМ (1.6)

о 
О

-V
Полученное решение (1.6) показывает, что и(~), ~ I—• Поэтому, 

а
естественно, решение нелинейного уравнения (1.1), где нелинейность 
существенна только для окрестности фронта волны - -֊ 0, для боль­
ших моментов времени (см. ниже) искать в виде [3]
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и гщ (', г), г —

Подставляя (1.7) в (1.1), можно получить

()г д-.

(1.7)

(1.8)

где

к - 2Ку.
Зр

дш 
д-.

(1.9)

Решение (1.8) имеет вид

/<зхЛ=т-.>(А’)

Функция •>(/■ ’) определяется из условия (1.4) и имеет вид

(1.10)

Тогда (1.10) запишется в виде

Г = ^(т—ЬхГ) (1.11)

Полученное решение имеет место для больших I и х в окрест­
ности фронта волны.

Условие на ударной волне получается из (1.1), если искать ста-
ционарное решение (1.1) в виде и —к(;), ; — л- — И/, и имеет

А'а'-з Г
V а----------- Г

2

нид

(1.12)

Здесь V скорость ударной волны.
сП

Подставляя (1.11), записанное в виде

Гр ИЛ (1.13) 
а

в (1.12), можно получить дифференциальное уравнение вдоль ударной 
волны х — х(0

1 ֊ — - кг ( /- (1Х 
а \ <Н (ц

Подставляя сюда (1.12) и умножая на /’, с учетом —֊ - V, можно 

получить

ИУ, (1.14)

откуда 1$
Л 

9 Г
(1.15)

кгх.' 
о
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при х-- , 1' -0. Поэтому в верхнем пределе в (1.15) можно пола­
гать Гв, где — 0. В случае к < 0 должно быть /7>0, т. е.

(Мб)

По (1-11) к՝(У\) ^(^1)> т. е. ударная волна образуется при «(У։)^>0,
соответствующему нагружению стержня, причем в некоторый момент 

и(П) = о.
Если же у(Уг1)^0, что соответствует разгрузке, то /’(У։) -СО. 

Тогда согласно (1.16) должно быть /’-0, т. е. ударная волна отсут­
ствует и имеется непрерывный переход через волну х а/ к невозму­
щенной среде.

Таким образом, соответствует ударным волнам газовой
динамики. Если к^>(), то будет ударная волна разгрузки, поскольку 
в силу (1.16) должно быть V 0. В этом случае можно рассмотреть 
и задачу о нагружении с убывающей скоростью г»(/). Тогда по перво­
начальной непрерывной волне нагрузки будет идти ударная волна раз­
грузки, в которой скачок скорости дается снова (1.16) (см., например, 
формулу для давления работы [4], выведенную для случая уравнения 
газовой динамики, которая несомненно будет верна и для уравнений 
теории упругости, если показатель адиабаты ՝; заменить соответ­
ствующим коэффициентом).

2. Если материал стержня нелинейно вязко-упругий, то 
(1.2) нужно брать 

где 7 мало, и уравнение движения имеет вид

л/, д \(У'и / л 2 К*, \ ди дги д-и 
а՝ I 1 -г « —-------- о- |--------- к ) =-----
X д1 / дх՝ ՝ 3'/ / дх дх- дГ-

Вместо (1.8) получится 

аг аг _
дг ' д֊ 2$а д?

Подстановкой [3] 
г а ди 1

гак д~ и

уравнение (2.3) приводится к виду 

дЦ дЧ/_ 
дг 2га д-У 

вместо

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

решение которого по условиям (1.3) и (1.4) находится в виде квад­
ратуры.
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3. 11рнведенныи в п. 1 метод применим для задач о взрыве с 
цилиндрической и сферической симметрией.

Зависимость напряжения от деформации берем в виде [I]

зг=3^(1-֊ ^о)з0 + 2С(гг -s0)
(3.1) 

=35֊'ЗА(1 zj֊(i);0 •

где компоненты деформаций определяются формулами [2]

du . 1 / du \- и 1 / и \՞ 1 о nv■' Т+Л~Г)՝ z- V (- )’ г» v(2'”i։) (3-2) 
Ur 2 \ Or / Г 2 \ г / 3

а и радиальное перемещение.
Подставляя эти выражения в уравнение движения, введя вблизи 

фронта волны аналогичные (1.7) переменные

u = zw('.,z), z zr, x=(-.r (3.3)
а

и оставляя малые порядка з", можно найти

֊£ + ֊ - kF^-=O, I-՜--֊֊ (3.4)
дг 2z д- д'.

Решение этого уравнения запишется в виде

-. = 2kzF \rf(F\ z ) 
или

Г = —U- i (Г։), У, = - 2kzF (3.5)
I *

где функции ! или '• находятся из граничных условий или из условий 
перехода (3.5) для конечных " в линейное решение, соответствующее в 
(3.5) k ֊ О

Автомодельное решение по (3.5) запишется

т = 2kzF + czF* (3.6)

11олученные формулы можно применить к определению окрестности 
ударной волны в полуплоскости, когда по границе се движется пе­
ременное давление [5]. Вблизи участка ВС ударной волны (фиг. 1) для 
больших моментов времени можно но линейной теории найти напряже­
ния или деформации, причем, например, для w имеем [5] (в полярных 
Koop4v натах г, Ь х г cos ri, у г sin 0)

«.= -֊=-?(•. °) <37)V 2
г.где, как можно показать, производные но 9 в уравнениях движения 

могут быть отброшены (условие квази-одномерности), и решение вблизи 
фронта ВС дастся (3.5). Функция у (■) определится на выходе к ре­
шению (3.7), причем 'И՜) — ’?(•> $), где $ играет роль параметра.
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Для определения решения на самой ударной волне воспользуемся 
формулой для скорости ударной нолям, имеющей вид (1.12). Тогда, 
подобно (1.16), можно написать

(3.5). можно 
затухания

Ь I
(3.8)

Подставляя (3.8) в 
найти для F порядок

Если скорость точки А ио по-
псрхности постоянна, то 
автомодельна, и линейное 
Пблиэн ВС имеет вид (5]

задача 
решение

(3.9)

2

«’ = /<0) | (3.10)

Тогда решение нелинейной задачи дается (3.6), где

(3.11)

Решение на ударной волне ВС по (1.12) и (3.6), если положить
I/ г ka-՜- г a(t
V — — или а-----------г = -------------• имеет вид

t 2 I

(3.12)

или поскольку вблизи ВС t---- — 0
а

Отсюда и из (3.6) можно найти

3Â' 3
Г = ֊~' Г ֊֊W) (3.14)

2с 2

где /(Û) дается из решения линейной задачи [5].
Отметим, что вблизи точки В соединения плоской ударной волны, 

где решение постоянно, и нолны ВС функция /0) имеет особенность. 
Это приведет к тому, что решение будет зависеть от г и Ь и потре­
буется получить упрощенные двумерные уравнения.

Нс приводя выкладки, укажем лишь, что для случая сферической 
«симметрии закон затухания ударной волны имеет порядок \îR In А’.

Milr.nnyï MotcMniHMn и механики
АН Армянское ССР Поступи ая 11 VII 1967
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Ա. Դ. ՈԱԳԴՈեՎ. Լ. Ա. 1րՈՎԱ1> II 3U.lt

Ա11Ա.Ջ<1-1Սւ1ԼՆ11հ1»՚=ԱԷՆ ՏԵ1111ԻԹՅԱՆ ՈՉ-ԴԾԱՑհՆ 1ււՆԴ1»ՐՆՆՐՈԻՄ 
2ԱՐՎԱԾԱ31’Ն 11.1.14’1’ ՈՐՈՇ1ՈԷՆ ՄԱՍԻՆ

Ս. 11 էի ո էի ո է if

Դիտարկված են ոչ-դծային աոաձգական և ո • -ւ/ծային երկրաչափական մի 
րանի միաչափ և րվաղի-միաչափ խնդիրնևր։ Լուծումն՝ սղիրի ճակատի մուոու- 
կայրէէէմ. տրվում Լ էյծային լուծումն ևրում իւարսւկաերիուոիկնհրր ոչ-ւլծային 
խ ա րու կա երի и in ի կ ն ե րով փ ո խ տ րի ն ե լ ո վ .-

(Լրոշված Լ Հարվածա լին ալիրի արաւ/ուքքլունը />. նրու մարման օրենրրւ

A. G. BAGDOEV, I.. A. MOVSISIAN

ON THE PROBLEM OK DETERMINATION OF SHOCK WAVES 
IN NON-LINEAR PROBLEMS OF ELASTICITY

S it tn m a г у

Some one dimensional non-linear elastic problems are considered. 
The solution is obtained by changing the linear characteristics by a 
non-linear ones.

The velocity and decay of shock waves are found to be depended on 
the properties of the medium.
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Р. Е. МКРТЧЯН

БОЛЬШИЕ УПРУГИЕ ДЕФОРМАЦИИ РАСТЯЖЕНИЯ, 
РАЗДУВАНИЯ И КРУЧЕНИЯ СОСТАВНОЙ ТРУБЫ ИЗ 

СЖИМАЕМЫХ МАТЕРИАЛОВ

В работе рассматриваются задачи больших упругих деформаций 
ДЛЯ трубы, составленной из нескольких надетых друг на друга и 
спаянных по боковым поверхностям однородных, изотропных круглых 
труб из различных сжимаемых материалов.

Решение задачи больших упругих деформаций для однородной 
трубы дано в [I, 2|.

Эти задачи для составной трубы из несжимаемого материала 
рассмотрены в работе [6].

1. Пусть круглая цилиндрическая труба, состоящая из (п - 1) 
однородных, изотропных и сжимаемых слоев в нёдеформированиом 
состоянии, имеет радиусы

Материалы слоев имеют различные функции энергии деформации 
(к - 1, 2, • • •. п ֊ 1). Между слоями существует полное сцеп­

ление.
Рассмотрим случай, когда труба испытывает одновременно сле­

дующие деформа ци и:
а) простое растяжение в направлении оси трубы с коэффициентом 

растяжения
б) кручение с углом закручивания 7 на единицу длины растяну­

той трубы.
в) Раздувание, при котором радиусы >• &2 • • • > рп переходят

в г1^' г- • ■ / л. Если рассматривается задача выворачивания трубы,
то чОгО

Рассматриваемая деформация трубы

П*) — Г(к) (р), 0=0+ /Лх„ у3 = 1-х3 (1.1)

?(4)в ?(*)('')» 0=0 — ^3, х3 = -//л (1.2>

где 0, и г, Ь, ул — цилиндрические полярные координаты точки 
трубы в недеформированиом и деформированном состояниях соответ­
ственно.

Индекс (к 1, 2,••-, п 1) показывает номер слоя трубы.
Компоненты коитрвариантного тензора напряжений определяются 

соотношениями III:
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ф^+чг£'7-; рв'՛
где Ф, 'Г и р определяются выражениями 

ф '<2^, Ч-_ 2
I л <*А /А д!.

о ГР -1 ‘3н дк

Здесь /1։ А, 1, инварианты деформации.
Метрические тензоры недеформиронанного 

состояний тела будут [I]

(1.3)

(1.4)

и деформированного

в=г- (1.5)

0 0 1

Я =
(1.6)

1 О О
О г О
О 0 1

1 О О

Компоненты тензора В'՝ выражаются в виде

В" г-(Г )

в“=-£ (1 ->.ч>։) + 4 
р ?

р=
В-՝ ЖГ;, В1л֊^Вл՝=0

(1.7)

Для компонентов ковтрнариантного тензора напряжения (1.3) из (1.5.1, 
(1.6) и (1.7) получаются выражения

*м = -?< -I- (/3 - Г2) ф 4- Л рл - г2 (1 + )]Ч- (1.8)

т* = /,Ч (Ф 4- г֊՝Г), = 0
При отсутствии объемных сил напряженное состояние удовле­

творяет уравнениям равновесия
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(* = ։, 2.-՛-֊ »-։> (1.9)

условиям сцепления

г[к) ПРИ Р=^*л1 1 1()
-и__ и . ' * '•(*) *(*+!)

я условиям на внешней и внутренней цилиндрических поверхностях 
составной трубы.

Результирующим моментом и результирующей силой системы 
сил, действующих на плоском торце составной трубы, будут

М 2֊ ՛* «•>)(1Л1>

г2 I
(1.12)

На внешней и внутренней цилиндрических поверхностях состав­
ной трубы могут быть заданы два из следующих четырех условий:

$)=•*■■ '•<»='■> "Ри !■ = ֊'* ....
\ 1 • 1 ч) '

>-1) Р” '■(-.-П՜'՛.. ЙР“

Условия (1.10) и (1.13) являются краевыми условиями, которым 
должны удовлетворять решения нелинейных дифференциальных урав­
нений второго порядка относительно искомых функций г-лЛ?) (1.9).

Если из (1.9), (1.10) и (1.13) найдены г^-Л?), то на основании 
(1.8), (1.11) и (1.12) определяется напряженное состояние.

Если > или /. неизвестны, то для определения их к основным 
уравнениям (1.9) добавляется (1.11) или (1.12), где .11 или Л՜ заранее 
известны. Если оба !> и л неизвестны, то к (1.9) добавляются выра­
жения (1.11) и (1.12).

2. При малых, но конечных деформациях функцию энергии де­
формации можно представить выражением, данным Мурнаганом [3]

1Р= АЛ +А/? ДзЛЛч-л,//- АЛ (2.1) 

где Л, / и /л — инварианты деформации, определяемые формулами
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Л-А-з
/2 = А —2/։֊Ь 3 (2.2>

Л = А ~ 4 + 4 —1
Л։ — Ай — постоянные, определяющие упругие свойства мате­

риалов.
Подставляя в (1.8) выражения

2Ф = — -■ (3 Л Вх/1 А3/» Я.)
V ‘з 

о
чг = т^-(АЛ֊Н4) (2«зЯI 4

Р= 2]/Т3А, 

которые получаются из (1.4), (2.1) и (2.2) после введения новых по­
стоянных

В. -2А-4Лл-18.44
б։ = ֊2Д -6А.-9А, — 27Л։4-А, (2.4)

В^А.-ЗА. А
получим

2г;• '1 — 5-._- 3 А31{ ֊֊- /44 -г А4 •• В2 •-

= .п + 2 /Г _ гЧ.=.р _ Л (ЗЛ/? В1/] + й=) +

у Л ՝ У '

+ (Г7-^)(-4зА + 53)

-» .. ,п (; г _ гр (34։/? + + Л։/г + й; } 2 + (2֊5)

+֊^-1>-։ - г (1 + т։)1 (4,/,+вл) !

о; 2л з
= - вл-^АЛ+а г; (А/, в.,)1

I гз
т’2=гти = о

Здесь инварианты /п /3 определяются выражениями
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/։ = £'։С> = г? 4- ~г 4- ггЛ: -֊֊ / 2
Г'՜

4 - /л = 4- гу>V - ֊ (2-6)

в Г^!՝
I ~ * ?г

На основании (2.5) уравнения равновесия (1.9) приводятся к си- 
чтеме дифференциальных уравнений

/ зд'*՛/;*՛3 д*‘>/5‘>+ ВР 4-
I I Д*> 1

+ л)(л*’/*.*>+ &*’) 1+241“I -

2'Ю, 
1 /■*

|(Ф #■’) +
+ (5‘К5Э1 +г3о,г;д,-.:?: ֊ ^)(Л1“/Г' - Я“) ■ Л'?/Г (2.7)

3. В качестве- конкретной задачи рассмотрим выворачивание
наизнанку трубы, состоящей из двух труб. Пусть функции энергии 
Деформацни материалов этих труб имеют следующий вид:
| 1Г(„֊ -2.4б/" ■ 10.9/1՜- И/!"/" ֊2.76/"

Г1»--5/"-22Г֊МЛ3^1- 5.6/=’

При подборе постоянных, входящих в IV', ь, использованы опыт­
ные данные Ривлина и Сандерса 4) на простой сдвиг и на простое 
удлинение. Постоянные, входящие в йм,. выбраны, используя резуль­
таты экспериментов Треолара |5].

Слагаемые в выражениях 1Г<П и Ичд. содержащие отброшены 
для упрощения вычислений.

Если н уравнениях (3,1) пренебречь членами более высокого по­
рядка, чем второй (по отношению к главным удлинениям), и инва­
рианты Д и I. выразить через главные удлинения (см., например, [2])

Д — М К 4- — 2 (е։ г ег г вэ) (с| -те; е.‘> ) -|- 3

/3 >/} -г •+* /$/; » 3 4(е։ • е. е,) 4՜

+ 2 (<•; I г'е Ь с?) 4- 4 (е։е, 4- е:е3 4- е։е.) • О(еа ) (3.2)

то после простых преобразований получим выражение й՜7 классиче­
ской теории упругости
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2Г։Ц = 73.36 (е(։։> Ч- е(?։ 4֊ е‘п)2 -| 2 4.92 (е'П-‘ е<”- Ь е<։'֊’)
(3 Зк

2 Г.2) ֊ 156 (е</> 4֊ е’2( 4 е’->)2 4 2-10 Ц2’5 4 4֊ е<->2)

Отсюда видно, что выбранным материалам при малых деформа­
циях соответствуют упругие постоянные Ламе и, 4.92, 'д2 - 10, 
/ч 73.36, л2 156, коэффициенты Пуассона :։ 0.47 и модули
Юнга Ег = 14.4 кг саг, £. 29.4 кг саг.

Для рассматриваемого частного примера из (2.7) получаем
г(|„, (- 0.6 г-„:.Т 66 ֊ 24.66 ф + ։ 1 ֊^֊ ֊ 8.14р ) I

• I V /
4 а 2 '•

0.2А -Г зз^-1--Г-֊ -22 -Г^Г^ 24.66 4-
'• Р ?* ?

г Г- г* г3 г г424.66 -1^4X1). 4- 22^ШлрП_ _ 33 ГО^:Д1> _
?■ Р3 р*

Г3 Г
8.14 г(11г,-г-0.2-1р 8-14-р 0 (3-4)

Г, ;Д Г2г-' ;■ И4 ' 57Г- ■ 24Г; 11:.Г

— 4/-,».. 72 ^2- - 48 'г' - 57 57^гйД +
? г р р

+ 48-(-‘^ - 72 - 11г,, . - 4^4-11-^ -0 (3.5)

На основании (1.10) и (2.5) имеем условия

Г(П ֊ П2) =
^?(22 '4֊0.2 4 г,„/114֊24.66 ; - 8.14?2) =

= (48 ֊^֊ - 4ь) - '•(=„(24^֊ ֊57 ֊( - Ир.) (З.б>

при '> = Р2.
Варианты постановки рассматриваемой задачи непосредственно 

связаны с конкретными условиями на внешней и внутренней поверх­
ностях трубы. Два из этих вариантов рассматриваются на следующих 
численных примерах.

Пусть двухслойная труба из кышеподобранных материалов в не- 
деформированном состоянии имеет радиусы поперечного сечения: 
;-1 ֊ 20 с.и, V. -49 сл(, — 18 с.и. Труба выворачивается наизнанку 
так, что после деформаций внешняя поверхность переходит на сво­
бодную от напряжений внутреннюю поверхность (г-. —18 елг) при
коэффициенте растяжения л -= 1.
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На свободной от напряжений цилиндрической поверхности 
= — 18 см имеем следующие граничные условия:

Пн (20) = гх = — 18 с\и
(3.7)

I й^нЛ24-66?՜՜’1^ "8л*)/(22?-°-2?՛)
Последнее выражение получается из условия 0, когда 

р, 20 с.и, ,т знак перед корней выбран на основании геометри­
ческих соображений.

Опрг делян решение дифференциального уравнения (3.4), удов­
летворяющее граничным условиям (3.7), из (3.6) легко найти г. и 

Т։ с* граничные условия, которым ДОЛЖНО удовлетворят!, 
решение дифференциального уравнения (3.5).

Подставляя полученные значения г,։,. г , г и г, , в (2.5). по­
лучаем величины компонентов контрвариантного тензора напряжений.

Численное решение задачи найдено с помощью вычислительной 
машины „Напри—1“. Результаты с точностью до пропущенных зна­
ков приведены в табл. 1.

Там же, с целью сопоставления, и скобках приводятся резуль­
таты соответствующих величин для трубы из несжимаемых материа­
лов, т. е. когда в (3.1) принимается /'7 = Й‘*= 1.

Результирующая сила на торцевой плоскости составной трубы 
получается из (1.12)

А՛ = 62.886 лч

Для указанного несжимаемого материала

А’=47/281 кг

Пусть теперь рассматриваемая двухслойная труба выворачивается 
наизнанку так, что и внешняя и внутренняя поверхности после де­
формаций остаются свободными от напряжений при коэффициенте 
растяжения >• = 1.

На цилиндрических поверхностях — 20 см и у3 -- 18 см после 
деформации имеем следующие граничные условия:

./ 1.233 г;՜ 0.001375 г[~Гб2.8
,.1гГ_ 4՛------------ (3.8)

. 371667 г‘~ 0.004115 г‘~ 198
2.6667 г; 72 (3։9)

которые получаются из условий _го 0 и л = 0.
Эти граничные условия вместе с (3.6) достаточны для решения 

дифференциальных уравнений (3.4) и (3.5). Программа для вычисли-
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тельной машины составлена так, что, задавая гг и решая дифферен­
циальные уравнения (3.4) и (3.5), добиваемся удовлетворения (3.9). 
Результаты решения приведены в табл. 2.

Для результирующей силы получаем

.-V = - 1.6097 л г (֊ 5.8157 лг)

Здесь тоже сопоставляются полученные числовые результаты с 
соответствующими результатами для трубы из несжимаемых мате­
риалов.

Из таблиц видно, что при выворачивании двухслойной трубы 
наизнанку учет малой сжимаемости материалов (соответствующей 
о 0.47 при переходе к линейной теории) значительно изменяет на­
пряженное состояние. Изменение деформированного состояния незна­
чительно.

11о-видимому, изменения напряженного состояния нельзя считать 
следствием только влияния сжимаемости материала, так как учет /, н 
1Р՜вообще изменяет зависимость между напряжениями и деформациями.

Пользуясь случаем, автор выражает глубокую благодарность 
К. С. Чобаняну за постановку задачи и руководство работой.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 21 II 196Տ-

1հ Ь. ւՈւՐՏՃՅԱՆ

Ս1)Վ1ՈՎ1՛ Ն3111ՎԿ?Ր1’Ո ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ՐԱՎԱԴՐՅԱԼ ԽՈՂՈՎԱԿԻ ԱԳՄԱՆ.
ԸՆԴԱՐՁԱԿՄԱՆ 1>Վ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԵԾ Ա11-ԱԱԴԱԿԱՆ ԴՍՖՈՐՄԱ8ԻԱՆԵՐՐ

II. մ փ ս փ и ւ մ •

Ներկա աշխւսւոանըոլմ' մեծ ա սաձդւււ կան դեֆհրմտցիաների տեսության 
՛իման վրա, դիտարկվում Լ սհդմ1<{ի նյութերից պատրաստված, կ{մի <յ[Ա>- 
նային խողովակներ ներկայացնող, շհրահրիէյ կաղմ ւէտծ րաղաղրյալ խող{ւ~ 
•/ակի ձղման, րնդարձակ։! ան և ոլորման խնդրի լուծումը. երր դեֆորմ ացի։ս~ 
ների էներգիա լի ֆունկցիան ունի ընդհանուր աեսր։

Ուսումնասիրվում է նաև ալն դևպըը, երր դեֆորմացիանևրր մեծ լկն 
րայց վերջավոր են) ե դհֆորմարիաների կներդիայ/ւ ֆունկցիան կարելի I; 
արաա '.սւլուել Մ ուրնաղանի ա րտ ահ ա յա ու [I յ ան միջոցով։ II' ուսհտվորաւդես, 
[{վային օրինակների աե։ւրով, դիուարկւիււմ Լ երկշերտ խոդօվակի շրջման 
խնդիրր։

Աշխատան րոէմ օդտադււրծվամ Լ' Համ աոեո, սեղմելի նյութից ւդաարաստ֊ 
ված խողովակր համար Գրինի [/»■?] կ՚՚՚Լ^ից տրւխոծ լուծումը։
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R. E. MKRTCHIAN

LARGE ELASTIC DEFORMATIONS OF EXTENSION, 
INFLATION AND TORSION OF A COMPRESSIBLE

COMPOSITE TUBE

S и in m ary

The solution of the problem of large elastic deformation for 
extension, inflation and torsion of tubes, composed of compressible 
circular, cylindrical tubes is considered. The strain-energy function has 
been taken in a general form.

The case, when deformations are not large (but are finite), and 
the strain-energy function has Murnaghan’s form is also considered. In 
particular the solution of the problem of tube composed of two layers 
and Turned inside our is given with the help of numerical examples.

A. E. Green’s solutions [1, 2] for homogeneous compressible cy­
lindrical tubes are used.
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С- И. ЦАТУРЯН, П. И. ЦОЙ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАКОНОВ ИЗМЕНЕНИЯ РАСХОДА, 
ДАВЛЕНИЯ, ПЛОТНОСТИ И СКОРОСТИ ГАЗА ВДОЛЬ 
ДЛИННОГО ГАЗОПРОВОДА ПРИ НЕСТАЦИОНАРНОМ 

РЕЖИМЕ РАБОТЫ
§ 1. Дифференциальные уравнения движения газа. 

Начальные и граничные условия

Однородное изотермическое неустановившееся движение газа н 
длинных цилиндрических трубопроводах описывается следующей си­
стемой дифференциальных уравнений (!]:

<)(/ _ /пС____
дх ~՜

(и,
сН §8 дх

Р
(7

где р, у, и средние значения по сечению давления, плотности и 
скорости, / безразмерный коэффициент сопротивления, О— диаметр 
трубы, 1’ ускорение силы тяжести, — газовая постоянная, Т аб­
солютная температура, х - координата, отсчитываемая вдоль газопро­
вода, / - время, .9 площадь поперечного сечения, С весовой рас­
ход газа по сечению трубы.

Решим систему (1.1) при следующих начальных и граничных 
условиях:

1. при ( 0 режим стационарный и заданный [2]

Р - Ро(х) | р;, -(^-РС-)у

G' = G'o const
.. | р;>

tlTR
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[ (/) — заданная функция (обращающаяся в нуль при / <. 0). которая

2. при х — 0, / ^> 0

3. при х = /, / 0

G (х, /) - G’o = const 

G(x, t) = Go 4֊ f(t)

(1.3)

(1.4)

где рл давление газа в начале газопровода (x - 0)
р, — давление газа в конце 

/ — длина газопровода
газопровода (x 0

Gq— расход газа при стационарном режиме работы

показывает закон изменения расхода газа в конце газопровода.

§ 2. Дифференциальное уравнение расхода газа.
Выражение давления, плотности и скорости через расход газа

Решение системы дифференциальных уравнений (1.1) при началь­
ных и граничных условиях (1.2) (1.4) ищем в виде

Р{х, () 4֊ р (х, О

?(х, /) = f/0(x) ± '/ (х, I) (2.1)

и (х, /) = п0(х) 4- и (х, /)

G(л-, /) = G'o - G' (х, f)

Здесь р'(х, /)> (х, /), W’(л՛, 0 и G'(х, I) добавочные значе­
ния давления, плотности, скорости и расхода над стационарными зна­
чениями (существовавшими в момент t 0), появляющиеся вследствие 
неустановившегося движения газа.

Будем предполагать, что величины // (х, t), '/(х, Z), и' (х, f), 
(>՛ (л-, /) малы.

Тогда вставляя (2.1) в (1.1) и отбрасывая члены, содержащие 
произведения р', , и и G', для определения указанных величин по­
лучим следующую систему дифференциальных уравнений:

Ф՛ _ _ '' (uqG' -г Gou')
dx ZDtfSRT

--------------- — — (2.2) 
dt gS dx

p' = g№

G' g$ (W՛ 4֊ Pe«')

Начальные и граничные условия в силу (2.1) примут вид

1. при t 0 /У (х, t) — < (х, /) ti'(х, /) = (/(х, Z) = 0

2. при х = 0 Gv(x, /) 0 (2.3)

3. при х / 6՜ (л՜, t) — f (t)
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Дифференцируя первое уравнение системы (2.2) по /, второе — 
по л-, потом приравнивая полученные выражения и принимая в расчет 
четвертое уравнение той же системы, можно переписать систему в 
форме

о՝ С ‘ иа дС ) и г, дС
дх: /./<?/? Т д1 Г дх

| = (2.4)
д( ^5 ох 

р' = ^Т'/

и՝ — (6՜ - 83и^')

Для удобства введем безразмерные величины. Для этого по­
ложим

<7 = С06* Ро = /л/?- / ?։Г/°

х £х р' = ркр* и0 Уи\ (2.5)

/ = ?0 = «' = И«**

где С(|, /, /п. рк. И соответственно характерные расход, длина, 
время, давление, плотность и скорость. За характерное давление 
принято давление газа в конце (х /) газопровода при стационарном 
режиме работ։,։, за характерный расход расход газа при стационар­
ном (/ -< 0) режиме работы, за характерную длину длина газопро­
вода. Характерные время, плотность и скорость определяются из 
системы уравнении (2.4) в виде

'РСу Рь р/ _ Т_
§рь$О 1 цКТ $рк

(2.6)

После перехода к безразмерным величинам, система уравнений 
(2.4) примет вид

1 дв к" - 1 ^6’
Ох | А- (к~— 1)х д1 2|/г —(А5 — 1)х] дх

р =.;,= -(*= ֊ 1) 1՝-МО’ г) л (2.7)

с: . Л=-г1 С дС(х, 2) ,и ~ —г===^= -4---------------------- - |
.1 к- {к՝՜֊ 1)х [4՛ (А'՛ 1)х], дх

0
где 

рх
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-1 1111 --  ---------- -■   -------------- -------------------------- ,м XL

Здесь и в дальнейшем для простоты штрихи и звездочки опу­
щены.

Начальные и граничные условия в безразмерных величинах будут

1. при t <0 G(x, t) р(х, I) — ?(х, /)֊н(х, /) 0

2. при х = 0 G(x, !) = 0 (2.8)

3. при х = 1 (7(.г, Z) — /(/)

Из системы уравнений (2.7) видно, что если известен расход 
газа, т. e. G(x, t), то без труда можно определить как давление и 
плотность, так и скорость в любой момент времени / в любом сече­
нии газопровода.

Поэтому перейдем к определению расхода газа, т. е. к решению 
первого уравнения системы (2.7) с начальным и граничными условиями 
(2.8).

§ 3. Решение первого уравнения системы (2.7)

Для решения указанного уравнения введем новые переменные 
в виде

г = I - 1) х, /, = /
4

Тогда первое уравнение системы (2.7) примет вид

д'֊в дв ------- — г — 
дг*

При этом начальное и граничные условия будут

1. при / - 0 (7=0

2. при г = к (7=0

3. при г = 1 6’ = /(0

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(Индекс „1“ в дальнейшем будет опущен).
Применим преобразование Лапласа к уравнению (3.2), для чего.

умножив обе части указанного уравнения на е“3/, где з = и 
проинтегрировав по I от 0 до оо, найдем трансформату Лапласа

G(z, t)dt, которая удовлетворяет следующему обык­

новенному дифференциальному уравнений):

d֊Q 
dz"

z2Q- 0 (3.4)

с граничными условиями
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1. при 2 = k О •=> 0
2. при 2—1 Q =

где

/•*(=) = le

Решение уравнения (3.4) записывается в форме [3]

Q(z, з) z> СУГ / 2 
+ C.I- (3.6}

где С։, С. постоянные интегрирования,

I ( ֊,' г 1 I з ) модифицированная функция Бесселя первого рода по­

рядка -1֊; У 
\ •Э ч) /

Постоянные С,, С2 определяются граничными условиями (3.5).
Определяя эти постоянные и подставляя их в (3.6), получим

где

М(з) = /

По теореме обращения имеем

б’(л 0 =
С + Н

£2 f O£L
2^z J М(з)

Сначала найдем решение данной задачи для частного случая, когда 
заданная функция /(/) определяется в виде

/(/) = asin <՝d (3.8)

где а = const.

Тогда

/■'(’) = a I е Tf sin ^tdt — -----J за4-^
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При этом формула (3.7) примет вид

(3.10)

Тогда (3.9) запишется в форме
Г-»7ч

I <7(2. о '1’к, =)е”Л
с-Г—

(3.11)

Для вычисления интеграла (3.11) применим теорему о вычетах. Обо­
значим через ;Л часть окружности >, расположенную слева от пря­
мой А\: с, через с ~ — точки пересечения с этой прямой и
через I’« — замкнутый контур, составленный из отрезка (с 73„,

с 4֊ /3„) и и проходимый против

Из выражения (3.10) видно, что функция '1՛ (г։ г) имеет полюсы 
к точках — ±/ч> и ' = — дл, где /'7.т рт(т 1, '2, 3-, •••) —корни 
следующего трансцендентного уравнения |4] 

а • 9т (т 1, 2,...)—корни уравнения [4]

/ 0 (3.12)
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■ ■ Д- ••'֊— — ........... ■■ ■

где

порядка v^-v 

окружностей 
Ф(г, э) ~0
Жордана [5|

2
3
1
3

функции Бесселя первого рода

1 \ n— - Отсюда следует, что существует систем:։ 
»Z /

7л, 1 3 i — «л» A'i < АА \ • • -<^ /<„ — • , на которой
равномерно относительно arg Но так как по лемме 
при / > О

2
3

Z, з)е:'с/- = 0 

то при f>0

1»

вместо (3.11) можно написать

G(z, f) -r-lim рЦ*. z)e~ldz 

Гл

Применяя теорему Коши о вычетах, мы получим, что

G(z, t)—^>az lim^jres<J>(z, 2) e:1 (3.13)
Л- * (Г/i)

где сумма берется по всем особым точкам функции Ф (z, 2), лежащим 
внутри Г„.

Имея в виду указанные полюсы, (3.13) можно переписать в сле­
дующей форме:

G{z, t) = awz ^res j4>(z, /•>)] e/ ՝' - res |Ф(г, — A»>] e ՛"՛ 4՜

00 ~ar>t( I4- V res[<l>(z, ֊֊\n)]e J (3.14)
m-l J

Вычисляя (3.14), получим

G(z t) a^~' 1"0 (Z։ k, el) /^(1, k, >։>)J3(z, k, i»)]sinv</
a՝“z '1 <՛. |Лг(1, к. ^ + в՝(\, k, «..)]

где
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±/Л/.(;Г ±/)] ->л

Из выражений А (г, Л, ад) и В (г, к, <о) видно, что

А (к, к, р»)—В {к, к, •՛>) О

Известно, что весовой расход газа в последнем сечении газопровода 
(т. ՛.՝. в сечении х=£, или г 1) дастся следующим графиком [6] фиг. 2.

Фиг. 2.

Этот график можно представить функцией / (/) с периодом Т ( Т есть 
суточное время) 
где
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/(0 =

/1(0 при 0

/2(0 при /։
(3.16)

Разлагая / (/) в ряд Фурье по синусам, получим

/«= 3
л —1

Ь„ т (3.17)

где

Применяя преобразования Лапласа относительно (3.17), получим

(3.18)
—, зл о՞»=։ ՛

В силу (3.18) формула (3.9) примет вид, т. е. для расхода получим 
следующую формулу:

(3.19)

Интеграл (3.19) определяется точно так же, как и интеграл (3.9). 
Применение вышеуказанной теории о вычетах к интегралу дает

(7(- /)= - V I ^>л)~Д1, к, ">п)В(г, 1с, <■>„)] 5<

6п|Л(1, к, к, >%) — 3(1, к, шп)А(г-, к, <%)| соя *'>Л\
Л2(1, к, <'*л) 7-^(1, к, у>я) /
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§ 4. Определение давления, плотности и скорости

В силу (3.1) второе и третье уравнения системы (2.7) соответ­
ственно примут вид

I Р = ^■ »)</? (4Л)
2 .1 О:

о

„ = -£-21՛ дв^ (4.2)
г 2.1 дг 

и

Есля /(/) изменяется по синусоидальному закону, то имея в 
(3.15), для давления, плотности и скорости получаем следующие 
мулы:

Р(2> /) = Р(г, о= , \ . сНиа- *)аи>| & |Л(1, к, <•>) ■ /3“(1, к, е>) | I

виду 
фор-

- cos <•>/) — В (1, к, от) sin u>f | [A (z, к, <՛>) -г '2zA' (г, к, от)] г 

4֊[В(1, к, w)(l — cos от/) -{֊/1(1, к, <«>) s.jn *'7] |B(z, к, от) •

где G и р определяются соответственно выражениями (3.15) и (4.3). 
Если же /(/) дается по (3.16), то для давления и плотности получаем 
следующую формулу:

р (z, /) у (z, 1)-= ֊р- SjWn^2(lj Հ вг(1, к, v.„)| Х

х|[Д(1, к, •՝»„)(! — cos <՛>„/) — В(1, к, •՛>„) sin v>nt| [A (z, к, ՛՛>„) -

-т‘2гА '(г, к, <•>/,)] г [Л?(1, к, ш„)(1 — cos I»,,/)
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- /4(1. к, <%) л։п •֊*>„/] (г, к, • 2гВ'(г, к. ю„) ] 4֊

л скорость определяется формулой (4.41, только в »том случае 6՝ и /> 
определяются соответственно выражениями (3.20) и (4.5).

Пример расчета

Для примера необходимые данные (I, /и. К, Т, О, /.) и функ­
ция /(/), которая показывает закон изменения расхода п конце газо­
провода. взяты из работы (7]. Разлагая функцию /(/) в ряд Фурье но 
синусам и ограничиваясь четвертым членом ряда, л также определяя

1. 2.3, 4) корни уравнения (3.12) по формуле (4] (стр. 307), со­
гласно формулам (2.1), (3.201, (4.4), (4.5) для расхода, давления и 
скорости построены графики (фиг. 3, 4, 5).

Фиг. 5.
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Сопоставляя эти фигуры с рисунками (1, 2, 3) работы [7], легко 
заметить, что между ними нет качественной разницы, а существует 
только количественная разпииа.
Тульский НОЛИТСХННЧССКИЙ

институт Поступили 5 VII 1967

U. Ի. աՏՈ1»Ր8Ա.Ն, Պ. I՛. »115

ԵՐԿԱՐ ԴԱքէԱՄՈԻՎԻ Ե1ՊԱՐՈ1’ՌՅԱՄ|։ Դ11.ԱԻ ԾԱԽՍԻ. ՃՆՇՄԱՆ. ԽՏՈԻ^ՅԱՆ 
ԵՎ ԱՐԱԳՍԻՄՅԱՆ ՓՈՓՈԽՄԱՆ ՕՐԵՆՔՆԵՐԻ ՈՐՈՇՍԻՄԸ 
11Ճ-ՍՏԱ8ԻՈՆԱՐ ԱՇԽԱՏԱՆՔԱՅԻՆ ՌԵԺԻՄԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

II. մ փ 11 փ ո է մ

Աշխաաանրէսմ ստացված հն րանաձևեր' մ ամ անակի ցանկացած ակն֊ 
ի արթւոմ, երկար ւ/աւ/ամ/։։ դի ցանկացած 'աււււււ յ/հոմ՝ դավի ծախսի, ճնշման, 
խաւս[11ան և արաոոէքէյան որոշման համար, 1վէե տրված Ւ, դււպի ծախսի քիս- 
վսխությրսնր դաղամա ղի վերջում : Արհամ արված հն ճնշման, խսսււթ յան, ա֊ 
րադս։ խ լ ան և ծա իա ի լրացուցիչ արմ հ րների արտադրյալներր նրանց աոացիո֊ 
նար արմն րների հ ա մ հ մա ա ո ւխ յա մ ր (որոեր դ // > ո ւ /1 I Ո ւն ունեն | Լ՚-ոէմ), սրոնր 
ի Հայտ են գալիս սչ-հասաաւէս/ած ջարմման հեաևանրով;

S I. TZATURIAN, Р 1 TSOY

THE DETERMINATION OF THE LAWS OF GAS CONSUMPTION, 
PRESSURE, DENSITY, AND VELOCITY CHANGES ALONG A 

LONG GAS PIPELINE WITH A TIME DEPENDING
WORK REGIME

S u m in ary

Formulae for the determination of gas consumption, pressure, 
density, and velocity in any section along a long gas pipeline at any 
period of time with the gas consumption change given at the end of 
the gas pipeline, neglecting the products of additional pressure, density, 
velocity and consumption values in comparison with the stationary 
values (existing at the t - 0 moment), that appear as a result of the 
non-stationary gas movement are derived in this paper.
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М. Л. ЗАДОЯН

ЗАДАЧА УСТАНОВИВШЕЙСЯ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ПРИЗМАТИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ ПРИ СОВМЕСТНОМ

РАСТЯЖЕНИИ, ИЗГИБЕ И КРУЧЕНИИ

Рассматривается задача установившейся ползучести призмати­
ческого стержня, на торцах которого действуют растягивающие силы 
.V, изгибающие и крутящие моменты Мл, М.,, (фиг. 1). Для стерж­
ней с узким прямоугольным сечением при совместном воздействии
растяжения и изгиба такая задача ре­
шена до конца Л. М. Качановым [1|. 
Предельное состояние призматического 
стержня из идеально жестко-пластиче­
ского материала при совместном растя­
жении, изгибе и кручении ранее иссле­
довано Р. Хиллом [2].

Приведем общие уравнения теории 
установившейся ползучести [1]: 
уравнения равновесия

дз„ , д-,х.у , д-х: 
дх ду Ог

(-V, У, г) (1)

ошения между компонентами напряжений и скоростей деформации

-3 =/(?.-)Ъ, -„=/(;,) 7^.. (2)
причем

= /(?/);; (3)

Здесь и — интенсивности касательных напряжений и скоростей 
деформации

’/=7Т /(з* ~ 3“)г+(°" “ 5’)։+(’’ ՝՜ 3')։+6 + + 
■
I ь33 7Т/(’; 5’)։4 (?։ “':'г6(7՛- ' <)
Скорости деформации выражаются через скорости перемещения соот­
ношениями

, да да о и
== — ’ Лху = - --------- —

дх ду дх

Иногда вместо (2)—(3) даются зависимости
■1 Известия АН АрмССР. Механика, № 3

(х. У, г) (5)
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?.г = /'■(-;) О * “ 7.х-֊ = 1' (=«) -х= 

с; = Г (з/) 5/

(6)

(7>
Исходя из характера течения, принимаем тензор скоростей дефор­

мации независящим от продольной координаты г. Тогда скорости пе­
ремещения представим в виде [3]

^и>р\ _ д\: г՝
дх ) г дх 2

г, = и!)(х, у) (2^, Г>а,|>
\ ду,' ду 2

(9)

(х, у) 4- г (Ю)
где /г0, и0, ш0 произвольные функции х и у. Отсюда находим соот-
ношения

= — . 5 _ ^и0_ о.л „ I
(11)’X . ' »д'йх ду <х'9 1 дду дх

и систему уравнений

^=0, ^=0>

дхг ду-
?А. = о 
дхду

(12)

± (27!х: _ = 0, ±-
дх \ дх / ду

(2^_^и0
\ ду /

(13)

^-(2ч„(2ч.
оу у Ох / дх \ (7г//

(14)

откуда заключаем, что
=.Ах + Ву + С (15)

2ч« ֊ йу - а, = 2Ч,։ + Ох ֊ ₽ (16)
дх ду

где А, В, С, Э, 1, 3 - произвольные постоянные.
На боковой поверхности стержня зх = су _ -л.у — 0. Примем, что

эти напряжения равны нулю и по всему объему тела. Тогда

т.г ~ »у ~ Л*'/ ~ 0 (17)

Сравнивая соотношения (11) и (17), находим

"о (*г //՝) ’ *У - -- * 4՜ £>У -г 8

В , А С р. . .
щ = “ Т ՝/г ~ ~ V ху )'у ~ 1

Подставляя (18), (15) и (16) в (8) и (9), получим

(18)
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м - “ ~ ^г" + х" ~ №> “ 77 ХУ '՜ {)Уг 77 х + ЕУ + 7г Ч (19) 
* — £

В АС
у = — —- (22՜ — х- у-) — ' ху Эхх - '՜ у — Ех /г - Л (20) 

£г Л.

и> - ш0(х, I/) + Ах г Вуг + С г (21)

Легко заметить, что тх.։ ~.у. и з.։ где 

3 ?, 3
’’=Т7(М= (22>

являются функциями лишь от х и у. Тогда уравнения равновесия (1) 
переходят в уравнение

4^ + “ = о
Ох Оу

Вводя функцию напряжения [1, 2]

для =, будем иметь

ОН дН
•■»I ----- “Т ’ ~

Оу Ох
(24)

(25)

Вводя обозначение = / (•<)= 4> (х, у) и принимая степенной за­
кон для Г

= к^֊1 (26)

из (16), (6), (25), (26) получим систему дифференциальных уравнений 
относительно Н и 4>

1т 
фт՜՝

Для функции напряжения имеем условие 11=0 на контуре поперечного 
сечения и условие

(29)

Имеем также статические условия

4П՜—ФУ с ус1‘2’ (зо>
и с՛
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В частном случае, когда т = 2, из (28) получим

(31)
Подставляя выражения Ф в (27), получим одно уравнение отно­

сительно Н.
Иногда удобнее задачу формулировать в цилиндрических коор­

динатах. Поступая аналогичным образом, для скоростей перемещения 
получим

и = — (Д cos 0 — j5sin 0) (г= ф- 2/-) — — г (у cos 0
4 ' 4

4֊ 3 sin 0) z -| cos 0 -j- sin 9 (32)

v —------- (A sin 9 - Z? cPS G) (r՜ — 2г՛՜) -r Drz 4- Gr
4
(a cos 9 Ssin&)z y.osinG ;iC1 cos 9 — (33)

w = w0(r, 9) — Arz cos 0 4՜ Brz sin 0 4՜ Cz (34)

где А, В,-■ • — произвольные постоянные, a w0 определяется соотно­
шениями

—- _ 2^. j cos (j _ з sin 9 
dr

(35)

—- 2r7,0. — Dr: (■? sin 9 — cos 0) r

Отсюда следует условие совместности деформаций

-^1 . Dr о 
лЮ Or

Легко заметить, что компоненты напряжения з, = зг, = -.г, = 0 и

3 1 дН дН------- I “г---------- . 1®. = — ----
2 Ф г дЬ Or

где // и 4» - пока неизвестные функции г и 0,

— Ar cos 9 Br sin б 4* С

тождественно удовлетворяют дифференциальным 
сия. Для скоростей деформации имеем

уравнениям равноне-

'G4 = 0, =
1_.
2 ?ж ’ V.- = фт,.-, - Ф-Ох (39)

Для степенной зависимости между у, и приходим к системе диф՛ 
ференциальных уравнений
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(40)

— - к'" 1 (Ar cos О 4- Br sin О СУ — 0

Для функции II, а также для неизвестных постоянных А, В, С имеем 
статические условия, аналогичные (29) (30).

Рассмотрим случай тонкостенной цилиндрической трубы. 11олагая
՛՛:•: - 0 и интегрируя, из (36) находим

Учитывая соотношения (37)-(39), из второго уравнения (40) получим

Ф (42)

Принимая для цилиндрической трубы / В 0, находим

________ 3(Лг cos &Ч-С) 
1__________________ ш—I

(2<-F[Z»-։ 3(.4r cosO---C)-J

_______________ Dr________________
1 <п—I

У2кГ\1Уг: 3(/lrcos0 С)֊]*"՜

(43)

Полагая н случае цилиндрической трубы с продольным вырезом т}3_- - 0 

"РИ г г0 = -՛ » будем иметь Е .у"- Тогда компоненты на­

пряжения будут

(2k)'"

3 (.4r cos & Br sin £• -г- С)
m - J

Г‘ \ ' 2г,i
) 3(y4rcos0 BrsinO-j-C)-

_____________________ ____________________________

У , A։
(2Л)" D՝ ( r | — 3(/lrcos0 Br sin 5 C)-
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Неизвестные постоянные, входящие в полученные выражения, 
определяются из статических условий. Определяя w0 из соотношения 
(35) и приравнивая полученные выражения между собой, получим, что 
ы0 = («cos О •-՛> sin (i) г для замкнутой трубы и «.’0 Dr- 

(a cos О ftsinO)r для открытой трубы.

Институт математики -и механики
АН Армянской ССР Поступила 6 VH 1967

У. О. ԶԱԴՈՅԱՆ

ՊՐԻԶՄԱՏԻԿ ՍՈ՛ԼԻ ԿԱՅՈՒՆԱՑՎԱԾ Ս1ՐԼՐԻ ԽՆԴԻՐԻ ՀԱՄԱՏԵՂ ԶԴՄԱՆ, 
ՈԼՈՐՄԱՆ ԵՎ ՄԱՄԱՆ ԴԵՊ֊ՐՈՒՄ

Ա մ էի и փ Ո ւ մ

11էսւււմնէսսիրվոէմ է' սլրիդմ ատիկ ձողի կայունtuցված րնդհանուր
խնդիրը, համատեղ ձդման, ոլորման և Հոման դեպքում ։ Աստիճանային ամ- 
բա պնդման դեպքում խնդիրը րերւէոէմ / երկու ոչ-գծային մասնական ածանդ֊ 
յալն հր ու/ դիֆերենցիալ հավասարումներով սիստեմի: Երկս: մասնավոր գեպ- 
բերի համար ա(դ սիսաեմր վերածվում Լ Ամպեր-//ոնմի Հավասարմանը:

Բարակապատ գլանային խողովակի և աստիճանային ամրապնդման օրեն֊ 
բի դեպքում ստացված են նորմա} և շոշափող /արումների ճամար վերջնական 
բանա ձևեր:

M A. ZADOYAN

A GENERAL PROBLEM OF CREEP OF THE PRIZMATIC BAR 
IN THE CASE OF COMBINED TENSION, BENDING

AND TORSION

S u in in a r y

The general problem of stationary creep of a prizmatic bar in I he 
case of combined tension forces, bending and torsion moments are 
considered.

The problem is reduced to the solution of two non-linear differen­
tial equations of the second order. For two cases the system is redu­
ced to one equation of the Amper-Monz type.

For the thin walled cylindrical tube, the formulas of normal and 
shearings stresses are obtained.
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Н. Г. АХНАЗАРЯН, Э. М. МАРКАРЯН, С. Р. МЕСЧЯН

О ПРИМЕНИМОСТИ ТЕОРИЙ ПОЛЗУЧЕСТИ ДЛЯ 
ОПИСАНИЯ ДЕФОРМАЦИИ СКЕЛЕТА ГЛИНИСТЫХ 

ГРУНТОВ ПРИ ОДНОМЕРНОМ УПЛОТНЕНИИ

Работ, посвященных экспериментальному исследованию примени­
мости теорий ползучести для описания процесса деформации немерз­
лых грунтов во времени, очень мало. Имеется только несколько ра­
бот одного из авторов этой статьи [1], посвященных применимости 
наследственно»։ теории старения (упруго-ползучего тела) Г. Н. Мас­
лова Н. X. Арутюняна [2] для описания процесса ползучести скелета 
при уплотнении и сдвиге глинистых грунтов нарушенной структуры.

Надо отметить, что работ, посвященных исследованию поведе­
ния грунтов под постоянными нагрузками, описанию кривой ползу­
чести, а также определению зависимости напряжения-деформации пол­
зучести, имеется довольно много [3, 4, 5]. Однако, ни в одной из 
них не сделана попытка проверки теории в целом, путем сопоставле­
ния экспериментальных кривых ползучести при переменном во време­
ни напряжении с кривой, построенной по физическим уравнениям рас­
сматриваемой теории, на основании данных испытания образцов-близ­
нецов на ползучесть при постоянных напряжениях.

Исследования вида кривой ползучести при постоянной нагрузке, 
и кривой напряжение-деформация ползучести необходимы, но совер­
шенно не достаточны для проверки теории ползучести.

В этой статье приводятся результаты проверки пригодности 
теорий старения и упрочнения для описания ползучести скелета 
глинистых грунтов при одномерном уплотнении. Для опенки этих тео­
рий приводятся также результаты описания процесса ползучести по 
наследственной теории старения Г. И. Маслова Н. X. Арутюняна. 
Как и ранее |1 принимается во внимание, что при испытаниях тон­
ких предварительно уплотненных образцов влиянием фактора фильтра­
ции на уплотнение нодснасыщсиных глинистых грунтов можно прене­
бречь и результаты испытания можно отнести только к ползучести 
скелета.

С целью проверки пригодности указанных теория для описания 
процесса ползучести скелета глинистых грунтов в условиях одномер­
ного уплотнения испытана глина неокома (Саратовская ГЭС) нарушен­
ной структуры при двух ее начальных состояниях плотиости-нлажпос- 
ти и ленточная глина Синди (Эстония) ненарушенной структуры при 
двух различных направлениях действия сжимающих напряжений—вдоль 
х поперек слоистости.
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1. Для получения двух различных начальных состояний плот­
ности-влажности образцы-близнецы, изготовленные из пасты глины 
неокома, в течение 82 дней были подвергнуты предварительному уп­
лотнению нагрузками з,. 5.0 и 12.5 кг саг. Образцы (г/ 70 лг.и,
/г 20 мм) изготовлялись из пасты, обладающей влажностью, близ­
кой к влажности грунта при пределе текучести. Предварительно уп­
лотняющая нагрузка прикладывалась ступенями по зст 0.25 и 0.5 кг саг 
с интервалом приложения 7 14 дней.

I Указатели основных физических характеристик образцов-близне­
цов глины неокома приведены в табл. 1. Приведенные в этой табли­
це значения коэффициентов пористости (-) получены обратным пере­
счетом. Влажность после предварительного уплотнения определена по 
величине з, исходя из условия полной водонасыщенности грунта 
(О' 1).

Таблица 7
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Опыты проводились в компрессионных приборах модели М-2 и 
М-4 С. Р. Месчяна |1] при двух- и трехкратном повторении. Дефор­
мации измерялись индикаторами часового типа с ценой деления 0.002.ил».

Общий вид батареи пружинных сжимающих приспособлений с 
приборами М-4 показан на фиг. 1.

После предварительного уплотнения образцы-близнецы первой 
серии (з„ = 5 кг саг) были испытаны на ползучесть в течение 114 
дней при напряжениях з 0.5; 1.0 и 4.0 кгслг. Кроме того, пара 
образцов-близнецов была испытана при возрастающей во времени сту­
пенями нагрузке (з,-; — 0.5 кг саг). Образцы-близнецы второй серии 
были испытаны на ползучесть при з 2 и 10 кг-саг, а ступенчатое 
нагружение осуществлялось по зсг — 2 кг слг. Ступени нагрузок прикла­
дывались к образцу грунта с интервалом 8 и 7 дней соответственно.

Экспериментальные кривые ползучести двух серий образцов- 
-близнецов показаны сплошными линиями на правых половинах фиг. 2 
и 3. На левых половинах этих же графиков приведены кривые напря­
жение-деформация ползучести, построенные для трех различных фик­
сированных моментов времени.

Экспериментальные кривые ползучести при постоянных напряже­
ниях описаны степенной зависимостью вида
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/полз (0 — 1)

Как видно из графиков фиг. 4 и 5, степень точности описания 
экспериментальных данных принятой зависимости достаточно высока.

Для установления связи между напряжениями и деформациями 
ползучести также использована степенная зависимость вида

Л.О..Л-5 3" (2)

где В и п определяемые из опыта параметры.

Фиг. 1.

Описание семейств экспериментальных кривых ползучести, со­
ответствующих различным значениям постоянных напряжений, на фиг. 2 
и 3 показаны штриховыми линиями. На этих графиках штриховыми 
линиями показаны также полученные по расчету кривые ползучести, 
соответствующие промежуточным значениям (а 1.5; 2.0; 2.5; 3.0 и 
3.5 при -ц 5 кг.е.к- и - - 1.0; 4.0; 6.0 и 8.0 кг см" при "։1 12.5 лч см )
величины постоянного напряжения.

Известно, что при степенной зависимости между напряжениями 
и деформациями вида (2) в теориях старения и упрочнения связи 
между напряжениями, деформацией ползучести и временем записыва­
ются соответственно в следующем виде:

/л.м.(0 - С (/)/•’(=) = С (/)=«

/п<1Л.|/полэ

(3>

(4)
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где С (I) ползучесть материала при единичкой нагрузке (по тер­
минологии Н. X. Арутюняна-мера ползучести), ЛО)—функций на­
пряжений, учитывающая нелинейную зависимость между напряжениями 
и деформациями ползучести (при линейной ползучести /' (?) *)>

/поп—скорость ползучести, я, п и В параметры.

В теории упруго-ползучего тела, 
нисимость /л(/) = /(я, /) записывается

при отсутствии старения, за- 
в следующем виде:
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[ж ' '^Л (5)
ОТ 

•Ъ
где/—время, для которого определяется деформация, текущая 
координата времени, а остальные обозначения имеют прежние зна­
чения.

Не останавливаясь на формулировке рассматриваемых теорий и 
изложении их положительных и отрицательных сторон, подробно из- 
ложенниых в литературе [6], отметим, что при ступенчатом нагруже­
нии Зз) н пределах ступени нагрузки з։ их предсказания об
изменении деформации во времени совпадают (отрезок кривой ОА, 
фиг. 6).

При увеличении напряжения до з2 теория старения предсказы­
вает скачкообразное изменение деформации в момент времени /, и 
дальнейшее увеличение ползучести по кривой В теории уи- 
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рочнения принимается, что в процессе ползучести, вследствие на­
копления деформации, имеет место упрочнение материала (изменение 
состояния) и поэтому при увеличении напряжения до деформация 
ползучести будет обусловлена величиной "... и деформацией, накоплен­
ной материалом под =։ до момента времени /. Тогда для построения 
кривой для з.г кривую ползучести з._, надо сдвинуть вправо так, чтобы 
точка О' совпала бы с точкой А (фиг. 6).

Для построения кривой ползучести для э2 по наследственной 
теории ползучести (теории упруго-ползучего тела) надо, начиная с 
момента /п на кривой отложить вверх разность ординат кривых 
з.. и зп то есть надо заштрихованную фигуру наложить на кривую з։, 
как это показано на фиг. 6.

Фиг. 6.

Результаты описания процесса ползучести глины неокома при 
ступенчатом изменении нагрузок во времени приведены на правых по­
ловинах графиков фиг. 2 и 3.

Сопоставление экспериментальной кривой ползучести с кривыми, 
построенными по различным теориям ползучести, показывает, что 
кривые теорий старения и упруго-ползучего тела, как правило, рас­
полагаются выше экспериментальной кривой ползучести, а кривая 
теории упрочнения ниже экспериментальной кривой ползучести, при­
чем кривая теории упруг*.-ползучего тела располагается несколько 
ниже кривой теории старения, а кривая теории упрочнения гораздо 
лучше отражает характер изменения деформации ползучести.

Расположение кривой теории упруго-ползучего тела выше экспе­
риментальной обусловлено уплотнением и упрочнением грунта в про­
цессе деформации и некоторым нарушением закона наследственности 
деформации ползучести. В то же время полное игнорирование наслед­
ственностью деформации ползучести теорией упрочнения приводит к 
занижению деформации ползучести.
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Очевидно, к наилучшему описанию процесса ползучести грунтов 
при уплотнении привела бы комбинация теорий упруго-ползучего тела 
и упрочнения. Однако, поскольку результаты описания эксперимента 
рассмотренными теориями можно считать удовлетворительными, не 
имеет смысла усложнять теорию.

2. Испытание ленточной глины (табл. 2) ненарушенной структу­
ры Синди (Эстония), ввиду невозможности вырезки большого коли­
чества образцов-близнецов, выполнено но приближенной методике од­
ного из авторов этой статьи [1].

Таблица 2

Наименование Удельный нес, 
։/с.н3

Объемный все, 
г с.«3

Естественная 
влажность, " п

Ленточная 
глина Синди 

(Эстония) 2.69 1.75 •12.0

Принимая условие подобия кривых ползучести и отсутствия ста­
рения грунта, испытываются на ползучесть два или две пары образ­
цов-близнецов. Один из образцов испытывается на ползучесть при 
постоянной нагрузке для определения параметров ползучести грунта, 
а второй при возрастающей нагрузке ступенями с интервалом их при­
ложения 7 -14 дней.

На правых половинах фиг. 7 и 8 сплошными линиями показаны 
экспериментальные кривые ползучести, полученные при постоянном 
напряжении л — 0.125 кг/елг и при его возрастании ступенями ио 
=0-0.125 кг см՝. На левых половинах этих же графиков сплошной лини­
ей показана кривая зависимости /п<ш — /(=), построенная ио экспери­
ментальной кривой ползучести переменных напряжений. 'Гам же штри­
ховыми линиями показано описание кривых ползучести - /(*) и 
/и. Г(£). В целях осуществления описания процесса ползучести в
наиболее невыгодных условиях методики эксперимента интервал при­
ложения ступеней нагрузок принят равным 7 дням.

Кривые ползучести описаны выражением (1). Графики фиг. 9 и 
10 показывают хорошую сходимость экспериментальных данных с при­
нятой зависимостью. Для установления зависимости Ло /(>) ис­
пользовано выражение (2). Параметры 13 и п зависимости (2) опре­
делены по графику логарифм деформации ползучести—логарифм на­
пряжения (фиг. 11).

Интересно обратить внимание на тот факт, что при испытании 
ленточной глины Синди поперек расположения слоен показатель сте­
пени п п зависимости ~больше единицы (п 1,2,3).

Эго объясняется начальным разупрочнением грунта, вследствие 
постепенного разрушения структурных связей. Вопрос этот подробно 
рассмотрен одним из авторов статьи в монографии [1].
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Фиг. 7.

Фиг. 8.

Результаты описания экспериментальной кривой ползучести при 
переменном во времени напряжении по теориям старения, упрочнения 
и упруго-ползучего тела приведены на правых частях графиков фиг. 7 
и 8. Описание выполнено графическим методом (фиг. 6). Семейства 
кривых ползучести при различных постоянных напряжениях (фиг. 8), 
необходимые для выполнения графического построения, определены по 
выражению (3).
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Входящая в выражение (3) мера ползучести С(/) определяется по 
соотношению

■ (6)

где /па?|(О — аналитическое выражение кривой ползучести при 
з = 0.125 ki/слг, /^(з) - функция напряжения вида F(~) — z" при 
з=0.125 к։/слг.

Рассмотрение графиков фиг. 7 и 8 показывает, что, как и в 
приведенных выше примерах, кривая теории упруго-ползучего тела 
располагается между кривыми теорий старения и упрочнения. В наи­
выгоднейших условиях эксперимента расхождение между опытной кри­
вой и кривыми теорий упрочнения и упруго-ползучего тела при 
з— 1,3, 75 кг саг доходит до 20 30% соответственно. Это, во-первых, 
говорит о том, что предложенная методика пригодна для определе­
ния параметров ползучести, а во-вторых, при испытании грунтов не­
нарушенной структуры для получения хороших результатов описания 
процесса ползучести интервал приложения ступеней нагрузок надо 
принять не менее 14 дней.
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Опыты также показывают, что ленточная глина Синди обладает 
явной естественной анизотропией. Деформация поперек расположе­
ния слоев примерно в пять раз больше, чем вдоль расположения 
слоев.

Очевидно, что при столь большой разнице деформаций вдоль и 
поперек расположения слоев учет анизотропии грунта является обяза­
тельным.
Институт математики и механики 

АН Армянской ССР Поступила 16 VI 1967

Ն. Դ. ԱԽՆ1Ա»ԱՐՅԱՆ, է. Մ. ԱԱՐԴԱՐՅԱՆ. II. Ռ. Մ ԵՍ ՁՅԱՆ
Ս1Ր1.ՔԻ ՐՆԴՈՒՆԵԼԻՈՒԹՅԱՆ ՍՏ11ՒԴ11ՒՄ1! ԿԱՎԱՅԻՆՐՆԱճՈՂԵՐԻ ԿՄԱԽՔԻ ԴԵՖՈՐՄԱՑԻԱՆԵՐԻ ՆԿԱՐԱԳՐՈՒԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ՝ ՄԻԱՉԱՓ ԽՏԱՑՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄԱ մ փ ււ փ ո ւ մ

Հոդվածո։ մ բերված 1<ն խախտված ե չխախտված կազմվածք ոէնեըող կա­
վային բնահողերի կմախբի ժամ տնակի րնիաւ/րոէՈ՝ դե !իււրմարյիան երի գրան­
ցումը' միաչափ ւէեղման դեպքում, մ աղան գականութ յան , ծ երաբման և ամրա­
պնդման տեսով] յանների միջոցով։

Պ արզված կ, որ ժառանգականության h ամրապնդման տ1ւււո։թ յոէններր 
բավարար չափով են դրանդում փորձնական կորերը։ Ծերացման ահսութ յամ ր 
ասացված սոզըի կորերը ավելի րարձր են դա ։ւ ա վ/ւ րվու մ, րան մյուս տեսոէ֊ 
խւուններսվ աոարյված կորերը։



О применимости теорий ползучести для описания деформации грунтов 65

N. G. AKHNA'ZARIAN, Е. М. MARKARIAN. S. R. MESCHIAN

THE APPLICATION OF CREEP THEORY FOR THE 
DESCRIPTION OF DEFORMATION OF THE SKELETON OF 

CLAY SOILS DURING ONE-DIMENT1ONAL HARDENING

S n tn in ary

The results of the use of the theory of hereditary creep, ageing 
and hardening have been elucidated in the paper in order to describe 
creep of the skeleton of clay soil with disturbed and undisturbed 
structures.

It has been established that in the theories of heredity and har­
dening the curves are plotted satisfactorilly.

The curves of creep obtained through the theory of ageing are 
above the ones received by means of other theories.
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Т. Т. АРАКЕЛЯН

ДОЛГОВЕЧНОСТЬ И ПОЛЗУЧЕСТЬ ВОЛОКНА БРАНИТ

Рассматривается долговечность и ползучесть нового синтетичес­
кого волокна еранит (пинол-М), полученного простой технологией в 
Ереванской лаборатории полимеризационных пронессов под руковод­
ством А. Е. Акопяна [1].

Для волокна еранит обычным способом были получены следую­
щие средние значения основных физико-механических характеристик.

Таблица !

№
№

 
п / 

п Вид характеристики Размерность Численное 
значение

1 Метрический номер .«/։ 3704
2 Толщина н тексах т /км 0.27
3 Разрывная нагрузка 1 8.10
4 Разрывная длин» км 30.5
5 Относительное полное разрывное удлинение % 27.0
6 Начальны։։ модуль нормальной упругост։։ К1.С.Чи 15000
7 Абсолютная работа разрыва ։сз* 4.76
8 Удельная работа разрыва К1 СМ)1 359
9 Удельный нес |1| ։ см3 1.28

>0 Усадка к кипяченой воде [1| % 3.40

1. О структуре волокна. Волокно еранит представляет одно- 
мерно-упорядоченную структурную систему, устойчивую при обычных 
температурах. Центральные слабо прозрачные участки поперечных сре­
зов волокна (фиг. 1, увеличение в 480 раз) заняты малоупорядочен­
ными образованиями молекул-глобул. Периферия занята поликристал- 
лическими агрегатами молекул вытянутой конформации (ориентационная 
рубашка) со сложной надмолекулярной структурой.

Механические свойства волокна проявляются на уровне этой над­
молекулярной организации [2].

Известно, что микроскопическими исследованиями установлено 
наличие в волокне истинно- и псевдокристаллических и аморфных 
областей. Рентгенографическим спектрографом получены минимальные 
и максимальныё^еличины кристалличности 0.35 и 0.68 [1].

Площади поперечных срезов волокна по величине до 6 раз от­
личаются друг от друга (фиг. 1). Различие поперечных сечений по 
форме и структуре, нсцилиндричность и общая неоднородность волокна
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увеличивают разброс результатов испытаний. Для определения пло­
щади поперечного сечения волокна используется взвешивание. 11есмо- 
тря на низкую точность этого способа, применив методы математи­
ческой статистики к обработке результатов, можно прийти к правиль­
ным обобщениям.

2. Зависимость напряжения от деформации. Эта зависимость 
для волокна обусловлена многими факторами, в том числе режимом 
нагружения и состоянием среды, окружающей образец. При одноос­
ном растяжении фиксировались скорость нарастания деформации и 
термовлажные условия, близкие к стандартным.

Эксперименты проводились на испытательной машине Ф-01-С 
(ГДР) с инерционным силоизмеритслем. Гидравлический привод маши­
ны обеспечивает равномерное нарастание деформации. Время, потреб­
ное на разрушение волокна, ограничивалось н среднем 20 секундами.

Волокно деформировалось равномерно, без образования шейки, и 
поверхность разрыва была нормальна к направлению растяжения.

На фиг. 2 приводится кривая растяжения з(з) некоторого образ­
на № 5, обладающего типичными средними характеристиками испыта­
ния.

Эта кривая с высокой точностью (пунктирная теоретическая кри­
вая почти сливается с экспериментальной) аппроксимируется нелиней­
ной функцией

=(з) = Ег 4- Её֊ + ЯЛ* (2.1)

где г — деформация волокна, /Г, Е1 и Е2— неизвестные параметры, 
предел прочности волокна.
Если обозначить площадь поперечного сечения через Г, разрыв­

ную деформацию через и рабочую длину образца через /, тогда 
на основе (2.1) абсолютная работа разрыва Е> для всей растягиваемой 
длины волокна будет
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По экспериментальной кривой з (•) (фиг. 2) и по (2.1) установ­
лены значения параметров Е, Е{ и Eit вычислены работа разрыва /J, 
удельная работа разрыва /9։ и коэффициент полноты диаграммы ра­
стяжения <| [3]

29=4.76 гем, Ех = 359 кгсм г, v։. — ——— = 0.45

Здесь •' — удельный нес волокна еранит.
Коэффициент -,։ показывает деформационную способность волокна. 

Для различных волокон va изменяется в интервале 0.35 < •/, 0.65 |4].
3. Долговечность волокна. Долговечность характеризуется вре­

менем, протекающим от момента приложения нагрузки до разрушения 
образца. Количественная зависимость долговечности в виде

• — А ехр ( — яз) (3.1)
была дана в работ.՜х В. Буссе 15] и 1’. Гуревича [6], где ” -долго­
вечность, ~ разрушающее напряжение растяжения, А и >• неизвест­
ные параметры. Более тщательные эксперименты С. Журкова и дру­
гих [7—9], проведенные для многочисленных материалов, подтвердили 
справедливость соотношения (3.1).

Долговечность волокна еранит определялась при режиме мед­
ленного непрерывного нагружения (растяжения) до разрыва образца, 
при постоянстве скорости деформации (i const) и термовлажных 
условий. Скорость деформации на испытательной машине Ф-01-С 
менялась 9 раз. Обычно для волокон графики, долговечности строятся 
пятью или даже тремя точками с меньшей вариацией времени раз­
рыва [10, 11].

Определение параметров А и з сводится к построению графика 
прямой линии в полулогарифмических координатах. График долговеч­
ности волокна еранит построен 10 точками с учетом всей совокупно­
сти экспериментальных данных (более 40 испытаний). Из фиг. 3 вено-

средствеино следует А ехр 20.7 — 5.2-Ю4 сек. Координаты двух 
1 "о СЛГточек графика (фиг. 3) дают ? •- ---- 1п — = 0.0049 ’ • Следояа-

’1 кг

тельно, для долговечности волокна еранит будем иметь

- = 5-10» ехр (-0.005 3) (3.2)
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Подученные значения параметров волокна еранйт ( А — 5•10*сек,

С Л( ** ՝
а - 0.005 ’ ) находятся между значениями соответствующих нарамет-

кг /

ров капрона (А 2 10й сек, а —0.0046*՜—) и пластифицированного 
՝ кг /

поливинилхлорида / /1 6.3 10' сек. т 0.009 ™* ) [12|.
՝ кг /

Соотношение (3.2) позволяет прогнозировать долговечность во­
локна еранйт.

4. Подготовка образцов н экспериментальная установка. После 
репрезентативной выборки образцы волокна взвешивались и к их 
концам прикреплялись бумажные прямоугольники для приложения на­
грузки. На яОлокпо на расстоянии 100 .н.н друг от друга наносились 
2 капли эмульсии для фиксации рабочей длины.

Испытания проводились на специально сконструированной автором 
32-местной установке. Она состоит из рельсового пути, вдоль которо­
го передвигается тележка с катетометром КМ-6 для дистанционного 
оптического измерения перемещения волокна.

Перемещение вычисляется как разница двух отсчетов катетоме­
тра по границам рабочей длины и начальной рабочей длины.

Нагруженный образец волокна помещен н герметической камере 
со стеклянной стенкой, в верхней части которой устроено вертикаль­
ное осевое отверстие, через которое под давлением можно вводить 
агрессивные газы или воздух с различной влажностью и температурой.

5. Ползучесть волокна. Деформация волокна еранйт как полимер­
ного материала состоит из упруго-мгновенной, высокоэластической и 
пластической частей. Для отделения упруго-мгновенной деформации 
от остальных, после 60-минутного пребывания волокна в растянутом 
состоянии оно разгружается. 1 1ри этом измеряются совершенные во­
локном обратные деформации, упруго-мгновенная и упругое последей­
ствие (13].

Напряжение волокна ограничено значением 5 0.5 зд-, в силу 
чего в начальные моменты времени практически появляются только 
упруго-мгновенные и высокоэластические деформации.

Обычно кривые ползучести полимеров рассматриваются с рео­
логической позиции на основе уравнения Максвелла и принципа нало­
жения Больцмана. Однако материал волокна сразит в процессе пол­
зучести находится со средой в химически равновесном состоянии и 
физического старения практически не происходит. В силу этого, для 
описания явления ползучести волокна еранйт используется модифици­
рованное выражение линейной ползучести Н. X. Арутюняна [14] для 
материалов зрелого возраста следующего вида: 

а(/)=с(/, 7՞) В- |1—ехп[ — ;(/ Т)]] (5.1)
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где В и 7 — неизвестные параметры. Начало отсчета времени I при­
нимается с момента приложения нагрузки, этим (5.1) отличается от 
исходного. ■ 1ри этом уже условный возраст Т является неизвестным 
параметром отрицательного знака.

Без вычисления значений параметров В, ■; я 7’ можно проверять 
пригодность соотношения (5.1) для описания ползучести волокна бра­
нит и этим доказать справедливость вышеупомянутых предположений. 
Для этого, преобразуя (5.1), имеем

£ (/) = Aj — Bt exp ( - 7/) (5.2)

где А^ Вз, В. = Вз exp (\Т).
При : —const (5.2) представит уравнение прямой линии с теку­

щими координатами ехр( —7/) и : (/). Если, между эксперименталь­
ными значениями t и :(/) существует зависимость типа (5.2), то между 
ехр(—7/1 и з(7) при фиксированном 7 должна существовать прямо­
линейная зависимость. Действительно, при нанесении опытных точек 
на координатную сетку с осями ехр ( \7) и = (7), они настолько точно
лежат на указанной прямой (фиг. 4), что нет надобности количествен­
ной оценки расхождения. Этим доказывается достаточная точность 
представления процесса простой ползучести волокна еранит соотно­
шением (5.1).

4 б,"275

----- ! - J| Н>~<Т..- i I—.-р Л 
Qi 04 of a« 1.0

Фиг. I.

Незначительные отклонения опытных точек при малых значениях 
времени от точек теоретической прямой (фиг. 4) отчасти объясняются 
близостью порядка начальных перемещений волокна к погрешности 
катетометра КМ 6.

Для вычисления вероятнейших значений параметров В, ՛• и / на 
экспериментальной кривой ползучести (фиг. 5) берутся 4 точки с ко­
ординатами (:։. G), (s2, 7,1. (:֊|, /а) и (з։, 7J, расположенными так, 
чтобы выполнялись условия

t։-t, t, I, и (5.3

Тогда из системы трансцендентных уравнений, написанной для каж­
дого нагружения = = const,

£(*) = Д3{1 ехр[—7(7— Т))}, (/ 1, 2, 3, 4) (5.4)

и из условия (5.3) искомые значения параметров будут
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в =---------г = —1— |п/ ^-.ьЛ
3 I -5.1-1.» ֊ еД /2֊/։ \Bz-zJ

Равноточные прямые измерения / и г (/), а также достаточная 
точность представления ползучести волокна функцией (5.1) практиче­
ски обеспечивают совместность уравнений системы (5.4).

11о вычисленным значениям параметров были построены теорети­
ческие кривые ползучести (пунктирные линии фиг. 5). Кривые простой 
ползучести (з — const) не могут полностью выявить характер функции 
ползучести. Основная функция ползучести должна обеспечить опреде­
ление закона изменения деформаций по заданному закону нагружения, 
и наоборот [15].

Для различных напряжений Cj >-Сбз։ 0.5 ъ.ь значения пара­
метров В, ; и Г мало отличаются от своих средних значений, как 
это видно из фиг. 6. Коэффициент вариации параметра Т меньше, чем 
коэффициент вариации предела прочности волокна еранит 5*.

Таким образом, исходя из средних значений параметров ползу­
чести (фиг. 6), получим окончательное выражение ползучести волокна 
еранит

е(0 =9.3-10"5з[1 0.15(- 0.11/)] (5.5)

В отличие от наследственной теории ползучести, из (5.5) сле­
дует, что 1(0) =т=0, поскольку в начальный момент нагружения возни­
кает не только упруго-мгновенная, ио и мгновенная высокоэластиче­
ская деформация. Существование последней (в течение первых 30 се/е) 
явно вытекает из графиков ползучести (фиг. 4,5). При I 0 из 
(5.5) получается значение мгновенной высокоэласти.ческой деформации

5(0) = Вз[1 ехр(тТ)! =7.910՜%



72 Т. Т. Аракелян

Для максимального значения деформации ползучести при ( — :• имеем

а-(оо) 9.3-10“%

При этом —-—֊— 100 — 15%- Следовательно, важной особен­но-)
костью ползучести волокна еранит является большое значение мгно­
венной эластической деформации. Другой особенностью деформации 
ползучести, вытекающей из (5.2), является неинвариантность относи­
тельно начала отсчета времени.

Фиг. 6.

Для более наглядного представления механической сущности де­
формации ползучести волокна еранит рассмотрена линейная трехэле­
ментная модель этого явления [16], которая состоит из Чуковских 
пружин жесткостью А։ и и ньютоновского вязкого элемента с вяз­
костью Применив к этой модели закон упругости Гука и закон 
вязкости Ньютона, получим следующее соотношение ползучести [11]:

ЧП - — jl--------—ехр|----------/ [. (5.6}

Как следует из (5.17) и (5.6), параметры ползучести волокна 
будут выражаться через характеристики модели следующим образом: 

у _ '1 (*i ~ %) |п /________\
/А’/ ‘ *;(£,+*/ М'= *Л4֊А'2/

Важными результатами механического исследования волокна ера­
нит являются следующие.

1. Волокно еранит обладает большой мгновенной высокоэласти­
ческой деформацией, которая хотя возникает мгновенно, но затухает 
весьма медленно.

2. Ползучесть волокна еранит. как высокоориентированного по­
лимера, достаточно точно описывается модифицированной функцией пол­
зучести И. X. Арутюняна.

3. Особенностью деформации ползучести волокна еранит является 
неинвариантность относительно начала отсчета времени.

В проведении экспериментов и в обработке результатов прини­
мала участие И. А. Домбаева.
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 15 IV 1967
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nuntuïïiuiuftpifnitî f' ii/n/fiiffAifi/ uu/fiputft ft limit ifftm uintuytfmô , bnp uftïi- 

pbutftl/ i> init/i ui fi b /fi' h/tmiiftiiift, tl l.fuutbftl/uil/uAi 'î itnu l/tt t p /rtAAiltpp։

fbftl/ittiiytfutù nbtfftiïft, 'î mit mutin tufa ^bpiîmumff&mfaft h [unfauitfnt.flpiifa 11/111/- 

tiuifafahpntiî, ttpupfnK) Lfa tî utfapuifl fi/ft и n iftt p ui I/mfa tî h fittufa ft I/m i/mfa pfaupn^ft/- 

hbpp, /utpdutfa h I/Lifinpiimt/ftin/ft l/iu fulfill à nef] /mfa uifam/ftitiftl/ m/tmmlm/inttt - 

fljittfay (2.-1 ); ^h/igfifafiit IftJuifa ifpui, •'tupfifutù /; r/liifinptî tuyfiut/fi ti^futuuimfapp:

Bhptfmd iîuifapuifiL/fi uuttuutfil/ml/mfa ytitffamâ nt.fi /nt.fa p pfau ptiittt/ uinfa/ni- 

p/tttfap (3.2), ttpp 'lïtmpmi/npnt.fl /tufa it mnt/fitt if mfa fu ш m /< и hptl fa/iut bpl/m/im- 

l/bgntf} ptih y։

bptufafnu lî utfapuifl h/fi utiy.pft ifitip&uipl/nnifalipp l/mmuiptf 1,/ bfa' '.liyfiiiml/li 

i/in/iifty îs tu fu ui t/âif luà, Çuimrulf uuippft if fipt ytt if: Btii/y f tnptftnd, np hpmfafiut 

tfiiifapmflli/fi uut/pp, npu/hu pmpàp opfilifamutyftm  jfi l>fa fl ui pl/if mà U/tt/ftiî bpft. pm- 

tfutputp il^utni fl puiip h If ut/tun//uf n i ։î f b. h>. _՝ m p . tfl jndtjmb /t il n r/filfifil/m t/if uitl 

tfôuijfib unt/pfi tfinibi/gfimjmf (5.5)։

T. T ARAKELIAN

LONGEVITY AND CREEP OF FIBRE YERANIT

S u m in а с y

The mechanical properties of the new synthetic fibre Yeranit are 
investigated.

The static tiredness of elementary fibre Yeranit is presented by 
the relation of W. Bysse and G. Gurevich.

The creep of fibre Yeranit is described quite exactly by the 
modified function of creep of N. Kh. Arutyunian.
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лаз’|Ш|1Гь »иг чф$пм*-зпьъшч‘ и.чильиьизь $м.ьшда
И 3 В I С Т И Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН СК б И ССР

||'141пи'|1։,ги XXI, №> 3. 1968 .Механика

ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

В нашей статье „О двух интегральных уравнениях, встречаю­
щихся л теории упругости“, опубликованной у Известиях АН Армян­
ской ССР. Механика, г. 19, №> 1, 1966 г., исследовалось интегральное 
уравнение второго рода с ядром к (л у) 0 <^х, у <С ՛ •

Решение упомянутого интегрального уравнения было сведено к 
соотношениям (1.9) ֊-(1.10), которые трактовались нами как краевые 
задачи Гильберта-Привалова. Однако, такая трактовка была ошибоч­
ной и вследствие этого все полученные в указанной работе резуль­
таты неверны.

В личной беседе М. Г. Крейн любезно указал нам на это обстоя­
тельство и дал ряд ценных советов по данному вопросу.

За это приношу глубокую благодарность профессору М. Г. 
Крейну.

БАБЛОЯН А. А.
2 П 1968
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