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НА НЕГО ДИСКАМИ

Осесимметричная контактная задача для сплошных и полых ци
линдров исследовалась в работах Окубо [1]. П. 3. Лившица [2], 
Б. И. Когана [3], Т. А. Воронина [4], В. М. Александрова [5, 6], 
1. Я. Попова [7], Олесяка [8, 9, 10] и других [11֊ 16].

Окубо рассматривает контактную задачу о сопряжении по цилин
дрической поверхности сплошного и полого конечных упругих ци
линдров различной длины. Задача решается в рядах Фурье, гранич
ные условия для нормальных напряжений на торцах цилиндров удов
летворяются приближенно в интегральном смысле.

В работе П. 3. Лившица рассмотрена задача о контактных на
пряжениях при горячей посадке с натягом упругого диска на сплош
ной вал бесконечной длины, с учетом сил трения, действующих по 
поверхности контакта. В работе использованы результаты А. И. Лу
рье, полученные для толстых плит [17] и сплошного цилиндра беско
нечной длины [18]. Контактные напряжения представлены в виде рядов, 
кoэq^фициeнты которых определяются из бесконечной системы алге
браических уравнений.

Задача о деформации бесконечного цилиндра, сжатого по конеч
ному участку поверхности жестким бандажом заданной формы, без 
учета касательных напряжений рассмотрена Т. А. Ворониным. Здесь 
радиальные перемещения точек поверхности вала от сосредоточенной 
единичной кольцевой радиальной нагрузки рассматриваются как функ
ции влияния. Далее, при заданных на поверхности вала радиальных 
перемещениях контактные напряжения определяются из интегрального 
уравнения, рассмотренного Э. Рейснером. Однако, как указывалось в 
[5], результаты, полученные в работе [4], сомнительны ввиду оши
бочного представления ядра интегрального уравнения.

Эта же задача рассмотрена В. А. Александровым, который в 

предельных случаях ( при очень больших и очень малых значениях па-

А \раметра / — I получает практически точное решение интегрального
а 1

уравнения в замкнутом виде. Для промежуточных значений параметра 
I- интегральное уравнение решается приближенно, путем сведения его 
к системе алгебраических уравнений.
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Контактная задача о действии жесткого штампа на внутреннюю 
поверхность полого цилиндра, жестко закрепленного по внешней по
верхности, исследована в работе [16]. Задача сведена к решению не
которого вырожденного интегро-дифференциального уравнения, кото
рое легко решается.

Исследованию напряженного состояния бесконечно длинной упру
гой трубы постоянной толщины при посадке ее на полубесконечный 
жестким гладкий вал посвящены работы [11, 13]. Напряженное состоя
ние бесконечного цилиндра, зажатого в абсолютно жесткую полубес- 
конечную обойму, исследовано Б. И. Коганом и Г. Я. Г 1опоаым.

Работа [12] посвящена исследованию напряженного состояния в 
двух (конечных и бесконечных) трубах, соединенных соосно посред
ством натяга, при конечной длине поверхности контакта. Интеграль
ное уравнение задачи, полученное из условий совместности деформа
ций, решается численным методом.

3. Олесяк рассматривает контактную задачу о прессовом посадке 
на нал (как полый, так и сплошной) ряда дисков, расположенных на 
ранных расстояниях по длине вала. Интегральное уравнение первого 
рода, полученное обычным путем, заменяется конечной системой ли
нейных алгебраических уравнений. В частности, получено приближен
ное решение задачи о посадке одного диска на бесконечно длинный 
нал.

В настоящей работе получено точное решение смешанной осесим
метричной задачи для бесконечного полого цилиндра с насаженными 
по внешней поверхности жесткими дисками, равноудаленными друг от 
друга, когда на внутренней поверхности и части внешней поверхности 
цилиндра между дисками приложены радиальные нагрузки. Для про
стоты предполагаем, что касательные напряжения на поверхностях 
цилиндра (как под дисками, так и вне) отсутствуют. Решение задачи 
представлено в виде тригонометрического ряда. Определение постоян
ных интегрирования сведено к решению „парных44 рядов-уравнений. 
Далее задача сводится к решению бесконечной системы линейных 
алгебраических уравнений.

Доказывается, что сумма коэффициентов при неизвестных стре- 
г /1”мится к нулю, как О/ —)• вследствие чего бесконечная система в 
\ к /

общем случае квазивполне регулярна. Свободные члены этой системы 
имеют порядок 0 (к ).

Предельным переходом получено решение той же задачи для 
сплошного цилиндра.

11олучсны также формулы для определения контактных напряже
ний как внутри контактной области, так и у краев дисков.

1. Рассмотрим осесимметричную задачу для полого круглого 
бесконечного цилиндра с радиусами на внешней поверхности
которого насажены равноотстоящие друг от друга жесткие, абсолютно 
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гладкие одинаковые диски заданной формы (фиг. 11. На внутренней 
поверхности и части внешней поверхности цилиндра между дисками 
приложены радиальные нагрузки. Касательные же напряжения по 
внешней и внутренней поверхностям цилиндра отсутствуют.

Предположим, что граничные условия в интервалах —Ь-^г О 
и 0 г ֊< Ь симметричны относительно оси г. Примем также, что 
граничные условия по всей длине цилиндра являются периодическим 
повторением граничных условий, заданных в интервале ( -6, Л). Ввиду 
этого сечения г — 0 и г — Ь являются плоскостями симметрии.

В силу симметрии достаточно рассмотреть деформацию части 
цилиндра в интервале 0 г Ь.

Г

д-а- -«и — и »•
К— о——ь —и

Г раничные условия для рассматриваемой части цилиндра имеют
вид

со
5г№, г) = ֊/.(т) - ^икСО5»*2

2 *֊' 0 .г Ь

-4г(/г։, г) о

и, (г) /„ (г) 0 < г а

с) —/п (±) а<-г<6

֊) -0 0 <2 < Ь

(1.1)

(1.2)

Полагаем, что /։(г) и /а(г) кусочно-непрерывные функции, а /2(г)— 
непрерывная функция с кусочно-непрерывной производной.

Условия симметрии ио сечениям г — О и с =/> представляются 
соотношениями

«Лг, 0)֊тгг(г, 0) 0
1<: (г, /Я = '. (г, 6) ֊ 0

Решение задачи осесимметричной деформации тела вращения 
сводится к нахождению функции Ф (г, г), которая в области осевого 
сечения тела удовлетворяет уравнению
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. "■•'ФА = 0 (1.4)
\ дг՝ г дг дг- ' \ дг: г дг дг~ /

Напряжения и перемещения выражаются через функцию напряжений 
соотношениям:!

д / с/՝Фб, = -— ( у Аф------ —
дг \ дг՝

(1 >)АФ-
дг՝

1 д-Ф
2(7 дг Ог

(1.5)

(2 _ V) Дф _
дг-

и,= — I 2(1 — V) Аф — I
2(7 I дг՝1

где (.1 -модуль сдвига, > коэффициент Пуассона.
Решение уравнения (1.5) для рассматриваемой нами задачи пред

ставим в виде

Ф (г, г) г(Е„г՜ Е^г" //01пг)4՜
ОО
^[.4а/ (><г)- ,(■'</•) (?лг) — О: *:.гК< (я*г)] з1п (1.6)

л՛-։

где /,(х), А7(х) модифицированные цилиндрические функции, соот
ветственно первого и второго рода, Ео, Ел, 11,^, А;., В;, Сь, Ек про
извольные постоянные.

Од -
6

Вычислив по формулам (1.5,1 с помощью (1.6) напряжения и пере
мещения, получим

-,(г, г) - - 2(1֊2>)£„ 6Л> -
Г-

03
— 4 4 | /о(Пг)-А1^

7.Д.Г
^•4-

4 1(1 — 24 70(алг) 4- ахг/. («Аг)| С\ —

- [(1 2՝4 ( — ЯкгКх («..г) ] /Л- СОЗ 7; г (1.7)

зг (г. с) — 4 (2 — *) Еа 6(1 — V)

ОС
4՜ X а4 ВкК^ (у.г) — [2 (2 - V) Е (5 г) — (а*г)] С;-

л=1

4- | — 2 (2 - >) ко(гкг) — тхгАГ, (х*г)] Ок\ СОЗ Яд г (1.8)
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-г։ (г, г) = V • ; АЛ՝ («дг) — ВкКх (1*г) 4
А-=1

4 [2(1 ч) Ц (эд-г) 4 2кгЦ< (’*/•)! С к 4-

4 [2(1 - (ядг) ^кгКи (<г*г)] Ок.[ .мп Дд-г (1.9)

1 I И 00Мг(г, г) -֊5- 2А> ֊4^' 2*[/,/։(^г)-ад(71Г)- 
2ь ։ >• ~։

4 С^гГ^'.г) — Ок^кгК0 ('7дг)]сО5 *1с2 | (1.10)

».-(г, г) 4-!6о ֊ 2')Л,։ 8(1֊')£>
2 и I

4 *кгКу (*кг)Ок 31П5^?|■4 «*г/։ (оцт)] Сд [—1(1 Ч4(’*-г) (1.11)

Как следует из (1.9) и (1.11), три из условии (3.3) угювлетворяются 
тождественно, а из условия и: (г, 6) 0 получим

3(1 -2.)
4(1 и (1.12)

Удовлетворяя условиям (1.1) и третьему из условий (1.2), по
лучим

г I+ г51; I 

/о(М-Ц^ Л4- /4,(8*)+

<1.13)

+ [(1-2у)/о(М ₽։/,(?*)]С4-[(1 2»)^(М 
’д-

А/,(^) <֊5)Л,(М ։ (2(1 -,ЩМ + МЙ]Сл

+ [2(1 *)А'1(?։)-миЫ|/Л ֊ о (1.14)

ААо^-й^.е^ + сигв -Ч)/,(7И . -

+ [2(1 7.)К-,(т4) о
где 

?• ’^1. 1*
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Из первого и второго условий (1.2) получим

2(1֊4с.Л
А -I

4 Сх.л։-;..) ^ДчЛ1**»1«»*** - ' (*) '֊ <։-15>
6>; — «I

(0<2 < «»

6Л| (1.16)о

Здесь введены следующие обозначения: 

г 1(1 ֊24/??
*՝г»

*.|Л<

Л. _3£к_
2(1 »1

//
R:

2(1 4 (А1:

о06 R] 
’ 2? /?1

А՝. ) А

36
2(1

(1.17)

а (1.1«)

■ 1(1 2՝)/о(7.|֊֊.,Лс:1։1С1-[(1 2^ а;։..՛ ֊ о֊19»
Решая полученную систему алгебраических уравнений (1.14), (1.19), 
получим

Ль֊—. & С. — (1.20)
Д* А. Д4 Д*

где

2(1-*) II 2(1 4 , , ~ ,
Т------- - -------- ’ и II -------7------------ 04 (.'4, Гд' (1.21)

и II на

Дд —“</«(/*. .3------------</](•;,•,:)
й ’д

Дд — ..) — 7* (';.•. 1)

’4 ЗА

Да* ~т <,’։(/а. ’.*) ֊ ֊ ’ Ч (?‘. .И
«1 ’А

(1.22)
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91 (3*, 70=2(1 ֊0֊<֊^(70 ֊

ltMo'80 5։(p

— 2(1 ■') (Ра) .S, /х-, Тд.)

9-.>(3*- ՛. *) ~ 2(1 “ >)

2(1 — v)

2(1 -’О

2(1 
?Л г 3* К։ (';'а ) —

+ 3* К(30\(Ра, -;0-

2(1
։'*

’*> >к՛

(1.23)

2(1 - 0 . 6 
?,

+ (?<■, ՝, ,.) /« (S*l 7; | —' ------— '?t | A (?։■) S: (?»•, 7*) -r

r2(l-v)MiCM.!Ufc, ■>■») 2(1 ’)
px

(1.24)

‘i\J “o7՜ '% ( 7 a) ' ' pA^i (pi:) 5, (/<•, "li;) PA
IQ zlL

3a
3< К <30 5, (3a. 70 (1.25)

qk (3a, 70 - 4 (70 -֊ Pi/o (M fpA, 7a. ) -r
rk

2(1 - I \ A (3x) 5. (3x, 7 J

<(.^. -.0 9?(-.A. 80 (/=1,2, 3,4)

•S (Px, 70 Zi (’, 0 (Pa) (Vt) Zj (px)
70 4(’. t) (/a) 4՜ ^0 (7A) A (?0

70 A (7a) ^4 (30 ^1 (70 4(30

(i.26)

(1.27)

(1.28)

л\(3х, 7х) = А(7а)^|8х)- Л-։(70/։(Зд)

Подставив значения /Ь, /?д, С\, /Л по формулам (1.20)—(1.27) 
в уравнение (1.15) и далее в (1.15) и (1.16), переходя к повой пере-

X ~2менной у ---- • окончательно получим следующие парные тригоно-

метричеекис ряды-уравнения относительно А7-: 
со

с(|Х, ^£(1 Л'х) Хкcos kz = g (?) -7- )

(1.29)
ОС

X() \ kXk cos A? -= A (?) (/. •<«<")
x- -։
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где

Таким образом, коэффициенты Кй, Но, Д<, Вк, С*, /Л, выра
жаемые формулами (1.12), (1.13), (1.18) и (1.20). будут определены, 
если будут найдены Лл из парных рядов (1.29). Далее могут быть 
найдены компоненты напряжений и перемещения и любой точке ци
линдра.

Отметим, что если в вышеприведенных выражениях положить

Н. = В, /Л 0, Я։ 0, /х(г)=0, (йо-сц-0) (1.33)

то получим выражения, соответствующие задаче сплошного вала ра
диуса А?. определяемой условиями (1.2) и (1.3). Решение этой 
задачи также сводится к решению уравнений (1.29), в которых, однако, 
следует положить

(1 — 2՝/)՜# С . / Аф \ . Ь . / 6? \

Мь 1-----------------------------(-'֊)— —------- (1.35)

7Д/;(7,)֊/итЛ 2(1 —

где = а*7?; коэффициенты же 7^, Е1Л, .4.՛., СТ, входящие в выраже
ния напряжений и перемещений, определяются через Хи посредством 
формул

(1 2*)^ у<-0 — , л0,Ду
2(1 Ч* 

зь
I =-— 2(1-Ч/,(ъ) ; :Л(а)

л’1 ъ[/Йт1>-/((1Л֊2(1-у)-— 
и

с, А (г,) 

4(^)1 2(1
к I.
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Отметим также, что асимптотические формулы выражений (1.30) 
и (1.35) для больших „/г", получаемые па основании асимптотического 
представления модифицированных цилиндрических функция для боль
ших значений аргумента совпадают и имеют вид

= (1 ֊ А + ДА32У-32 А / П 
к 8^/?.: к’֊ \

Таким образом, числа ЛТ, ограниченные сверху, при возрастании 

индекса „к" стремятся к нулю, как ^( _՜՜ )*

2. Решение парных рядов-уравнений типа (1.29) в случае, когда 
М 0, получено в работах [19, 20] и имеет вид

=
2 с0—1п$։п

2

Д т.
%8 (°) - ( £։ (°) — М — 1 А։ (0) С18 А

•/ . £
<1

(2.1)

где

— 1^) Хк (соь 0) с1$ у б/О 1
2

| Л| (&) 7; (сОЗ '<) С1£ $ (Уб (2.3)

А1(*)=

— 0 8՛ (?) 5’п ~21 2 Г 7 2 
- 1‘соз<р —созб 

(I
(2.4)

О
,... - к (ф) Я1п — с/ф

2/Т (’ 2
м 3 ^созО соз <р

п

(х) Л<-։(л-) Л(х), 7а ֊ Л -1(х)-^ (х)

Рк(х) полиномы Лежандра |х| 1.
В нашем случае, для решения (1.29), п первом уравнении этой 

системы член, содержащий ЛТ, перенесем вправо. Далее, пользуясь 
решениями (2.11 и (2.2), после некоторых преобразований для опреде
ления неизвестных А\ из (1.29) получим следующую бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений:

ОО
X V + (А = 1, 2, 3,.--) (2.5)

где
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ук (cos >) pNpQk» (•՝)
Gill   » (Л k։'> Q

<Л.и (') I Zfc (cos 0) Zp (cos 0) Ctg — (P

ky.. (cos '•) Z, (cos ■/.) — py (cos > ) Zfc (COS '•)
= --------------------- ----------------------------- (₽ *>

r. , . 2 PHcos/) Pl ։(cos/.) ՝2Pi i (cos >) 7\-(cos/)
W’(*J -------------------- —oZ-------  -----------------

<U - I
- v — - |cos 'Pi (cos M — P. -i (cos ')] P, (cos >.) (2.6)

k 1

v-֊. определяется по формуле (2.3).
При получении (2.5) мы предварительно продифференцировали 

первое из уравнений (1.29). Поэтому (2.5) тождественно удовлетво
ряет только второму из уравнений (1.29). После подстановки (2.5) в 
первое из уравнений (1.29) и некоторых преобразований, члены, содер
жащее независимую переменную -, исчезают, и для определения Xf 
получим следующее уравнение:

2 ( с0 — In sin՜— ) Х> = 2у (0) V t\\X-yk (cos ՛■) -
\ 2 ' 4-1

А т
— |Si0)clg—с/о ■ At (5)ctg(2.7) 

n ;

Пользуясь тем, что числа А'\, входящие : (1.29), (2.5) —(2.7), 
ограничены сверху и, как следует из (1.37), стремятся к нулю, как 
О ^-֊-^1 докажем квазивполнерегулярность системы (2.5). Для этого 

сч
оценим сумму ряда У |ал,, |. Учитывая неравенства 

р —о

֊Л֊’ 1*Г<1֊* (2-8)
к у к к

легко показать, что 

2 2 л
|«40| ^<֊' ֊7Л к I кр \к— Р I

и для суммы модулей коэффициентов при неизвестных получим

V ! а4„: ֊֊ а к 1 Т- -12 р I N,^,. (>.) I A k | №Q« (>.) I < 
ri=O 2 p -1
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2 , т 2гп
*’։ 4 к " Vk

P֊k~t «> ,
V _ 1--------- [֊ V ——____

\-р(к — р) Р (р — к)

2 т 2т '' Л 1 1 4- V

к \ к I Р(к-р) „_|Р1 к р

2 , т л 2т I У к — 1Ч-1 1
^'■ ֊4 Га I a- i i а՜ Т

d i i к-у । fc)-(i к 1 ։֊1)Ч1 к 1)

4 • 21п4А 2(1 т)ГП--------------- ■ ------- г.------
к к"

(2.10)

Полученная оценка, являющаяся весьма грубой, при возрастании 
„к" стремится к нулю, откуда следует, что, начиная с некоторого к^, 
будет иметь место неравенство

оо
У ] akp I < 1 е (к к0)

т. е. система (2.5) квази-нполнерегулярна. Для сплошного вала можно 
положить т~ 1, т. к. |М|<^1. Нетрудно показать, что при сделан
ных предположениях относительно функций fz(z) и f^^z) свободные 
члены ич системы (2.5) ограничены сверху и при к — ос стремятся к 
нулю, как 0(£՜ ).

Таким образом, система (2.5) квази-внолнерегулярна и имееет 
ограниченные сверху и стремящиеся к пулю свободные члены, что 
позволяет определять неизвестные Хк с желаемой точностью. При 
этом, пользуясь методом последовательных приближений, легко дока
зать. что неизвестные коэффициенты стремятся к нулю, как 
Oik՜՝1).

11осле нахождения Хк можно определит։, значение рядов, входя
щих в уравнения (1.29). Т. к. числа Хк при к ■ оо стремятся к пулю, 
как 0(1'՜ ), то сумма первого ряда системы (1.29) будет ограничен
ной и непрерывной функцией, которую можно будит вычислить чис
ленно. Второй же ряд системы (1.29) абсолютно нс сходится. Однако 
вдали от концов дисков сумму этого ряда можно вычислить непосред
ственной подстановкой значения Хк. У краев диска ? — / 0 ряд
расходится, поэтому для получения формул, пригодных вблизи краев 
диска, целесообразно предварительно преобразовать выражении этого 
ряда. Для этого Хк из бесконечной системы (2.5) представим в виде

и. (cost.) 1 .•2Хк = [2Х0 - * (л) -Г Л, (/.)} ----- L - 4 £ (cos б) -i
к к J
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+ ֊- I՛ (0) Л (со։ 6) մ) 4-3 
к յ к "

и

А

Р ( ։/<-Աօտքյ)յ/?ւ

— ук (соз '<■-) Հ,. (соз /)

далее, подставив (2.11) во второе уравнение
используя значение ряда [20]

ОО
1 - ">՝ </Հ. (СОЗ 0) СОЗ 

к=1

V 2 соз — 
__________2

Г соз 9 — сол б

О

с учетом 0<Հփ<ՀՀ окончательно получим

М соз
=, (R,, с) ֊----------2 4- ք (?)

Г СОЗ © — СОЗ А

где

Л?) =

(соз б) էջ —с/б —

системы

со
2Հ. (А) ч- А, (А) - у (соз /.)

*-։

12
2

Հ_____

। I՜ ՇՕՏ 'Ք - соз О

/и (б) Ժ6

V соз« соз 0
4-

<х>
о

>• ур (соз б) էջ (Р)

| соз ® — соз б
=рсоз
2

(2.11)

(1.29) и
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и. Հ. 141.1ՂՈՏԱՆ. Ա. «I. ՄհԼՔՈՆՈԱՆ

ՊԱՐՐԵՐԱՐԱՐ ^ԱԴՅՎԱԾ ՍԿԱՎԱՌԱԿՆԵՐՈՎ ՍՆԱՄԵՋ
ԱՌԱՆ«ՔԱՍԵՄԵՏր։|’Կ ԽՆԴԻՐԸ

ԱՆՎԵՐՋ ԳԼԱՆԻ

Ա մ փ ս փ и ւ մ

էԼշխասւ անխոսք րեքէփււմ է ւ/նսւմ ք,ջ անվերջ երկար պլանի սաանրրա֊- 
ւփմեարիկ խնդրի ճշդրիա լա.ծոէ.մը, երր դլտնի արտաքին մակերևտ լի!ի 
վրա հագրված են միանման, իրարիքք \ավա4 արա պե ч հեոարվաձ կսչէո ч1ци —
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А. A. BABLOYAN, A. A. MELKON1AN

AXISYMETR1CAL PROBLEM FOR CORED INFINITE 
CYLINDER WITH PERIODICALLY IMPLANTED DISKS

S 11 in m a г у

In this paper the exact solution of the axisymetnc mixed problem 
for infinite cylinder with rigid disks implanted on equal distance from 
one another on the external surface is obtained. On the internal sur
face and in the part of the external surface between the disks a radio! 
pressure is applied.

The solution of the problem is represented in trigonometrical 
series. Determination of arbitrary constant is brought to the dual 
series-equations. Later the problem is brought to the solution of an 
infinite system of algebraic equations, for which quasi-quite regularity 
is proved.

ЛИТЕРАТУРА

1. Okubo H. The Stress Distribution in Shaft Press-fitted with a Cotter- Zeitschr. 
für ang. Math, and Meeh., Bd. 32. ,N® 6, 1952.

2. Лившиц. П. 3. О распределении напряжений no контактной поверхности при i п- 
рячей посадке диска постоянной толщины на сплошной аал. Изв. АН СССР, 
ОТН, № 4, 1955.

3. К<яан Б. И. Напряженное состояние бесконечного цилиндра, зажатого в абсо
лютно жесткую полубссконечную цилиндрическую обойму. ПММ. т. XX. № 2« 
1956.

4. Боронин 7՛ А- Контактные напряжения, возникающие при тугой посадке жест
кой втулки на бесконечный цилиндр. Изв. ЛН СССР, ОТН, № 8, 1957.

5. Александрии Б. М, Осееим.м«-чрячная ‘контактная задача для упругого беско
нечного цилиндра. Иза. АН СССР. ОТН, Механика и машиностроение, .V? 5. 
1962.

6. Александрой В. ;М К решению некоторых контактных задач теории упругости. 
ПММ. т. XXVII. № 5. 1963.

7. Попон Г. Я. К решению контактных (смешанных) задач теории упругости для 
бесконечно длинного кругового цилиндра. Изв. .АН ’АрмССР, сер. физ.-мат. 
наук, т. XVII, № 4. 1964.



16 Л \ Ваблоян, V П. Мелконян

8. Olesiak Z. Stan neprezen i odksztalccn rurze lui.» wale wspnlpracujaych г picrscie- 
niami lull tarczam: kolowymi. Archiwum Budowy nuiszyn. T. IV, № 2, 1957.

9. Olesiak Z. The Stale of Stress and Strain in Tubes Reinforced with Rings. Bul
letin de I'Acadcinic Polonaise des Sciences, Classe quatrième. Vol. V, Ne 3, 
Varsovie, 1957.

10. ûltsiak Z. The stale of stress and strain in shaft with press-fitted rings or circu
lar disks. Bulletin de I'Academic Polonaise des Science- Class quatrième. Vol. 
V, № 3. 1957.

11 Sparr.nverg J. A. On u sharink-fit problem. Appl. Scient. Res., A 7, 2—3, 1958.
12. Severn R. T. Sharink-fit stresses between tubes having a finite interval of con

tact. Quart. J. Meeh, and Appl. Math,, t, 12. № 1, 1959.
13. Коган Б. И., Хрусталев /1. Ф. Об одной осесимметричной задаче теории упру

гости для по.мно цилиндра. ПММ, т. ХХН. № 5. 1958-
14. Хрусталев -4. Ф. Осссихмстрическая смешанная задача теории упругости ։л>; 

трансверсально-изотропного материала. Изв. высш, учебных заведений, Мате
матика, .՝*֊' I. 1964.

15- Хрусталев 1- Ф., Вайнштейн Ф. А. Об одной смешанной задаче теории упру
гости для трансверсально-изотропного полого цилиндра. Изе. пысш. учебных 
мисдсянй, Математика, № 3, 1963.

16- Александров ti :4-, Бабешко В. .4., Белоконь А В., Ворович И. 14., Устинов 
Ю- Л- Контактная задача для кольцевой» слоя мялок толщины Инж.
Мех. :s. тела, № 1. 1966-

17 Лурье А. И К теории толстых пли՛;. ПММ, т. VI-, имн. 2 3, 1942.
18. Лурье А. АЛ Нанрнжеиное состояние и упругом цилиндре, нагруженном но бо

ковой поверхности. Инж. сб., т. XVI», 1953.
19. Sffvuttav R Р lil Dual relations involving trigonometric scries. Proc. Rov. Soo. 

Edinl». (Sec. A), vol. 66, Pt. III. 1964. 173-184
20. Баблохн .4. /1. Решение некоторых парных уракнепий, встречающихся в задачах 

теории упругости. ПММ, т. 31, ими. 4, 1967.



лизчимъ II1Ц n-bSnh^BflbW.bPb lUiU/MiirbUSb SIHMiIUHh'
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМ И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
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Б. М. КУЛЛЕР

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ О КРУЧЕНИИ УСЕЧЕННОГО 
КОНУСА

В статье методом однородных решений совместно с интеграль
ным преобразованием Меллина рассматривается несколько смешанных 
задач о кручении конуса, ограниченного одной или двумя сфериче
скими поверхностями. На торцах задаются произвольные перемещения 
(или касательные напряжения), а на боковой поверхности — касатель
ные напряжения (перемещения). Рассмотрен также случаи составного 
конуса со сферической поверхностью раздела материалов. Решение 
получается в виде интегралов и рядов по функциям Лежандра.

Сходная по постановке задача о кручении конуса с жестко за
щемленными торцами рассмотрена в работе А. К. Даса jl], который 
получил решение в рядах по коническим функциям. Многочисленные 
и подробные литературные указания на другие работы о кручении 
конических тел имеются в книге Н. X. Арутюняна и Б. Л. .Абра
мяна [2].

1. В сферических координатах г, ՛■, ? осесимметричное кручение 
конуса характеризуется одним перемещением и двумя касательными 
напряжениями [3]:

и — ~ — - — ( - C,V - ° I г ' — Л 1,1 11
G dO г <>’j ■ sin .& ()Ч / f)4 | dr г / I

где (> — модуль сдвига, а ;» гармоническая функция, удовлетворяю
щая уравнению

_ _к ЙЙ = 0 /12)

иг- г ог г- <№ г- дЧ

По методу Фурье функцию г» можно представить в виде произведения 

V г’•?(&) (1.3)

при этом функция у (6) должна быть решением уравнения Лежандра 

-^--с1гбУ >(7-1), = о ПЛ)

(штрих здесь и ниже обозначает производную по 0).
Подставив (1.3) в формулы (1.1), получим

-,г։ = (V-
О

"5; = Г՜ { '■>" Ctg1՜-'/)— Г՛՛■ (V (■/ ֊֊ 1) у ֊; 2ctg f'/l
2 Известия АН АрмССР, Механика, 1
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Рассмотрим класс однородных решений [4] для бесконечного по
лого конуса, ограниченного поверхностями 0 — у։ и О — (G<^7j<^

свободными от напряжений ,

'(». = 0 при б=н и (I Ха (1«6)

Введем обозначения: rt= 7 и /=?(•*—1). Как видно из (1.4) и (1.5), 
отыскание значений индекса •*, при которых выполняется однородное 
условие (1.6), сводится к регулярному случаю задачи Штурма-Лиу
вилля для уравнения

(sin Gr/)'------ !—т/-f-k sin Grt = 0 (1.7)
sin G

с граничными условиями

r/ —ctgfoj = O при 0 Xi и rj — Ys (1.8)

Известно, что собственные значения /•* задачи (1.7) (1.8)—про
стив1 и положительные, система собственных функций {уд-} полна в 
/»(Yl 7«) и ортогональна с весом sin 0, для произвольной функции 
/ (G) Lz (;1։ ,..) имеет место разложение

/0) = У Ck\k, Ск | 7^.(0) sin = 
А - 1 ’ ti

Соответственно, задача (1.5) (1.6) имеет класс однородных решений 
г?/1, '$**, •**՛ , порождаемый двумя симметричными относительно 

7= ’с последовательностями вещественных чисел ՝п■— — 1 — 
±> *7ГТ7Г:

u^i= (Air 44 Вкг 1 )~7Г
G

/(G)^(O)sinGJG (1.9)

-/ к. пЛ՜՜՜1- : 2)г 4 2|(1.Ю)

_ [ ., _ 2
(Акг " т Вкг k ) [v(v -г-1) Jk - 2 ctg GiJ

а системы и ; '} и l՜/1} на координатных поверхностях г — const, 
G замкнуты и ортогональны (с весом единица, поскольку 

элемент площади на г— а равен ds = a՜ sin 5
Однородные решения, отвечающие жесткому защемлению кони

ческих поверхностей, т. е. условиям

_ ил — 0 при G = Xi и 0 — (1.11)

обладают теми же свойствами, так как а приведенных выше рассуж
дениях изменится лишь граничное условие (1.8), которое будет иметь 
вид
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•/1 = 0 при 9 = •,'! и О (1.12)

к у*, которое должно удовлетворять условию (1.12).
Построение класса однородных решений для сплошного конуса 

сводится к сингулярному случаю задач (1.7)—(1.8) или (1.7) (1.12) 
(имеется особенность на леном конце интервала 0 7з), но исе
перечисленные свойства собственных значений и собственных функ
ций этих задач остаются в силе [5].

Рассмотрим теперь неоднородную осесимметричную задачу о 
кручении бесконечного полого конуса местными касательными уси
лиями (или перемещениями), приложенными на конических поверхно
стях. С этой целью применим преобразование Меллина [6]

'' (•*) = \ у(г) г (1г 
* о

(1.13)

к уравнению (1.2), умножив его на г и почленно интегрируя по г 
от 0 до ос. Предположив, что при г и убывает как г՜-, сразу 
приходим к уравнению (1.4) для функции и с помощью формулы 
обращения Меллвна

г՛ (г) = _у~ \ г (у) г-*“1 ^7 (1.14)
'1)

находим из (1.1)

н 1 р' - = _ 1 Г (у 4-2) У М 
2-/ 3 вг •' ’ 2п/ I

<£> (1.15)
1 ֊ '2 с (у

?-{ 3
(£)

Путь интегрирования (Д) по условию сходимости интеграла (1.13) 
лежит в полосе 1<^,Чс>-\0,а входящие в 6 ('И две произвольные 
функции А ('4 и В (А определяются из граничных условий. В даль
нейшем решения задач о конусе, ограниченном одной или двумя коор
динатными сферическими поверхностями, мы будем искать в виде 
сумм рядов но однородным решениям (1.10) и интегралов (1.15).

2. Рассмотрим смешанную задачу о симметричном кручении 
сплошного конуса 0 < О ;՛, 0 . г -^.Ь, по окружности г 5 — ■; 
которого приложены сосредоточенные касательные усилия - 7’, а 
на ториевой сферической поверхности заданы произвольные касатель
ные перемещения. Выпишем соответствующие граничные условия:

| Т при г R, ~ 7
’ 0 при г R R, Ъ = 7

(2.1)
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м. =-/(0) при г-^-b, (2.2)

Чтобы функция (9) не давала особенности на оси конуса при 9 ֊ О, 
положим

?(0) = A (v) Р (cos 0) (2.3)

где Р (cos 0) — функция Лежандра первого рода.
Условие (2.1), представленное в виде

1 с TR 
Ч,'-==7Г "=՜

(4)

совместно с (1.15) и (2.3) определяет для бесконечного конуса функ
цию А (>)

7*/>՝ +*։
Л(*) —--------- —----------------- .---------------- (2.4)

■ 1) Р. (cos ;} 4 2ctg -\Р. (cos ;)

Однородные решения (1.10) не вносят изменений в условие (2.1), 
поэтому решение для конечного конуса запишем в виде суммы (1.5) 
и (1.10)

_ 1 .՝______ 77? ‘ Р. (cos 0) r՜^՜՛ Jv__________
2'7 . G’[v(v l)A(cos;l 2 cig\P. (cos 7) I 

<4» 
co . _ ։ .

4՜ У [/Ur " — Pkr " I P..։ (cos 5) 
к -J

1 ;_____ TR'*' (v -T 2) A (cos &) ________
2~i ,1 > (V - 1) P. (cos 7) ֊ 2 ctg 7 A (cos 7)

(4)

V |4»('X-l)r‘՜ ֊Bt(4 2lr ՛* I’A.JcosO) (2.5) 
4 -1

1 ? TR *1 p 0 • IIP, (cos 0) -I- 2 ctg 5 P. (cos 0) j ch

2՜/՛ J P C? • 1) Ps (cos 7)-f-2 ctg 7 A (cos 7)] r'՜2

-2
- y[/4;r‘ Pkr " ][va (ч 4-1) А,д (cosO) 4-2ctg ^A.t (cos 0)] 

Л-1

где '»k — положительные корни уравнения

՝a ('*k -г 11 P-,. (cos 7) - 2ctg7A., (cos;)— 0 (2.6)

Приближенно их можно определить формулой

= — (k 1 ։) — 1 ... — О (k 1)
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которую нетрудно получить, подставив в (2.6) асимптотическое раз
ложение по функции Лежандра [7]

Р (cos 0.) — ------- —■/ — sin 5 ) bos | (v —1 ,) 0— - .
| ( > %) \ 2 / I I

W՜1))

(2.7)

Каждое однородное решение дает особенность либо в вер кине 
конуса (множитель при />’.< в (2.5)), либо при г • ос (множитель при 
Ан), и, если одна из этих точек в данном случае вершина при
надлежит конусу, соответствующие однородные решения следует 
отбросить. Учитывая эго, положим /х -О (А 1, 2,---), а коэффи
циенты Аь найдем из условия (2.2), которое согласно (1.9) пред
ставимо «при г Ь как

и. = / (г<) У CA-P.^(cos^)
Л—1

Д 4 , (2.8)
сл I [Р (cos 6) sin = ^/(5|/>_ (cos б) sin 

о I)

При r — b входящий в выражение (2.5) для и интеграл гоже 
разлагается по однородным решениям:

1 Г TR'" Ъ ' ' Р. (cosS)W--

2~i J (7[v (v ֊ 1) P. (cos ;) 2 etgP, (cos ) j
</•)

~ TP՛1 ՝P. (cos 0)6՜'“՜’ 
= V ---------------- k-------------------------

СЛЛ(7)
где

/Л(’,)- ° I' (•' -г 1) P. (cos 7) b2ctg\P, (cos՝,)] . . 
/7՝/ |

(2.9)

Справедливость этого разложения нетрудно установить, замыкая (L) 
системой дуг окружностей | v| = р*., проходящих в правой полупло
скости между А-ым и (А | 1)-ым корнями уравнения (2.6), оценивая 
подинтегральную функцию с помощью формулы (2.7), а затем приме
няя лемму Жордана и теорему о вычетах.

Подставив функцию н,- из (2-5) в левую часть равенства (2.8), 
заменив интеграл рядом (2.9) и приравнивая в обеих частях коэффи

циенты при Р, (cos Ч. получим искомые

Л TR1 1
Ак ------------

bk Gb /)д.(7)
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Выпишем полностью решение Задачи для

В этом случае Р‘ (0) - 2՜) “ Г( ------֊

колу шара (; - при

•/а = 2Д՛- 1 (Д- 1. 2,--)> а вычет функции Г( - Д) равен ( 1)‘՜ Д’
После некоторых упрощений получаем из (2.5)

= V Шгф!-.1 <? (/,<
^)+-^г)Л‘ ,(СО։®’

°° I 
г.- - У ЛА

Л-1 ՛

2Д
та՜

гк֊։(2к֊1) 
а>лк-'

(2Д'— 1) Схг-Л ■-՝ ; .у .
. । — ■Лл-НсозО) 

О ,

и

- I / 1 г2к~2 \ г2к~2^ I
^■ = V , ֊" -) + ^_ 7- |(2А.֊1)2/:^_](со55)-|-

£=, I \ г ЬЬ / Ь |

2 с1^0/э,!Х. । (соя 0) |
где

М_±7К . (24-2)!
2к2а''[(к 1)!|= Ск =

хГЗ
4Дг — 1 1՝

121- - п ЛК \ЛК 1 ),)

причем для нахождения Ск использована формула

Г[А(сО8б)]Ч-|п5</б - Ч՝' '~1)
2ч ։ 1

3. Рассмотрим теперь смешанную задачу об осесимметричном 
кручении конуса 0 б ՛;, и г Ь, усеченного двумя сферическими 
поверхностями, сохранив прежние граничные условия (2.1) (2.2) и 
дополнив их заданными на торце г — и произвольными касательными 
напряжениями -~.г- :

ч?=1 Г "Р” г ° = Т (ЗЛ)
О при г «/= А*, 0 = 7

11 ■ “/Л6) При г = 6, 0 <6 7

'г. = А (Ч при г ■= а, 0 > 0 ֊• ,С 7

Пусть (0) £ (0, 7), тогда в силу (1.9) каждое из усло
вий (3.2) можно записать в виде ряда Фурье по однородным реше
ниям

■в© ОО
н- ',֊1. " 3 41’ --к« 2^'\(СО8&)

л*-1 *֊'
с 1Д (б) Р (сов 0) з1п б г/С (3.3)

'■•'А Л
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Л(®)/\х (cos€>)sinGd®, ч |[ Р, (cos sin t»</G (3.3) 

о

Решение задачи будем искать в форме (2.5), при этом условие (3.1) 
выполнено.

Запишем раненстно, аналогичное (2.9) при г<^Р

1 г 77? *։r—' A(cosG)<A « Tr'P. (cosO)
---- i---------------------------------------------- »—   ж 5’ --------;----------------  (3.4՝ 
2*/.Ь(*+ 1)А (cos;) -f 2 cig 7 A (cos .)------- 4~։

и применим к обеим его частям операцию | )• При г а по

лучим (ряды (3.4) и (3.5) равномерно и абсолютно сходя ген)

1 . TR ՝■(■• 2)0 *A(cos(f)<6 * 7(1 ֊ ’A.Jco^)

2~/.1 v(v-н 1) A (cos;) ■. 2ctg;A(cos;) “i л ; /) ։ j

(3.5)

Подставив в левые части граничных условий (3.3) и. и * из (2.5), а 
затем ряды (2.9) и (3.5), получим для каждой пары неизвестных .4* и
А систему двух уравнений

/ п v* — 1 л / .-и -’**~2о гч 7*0 о
(Ч — 1) а Ал — (>* т 2) о Рк - с.- -------------------------

я'‘О»(-;)

откуда

= (>»4-2)0՜՝* V‘[4"GDt(T) -■ TRl՝b 'k '|

G/?՝‘O,h)[(4 l)a՝* ՝6՜'* ’-1-(>, + 2)а՜'* Y* ‘]

______________GI> 1 [o'/e‘ZXn) r<l-n)g‘ 1 

сЛмтНЫ-По՝* ' b՜4 2 -(>»4 2)0 2Л՛1՜']

A .. (>»-l)o'‘ '^kV'GOH J • ГЛ',‘ 'z.՜4 '|

СА’Ч/Л (֊)[(>» 1)0՝*՜' 6 ’*՜2 (n 2)0 '1՜՛14՛* 'l

+___________ Gb ՝l ' [ Г< 1 >.)o՝‘՜' /?'*с|»;,Й(т)|__________

СЛ^РИ!)[(>»-!)о՝*՜'* ՝*_։+(>» ■ 2)o '* 1 bl '|
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4. Рассмотрим кручение конуса 0 0 0 г h, состоящего
из двух мат ериалоч, разделенных сферической поверхностью г = at 
О G :: 7. Индекс п I будет обозначать величины, относящиеся к 
области с вершиной, /? -2- к торцевой области.

Пусть граничные условия имеют вид

=.17՜" "Ри г-л" G = f (4.1)
I 0 при г -А А’,,, 0 = ; (zj = I, 2; 0<С А։ <С н<< А’3<С ЬУ

и. f (6) при г — Ь, у (4.2)

где функция / ՛ '■j . А . (О, ՛, ) и для нее справедливо разложение (2.8).
Решение за дачи ищем отдельно для каждой области в прежней 

форме (2.5)

,, „, 1 Г T„R' 1Р, (cos G) г 1 ch

V [ .4; Г ' -t- AT 'r * ] [>* (v* 4- 1) P-,k I COS G) x 2 etg 5»p.^(cos ՛>՛) I 
4-1

с дополнительным условием сопряжения на границе раздела мате
риалов

•р.п ИрИ г 0 < 0 7

- > при г о, 0 0 7

Чтобы исключить особенность в области, содержащей вершину, поло
жим - О (А 1, 2, ••■). При .-»том одно условие (4.1) автоматиче
ски удовлетворяется решением (4.3), а оставшиеся три, (4.2) и (4.4), 
после подстановки в них выражений (4.3) и равенств типа (2.9) и 
(3.5) дают систему трех уравнений, определяющих /4՛՜' и В\ .

2՜.’՜,. 0« I " (> 4՜ 1) P (cos 7) 4- 2 ctg 7P. (cos 7 >]

. BT’r ”* ']P,Jc0։6) 

к I

_10) _ 1 ‘ T,.R., '|v 2) A (cos f>i r ' ch

՝2~i•'(՝' { 1) P. (cos7)4-SctgyP. (cos7) 
(Z)

!)/' Ъ' ‘k V'.JcosG) (4.3)

I (' T..R, ' ’ [■/ (>- 1)P (cos Г|) • 2ctg S P (cos!՛)]ch 
'2՜։ ,՝ (v 1) P sens 7) — 2 etg\P (cos 7)] ?• 

(Л) V

(4.4)
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Д1г>4՝‘+ В?Ь = а 4- Г^'-

GJ>k ‘/Л(7)
Шд») „^л1^ '/?֊>_ Т&*_ ____ ______Г-“1

1 1՛ TR M-2)/<(cosfr)</v
2k/J “■ pSfcos;)/"2

а /Ц- —a Аь <х Ok - . .
а'4 GA(v) GA (',) А’,'4

b* — l)a* Дх1’ (4t—Do" .4x՝-t-

ч 2„,։, 7>'4 '<i -vx) r,(,։+2)/e;‘ 1
Dk --- ■ --- ՝ “2

R^D^-} Dx(;)

5. Пусть произвольное касательное напряжение <о. задано на 
торцевой сферической поверхности конуса 0 <г о, а на
конической поверхности задано касательное перемещение и.. Будем 
искать решение при граничных условиях

-<,-=/($) при г а, 0 (5.1)

,7֊ „ри г А’. (»-
[о при г=/=/е.

Рассмотрение такой „формальной“ задачи дает возможность путем 
интегрирования по параметру R получить решение при произвольно 
заданных перемещениях на границе.

Неоднородное решение для бесконечного конуса при условии 
(5.2) выражается формулами (1.15), в которых - •֊ А* (v) Р, (cos 5), 
а функция А (>) определяется тем же путем, что и функция .4 (՝>) 
(см. (2.4)) и равна

А * (А
TR

Р (cos у)

В соответствующем однородном решении (1.10), очевидно, />; О 
(4=1, 2,՛*՛), a ։q- — положительные корпи уравнения

Р. _ (cos՛;) = О 15.3)

Таким образом, решение поставленной задачи о конечном конусе вы
разится формулами

TR՛ Р; (COS 6) d-i

GP. (cos
1- У Лкг к P. (cos 'j) — A-

4-1

4-1 .
\' Аь Gk — ])/• P.։ (cos 0)

(5.4)
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1 ' 7 R Iv v 4- 1) A (cos 9) -*֊ 2 ctg fr Р. (cos 0)] (/■■>
2՜/.) A. (cos 7) r՜՜

(£) 

՛< ֊ I
У Аы A |vfc (•** 4-1) P.^ (cos G) -r 2 ctg 1>Р,, (cos 0)] 

k -1

Чтобы удовлетворить условию (5.1) на торце, докажем справед
ливость при G ->-։- разложения

1 TR (՝> ~г 2) Р. (cos 9) 4ч ™ TR* (у*4՜ 2) А^ (cos 6)
2r'J Р (cos у)«' ' Д Z)I(7)a4,’2;

(5.5)

где

£>;c,)=4ip:-(‘:os՝)i
Оч ' ’k

Замкнем путь интегрирования (/-) прямую Re> ' ( 1<CZ<CO) — 
системой прямоугольных контуров, образованных тремя отрезками ъ, 
гл и 7*:

Rev-рь hnvl^pjt

U-: Im 4 — pt, z Rev'-^pz

>: Im ՝> — — f.kj Rev<5j, (v* ;j)

и обозначим величину интеграла / на них соответственно через /., 
/ и / . При к— ՝ с помощью асимптотической формулы (2.7) полу
чим такие оценки роста интегралов:

Y‘- 1ЛН IAK֊'4exph(i 0)1 (5.6)

а՜ ' а / а‘

Если. — и 1<՜ </;, интегралы (5.6) на дополнительном контуре об
ращаются п нули, и разложение (5.5) следует из теоремы Коши о 
вычетах. Если же (J у, то обе части (5.5) становятся равными нулю: 
левая в силу (5.2) и связи (1.1) между ~г и и:, правая ввиду ус
ловия (5.3).

Как и раньше предполагая, что /(0)4Л. (О, ՛;), запишем условие 
(5.1) в виде

~ . 1
'^16-,^ 2 <?*/<_ (cos 5), с* - — 1/(6} A, (cos<)sinG</0 (5.7) 

л-1 5* J

где 4k положительный корень уравнения (5.3).
Подставив в левую часть равенства (5.7) выражение из (5.4) 

и используя разложение (5.5), получим входящие в формулы (5.4) 
неизвестные коэффициенты
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TÆ'*fo-b2) I
Ь֊1)

U 1.

Всесоюзный ипучно-исследозательекий 
институт гидротехники нм Б Е. Веденеева Поступила 15 IV 1967

(և 1Г. ՆՈ1Վ11>ր

2ԱՏ11.Ծ ԿՈՆԻ ՈԼՈՐ1Ո1.Ն 1Г|» ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

II. մ փ ո փ п I մ

4 ,4էՒնՒ l՛'1'“՝1‘ 71""I ձեււրւիրւխաթւան ե • աւէասեո րէէ.ծm îJiiliրի հաւ) utml tj 

Օղտսպէէրծման m-էլիէէւք ււաաւրքտծ են' ս՚րերիկ ճակա էսով կոների էւլորման it ի 
քանի ե էյ ր այ fl'll խնդիրների եշւլ րքւ ա լա .ժ ա.'ե։երքւ ;

‘Ւիաարկվաւ) են' հա) կոնի խաոր խնդիրներր, /'/'/՛ կրւտլ'/նային ւէակե-
րհէւպքյի ’ll'1“ են ք глгրttt НЫгրր ( աեդ ափՈ խէէԼէ/եերքէ), fttrh ճակատի վրա
uiliqiilifitiftHlliliiliրր ք լարա iliil,րր ,1 •• 7'jij .■/։ >կւքամ են րԿաև՝ հաաաւ) կէէնի ե կոնի 
իւնւլ ր րնե րր, երր նրանք ւդ ա արա ւււաքաւ) AÎ/ ե րկա նրսի/իդ. րւրււնք րաք/անվա՛) 
են ւՀիերիկ il ակե րե ա.լի/ աք ; Լա Л Ш it'll ե րր արւքամ են “,։>{՚քերքւ էէ>եէ1,րա]' (НИИ 
Ijid անւյրի }ի ւււ՚ււկքյի ա'հե րի ե П ե լ լինի fl'll աե ւլ րա լէ։ ե ր աք :

B. M- NULI.ER

SOME PROBLEMS ON THE TORSION OF THE 
TRUNCATED CONE

S u in m a г у

Using both the Mellin integral transform and homogeneous solu
tions, exact solutions of some boundary value problems on the torsion 
of cones with spherical ends are obtained.

Mixed problems on the massive cone with the vertex are consi
dered when stresses (displacements) are given on the lateral surface 
and displacements (stresses) at the cone base. Problems on the trun
cated cone and on the cone composed of two kinds of materials sepa
rated by a spherical surface arc also considered. The solutions are 
presented in the form of the Mellin integrals and in the scries of the 
Legendre functions.

A M T E P A T y !’ A

1 Dan A. K. Note on stresses in a truncated cone with the ends fixed due to 
shearing forces produced by u circular ring on the curved surface ..Indian J. 
Theor. Phys". 8, № 4. I960.
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2. Арутюнян Н. X- и Абрамян Б. >1. Кручение упругих тел. Физматгйз. М.. 1963.
3. Гутман С. Г. Общее решение ладами теория упругости к обобщенных цилиндри

ческих координатах. Дохл. АН СССР, ։. 58, № 6, 1947.
4. Лурье .֊-1. И. Пространственная задача теории упругости. Госиздат, \1., 1955.
5. Титчмарш Э- Ч. Разложения ио собстиенным функциям, связанные о дифферен

циальными уравнениями второго порядка, т. I, ИИЛ, М., 1960.
6. Уфлянд Я. С. Интегральные преобразования 1’ задачах теории упругости. Изд. 

ЛН СССР, м., 1963
7. Бейтмен Г. и Эрдейи .•« Высшие трансцендентные Функции. Изд. „Наука“, М., 

1965.
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А. А. ЮРЬЕВА

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ И КОНЦЕНТРАЦИЯ
ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В ОРТОТРОПНОЙ 

ПЛАСТИНКЕ, ОСЛАБЛЕННОЙ ТРЕУГОЛЬНЫМ ОТВЕРСТИЕМ, 
НА КОНТУРЕ КОТОРОГО ЗАДАНА ТЕМПЕРАТУРА

§ 1. Рассмотрим свободную пластинку с треугольным отверстием, 
расположенным так, как показано на фиг. 1. Размеры отверстия счи
таем малыми по сравнению с размерами пластинки, материал пластинки
предполагается ортотропным н отношении 
его упругих и теплегых свойств-, по тол 
щине пластинки температура не изменяется, 
температура на контуре задана.

Рассмотрим сначала вопрос распреде
ления температуры в такой пластинке. Из
вестно, что отображающая функция внешно
сти треугольного контура па внешность 
единимного круга имеет вид 

Z = а (Ն1)

где - — малый параметр, г .г -+ iy

х — a (cos О 4- cos 2*1) у = a (sin О - ssih’») (1.2)

Воспользовавшись решением уравнения теплопроводности, данным 
п работе [1], имеем:

r=2Rebu'), г֊;- 'з-֊-'՞’ (1-3)
1 im

Здесь т - •//* — температурный комплексный параметр 2-го рода.
Пользуясь методом малого параметра, температуру па контуре 

отверстия и функцию, определяющую поле температур, представим в 
виде рядов по степени параметра 5 

2 Re (Հ) = V. г* 
* -о

к
аь -|- X’ а հ-.., е՜'՛"1՜)

п =1

4֊ -т/т -Ւ 4- • • • при у = 3

(1.4)

(1.5)
где а^<>, а֊кп известные коэффициенты.

Рассуждая, как н работе [2] (§ 51), придадим выражению (1.5) 
такой вид:
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тг~ {/к (•/) 4- I? (’) >./ 'Ь (֊)]/,. Л-1 С,)

+ ֊֊I -С)-17Ф]Д 4-5(У ■ ••֊

+ 4-[°«+'^р|7?'(-;ч--- И.6)
Г1 • 

где
:+лД Л- = 0, 1, 2-• • / 3 (1.7)

Из формулы (1.7) следует, что функции /к-(С.) определены внутри 
эллипсов, полученных афинным преобразованием единичного круга 
1'•! = 1-

Задача определения функции ?.,(£.) для пластинки, ослабленной 
отверстием вида (1.2), сводится к задаче, решенной в работе [1].

Представим функцию /зл в следующем виде:

Л4 = \ " I, = Ш՜** (1.8)
п-1 *

Сравнивая формулы (1.4) и "'(1.6) и учитывая, что на контуре 
единичного круга е’’ /, з, для нулевого приближения функции ?а
получаем

ОО
'■.и ՛ \ О—4.1,7

Г|тт1

Используя выражения (52.4)—(52.6) работы [2] для температуры, 
заданной в общем виде рядом Фурье (1.4), находим следующее выра
жение функции в третьем приближении:

ОО
гл = \ а * '■

п — 1

ос

и -1п/, 
п -1

/ 00
з ՛ ( V а ֊ ։.,/.с.7? ’ —*4֊ сЛд— а֊!.՛ — са ) (1.9)

где
С1 л.|(« "2/., « и), С-. = /ч(о-|| — 2а֊

Ь^-21 — 2« -о/ .։ (2дз - 3) + 0 -01՜^ (4ьз 4֊ Зл:1 4-1)1

По формулам (1.3) и (1.9) можно найти температуру в любой 
точке ортотропной пластинки, ослабленной треугольным отверстием.
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Ниже рассмотрим вопрос концентрация температурных напряже
ний вблизи треугольного отверстия.

§ 2. Известная формула нормальных напряжений, действующих 
на площадках, перпендикулярных к краю отверстия, для случая, когда 
эти напряжения являются температурными, принимает следующий ннд:

о
3„« _£֊- '</։Л [/Г (23’ -Ш’ 4- АгВ: (W 2? 1) 4- Д?2| 

о LM*

+ qzB [ А‘ (2'Л - 1) У - 4- 2*’ 1) 1 BW] •+-

• 2'>*+1) • В* (2 ?’)] 1֊

•HHW4 2^4-1) Л‘(2- ?'3))} 4-

+ ^֊[<?։(4*-»=В=)-2ДВ^։| (2.1)
Л1 ՛

Здесь
</?։ , . ^т5 , • . •
— ~ 9։ -г igu — ~ 9: + г։ = Чз ’ ‘2,
(IV (/’>

А — cos & — 2- COS 2’», В — sin »> 4֊ 2i sin 2U

£ = (Д^ 4-В*)(ЛФ • В2)

а1 и «и- температурные коэффициенты линейной деформации.
Для определения функций и представленных формулами 

(1.6) при /= 1, 2, предварительно выводим следующие соотношения:

(? 4- ,х'А/^ = Д*о ('? = —

‘(1 41',.'=՜”)
и— 1

-֊('+'.;1։А- ՛՝՝' ՛-,?(։ -
*։ 0—1

ОО
+ Лм^ ч- ЗД*Л - 2 (2.21

V.՛ : 3.-1. Р, ■>[(՛• : ՝ • 1 < ■
•>! I

К | у,Г?" (1 Ф’[
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•30
— /4^1 /1 (/.։ з) — •'»Л^л։ 1֊ V .4/./1- 

п — 1
где

Л* 5 — — 2/1*2г 1, ЛУ2 = — ЛиЧ — ЗЛсЛ,

Лк՜։ = Л* 1 > । бЛлэЦ, Лк՜՝ — 3 1л--.՛ 1 т 10 Л* |/.։

ЛЙ ֊ ֊ 4Лд. /.! 10 Л*.-> Лй - 10 Лс> '■! - 20 Л*! Ч

/.* = Л* 1г.5+ \Л^-\ ЛМ=-֊^Г^ >Ч֊М
я—I \ Г«п /

АГ,„ -г/и_. /« I. >), / ; (1 Ч

Чтобы получить выражения /•_<* и следует в предыдущих 
формулах заменить Л* , Ль. и о1 соответственно па 3*,., Вкп и Р՝.

С помощью формул (1.6) и (2.2) находим следующее выражение 
функции гг

ъ |п 5 -Ь. Л1 ~ «Ч у "+ 2 (' у 3 «+

-.1 / т ։|’2 х՜՝ '*ал —и д । _ —з —2 —I-г(---------- > -------- 3 - Лдо 1п = 4-а5з — а.3 -| «5= — a.i-

«ю3 — ап'~ гЛ00Х]3!^՛ (2.3)

Здесь

а* -----------[ЛА (!Ч — !»։)“ ^бб’Ч (14 — :ъ) 1
Н1 — «ц-

о.. ---- 1 |(Л։0 Ло1Ь —14) -НЛ,- !ХЛ <2-4)
Н։ - 15

----; [АоИ(!՛ ֊ 15) 4 Ь"ООЛ2(։5 - и,.)| 
2(!5֊и2)
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а0 =----------  |Ц((Ч՜ 1Ч)(4о - 44. '■ ЗЛ.,,/1) -
I1! —1*2

Ч (нс - ъ) (Вя> - 4ЯО2 Л? 4- зЛоо 4)] (2.5)

«: =  ----- I '•։ — :*։)( 414 “ 4՜ 4о ) 1' '2<Рг“ ('1Д>1
н — Р- \ 2 ./ \

ЙЯ = ----- -----[3 Дч) Л? (- г-։) ~ зВ^ /* (в, — «.) |
Н1 — 14

<4 = 4 ( ^0?» г Ю 4?ч -{ “ Ао'Т ~ ЗДк/.։ 4։

Ою — П(л4оЧ 4у4а^н"Г ^1/1 ^2'.|), ии '■։ ( /4и'Лх

- 2 В«)

1

41= -^—~ •%! ։ «1֊ 4о'? ֊24’4 
В. — • ։ »-

д1; Л1,; зЛ>,л (2.6)
:ч р,- 2

Д31 - Л'21 ««-Ау.? 4-24*4- АЛ *4,4
14 —14

Для того, чтобы получить выражение функции ?.> нужно в вы
ражении функции ?։ заменить АЫ), ч.., о1, ст.,՛- , аГ։, соответственно на 
■^(Ю> ^1»

Для определения коэффициентов />у, 6,.՛ и Вп, Д։2, В.., сле
дует заменить: R формулах (2.4) р; на в цюрмулах (2.5) л. на /. и 
Ал„ на ^а-п и н формулах (2.6) р, на ч*, на Д;.,у па /^..)}։

Чтобы из всех значений а֊<п (к — 0, 1, ч 1, 2, 3) вы
брать те, которые удовлетворяют данным граничным условиям, нужно 
задать температуру па контуре отверстия коэффициентами ряда 
Фурье.

Рассмотрим следующие два случая температуры, заданной на 
контуре отверстия (1.2).

Случаи 7. Пусть в формуле (1.4) коэффициенты ряда Фурье 
имеют такой вид:

««= о, а = - О֊к = - (2.7)

остальные и-.д?1 равны нулю.
При таких значениях коэффициентов температура в точках тре

угольного контура (фиг. 1) выше оси а — отрицательная. ни;ке этой 
оси — положительная, а в точках .4 и С раина кулю. Эти коэффи
циенты получены из тех соображений, чтобы температурное поле, 
представленное формулами (1.4) и (2.7). снимало на контуре отверстия 
3 Известия АН АриСС’Р, Механика, № I 
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поле температур, заданное в сплошной бесконечной пластинке сле
дующим законом:

т = тоУ
Таким образом, выбранные коэффициенты ряда Фурье (1.4) по

зволяют применить полученные в данной работе результаты исследо
вания для сплошного массива с цилиндрической выработкой тре
угольного сечения. Таким образом, можно получить решение задачи 
о плоской деформации, если в уравнениях обобщенного закона Гука [1] 
приведенные упругие постоянные «п, и а... заменит)» на /п, 3.2 
и /22, а приведенные температурные коэффициенты линейной дефор
мации и заменить на и 32> где

г, й Оо-»Л 31---------- 22 ---------- -- ®1

°.ЧЗ °3J

Для рассматриваемого частного случая температуры выражения 
и представленные соответственно формулами (2.3) и (1.9), при

нимают следующий вид:

Г J — ‘ '
™ - и Мк—а _ 
-------------— - -г =
и, — Нг 2

+ ’ А^лз-) -г

֊ s* (а,Г’4֊Ой3 1 + «,о= 4֊ ЗД^) (2.8)

?, - - 1-=՜' - +»’4 С» ’+=)-■ Л-1(<2 - =2)1

Заменяя =՜" на е՜՛’"'' = cos — /sin п՝' после разделения действи
тельной и мнимой части н выражении функции и производных 
функций и можно по формуле (2.1) найти в любой точке 
данного треугольного отверстия.

Проведенные теоретические исследования показали, что в точках 
А и С 0; наибольшее по абсолютной величине напряжение полу
чается в точках /9 и D։, где касательная к контуру отверстия парал
лельна оси Л. Значение напряжения в точке /), приведенное в таблице, 
находится по вышеперечисленным формулам, если положить в них 
О 111’30'.

Случаи 2. Пусть в формуле (1.4) коэффициенты ряда Фурье 
заданы так:

«Л Тп
U4 =0, «-01 = 0-12 =--------—

2
остальные а равны нулю.
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При таких значениях коэффициентов температура в точках тре
угольного контура справа от оси у отрицательная, слева от этой 
оси положительная, а в точках В и /А составляет нуль градусов.

Рассуждая аналогично предыдущему, можно найти значение иско
мых аналитических функций у։, т? и Ъ Для данного частного случая 
температуры, заданной на контуре отверстия.

Исследования показали, что в точках 13 и 5, ?б=0. Наибольшее 
по абсолютной величине напряжение получается в точке А, оно выра
жается следующей формулой:

,,=27^4-1.- л-Л)--֊№,֊/-,) 4- 1-֊.2:- 
I 1 — 2г р Ъ 2

г 1 1 1 — 2*+ ֊- (Л-֊Л)֊֊-(Л2-Л։)4-^-֊ “ 
1 2е у ъ 2

£2 / Р А \ г3 1+ ֊7 ? + + (2.9)
1 --  Д5 \ I* О / 1 ---Дс р '■> )

где

/50 = 1'«», Л (1 ~Д1 (\~г).
4 4 (?.— &)

(-՜8՜/1 -»/.} Л=Зг/։-9РЛ (2.10) 
4 \ р о /

Р, = 4 ֊ 4 а. = ~ -
(^-52)(^-а2)

~ и0^1 “Г |^) 26о^._.6

о?/ \ К';'(? + ;) 2*о'-^1 <2Л1’
— 'ч

= ■— Л ։“՛>'’ ('+г) 
4 (? ֊ о)

</.-֊[>’(?+ <)</«-24ад
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Чтобы получить выражения Л,„ Л։, и соответственно /։, 
/и,-- нужно в формулах (2.10) заменить 3 на «0 на 6։„ а в форму
лах (2.11) заменить 3֊ 5 на 23, а 26 на 3 6, а0 на 6$ и на л2.

В практике часто встречаются треугольные отверстия с пара
метром = =0.25. Для пластинки из стеклотекстолита КАСТ—В, 
ослабленной таким отверстием, результаты теоретического исследова- 

? Т С1
ния в долях ֊—2—. полученные на основании формул (2.1), (2.6) в 

«и
(2.9), сведены в таблицу. Результаты подсчета напряжений в чет
вертом приближении очень мало отличаются от результатов подсчета 
в третьим приближении и поэтому при оценке концентрации напряже
ний н представленной таблице ограничились третьим приближением.

Напряжения : ։։ точках контура треугольною отверстия
Таблица

Случай 1 Случай 2

А'л՛ — Е֊П.։-
• 3.14227

0.42227
•4 .=0.79057

Ех ~
■ 0.31824
<> 2.36811
•/ 1.26490

Еу £шДХ 
> 0.31824 
?. 2 36814 
> 1.26490

Еп £ацп
3 3.14227
՛*. 0.42227
•< 0.79057

Точки

Приближения '՜՜՜—-
д Л

*
с Л С

0-е
1-е
2-е
3-е

0.47582
1.59383
1.45694
1.15700

1.73400
1.71594
1.71600

0.87968
0.91142
0.98977
0.98979

0.87975
0.85191

֊<1.87802
0.87811

0.8-1267
1,43806
1.51630
1.51637

0.8-1266
0.43765
0.47762
0.47765

Приведенное в таблице нулевое приближение для напряжения 
вблизи треугольного отверстия совпадает с точным его значением в 
соответствующих точках пластинки вблизи кругового отверстия.

Анализируя проведенные исследования, приходим к следующим 
выводам:

1. Для всех точек круга радиуса а и точек контура треуголь
ного отверстия, расположенных внутри этого круга, температурные 
напряжения достигают наибольшего значения, когда главные направ
ления тепловой и упругом симметрии материала совладают с направ
лением большего модуля Юнга.

2. Для всех точек контура треугольного отверстия, расположен
ных вне круга радиуса а, температурные напряжения достигают наи
большего значения, когда главные направления тепловой и упругой 
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симметрии материала совпадают с направлением меньшего модуля 
Юнга.

( .фетовский политехнический
институт Поступила 30 ! 1%7

d. II. •■Ill'l'b’U’.

D.'i.!. ₽(Н, ОРР’ПБРП’П UUI.IIW 
PUbltOMri! ы. M1:PlfU3J‘4. l.tl.PIII'IIWb ЧПЪ8ЬЪ8Р».81'П.ь. 

hpP 1111.1.1՛ ЬЦРПНГ 8РЧ.1Ш I; .‘»hl'ini.llSI’zill.bl!

11. if ijl II l|l II I if

4,~J>iiniiiin'hjil>t p lit inn ifiunn^l ptftn it I, •.՝ hp ti ill /fi'lt [ titp m iliiL pfi p in?[iliil if p

uppnUlpnuf Il UI/ft hn iii'ltii>iu‘h ut\lt tti'iippli J"‘p£p:
ll.piinuAifiut} lt Г [jiuj uttiilpii'li ut'htppli'ii t! run Ipfhiiiripfi IpipLput it у Lpil tit/ fift 

pupiu ifh/ipfi nprifil iii'lt р^'Ч * Ill'll i" p piuluirS/i; II pit ptfutA IAi ч'1'f p ur'h ut^h ft tfhy 
J in'll up, fptif и/fh pu tlttii[ttt[iiiiilpu‘it/. Lpt.r Util 111[[t IIIfi/j fylll'ltl[l]lnili>l,  pp fl 'll put'll t) 
Ь'^рш^Л "ipdL.p'hltp'p tptp>\ iulj[tijrlif, pp :

Ьр^шг} fll'lllffipp pit t)ljul<} / uAllllip2 , UltpUlf! tlll/][t lUllf Ulp, "PP 
шршиии^шЛ t KACT-B tu upuif!։ uthpu Ui n ■ ։p UI It if u fJ UI ! Ill rpl ill՛} Ln iit'hli iiit'ti ui&h 

Ki'liijpitl/, npft uilllputlfl,трЪ t г
/Zz’^//WMrn>7/^w/ 11 phpl[niA •Iip4pii<it'pit!i pp Ipiipl.^i { t^tpuinh [' If pu'h UI l/t'lt 

but^iin !р">( >П՛) tpuhip[uti)li Sillifnip;

A. A. YURYEVA

TEMPERATURE DISTRIBUTION AND CONCENTRATION Ob*
TEMPERATURE STRESSES IN AN ORTHOTROPE PLATE 

WITH A TRIANGULAR HOLE ON THE CONTOUR QF 
WHICH THE TEMPERATURE IS GIVEN

S ii m m a r y

The result of research on the distribution of temperature stresses 
in an ortholrope piate on the contour of a triangular hole is given 
in the article.

The general formula of temperature stresses in the point of the 
contour of the hole, approximate to an elliptic is derived.

Three analytic functions of complek alternatives which arc the 
inlegriant parts of the formula are defined and the coefficients of their 
limiting values are obtained.

The problem set is solved for an infinite free plate made of glass- 
textolite KAST-V with a triangular hole with a parameter 0.25.
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The results of the investigatio։։ elucidated in the article may 
applied to the whole mass of material with a cylindrical bore in it.
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А. Г БАГДОЕВ. А. А. ГУРГЕНЯН

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ РЯДА НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ УДАРНЫХ ВОЛН В СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Рассматривается задача о движении упругого или жидкого полу
пространства под действием ударной волны или твердых тел. К рас
сматриваемому кругу задач относится также задача о дифракции 
ударной волны на клине или конусе [1], фиг. 1.

Во всех рассматриваемых задачах в линейном случае, когда можно 
пренебречь .малыми выше первого порядка, область возмущений огра
ничена волновыми поверхностями, причем в данной работе рассма
тривается случай, когда область возмущений ограничена линиями зву
ковой окружности ВВ' (фиг. 2), соответствующей области влияния 
начальной точки О поверхности, и линиями АВ А В , соответствую
щими волновым фронтам, порожденным возмущениями во фронте на 
поверхности. Для определенности рассмотрим задачу о движении сжи
маемой жидкости под действием давления, возникающего на поверх
ности в точке О и движущегося по границе жидкости по закону

где Р— давление, ( — время с начал.֊, движения, ’/ скорость фронта 
/1 давления по границе жидкости, давление в точке Д, Р„ — про
филь давления за фронтом на поверхности.

Ось Ох выбрана по невозмущенной границе жидкости, ось Оу 
направлена вглубь жидкости. Б случае, когда давление возникает в 
одной точке на поверхности, задача будет осесимметричной, если же 
давление возникает вдоль прямой на поверхности, задача будет пло
ской.
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Решение волнового уравнения плоской задачи для •!-՜' при гранич-[( 
ном условии (1) и нулевых начальных условиях найдено в [2]. причем! | 
на АВ и А'В' Р — Р}, а вблизи ВВ', если ввести полярные коордм 
ваты Г|, С, давление имеет вид №

/э=Л/(^)

где а — начальная скорость звука и жидкости

/ (8) = Ы- sin О Р Г — ;

Чр-Л֊х;-'
\ (Г I /

н частном случае Р.

2 . , 1 2М ,, VSin J--------------- —. М — ----- ня ■
1 Л/" COS՜’О U I

Решение (2) имеет особенность на звуковой волне г ֊ al. Для ₽ 
исправления решения можно применить метод замены линейных ха- I

у 
рактеристических переменных / — через У։, где - cons'—ураз-■

а
пение нелинейных характеристик (3J.

Решение на ударной волне ВВ запишется в виде 5

4 ■’ 1 > '<И Р՝
Рх 2 2 ма

Н) Г

где ?о начальная плотность жидкости с уравнением состояния 

Р-В

где Вп — ’̂ а", п = ։ для поды.
Полученное решение (4) имеет второй порядок малости по 

7 = ^֊- и до ль В В .
Вп

При подходе к точке 5, где соз {\, — -у» являющейся точкой ка-

саиия фронтов ВВ и АВ для — ՛; ՛, . *> решение (4.) имеет ?

р
порядок .
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Потенциал скорости связанный с давлением по формуле

Р= - имеет порядок ? — )\ и поскольку ко (2) У /, ~
01 Вп

Аля трансверсальной составляющей скорости V. - 
{О')

получится

шорядо»: У>, *4" 5\

Уравнение для потенциала у — /•; в перемены* -^-—г запишется

Л виде

_ л=_ ол -- -1 (2г _ )’.
дг \\<>г / ) г*\ дг)\(Л '

֊2±д11г+ з.(7°:у_ г=ц.=

Г дЬ ՝. Ог / ОгдЬ г: V \ ' / 0г)֊ г О г

где скорость звука а находится по интегралу Лагранжа

п 1 <!а՜ ■ - а?. —----- ( -
2 \а

Оп
՛ 2 — (п

Если учесть приведенные выше порядки и 
8(5.1 члены, имеющие основной порядок малости, 
г։ = н0Г уравнение

Ог

оставить п уравнении 
получим нблизп линии

(Г а- Г (и - 1)ол —
Ог

о\ ( о ,. О т ,, \ ог— г - а0И -г 1)--------«/>)— .77- -<։<> —=0
дг- \ Ог ՛ / <№ Ог

Согласно рассмотренным порядкам величин очевидно, что

г—= */, -՛ ; причем по (21 дифферешднрование пр г соответствует

ио порядку делению на у- ՛ . поскольку г/г — тогда и первый и 
третий члены в (6) имеют порядок 2 2'/, а второй член имеет норя- 
юк 4 -6г.

В случае г в орон член будет более высокого порядка, чем

ёрвьгЙ и третий, и решение уравнения (б! будет одномерно по г. 

Ио решение на ВВ' дается (4). При т- — ֊ все три слагаемых оди- 

акового порядка, и решение- будет двумерным. Вводя переменные
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։-«.=?/ Чг г
уравнение (6) можно переписать в виде уравнений коротких волн

0р _ (В_ 
д У дЪ

Решение линейной задачи вблизи точки В в переменных (7) 
имеет г.ид [2]

2>и \ 2« = ГЧггг (9)

Для получения решения системы (8) удобно вместо % У ввести 
независимые переменные :•՛•, У. Тогда (7) запишется в виде

„ , р сВ> 1 0ч дЪ 1 / \2 л
2 2 оу д\к 2 \дУ/ (10)

д<> дч
~дУ՜՜^

В линейном случае система (8| имеет место, только в первом 
уравнении в скобках р следует отбросить. Тогда из (9) можно найти

Решение системы (10), переходящее вдали от ВВ', т. е. при 
больших в решение (9, 11), можно искать в виде

* = ?(։՝) у (12.)

причем для 9(’О и /’(р) можно найти

т (!1) = (4՜ “

(13)

Решение имеет вид

/^(р) — I1 4—— з1п 211Г Т Вк։п2 ։՛-՜

— 51п 2;лт: 4- В 8'։пг й« 
2г.

՝* - (4
(141

(П)
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Точка В находится из пересечения ударной волны АВ и пара
болической линии ВС, заданной уравнением

п Ч- 1 г — ап I 1 Ч----- - ------ I
2 Вл

причем для ее координат можно найти

* = 1, У=֊1, 7=1, Р = 1 (15)

В области вблизи ВВ' для конечных 6 0։,, заменяя в формуле

(3) (- ֊֊- через У, и интегрируя характеристики, можно найти ре
ет

шение в виде

£=/(0)-О=. / = -^-;(л .]1| ֊^-1 У, У, (16)

I а
или в переменных (7), учитывая, что вблизи В

{ м

можно получить
и*

С =2|. ֊Y^y- (17)

причём это решение совпадает с (14) для больших У и малых р. 
Вблизи линии ВС имеем

р 1 I/ Y•֊- = 1-----֊/(G) * -2^, Р=Р։±Р‘ (18)

к
Если ввести систему полярных координат г։, ՝>, связанную с те

чением АВС

Г COS fj — TJ COS в I- G cos G, 
r sin G ~ v sin r -r Fj sin G,

где у скорость в области ABC, 3 — угол нормали ударной волны 
АВ с ОХ, и применить к Р' предыдущий метол, то можно найти ре
шение в виде

֊ =1֊ - /(<-)/Г,
' _ /~ (19) 

г, a,/ ֊- У‘
/. » а

где а, скорость звука в области АВС.
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виде

Если еще ввести
п_4-1 

2՜

- > то решение можно записать в

2r-։ 2
и поскольку : ; 
можно найти

а вблизи точки Л> \ ՛> 1, то вблизи ВС

1 + 2!>_.!у֊^ (20)
причем для больших К<^0 и малых !<•, (14) переходит в указанные 
Формулы.

Для определения ударной волны ВВ можно воспользоваться фор
мулой для скорости ударной волны

0'1
0Y

(21)

где выбран знак минус 
убывает до второго 

вдоль ВВ уравнение

перед корнем, поскольку при возрастами ՛.
порядка. Пользуясь (14 21), можно найти

У tg2 ип 1 •֊ п-г sin 2у՜ 4֊ 2/У sin-
_՝ * _ __ - ___ П____________________ (22)

---- ——-֊'-c_L 1 — cos 2 ;-՜ — В~ sin 2р —
COS2 Ji”

при условиях (15).
Ностоянпля В цыбирается из услоикя равенства 0 касательной 

составляющей скорости к фронту некоторой точке его, причем в 
точке В, согласно (15), касательная составляющая к фронту равна 0.

Результаты расчетов приведены на (риг. 3.

Фиг. 5.
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Решение (22) соединяется для некоторых г> > 0о с решением по 
формуле (4). Для у = 1/10000 оба решения непрерывно и гладко 
переходят друг в друга. Для у 1/1000, у 1 400 лучшие резуль
таты дает 5 = 0.5, хотя для соединения с (4) можно взять решение 
5-0.5, выходящее из точки р = 1. У=Х, и соединить его с (4) 
посредством решения с измененным значением 5 (фиг. 3). Линии по
стоянного давления даны на «риг. 11.

Условие для касательной составляющей выполняется везде, кроме 
малок окрестности «1 = 0.4. Заметим, что в решении (4) /($) быстро 
растет с уменьшением 5 и при €• 0о~1 у формула (4) дает большие 
значения Р. Чтобы исправить решение (4) в области соединения с 
решением (22), следует учесть, что если в (4) заменить О на 0-|-у՛՜, 

(4) будет по-прежнему решением в соответствующем по

рядке [4] с удовлетворением условия на фронте. В частности, на 
фиг. 3 достаточно взять при у = 1/10000, у՜' 0, при у — 1/1000,

Т* = (у) ' "Ри 7 1 400» т’ т՜1 •
Другой подход заключается в построении решения, переходя

щего в (4) и (22) для соответствующих областей. Оно имеет вид:

/1-4-1 „ . ..-yosin-u-9 '
(23)

причем условие на ударной волне имеет вид

w I (24)
Решение по этим формулам при условии г> ? 1 приведено 

на фиг. 4 (для — 1/1000 линия bb', для у = 1 400 линия ао ). 
В точке, где I 2S обращается я нуль, и для больших значений О 
вместо (21) и (24) можно брать условие 2<> — ՛••.

В случае, если Р. </ 0, что соответствует в установившемся слу
чае [4], [5], [6| задаче обтекания верха треугольного крыла, фронт 
АВА'В’ соответствует непрерывному переходу к нулевому давлению. 
В области АВВХ (фиг. 5) течение будет с прямолинейными характе
ристиками. В переменных (7), где У = ^՜՜’ решение имеет

Су дъВИД |1 = —. ՝> - — , 
до Оу

Ъ = ±у*^ у _f՝ty-XL, С = —-֊-Г2ОЧ- Z< (25) 
2 2 2 2 8

Параболическая линия данного решения У — 0.
Решение линейной задачи вблизи линии ВС имеет вид
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1 1՜ 22 а
Р ֊ ֊ аге -----у- — > 6 . — |«с (26)

Решение системы (7), переходящее в (26), будет (14), причем 
соединить его с (25) непрерывно не удается. Таким образом, схему 
решения (5, 6] с непрерывным переходом через характеристику вто
рого семейства для (25)

г = А п (27}

или через параболическую линию ВКЕ (фиг. 5) осуществить не 
удается. Остается вариант [4] с ударной волной ВС, затухающей в 
точке В. Уравнение ударной волны

()<> 
дУ

= /2о֊Р н

где 14 дается формулой (25), а р —(14), найдется в виде

у г 1 У՝
У + | — ֊2 1к2?՜ 2г;51п 2|и։ + # 4п И* 4֊ ~2~

• Ь 1 4՜ СОБ 2р՜ — В~ $1П 2р~
соя2 

(28)

(29)

при условии н = 0, /=0. Поскольку в В 0, ударная волна вна-
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иие (29) соединяется с решением на ударной нолне ВХС вдали от 
точки В, которое находится так же, как и (4), в виде

аР = ֊ 1 -г4-(п-| (30)
4

где / (0) дается формулой (3).
Решение по формуле (29) ведется до точки У = — 1, 2, р։ = 1,

где оно соединяется с решением (30), в котором произведен сдвиг 
по 0 на 2 .

Нетрудно показать, что решение (14) вдали от точки В при боль
ших У> 0 переходит в соответствующее одномерное решение, а 
вблизи ВХС при больших по модулю У 0 переходит в решение, од
номерное относительно течения АВС, которое получается вышепри
веденным методом

~*у-
г = 1 и- 2р ֊ -С— (1 -I- и)=

В случае осесимметричной задачи решение на фронте ВВ
(фиг. 2) имеет вид [3]

р
— = ? <Г)) е , где z (G) =

Л/3 sin G
(1 A/Scos2&)՛՛՛

(31)

Вблизи точки В можно использовать частное решение осесимме
тричного варианта системы (7) [7]

— >=Г/(и), /ы- -?~в՜ (32)
2 А р

Г(р)-И In 111 у С(Г rtf-CI?

На фронте волны можно найти

_^±И±1^(Г_Г)
<fc ________________ Мч i1)՛________________

+ Л±л2агс։։ * +2С(д-,>
(А - р)л В А р

r- r.)41»+g+14+|,)-2are ^^^Л+^+CS’

“ ? .£_£Т2агг .. ,Г(..։ < А
(А -г р)։ В Л -г р

(33)
где постоянные А, В, С определяются следующим образом:

А -1 ^ГР„ 5 = ).’(֊Г,)՝, sina, 4 <34>
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. л_ г_1 _____
c=--i-֊.r--r ֊L֊ и, к =1——, kx~ -—]/ ֊^֊

'2 k\ ?.В- sin соя ях 2 I Y\

а Уj определяется из уравнения

4' -֊>г, (35)
4 — У։

11ри определении этих постоянных используется условие конеч

ности /<! - — на параболической линии - y.j [7], а. также условие 
d Y

соединения решения (32) с решением на ударной волне АВ в точке 
пересечения ее с ВВ!

— 1/ 'Ll—1 Y
Р . /1 — <r<։sir։a։ 1 Р I . 1 -

-н- = 1/ ------- ?------  — или о I/ - - _ -
r\ V ; со$я։ / j | sjh Oj Cos^

а условие (35) получается на пересечении АВ и BB' [7].

(36)

Для значения п = 7, М | 2 проделаны расчеты по формуле

(31) для 'а»<$<֊ • по формуле (32) вблизи \ и по (36) вплоть до 

0 = 0.
На фит. 7 приведены результаты расчетов, где для ; - 1 1000 

и ՝[ 1/400 решение, построенное по формуле (33), с начальным ус
ловием, взятым н некоторой точке решения (31), гладко переходит 
в решение (36) для В = 10.

В случае проникания узкого конуса с углом 2? в жидкость с по
стоянной сверхзвуковой, скоростью И, область возмущенного движения 
ограничена линией АВСгХВ! (фиг. 8). Ось Ог выбрана по поверхности 
жидкости, ось Ог — по оси конуса.
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Вдоль ВС давление постоянно [8]
р> Ч
— = ^(№-1) где 9-?,
Ип 2

I
-5»п 7» = — 

Л/
(37)

Для ретен։։я задачи вблизи ТОЧКИ В МОЖНО

(7), где Р'
Вп

ввести переменные

Решение позади параболической линии ВВ’ в линейном случае
имеет вид

ц = <?(УЦ-| У'2 — 2',) при '/<^0 (38)
I __Х.,

2с I' 12

Решение осесимметричных уравнений Коротких волн, которое 
получится из системы (8), если в первом уравнении второе слагаемое 
заменить на н, переходящее для больших :՛ •։ (38/, имеет над

Уравнение ударной волны ВВ ( риг. 8) имеет вид 

причем граничные условия, получающиеся из пересечения ВС и ВВ', 
имеют, вид

Р = 1, Г = 1, * = 1, 7 = —1 (41)

Решение (40) приведено на фиг. 9 для М — ‘2, п 1.
X Известия АН АрмССР. Мсхлникэ, № 1
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Линейное решение впереди параболической линии имеет вид

(42)

Решение осесимметричных уравнений (8) можно искать в виде 
(32), где из условий (42) при больших о можно найти С---- Ц-•

8с2
Условие совпадения решения (32) с решением вблизи 5С [7] 

дает А 0, 2? = 0:

У- 3
г= — 4 2'Л — — 'А * = (43)
2'2՛’

Непрерывно соединить решение (39, 43) не удается, поэтому 
впереди параболической линии />5' будет ударная волна. Как видно 
из (39, 43), представляющих решение позади и впереди ударной 
волны в точке (41), ударная волна затухает. Легко показать, что 
уравнение ударной волны

^=12о-|1—и։ (44)

где дастся (43), а (39), имеет мнимое решение, поскольку |\>1,
р֊։ 2> 1, а вблизи В в первом порядке по У '> = 1. Поэтому следует
искать решение осесимметричного варианта, получаемого, если в

первом уравнении (10) заменить---------через ------- > в виде
2 др др

4 ?(։1), 4֊ -֊-/'(!*) - ՛/(н) 4-^(։1) (45)

Гогда можем найти

/(!.) = Д- 1֊ — ?(։*) = с (46)
А -г :* (И' ь «*)

г (;1) .1 _ <*± %!--*. ,п А±Л_-?: 4
2Д- А՛ •+ ;> . R՛

1
+ ։*)’՛

где из условия совпадения с линейным решением (42) С 3-- •
2

В дальнейшем штрихи опускаем. Полагая В = 0 и записывая 
■ — С՛.՝- Сг, можно найти решение (46) в виде

V - 3 1
СУ А 4-2:1 — (А ;-и)- - ֊

2 2 2
(47)

V У(Д-и) д- Са -|֊֊ С։
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Услоние непрерывного перехода (43) и (47) даст

А 3
2 •4‘-7 +

^. = 0
А

(48)

— ЗА-
А

֊0 (49)

Условия (41) дают

1 = ±
2

3
2

А-

С А -г 2

■ 2.4 — С

з
А--ЗА - 

'2

- ± = 0
2

3 , 1
2 2

(50)

Если в (49) полагать С~ А/ 3 , из (50) получится

А -1(2Д + Г3) I (2Л-+Г3)8+ 1 (51)
О > У О

где знаки выбраны из условия |1> 1, ;1-1*\1 и 2о — ? — 11։2>0 
Здесь р։ находится из (47) в виде

Н1
2 - ЗА

3

-]/(2 9зи>г 1з-лг-4^֊4и,/з г~4?' (52)
а р дается (39).

Уравнение ударной волны В В'' имеет вид (44)

<ГГ

_ В У _ . ч֊՛ ՝)••. "-:
■2— -2?1п։. -^-4-^2 ՛,

(53)

с начальным условием '<1=1, У —1.
Полученное решение приведено на фиг. 10, где оно соединяется 

с решением вдали от точки В по ВВ՛, имеющем вид

Р ?М՝ , / М—1 1 +«'ш? \ , . 2——— =  ------ 1п {------------- — ) т 4---- е
Вп 2 \ ;И 1 1 51п «р / п -г 1

А=-
М" $։п։ $ 1

(54)

Во всех рассмотренных задачах решение, сопрягаясь с линейным, 
вблизи точки А соединения фронтов волн удовлетворяет условию не
прерывности касательной составляющей скорости к ударной волне 
лишь в нулевом порядке. В самом деле, поскольку вдоль параболи-
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ческой линии /ЗС р I, > из (8) следует (Ь __ д
<Д՜ “ ~0У О, т. е.

п окрестности 13С верно одномерное решение (20). В силу (20) при

о 1, т. е. на /ЗС * • Но в /? из условий (21) и V р. ] 2с — а
2

... - /< ЛЧ 1 2

——(5 «։)՜ " 7 —а։)’1п' ':֊а։ С (0) (; — Л,)Л.
2 (" ' И

получается — - »). 1 аким ооразом, решение (14), дающее---- —
дЬ 2

при К 1, и 1, не удовлетворяет в первом порядке условию 
у -г'2՜?.

Вблизи /ЗС, где 0, <•, - 6 — I, для потенциала можно най
ти [10]

Если ввести переменные (71, а также обозначить

!*- 1 = :1ъ 7 1 к *1,
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из системы (8) можно найти вблизи ВС

«1- С-(Г)«’, с"—36 с« = О (36)

Решение последнего 
при У — 1, запишется

уравнения, дающего особенность п />\ т. е.

1
6 (У -|1 )•

Решение (56) не удовлетворяет условиям в точке В. Особое
решение в точке В, соединяющее асимптотические решения (14),

можио искать в виде г, (У 1)'* <7(0, -. причем подоп-

ные решения приведены в [8[ и [10]. Можно также принять, что (14) 
верно лишь вблизи линейного решения, точка В [5] не особая, а в 
окрестности В уравнения (8) имеют решения, удовлетворяющие усло

виям в точке В, в которых у- переменно вдоль ВС. Более правдо-

подобно, однако, предположение о наличии особенности
д>

в В.

Если в (8) ввести переменные У и полагать

(57)

можно найти уравнение, найденное ранее в [10]

с; 11121. г, (4г- 2: г,)—г։'(1 10=)-? 12^=0

АсимптЬтика полученного уравнения для 

болической линии ВС имеет вид [10] У,

малых т. с. вблизи парэ-

или, переходя к

потенциалу
1 . с- 1)։л.--- •
2 (У I 1У

*1  3 ? (г-1)-
2 2 (у 1) ֊-

(58)<?1

причем из сравнения с (56) получится / — 1 , “ • Для больших

тотика имеет вид [10]: при УА- 1<0

асимп-

6'(5) ?, ^-(-։.)5(Г+1) (59)

Поскольку ударная волна АВ с уравнением 1 1
2 2

не каса-

ется параболической линии, вдоль нее не мало и найти решение
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с конечным : не удается. Если полагать, что при / - 1 О решение

имеет вид (57) с большим : и положить G'(;) а1 то Ф»2
дается (59) и смыкание имеет место. Но из условий на волне АВ, 

, л д|Ч дц. д». _ л
Н> 'ч 71 0,  ------ - -֊7 = 0 следует а, = 0 ив окрестности

01 о)
'/ 1, н. > 0, что невозможно. Таким образом, в длиной задаче
нельзя искать решение в виде (57) в областях У 1<^0 и )'Т1^>0. 
В области У 1 >0 либо нужцо решать двумерную задачу и окрест
ности В. либо подобрать подходящую особенность“. Интересно, что

др 1все известные решения дают ---- • т. е.
"> 2

условие и точке В в

первом порядке не выполняется.
Для решения задачи о разрежении вблизи точки В, можно по

ступать аналогично. Около звуковой волны ВВ с уравнением •՝> 0
решение запишется подобно (58) в виде

I* ТТ* * "V' ? :« =----- Г/’ и при ։—»0
(Г- 01 у -

(60)

где (Л;) удовлетворяет указанному выше уравнению. Теперь можно 
б(«) ~

внести их — и шеленно интегрировать уравнение для О։ с ка-

чальными условиями G'j(O) 0, G;(0)֊ — • Тогда для асимптотики при 
4

: — ос, У >0 получится [10] 

£Ь; ±
2 2 2 2

с известными постоянными о։, а.. При Y''O берется решение, соот
ветствующее асимптотике

С, (61)2 2 1 2 2

На ударной волне ВВХ, из условий (25). (28), (60) и условия сохра
нения касательной составляющей * », (|»։ р> | ՝2'< - •* р։ , пола

гая ь а}’2, можно получить а 1 ։ 0' .у- Численно инте-

Рсшспиг llOftKi все» задача!, при к -2 ne удоа»гтвпрягт условиям (21), (28) 
(и другим) па ударной полис. При • 1. ■ 0 |10| рспгнис приблмжеичо шпмшстси a
•вде Ч-՝Г 2( Y !)'։, а уравнение ударной волны - <։ ?-.(К |)։ ( К • I).

•» 8 
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грируя уравнение для С։, начиная с (61), можно найти > из написан
ного условия. Далее полученное вдоль Я0։ решение соединяется с 
найденным выше решением вдоль ВХС.

Проведенные расчеты дали для больших : порядок , что
невозможно, т. к. тогда при У 0 р о. Поэтому решение не 
может иметь форму (60). Задача теперь заключается в выборе 
особенности [10]. Причем либо а = 0, что противоречит (28), либо на 
ударной волне : будет бесконечно. Те же рассуждения можно приме
нить к задаче о конусе, тем более, что в (53) ՛•- возрастает с ростом 
т, в то время как уменьшается при увеличении с, ио крайней мере, 
вблизи В.

Возможно, что это является следствием принятой схемы, в кото
рой ударная волна ВВ' в точке В пересекается с параболической ли
нией. Возможна схема решения, в которой ударная волна в точке В 
не затухает. Тогда ударная волна разделяет (45) и (39), причем по
стоянные определяются не из условия (41), а из уравнения сохранения 
касательных составляющих к фронтам ударных волн ВВ', ВС, ВВ и 
непрерывности о. Здесь этот вариант нс рассматривает։?«, поскольку 
можно показать, что при трех ударных волнах переход от ВВ к ВС 
непрерывен.

Из условия для касательной составляющей скорости к ВС, ВВ', 
ВВ" можно найти:

на ВС р ֊ 1, > = ֊ У, о = ֊ -р ֊1֊ У"
2 2

на ВВ' >л-ГУ֊^ |Г р=- Г4-1 /=֊֊ р

на ВВ" * ‘ = О 

откуда получается уравнение

71—Р Н -У- | Г7 7

которое имеет единственное решение р»1, что и доказывает непре
рывность перехода ВВ՝' н точке В.
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A G. BAGDOEV. A. A GUKGENIAN

APPROXIMATE SOLUTION OF SOME NON-LINEAR 
PROBLEMS FOR THE DETERMINATION OF SHOCK 

WAVES LN COMPRESSIBLE FLUID

S u in ni a r y

The propagation oi shock wave and the motinj of a sharp cone in 
compressible fluid are considered.

Th<- distribution pressure on a shock wave is determined by solu
tion of the simplified equations near the front. The particular solutions 
obtained by comparison with the linear theory are used for the calcu
lation of pressure curve along the shock.

These solutions are continued to their junction point with one 
dimensional solutions and. some suggestions on the junction of two curves 
are given.
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Р. М. КИРАКОСЯН

ОБ ОДНОМ СЛУЧАЕ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЯ В СИСТЕМЕ 
УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИ ДЕФОРМИРУЕМЫХ ПРУЖИН

Вопросам упруго-пластических колебаний конструкций посвящено 
немало работ (Г1 5] и др.), по, тем не менее, этот раздел современ
ной механики изучен недостаточно полно.

В настоящей работе рассматривается один случай свободных ко
лебании вертикально подвешенного на шарнире жесткого стержня в 
системе упруго-пластически деформируемых пружин. В рамках дефор
мационной теории пластичности линейно упрочняющегося материала 
[б], учитывающей аффект Баушингера при обратном нагружении, опре
деляется максимальное отклонение стержня в процессе колебания. 
Приведен численный пример.

1. Рассмотрим вертикально подношенный па шарнире абсолютно 
жесткий стержень, который горизонтальными пружинами связан с

Фиг. 1.

жесткой вертикальной стеной. Для 
простоты будем считать, что пру
жины одинаковы и расположены с 
постоянным шагом А՝ = Л'Л՜ (/—длина 
стержня, А՛’ —число пружин, фиг. 1).

В качестве зависимостей между усилием и удлинением (укора
чиванием) пружин будем принимать соотношения деформационной 
теории пластичности линейно упрочняющегося материала [б], учитываю
щие эффект Баушингера при обратном нагружении (фиг. 2)
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Р = Ей на ОЕ (0 <п-<_ н։)

Р = А — Ви на ЕВ (н > и,) (1.1)

Р-- Рн — Е(и, —и) НЗ ВС (0 нл — м 2и,)

Р = А -4- Ви на 1)С

Здесь Р усилие, и удлинение (укорачивание), и, предел упру
гих удлинений. Е, В, /4 (£' — В) п, — механические характеристики
пружин.

Пусть стержень выведен из вертикального положения равновесия 
на некоторый малый угол ?0. Рассмотрим случай, когда в некоторых 
пружинах в результате этого отклонения создается упруго-пластиче
ское напряженно-деформированное состояние. Пронумерован пружины, 
начиная с шарнирного конца стержня, для номеров уируго-деформи- 
руемых пружин будем иметь

1 п п. ю<։<л) (1.2)
Л \ То /

Пружины с остальными номерами

п, \ п Л/ (! .3)

будут испытывать упруго-пластические деформации.
Очевидно, что если отпустить таким образом отклоненный стер

жень без начальной скорости, то он совершит свободные колебания, 
а пружины будут претерпевать как упругие (1.2), так и упруго-пла
стические (1.3) деформации.

В силу наличия остаточных деформаций в пружинах (1.3) можно 
утверждать, что всегда

(1.4)

При этом наибольшее отклонение в обратном направлении стер
жень получит в первом цикле колебаний, так как полная энергия си
стемы в дальнейшем уменьшится в результате ее израсходования на 
образование новых пластических деформаций в пружинах (1.3).

Цель настоящей работы заключается в нахождении максималь
ного отклонения стержня в обратном направлении <р... для чего па 
основе вышесказанного достаточно исследовать движение стержня до 
момента времени, когда его угловая скорость в первый раз обратится 
н нуль.

В силу условия (1.4) п пружинах с номерами (1.2) всегда реали
зуется упругое напряженно-деформированное состояние. Следовательно, 
для усилий этих пружин с учетом (1.1) будем иметь

Р.'^ЕКп* (1 П П,, г ?0) (1.5

В каждой из остальных пружин (1.3) с начала движения стержня 
будет происходить разгрузки, потом —обратное упругое нагружение до
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достижения в них предела упругости, после чего—процесс нагружения 
с сопровождением обратных упруго-пластических деформаций. В силу 
эффекта Баушингера предел упругости при обратном нагружении 
меньше, чем начальный предел упругости и зависит от уровня перво
начального напряженного состояния.

Имея в виду (1.1), для предела обратных упругих удлинений 
пружин произвольных номеров п2>л* получим

2м« (1-6)

Очевидно, что впервые своего нового предела упругих удлинений до
стигнет крайняя пружина с номером АС Это будет тогда, когда стер՜ 
жень с вертикалью образует угол -а

Ь -у В-7)

При дальнейшем движении стержня предел упругих удлинений 
обратного нагружения н^ поочередно будет достигаться в пружинах 
с номерами Л 1. .'V 2, /V 3 и т. д. Для значения угла при
котором в пружине с номером д достигнется этот предел, с помощью 
(1.61 получим

2«, 
— Фо Г (1.8)

номер последней пружины, входящей в упруго-пластическую область 
обратного деформирования, при произвольном значении угла у будет

п, = - -2“— + ^- <° < ”< А) (1-9>
л (?о ֊ ?) А

Попутно заметим, что я силу (1.4) справедливо неравенство

пс>п, (1.10)

Связь между усилием и удлинением пружин (1.3) при ?д- 
с учетом (1.1) можно представить в виде

Л = Д — (£֊ В) ф0Лл Е/т» (1.11)
(п, < п < Лг, ? < го)

При дальнейшем движении стержня вместо соотношений (1.11) будем 
иметь

а) Р„ А — (Е — В) |- Екп?

При
». < п - «... - 4՜ (- + Л <о < *. < А) (1.12)

А \ <?о — ? /

б) Рп — — А 4֊ Впк^> при п <'п С /V (1.13)
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Пренебрегая массой пружин по сравнении։ с массой стержня и 
пользуясь теорией о кинетическом моменте системы, для описания 
движения стержня получим следующее дифференциальное уравнение:

Л‘2 - Л У,Л ? (1.14)
п -I

где /»>•" 3 — момент инерции стержня относительно оси шарнира 
подвеса, /и масса единичной длины стержня, у ускорение силы 
тяжести.

Внеся выражения усилий РГ1 из (1.5) и (1.11) г. (1.14), после не
которых преобразований для уравнения движения стержня при 
TjV т '՜ "(, получим

7? - *s?=c, (1.15)
til

где

4= ֊'>(*’ 1)(2Л’-1)-֊«^ 
('Jo Vo

c [Л’ (/V — 1) (2.V — 1) ֊ n, (n. li(2n. - 1)1
6 ,/q

_՝\“7~(Ar: n* ~n0-16)
Vo

Для полноты присоединим к уравнению (1.15) соответствующие на
чальные условия

-|/-о = -֊7 =0 П-17)

Решение уравнения (1.15) е учетом начальных условий (1.17) будет

) cos ki — - - •
/.-՛-• / IP

(r.v • Т ■ ft.) (1.18)

При - — ֊.. когда в крайней пружине с номером ,Л՛ достигается 
тел упругих удлинений обратного нагруж; ния» для у ՛ Ско

рости стержня из (1.18) получим

«■л- =֊ ^ | = - ~ V (?^֊ сТ՜ (^ 11.19)
!г тл к

Из (1.4) следует, чт$

0,.v < 0

т. с. при с ?;,■ стержень продолжает вращаться в том же направт 
леини.
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Внеся выражения усилий Р„ из (1.5), (1.12) и (1.13) в (1.14) и 
произведя суммирование в соответствующих промежутках номеров 
пружин, для дальнейшего движения стержня получим

Л— — (Л; л. Л'- - .V) ֊ (Е~ 51 ?</՛՜՛ П, (л, 1)(2п.+1>
аР 2 6

- —+ß/'\V(,V ■ 1)(2?V 1)! . ֊ Ahn. in 1)
2 б |

t£՜ -} h=n.(n - l)(2n. !)(?»֊ -) (1.20)
6

Заметим, что фигурирующая в этом уравнении п. является ку
сочно-постоянной разрывной функцией угла ■ с единичным шагом 
разрыва.

Уравнение (1.20) н любом интервале углов — о,7 |, н течение 
которого

п. = q — const, (q - .V 1, /V 2,-« 1

можно представить в виде 
л -
■ .5 — ? ■= & (1.21)
<1<՜

где

fcl --J-!3mgZ=-2?/։W(.\ 4-l)(2.V - 1) (f-ßll)(2, 1)|
"./o

Q</ ֊7֊ |ЗЛЛ[л* Л» -r № N — 2q(q D]— (£'—/?) 70/։-‘!п» (л
6Л

-r l)(2n, 4- 1) -<?(<?-1)(27- b| (1.22)

В качестве начальных условий следует брать значения угла z и м ле
во и скорости im в момент времени t-,, при котором п пружине с номе
ром г/ достигается предел упругих удлинений обратного нагруження 

т. с.

I ак как в настоящей работе нас нс интересует само время, 
сделаем замену

^ = / — (1.23)
которая не меняет уравнения (1.21), но упрощает начальные усло
вия, приводя их к виду

-',,...0 = -՝ <ь24)

Решение уравнения (1.21), с учетом (1.23) и (1.24), будет
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4 7- . «»П А- • (у .VI, Д •). )
К- Кт Kv

(1.25)

Для значения угловой скорости стержня используя рекуррентное 
выражение (1.25l, записанное для интервала углов ։ ?-/, получим

I 14 ^;»։(г;.1 ?;) — I— ?„) (1.26)

1аким образом, движение стержня для />/.%• до его нерпой остановки 
можно описать рекуррентными выражениями (1.25) и (1.26).

1Предположим, что максимальное отклонение стержня и обратном 
направлении т, находится между углами и 5, |, т. е.

1т.1 ?. .1 (1.27)

Тогда, используя условия

из (1.25) находим

Q- | ^rk\-Q,y (1.28)

Поэтому для нахождения значения z. следует с помощью значения 
угловой скорости стержня •., формулы (1.8) и рекуррентных выраже
ний (1.22), (1.26) и Д.28) последовательно вычислить значения угла 
Фц (q - N — 1, Л' — 2,- •) до тех пор, пока удовлетворится условие 
(1.27).

При достаточно большом .V эти вычисления целесообразно де
лать на ЭВЦМ.

2. Рассмотрим случай, когда пружины с характеристиками (1.1) 
равномерно расположены настолько плотно (л пружин на единичной 
длине), что их можно считать непрерывно распределенными.

Обозначая через ’ суммарное усилие соседних > пружин, вместо 
уравнения движения стержня (1.14) будем иметь

-^zxdx-!^? (2,1)

(х вертикальная координата, отсчитываемая от центра шарнира 
подвеса „0“).

Не вдаваясь*։։ подробности, приведем соотношения между з и ?, 
аналогичные соотношениям (1.5), (1.11)—(1.13): 

а) при 2и.
I



Колебания стержня в системе пружин 63

3 = Е^Х, ( О Л' < х6 — \ 
к -с • (2.2)

- —/1։— (£։ #։) г<а - Ех~х, (х։ х

о) при ? Т1 - -о —-
1՛

- Е^х, (0 л- -, Хя) 
/ ^111 \

' = А։ — (£։ — Вх)^х Е^Х, ( X» Х<Л-. “7~7 ) (2-3)
т

з - /1х -|- В^х, (х. х I)

Здесь Ах 1А. Вх=АВ, ЕХ=АЕ постоянные.
В результате выкладок, аналогичных соответствующим выклад- 

1 я 2цкам п. 1, для значения угловой скорости и>։ при ? -0 -- -•֊- по

лучим

՝", = --~у- У1)г~<0 <2-4՝
где

к՜. ~~ (УЕ՝! — Зтнд)
6/1 Г2.5)

Г _ R
Ог = - х‘) <2/2 /х* - )

6./0

Внеся (2.3) в (2.1), для дальнейшего движения стержня до его пер
вой остановки (՛՛՛ = 0) получим следующее нелинейное дифференциаль
ное уравнение:

^“■р , ։ 2 /֊•,й • а (2.6)

где

-гЗп}^)
()Л

г — ви //.(л֊ ■ ЗЛ)
о/о

(2.7)

Представим уравнение (2.6) в виде

(2.8)

Интегрируя обе части этого уравнения и имея в виду начальное 
условие

‘и|?-?1во։

получим
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2^(9֊?։) ,֊2Л;4 (2-9)
I то /։/ его ~՜ т7

Полагая в этом выражении ■•" — 0, относительно наибольшего откло
нения стержня а Обратном направлении получим следующее куби
ческое уравнение:

• ► ~ 7 . “ - 20։(г.. п)-"՛; ф?? --------— 7*
*2 I ?о г։

( ■., щ, £<$ - -М-М (2.101
*2 К2(то“?1)

При этом. из. действительных корней этого уравнения п силу (2.4) 
следует брать тот, который удовлетворяет условию

<?*<?» (2.И)

3. Рассмотрим следующий числовой пример:

г ии\ л 1 кг.сек՞’ ,,100 елг, гп =0.1------ — » =՛ 0.2
елг

М 100, |<։ = 10сл1, Е֊1М. 5=0.5 — (3.1)
с лг гаг

А — 5 .VI, /, = 1 елг

С помощью (3.1) и формул (1.8), (1.16), (1.19) получим

-V- '400 0.930919 у

Г .У — Г НФ — 0
13.21

Используя рекуррентные выражения 
имея в виду (3.1), (3.2), для значения 
стержня к обратную сторону находим

(1.22), (1.26) (1.28) и
максимального отклонения

и

®. -0.182918

Считая распределение пружин непрерывным 1 \
։. при этом

С.Н

имея и виду (3.1) и (2.7), кубическое уравнение (2.10) перепи тем
в виде

ф 0.28242 ?։֊ 0.03746 1- 0.00876 - 0

Все корни эТого ■пения действительны:

Ф..։ =-0.183172, т., 2.= 0.152981, с...։ 0.312610

Однако, так как — 0, то из них только первый удовлетворяет уело 
вию (2.11).
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Следовательно, значение максимального отклонения стержня в 
обратную сторону, в предположении непрерывности распределения 
пружин, будет

- 0.183172
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R- M. KIRAKOSIAN

ON THE CASE OF VIBRATIONS OF BAR IN THE SYSTEM 
OF ELASTIC-PLASTIC DEFORMATING SPRINGS

Summary

The problem of free vibrations of vertical suspending on the 
hinge bar in the system of elastic-plastic deformating springs is consi
dered.

On the basis of theory of few elastic-plastic deformations [6], 
accounting the effect of Bayshingcr the maximum deflexions of a bar 
are defined.

A numerical example is considered.
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И. И. ТЕМНОВ

ВЛИЯНИЕ ФОРМЫ ЭПЮРЫ НАПРЯЖЕНИЙ НА 
ДЕФОРМАЦИИ ПОЛЗУЧЕСТИ БЕТОННЫХ ОБРАЗЦОВ

В статье автора [6| изложены результаты опытов, проведенных 
с целью выявления влияния формы эпюры напряжений на величину 
меры ползучести*  бетонных образцов. Сравнивались меры ползучести 
центрально-сжатых, внецентренно-сжатых и изгибаемых образцов, из
готовленных из вибрированного бетона при В:Ц—0.65 с осадкой конуса 
5—6 см. Образцы хранились и испытывались в специальном помеще
нии при температуре 20 25 и влажности 76 83и Укладка бетона 
проводилась так, чтобы при передаче нагрузок на образцы направле
ние действующих нормальных напряжений было параллельно слоям 
набивки.

Загружение образцов проводилось тремя ступенями в течение 
часа с выдержками но 15 минут.

Для создания длительного простого и внецентренного сжатия 
образцов применялись пружинные приборы, обеспечивающие при по
мощи шарнира фиксацию положения сжимающих сил.

К изгибаемым образцам с пролетом, равным 700 мм, нагрузка 
прикладывалась в виде двух сосредоточенных сил, расположенных 
симметрично относительно середины на расстоянии 400 мм друг от 
друга (фиг. 2 [6]). Сосредоточенные силы, вызывающие изгиб образца, 
создавались при помощи подвешенных грузов. Центрально и внецен- 
•гренно сжатые призмы загружались так, чтобы средние напряжения 
в их поперечных сечениях имели одинаковую величину.

Размеры поперечного сечения образцов, загружаемых длительно
действующей нагрузкой, составляли 7 \ 7 и 14 14 см. Все образцы
загружались в возрасте бетона, равном 28 суткам. Призменная проч
ность и предел прочности бетона на растяжение при изгибе состав
ляли соответственно 97 и 13.7 кг см՜ при модуле упругости, равном 
172000 кг! см՜.

Величина длительной нагрузки подбиралась так, чтобы между 
напряжениями и деформациями ползучести существовала линейная за
висимость. При этом напряжение в образцах, подверженных сжатию 
при изгибе, составляло 5.5 кг!см2, а в центрально-сжатых—22 кг см:.

Результаты испытания образцов, длившегося 90 суток, представ
лены в табл. 1.

• Мера ползучести С(/, деформации ползучести бетонного образна п мо
мент времени Г. загруженного единичным напряжением а момент времени "։.
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Таблица I
Отношение меры ползучести при и гибе к мер псллучссги при 

центральном сжатии

сжатой зоне при

Сечение С’ (28.04,28) С (33.28) С (43,28) С (58.28) । С (88,28.) С < 118,28)
см С (28.01,28) С (33,28) С (43.28) С (58,28) | С («8.28) С (118,28)

~ 7 1.52 2.0 1.91 1.74 1.60 1.54
14 14 1.56 1.87 1.82 1.60 [ 1.58 1.55

Из Табл. 1 видно, что »тношение меры ползучести бетона в
к мере ползучести при цен-чистом изгибе С։, (/. т1)

тральном сжатии ''(г, в любом возрасте рассматриваемого интер 
вала времени больше 1.5.

Прове денные опыты, как это следует из ряда высказываний, 
имели относительно небольшую длительность՛ испытания образцов 
(90 сутяк.) и малую величину напряжений сжатия при изгибе 
(5.5 кг см I.

Учитывая это, автором были проведены аналогичные экспери
ментальные исследования над образцами, изготовленными из вибриро- 
ванко! ֊> бетона состава 1:1.86:4.6 по весу на портландцементе три 
В:Ц ֊ 0.46 с осадкой конуса 4 5 см.

Образцы освобождались от форм на пятые сутки и хранились в 
течение 10 суток во «лажном песке, а затем в специальном помещении 
при незначительных отклонениях температуры :՛. влажности, представ
ленных на фиг. 1. Нз?.::?.֊ч-.чие образцов и их размеры указаны в 
табл. 2.

Фн 1. Изм>ш-ЯП՛- и-мясратуры и относительной 
н л а .г, пости п«»яду х а.

В табл. 3 ириведень физико-механические характеристики бетона, 
полученные одновременно <• загрузкой образцов, произведенной в 
28-дневном возрасте.

Приборы для создания простого сжатия и изгиба, схемы загру- 
жения образцов и методика проведения опытов оставались такими же, 
как и ранее [6].
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Количестио, размеры и назначение опытных образцов
Таблица -

..
11 II

Вил 
образца

Размеры обЛ™'՜ Углряпые 
обозначения

Образцы изготовлены для 
определенияразу а п с.и шт

1 2 3 5 6

1 Ку'бики 10 10> 10 5 Кубиковой прочности
2 Призмы 10X10 - 45 5 — Призменной проч пости
3 •• 10X10 15 3 Модуля упругости
4 • 1 юхю 90 10 — Разрушающего момента М и про

дела прочности на растяжение 
при изгибе

5 ПрИЗМЫ 10Х.Ю 75 3 П 1
П 2
П-3

Деформаций ползучести при цен
тральном сжатии

6 10 10 90 3 ПИ-1 
ПИ-2 
ПИ-3

Деформаций ползучести при изгибе

7 10 10 75 3 У-1
У-2 
у-з

Усадочных деформаций при вер
тикальном положении образца

8 10 10 90 3 УИ 1
У И ֊2
УИ 3

Деформаций при горизонтальном 
положении незагруженного об
разца

Максимальные напряжения приблизительна составляли: а цен
трально-сжатых призмах—0.144 А’ , изгибаемых —0.65 Ар՛, что обе
спечивало линейную зависимость между деформациями ползучести и 
напряжениями [2]. [3], 17].

Физико-механическн« характеристики бетона
Таблица 3*

R кг см- £„.,«» <:.«3 £л (28)лч см- кгм Л։.и *։  см՝

413 278 350000 38.3 22.9

* В табл. 3 кубикояая прочност:։ приведена к прочности стандартных образцов 
размером 20/20 20 с.м путем умножения на хоэффицисп ՛. ранний։ 0.85.

При прозелени։։ опытов под ползучестью понимались деформация 
загруженных образцов, развивающиеся во времени, за вычетом соот- 
ветствующ,их деформаций незагруженных образцов.

Па фиг. 2 приведены относительные деформации усадки иссле
дованного нами бетона в возрасте 28 / 388 суток. Сплошными
линиями показаны укорочения верхних образцов, находившихся в гори
зонтальном положении, пунктирными линиями образцов, находившихся 
в вертикально м-.п ол о же и и и.
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Из фиг. 2 видно. что величина усадки в образцах, находившихся 
в горизонтальном положении, в течение двух недель после начала 
наблюдения превышает усадку образцов, находившихся в вертикаль
ном положении, примерно вдвое. Однако, при 58 / 388 суток
такое превышение составляет 1.25 — 1.30 раза.

Фиг 2. Кризис деформаций уса.’.ми образцов, паходмп-
и.ихея в ш [нивальном и о гиэонтадьном положениях.

Результаты кратковременного испытания образцов приведены на 
<риг. 3. На (риг. За и Зв пунктирной линией показаны мгновенные 
деформации, полученные при испытании бетонных призм при опреде
лении модуля упруго-мгновенных деформаций. Сплошными линиями, 
показаны упруго-пластические деформации, развивающиеся как при 
иодаче нагрузки, так и за время выдержек.

Фиг. 3. Кря»ые упруго-йгновешнчх и упруго-ползу
чих (унругп-пластичсскях) деформаций образцов.

Назбпем отношение деформаций, развившихся за весь период 
приложения нагрузки (за нычт*-ч  упруго-мгновенных деформаций), к 
величине напряжений после окончания загружения условной мерой 
ползучести. Тогда сравнение условных мер ползучести показывает. 
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чти если условную меру ползучести центрально-сжатых образцов при
нять за единицу, то условная мера ползучести изгибаемых образцов 
составляет примерно 1.78.

На фиг. 4 представлены результаты опытов на ползучесть. Верх
ние три кривые относятся к изгибаемым образцам, нижние к цен
трально-сжатым.

Фиг. 4. Кривые ползучести бстопныч образцов при тре
угольной и прямоугольной эп:орзч напряжений.

Из табл. 4 видно, что отношения мер ползучести в любом 
возрасте рассматриваемого интервала времени больше 1.5. При 
этом, наибольшие величины этого отношения характерны для интер
вала 29 (< 58. т. е. для интервала наибольшей скорости развития
усадочных деформаций нёнагруженных образцов. В опытах [61 интер
вал наибольших отношений был равен 29 ( 43. Вероятно, и
увеличение отношения Си:С в этом периоде связано с развитием 
части усадочных деформаций, появляющихся при наличии напряжений 
и выявленных в опытах С. В. Александровского [I].

Характерно, что, как и в опытах [6], отношение С :С через час 
после приложения нагрузки (1.78), т. е. когда влияние усадки было 
ничтожным, и через 360 суток-, т. е. когда процесс усадки в основ
ном закончился, (1.55). изменяется сравнительно незначительно.

Из табл. 4 также видно, что после шести месяцев пребывания 
образцон под нагрузкой и до I -388 суткам отношение С’.:С прак
тически не меняется.

В табл. 5 приведены скорости роста мер ползучести исследуе
мых бетонных .образцов. Ии табл. 5 видно, что при / 35 суткам,
превышение скорости рост?, меры ползучести изгибаемых образцов 
над центрально-сжатыми составляет более грех раз. С увеличением. 
/ превышение скорости, у ьеаынается и, начиная примерно с



Отношение меры ползучести при изгибе к мере ползучести при центральном сжатии
Таблици ‘1

<.',<28.01,28)
</(28.04,28)

С,,(33.28)
азз,28)

с,,(43,28)
С(43,28)

_5^8-28)
<'(58,28)

С,,(88,28)
С(88.28)

(■„(пял^
С( 118,28)

С„( 148,28)
С(148,28)

С.Д178.28)
С(178.28)

1.78 2.70 2.30 2.50 1.85 1.7« 1.70 1.68

</„(208,28)
С (208.28)

(/„(238.28)
(.' (238.28)

С,,(268.28)
С(268,28)

С„(298.28)
С(298,28)

С„(328,28) 
"С (328,Ж՜

С„(358,28) 
(/(358,281

<•„(388.28) 
С\388.28)

1.53 1.55 1.55 1.54 1.52 1.53 1.55

лнннн-֊ формы 
>п:-ры напряж

ении на .ю
формаир.и полтучеелн
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/ 50 суткам, эти скорости выравниваются и остаются постоянными 
до окончания испытания образной.

Скорости роста деформации ползучести
ТпСГзнц« 3

<R «<О
» 43 S3 73 88 118

Центральны сжатие 3 2 6 1.2 1.5 1.0 0.5
Сжатие при нмне'.г 11.0 5.0 20 1 5 1.0 0.5

Результаты проведенных исследований в обшем согласуются с 
результатами опытов |6) и позволяют сделать вывод о том, что мера 
ползучести изгибаемых образцом, загруженных в возрасте бетона 
"։ 28суткам, больше меры ползучести соответствующих центрально*
сжатых образцов и в интервале 208 / 388 составляет примерно
1.55.

Подтверждением различия в мерах ползучести при центральном 
сжатии и изгибе являются результаты, полученные при обработке 
экспериментальных данных по изгибу железобетонных балок с обыч
ной арматурой при длительном действии нагрузки [4], [5]. При этом 
хорошее соответствие теории с опытными данными получилось в 
случае принятия меры ползучести бетона сжатой зоны балки, равной 
1.55 меры ползучести соответствуют ей центрально-сжатой бетонной 
призмы.

Вероятно, причиной различия в мерах ползучести бетонных об
разной при центральном сжатии и изгибе является неоднородность 
бетона н результате повышенного водосодержания верхних слоев 
изгибаемых образцов вследствие вибрирования.

Результаты проведенных исследовании необходимо учитывать 
при разработке методов расчета балок с обычной и предварительно 
напряженной арматурой.

Одесский НИЖГ11грПО-1-ТрО»ПГ*ЬЯЫЙ
институт Поступила 1 IV 1967
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I. 1. TEMNOV

THE INFLUENCE OF THE SHEARING FORCE DIAGRAM 
ON THE DEFORMATION OF CREEP IN CONCRETE SAMPLES

S u m m a r y

The results of experimental research on the influence of the shea
ring force diagram on the value of creep deformation are given in this 
article.

The experiments were carried out with bent and centrally com
pressed samples which had been under a load for a year.

The results of the experiments show that creep measure of the 
bent samples is greater than that of the centrally compressed samples 
beginning with the moment of loading. After six mouths of load action 
this increase becomes nearly constant and is equal to 1-55.
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Л. КОТИКЯН

ПОЛЗУЧЕСТЬ БЕТОНА ПРИ ДВУХОСНОМ РАСТЯЖЕНИИ

Настоящая работа посвящена исследованию ползучести бетона 
при сложном напряженном состоянии внутреннее данление с растя
жением (двухосное растяжение), выполненному автором под руковод
ством кандидата технических наук К. С. Карапетяна.

Как и в работах {2. 31, испытывались полые цилиндрические об
разцы с наружным диаметром 204 мм, толщиной стенок 20 мм, вы
сотой 800 мм, изготовленные из мелкозернистого бетона на кварце
вом песке и гемпонажном цементе марки 80:՛. Состав бетона приведен 
в табл. I.

7W-ui«« 7

Слетев бетона 
по весу

Расход материала на 1 .ч3 Объемный вес 
бетона в к» г.ч3цемент песок вода

1:2.О7 614 1273 362 2.25

Всего было изготовлено 36 образцов (по 18 шг. из каждого за
меса бетона), которые до момента испытания хранились во влажных 
условиях при температуре 7*= 21 х 2*'С и относительной влажности 
Р -97 2%.

Образцы, изготовленные из первого замеса (18 шт.), были ис
пытаны под кратковременной нагрузкой в возрасте 28 дней с целью 
изучения прочности и деформативности бетона при сложном напря
женном состоянии, а также при чистом растяжении и внутреннем 
давлении. 11ри испытании на сложное напряженное состояние сначала 
для каждого образца ступенчатым повышением создавалось внутрен
нее давление определенной величины, а затем ступенчатым повыше
нием осевой растягивающей нагрузки образец доводился до разруше
ния. Предельные величины внутренних давлений до начала второго 
этапа нагружения составляли: 0.70; 1.20; 1.70; 2.20 лч см'՜. Испыта
нием образцов на чистое растяжение определялась прочность образ
цов на осевое растяжение (/?дл).

Во всех этих испытаниях замерялись продольные и поперечные 
д еф о р мац и и образцов.

Напряжении от внутреннего давления в тангенциальном и ра
диальном направлениях определялись по формулам
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(1)

В этих формулах А, 5 и г — наружный, средний и внутренний 
радиусы поперечного сечения образна, а р — внутреннее давление 
в Лч/с.П''.

При определении напряжения от растягивающей нагрузки была 
учтена и та часть осевой силы, которая создавала внутреннее давле
ние, прикладываемое как к боковым поверхности?,։ образца, так и к 
торцевым за гл у ш к а м.

Прочностные показатели опытных образцов приведены и табл. 2.

Улйл.чуО. 2

Р 3 Kt 'см? 0.00 0.70 1.20 1.70 | 2.20 4.08

Rxv а хт<хмг 17.2 14.8 14.9
1

15.5 14.9 0.00

Рассматривая прочностные данные, замечаем, что начальное внутрен
нее давление, когда оно создает напряжение, не превышающее 0.55 А։, 
приводит к некоторому уменьшению прочности бетонных трубчатых 
образцов на растяжение (Алл).

Для описания кривых деформаций, как и в предыдущих наших 
работах f2- 3], была использована зависимость

5„ Азхх в^.х (2)

где А, В и п параметры, определяемые из опыта.
В результате описания экспериментальных данных деформаций 

трубчатых бетонных образцов в случае чистого растяжения получены 
следующие значения опытных параметров:

ЮМ = 0.393 — 
кг

10s В = 0.004 — (3)
кг2

п = 2

Как видим, на фиг. 1 кривая, построенная на основании зависи
мости (2) с соответствующими значениями опытных параметров (3), 
дает весьма удовлетворительную сходимость с опытными данными.

Исследование показало, что первоначальное внутреннее давление, 
когд ՛ последнее создает напряжение, не превышающее 0.55 А , не 
оказывает существенного влияния на деформации бетонных цилиндри
ческих оболочек при испытании на внутреннее давление с последую



76 I*. Л КОТИКИ!!

щим растяжением. Эго видно из фиг. 1, где сплошными линиями пред
ставлены теоретические кривые второго этапа нагружения, соотнетст- 
кующие разным значениям внутреннего давления (при построении этих 
кривых за начало координат принята точка догрузки).

В табл. 3 приведены касательные модули деформации бетонных 
трубчатых образной при различных значениях 5,т.

Таблица 3

7х։ « ЛЧ Г-«2

1=, 

о Ч 8 10

Е и тн см- 254 ж 235 227
1

219 211

Для исследования ползучести бетонных трубчатых образцов были 
использованы остальные 18 образцов, изготовленные из второго за
меса бетона. В момент длительного загружения в возрасте 28 дней 
все образны гидронзолировались от влагопотери путем нанесения 
нескольких слоев расплавленного парафина и в дальнейшем хранились 
н обычных условиях (У 22 4 С, Р — 82 7°0).

Всего длительному загружению были подвергнуты 8 образцов, 
из коих 6 сложному напряженному состоянию и 2 чистому растя
жению. Внутреннее давление для всех образцов составляло 1.20 кг см", 
а растягивающее напряжение для каждой пары сложчо-яяпряженяых 
Образцов--4.15; 6.75; 9.34 лч л-лг. В образцах, загруженных на чистое 
растяжение, :., = 7.79 кг см".

При загружеяии образцов на длительную нагрузку как растяги
вающая нагрузка, так и внутреннее давление прикладывались одно
временно и выдерживались постоянными по время всего опыта.

В процессе опытов, кроме измерения продольных и поперечных 
деформаций длительно загруженных образцов, параллельно на трех 
йена груженных образцах-близнецах замерялись усадочные деформа
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ции. Деформации ползучести определялись как алгебраическая сумм.֊։ 
деформаций загруженных и незагруженных образной.

Интенсивности напряжений и деформаций ползучести при сложно- 
напряженном состоянии определяются по формулам [1, стр. 295]

-< —,Л2 - (-7:7 '»У (4)
I

I 9՜_____________________________________
^(0 " ֊^('И֊֊ к; (/)?’ К, (ОГ (5)

При определении по формуле (5) интенсивности деформаций пол
зучести трубчатых бетонных образцов при сложном напряжённом со
стоянии, ввиду незначительности, деформация ползучести г--(О пре- 
нёбрсгалась. Основанием для этого являлось то, что максимальное 
сжимающее напряжение (а..) R стенках трубчатых образцов от дей
ствия внутреннего давления составляло 1.2 кг.слУ, т. е. всего лишь 
0.004 от предела прочности бетона н;։ сжатие. С другой стороны, 
ввиду малой величины коэффициента Пуассона пренебрежима и та 
часть деформаций (О, которую претерпевает образец в направле
нии оси г иод действием осевой растягивающей нагрузки.

Эксперименты проводились, по существу, для случая трехосного 
неоднородного напряженного состояния, однако наибольшее напряже
ние ՝:: составляло около 25°,'(| Зад, а средняя величина с£. около 
12:| \..7, В связи с относительно небольшими значениями и ввиду 
того, что по характеру—сжимающее напряжение, можно считать, 
что испытуемые образцы находились в условиях, сравнительно близ
ких к двухосному растяжению.

На фиг. 2 сплошными линиями показаны осредиепные экспери
ментальные кривые интенсивностей деформаций ползучести бетонных 
цилиндрических оболочек при сложно-напряженном состоянии (вну
треннее давление с растяжением).

Фиг. 2.

Для описания экспериментальных кривых ползучести нами исполь
зована зависимость теории упруго-ползучего тела, имеющая следую
щий вид:
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֊;՛(/, -)֊ ?(-) ։ -о.5[« м+е ՝]!■-, (6)

где с(у) функция старения, ;։ и ?,֊ опытные параметры, а ~1 п 
£?(0 на основании данных экспериментов определяются зависимо
стями (4> и |5,1.

Поскольку в наших опытах образцы были загружены в одном 
возрасте ("• 28 дней) и длительная нагрузка в течение всего опыта
выдерживалась неизменной, то с (') имеет постоянное значение.

На фиг. 2 пунктиром показаны теоретические кривые, построен
ные ио зависимости

(/) - 3.5 [1 ֊ 0.5 (е՜*®' 4- «'“*)] », (7)

Как видим, расхождение экспериментальных и теоретических кривых 
ползучести находится в пределах точности опыта.

На фиг. 3 сплошными линиями показаны экспериментальные кри
вые продольных деформаций ползучести бетонных трубчатых образ
цов, находящихся в условиях сложного напряженного состояния. Ука
занные кривые- удовлетворительно описываются зависимостью

104;,«) = 4.05[1 0.5 (е՜"՝0՛' • г ՛—)]-„ (8)

Выше отмечалось, что для всех образцов, загруженных на слож
ное напряженное состояние, внутреннее давление —/> 1.20 л? слг.

Фис. 3.

На фиг. 4 сплошной линией показана осредненная эксперимен
тальная кривая ползучести от внутреннего давления (растяжен ։е в 
тангенциальном направлении), а пунктиром теоретическая кривая, 
рассчитанная по формуле

10։4!5(О = 3.91 |1 ֊ 0.5(е՜’“5'-!- е՜ (9)
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Как видим, формула (9) вполне удовлетворительно аппроксимирует 
экспериментальные данные.

Рассмотрим теперь кривую ползучести чистого растяжения с 
точки зрения установления возможности перехода от простого напря
женного состояния к сложному напряженному состоянию.

На фиг. 5 сплошной линией представлена экспериментальная 
кривая деформаций ползучести бетонных трубчатых образцов при 
чистом растяжении. Исследования показали, что кривая ползучести 
чистого растяжения хорошо аппроксимируется зависимостью (10)

10*։”ж(О = 5.25 [1 ֊ 0.5 (е՜1'е “՛*)] ։„ <10)

Кривая, построенная по данной зависимости, показан, пунктиром.

Сравнивая формулы (7) и |10), замечаем, что они расходятся лишь 
числовыми коэффициентами. Отсюда заключаем, что имея кривую 
продельной деформации ползучести осевого растяжения бетонных 
трубчатых образцов, можно найти кривую ползучести таких же об
разцов при сложном напряженном состоянии (внутреннее давление с 
последующим растяжением) г. случае, когда

< _ _4.«9лг,сзг 1Л78^ 0 724, 0
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ВЫВОДЫ

1. В пределах рассматриваемых в опытах напряжений
а) внутреннее давление не оказывает влияния на зависимость 

з*л ~ (з. >) полых цилиндрических бетонных образков при сложном 
нагружении,

б) кривая ползучести чистого растяжения подобна кривым пол
зучести сложного напряженного состояния (внутреннее давление с 
растяжением), построенным ։։ координатах интенсивность деформаций 
ползучести время.

'2. Закон линейного деформирования ползучести подтверждается 
при сложном нагружении (внутреннее давление с растяжением).

3. Теория упруго-ползучего тела Маслова-Арутюняна вполне 
применима для описания деформаций ползучести бетонных трубчатых 
образцов при двухосном растяжении в пределах линейной ползучести..

Hip. .игут математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 2 VH1 1967
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R. A. KOT1K1AN

THE CREEP OF CONCRETE IN TWO AXES STRAINING

S u in тп ary

Results of experimental investigations of creep for concrete tub« 
subjected to the inner pressure and extenliiu are examined.

The investigations have shown that in limits of examined stresse
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the inner pressures do not influence on the dependence :*>(~.vx) for 
compound stressed state. The curve of creep in pure stretch is similar 
to the curve of creep of compound stressed stale. The theory of the 
deformations of the linear creep is confirmed for compound loading.
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