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БЕТА-АСИММЕТРИЯ ПРИ ПОЛЯРИЗАЦИИ ЯДЕР 
МЕТОДОМ ГОРТЕРА-РОУЗА
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В. А. ДЖРБАШЯН

Получены формулы, наиболее общие из имеющихся, для степени 
поляризации, через которую выражается бета-асимметрия.

Для частного случая Со60 теория сравнивается с акспержментом Ву 
и др. [1], наблюдавших, фактически, зависимость асимметрии от темпе
ратуры. Формулы для /1, ответственные с точностью до постоянного 
множителя за описание этой зависимости, согласуются с результатами 
эксперимента.

I. Введение

Первыми экспериментами, доказавшими нарушение пространствен
ной четности в слабых взаимодействиях, были эксперименты Ву и др. 
[1], наблюдавших асимметрию „вверх—вниз" при ^-распаде поляризо
ванных ядер Со™, и Ледермана и др. [2], обнаруживших продольную 
поляризацию ^-мезонов, возникающих при распаде к-мезонов.

Эти эффекты могут быть описаны как корреляции спина и им
пульса типа ар, меняющие знак при пространственной инверсии.

Таким образом, в количественное описание эффектов, наряду с 
величинами, связанными сугубо с природой слабого взаимодействия, 
входит степень поляризации.

Механизм, объясняющий величину остаточной поляризации ^“-ме
зонов, наблюденную в работе [2]*,  был предложен нами [4] в 1958 г.

* А также в аналогичных работах, осуществленных позже [3].

В эксперименте [1] главной трудностью [5] было создание ориента
ции ядерных спинов. С этой целью применялся метод поляризации ядер, 
основанный на использовании их взаимодействия с электронными обо
лочками парамагнитных ионов. Магнитное поле порядка нескольких со
тен эрстед, достаточное для преодоления дезориентирующего эффекта 
теплового движения при температуре 7'~0,01°К, накладывалось на 
кристалл 2Ce(^O^iЗMg^^O3}i2^HշO, содержащий радиоактивные 
ядра Со80. Степень поляризации Д ядер Со80 рассчитывалась в [6] по 
наблюдавшейся анизотропии е распределения 7-лучей, сопутствующих 
Р-распаду.

Общая теория углового распределения излучения ядер, поляри
зованных методом Гортера—Роуза, развита в работе [7]. На этой ос
нове в работе [8] рассмотрена анизотропия 7-излучения. В настоящей 
статье рассматривается асимметрия ^-электронов. Полученные выра
жения для Д, наряду с результатами работы [8], дают возможность 
анализировать трудности теоретического характера, имевшие место 
при расчете [1, 6] эксперимента Ву и др., и показать, что последний 
согласуется с И—А теорией вдоль всей кривой асимметрии.
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Угловое распределение испущенных при ^-распаде электронов 
получится в общем случае, если в формулу для W, приведенную в 
[7, 8], подставить значения параметров излучения С^^'Ь^х), подсчи
танных Альдером и др. [9] для 8-распада с учетом возможности не- 
сохранения четности.

В результате для углового распределения ^-частиц получается 
формула вида

1Р(6) = Ц1+«соз0). (1)
Здесь б — угол между направлениями поляризации ядра и вылета 

электрона. Для гамов-теллеровского перехода, каковым является, в 
частности, Р-распад Сом, коэффициент асимметрии есть

«=Л(Л Ту^^АЦ-Ь). (2)
с

Степень поляризации /։ (/, Т) является функцией от температу
ры Т. Она в первом и втором приближениях рассматривается в па
раграфах II и III.

Величина )•//՛, зависящая от начального I и конечного I' спинов
распадающегося ядра, равна

1 для I' = I — 1

Ъг= 1/(/ + 1) для /'= У (3)

֊/(/+1) для /' = /+1.
В множителе Л выражения (2) представлены константы связи слабого 
взаимодийствия С1 и С/, введенные*  Ли и Янгом [10],

* Отклонения от теорий Ли, Янга [10] и Фейнмана, Гелл-Менка [11], наблю
денные в распадах Л^-мезонов и в асимптотике процессов рассеяния, не затраги
вают [12] рас сматриваемую область малых энергий.

2 Ле (СгСг ֊ Сд 21ш (СГСА + СГСА)_____________________ пер___________
|Сг|’ + |Ст|։ + |Сл|։ + 1С;|’

Величина Ь в выражении (2) есть поправка на рассеяние назад.
В параграфе IV теория сравнивается с экспериментом Ву и др., 

рассмотренным в [1, 6].

II. Первое приближение

Для вычисления степени поляризации (степени ориентации пер
вого порядка) Л (/, Т) будем пользоваться результатами работ [7, 8։ 
13]. Если пренебречь поперечной частью взаимодействия в гамильто
ниане (3) работы [8], то выражение для /х сведется к формуле (9) ра
боты [13] при ^= 1.

В нашем рассмотрении как нулево е приближение /1"՛' (I, ®), где 
4 = АЗ/кТ, примем частный случай этой формулы, получающийся при
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предположении exp (—g^HfkТ) <1. Формула для /!0> (/, ®) приведена 
в выражении (6) той же работы.

В этом параграфе рассмотрим /j в следующем, втором прибли
жении теории возмущений.

Согласно формуле (1) работы [13]
Smam т
Г^а,п

(5)

где в качестве заселенностей нужно подставить выражение [8]

ат = 14^ т — т
ас

2

cth — 
2

—meth------ т2

2) при ? «1, /г = —

2
ехр т® ехр[— aSc + о/(/ + 1)]; (6)

здесь
о = PSPg^Hk Г, а = g^H, с = - \/к Т.

Суммируя по значениям проекции спина ядра в числителе 
ния (5)

выраже-

2 mam —/in> 4- 8 с th №

X exp [— aS՜ + 8/(/4 1)] 
и в знаменателе [8]

(7)

Sa cth —

X exp [ — aSc + 8/(/+ 1)], (8)

найдем

2
(9)

Это выражение объединяет как частные случаи известные формулы:
1) при В/д$Н-*0, /։=/10), формула, график которой использован 

при интерпретации опыта Ву [1, 6];

, это есть формула,

полученная Роузом и др. [14].
Выражение (9) имеет симметричный вид. Все члены в добавке
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к нулевому приближению /10) содержат в качестве множителей 

о ( сА — +1 ) и степень ориентации некоторого порядка.

III. Второе приближение

В параграфе III работы [8], в частности, вычислены заселенности 
ядерных уровней в третьем приближении теории возмущений с уче
том специфики возможного большого спина. Результат приведен в вы
ражении (21). Подставляя это выражение в соотношение (5) настоя
щей работы, степень ориентации первого порядка можем представить 
в той же форме, в какой в работе [8] представлены степени ориента
ции второго и четвертого порядков:

/i=/i<0)(?)-H(y + i)^A (Ю)

Здесь /1(0) есть упомянутое в параграфе II нулевое приближение!

^ = ctl,7’

D(T) = 1 - S7[2 - (у +1)/}°)] ֊ А3/ ( _ 2 (/- 1 + 5) +

+ (Н I) I(5֊IVI^ A//^lUsyх

хЬ/+(у + 1)[ - 627- АЛ/ГЧ A rf В» (И)

М (?) = у^ц AW>+ А //<<»_ А х 
\ 2 а՜ / 2 а

х П 7(7+ 1) - А (2 - .$) - Л$ - А\ ц^ _
2 \ 2 /

֊уЛ/^/"^^-^֊^^//^^

+ ։ {/(/-1) ^± ֊ //,“')/Р>+ ֊ <> I +

+ {[/(/+1) —1] (-Х + //рЛ 1 ,/./,у.+

+ 11 ֊У--ЛЛ-1) +4 И"’—т^б- О2)
Из соотношений (10), (11) и (12) следует, что упомянутые в па

раграфе II свойства Д сохраняются во втором приближении для чи
слителя добавки.
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IV. Сравнение с экспериментом

В этом параграфе мы применим развитую выше теорию к экспе
рименту Ву и др. [15].

ДЛЯ перехода в ядре Со®0 / = 5, '•я = 1. В согласии с данными 
по Р— * корреляции, если принять еще, что гамов-теллеровское взаи
модействие определяется аксиально-векторным] членом и подставить, 
согласно Ву [1, 6], для средней скорости электронов и,/с = 0,6, то из 
(2) и (4) для коэффициента асимметрии получим

* См. гл. 19Б книги [6].

а = 0,6(1 -6)/։Л,
_ __  2^е(СдСд)

’ |Сл1Ч|Сл13 ’

(13)

(14)

Из (13) и (14), согласно рассуждениям Ву, подробно изложен
ным ею в главе 24 книги [6], имея результаты измерений Р-асиммет-
рии и 7-анизотропии, приведенные 
ния о константах связи Сд и Сд.

на рис. 1, можно получить сведе-

Для нахождения поляри
зации % из у-анизотропии ис
пользовались*  графики функ
ций, обозначенных в [8, 13] как 
функции нулевого приближе
ния /Г9 (5, ф) и /10)(5, ф).

Если экстраполировать 
данные по е, то для момента, 
обозначенного на рис. 1 как 
/ — 0, можно найти значение, 
равное примерно 0,35. Этому, 
согласно формуле (7) и таб
лице работы [8], соответствует 
/Г = 0,68 (у Ву 0,65).

Экспериментальные кри
вые для данных по Р-асиммет- 
рии, экстраполированные ав
торами эксперимента, также 
приведены на рис. 1. Для мо
мента # = 0 из этих кривых 
следует значение а = —0,25. 
Если наряду с этими величи
нами в формулу (13) подста
вить 6 = 0,36, что близко к 
значению поправки на рассея՜

Рис. 1. Результаты измерения р-асиммет- 
рии и '(-анизотропии в эксперименте с 
поляризованным Со։о[1, 6]. а, б — 7֊ани- 

зотропия, в — р-асимметрня.

ние назад, приведенному Ву (30—35%), то, учитывая (14), будем иметь

Л= -1, Сд = СА. (15)
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Последнее равенство в (15), полученное Ву, означает, что в лептон
ном токе строго осуществляется И—А вариант. Это утверждение с 
20%-ой точностью [6, 16] согласуется с результатами измерений про
дольной поляризации электронов и позитронов и отношения ХГ-захва- 
та к испусканию позитронов.

Однако нетрудно убедиться, что трактовка Ву в количественном 
отношении не совсем корректна. Величины А и СА)СА принимают 
значения (15) лишь для одной левой точки кривой асимметрии. Между 
тем их значения должны быть одними и теми же для всех точек.

Как следует из рис. 1, на эксперименте фактически была наблю
дена зависимость асимметрии от температуры. Эта зависимость вхо
дит неявным образом, через время. Зависимость температуры от вре
мени можно найти, используя формулы для "[-анизотропии и измере՜ 
ния последней, приведенные на рис. 1.

Подставляя найденное в аргумент вычисленного /1։ получим ход 
поляризации как функцию от времени.

Учитывая (1) и (13), теперь можно провести сравнение с экспе
риментальными точками рис. 1.

Рассмотрим сначала случай больших внешних полей //^1000 эр
стед.

Из результатов работы [8] следует, что в этом случае можно 
воспользоваться функциями [8, 13] нулевого приближения 
Л = 1, 2, 4.

На рис. 2 жирная кривая представляет Р-асимметрию для рас
сматриваемого случая. Характерной особенностью этой кривой, отли-

ВРЕМЯ.МИН
Рис. 2. ^-асимметрия. Результаты измерения и теоретические кри
вые: жирная — для //>1000 эрстед, тонкая — для Н = 288 эрстед.

чающей ее от экспериментальной кривой рис. 1, является то, что при 
низких температурах, соответствующих малым временам, асимметрия, 
аналогично поведению /*, проявляет тенденцию к насыщению. Для 
начальной точки Т = 0,014°К, Д = 0,68, а = — 0,19 (вместо — 0,25).
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ЕСЛИ В формулы (13) и (14) подставить еще согласно Ву 6=1/3, 
то для отношения СА/СА получатся два значения 2,47 и 0,41 вместо 

) (15). Если в формулы (13) и (14) подставить СА/СА ^ 1, то полу 
чится Ь = 53%.

Теперь рассмотрим р-асимметрию, когда внешние поля порядка 
। нескольких сот эрстед, в соответствии с условиями эксперимента. 

Для таких полей необходимо пользоваться формулами параграфов III 
настоящей статьи и работы [8].

При /7=288 эрстед теоретическая кривая ^-асимметрии изобра
жена на рис. 2 тонкой линией. С целью найти зависимость темпера
туры от времени использована кривая Сг, приведенная на рисунке ра
боты [8]. Из этих рисунков следует, что там, где 7-анизотропия не 
согласуется с экспериментом (при температурах Т^ 0,018°К, соот
ветствующих временам /^>4 мин), в силу неправомерности подхода 
при не низких температурах, Р-асимметрия не согласуется также. Эта 
часть кривой на рис. 2 изображена пунктиром.

Для начальной точки Т = 0,007°К, /г = 0,78, а = — 0,18. Некото
рое увеличение значения /։ связано с тем обстоятельством, что с 
уменьшением Н поляризация убывает медленнее, чем выстроение. Вме. 
сте с уменьшением ^։| это приводит согласно (13) к еще большему- 
уменьшению И|, т. е. к еще большему ухудшению согласия с утверж
дением Ву (15). Для Ъ = 1/3 СА/СА равно 3,16 или 0,32. Для СА = 
= С А должно быть Ь = 62%.

Если в соответствии с [1, 6] принять, что начальная точка ри 
сунков 1 и 2 соответствует Т =■ 0,01°К, то наблюдаемая в этой точ
ке 7-анизотропия получится (см. [8]) при //~ 430 эрстед. Согласно 
формулам (10), (11) и (12) это приведет к значению Д = 0,72. Для 
Ь = 1/3 СА/СА получится равным 2,66 или 0,38. Для СА = СА 6=56%՛ 

Таким образом, вместо кажущегося согласия (15) получается 
значительное расхождение с V — А теорией. Оно устраняется, когда 
вместо приведенного Ву значения 0,6 [1, 6] для средней скорости 
электронов ve/c используется значение 0,48, полученное при учете 
возмущения кулоновским полем ядер. Наряду с этим, подставляя в 
согласии с Ву 6 = 35%, для Сд/СА и А будем иметь

при //~ 430 эрстед 0,56 или 1,80 и —0,85

при //>1000 эрстед 0,63 или 1,59 и —0,90.

Резюмируя, можно сказать, что в нашем подходе, в отличие от 
подхода Ву [6]:

1) формулы (1) и (2) претендуют на удовлетворение со всеми 
экспериментальными точками, а не только с начальной точкой рисун
ков 1 и 2,

2) согласие с экспериментальными точками получается лучшее.
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Для величины А (14) получается значение, близкое к пред
сказываемому V — А вариантом лептонного тока слабого взаимодей
ствия.
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ԲԵՏԱ-ԱՍԻՄԵՏՐԻԱՆ ԳՈՐՏԵՐ-ՌՈՈԻԶԻ ՄԵԹՈԴՈՎ
ՄԻՋՈՒԿՆԵՐԸ ՐԵՎԵՌԱՑՆԵԼԻՍ

Վ. 2. ՋՐԲԱՇՅԱՆ

Ստացված էն դոյսւթյսւն ունեցողներից ամենից ավելի ընդհանուր բանաձևեր քյ բևեռաց
ման աստիճանի համար, որի միջոցով արտահայտվում է բետա—ասիմեարիան։

Շօ60 միջուկի մասնավոր դեպքի համար տեսությունը համեմատվում է Վուի և ուրիշների 
[1] էքսպերիմենտի հետ, որտեղ փաստորեն դիտվել է ասիմետրիայի կախումը ջերմաստիճանից, 

[յ-ի համար բանաձևերը, որոնք հաստատուն գործակցի ճշտությամբ պատասխանատու են 
ա1Դ կախումը նկարագրելու համար, համապատասխանում են էքսպերիմենտի արդյունքներին.

BETA-ASYMMETRY IN THE CASE OF POLARIZATION 
OF NUCLEI BY GORTER-ROSE METHOD

V. A. DJRBASHIAN

The most general formulae of existing ones are obtained for the degree of po
larization by which the beta-asymmetry is expressed.

The theory is compared with the Wu et al. [1] experiment, where the depen
dence of asymmetry on the temperature has been observed, in fact, for the particular 
case of Co10.

The formulae for A which are responsible to within the constant factor for the 
description of this dependence agree with the results of experiment.
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ДВУХ ВОЛН В РЕЗОНАНСНОЙ 
СРЕДЕ С УЧЕТОМ РЕЛАКСАЦИЙ

Н. В. ШАХНАЗАРОВА

Исследовано прохождение слабого немонохроматического излуче
ния через резонансную среду в присутствии сильного монохроматическо
го поля с учетом поперечной и продольной релаксаций. Рассмотрен слу
чай малых релаксаций. Для времен релаксаций, сравнимых с характер
ными временами, численными методами получены кривые зависимости 
коэффициентов усиления от частоты при различных значениях парамет
ра интенсивности для фталоцианина ванадия. Учет релаксаций приводит 
к появлению порога для усиления трехфотонной и атомной частот.

Процессы взаимодействия двух волн (сильной и слабой) в резо
нансных средах достаточно подробно изучены в случае, когда вре

мена релаксации много больше всех характерных времен [1]. Данные 
экспериментов по изучению нелинейных явлений в парах щелочных 
металлов, где ширина резонансной линии достаточно мала, находятся 
։ согласии с теорией (см., напр. [2, 3]).

Однако в жидкостях и твердых телах ширины линий могут быть 
соизмеримы с расстройкой и их учет в теоретических расчетах уже 
необходим. В настоящей работе учтены как поперечная, так и про
дольная релаксации.

Исходим из обычных квазиклассических уравнений, описывающих 
Прохождение излучения через резонансную среду (см., напр. [4]),

— — Н------- — = ----Ме р,
Ох с 01 и>

—2 + ——’ = — Ме^р, 
дх с д[ ш

(1) 
- + (* + 1/ь) Р = ֊ [А^х М* + А.е՜1^ К*], 

пс
+ ^±25° = 2^Я1 +Азе-‘кх] + к.с.,

01 т։ Ис
,де Аг— векторный потенциал монохроматической волны, распро- 
■ траняющейся в отрицательном направлении оси х. А^—векторный по- 
енциал слабой волны, распространяющейся вдоль положительного 
управления оси х. р, А, М и е определяются как в [4], ^ и т։ — соот- 
етственно времена поперечной и продольной релаксации.

Ищем решение системы (1) следующим образом: пусть сначала 
среде есть только сильная монохроматическая волна А^, ищем ста-

ионарные решения системы, т. е. считаем —^ = —— = 0, тогда
дt д1
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|Д1^ , ц,х
Нс (/8 + 1/н) (2)

(3)

Здесь До— начальная плотность инверсной населенности, 5=—-X I 
Ь

X — безразмерный параметр интенсивности, отличающий

ся от Е, определенного в [1], множителем т2/гх.
Теперь пусть Ла#=0 и А^Д. Решения системы (1) предста

вим в виде
Р = ₽1 + Р» и Д=ДХ+Д2, (4) !

где рх и Д։ это решения системы (1) при Л։ = 0, а р3 н Д2— величины 
того же порядка малости, что и Л2. Подставляя (4) в (1) и учитывая 
(2) и (3), получим для р2 и Д2 уравнения, которые после линеаризации 
относительно величин Л2, р։ и Д։ принимают следующий вид:

4֊ 0е 4֊ 1Л1) Ра =------ ;— Ае------г— Де ,01 пс Ис

^+ + но» - ^ ж.»- + ^ л;.-"', (5>
(К Ис Ис
^Д2 । Д> 2/Л/* г 9 л -Нех ■ • л Нех-1 । , ֊—*4---- ֊ = ——1Р1Ае 4-р2Ае ] + к.с.дt т2 Нс

Исключая А2 и р2 и усредняя по пространственному периоду волны, 
находим уравнение для р։. Решение этого уравнения и уравнения для 
Л, из системы (1) ищем в виде

Р։(0 = М0)е% Л2«)=Л2(0)е% (6)
где X = ш' — св (и/ и ш соответственно частоты сильной и слабой волн) 
Подставляя (6) в уравнение для Ая, получаем

^ {— А2 = - Р ^- А2, 
дх с Ш

(7) (

где
А (X) = X2 + А[(* + 1/^(1 4- 6/2) - 2/ч -1/^ + 1/х։ (/а + 1/ч),

(8®
А (М = Д’ + X* (2/тх + 1/х։) - Л12/^, 4- (в» + 1/т?) (1 + ^)] ֊

-1/г2(е2 + 1Л?)(1+6) 
и

й®с(14-6)
Коэффициент усиления
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из! _____
{’Рассмотрим сначала случай малых релаксаций 1/^, 1/т8 «еу/1+^ • 

□Пусть -п = т2 = т и т -► со, коэффициент усиления имеет 3-образные 
юсобенности на двух частотах

* = _-2^[(УГП-1-е/2^^

+ (/ГП +1 + «/2) ։ О + е /Г+Т). (Ю)

4 Как видно из (10), на трехфотонной частоте \ = е ]/1 4֊ 5 имеется уси- 
лление, а на атомной Х2 =—е/1 +5 — поглощение. То есть физиче- 
эская картина та же, что и в [1], но отличается от к в [1] лишним 
•множителем /1 + с в знаменателе, в результате чего Л —► 0 при 

5 3> 1. Это отличие обусловлено тем, что для сильной волны решена 
чисто стационарная задача (см. формулы (2) и (3)).

Пусть теперь выполняется условие 1/'2 ^ 1Л։ С Е (как, например, 
в парах щелочных металлов). Как и в первом случае, имеется погло
щение на атомной и усиление на трехфотонной частотах. Если ?~1, 

г то — ; <^ 1 и

^—-^^-6)-(4 + Е)5()֊ + г)1- <п>
(1 + в) ч

Если же — 6~1, то 5^1 и

(12)
Наконец, рассмотрим случай 11^1г 1/т2~-е. Наличие релаксаций 

:приводит к появлению порога для усиления трехфотонной и атомной 
частот. На вычислительной машине получены кривые зависимости ко
эффициентов усиления от частоты при различных значениях параметра 
; для фталоцианина ванадия, у которого ^ = 0,8-10՜13 сек и "։=1.8Х 
ХЮ՜10 сек [5], а е = 0,75-10“ IIсек. На рисунке представлены эти 
кривые. I соответствует случаю с ? = 0. Имеется только погло
щение на атомной частоте, II кривая — при с = 1,5, что соответствует 
энергии сильной волны ГТ = 0,04 дж. III — при 5 = 2 и 1Г = 0,05 дж, 
уже имеется усиление как трехфотонной, так и атомной частот. По֊ 
следнее обусловлено тем, что длительность импульса много больше 
релаксации и атомы успевают спонтанно вернуться в основное состоя
ние с излучением фотона. IV — при В = 18, т. е. ТГ = 0,5, максимумы
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сильно раздвигаются. V кривая соответствует ; = 75 и энергии падаю
щего излучения в 1 дж.

Из рисунка видно, что с ростом 5 максимумы коэффициентов 
усиления раздвигаются, что может облегчить наблюдение этих макси
мумов на эксперименте.

В заключение приношу благодарность В. М. Арутюняну за вни
мание к работе и за полезные обсуждения.
Институт физических исследований
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Ն. Վ. ՏԱՆԱԶԱՐՈՎԱ

քննարկված է РпЧ1 "I մոնոխրոմ ատիկ ճառագայթման անցումը ռեզոնանսային միջավայրով' 
ուժեղ մոնոխրոմատիկ դաշտի ներկայությամբ, երբ հաշվի է առնված լայնական և երկայնական 
ռճ^ակսացիանե^ը։ Դիտարկված է փոքր ribjuf^jy ա ցի ան երի դեպքը։ Մեծ ռելակսաըիան երի դեպքում 
թվային մեթոդներով ստացված են հաճախությունից կախված ուժեղացման գործակցի կորերը 
ինտենսիվության պարամետրի տարբեր արժեքների համար։ Վանադիումի ֆտալոցիանինի հա
մար ռելակսացիաների հաշվառումը բերում է երեքֆոտոնային և ատոմային հաճախություննե
րի ուժեղացման շեմի առաջացմանը։

AN INTERACTION OF TWO WAVES IN THE 
RESONANT MEDIUM

N. V. SHAKHNASAROWA

The passing of weak nonmonochromatic radiation through a resonant medium 
in the presence of strong monochromatic field is discussed when the transverse 
and longitudinal relaxations are considered.
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The case of short relaxation times is considered.
In the case of long relaxation times the frequency-dependent gain curves are 

"Ibtained for vanadium phtalocianine by numerical methods at various values of inten- 
Sty parameters.

The consideration of relaxations leads to the appearance of a threshold for the 
mplifications of three photon and atomic frequencies.
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ФУНКЦИЯ ГРИНА УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
В СЛОИСТЫХ СРЕДАХ

М. Р. МАГОМЕДОВ, М. М. МУРАДЯН

В работе методом функции Грина получены решения уравнений 
Максвелла в диспергирующих слоистых средах для произвольного распре
деления внешних источников поля. Отдельно рассмотрен наиболее важ
ный для приложений частный случай — периодические слоистые среды с 
произвольной периодичностью. Все результаты представлены в виде, 
удобном для применений. В качестве примера рассмотрен перпендику
лярный пролет равномерно движущейся заряженной частицы через слои
стую среду и через периодическую слоистую структуру с произвольной 
периодичностью.

Задача о построении решений уравнений Максвелла в дисперги
рующих средах с плоской границей раздела для произвольного рас
пределения источников поля впервые была рассмотрена в работах 
[1, 2]. Авторы, однако, ограничились рассмотрением случая, когда 
плотность тока нормальна к границе раздела сред. Позже в работе 
[3] эти решения были обобщены на случай произвольного движения 
заряженных частиц. Аналогичная задача для двух диспергирующих 
сред со сферической границей раздела была решена в работе [4]. Вы
числению полей излучения произвольно движущейся заряженной части
цы в слоистых средах с плоскими границами раздела посвящены ра
боты [5, 6], где задача решается методом изображений. Сложными и 
растянутыми вычислениями автором были получены выражения для 
полей в волновой зоне. Громоздкость полученных выражений затруд
няет^ их использование в конкретных случаях.

' В настоящей работе методом функции Грина получены точные 
решения уравнений Максвелла в слоистых средах для произвольно 
движущихся заряженных частиц. Все результаты представлены в ви
де, удобном для применений^

1. Функция Грина для векторного волнового уравнения

Электромагнитные поля, создаваемые произвольным распределе-
нием внешних источников в среде 
е (ш), определяются уравнениями

с диэлектрической проницаемостью

ДА-----------
с* dt* ֊ —JOs t), 

с

е д*ФДф------------ 
с։ де

4՞ / л-—Р(г, 0.
8 (1)
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Е = —grad Ф---- — > Н = rot А,
с dt

где на потенциалы наложено условие Лоренца

divA + —— =0, (2)
с dt

позволяющее исключить из рассмотрения скалярный потенциал Ф. По 
этому в дальнейшем мы будем интересоваться только уравнением для 
вектор-потенциала А. Разлагая А в интеграл Фурье по времени, бу
дем иметь

(Л + ^)А(г, ш)=-^}(г, «), (3)
С

где 
во

А(г, ш) =^-(A(Г, t)e"“‘dt, <:։ = ^-8(w).
2’ J c։

Запаздывающее решение уравнения (3), удовлетворяющее нулевым 
граничным условиям на бесконечности, как известно, записывается в 
виде

А։ (г, ш) =— С ш) Сп(г|г'| Л) dr', (4)
с J

где по г идет суммирование, а Си (г |г'| к) являются компонентами 
тензорной функции Грина, удовлетворяющими уравнению

(Д + ^)Сп=— 4к8п8(г-г'). (5)
Здесь он есть символ Кронекера. Решение этого уравнения является 
симметричным тензором и удовлетворяет условию взаимности

Сп (г |г'| ^) = ^ (г'М ^)- (6)
В случае одной бесконечной изотропной среды тензор С кратен 

единичному и с учетом запаздывания его можно записать следующим 
образом:

адн^оп^ = £о„] (7)

где Л = |г — г'/, *, ч — компоненты к, г — г' в плоскости ху, 

1 = + —5-е (ш) — , /т^0. В случае слоистых сред с неоднород

ностью вдоль оси я функцию С будем искать в виде

Си (г |г'| Ч е'1’ 8и (г, г') ах, (8)

где тензор 8и (г, г'), как показано в работе [3], представляет собой 
матрицу
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Здесь gx, §1 — некоторые функции от л и г', симметричные по этим 
переменным.

Подставляя (8) в (4), имеем

g (г, г) =

?1 + (?! — ^г)

к^
(г 4 ^) х.

к2, Ы,^\֊г^ о

?х+и։-^)^ 0 (9)

0 о £|

А (г, ш) = Л х (г, ш) + А ͏ (г, ш),

= -1-Г*'(Aе” МЪО^Дгл (г, гХ
2«сЗ 3

(10)

ММ^ щ)«]| 

х»
?1 (г, г').

Здесь J/(r, ш)— компонента 5 (г, ш) в плоскости ху. Таким образом, 
для определения тензора Си в случае слоистых сред необходимо по
строить два скаляра gլ и gl.

2. Построение функции glAz, ^') и ^( (г, г') в слоистых 
средах

Пусть имеется слоистая среда, состоящая из ^ +2 плоских слоев 
с различными диэлектрическими проницаемостями е* (ш) и толщинами 
а*, где £ = 0,1 • • - ТУ + 1 и ао = а^^1 = со. Направим ось г по норма
ли к границам раздела сред в направлении возрастания нумерации и 
поместим начало координат на первой границе. Координаты границ 
обозначим через Ьк, причем, аь = Ьь — Ьк-1, 6 1= — со, 60 = 0, 
6л'+1 = 00 •

Для построения £л и £| воспользуемся методом, изложенным в 
[3]. Пусть источник и наблюдатель находятся в т-ой полосе, т. е. 
Ьщ—1 2 > % ^ Ьт*

При этом функция Грина С должна иметь сингулярность типа 
1/7? при г —* г'. Из формулы (7) очевидно, что такое поведение С обе
спечивается выражением

_ л* 1։_։’ I Лш®
Ш)/к (г) -----8Ш*, ).г = ^г - А (11)

для gլ и ^ ͏. Здесь через /т (х) обозначена функция, которая равна 
единице в т-ом слое и нулю вне этого слоя, 8т* — символ Кроне
кера.

Чтобы определить ^х и ^։ во всем пространстве и учесть гра
ничные аффекты, добавим к (11) общее выражение
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[ —П**-^^т*’ О^—Лт։'
Л (У)/* (г)  ------ Втк + ------Втк +

(12)
‘'к^т*' -ЛИ+1ХиГ 1

+ 1— в:*.

построенное из произведений экспонент е±ак1 и е~1'тг со всевозмож
ными знаками фаз. Очевидно, что при подстановке этого выражения 
в (8) мы получим выражение, не имеющее сингулярностей при г —»г'. 
ЗдеСЬ Втк) Втк, Втк, Втк — неизвестные постоянные.

Для получения ^х и ^։ при всех гиг' (а не только при 
Ьт-1<2 <Ьт, Ьк-1 < г <. Ьк) необходимо просуммировать выражения 
(11) и (12) по всем т и ^ от О до ^+ 1.

Окончательно имеем
^+l Л’+1

Ях (г, «Э= У е * Зщ* +

е - т
2?т*(1) +

^(1) +

»֊кг֊‘>֊т*'
^֊7-----  5тИ1) +

х*
-Л**+Ат*' 1

^—5-------  Вт*(1)
>՝к I

(13)

Что касается #ц, то для упрощения дальнейшего изложения 
его в несколько ином виде

ЛГ-Н ^+l , 1\к\1-1։\

напишем

т=0 ь~ О

е я

е-^֊^' ^г (-^)֊Хтх } (-Хт) 
х* *7А-хт) + х*хД(-хЯ1) Втк (2) +

^^к*~^Я1*' 
'^к ^Уг (— Хт) — Х^ xJ (—Хт) Вт*(2) + (14)

где

пим^' х7х(Хт) + хтХ;(^)
՛ х* ^(М-х*»^

-1^+1^ ^ ^ +2^ (^ 
+ X* ху.^ + ^х}^)

Г - -^Р^Лт*'
](±'/֊т) = \fmiz) Цг', ш) е dr . (15)

Неопределенные коэффициенты /?т* (а)> Втк(а), Втк^), Вщ»(а), где 
։ = 1, 2, входящие в выражения (13) и (14), определяются из условия 
непрерывности тангенциальных составляющих полей Е и Н на грани
цах раздела сред. Эти условия должны выполняться при любом фик- 
352-2 __
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сированном т одновременно на всех границах для пар Rmk (а), Втк (а) 
и Втл^), Втк (^) в отдельности, поскольку они входят в (13) и (14) 
как коэффициенты при независимых функциях е ^'^ и е'^ . Из ус
ловия присутствия на бесконечности только расходящихся волн (прин
цип излучения) получаем граничные значения этих коэффициентов

Rm N +1 (։) = ВтО («) = RmO (^) — Вт V 1 = 0. (16)
Подставляя выражения (13) и (14) в (10) и приравнивая гранич

ные значения тангенциальных составляющих полей Е и Н слева от 
границы Ьк их значениям справа, можно получить уравнения, которые, 
совместно с условиями (16), полностью определяют все неизвестные 
коэффициенты. Для определения Rm* (а) и Bmi (а) имеем уравнения

р*+։, * (“) Ак+i (а) = Л* (а) А* (а) -|- С* (а) Ътк, (17)
где

e’^Rrnk (а) 
e^Bmkla)

е *+։
՝г*+։, *(«)е *+i е «+1 

. r*+I,*(2) = -^*±lZL^*.,

д*+1,у (1) = —-----> Pk+1. к (2) = 2е*).
(18)

elfk+i
-й-к^к _. _  ) _ е > ф* — i-kOkt

к = 0, 1, • • - ^ т — фиксированное число.
Решение двучленных - матричных рекуррентных соотношений (17) мож
но представить в виде

Rmk (а) =
^У(а)

П P/-n,/(a)ea"6«+'x*ft*

Втк(а) —
5^^?(а)

я—։
П Л+ь / (а) е1^- ^

к<т,

(19)

Rmk(&) =
* -1

Втк («) =

•$ВД(«)
5^Л *(g)52j,0 i (а)

.^•т^т+^к Ьк
J-m

^^+i, u
,l)mt’m~r,libk

где
5*’ m (а) = 5*՜1 (а) А*՜2 (а). • • Sm (а), Sm+1- m (а) = 

и по определению Sm՛ т (а) = /, /— единичная матрица,
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П 1 /5-1,-1 5-1,1 \1 1 X/ = 1 при т < /, В = ( 1

Аналогичным образом для /?«*(«) и Вт* (а) получаем выражения

«• <■) = — ^Л՜,''' п И-֊. / (■) «-“"•-’“*•■
5-ь 11 (а) у «л |

2й<«)=^^£ь^п^-^ =-""•-*'■••>

й (•) ֊ —Л՞. П Р,. ^ (•) .-"-•"֊“■'■
В-1, -։ (а) )-т

В^ («) = ֊ ^֊֊֊^- П ^ ^’ <а) ^тЬ^^Ьк

к^т—1,

(20)

к՝^ т.

Как легко видеть из формул (19) и (20), между всеми коэффи
циентами существуют соотношения

^(1)= ^/?*я (1), я£*(1) = —я*«(1)>

Вт* (1) = ^ В?т (1), Вт* (2) = -^ ВЛ (2), 
1-т ^т^т

(21)

Вт* (2) = ֊֊֊ В*т (2) , Вт*(2) = ֊֊^ ВЛ (2),

которые являются непосредственным следствием симметричности 
функций (13) и (14) относительно переменных я и я7 и могли быть на
писаны заранее исходя из этого факта.

Перейдем теперь к вычислению элементов матрицы

5*’ т (а) = 5*՜’ (а) В*՜2 (а) • • • В” (а)

при к՝^- т. Из определения (18) матрицы В*(а) легко видеть, что ее 
элементы могут быть представлены в виде

^//+1, ։; (а) = е“^+1’’/+։ [(1 - гу-м./а)) 8;у, /у+1+о +ь ;(«)],

где 1}^, 1^ = ±1.
Поэтому для элементов В*’ ՝" (а) имеем результат

5^»= 2 п^^'К!֊^.^^^ (22)
(I) — -1 ^ш

где (/) означает совокупность всех повторяющихся индексов II, ^к, т. 
Чтобы завершить рассмотрение общих вопросов, приведем здесь по
лезные для применений представления функции /* (г), входящей в (13) 
и (14),
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/*  (г) — в (г — 6*  -1) & (6л — г) — й (д — 6*-1)  & (г Ьк) —

* = ^“1°՜1 ^ + ^’ ° ^^’ Д (а) = П р‘‘1 + 1 ^։
' ' / -о

: В заключение в качестве примера найдем поля, создаваемые за. 
ряженной частицей, движущейся с постоянной скоростью и через 
ТУ-слойную пластину по нормали к границам раздела. Поставляя в

где »(х) равна единице при х>0 и нулю при х<0, а 6 стремится 
к нулю, оставаясь положительной. Полученные в этом резделе ре
зультаты полностью решают задачу о построении функции Грина в 
слоистых средах.

' Рассмотрим теперь отдельно наиболее важный для приложений 
частный случай — периодические слоистые среды. ,

Пусть имеется периодическая слоистая среда, состоящая из д 
пластин, расположенных на одинаковых расстояниях друг от друга, 
причем, каждая пластина состоит из р — 1 слоев с различными а/ и 
а/, где /=1, 2, ••> р— 1- Обозначим расстояние между пластинами 
через ар и пусть гкр = е0, Л = 0, 1, 2, • • - , д. При этом ТУ 4- I = рд.

Поскольку при таком выборе структуры слоистой среды имеют 
место соотношения

где * = 0,1, -,#4-1, а Л 1 к— означает целую часть числа —, то для
Р 1 р

матрицы 5*'  т получаем выражение

5* т(а)=5 Ш (а)(5₽'°(а))»5 1 р 1 (а),
(23)

„ = ГА|_[^]_1.
I р 1 I р 4

Используя теорему об п-ой степени унимодулярной матрицы (см., 
напр. [7], стр. 92) имеем

5‘-(«)=Дл(«) 5*  ^_1(х)_^_2(хЛх
\ д («) /

Р, т- Г^-^-Ч Р
X 5 1 ] (а). (24)

Здесь и„(х) означает полином Чебышева второго рода,
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(Ю) /- (г> 0 = ««* (х) ^ (у} ^ (г — ^)> Ь (г» 0 = О и произведя элемен
тарные преобразования, для вектор-потенциала в Л-ом слое получим

А ͏ * (г, ш) = А^ (г, ш) 4֊ А* (г, о>) + А* (г, ш),

где
Ад (г, ш) = 0,

I ' / х р +<Ц (։-4Л)

A; (Г>0)) = — ֊ (^ -։ (2) Л"՜5-^ (2) я*-1)
4-*с о '֊^-1, -1(2)

(25)

I ьр-Лцр-։»)
А* ('’ “) = Л - <5֊’-֊’ (2)А* + ^ * (2) °’՜1) ^«

О{-’ = 2՛^ П Р,. /+1 (2) е”Ьт (З^^х (2)т^. я+1 + 5Г°1 (2) Т; п+1), 

т-0 ]— т
Мт .®

^= 2 ^ и П Р/+х. / (2)е ’ " (З^-Г1 (2) 1^+1.» е-'”"+։ - 
т^к )-к

-5^’1т+1(2)Тт+1.те'¥'"+։),

Эти выражения с точностью до обозначений совпадают с соответ
ствующими формулами, полученными в работе [8].

В случае периодических сред, подставляя в (25) значения мат
ричных элементов из формулы (24), получим для Л՜ и А" в слоях с 
в,, = в0, I = 0,1,- • ֊7 выражения

^|1(г>

1*<,+1Ъ(г—1Ьр)

7 4^с «Л Х0М,5^.°-1(2)

5^А(2) Ж" х
Д(2)

Мч-1^ит-х (х)е-тЬр +
т=0

+ 1^1-Х^х) 2 мч-те* 
т—1

тЬр тЬ,

Й°1(2)^!1(2)
Д*(2)

»-։
^-1(х) 2 Уч-г-т 

т=1+1

I- (т-1) 6, (26)
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где

------ 1 Ժ»
4«*с и յ

1хр-О« (К-Лр) 
е

м^ет71 (2)
(Й^Ж;1
I л (2)

тЬр+м1 3 и^-.
т-П

|Н М^Мя-те V

'Н™-1^

тьр , (2) 5С % (2)

△’(2)
тЬ.

_ 5р-^-} (2)
Мк= Д(2)

Ьр= За/.
У-։

При р = 2, Е0 = 1 выражения (26) с точностью до обозначений совпа
дают с результатами работы [9].

Авторы выражают глубокую признательность Г. М. Гарибяну за 
полезные советы и обсуждения, а также С. С. Злбакяну за дискуссии.
Ереванский физический институт Поступила 5.11.1972
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Մ. Ռ. ՄԱԳՈՄԵԳՈՎ, Մ. Մ. ՄՈՒՐԱԴՅԱՆ

Աշխատանքիս! Գրինի ֆունկցիաների մեթոդով ստացված է Մաքսվելի հավասարումներ? 

լուծումը դիսպերսվող շերտավոր միջավայրերում դաշտերի արտաքին ալյուրների կամավոր 
րտշխման դեպքումլ
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CREEN FUNCTION FOR THE MAXWELL EQUATIONS 
IN A LAMINATED MEDIA

M. R. MAGOMEDOV, M. M. MURADJAN

The solution of Maxwell equations in a laminated media for arbitrarily distri
buted external sources is obtained by Green function method. The case of periodical 
laminated media is considered in detail as the most important for applications. All 
the results are represented in a form convenient for application. As an example we 
calculated fields, produced in the normal passage of a uniformly moving charged par
ticle through the laminated media as well as the periodical laminated media of an 
arbitrary periodicity.
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ИЗЛУЧЕНИЕ РАВНОМЕРНО ДВИЖУЩЕЙСЯ ЗАРЯЖЕННОЙ 
ЧАСТИЦЫ В КРИСТАЛЛЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ТОЛЩИНЫ

Г. М. ГАРИБЯН, М. М. МУРАДЯН, ЯН ШИ

Получено решение основного интегрального уравнения микроско
пической теории, определяющего поле излучения, образуемого равномер
но движущейся заряженной частицей в кристалле произвольной толщины. 
Показано, что в модели точечных и неподвижных атомов решение в цент
ральном пятне излучения формально совпадает с решением, следующим из 
макроскопической теории, кроме частот, удовлетворяющих условию Брэг
га. Вблизи этих частот имеет место резкое отклонение интенсивностей 
излучений как вперед так и назад от формул макроскопической теории, 
не учитывающей кристаллической структуры вещества. Эти отклонения 
в основном сводятся к появлению весьма узких и высоких максимумов, 
аналогичных тем, которые появляются вблизи частот Брэгга в динамиче
ской теории рассеяния свободных рентгеновских лучей. Полученное ре
шение учитывает также поглощение излучения в самом кристалле.

1. Введение

В работе [1] было получено основное интегральное уравнение 
для поля излучения, образуемого равномерно движущейся заряженной 
частицей в кристаллической пластине. Затем методом итераций было 
найдено и исследовано его решение, когда пластина является доста
точно тонкой. В настоящей работе мы найдем решение этого уравне
ния для кристалла произвольной толщины.

Когда кристаллическая пластинка имеет бесконечные размеры в 
направлениях, перпендикулярных движению частицы, и конечный раз
мер в продольном направлении, упомянутое интегральное уравнение 
для поперечной составляющей Фурье-компоненты рассеянного поля 
(уравнение (16) из [1] в случае, когда главным процессом является 
томсоновское рассеяние) имеет вид

(1)
X (^ ֊ к'к'с^) [4.С («Л, ^-) + ^ар (хЛ, к^к,, 

где
хл = X + ХА, 7* = ехр [ ֊ М(У ^(Ь-к^/^X? + (к^-к^

и, кроме того, для краткости опущен аргумент ю в Фурье-компонен
тах полей, тогда как все остальные обозначения совпадают с соот
ветствующими обозначениями работы [3].

В дальнейшем мы будем интересоваться центральным пятном 
„лауэграммы" кристалла, т. е. полагаем х ^ Х1.
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Прежде всего заметим, что вклады от слагаемых Е^р (хА, кг) с 
Хл^О в формуле (1) малы по сравнению со вкладом от слагаемого 
А=0, т. е. Хл — 0. Действительно, поскольку X* ~ 2՜ |А|/а, где а по
рядка постоянной решетки, а для центрального пятна излучения 

х~<и(1 — Р’)1я/с, т. е. при Л =^ 0 величина ХА ^ х и |х + ХА|2 ^> ш’/о2 — 

ы11с29 то из-за своего большого знаменателя (х + АН  
_ V8 с2

слагаемые £мР (хА, кг) с А=/= 0 будут малы. Кроме того, эти слагае
мые будут экспоненциально убывать с ростом |А| из-за наличия фак
тора 7л.

Несколько сложнее обстоит дело с учетом слагаемых, содержа
щих £р։с(*л, кг) с Хл^О в уравнении (1). Вообще говоря, мы должны 
были бы помимо уравнения (1) еще написать интегральные уравнения 
для величин £Рас(хА, кг), аналогичные уравнению (1), и совместно ре
шить полученную систему уравнений. Однако следует заметить, что 
вдали от частот, удовлетворяющих условию диффракции Брэгга с 
ХА ^ 0, вклады от ЕрК (х*, кг) будут незначительны [2]. Поэтому если 
ограничиться решением одного интегрального уравнения (1) с А — 0, 
то оно даст правильный ответ везде, кроме указанных брэгговских 
частот. Что же касается брэгговских отражений почти точно назад, 
соответствующих ХА = 0 и ш = Акс/х0 (к — целое число, я0— расстоя
ние между атомными плоскостями), то они будут правильно описаны 
таким уравнением, поскольку интеграл по кг охватывает и волновые 
векторы отраженных волн.

Далее, поскольку мы интересуемся центральным пятном излуче
ния, то можно с хорошей точностью пренебречь членом к'к'с2/^ в 
уравнении (1), учитывающим непоперечность поля. Если к тому же 
ограничить наше рассмотрение моделью кристалла, состоящего из то
чечных и неподвижных атомов (7л = 1), то с учетом всего вышеска
занного уравнение (1) запишется в виде

. "* ю-г С 1 (*։՜*։) *и , - ,
^с (х, А.) = ֊ ֊Зе [£^с (X, АД -Г

2КС1 (Аг — '-о) Л „ — м

+ ^зар (X, Аг)] (1кг. (2)

Таким образом, задача свелась к решению неоднородного инте
грального уравнения Фредгольма второго рода.

2. Решенне интегрального уравнения

В дальнейшем нам будет удобно пользоваться полным полем 
Е (х, кг) = £Р1С (х, кг) + Е3гР (х, кг), для которого уравнение (2) при
мет вид

Е^ ад------֊7^572 £"'՜ “Л + Е^ <*■ Ы <3> 
С։ (Аг-
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где

Еп = (2*) 'х, кг) е^ггп dk. (4)

гл _ (п_ 1)*0, N — число атомных плоскостей в кристаллической пла
стине. В последних формулах мы опустили векторный индекс / у 
Фурье-компонент полей.

Умножив обе части уравнения (3) на (2") ехр ({кг2т) и проин
тегрировав по кг, получим для поперечных компонент

Л'
Ет 4՜ 2 ЬтпЕп = От, (5)

л —1
где

ат = (2*)՜1 Г Е^ (х, кг) е'^кг = ge^^"'•’^,v, (6)

/ = — тп 2к
^ = .^”.1^1 

2

(7)
4"ем ^ого .

Несобственный интеграл в формуле (7) мы вычислили, сместив 
полюс кг = 10 в верхнюю полуплоскость комплексных значений кг, а по
люс кг=—'о в нижнюю полуплоскость (для <о^>О). Такое смещение по
люсов соответствует введению небольшого затухания в величину /0.

Таким образом, благодаря вырожденности ядра интегрального 
уравнения (2), оно свелось к системе линейных неоднородных алге
браических уравнений(5) относительно величин Еп. Найдя эти величи
ны, с помощью уравнения (3) можно определить Е^, кг).

Для решения системы уравнений (5) введем новые величины Ат 
и Вт, являющиеся линейными комбинациями искомых величин Еп,

т т
4™ = Еп ехр [— ^ (гт — гп)], Вт= Еп ехр [Л։ (гт — г„)]. (8)

п—1 л =1

Подставим в уравнения (5) значения Ьтп из (7) и разобьем сум
му по п на две: от л = 1 до т — 1 и от тп до /V. Дополним вторую 
сумму до полной суммы, начинающейся с п = 1, и вычтем добавлен
ную часть. Принимая во внимание величны, определенные формулами 
(8), получим

Ет = Ьт + ^ Ат _։ е՜^ - Вт-> е^ , (9)
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^уде
Ьт = ат-^ Аы е՜1^՜1^. (10)

Имея в виду определение (8) величин Ат и Вт, выразим их че
рез Ат-1, Вт-1 и Ет. Воспользовавшись далее формулой (9), можно 
получить рекуррентные соотношения для Ат и Вт, которые удобно 
записать в матричном виде

Заметим, что Ве15=1.
Последовательно применим рекуррентное соотношение (11) для 

ш = 2, 3 • • • Л и в результате получим [3]

С* =2 5*-՞ Оп. (13)
п=1

При написании формулы (13) было принято во внимание, что в 
силу формул (8) и (10) Сг «= Ог

Воспользовавшись теоремой о степени унимодулярной матрицы 
[4], имеем

* / \ 2 / • 2 ։
5 = • , • ՝ ’ <14>

I «֊“’'•(/а-., . 1-^ е^“ Ш^ ֊ ^֊2 /

где ик = и* (х) — полиномы Чебышева второго рода, х = соз )ого + 
+ (а/2) зш ^о,

Полагая в формуле (13) к = ^ к воспользовавшись (14), полу
чим два линейных неоднородных алгебраических уравнения относи
тельно Аы и Вы

1 + Ъфл-Л

(15)
^Р^н + Ду = §Рь 

где
Л = Л2 ( и^к - е^ и^) е՜՛^,
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Р։ = 2 (£/л'-* — С ^ ^-*-։) е ’ *, (16)
*-1

а величины Р, и P^ получаются соответственно из Рг и Р2 заменой 
ехр (Р^о) на ехР (“'^л)-

Из уравнений (15) сразу получаем явные выражения для величин 
Аы и Вы:

А,=8Р2/(1 + |л)-

(17)
В, = Я|Р4+|(ЛЛ֊ЛЛ)]/ (н|р։).

Зная Аы, нетрудно с помощью формулы (13) найти Ат и Вт для 
произвольного т. Подставляя Ап и Вт в (9) и затем в (3), мы мо
жем получить решение исходного интегрального уравнения (2).

3. Поля излучения

В конечном счете нас интересуют не Фурье-компоненты полей, а 
сами поля излучения

+ ~
£р«с(г> О = (2Г֊)՜՝1 У £р.с(г) ехр [/(хр — ш/)]^^ (18)

где

Ерк («) = (2՜)՜ 1 У Е9К (Х, кг) ехр (г^г) dkz. (19)

Умножив формулу (2) на (2^)՜* ехр^-г) и проинтегрировав по 
кг, получаем для поперечной компоненты поля

а" лг 
£рас (г) =---- ехр [г^ |г — г„|] • £„. (20)

л-1
В частности, для поля за пластиной (г)>гл.) имеем

£рас (г) = — ^ ехр (Ног) • В„ ехр (— г >^л-). (21)

а для поля до пластины (г^г^

£рас (г) =----- — ехр (— I V) А х ехр (г^.у). (22)

Рассмотрим теперь подробнее поля излучения за кристалличе
ской пластиной в направлении движения частицы.

Прежде всего заметим, что в случае выполнения условия 

'■о^о ~ кт. (к — целое число) (23)
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ход решения значительно упрощается. Действительно, в этом случае 
формула (7) примет вид

Lmn = — exp [/ (т — п) кк]. (24)

Тогда уравнения (5) запишутся в виде

Р-т՜՜ е Dy — an, (25)

N
где BN = 2 Е„ехр \i (N—п)к^\. Умножив обе части равенства (25) 

п=1
на exp|։(W—т)И и просуммировав по /и от 1 до N, получим

N
BN= ^ ат ехР ['՛(N֊™} ^]/(1 + ^/2)- (26)

m —1
С учетом формул (6) и (21) имеем в рассматриваемом случае

Sin ֊к՜ 1
fpnc ֊ - -.ge -------- £֊ . —^ . (27)

sin — 1+ —
2 2

• • г де b — । XQ ) ZQ. 
\ v /

Условие (23) можно записать в виде п^с/ш — z0 cos & (где 
В — угол между направлением излучения и осью z). Если ввести обыч
но используемый угол рассеяния 28 = к — 20, то видно, что это усло
вие есть не что иное, как условие Брэгга для отражения рассеянных
волн назад.

В общем случае для явного вычисления величины Вк по форму
ле (17) необходимо найти соответствующие суммы (16). Для этого 
воспользуемся известным представлением для полиномов Чебышева 
второго рода [5]

sin[(n + l)arccosx]
—^Ч»--------- (28)САМ -

Поскольку х~ cos \jzo+ (а sin \)Z0)/2, а |а| ^1, то функцию arc cos х
можно разложить в ряд по степеням а и ограничиться наинизшими 
членами, если

|a-ctgVOl < 1. (29)
В противном случае мы должны воспользоваться для функции arc cos х 

. другим приближенным выражением. Нетрудно видеть, что это проис
ходит тогда, когда мы находимся вблизи частот Брэгга, удовлетво
ряющих условию (23).

Рассмотрим сначала случай, когда выполняется условие (29), т. е֊ 
вдали от частот Брэгга. В этом случае имеем
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ип(х)~ 5т[(п+1)(М0-а/2)]
31 п Аого

(30)

При написании последней формулы мы считали, что 

№’«1. (31)
Нетрудно видеть, что в интересующей нас области рентгеногских 
частот, это условие хорошо выполняется вплоть до кристаллов "ол 
щиной в 1 метр.

Вычислим суммы (16) с учетом формулы (30) и подставим их в 
(17). Затем с помощью формулы (21) найдем, что

£Р.си) = ֊у ge
31п

з!п

П^Ц^Ь-^Ц (32)

Подставив (32) в (18), можно получить выражение для полной 
излученной энергии, которое, однако, не будет учитывать поглощения 
излучения в самом кристалле. Из формул (7)—(9) работы [1] (при на
писании этих формул была предположена вещественность соответствую
щих волновых функций невозмущенной системы; см. например [2], 
стр. 108) следует, что учет поглощения рентгеновского излучения 
эффективно сводится к тому, что величина ш^ должна быть заменена 
комплексной величиной ш?—2։сшр, где р—коэффициент поглощения 
вещества по амплитуде поля в ся՜1. С учетом этого обстоятельства
получаем следующее выражение для числа квантов

Ми = 4
137-

X

»М>։Л»

ш»(1-^+и*)*[(1 _р* + ш2/ш»)* + (2с|х/и>)2]
(33)

В этой формуле везде вместо Шц/соз 0 мы написали просто ш$. 
Такая замена вполне оправдана, ибо угол 0 ~ (1 — ^)1/2^1, а там, 
где величина о>д/соз 0 находится в аргументе косинуса, можно восполь
зоваться этим приближением, если /«о (1— Р*)/8«>с<^1, что обычно
выполняется в практически интересных случаях.

Сразу отметим, что полученная формула (33) для числа квантов 
в центральном пятне в точности совпадает с соответствующей фор
мулой для переходного излучения на одной пластине, полученной в 
рамках макроскопической теории [6, 7]. Если /о^/2<.»с < 1 (при этом 
обязательно /ц <^ 1, так как в рассматриваемой области частот 
2шср/ш§ <^1 [8]), то формула (33), как нетрудно видеть, с точностью 
до членов высших порядков малости совпадает с формулой (30) из 
[1], полученной методом итераций для тонких кристаллических плас
тин.
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Теперь рассмотрим частоты, находящиеся вблизи частот Брэгга 
(23). Для этого положим

Mo = къ — Ъ, (34)
где |8|^1. Тогда имеем

х = (—1)* /cos 3----^ sin 8 ^ > (35).

откуда получаем
Un (х) = (-if* li2±L±DjL , (36)

У 
где

у = ]/Г8+ТЛ (37)

При получении формулы (36) мы ввели функцию cos 9= cos о — 
— («/2)sin8 и разложили обе части равенства в ряд по степеням у и 
8. Полученное уравнение решалось методом итераций относительно у 
и были оставлены главные члены, поскольку у, 8։ а по модулю много 
меньше единицы. Оценивая отброшенные члены, мы приходим к выво
ду, что формула (36) имеет место при выполнении условия

Л/а։8։
у а8 4֊

Указанное условие слабее условия (31) как в случае |а| « и «I, 
так и в случае |8, <£ |а|. В случае же 8 = —а' (где было положено 
а = а'+/а") это условие снова является более слабым чем (31), если 
учесть, что la’/a'I ~ Ю՜3 в интересующей нас области частот.

Для однозначного определения введенной выше величины у=у'4- 
-г iy" условимся считать у" <0. Тогда простой анализ показывает, 
что поскольку 6 — величина действительная, а а" < 0, то у'Ь > 0.

Заметим сразу, что при |о| ^ |а՛ имеем у=8-|-а/2. Учитывая фор
мулу (34), нетрудно убедится, что в этом случае формулы (36) и (30) 
совпадают. Следовательно, число испущенных квантов выражается 
той же формулой (33), которая имела место вдали от частот Брэгга.

Используя формулу (36), можно явно вычислить суммы (16). 
Получим
Р, 3 = «------ (£±2 е'^(1_е- '^-*))_ e-w> (l-e"*^»)!,

2гу (у —о у + о J

_ (-1)" (Л-։) J (у ± 8) е'^а-е'*'4-^’)
-2/у I Ь-у-о

, (уТ^^^4^ .
6 4- у — 8 J

При 8—>0 получаем 
л = л = м

Я = Р4 = ։ (-l)*^!֊ е‘^)/Ь.

(38)
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Тогда с помощью формул (17) и (21) легко получить выраже
ние (27).

Из формул (38) видно, что при некотором конечном значении 6 
действительная часть одного из знаменателей выражений Рг։\ обра
щается в нуль и при этом поле излучения достигает максимума. Это 
происходит при выполнении равенства

Ь-у'-Ъ^ 0 (39)

или, если учесть определение величины у, при

Кстати заметим, что уравнение Ь-[-у'— 3 = 0 не имеет решения.
Вблизи значения 30 сохраним в выражениях для Рз, 1 только сла

гаемое со знаменателем Ь — у — о. Затем подставляя (38) в (17) и 
(21), получаем для излучения, испускаемого вперед по движению за
ряда,

О
-^ [(4-У + ^|

X-------------------------------—------7, (41)
/л'(*—г0+'у») -ьУ(4֊^+1у0|

[(3 ֊ ^о) + ^] [֊ ^е + (6 - 280)« е ]

где у'о — значение у" при 3 =: 30. Пользуясь формулами (40) и (37), по
лучаем, что

У° 2(^ + 6)՜ (42)

Формула (41) дает острый максимум модуля величины £р։с(г) 
при 3 = оо с шириной ~у‘а. Значение Ерк (г) в самом максимуме су
щественно зависит от величины |^ц|. В случае |М/'| < 1 имеем

= __^_____
ЫЕ-^^' — ^ -гЗ^е-^^] ’ (43)

Если же |Л^Л ^ 1, то значение Ерк(г) согласно формуле (41) 
экспоненциально мало. Однако это связано с тем, что при выводе 
формулы (41) мы отбросили в Рт, 4 слагаемые со знаменателем Ь+у—3, 
которые при |М/'|>1 вносят главный вклад в £рас(х). Учитывая это 
обстоятельство и сохраняя указанные слагаемые, при |^|^>1 из фор
мул (38), (17) и (21) получаем

о^+гл»
Е„։ Ы = ֊ «г8 ^—^——^ (44)
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Рассмотрим теперь излучение, испускаемое назад, т. е. противо
положно направлению движения заряда. Обычно для ультрарелятиви- 
отских частиц излучение, испускаемое назад, мало [9]. В самом деле, 
здали от частот Брэгга при помощи формулы (30) нетрудно получить, 
нто |А| < 1Л1 и 1Л1 ^ ^зЬ Отсюда и из (17) видно, что |А\|« р5л|.
г. е. излучение назад много меньше излучения вперед.

Однако совершенно иначе обстоит дело вблизи частот Брэгга. 
՛! Подставляя формулы (38) в (17) и (22), получаем для поля излучения

назад

(b y—8)[(z/-H)։e՝y— (у -3)“ е ‘'Ч (45)

Из формулы (45) видно, что модуль величины Ерлс (г) имеет 
острый максимум при том же значении 8 — 8ц, что и определяемом 

«/формулой (40). Ширина максимума имеет порядок у^, как и в случае
излучения вперед. Что каоегся значения E^tz) в мжсиыуме, то
*Ж|« 1

£рвс (z) bietX(b-:.) _(b_ 2i0)2e֊W (*֊ ••) ’

при

(46)

sa при |yVy’|» 1
igabe ''"'г 
~M2b+^ (47)

Любопытно заметить, что острые максимумы |в излучениях как 
вперед, так и назад, возникают не точно при „кинематической" ча- 

эстоте Брэгга, определяемой условием /-gZQ = к՜ (к — целое число), а 
п при частоте, смещенной от нее в меньшую сторону Г на величину 
(± bv> ='jok-c/zo, где % определяется формулой (40). Такая ситуация ти- 
ппична для динамической теории рассеяния рентгеновского излучения 
)(см. напр. [10]). Частоту, определяемую условием Zozo = &я — оо, так 
к же, как и в теории диффракции свободного рентгеновского излучения, 
э естественно назвать „динамической" частотой Брэгга. Однако следует 
г заметить, что динамическая частота Брэгга для излучения, возникаю

щего при прохождении ультрарелчтивистской заряженной частицы че
рез кристалл, зависит также от энергии частицы.

Величина поля излучения при динамической частоте Брэгга как 
вперед, так и назад, для не очень толстого кристалла (М/'<^1), как 

г видно из формул (43) и (46), имеет одинаковый знаменатель Ьг exp[iN(b —
— '^ — (b — 2%)г[ехр[—zW-(6 — 801], модуль которого имеет вид

[6* -Г (6 ֊ 280)< ֊ 2Ь3 (Ь ֊ 2%)г cos 2/V (b - '՝„)]>*,

■ т. е. периодически зависит от числа ^ или толщины кристаллической 
[ пластины / = Л%. Период этой зависимости равен ~/(Ь — о0) или

«(26 + а')/6 (6 -Н').
352—8
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Что касается ширины максимума при динамической частоте 
Брэгга, то как было указано выше, относительная ширина имеет по
рядок уо, а абсолютная ширина в частотном спектре имеет по
рядок y'ok^c/zo, т. е. весьма мала. Однако это относится к спектру 
при данном угле излучения У. Если же рассматривать частотный 
спектр, проинтегрированный по всем углам 0 в центральном пятне 
(от нуля до величины йтах порядка (1 — З2)1-), -° ширина максимума 
в таком интегральном частотном спектре уже определяется величи
ной, большей из двух: y'ok-c/zQ и (1 — ?’) k^c/z0. Это следует из того, 
что сама динамическая частота Брэгга (между прочим, как и кинема
тическая), при которой имеет место максимум, зависит от угла & и 
имеет относительный разброс порядка Отах.

Следует еще раз указать, что все результаты, полученные вы
ше, относятся к модели кристалла, состоящего из точечных и непо
движных атомов. В модели кристалла, состоящего из реальных ато
мов, имеющих конечные размеры, основные качественные черты сохра
няются, но количественные соотношения могут быть несколько иными.

В заключение отметим, что метод интегрального уравнения (1), 
примененный в настоящей работе, если можно найти в явном виде 
его решение, имеет то преимущество, что не требует выделения 
„сильных волн" и сшивки полей на границах. С другой стороны, рас
сеяние свободного рентгеновского излучения в кристаллах описывает
ся динамической теорией (см. напр. [2, 10]), использующей сшивку 
полей на границах и приближение двух сильных волн. К решению за
дачи, рассматриваемой в данной статье, можно подойти, используя и 
это приближение.

Авторы выражают свою признательность А. Ц. Аматуни и 
М. Р. Магомедову за обсуждения в процессе выполнения работы, 
Ю. М. Кагану и А. М. Афанасьеву за весьма полезные советы и за 
ознакомление с результатами своих расчетов до их опубликования.
Ереванский физический институт Поступила 24.11.1972
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ՀԱՎԱՍԱՐԱՉԱՓ ՇԱՐԺՎՈՂ ԼԻՑՔԱՎՈՐՎԱԾ ՄԱՍՆԻԿԻ ՃԱՌԱԳԱՅԹՈՒՄԸ 
ԿԱՄԱՎՈՐ ՀԱՍՏՈՒԹՅԱՆ ԲՅՈՒՐԵՂՈՒՄ

Գ. Մ. ՂԱՐԻԲՑԱՆ, Մ. Մ. ՄՈՒՐԱԴՅԱՆ, ՑԱՆ ՇԻ

Ստացված է միկրոսկոպիկ տեսության հիմնական ինտեգրալ հավասարման լուծումը, որը 
որոշում է կամավոր հաստության բյուրեղում հավասարաչափ շարժվող լիցքավորված մասնիկի 
ճառագայթման դաշտը» Ցույց է տրված, որ կետային անշարժ ատոմների մոդելի դեպքում լու
ծումը ճառագայթման կենտրոնակպն բնում համընկնում է մակրոսկոպիկ տեսությունից հետևող 
լուծման հետ, բացի այն հաճախություններից, որոնք բավարարում են Բրեգգի պայմանին» Այգ 
հաճախությունների շրջակայքում ինտենսիվության բանաձևերը առաջ և հետ ճառագայթման 
համար խիստ տարրերվում են բյուրեղային կաոուցվածքը հաշվի չառնող մակրոսկոպիկ տեսու
թյան բանաձևերից» Տարբերությունը կայանում է նրանում, որ Բրեգգի հաճախությունների շըր- 
ջ»սկայքում աոաջանում են բարձր և նեղ մաքսիմումներ, ինչպիսիք կան ազատ ռենտգենյան ճա
ռագայթների ցրման դինամիկ տեսության մեջ» Ստացված լուծման մեջ հաշվի է առնված ճա
ռագայթման կլանումը բյուրեղում»

THE RADIATION OF UNIFORMLY MOVING CHARGED 
PARTICLE IN A CRYSTAL OF ARBITRARY THICKNESS

G. M. GARIBIAN, M. M. MURADIAN, C. YANG

The solution of the fundamental integral equation of microscopic theory de
fining a radiation field generated by charge particle at its uniform motion through a 
crystal of arbitrary thickness is obtained. The solution in the model of fixed point
atoms is shown to formally coincide in a central spot of the radiation with that re
sulting from the macroscopic theory excepting the frequencies obeying Bragg condi
tion. In the vicinity of these frequencies very narrow and high maxima appear, ana
logous to those that appear near by the Bragg frequencies in the dynamical theory 
of a scattering of free X-rays. The solution obtained takes also account of the ra
diation absorption in a crystal.
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О ВОЗБУЖДЕНИИ МАГНИТОГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО 
ВОЛНОВОДА ДВИЖУЩИМСЯ источником

К. А. БАРСУКОВ, В. Н. КАДАНЦЕВ

Рассматривается возбуждение черепковских магиптогидродвиани- 
ческих волн в цилиндрическом волноводе произвольного сечения, запол
ненном магнитогидродипамичоской средой, движущимся сгустком заря
женных частиц, обладающим массой, электрическим и магнитным ди
польным моментом.

Получены выражения для малых возмущений параметров среды 
и для компонент электромагнитиого поля, возбуждаемого в волноводе. 
Определены полные потери энергии на излучение источников при их 
движении внутри волновода.

Черепковская генерация магнитогидродинамических волн движу
щимися источниками в неограниченных, хорошо проводящих средах, 
помещенных в магнитное поле, рассматривалось в ряде работ [1, 2, 3]. 
Однако в связи с развитием экспериментальной и технической магни
тогидродинамики возникает необходимость исследования соответ
ствующих вопросов для ограниченных сред.

Ниже рассматривается вопрос о возбуждении черенковских маг
нитогидродинамических волн в цилиндрическом волноводе произволь
ного сечения, заполненном магнитогидродинамической средой, движу
щимся сгустком заряженных частиц, обладающим электрическим и 
магнитным дипольными моментами и источником массы.

Пусть цилиндрический волновод произвольного сечения с осью 
параллельной оси z заполнен сжимаемой невязкой идеально проводя
щей жидкостью, и параллельно оси волновода наложено постоянное 
внешнее магнитное поле. Вдоль 'оси волновода движется точечный 
источник, обладающий зарядом g0, магнитным и электрическим момен
тами то и р0, массой Qo.

Система линейных уравнений магнитной гидродинамики, описы
вающая малые возмущения в сжимаемой невязкой идеально проводя
щей среде в отсутствии гравитационных сил [4] при наличии сторонних 
силовых источников в уравнении движения и источников массы Q, 
имеет вид

Ро~ = grad р = —rot Л X Но— — i X Но, 
at 4* с

dp -----1- р0 div v = 
ot

(1)

rot (v x Ho), 
ot
grapd =c/gradp,



Возбуждение магнитогидродинамического волновода 201

где р0 и //о — невозмущенные значения плотности и магнитного поля в 

среде, р, р, V, А — малые отклонения от равновесных значений дав
ления, плотности, скорости и магнитного поля, сг— гидродинамиче

ская скорость звука, у и (2 — плотность стороннего электрического 
тока и распределения инжектируемой массы соответстственно. Из 
системы уравнений (1) получим уравнение для вектора скорости

—Г = сг ЗТ^ ^у V + с\ (го! го! (о X е?) X вг) —

---- — X Но)------ -  £гас! 3, (2) 
рос / р0

Яо Л ' „где с. = —/=--- скорость волны Альфвена, е։ — единичный вектор
И 4-ро

оси г. Ток у движущегося сгустка зарядов запишем в виде

у = с го! М 4- » (3)
01

где и0 — скорость источника.
Полагая, что все величины зависят от времени как е~'“', полу

чим следующие выражения для Фурье-компонент плотностей заряда 
£, магнитного и электрического моментов М и Р:

= г(х —х0)3(у—^
2^0

^« = т~^՜ е " 3 (х — х0) з (у — Уо)> (4)
2"у0

^-=7----« о(ж —х0)3(у — Уо),

и аналогично для <2„:
. о»

С-8(х —х0)8(у — у0). (5)
2^^0

Очевидно, что искомые величины р, р, и, Л и т. д. зависят от г так

же как и источники (4) и (5) посредством множителя ехр|г—г .
I «о

Введем потенциал, как это было сделано в (5]:

и = дух 
д7

^Оу 

ду
(6)
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Иэ уравнения (2), с учетом (4)—(5), после некоторых преобразований 
получим следующее уравнение для и*:

/ ш \ ։
А хи* + (— Н и» = (7)

Х^о/
где

, (1-^)(1-М).
И (Л^+М-1) (8)

(9)

(Ю)

и, кроме того, введены обозначения
д' ^ , . А,

дх* дуг дх ду

МА = ^ = ^ , Мг= -^ = ^ • 
”А СА ^Т СГ

УА и иг — фазовые скорости альфвеновской волны, распространяю

щейся параллельно полю, и звуковой волны (при Но = 0) соответствен
но. В отсутствии вязких и джоулевых потерь иА = сА и ит =сг. Если 
же проводимость среды конечна или появляется вязкость, то в ре
зультате диссипативных процессов колебания затухают. В этом слу
чае к первому и третьему уравнениям (1) добавляются диссипативные 
члены [4], приводящие к дисперсии фазовых скоростей vA и ит, ко
торые теперь становятся комплексными величинами, мнимые части 
которых определяют фазовые сдвиги скоростей юА и ют по отноше

нию к возмущениям магнитного поля А и плотности р.
На границе волновода нормальные составляющие скорости среды 

равны нулю. Это условие для и имеет следующий вид:
ди _ диш 

дч * д'/ г
(П)

где 2 — граница волновода и * — ее нормаль.
Соотношения (7) и (8) определяют хорошо известную вторую 

краевую задачу для уравнения Гельмгольца [6]. Пусть {фя| и {Хд)—из
вестные нам системы собственных функций и собственных значений 
этой краевой задачи. Тогда решение (7) будем искать в виде

ии = 2 и»л % (х, у), 
п

(12)

Подставляя (12) в (7) и разлагая правую часть (7) по системе функ
ций (фя), получим
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(13)

где /л-Л Фя (х, У) ^5 и интегрирование ведется по площади по

перечного сечения волновода. Особенность знаменателя в (13) типа 
простого полюса позволяет найти потенциал по его Фурье-представле
нию. В самом деле, рассматривая интеграл по частоте как контур
ный, с обходом полюса в (13), диктуемым условиями излучения, по
лучим после интегрирования следующее выражение для потенциала и'

и = 2 101% (х, у), 
Л

где ип имеет вид

2 Л
= Г п е |4х|—(роХ?ЛЛ) + г\Мл-

4р 1 - Мл) I «о I с
(14)

— “>„ (то X 71’^) ^о՜^ ОоФл 
а-л^Ь У-У°

Величина шя, входящая в (14), определяется из следующего выражения 
для частот излучения:

»Л = Хл«о
^ + ^г-1 

(1֊^)(1֊М)՜ (15)

Как видно из (15), спектр излучения — дискретный и зависит от Хя. 
Условие действительности частот излучения приводит к неравенству

^ + ^-1 ^0 
(1֊^)(1֊М) ^ ' (16)

которое является условием черенковской генерации магиитогидродина- 
мических волн. На рисунке, в плоскости чисел Мл и Мт, заштрихованы 
области, в которых выполняется неравенство (16). При этом области „1“ 
и „2“ являются областями излучения медленной и быстрой волн соот
ветственно.

Соотношение (14) позволяет найти значения величин Л, V, р, р, 
которые определяются с помощью и, следующим образом:

Лг = — 1На 3 — фя (х, у) 
я “я

1=^2^^^л(х, у)
(17)



(18) 
«^---- (х, у)

г л л

ст —Мт) п
Мощность черенковских магнитогидродинамических волн, излучае 

мых движущимся источником, может быть рассчитана с помощью вы
ражения для потока энергии

^ = РУ + ^ХК, (20)

где е — возбуждаемое источником электрическое поле, 
г= — — V Х^о- 

с
Значение полного потока мощности через сечение волновода получим, 
проинтегрировав продольную составляющую gz по площади поперечного 
сечения волновода 5,

2(1-лМп ‘Л I (лй-1)։ \ ш« / /

Следует отметить, что расходимости в выражении (21) при
у0 = ст, У0 = с А, «о = сА.сг (с^ + с2,-)՜1'2 (22)

устраняются при учете вязких и джоулевых потерь.
Действительно, наличие вязкости и конечной проводимости при

водит к тому, что vA, УТ (а, следовательно, Л/д, Мт) становятся ком-
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плексными и при выполнении условий (22) выражения (14), (21) при
нимают конечные значения.

Поступила 25.Х.1971
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ՄԱԳՆԻՏ Ո2ԻԴՐՈԳԻՆԱՄԻԿ ԱԼԻՔԱՏԱՐԻ ԳՐԳՌՈՒՄԸ 
ՇԱՐԺՎՈՂ ԱՂԲՅՈՒՐՈՎ

Կ. Ա. ՒԱրՍՈԻԿՈՎ, Վ. Ն. ԿԱԴԱՆՑ11Վ

Դիտարկված է մագնիտոհիդրոդինամիկ միջավայրով լցված կամավոր կտրվածք ունեցող 

ցիլինղրիկ ալիքատարում լերենկովյան մագնիտոհիդրոդինամիկ ալիքների գրգռումը' զանգվածք 

ելեկտրական և մագնիսական դիսլոլային մոմենտ ունեցող մասնիկների շարժվող թանձրուկով,

ON THE EXCITATION OF MAGNETOHYDRODYNAMIC 
WAVEGUIDE BY A MOVING SOURCE

K. A. BARSUKOV, V. N. KADANTSEV

The problem of Cerenkov magnetohydrodynamic wave generation in a cylind
rical waveguide of arbitrary section filled with magnetohydrodynamic medium is 
solved in linear approximation. A bunch of charged particles moving along the wave
guide axis in taken as a perturbance point mass source, possessing the electric and 
magnetic dipole moments.

The energy losses due to the Cerenkov radiation of magnetohydrodynamic 
waves are determined.
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О ВЛИЯНИИ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЯРИЗАЦИИ 
НА КОЭФФИЦИЕНТ УСИЛЕНИЯ УЛЬТРАЗВУКА 

В ПЬЕЗОПОЛУПРОВОДНИКАХ

н. п. ИСПИРЯН

В работе рассмотрено влияние слабой нелинейной поляризации на 
коэффициент усиления ультразвука в пьезополупроводниках.

Показано, что с увеличением напряженности поляризующего поля 
коэффициент усиления уменьшается, вместе с тем уменьшается и часто
та максимального усиления.

В связи с большими перспективами применения эффекта усиле
ния ультразвука с дрейфовым потоком электронов вопросы теории 
электроакустических взаимодействий приобрели большой практический 
и теоретический интерес.

Однако вопрос о влиянии нелинейной поляризации полупровод
никовой среды на конвективную неустойчивость (пространственное на
растание амплитуды колебаний) остается нерассмотренным, хотя, как 
известно [1—3], типичные полупроводники обладают аномально боль
шой нелинейной поляризуемостью.

Целью настоящей работы является учет влияния нелинейности в 
поляризации на коэффициент усиления ультразвука. При этом рас
сматривается область слабой нелинейности, в которой поляризуе
мость можно представить в виде

Х^ + тЯр, (1)
или то же самое, что

8 = 8о + 4^Ер, (2)
где ։0 = 1 т 4кХ0.

ео и А)—соответственно диэлектрическая проницаемость и поляри
зуемость пьезополупроводника в полях, при которых еще не возни
кает нелинейность, Ер —напряженность поляризующего поля.

Основные уравнения задачи следующие:
Т = сЗ— еЕ, (3)
О = еЗ 4՜ &Е, (4)

^и дТ Р, 
дх (5)

дБ— = - 4*Чп, 
Ох

(6)

д) _ ^п 
дх ^ д1 (7)



Коэффициент усиления ультразвука в пьезополупроводниках 207

/ = <7 («о + л) v-E + qDn • (8)
Ох

Здесь с, е, е, Т, 5—соответственно тензоры упругих, пьезоэлек
трических постоянных, диэлектрической проницаемости, напряжений и 
деформации; D, Е, / — электрическая индукция, напряженность элек
трического поля и плотность тока; Da — коэффициент диффузии, 9—за
ряд и р — подвижность электронов; р — плотность материала, п0—рав
новесная концентрация электронов проводимости, ап — отклонение от 
нее, вызванное звуковой волной. Для простоты индексы у соответ
ствующих тензоров опущены. Пусть

Е = Ео + Ег ехр [— г (ш# — кх)],
(9) 

D — Do-\- D1 ехр [— г (<»7 — кх)],

где индексы 0 и 1 относятся соответственно к величинам при отсут
ствии и присутствии ультразвуковой волны.

Будем считать, что переменное электрическое поле Е^, генери
рованное самой звуковой волной и сопровождающее ее, мало по сравне
нию с полем, приложенным извне, а неравновесная концентрация 
электронов п, „созданная" звуковым возмущением, меньше основной— 
равновесной концентрации пп.

Следовательно, в уравнении (8)
пЕ^ ^ п^Е^ и пЕ^ ^ п^Е^

т. е. можно пренебречь членами, содержащими произведение двух 
амплитуд. Из уравнений (2) —(8) с учетом этих приближений, уравне
ний (9) и 5=^, где и — смещение частиц среды (в продольной вол- 

дх
не) [4], получим

где

д*и , даи о----= с ----- »
di2 дхг

(Ю)

(И)

(12)
8 = 1֊^. 9 = 1+^£р.

>0 «О

а — удельная проводимость пьезополупроводника, о0—скорость уль
тразвука, од — дрейфовая скорость электронов, 7 — коэффициент ли
нейной зависимости поляризуемости от поля.
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Коэффициент пространственного нарастания амплитуды волны 
выражается через комплексную постоянную упругости следующим 
образом:

а = шр։'*1т[(с')-1/г]-

С учетом (11) для а получим

а = ш
1 ^ 8’в’ш’ V ^ 6

(13)

Коэффициент Н как функция от частоты при частоте звуковой
волны

(14)

имеет максимум, равный 
1 е2 («»

М“=^^-₽- <։5>
Из (14) и (15) видно, что |а|ш։х уменьшается с увеличением 9, 

вместе с тем уменьшается и частота максимального усиления.
В заключение, принимая 7 ~ 1/3-10* сл«/в '[1 3], приведем некото

рые приближенные оценки (см. таблицу),
Таблица

Да I 
где — — 

“о I

в

см
10' 10’ 3 10» 6-105 10'

Да
— ; °/. 
“о

0 5 13,3 24 35

относительное изменение максимального усиления, ап—зна

чение выражения (15) при 0 = 1 (или £^^10* в!см).
По-видимому, экспериментально можно обнаружить вышеуказан

ный эффект нелинейности, освещая пьезополупроводник лазерным 
пучком с напряженностью поля £р~105 в/см.

Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность 
своему научному руководителю доктору физико-математических наук 
В. С. Сардаряну за постановку задачи.

Ереванские политехнический институт Поступила 29.ХП 1971
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ՊՅԵԶՈԿԻՍԱ2ԱՂՈՐԳԻՉՆԵՐՈԻՄ ՈԻԼՏՐԱՉԱՅՆԻ ՈՒԺԵՂԱՑՄԱՆ 
ԳՈՐԾԱԿՑԻ ՎՐԱ ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ ՐԵՎԵՌԱՑՄԱՆ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ն. «I. ԻՍՊՒՐՅԱՆ

Աշխատանքում քննարկված է պյեղոկիսահաղորդիչներում ուլտրաձայնի ուժեղացման գոր

ծակցի 4l”" P”LH ”Լ գ*ա1^ րևեոացման ազդեցությունը։
Ցույց I տրված, որ ուլտրաձայնի ուժեղացման գործակիցը փոքրանում է բևեռացնող դաշտի 

լարվածության մեծացումից, փոքրանում է նաև մաքսիմալ ուժեղացման հաճախականությունը,

EFFECT OF NON-LINEAR POLARIZATION ON ULTRA-SOUND 

AMPLIFICATION FACTOR IN PIEZOSEMICONDUCTORS

N. P. ISP1RIAN

The effect of slight nonlinear polarization on ultra-sound oscillation amplifi
cation factor in piezosemiconductors is considered.

The growth of the intensity of polarization field is shown to reduce the 
amplification factor and maximum amplification frequency.
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РАЗМЕРНО-КВАНТОВАННЫЙ СПЕКТР И ВОЛНОВЫЕ 
ФУНКЦИИ ЭЛЕКТРОНОВ В ПОЛЕ СИЛЬНОЙ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ

Г. М. АРУТЮНЯН, А. О. АЗИЗЯН

В настоящей работе рассматривается взаимодействие электромаг
нитного поля с электронами в условиях размерного квантования. За
дача допускает точное решение.

Получены точные волновые функции вблизи резонанса. Показано, 
что энергетический спектр электронов в электромагнитном поле пере- 
странвается.

Вычислены продольные и поперечные времена релаксаций электро
нов на фононах.

Как известно [1], для описания электронов в пленке в отсут
ствии взаимодействия может быть выбрана модель одномерной потен
циальной ямы с бесконечно высокими стенками. Удобно выбрать ось

г по нормали к пленке и задавать положение г электрона его радиу- 

сом-вектором в плоскости пленки р и координатой я. Будем пользо
ваться методом эффективной массы. Тогда собственные функции и 
собственные значения одноэлектронного уравнения Шредингера в не
возмущенной задаче имеют вид

Ф- (г) = ?- (Р- = 77 е 5Ш — >
*, л *, л \у / <1

л — 2т* \ <1г )

(1)

(2)

где к — волновой вектор электрона в плоскости пленки, п — целое 
число, квантующее энергию движения электрона по оси я, <1 — тол
щина пленки, V — ее объем, т* — эффективная масса электронов в 
пленке. В условиях размерного квантования квантуются поперечный 
квазиимпульс и энергия электронов, продольная же энергия не кван
туется.

Пусть теперь на пленку, у которой заполнен один пленочный 
уровень, падает линейно-поляризованная по оси г электромагнитная 
волна с частотой 2, близкой к разности поперечных энергий второго 
и первого уровней, так что

Ц = й(2+е)=-1±, (3)

где ։ — расстройка резонанса.
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При d = 10՜6 см, т* = 0,01 то%1О‘и г (т0— масса свободного 
электрона), Лш։~0,9 эв, что соответствует частоте падающего из
лучения 2 = 10’* сек՜1.

Выбирая напряженность электрического вектора в волне в виде
- - - 1 дА

Е = Ео sin 2Z и воспользовавшись соотношением Е=----------- • для
с dt 

гамильтониана пленочной системы в поле излучения (4) будем иметь

/7=//o + ^cos2^, (4)

где На— гамильтониан невозмущенной пленочной системы.
Вблизи резонанса в (4) мы пренебрегаем членом, пропорциональ

ным |Л|։, как это сделано в [2].
По определению

Л, 1 я, 1 kt 1 fS\
= Е~ U

л, 2 *, 2 л, 2 J •

Решение уравнения Шредингера

ift ^ = Щ (6)
di

будем искать в виде [3]

~ЪЕ~‘ -i-E^t+ш (7)
ф = а (<) Ф- е ’ + b (<) е *' 2

Л. 1 *, 2

Подставляя (7) в (6), воспользовавшись (5) и приближением резонан
са в/ш0<^1, будем иметь

<М0 _ „ д/м
—— = —a06(f), 
at

+ i^b (t) = (0. (8)at
где

3 m*d^

-I1'
Система (8) допускает решение типа е , где возможные значе
ния К есть

Ч 2 = ^(1 +/1+5), (9)

а безразмерный параметр интенсивности определяется соотношением

е = ^1 = ЛА (ю)
е» \3 m^dQe/ V '
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Как видно из (10), даже при относительно слабых полях и фик
сированной расстройке параметр Е может оказаться довольно боль
шим из-за малости толщины пленки и эффективной массы квазичас- 
стицы.

Например, для е = 1012 сек՜1, что соответствует энергии рас
стройки 0,01 эв, Е ~ 1 уже для полей £0 ~ 10 в/см.

Соотношения (9) и (10) определяют сдвиги энергий пленочных 
уровней. Наличие электромагнитного поля приводит к „перепутыва- 
нию“ пленочных состояний аналогично с двухуровневым атомом [3].

При выключении поля (; —»0) ^-*0, а ^—*Й®, поэтому \ соот
ветствует сдвигу пленочного уровня с п = 1, а )г с л = 2.

Приведем значения энергий пленочных уровней в поле электро
магнитной волны:

Ei ^Е^ +\=Е^ +1֊(1-/1+0,
А, I *, 1 *, 1 2

Ei =Е- + >s -hb= Е- - — (1 - У ГП)-
А, 2 А, 2 А, 2 2

(11)

Как видно из (11), в присутствии электромагнитного поля энер
гетический спектр перестраивается.

При X = Хь 2 из (8) следует

где

к|*= ITT+T (13)
определяется из условия нормировки волновых функций.

Нетрудно убедиться, что при Е -* 0 волновые функции (12) и 
энергии (11) принимают свои невозмущенные значения (1) и (2).

Воспользовавшись (12), вычислим вероятность продольного рас
сеяния электронов на фононах (фононы в пленках считаем теми же, 
что и в массивном образце). Матричный элемент рассеяния, вычислен
ный методом деформационного потенциала, равен

М^. _» = С div £/ф- d V, (14)
A, A' J *' 1 «.։

где Л' = Л + 9 (д — проекция волнового вектора на плоскость плен

ки), & U — вектор смещения в акустической волне.
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Вектор и выбираем в виде плоской волны, нормируя ее так, что
бы энергия колебания с данным волновым вектором д равнялась к0Т.

Тогда для вероятности продольного рассеяния будем иметь

^ц(^ 2^ Е?^Г 1 х
Й Ро^о 1 + ’

з1п։ — ’ (£-
2 * +

сое’ [2 (£_ - £_ - Йш- - Й2) + о(Е_ - Е^
2 *+? * я *+ч *

(15)

Здесь Ех—константа электроя-фононного взаимодействия, р0— плот
ность кристалла, и0 — скорость продольных волн, а коэффициенты 
а, Р, 7 соответственно равны

4г.» , = 16^ ,
дЛ (4г։ — д^*) д^ (16*» — дЬ1*)

— 8г2
(16)

Суммируя (15) по д и д։, для продольной релаксации на первом
пленочном уровне получаем

1 1 2
’п "о 1 4՜ ?

Здесь

֊(1 + У1 + 0' +(1+ —Ч-вн֊—(—>=) ■ 
4 ' \ 18г2 / 8 \1 +УШ/ ]

(17)

1_ = Е?£о Гт*
•о </р0Й’«?

ходим
Для электронов второго пленочного уровня аналогичным образом на

Выражение для поперечных релаксаций рассеяния электронов на 
фононах имеет следующий вид:

= _1_ = 1 2
тп ’и то 14՜

(19)
Заметим, что формулы (15, 17—19) верны для достаточно высо

ких температур и получены в случае к— 0. Однако при 0 < & <^ — 
Л 

результаты заметно не изменятся [5].
При увеличении интенсивности электромагнитного поля (пара

метр Е) вероятность продольного рассеяния на первом пленоч.
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ном уровне уменьшается и увеличивается на втором, а вероятность 
поперечного рассеяния растет.

Как и следовало ожидать, при ? — со времена релаксаций стре
мятся к определенным значениям (насыщение).

При выключении внешнего электромагнитного поля (5 -* 0) фор
мулы (15—19) переходят в соответствующие выражения, полученные 
в работах [4, 5].

В заключение авторы выражают благодарность В. С. Сардаряну 
за постановку задачи и М. Л. Тер-Микаеляну за обсуждения и ценные 
замечания.
Институт физических исследований 
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ԷԼԵԿՏՐՈՆՆԵՐԻ ՋԱՓԱՅԻՆ ՔՎԱՆՏԱՑՎԱԾ ՍՊԵԿՏՐԸ ԵՎ ԱԼԻՔԱՅԻՆ 
ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԸ ՈՒԺԵՂ ԷԼԵԿՏՐԱՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ

Գ. Մ. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ, Հ. Հ. Ա&Ի&ՅԱՆ

Աշխատանքում դիտարկված է ուժեղ էլեկտրամագնիսական դաշտի փոխազդեցությունը 

էլեկտրոնների հետ չափսերի քվանտացման պայմաններում։ Խնդիրը թույլատրում է ճշգրիտ լու

ծում։

Գտնված են ճշգրիտ ալիքային ֆունկցիաները ռեզոնանսի մոտ։

Ցույց է տրված, որ էլեկտրոնների էներգետիկ սպեկտրը էլեկտրամագնիսական դաշտում 

վերադասավորվում է։

Հաշված են ֆոնոնների վրա էլեկտրոնների լայնական և երկայնական ոելաքսացիոն ժամա

նակները։

THE DIMENSION-QUANTIZED SPECTRUM AND ELECTRON 
WAVE FUNCTIONS IN THE HELD OF STRONG 

ELECTROMAGNETIC WAVE

G. M. HARUTUNIAN, A. O. AZIZYAN

The interaction of an electromagnetic field with electrons under dimensional 
quantization conditions is considered in the present paper.

The problem allows^for an exact solution.
The exact wave functions near resonance are derived. It is shown that ener

getic spectrum of electrons in electromagnetic field rearranges. Longitudinal and 
transversal relaxation times of electrons on phonons are calculated.
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К ВОПРОСУ О ЗАВИСИМОСТИ МУАРОВЫХ КАРТИН 
ОТ ДЛИНЫ ВОЛНЫ

Ф. О. ЭЙРАМДЖЯН, П. А. БЕЗИРГАНЯН

Показано, что рентгено-интерферометрические муаровые узоры 
зависят от длины волны.

Как известно, элементарная теория [1—3] муаровых картин по
казывает, что эти узоры возникают при наложении двух кристаллов, 
различающихся параметром или ориентировкой. Если кристалл рас
сматривать как штриховую дифракционную решетку, штрихи которой 
параллельны плоскостям решетки, находящимся в вульф-брегговском 
отражающем положении, то при наложении двух кристаллов с неболь
шой разницей в ориентации для периода<муаровых узоров, получается

Я = —’ (1)а
где д — межплоскостное расстояние отражающих плоскостей, 

а — угол между отражающими плоскостями этих двух кристаллов, 
О — период муаровых полос.

При наложении двух строго параллельных кристаллов с несколь
ко отличающимися периодами с/։ и </2 также возникают муаровые узо
ры с периодом

В = _^-. (2)

Если налагаемые кристаллы отличаются друг от друга как парамет
ром, так и ориентировкой, то период муаровых картин определяется 
выражением

^Ч՜^^՜՜^]՜*' (3)

Известно также, что муаровые полосы вращения получаются парал
лельными плоскости падения (перпендикулярно штрихам дифракционной 
решетки), полосы параллельного муара перпендикулярны плоскости, 
падения (параллельно штрихам решетки).

Далее, в случае, когда одновременно <УХ — d։ и а отличны от ну
ля, получаются контуры (полосы), которые с дифракционным векто
ром составляют угол

агс1г ’ (4)

Как видно из (1)—(4), период муаровых картин и наклон их по
лос не зависят от длины волны, т. е. с изменением длины волны муа
ровые узоры не меняются.
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Рентгеновские муаровые картины, полученные в работе [4], так
же не зависят от длины волны.

Однако наши экспериментальные исследования показали, что 
муаровые картины, полученные с помощью рентгеновских интерферо
метров, зависят от длины волны.

Поэтому целью излагаемой работы является исследование харак
тера зависимости муаровых узоров, полученных рентгеновским интер
ферометром, от длины волны.

§ 1. Зависимость муаровых картин от места расположения зоны 
облучения на расщепителе рентгеновского интерферометра

Как уже сказано, обычно муаровые картины возникают, когда 
налагаются друг на друга два кристалла, несколько различающихся 
параметром или ориентировкой. Однако характер возникновения муа
ровых картин в рентгеновских интерферометрах (Ш-образный интер
ферометр по Лауэ) (рис. 1) несколько иной. Здесь муаровые узоры 
возникают наложением в анализаторе (А) двух лучей (а и б), возник
ших в расщепителе (5) расщеплением первичного пучка и отражен
ных в различных участках зеркала 1 и 2.

Рис. 1. Ход лучей в интерферометре.

Конечно, муаровые узоры не получились бы. если кристалличе
ские решетки всех трех блоков имели бы строго одинаковые ориенти
ровки и межплоскостные расстояния. Возникновение этих узоров сви
детельствует о том, что из-за разориентировки (а ^ 0) и деформации 
(с^!^^) кристаллических решеток блоков интерферометра возникли 
разности фаз между лучами (а) и (б).

Нетрудно убедиться в том, что муаровые узоры главным обра
зом обусловлены разориентировками и изменениями межплоскостных 
расстояний различных частей зеркала (среднего блока) друг относи՜ 
тельно друга.

Действительно, ведь, строго говоря, каждая пара лучей пучков 
(а) и (б), расположенных в одной и той же плоскости, перпендику
лярной к блокам интерферометра (горизонтальная плоскость), выходит 
из одной точки (или из небольшого объема) и сходится в одну точку 
или в небольшой объем) анализатора; следовательно, муаровые узоры 

не могут быть обусловлены разориентировками или изменениями меж
плоскостных расстояний различных частей расщепителя (или анализа

тора) друг относительно друга. С другой стороны, пучки (а) и (б)



Рентгено-интерферометрические муаровые узоры 217

отражаются от частей зеркала 1 и 2, расположенных достаточно далеко 
друг от друга. И, следовательно, вероятность того, что решетки этих 
участков достаточно разориентированы и имеется разброс межплоско
стных расстояний, вследствие чего возникают муаровые узоры, мо
жет быть значительной.

То, что муаровые картины обусловлены главным образом зерка
лом, мы убедились и экспериментальными исследованиями. Опыт пока
зывает, что одни и те же механические воздействия, проводимые на 
блоках интерферометра, изменяют муаровые картины только в том 
случае, если они произведены на зеркале, однако на этом вопросе мы 
здесь не будем останавливаться.

Наша цель—показать —экспериментально, что когда падающий пу
чок меняет свое место на расщепителе 5, то узоры муаровой карти
ны меняются. Для этой цели был установлен рентгеновский интерфе
рометр по Лауэ в камере Ланга-Миускова и произведена сканировка 
по схеме, показанной на рис. 2. При неподвижном пучке и диафрагме, 
сканируются интерферометр с пленкой. Полученная муаровая картина 
приведена на рис. 3.

Как видно из этого рисунка, в 
направлении сканировки муаровая 
картина непрерывно меняется поч
ти от точки к точке.

Рас. 3. Муаровая картина при скани
ровании интерферометра.

Рис. 2. Схема сканирования ин
терферометра.

Итак, мы пришли к выводу, что муаровые узоры, полученные от 
рентгеновского интерферометра, изменяются с изменением места па
дения первичного пучка на расщепитель 5.

§ 2. Зависимость муаровых картин, полученных рентгеновским 
интерферометром, от длины волны

Для исследования зависимости муаровых картин от длины вол
ны нами были получены муаровые картины от одного и того же уча
стка расщепителя (5) и анализатора (Л) данного интерферометра с 
излучениями СиКл. NiKa, СоК„ РеКл. Для получения снимков от за-
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данного участка расщепителя и, следовательно, анализатора, интерфе
рометр был установлен на камере так, чтобы облучающий участок на 
расщепителе находился на оси вращения лимба камеры. Эти картины 
приведены на рис. 4.

Рис. 4. Муаровые картины при излучении с различными 
длинами волн.

Как видно из этих рисунков, муаровые картины этих излучений
отличаются друг от друга, несмотря на то, что они получены от од
них и тех же участков расщепителя и анализатора.

Однако нетрудно убедиться в том, что причина различия этих 
картин не в длине волны, а в том, что при различных длинах волн 
облучаются различные участки зеркала. Действительно, при излуче
нии СиКл расстояние между участками 1 и 2 (см. рис. 1) определяет
ся выражением

где
^>1 —211? ®к

6Т = аге эш '•СиК'
2й

I — расстояние между блоками интерферометра.
А при излучении №КЛ для этого расстояния получим

А2 = 2 71г 02.
Ясно, что £։ > 2^, так как Кшка > кСикл и 02 ^> 0Г Следовательно, при 
излучении МКа облучаются более удаленные участки зеркала, и по
этому периоды муаровых картин, полученных разными излучениями, 
различаются.

Так как интерферометр был изготовлен из почти идеального кри
сталла (плотность дислокации р=^10—20 сл<՜2), то а7х л; б7։ ^ </։ж>,
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и из (2) следует

откуда для относительного разброса (bd = dx — dt) получим 
^±= d_
d D '

В таблице приведены результаты для разных излучений
Таблица

Излучения — 107 
d

СиК, 
NIK, 
СоК. 
FeK*

7,28
7,81
9,26

10,93

Мы могли бы убедиться в независимости муаровых картин от 
длины волны, если бы при облучении одних и тех же участков зерка
ла волнами различных длин получили бы одинаковые муаровые кар
тины.

Для реализации такого опыта мы должны исходить из следую- 
щего соображения.

Допустим имеем два излучения с длинами волн ^ и Α։ И С ПО
МОЩЬЮ интерферометра получаем муаровые картины, тогда имеют 
место условия

2 d sin 9i = n^,
2 J sin 9а = nj2.

В этих двух случаях одни и те же участки зеркала будут облучаться
в том случае, если 9Х = 6։, откуда 
п^^ —- п212, т. е.

(5)

Следовательно, если мы найдем
два излучения, удовлетворяющих 
условию (5), то тогда облучи
лись бы одни и те же участки зер
кала интерферометра, и, таким об
разом, этот опыт однозначно ре
шил бы вопрос зависимости муаро
вых картин от длины ВОЛНЫ. п , _ _гис. 5. Трехблочный интерферометр.

Однако, по-видимому, условие
(5) практически трудно осуществить (или вообще неосуществимо)
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из-за конечного числа набора трубок с различными анодами. Во 
избежание этого, можно изготовить трехблочный интерферометр с 
подвижными блоками так, чтобы имело место условие (рис. 5)

և tg ei = 4 tg 0շ.

Тогда при любом излучении облучаются те же области интерферо
метра.
Ереванский государственный
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ԱԼԻՔԻ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅՈՒՆԻՑ ՄՈՒԱՐԻ ՊԱՏԿԵՐՆԵՐԻ ԿԱԽՄԱՆ 
ՀԱՐՑԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

1. 2. ԷՑՐԱՄՋՅԱՆ, Պ. 2. ԲԵԶԻՐԳԱՆՅԱՆ

Ցույց է տրված, որ ոենսւգենյան ինտերէիհրոմետրից ստացված մոլարի պատկերները կախ
ված են ալիքի երկարությունից, քանի որ ալիքի տարրեր երկարությունների ցեպքում £ա֊ 
ոագայթվռւմ են բլոկ֊հայելոլ տարրեր մասերը։

A NOTE ON THE DEPENDENCE OF MOIRE PATTERNS 
ON THE WAVE-LENGTH

F. H. EIRAMGIAN and P. H. BEZIRGANIAN

Moire patterns obtained by an X-ray interferometer are shown to depend on 
the wave length, as for different wavo-lengths different parts of the block-mirror 
are irradiated.



Изв. АН Армянской ССР, Физика, 7, 221—228 (1972)

ОПИСАНИЕ УСТАНОВКИ ПО ИЗУЧЕНИЮ НЕУПРУГИХ 
ЯДЕРНЫХ ПРОЦЕССОВ НУКЛОНОВ ПРИ ЭНЕРГИЯХ 

5 10“-2 10й эв И АНАЛИЗ ЕЕ РАБОТЫ НА ВЫСОТЕ 3250 ж 
НАД УРОВНЕМ МОРЯ

Э. А. МАМИДЖАНЯН, М. О. АЗАРЯН, Р. А. БАДАЛЯН, 
Р. М, МАРТИРОСОВ, М. М. МУРАДЯН

Описывается установка по изучению неупругих ядерных взаимо
действий нуклонов в углероде и железе при анергиях 5-10։։—2-10։։ за.

Она сконструирована на базе большого ионизационного калори
метра на г. Арагац в сочетании с годоскопической системой, предна- 
значонпой для идентификации сорта космических адронов.

Приводится анализ параметров годоскопической системы за 
1000 часов работы установки.

Показано, что предлагаемый метод определения сорта ядерно-ак- 
тивных частиц является простым и достаточно надежным.

В настоящей статье приводится описание установки, состоящей 
из ионизационного калориметра и годоскопической системы счетчи
ков Гейгера.

Электронные схемы были разработаны в МГУ. Монтажные и на
ладочные работы проводились совместно двумя группами (МГУ и 
Ереванский физический институт) на высокогорной станции Арагац. 
Предварительная эксплуатация установки (>1000 часов измерений) и 
излагаемый ниже анализ надежности работы годоскопической системы 
установки проведены в Ереванском физическом институте.

Установка позволяет выделять нуклоны с энергией 5-10п—2-10й эв 
и изучать характеристики неупругих ядерных взаимодействий нукло
нов с веществом.

Калориметр, измеряющий энергию адрона с большой точностью 
(дисперсия измерения 5 = <(1п£— 1п Е^)8 > = 0,22), подробно описан 
в ряде работ (напр. [1]). Схематический вид всей установки приво
дится на рис. 1.

При измерении энергии Е1г выделенной адроном в калориметре, 
необходимо пользоваться формулой

XII
Ех = 0,76 ЛО8 (/.у 4^0+ 1.52 Л08 (/„1 +/у + 2 //) + 5 Л087хп,

/—VII

где /; — суммарный толчок в г-ом ряду камер, выраженный в числе 
релятивистских частиц, прошедших по диаметру камер, а Е? выраже
но в эв.

Расположенные над калориметром два ряда ионизационных камер 
со свинцовыми фильтрами служат для определения энергии электрон
но-фотонной (э—ф) компоненты:
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Рис. 1. Схематический вид установки.

£, = 1,78 10е •/,. и, 
где /։, и — максимальный толчок в одном из верхних (I и И) рядов 
камер.

Находящийся выше графитовый фильтр толщиной 60 г/см* слу
жит мишенью, в которой происходят ядерные взаимодействия адрона. 
Генерированные при этом ^-мезоны и дают начало э—ф каскадам.

Таким образом, полная энергия адрона £0 = £х + £,.
Два ряда серийно выпускаемых газоразрядных счетчиков СИ-5Г 

(верхний, I, ряд—420 счетчиков, по 10 в каждой коробке; нижний, 
Ц —360 счетчиков, 36 коробок), расположенных над мишенью и 
перекрывающих площадь калориметра, составляют годоскопическую 
систему, предназначенную для регистрации ливневого сопровождения 
я -а частиц, выделения одиночных адронов и для идентификации их 
сорта.

Регистрация событий происходит всякий раз, когда энерговыде
ление в калориметре превышает пороговую величину и годоскоп фик
сирует прохождение одиночных или с малым ливневым сопровождением 
(главным образом электронов) я—а частиц (<4 частиц сопровожде
ния на всей площади I ряда годоскопа).

12 рядов ионизационных камер позволяют достаточно точно оп
ределить координаты ядерно-каскадного ливня, вызванного частицей. 
Естественно, для анализа взаимодействий используются случаи, когда 
ионизация в калориметре образует ствол.

Критерий отбора адронов был следующий: ядерный ливень вы
зван нейтроном, если в коробке, соответствующей прохождению оси 
ливня, и двух смежных с нею не срабатывает ни один счетчик в обоих 
рядах. Частица считается заряженной, если в указанных коробках 
обоих рядов имеются сработавшие счетчики. При таком критерии
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из-за посторонних разрядов в счетчиках и просчете мы теряем события. 
Статистический анализ характеристик годоскопа, приведенный ниже, 
позволяет достаточно точно определить процент потерянных по это
му критерию событий.

Блок-схема установки приведена на рис. 2.

Рис. 2. Блок-схема установки.

Необходимыми для регистрации событий являются условия:
а) суммарная ионизация в любых двух рядах камер должна пре

восходить пороговую величину в 300 рел. частиц;
б) суммарная ионизация всех 12 рядов камер должна превосхо

дить величину в 5000 рел. частиц;
в) события должны быть одиночными, либо иметь малоплотное 

воздушное сопровождение.
При выполнении указанных требований блок управления установ

ки вырабатывает главный мастерный импульс, который запускает 
блок памяти (БП), блок регистрации (БР) и блок управления годоско
пом (БУГ).

БУГ вырабатывает и подает управляющий импульс на годоско
пические ячейки всех счетчиковых коробок. Каждая ячейка соединена 
с неоновой лампочкой фотографируемой годоскопической панели си
стемы регистрации. Система регистрации негативная.

Основными требованиями, предъявляемыми к годоскопу, явля
ются:

а) управляемость системы, т. е. не поджигание фотографируемой 
неоновой лампочки при пролете заряженного адрона через соответ-
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ствующую коробку счетчиков (назовем это одиночным срабатыва
нием) и отсутствие срабатывания’ (т. е. поджигание лампочки) при 
пролете нейтрона или же отсутствии частицы вообще.

б) высокая эффективность (~1ОО°/о) регистрации одиночных ча
стиц;

в) точное знание вероятности случайных разрядов в счетчиках;
г) надежность системы и прежде всего стабильность параметров 

во времени.
Экспериментальные данные, полученные нами, 'вполне определен

но указывают на выполнение всех этих требований.
Установка в описанном виде проработала более 1000 часов. Ежед

невно проверялись все 78 коробок счетчиков по скорости счета и форме 
импульсов и управляемость каждой годоскопической коробки. Короб
ка считалась управляемой, если при подаче двадцати стандартных 
сигналов с БУГ-а на данную ячейку соответствующая лампочка ни 
разу не поджигалась. В отсутствие же сигнала лампочка все время 
(20 раз) поджигалась.

Для статистического анализа работы счетчиков годоскопа были 
построены распределения числа сработавших коробочек в обоих рядах 
для событий, удовлетворяющих критерию отбора.

Если число срабатываний N представить в виде нормального 
распределения

/т=
' 1/2- V <№> - <Л>’

то более 60% всех экспериментальных точек ложится в доверитель
ный интервал <С^^> ± 1 <[^> для обоих рядов. При этом <^77>=48 
для I ряда и 97 для второго ряда.

Было построено и дифференциальное распределение частоты сра
батывания N. Эта зависимость п^) в виде гистограммы [приведена 
на рис. 3 (а, б) для верхнего и нижнего рядов. Можно показать, что 
она достаточно хорошо описывается в обоих случаях гауссовским 
распределением с <^7У> =48 и 97.

Для регистрации тройных совпадений, вызываемых пролетом ре
лятивистских мюонов через установку, в калориметре, на разных глу
бинах, расположены три коробочки счетчиков, аналогичных'счетчикам 
годоскопа.

Измерения методикой тройных совпадений проводились система
тически (по 50 точек ежедневно). В статье используются данные по 
1000 случаям.

При 100% эффективности и отсутствии случайных совпадений в 
счетчиках мы бы имели 1000 случаев с одиночным срабатыванием в 
обоих рядах. В таблице 1 приводятся экспериментальные данные.

Как видно из таблицы, годоскопическая система характерна поч
ти 100% эффективностью регистрации частиц:

«спет. = 97,5 ± 3,3%.



Установка по изучению неупругих ядерных процессов 225

п(М)

не. 3. Гистограммы распределения сра
ботавших годоскопических коробок по ра
бочим событиям для верхнего а) и ниж

него б) рядов годоскопа.
Таблица 1 

(В процентах к 1000 случаев)

Число случаев с одиноч
ным срабатыванием 

в 1 ряду

Число случаев с оди
ночным срабатыванием 

во II ряду

Число случаев с оди
ночным срабатыванием 

в обоих рядах

40,1±2,4 46,0+2,6 21.0±1,8

Число случаев с отсут
ствием срабатывания 

в 1 ряду

Число случаев с отсут
ствием срабатывания 

во II ряду

Число случаев с отсут
ствием срабатывания 

в обоих рядах

16,4=4=1.3 14,8+1,2 2,5+0,5

Если запускать калориметр т раз посторонним импульсом от спе
циального генератора стандартных сигналов (имитируя тем самым 
главный мастерный импульс БУ), то при достаточно большом т рас
пределение и число срабатываний в годоскопической системе позво
ляет экспериментально довольно точно определить вероятность слу
чайных разрядов в годоскопической системе, вызванных посторонними 
событиями.

Анализ случайных совпадений для т = 1500 дал следующие ре
зультаты:

а) вероятность случайных разрядов по обоим рядам составляет 
69,7±3,3%(76,5±3,7% по методике тройных совпадений). Это озна-
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чает, например, что при регистрации заряженных адронов —70% всех 
событий с одним и более сопровождением в обоих рядах фактически 
являются одиночными;

б) вероятность случайных совпадений в верхнем ряду составляет 
54,8%;

в) вероятность случайных совпадений в нижнем ряду составляет 
44% (довольно существенная разница в величинах вероятности в обоих 
рядах годоскопа объясняется некоторым поглощением ливневого со
провождения в ~10 г/см2 вещества между верхним и нижним рядами 
счетчиков);

г) вероятность одиночных и с разной степенью кратности слу
чайных совпадений в нижнем ряду составляет соответственно

^1' = 0,31, 1^2՛ - 0,12, 1^2 = 0,05.

Одинаковые характеристики случайных совпадений, измеренных 
нами в разное время эксперимента, свидетельствуют о стабильном ха
рактере работы годоскопической системы (таблица 2).

Таблица 2

500 случаев 500 случаев три ме
сяца спустя

Число случаев, когда в I ряду пет срабатывания 
(1—0) (независимо от II ряда) 199 234

Число случаев, когда во II ряду нет срабатыва
ния (II—0) (независимо от I ряда) 271 280

Число случаев, когда в обоих рядах нет сраба
тывания (I—0, II—0) 137 157

Число случаев, когда 1—0, II>0 62 74

Число случаев, когда 1—0, П>1 15 13

Число случаев, когда 1—0, П>2 3 4

Число случаев, когда II—0, 1>0 134 120

Число случаев, когда II—0, 1>1 46 33

Число случаев, когда II—0, 1>2 7 б

При идентификации событий по годоскопической системе следует 
учесть возможность попадания в счетчики годоскопа рассеянных заря
женных частиц малых энергий через боковую поверхность установки, 
а также возможность обратного тока заряженных ливневых частиц, 
зародившихся при взаимодействии „первичного" адрона с ядром ми- 
шени-углерода.

Построив распределение срабатываний всех коробок по случай
ным и рабочим событиям, можно убедиться, что боковой эффект не 
играет сколько-нибудь значительной роли — крайние коробки не отли
чаются большим срабатыванием.
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Количественная оценка этого эффекта показывает: из 1500 слу
чайных событий наблюдалось 679 случаев с отсутствием срабатывания 
в верхнем ряду, из которых лишь в 245 случаях отмечалось срабаты
вание в нижнем ряду. Следовательно, эффект рассеяния боковых элек
тронов может сказаться лишь в

245 ^йок. ~ = 36% всех случаев.

Можно оценить и обратный ток ливневых зяряженных частиц для 
II ряда (для первого ряда он практически отсутствует, так как меж
ду обоими рядами около 10 г/см2 вещества).

Для этого по пленкам было обработано ТУо = 123 рабочих собы
тий, удовлетворяющих системе отбора. При этом требовалось, чтобы 
в верхнем ряду не было ни одного срабатывания. Очевидно, что ука
занные события являются одиночными нейтронами с ~15% примесью 
одиночных заряженных я—а частиц, „бесследно" проскочивших верх
ний ряд. При этом в каком-то проценте событий срабатывания в ниж
нем ряду были вызваны взаимодействиями нейтронов с малой неупру- 
гостью в веществе между обоими рядами.

Доля событий 8, где сказывается обратный ток частиц, будет 
равна

, = ^-д- Л/.У-еп - АГ]1- 1^'- М'- W\' — Nl\■ У"2֊ 7У"0 • 17<и _

где Е| — эффективность регистрации частиц в I ряду—равна 1—0,16 = 
= 0,84 (см. табл. 1); ЕЦ -эффективность регистрации частиц во II ря
ду—равна 1—0,15=0,85;^"= 34; 7У{'= 32; ^2 = 30 —числа событий, 
когда во II ряду о^но, два и более двух срабатываний, соответственно;

^= ^'+ /^4- ^2=96.
Используя также величины 1Г, приведенные выше, пзлучаем 8 < 0,27.

Фактическая поправка на обратный ток еще меньше, так как си
стема антисовпадений (АС) отбирала случаи, когда в I ряду число 
сработавших коробок -С4. Естественно, при этом в нижнем ря
ду может срабатывать и большее число счетчиков, так как никакого 
ограничения в этом ряду нет. Эксперимент показывает, что при от
сутствии системы АС и в верхнем ряду величины <^ в обоих ря
дах в пределах статистических ошибок одинаковы. Это указывает на 
то, что обратный ток ливневых заряженных частиц, если и суще
ствует, то очень мал.

В заключение авторы выражают глубокую благодарность В. Я. 
Шестоперову за прочтение рукописи и ряд замечаний.

Поступила 13.XI.1971
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ЛИТЕРАТУР А

1. В. А. Собиняков, Диссертация. НИИЯФ, МГУ. 1968.

5.10 —2.10 ԷՎ ԷՆԵՐԳԻԱՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ ՆՈՒԿԼՈՆՆԵՐԻ 
ՈՉ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՄԻՋՈՒԿԱՅԻՆ ԵՐԵՎՈՒՅԹՆԵՐԻ ՈՒՍՈՒՄՆԱՍԻՐՄԱՆ 

ՀԱՄԱՐ ՆԱԽԱՏԵՍՎԱԾ ԿԱՅԱՆՔԻ ՆԿԱՐԱԳՐՈՒԹՅՈՒՆԸ ԵՎ ՆՐԱ
ԱՇԽԱՏԱՆՔԻ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅՈՒՆԸ ԾՈՎԻ ՄԱԿԵՐԵՎՈԻՅԹԻՑ

3250 Մ. ԲԱՐՁՐՈՒԹՅԱՆ ՎՐԱ

է. Ա. ՄԱՄԻՋԱՆՅԱՆ, Մ. 4 ԱՋ ԱՐ ՅԱՆ, Ռ. Ա. ՐԱԴԱԼՅԱՆ, Ռ. Մ. ՄԱՐՏԻՐՈՍՈՎ, 
Մ. Մ. ՄՈՒՐԱԴՅԱՆ

նկարագծվում է կայանքում ածխացնի ու երկաթի նուկլոնների ոչ աոածդական միջուկային 

փոխազդեցությունների ուսումնասիրությունը 5,10^—2.1013 էներգիաների դեպքում։
Կայանքր ստեղծված է Արադածի իոնիզացիոն մեծ կալորիմետրի հիման վրա, զուգակցված 

հոդոսկոպիկ սիստեմի հետ, որը նախատեսված է տիեզերական ադրոների տեսակի իդենտի- 

ֆիկացման համար։
Բերված է հոդոսկոպիկ սիստեմի պարամետրերի վերյուծությունր, կայանքի 1000 մ. աշ

խատանքի համար։

Տույց է տրված, որ միջուկային ակտիվ մասնիկների տեսակի որոշման առաջարկված եղա

նակը հանդիսանում է հասարակ ու րավարար հուսալի։

AN EQUIPMENT TO STUDY NUCLEAR'INTERACTIONS 

OF NUCLEONS IN 5-10u-2-10u eV ENERGY REGION 
WHICH CONSISTS OF AN IONIZATION CALORIMETFR 

AND HODOSCOP1C SYSTEM

E, A. MAMIDJANIAN, M. O. AZARIAN, R. A. BADALIAN, 
R. M. MARTIROSOV, M. M. MURADIAN

An equipment for an investigation of strong interactions of nucleons in the 
5-1011—З'КиЪеИ energy region is described.

The equipment consists of an ionization calorimeter and hodoscopic system for 
identification of the charge of hadrons.

The detailed analysis of parameters of hodoscopic system is given.
On the basis of preliminary running of apparatus (for more than 1CC0 hours 

this equipment is concluded to provide an effective way of studying the nuclear 
intearactions of nucleons.
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