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В работе [1] рассмотрена задача о напряженном состоянии ани­
зотропной полуплоскости .■ эллиптическим отверстием. Здесь решена 
задача о напряженном состоянии .зной же полуплоскости в случае, 
когда отверстие подкреплен՛, упругим ядром, которое изготовлено из 
другого анизотропного ма:.риала.

§ 1. Рассмотрим упругую анизотропную полуплоскость с эллип­
тическим отверстием, полуоси котор го равны « и о. Обозначим рас­
стояние между центром отверстия и гра­
ницей полуплоскости через /, контур 
эллиптического отверстия через £1։ гра­
ницу полуплоскости через Л, (фиг. 1).

Пусть в отверстие без предвари­
тельного натяжения впаяно или вклеено 
ядро из другого анизотропного мате­
риала. Полуплоскос гь подвержена дей­
ствию внешних усилий, действующих 
вдали от отверстия.

Определение напряженного состоя­
ния олуплосхости :< ядра, как известно, 
приводится к нахождению ՛ • нкций ком­
плексных переменны?. <. (г! и (֊' 1

X
Фиг, !.

у

(у® 1,2), удовлетворяющих следующим условиям [3]։ 
21<с[ф,(г1) Ф2и2и = о и
2 ММл (*> ^иа)|=о "а " (1.1)

2Ке |Ф, (г,)—Ф.(г..‘| =/„ 2Ие|ч-,(*}) -ЗД|

ЭКеЬнФ.^ + пФ.?-- »] •2йе||.;'1',(г;) | |ч1Ч-.(г!)|1 - * на
2 Ке[ЛФ։(։։) + йФ. + 2Не[Р]'Г1(г|) (1.2)

2Ке[91Ф,(^-¥гФ,(г;.)] - 2 Ке [</(')', (г|)-И9'Ч'. (г!)]

Здесь /и (г I, 2) — функции, характеризующие загружепия 
Сплошной полуплоскости; ю, и — проекции смещения в сплошной

Здесь и ՛• дальнейшем величинм е индексом 1 «шерлу относятся к ядру, <» 
Ссз индексов—к полуплоскости.
1*
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полуплоскости, возникшие под действием внешних усилий; :՝. и 
комплексные параметры для полуплоскости и ядра, их будем в даль­
нейшем считать чисто мнимыми, т. е. ;»-։ //, у-] —■ //’*, ;՛. — = /'՝';
наконец, постоянные /?. и 7՛ определяется ио следующим формулам ГЗр

Pi = «гй ~ <Ч։Ч Р-. «и — <?:#

91 = I ( «п? - у )’ 9: = '(«г/ — )

Параметры р\ и 9՛ получаются из р и </., если заменить в по­
следних п.?., / и '< на и:!;1 л и . Коз! ; ициенты п а’ч упругие 
постоянные соответственна полуплоскости ядра.

Функции ФДг.) определены областях 5 , получаемых из за­
данной области путем использшакия аффинных преобразований вида 
֊./=-V !'••?;. Б этих областях будем иметь полуплоскости с эллипти­
ческими отверстиями, полуоси которых буду՜ соответственно а. ;; 
о, ''•/?. При этом расстояния от центров эллипсов до границ полу­
плоскостей не изменяются и будут равны !. Функции же ‘БДгр опре­
делены и голоморфны и эллипсах, ::ол , чсмых из заданного эллипса 
аффинными преобразованиями - • 'у.

Функции Ф. 1г, ) будем искать н виде

ФИ-.‘) = Ф<о(- ) + (- > (ЬЗ)
где Ф?- (с, ) функции, гпломорФяь - ; ыижь.их полуплоскостях, а 
(Ьд вне контурен: ЭЛЛ'1Г 7 ’ ?Г.'.՛: ■ рс л-.; Г< обЛЗСТЯХ 5, . П -
следнис представим тя֊::

'1>и I*!? (1.4)

Здесь а и Ь произвольные комплексные постоянные, подлежащие
определению, г = г։ I, а спяздны : следу՛՛ гцими неявными за­
висимое? ямп*.

При этом

т, = а ЛЬ
2

Из граничных условий \1.' 
найдем

г!. И. Мусхслишвили [5]



Распределение пап .-и-,.,- гллнптйчездй«! ядром 5

ф (г. у1__ь։о(1’ ֊,!(:,(֊’;)]• 4
1.^ |

[4(^1* 1
(1.7)

г.Лг

где
'.-Н՛ --Л

/А 1
1Уч)Г г

, / = ֊^֊ 
3

Функции |ч(?՜)]-' можно разложить внутри эллипсов в областях 
8/ в сходящиеся ряды по полиномам Фабера [4]

[;,(грг" !С<Г)] ■'֊ ^/3'Л'Р)։(г) (1.8)
г-н

Через Р,։ (а’,) здесь обозначены полиномы Фабер?, для эллипсов в 
областях 8/. Они связаны с -/ я;՜ стыми зависимостями:

Ри(г'\)=\\ : 7Г’ Ри^'.) С 4՜’ (т-—> п \ (1.9)
•н -2 ՝ ти п0/

Теперь функции Ф, (г;) н об части сходимости разложений (1.81
примут вид:

Ф։и,) ՝՝՝'֊"* 'ЧМ. /Д1՛. ՛(,.)/>„(<)!
А 1 1 :֊’ Г-1 ।

<м*3) = у |V ֊ /։вй՛^) Ри «.)•
Г| 1 < г-1 I

(1.10)

Функции 'Г, (гЧ голоморфны в эллипсах, получаемых из данного 
эллипса путем использования аффинных преобразований а’ с у-лг/. 
Поэтому их можно представить в виде рядов

го со
«Г։(г;) = %,(*>)-. (1.11)

А-] х-:
где

р1 ( ц -с (п;1)' гр . .к , (п1)* .. ։о,Ри(х\) - .1 . Р^(^) .2 —— <1.12)
'1 »2

При этом ՛.} связаны с с’ с -о?дощью неявных зависимостей 
т\ л:

г\—т^ 2?,—п։'(Сг (1.13)
Ч ■’й

Постоянные т\, т\, л,1. п[, л/, л1 получаются из /н0, п,, п։, 
т, п, если в последних заменить р. в. |Ф
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Если теперь подставить з граничные условия (1.2) выражения 
(1.10) и (1.11), то применением известного метода рядов для определения 
постоянных а-., 6*, г-, г/<- получим следующу.՛- бесконечную алгебраи­
ческую систему:

—[("*') 1]с\ — ((«*' 1](/ - V [| Л}/б 1-,п Лл<1а-
/• ֊>

- (/,<' 1,Аа£ а„ - !,п* В^ Ъ- -1-

• п-14)

?«. ->л, у- ։]с։-->’[(п՛՛' 11< ?1С

«„ - СМ.'/ + МД > О» - (
֊ м в՛;;) ь, - (мД - н,в;;> ь, । ?.֊

рио— ?.'•> р11(п’։)։ ։|с* р'((п՛) (Р։/1т-д;

— А,;՝) а;1 : ( Л-,.* ֊ рллА:; > а-, (р}!,т 5,-1 —

р.^гг В\:^ Ь., (пх/.5 а- -

7;|('п։։)'—Цен д', (п1)' 11 г/.-- V [ (д^/п' -4Д՛ -

д.7.,п: А,,՜') ед, ('л/: Л ,"-֊ г/УдА-Л ) а - [д\1.пг -

- д.7։п^ В™) Д, - ( 9; КБЦ ЬД = ч

где

9; =
Производя над системой (1.10 некоторые алгебраические пре­

образования, запишем ее в виде

а V 1(^1 <;.Л-.;-)л? (Л^Л;1. — 'иЛ-.,',1а՛

֊ (/Г.Д’” /։Л!д.’)6л {(ГБ՝^ ^В՝ААЬГ\ - 7՝ (1.15)
•53

6;-— К^;1Лр* Л,-.՜-1п Т‘Г;Лр>)йр



Распределение напряжении п полуплоскости с si л ши инсски м ядром 7

(t^i ь„ 4- П..ВЙ! + (;SBg) 6,1 = &
<»

Ck *uH՜ /•' "b •- I.SuA'* Sr.A'^a;,

- (SL.5i 4- SiaB'pk) bp St9Bpk) 6f. I (1.16)
co

Л—4- g[(s։։4i‘Z- ^.4g)5, (s„4V- ։>ИЙ)ог 
/՛ - ։

(s25Z^pt ; $£<} Bpk) bp (.S^Bpk —S.^Bpa} bp]

Постоянные 3’, 7’, о’ зависят от правых частей системы 
I 1.14) и от упругих постоянных полуплоскости и ядра. Коэффициенты 
же tin и s/л (/ 1, 2: л - 1, 2, 8) зависят только от упругих по­
стоянных полуплоскости и ядра.

Учитывая, что коэффициенты t,tl остаются ограниченными при 
£ —эо, можно доказать так же, как и в работе [2], что система (1.15) 
является квазирегулярной. Поэтому ее можно решать методом ре­
дукции.

После определения из системы (1.15) коэффициентов bk функ­
ции Ф<(д.) становятся известными. Через них напряжения, возникаю­
щие в полуплоскости, выражаются следующим образом:

г. =s“—2Re[?=<M*i> + '-’Фа <«г>]

=, 4 (-2 Ее [«•; (г,)-+-*.’(։=)] (1Л7>

■_гх = 'л. 2 Ие |73Ф1 (г։) /5Ф2(^=)]

Здесь з՜:, — напряжения, возникающие в сплошной полу­
плоскости, а функции ФДг.) выражаются через так:

где
Zj — /±| (г, —/) ֊֊ 4znfyn, 

2zn„

֊ / г I (z, /)- — 4/n, nr
2гп0

'/■։zi — I I ~ Г)2 — 4лр,Пх 
2пи
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В первом выражении знак перед радикалом следует выбрать 
таким образом, чтобы большим значениям соответствовали боль­
шие значения |.

Выражение для определения Ф г ) получим из выражения (1.18), 
если поменять н нем местами а. и 6*. г։ и г.., '1 и

Напряжения ՝г, з». действующие на площадках, касательных
я нормальных к контуру эллиптического отверстия, вычисляются по 
формулам

cos" 6 <Г5У sin։r> 2a6',vsin 0cos G)

1 . . . ...՛ b''^ cos' 0 2 ub~tv sin b cos b)

5X) МП 0 COS 0 "f. (A5cos2G n~ sin՜0)|

Здесь
Lz = a: sin2 b b’cos’b

Для определения напряжений в ядре по формулам (1.16) находим 
с*, <Л. После определения этих коэффициентов функции ста­
новятся известными, и напряжения вычисляются по формулам

4 = - 2 Re[ Ч-; (։i) 4- ( г,1)’ Ч\. (г!)]

-2Re[4-;ui) ‘ Ч-.(21)]

Ф 2Re[f₽’'r;tii) • Й'ЧДг!)]

Функции ’1/(г!) получаются дифференцированием выражении 
(1.11). При этом производные от полиномов Фабера находятся по 
рекуррентным формулам

р,1 = о. л! = 1

Л1.!= Л!. ֊ г’РД - (4 1)
г։ = т\ Га п՝

Из системы (1.14) легко получить систему для определения по­
стоянных a*, bt для случая, когда ядро является абсолютно жестким 
или абсолютно гибким. В первом случае нужно положить по всех фор­
мулах — 0, а во втором перейти к пределу при а’, —»

> 2. Пусть полуплоскость растягивается усилиями интенсивности 
р, приложенными к ней на бесконечности параллельно ее границе.

В этом случае
■" °- ”

« ь л <* , b
*«в 2* 7։ 4 У"-а

’* = /* 4=0 (к >2) (2.1>
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Для такого загружен»#, как видно из системы (1.141, коэффи­
циенты а՝, Ьк, са, л\- получаются вещественными, ։՛ системы (1.141 и 
(1.15) несколько упрощаются.

При проведении расчетов было принято, что упругие постоянные 
для ядра пропорциональны упругим гсм.тоянпым для полуплоскости, 
т. е.

а** = /ам (2.2)

Нами в широких пределах варьировались расстояние / между 
центром эллиптического отверстия и границей полуплоскости, а также 
коэффициент пропорциональности '■ и отношение с — Ь а. Полу пло­
скость считалась изготовленной из различных ортотропных материа­
лов. Все вычисления ю определению напряжений запрограммированы 
и проводились на быстродействующей электронной вычислительной 
машине Урал 2. Незначительную часть проведенных расчетов при­
водим ниже. Во всех случаях, если противное нс оговорено, полу­
плоскость считалась изготовленной из авиационной «Паноры. для ко­
торой / - 4.11, '• ~ 0.343.

В полученном нами решении граничные условия на границе полу­
плоскости удовлетворялись точно, а в точках Л, на поверхности 
контакта полуплоскости и ядра -приближенно, т. к. бесконечная ал­
гебраическая система (1.15) пр։։ проведении вычислений была урезана. 
Количество уравнений при ее решении варьировалось от двух до 
двадцати восьми, т. е. увеличивалось до тех нор, пока граничные ус­
ловия на Л| не удовлетворялись с очень высокой точностью. Точ­
ность выполнения граничных условии в отдельных точках спая кон­
тролировалась вычислением напряжений :՛> в полуплоскости 
и з)., в ядре.

В табл. 1 даны значения напряжений и , действующих со­
ответственно на площадках, касательных и нормальных к контуру 
кругового отверстия для разных расстояний между центром отвер­
стия и границей полуплоскости, а на фиг. 2 изображен график рас­
пределения напряжений при ՝ 1.1«. Пунктирная линия на графике
относится к случаю, когда вместо полуплоскости рассматривается 
плоскость с таким же ядром. Здесь и ниже, если противное не ого­
ворено, ядро считали изготовленным из такого материала, для кото­
рого упругие постоянные «^ = 2а-.. Как видно из таблицы и графика, 
прямолинейная граница оказывает незначительное влияние на концен­
трацию напряжений.

В табл. 2 приведены значения напряжений =, .՛. для разных 
жесткостей ядра, когда / = 1.5«. Значение /. 0 относится к случаю
абсолютно жесткого ядра, а / ос к случаю, когда ядро отсут­
ствует. На фиг. 3, ֊1 изображены графики распределения напряжений 
зг и , когда л — 2, т. с. а — ՝2а;;. Здесь же пунктирной и штрих- 
пунктирной линиями проведены граЦ ики распределения Этих наг.ря-
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Фиг. 4.
женин, соответ«: зуюшие случаям, когда ядро абсолютно жесткое и 
когда ядро асоолютно гибкое. Значения напряжений Зу в точках пе­
ремычки (и этих точках напряжения г4 малы, а равны нулю) для 
случая абсолютно жесткого, упругого и абсолютно гибкого ядра при­
ведены н табл. 3.
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Таблица >
\/ а

6 \

9 1.5 1.1 1.05

’г «4 “б

0 -0.040 1.614 -0.039 1.620 -0.022 1.633 -0.014 1.636
30 0.172 0.868 0.175 0.873 (1.187 0.882 0-191 0.884
60 0.595 0.265 0.599 0.272 0.610 0.283 0.612 0.283
90 0.809 -0.124 0.815 ֊0.113 0.830 -0.093 0.831 -0.098

120 0.602 0.255 0.612 0.259 0.633 0.268 0.645 П.266
150 0.174 0.867 0 180 0.880 0.207 и. 931 0.217 0.941
180 -0.049 1.635 -0.050 1.672 -0.031 1.897 -0.019 2.079

Таблице. 2

О| 0.1 0.5_ 
I ’6

। ! I I I I
0 0.070 0.002 0.060 0.129 0.2900.568 0 1

30 0.38 ГО. 558 0.364 0.582 0.305 0.666 0.250 0.750
601 .ООо'о .217 0.968 0.22’. О 857 О 236 0.7500.250
90 1.299,0.092 1.261 *0.086 1.129 0 052 1 О 1 

120 0.969 0.203 0.941 0.210 0.845 0.233 0.750 0.250 
150 0.366 0.525 0.351 !о 555 0 300 0.6550.250 0 750 

180 0.082 0.003 0.072 0 1230.0360.551 О 1

2 10 <>а

= г = й 1 :0

0.039 1.620 —0,096 3.273 4.553
0.175 0.873 0.016 1.215 1.491
0.599 0.272 0.226 0.330 0.325
0.815 -0.114 о.ззз1 0.783 -2.157
0.612 0.259 0.249 0.118 0.406
0.180 0.880 0.028 1 116 0.971
0.050 1.672 0.126 3.733 5.959

Таблица 3

1 а 1 Жесткое ядро Упругое ядро Снободнос и г перстне

- 2 | 1.5| 1.1 2 1 1.5 | 1.1 2 1 1.5 | 1.1

0 0.965, 0.733 0.224. 1.046 1.143 1.640 0.675 0.557 0.215
1 4 (/-1) 0.942 0.711 0.213 1.079 1 173 1.650 1.267 1.488 2.612

1 2 (/֊1) 0.179 1.111 1 218 1.687 1.555 2.106 4.814
3 4 (/-1) 0.812 0.520 0.115 1.184 1.313 1.760 2.047 2.958 7.351

/-1 о.ооз о.ооз 0.001 1.635 1.672
1 1

1.397 4.966 5.95« 11.158

Таблица 4

\ с 0.2 0.5 1 2 5
зг 3» ■г 1 1 *6 ■■г 1 °6 *5

0 -0.006 1.892 ֊0.031 1 766 0.039 1.620 -0.025 1.455 -0.006 1.262
30 0.844 0.153 0.491 0.508 0.175 0.873 0.032 1.129 0.003 1.212
60 0.934 -0.033 0.813 0,071 0.599, 0.272 0.298 0.571 0.055 0.919
90 0.948 -0,082 0.886 ֊ 0.117 0.815 -О.П4 0.733 0.093 0.631 ֊0.115

120 0.938 -0.042 0.822 0.565 0.612 0.259 0.310 0.562 0.061 0.893
150 0.850 0.139 0.49« 0.497 0.180 0.880 0.034 1.161 0.000 1.241

180 -0.018 1.909 -0.049 1.801 0.050 1.672 -0.029 1 .-530 0.006 1.385
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Тчблш/и 5

С \ Кадоерии

Ф чь . .. оас 1 и. утая поперек нол<1»;оп CRAM
0.2 1 5 0.2 5

0 1.921
•

1.698 1.328 1.865 1 560 |.2зо
30 0,118 0.792 1.212 0.120 0.994 1.194
60 -0.010 0.237 0.835 ֊0.522 0 259 1.003
9(1 ֊0.032 0.060 ֊0.030 -0.083 —0.152 -0.110

120 ֊0.013 0.229 0.332 ֊0.063 0.226 0.066
150 0.113 0.796 1.249 0.110 0.985 1.235
180 1.93-1 1.711 1.434 1.889 1 623 1.395

Из таблиц и графиков видно, что подкрепление отверстия уп­
ругим или жестким ядром значительно снижает концентрацию напря* 
женим около отверстия и в точках перемычки и изменяет картину их 
распределения. Особенно эффективно влияние подкрепления для близ­
ких расстояний /. Полуплоскость с подкрепленным отверстием, когда 
упругие постоянные подкрепляющего ядра меньше упругих постоян­
ных полуплоскости, можно считать плоскостью с таким же ядром, 
начиная уже с расстояний между границами £„ и А., равных полуоси 
о. Для полуплоскости же со свободным отверстием влияние границы 
Ас. начинается гораздо раньше, и при сближении границ А, и А։ силь­
но возрастает концентрация напряжений в точках перемычки, близких 
к точкам контура отверстия.

В табл. 4 приведены значения напряжений и '<> в случае ра­
стяжения полуплоскости из авиационной фанеры вдоль волокон рубашки 
(/ -1.11, Ь 0.343) для различных значений отношения полуосей
эллипса, когда I 1.5ц, в табл. 5 даны значения напряжений для 
некоторых с при растяжении полуплоскости из фанеры поперек воло­
кон рубашки (/— 0.243, о =• 2.91) и слабоанизотропного стекловолок­
нистого материала СВАМ (/ 1.89, ՛> = 0.531). Из таблиц видно, что
величина отношения с и анизотропия незначительно влияют на кон­
центрацию напряжений. Их влияние, как показывают расчеты, значи­
тельно возрастает в случае свободного отверстия. В этом случае в 
сильно анизотропной полуплоскости быстро возрастают напряжения 
в точках перемычки вблизи от контура эллиптического отверстия, 
когда с < I.

I !ами вычислялись также значения напряжений '.ь на контуре 
екая. Они оказались значительно меньшими но сравнению с и ■ и 
потому их не приводим.

Саратовский rot ударстЛ нвый

универеи:сг Поступила 30 VI11 1966
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S. A. KALOEROV

DISTRIBUTION OF STRESSES IN THE ANISOTROPIC 
SEMI-PLANE WITH AN ELLIPTIC ELASTIC KERNE!

S 11 m in a r y

In this paper the strained state In the anisotropic seini-plam.' with 
elliptic kernel is considered.

The problem is reduced to the solution of an infinite system of 
algebraic equations. The quasi-regularity of this system is shoun.

A detail analysis of the stress distribution in the semi-pianc with 
the indicated kernel is examined.
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Б т. ГЛУШКО. А. н. ЗОРИН. М. И. РОЗОВСКИЙ

О ФУНКЦИЯХ СПЕЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ И ИХ 
ПРИЛОЖЕНИЯХ В ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 

АНИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ

В настоящее время па глубоких шахтах Донбасса многие капи­
тальные выработки крепятся жесткими монолитными желт лосЧ-точными 

бетонными крепями, не обладающими конструктивной податливостью, 
ио имеющими плотный контакт с окружающими горными породами. 
Известно, что работа крепи, а следовательно, и эффективность под­
держания выработки в эксплуатационном состоянии, и осн* . я:..м, за­
висит от величины и характера прикладываемых нагрузок.

Существующие методы предрасчета нагрузок на крепи не учи­
тывают фактора времени и анизотропии, что приводит к определен­
ным погрешностям и не позволяет определять нагрузки в течение 
всего срока существования выработки.

В связи с этим возникает необходимость решения задачи, позво­
ляющей получить зависимости, определяющие нагрузки на жесткие 
крепи с учетом основных влияющих на них факторов.

Задача ставится следующим образом. В анизотропном горном 
массиве, деформированное состояние которого описывается уравне­
нием наследственной теории ползучести 11], на глубине Н от дневной 
поверхности пройдена горизонтальная выработка в форме эллипти­
ческого или круглого цилиндра, закреп ленная по всей поверхности- 
Требуется определить давление на крепь 
(фиг. 1).

Решая задачу, примем следующие 
допущения и ограничения: горный мас­
сив является однородным; горные по­
роды обладают частным видом анизо­
тропии являются трансверсально-изо­
тропными; крепь выработки является 
абсолютно жесткой. Задача решается, 
как плоская.

Отличительной особенностью зада­
чи в указанной постановке является то. 
что фактор времени и анизотропия учи­
тываются совместно.

Задача решается путем привлечения методов механики сплошных 
сред теории упругости анизотропного тела и наследственной теории 
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ползучести, в частности принципа Вольтерра, су • и кость которого 
сформулирована Ю. II. Работ новым [1].

Выражение для нормального давления на жесткую крепь, полу­
ченное в работе [2], п упругой постановке имеет вид

3.-1 = 'fn [gjy.jj С (1 4֊ cos 2С) -г- а./<Г։ kC (1 cos 2v i]
2/2

— / 1^2 (”12^ ■+■ ։՛;•.՛) (1 • cos 2fj) giC‘ (*։-£ ’-л) (1 — coS 2$)J

— > (1 4֊ cos 2rJ) — C~ (] cos2&)! (1)
Здесь

/ =---------------------------=- k- - —-
A'(an’?j — -gl УИ7Г.) 1 — 4
, -------- E։ G.-2-M'l - V։1

n = \ 2k — m , m —1— -------- -—
1 — 4

7п = 1-’Ъ ai2 — Ml VJ 
J2

EL модуль упругости для всех направлений в плоскости изо­
тропии,

£2—модуль упругости для направлений, перпендикулярных к 
плоскости изотропии,

V, — коэффициент 1 1уассона, характеризующий сокращение н на­
правлении, нормальном к плоскост:։ изотропии при растяжении в этой 
плоскости,

у3 • коэффициент Пуассона, характеризующий сокращение в на­
правлении плоскости изотропии при растяжении по нормали к этой 
плоскости,

£—модуль упругости для изотропной среды, \ — объемный вес 
породы, 62 модуль сдвига для плоскостей, перпендикулярных к 
плоскости изотропии.

При этом.

£ГЛ £։ £2

Е\ ' модуль Юнга при сжатии под углом 45 к плоскости изотропии, 

С - —> а и. Л горизонтальная и вертикальная полуоси эллипса,

7 — средневзвешенный объемный пег. порол горного массива, 
/7- глубина расположения выработки,
1 с>■ — ——» v — полярная координата.
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Как показали многочисленные исследования реологических свойств 
анизотропных материалов [2|, [3], [4], наиболее важным является 
случай, когда влияние ползучести проявляется лишь при сжатии под 
углом 45 к плоскости изотропии. Здесь принимается, что все упру­
гие константы, кроме Е\ остаются постоянными. Поэтому, согласно 
принципу Врльтерра, в формуле (3) следует вместо константы А'՜' 
подставить оператор

А = Ei [ 1 хЭ; ( > ) (4)

где Э (— /) интегральный оператор, воздействующий на некоторую 
функцию времени ;(/)> или постоянную

Э*( '-) = »/) — |Э։( 3. /, s);(s)rfs 15)

здесь А’;. упруго-мгновенный модуль, отвечающий Е- ,
՛՛. и / реологические характеристики горной породы, 

Э»(—", I. я) ядро наследственности (функция воздействия) типа 
10. Н. Работяона ill

Э, ( \ I _ s)
- s [с- 1(1—0

<б)

Величины А՛ . / '< определяются нз экспериментальных кри­
вых релаксации или ползучести при сжатия образца под углом 45 к 
плоскости изотропии.

Анализ формул (1) и (2։ ։։՛ •к.-.зьп.-ает, что вся трудность заклю­
чается н расшифровке ныра/ксяия у /г. Здесь черточка сверху обо­
значает временной оператор. I !ря этом

где оператор Е имеет -ид I 1). Все остальные величины постоянные.
Пользуясь фундаментальным свойством Э - операторов, установ­

ленным К). Н. Рабоа иоиым:

1+7.ЭД7-3) (8)
1 7.Э, ( ■/)

преобразуем выражение для / чиду

/ /..[1 /:Э*( 3։)] 19)
где

7.. = Уд, J‘ ' — 7. | I — 4А£’.,|/0 .

—1
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2՝..֊
\ Лр1 £֊>п '

Второй сомножитель операторного выражении / п имеет вид

л I 2А -г т
тле

- 1Н<։ ’■» 

/Л —■ —----------- ;
1 - *;

После преобразования выражения (13) получим 

4£х,л ,т - т 1 —— Э.р —/•)
Е\ 11 — ) тп

где
֊?■ ЕЛ—±-')-Ъ^ 

՝ Е. Е. / 
ГП1----------------------------------—*-----------------------

I ֊ Ч
Тогда

п-1 2А- т„֊—
I Еу)( 1 — )

п— I А 1 1 х Э1(—/’)
Здесь

... . 4»£'• - Ь '2 к - т , / - --------- - ------
£г ■ (1 — *|) П

Л л г,

Следоиательно.

^=п|>[1-։-Э‘.(-.3'»| =п..|1 т։֊1)" -2л2՜31-^ >э?"(-п

Здесь (—1)!! 1.
Рассмотрим пронзкслснис операторов

/л I
• _ ♦ •-П. •

(21г_3»1х ,Э?< Г) 
2л!!

я -.։

_։ (2л- 3)!!
2п!1

(10)

(111

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)у\ э’ (-;*,)

2 И.ч»г ",нп АН ЛрмССР. Мсхамшм, V .1
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Используя полученное в работе |5] выражение оператора

Э ”(_ У) = ֊1—--------
(п 1)!

<20)

равенство

э’( :^э:п( _ Э> ( -,'0 "С
(?' “(/

(-֊IV՜*1
1)!(У֊МЯ՜ ■'*՛

о' 'э.’(-й

полученное на основе использования фундаментального свойства 
Э’-операторов методом математической индукции, а также выраже­
ние Э,-оператора через функцию Миттаг-Леффлера [б] приходим к 
следующим равенствам:

э:’<- У)1 ֊ ((п -֊^г( £|՜’՛՜^՛ '*) (22>

Э'< 3 > Э " ( - '։') 1 — 1 . _____ 1_____
э.< ?,)Э. ( =Г

(-1)'՜1 <?'՜1 / £<-,(-
!)!(?'֊ ?։)՞՜'՜՛ \ Р /

Равенство (21) можно преобразовать, перейдя к пределу при 
I • ос.

4 I- 1Г| £1 / ± ՝
£,(/■ Ш(6'

_1 _ 4 1 (24)

Следовательно, представление (23) принимает вид

э:<- э? (֊ й 1=^֊ +

Д ( I)'-1 д'-' /&_,(■֊ 37՛՜'> '
-,(/֊ !)!(?' .м’՜'" ЙЗ''՜'\ У

(25)

Возвращаясь к произведению операторов }п. с учетом (22) (25)
получим.

7 и /оПо 1 
л

1)Я_1(2л_ 32]! , /Л”
2п!! \ >

у(_пл--(2п---- -АН '■ л֊ £; ,
Л • 1 2л В .'!՝.• Л
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, (2„ - 3)!! /л ( р'11^-1 / У?՜1)
2л!! '' (п- >'

” (_ (2«~3)п г Э-.ььа,.

Ь ։)'<■У՜՝ / д-( - у/1՜’) 
г,(/ !)!<?' \ ?'

(26)

Как известно |7], для ьункцни Мнттаг-Леффлера существует сле­
дующее асимптотическое представление для достаточно больших г:

Тогда, выражение :-з

£1-.(1 г)՜՜^ (27) 
г» (а)

£- Л-’Я՝՜ ’) - с ,.Д. . (28)
£/' 1' (а)

квадратных скобках последнего слагаемого
равенства (26) можно упростить

& (?' :л)’

1
’П»)

V < И' ' ____ О" ' /Д Л У/'") >
-,(/ 1)!(У К)’՜'*1 <>У Ч у

1 . (-1)'՜՛ <* /1 \
У’ ^'֊ЛГ'”1 Ф \у)

= 1 1 0 ( 1 \ , у* 1 ± / 1 \
К) 'Л: 4’’ /

Легко заметить, что

֊-!_____ у________________ !____ 1 =

д
4։ Шл / м’") (30)

Исходя из (28) (30), преобразуем выражение (26) к следующему 
виду

М(‘ -?)|
1 у, ]Г֊.(2л-3)!!:о I 1 ь ,

։՝ ! (’) .- 2«Н <?₽'\Р՛՞/

1>В-|(2П ֊3)!! ... 1 I у / 1 \ , д 1 ] \

(Зр
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Следовательно,

/л՛ 4հ՛ î.)r1 J՜ 7^(7, ^՜ձք )

_ •_ճւ/vi
t' i-(’) d;i՛ շոԱ

(2»-3)!! z, •<
ր՜ I (’) 2n!i ?, թ՜"

___ 1_____ " V( i (2« 3) !! ճ ■ I
Z՛՜՜ ։ (^) 2« H ?! ?'л I

1 lf /2ւ_ \| լ д. у nr-i(2n 3)!! 7.'n 
՜է'- 1 (a> <;•>, է Л -, 2„!! ,<

____1_____ ժ_ 
/'՜ ! (a) (ՀՀ

1 A\V -if '՚
3,-1֊՝ 2nü r՛
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( п) = л(1 | 1 — ֊^֊ (34)

Для определения нагрузок на крепь в любой момент существо­
вания горной выработки следует для этого момента вычислить выра­
жение (33) и, подставив его формулу (1), получить искомые ве­
личины.

Конечные устг.ноннь^иеся величин՝՛, нагрузок могут быть опре­
делены из выражения

Т*)| 1 Ц — СОЗ 20) -|-
2?։ I \ ։1, /) Ь'

g.iУukC О со$ 20)] /0(1 «»)(! I соз2'7)

?1С2(ч2А' У2гН1 cos20)] —.(1 ֊ cos 20) Сч- cos ‘2՛- »! (35)

Анализ зависимостей (23) и (1) показал, что нагрузки на же­
сткую крепь, В основном, зависят от глубины расположения выра­
ботки, времени ее существования, а также от упругих (Eit Et, •/., 
С.) и реологически:. (/' и / ) хараь тёристик вмещающих пород и от 
их анизотропии, которая характеризуется параметрами (k и гп). (Уп­
ругие и реологические характеристики и анизотропные свойства гор­
ных пород определяются в лабораторных условиях).

При прочих равных условиях с увеличением глубины расположе­
ния выработки нагрузки и . крепь увеличиваются.

В породах с затухающей ползучестью нагрузки на жесткие крепи 
с течением времени увеличиваются, однако небеспредельно и при 
/— имеют конечную величину, определяющуюся выражением (35).

Днепропетровский горный
ннонтут Поступила 15 VII 1966
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ՃՍ.ՏՈԻԿ ՕՊԵՐԱՏՈՐՆԵՐԻ ՖՈԻհԵՅԻԱՆԵԻԻ 1»՚1. ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՍԱՐԱԻՆՆԵՐԻ 
ՍՈՂՔԻ ՏեՍՈւ՚ԻՏւԼՆ 1П;Я ՆՐԱՆՅ ԵԻՐԱՌՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա U փ и փ ո I »1

էՊէէհեդ րւԱէա֊սպե րատո րսպին մեթոդի ՜' իման •1('ա մ աո անդւս1ր1ւն։։է թ րււ^ւ 
տիպի <իիէ[իկսւ1լս։ն 1ր։։ fttiiitt-S ո ։ թ [ւււն աււկսւ y.i ի) լան դևպվւոէմ, դի in տ րկւք ա.մ քւն 
հւուոոէկ ոե ո քո դի ակտն օպհ րա տ որների ֆ րււնկըիանե րէի կիjiumn ւ թ լուհներ ft 
1(Ոչւււ էլիպտաէլան նե րդ բվա՛) քով տ րտնո վ!պւււո>չ֊ իդո տ րո •՛( ասքի (տլւվ՚ոծ ՛•• քին 

,1^ֆ,,ր^,“սիոն վիճակների որոչման իէնդրում' ե-ված իձւդիրր մ էքդ ո I jiuif- 

նում է լեոնալին ապս>րւա\անու մ՝ ւսմրաւյէււ մ սիստեմր, չեոնալին ապաոի 
ւ/ոդրի դեպքում:
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V T. GLUSHCO, A N. ZORIN. M. '. ROZOVSKY

ON FUNCTIONS OF SPECIAL OPERATORS AND 
THEIR APPLICATION TO THE THEORY OF CREEP

OF ANISOTROPIC SOLIDS

S u ։jj :n ary

A method of integral •» »orators and initial physical dependences are 
used to examine functions or special rheological operators applied in 
the problem of a stressed plate with an elliptical inclusion, modeling 
thus an excavation-limbering system during rock creep.
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Э. л. МАНУКЯН

О НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ БЕТОНА 
ПРИ ЦЕНТРАЛЬНОМ СЖАТИИ

Ряд обстоятельств (переход на расчет конструкций по пре­
дельным состояниям, широкое распространение предварительно напря­
женного бетона), при которых приходится иметь дело с очень высо­
кими относительными напряжениями, потребовал большого внимания 
к нелинейной ползучести бетона.

Распространению теории Маслова—Арутюняна на нелинейную 
область посвящены работы П. И. Васильева, К. С. Карапетяна, М. М. 
Манукяна, А. А. Гвоздева, Н. И. Катина и др. На теории старения, 
существенно облегчающей решения уравнений ползучести, основаны 
работы И. И. Улицкого.

Разработка нелинейной теории ползучести в работах [1], [2], [11], 
[13] основывается на гипотезе аффинного подобия кривых ползучести 
при различных напряжениях. На нелинейную область распространяется 
также приближенно подтверждающийся в случае монотонно изменяю­
щихся напряжений принцип наложения.

В соответствии с гипотезой аффинного подобия кривых ползучести 
и принципом изложения зависимость между напряжениями и деформа­
циями ползучести в нелинейной области можно представить в случае 
отсутствия старения в следующем виде [5J:

I
Чп 4Г г ('֊—■) (1)

E J о~.

где

Г ( = ) ֊ ) 
•

Это выражение соответствует нелинейной теории наследственной упру­
гости и хорошо описывает деформирование бетона при возрастающих 
напряжениях.

Данная статья посвящена вопросу приемлемости гипотезы аффин­
ного подобия кривых ползучести и принципа наложения, которые сущес­
твенно облегчают определение величины деформации ползучести, а 
также возможности использовать зависимость (1) для описания ползу­
чести стареющего бетона при высоких относительных напряжениях. 
В статье дан анализ работ Н. И. Катина, К. С. Карапетяна, а также
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опытов, проведенных в лаборатории кафедры инженерных констру: ли; 
Л1 1И им. М. И. Калинина в 1965 г.

Испытанию подвергались 3 серии образцов в возрасте соответ­
ственно 1, 2 и 3 месяца. В каждой серии один образец испытывался 
на ступенчатую нагрузку, остальные на постоянную нагрузку. 
Измерялись также деформации от колебаний температуры незагружен­
ного образца.

Образцы, размером 70 70 300 дг.м, изготовлялись в дере ;ян-
ной опалубке. Состав бетона: Ц : П : Щ 1 : 3.33 : 4.84 по весу- Водо- 
цементное отношение—0.8. После бетонирования образцы выдержива­
лись неделю в опалубке во влажных условиях, затем распалубливались 
и после непродолжительного хранения в обычных условиях для подсу­
шивания поверхности покрывались паронзолянией по всем граням. С 
этой целью применялась эпоксидная смола ЭД-6, гидро- и г.аройзоли- 
рующ.ие свойства которой хорошо известны [15]. 3 качестве отверди­
теля применялся полиэтиленполиамин. Надежность гидроизоляции до­
казало также контрольное взвешивание кубика 70 70 70
покрытого эпоксидной смолой с отвердителем. Пленка эпоксидной 
смолы не имела сцепления с поверхностью образцов и не препятство­
вала их свободному деформированию.

Испытания на ступенчатую нагрузку производились на рычажном 
прессе, на постоянную нагрузку на пружинных прессах. Давление от 
рычагов и винтов на образцы передавалось через металлические 
плитки, между которыми, и лунках, находился шарик. Деформации 
измерялись рычажными тензометрами Гугенбергера, которые итавилис.՛. 
ио всем граням образца па бетонную поверхность, для чего в пароизо- 
ляции вырубались „окна“ размерами приблизительно 10 Ю.и.н. Цен­
трирование образцов производилось по показаниям тензометров путем 
приложения небольших пробных нагрузок. Температура к помещении 
колебалась от 14'՝ до 24 . В первый день загружения показания брались 
через 15 мин, 30 мин, 1, 2, 3, 6 часов, и дальнейшем раз в сутки. 
По замеренным деформациям ползучести построены графики и коор­
динатах t (фиг. 1, 2, 3)*. Вычислялось изменение нелинейности 
деформаций ползучести с увеличением напряжений при ступенчатом 

=1приложении нагрузки по соотношению — - > где и -я соотзет-
£„ Дз

ствеино величина первой ступени и соответствующая ей деформация 
ползучести, а Лзя и соответствующие приращения последующая 
ступень. Результаты сведены в табл. 1-а и 1-6. Для образцов, загру­
женных постоянной нагрузкой, вычислялось соотношение соответствую­
щих деформаций ползучести (табл. 2).

Во И серив образец. загруженный ступенчатой нагрузкой, деформировал с.ч 
. очень большой скоростью, к тому же величина деформации. начиная со И егу.'.с'ч 
была несравненно больше, чем у других образцов; прочность я модуль образца так <е 
оказалХеь больше. Поэтому данные этого образца в дальнейшем нс использование-*.
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Из таблиц видно, что изменение нелинейности с о временем связано 
с возрастом бетона з момент загружепия и с величиной относитель­
ного напряжения. У образцов, загруженных к возрасте одного месяца, 

нелинейность уменьшается 1:0 временем вплоть до — 0.858, ири-
Лпц

чем особенно значительное уменьшение наблюдается в первые 2 3 дня, 
и дальнейшем процесс выравнивается ։: графически выражается пря­
мой, почти параллельной оси I. При более высоких относительных 
напряжениях нелинейность со временем /канительно увеличивается. У 

Фиг. I. Кривые ползучее!։։ I серии (ссэрасг — ! месяц).

образцов, загруженных в более зрелом возрасте (2 и 3 месяца) сравни­
тельно небольшой относительной нагрузкой (0.5 А..; .= 0.533 А .) не­
линейность практически не изменяется, хотя и имеет тенденцию к 
уменьшению. Это продолжается вплоть до 0.7 0.75 А\ , после чего 
с течением времени нелинейность увеличивается;, Таким образом* М« ж«Р 
сделать вывод, что нелинейность деформаций ползучести меняется с 
увеличением относительного напряжения и может либ • уменьшаться, 
либо увеличиваться, а при какоЙ-тс величине относительного напря-
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4810
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Фиг. 3. Кривые ноллучести III серин (воэ-Фи;. 2. Крииыс пйлз.учеети И серии (коз- 
ряст — 2 месяца). р«сч 3 месяца}.

Изменение нел։-ценности деформаций ползучести с увеличением напряжений 
при ту пенчатом загружевнн

! серне: Табле ■цс /а П серия Таблица 16

Вр
еМ

м II 
>•

).-
 

К 
.IX

= 0.3
75

 /?М
|, ՛ 

'<¥ 61' 0 
- - ‘>-6

72
 /?м

(,

- -

Вр
ем

я п 
су

т­
ка

х

а. 
%

о
2 5

= «.71
 Л’„

(,

!

1 1
1.32 |

3.15 5.86 4.7 1 1 2.92 4 50 4.30 6.2.3
2 1 1.385 3.02 5.06 5.1 2 1 2.91 4.60 4.95 6.36
3 1

’.571
3.1! 5.19 5.85 3 1 2.93 4.62 5.42 6.51

“1 1
1.5?$

2.97 5 Он 6.0 4 1 2.83 4.47 5.58 6.46
5 2.97 5.00 6.3 5 1 4.42 6.00 6.60
6 5.00 — 6 — — 6.25 6.74
••1 — 4 Л" — 7 — 6.54 6.90
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Изменение €*<-отяои|**пип дсфору.и^։:.՜- :.плзучеети нс пр։м<֊нн
Тиб •.миг 2

/֊ -
1 2 3 5 10 !5 20 28

е м- 0.55 /?,р
1 7л. ! .66 1.74 1.64 1.59 1 53 1.50 1 5'1

•б М; = 0.365 г1р)

-0.53 /?.ф)
2.52 2 32 2.2о 2.1'2 1.72 1.68 1.63

X
(- = 0.1 )

л ։՜ ֊ 0.7 R.,,}

.)
3.58 3 33 з.н 2.87 2.77 2.50 2.50 2.50

0.533 Л,.п )
2,10 2 09 2.05 1 95 1.91 1.80 1.72 1.67 »63

с.1 .%>

С, 
& 0.7 Л,. )

3.30 3.17 2.98 2.92 2.89 2.57 2.41 2.27
•ГД'- 0.-1 ,»

ження она остается постоянной. Эта величина зависит от возраста 
бетона в м мент за1ружен»:я. Разумеется, на эти явление окна: и-г 
влияние и другие ։|хакторь։ (состав бетона, вид цемента и заполнит-. - 
лей, температурке-влажностные условия и т. п.), но ։х влияние не изу­
чалось.

На основании экспериментов, проведенных а НИИЖБ, Н. И. К.т- 
тин пришел к выводу, что аффинного подобия кривых ползучести пр՛.՛ 
высоких сжимающих напряжениях не существует [8|. В его опытах об­
разцы ՛: возраст՜ /$. 50 ;■ 140 дней с пароизолировавными поверх­
ностями. подвергались действию постоянных напряжении •. довольн. 
обширном диап; зоне от 0.3 до 0.9 ,՛?’. (/?’, прочность бет -а 
к моменту загружен: я) в выдерживались по/ нагрузкой 140 дней. 

— * *
Степень нелинейности характеризовалась величиной ;—(, — •

которая с течением времени убывала. Особенно интенсивное убывание 
происходило ;։ первые 10 20 дней и особенно у образцов, загружен­
ных в возрасте 28 и 50 дней, гораздо меньше у образцов, загру­
женных в возрасте '40 дней. Основываясь .на этом. Н. И. Катин счи­
тает, что при высоких относительных напряжениях кривые перестав 
быть подобными. Однако, если в его опытах брать за исходную кри­
вую,, соответствующую относительным напряжениям 0.61 (по 11 серии) 

*л/*или 0.75 (в 1П серии) вместо 0.3, графики соотношений -—у =—

я --------- 2. ппим’.'Т вид, близкий к прямым линиям (табл. 3гл,з и./з Л11р
я Зб).
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ползучее:и бетона к удельным дсформаципэг при
: 0.6։ /?Н1, (по опытам Н. И. Котипа. 11 серии).

- 142 ДНП

Гиблине. '16
' I wiicKi'.e во ирсмсми отношение уделы՛։»։* де«Ь՛ рмпинй 

ползучее։՛:: бетона к удсльн: м деформациям при
0.75 /£։|(1 (по опытам Н. И- Катина, 111 ее։»:;:}.

т= 50 дней

t -
2.5 5 20 30

0.92
2.66 2.43 2.03 1.98

։п s

Зп.; 0.75 Л11р
1 1 1 1

°-75 *1ф

0.4Н R...։
0.40 0.48 0.52 0.54

'п ‘ «•73

гп ” 0.3 А’...
0.34 0.40 0.47 0.58

= 1 Z 0-75 Яй(1

'Га же картина наблюдается при обработке опытов К. С. Кара­

петяна. Сравнивались отношения -------——■  ----- для образцов из
-<■ (з /?ц 0./5)

старого бетойа. Результаты сведены и табл. -1, из которой видно, 
что и к опытах К. С. Карапетяна нарушение подобия кривых ползу­
чести и снижение нелинейности с увеличением длительности нагрузки 
невелико.
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Таблице/ 4

т 185 дней * 95 дней

Изменение ио пременн отношения деформаций ползучести бетона 
к деформациям при : 0.75 А’ц (но опытам К. С. Карапетяна)

1՛՜՜՜
4 20 60 120 4 20 4(1 60

^(1 = 0.95

-«(-* 0,75 А„)
1.88 1.65 1.65 1.72 — —

=„(-• = 0-30 А\) 

=„(7 = 0.75 /;,)
1.5 1.35 1.55 1.33 1 «8 1.48 1.50 1.37

^0 = 0.75 Аи)

*л (’ = 0.75 /г„)
1 1 1 1 1 1 1 1

։я(«-0.50 /?1;)
0.415 0.434 0.50 0.47 0.47 0.52

(з = 0,75 Яц)
V З.ч

Га к им образом, зависимрст՛-. (1) можно применять н тех случаях, 
когда старение невелико, однако, для уменьшения погрешностей, 
торые получаются вследствие имеющего место отклонения от закона 
подобия, за график функции Г\.( '.} надо брать кривую, подобную
кривой ползучести при напряжениях 0.6 0.7 А

Если испытывать параллельно дна одинаковых образца, один 
при постоянных сжимающих напряжениях з, другой при ступени;, гом 
загружении с величиной ступени Аз,-, причем -Ат/ то можно убе­
диться я приемлемости принципа наложения, т. е. при отсутствии ста­
рения

гп(', I -о) при ( — .

Как известно, для стареющего бетона взамен функции величины 
напряжения у|:) предложено использовать (Пункцию величины относи­

тельных напряжений Ф ( 1 и записать, с учетом переменности
՝ /?Ир /

модуля, зависимость между деформациями ползу чести и напряжениями 
в таком виде [3]:

11 Си, -\й- 
о-

(21

Но, так как в этом выражении не учитывается изменение отноп еню.

——— с течением времени (в результате увеличения А ’, было пред- 
Лпр

ложено учитывать влияние величины в выражении скорости

роста деформаций ползучести пр:: постоянных напряжениях [4]. кото­
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рая принимается в виде произведения двух функций — функции дли­
тельности загружения /" (Л ') и функции возраста и величины отн - 

-(•)сительного напряжения у~'~ Е момент измерения скорости роста де­

формаций ползучести

МЧ)«? ^7' чИч֊-) (3)
R (и) I

При постоянных напряжениях деформация ползучести определяется по 
формуле 

г
■Ч, 7.) Ь Л/'(Ч֊^ (4>

Л к (<) I 
*•

Можно распространить эту формулу на случай переменного во вре­
мени напряжения I придерживаясь принципа наложения I

МО = | ֊{- 1з, ъ!/' (ъ— -)<М= (5)
о -

В тех случаях, когда старение закончилось или им можно пре­
небречь, выражение (4) принимает вид

=»(6 -о) = ?|2^ /« -о) (6)

Учитывая то обстоятельство, что кривые функций - Г',) и изме­
нения Относительной прочности почти совпадают, влияние старения 
можно выразить через функцию относительной прочности [5]

г
МС -0) (<Р ֊7֊ /'(г1-'о)Л ~ СОП51) (7)

. ] R (О

Возможность применения выражения (7) для описания ползучести 
стареющего бетона при высоких относительных напряжениях проверя­
лась анализом результатов, полученных Н. И. Катиным в 1 серии 
своих экспериментов [5].

Из этого выражения следует, что приращение де формаций пол­
зучести , образовавшееся за некоторый малый отрезок времени -Ц, 
можно представить в виде

Как это видно из (8), при равных длительностях приложения 
нагрузки ■■՛, '0 и одинаковых интервалах времени но разных от-
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носительных напряжениях
/?(0

приращение деформаций ползучести

Д£л за время должно быть пропорционально величине функции 
Согласно (7), увеличение длительности действия нагрузки не должна 
влиять на значения функции ?.

При анализе опытов Н. И. Катина рассматривались зтношения 
приращений

Как видно из табл. За, величина функции ?(՜,. —) с увеличе­

нием длительности действия напряжений убывает, если = 0.61 к ■ и
возрастает, если з<^0.61 /?Р։ . Это явление объясняется влиянием 
длительности загружения на степень нелинейности, обнаруженным 
Н. И. Катиным. Но изменение величины функции относительных напря­
жений с увеличением длительности загружения сравнительно невелико 
(около 20%) и не противоречит возможности ис.пол. зования выраже­
ния (7).

Для определения возможности применения зависимости (4) обра­
батывались результаты экспериментов К. С. Карапетяна [91. [101-

В случае старого бетона, в котором старение закончилось, зави­
симость (4) переходит в выражение (б), причем для относительных

напряжений где справедлива линейная зависимость, оно
/?пр

еще более упрощается и принимает вид

-.('.-о)֊-“/» ■«> (ба)
л

Располагая экспериментальной кривой ползучести старого бетона 
при невысоких напряжениях, нетрудно построить ։ рафик функции 

разделив ординаты этой кривой на величину относительного 
напряжения. При обработке экспериментальных данных К. С. Кара­
петяна график функции / был построен по кривой ’ - 95 дней, 

= 0.5 (фиг. 4). 
Ли

В соответствии с (6) значения функции у. определя­Я I <) ’
лись как отношения деформаций ползучести, бра:՛.։ певшихся за первые 
четыре дня с момента загружения. к величине / {( -0 ֊1 суток).

Предполагалось, что влиянием старения за время 4 суток можно 
пренебречь, если возраст "0 не менее 29 дней. Для возраста 7 и
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14 суток график ; ( —) был принят таким же, как и для возраста

дли различных значений возрлста (к 
опытах К. С- Карапетяна).

Фиг. 5- График функции /О ') (к опытам 
К- С. Карапетяна).

Имин графин функций / з также график

роста прочности /<(<.!. можно построить кривые ползучести по зависи­
мости (4) для разных Возрастов зэгружения и при разных величинах 
отиосительн ■:՝» напряжения в момент загружеиия. При этом деформа­
ции ползучести определяются до приближенной формуле

՛-■՝■՛ Ж«'к՛՝

где

Л՛/ ~"Л» • 2՛՜՜ 1 I <9>

11о определенным таким образом величинам деформаций ползучести 
построено! графики (фиг. 6) для величин относительных напряжений 
и.95А\ 0.75/С к 1 .6 в возрасте 7, 14. 29 и с5 суток. Пунктиром 
нанесены на графики экспериментальные кривые ползучести. Несмотря 
на довольно значительные расхождения между отдельными кривыми, в
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общем наблюдается хорошее совпадение расчетных и эксперименталь­
ных кривых.

Таким образом, хотя зависимость (4) нс отражает полностью кар­
тину деформирования при высоких сжимающих напряжениях, все же ею,

Фиг. I» Кривые ползучести тд грн
постоянном для различных ядпчский 
возраста и относительного напряжения. 
Сплошными линиями показаны крииые, 
построенные н<» формуле (4). гд< функции 
у и / даны на фиг 4, 5 (к опытам К.

Каране гянак

<с помощью функций /’ (учитывающей длительность действия нагрузки),
*•

- R ( • > г> (учитывающей влияние величины относительного напря­

жения и возраста) и графика роста прочности можно удовлетворитель­
но описать рост деформаций с учетом старения бетона.

Ленинградский политехнический 
институт

Известия АН АрмСС?. Механика. V. ?•
Поступила 22 V] 1965
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V. Լ. ՄԱՆ»11՚ԿՏԱն

ԿԵՆՏՐՈՆԱԿԱՆ ՍԵՂՄԱՆ ԺԱՄԱՆԱԿ ՐԻ.ՏՈՆԻ ՈՑ ԳԾԱՅԻՆ ՍՈ՛Ս՛Ի ՄԱՍԻՆ

H. Ա՝ փ ո փ ii i մ

զոդվածում *»/հ ։n աղո ւովում է սւդծալին տի ում էէէէիինրոն նմանու֊ 
թ լան հիպո (Ժեղ ի ե վերադրման սկղրունվէի կիրաւէման հնարավո րու թ [Ոէնր։ 
•4ուլց Լ տրված, որ րերւնավէւրման երկտրէԱէոև ո։ թ/ան ֆ ո էնկց ի ա փ համ ապա՝ 
տասիւան րնարուքժրսն և ոչ մեծ ծերացման ղ1։պր։ռ.մ. երկու են թ աղ րո i [d ր։ ւն- 
ներր կարելի է տարածել ոչ դծաքին ւոիրու լթում։ Հետազոտվել են ինչպես 
ri. Ս, հարտպեէոլանքէ |^. ե. /’. Լատինի f1*՝ J. աէնպես էլ հեղինակի կոէ}~ 
մ ի g իք. ԼՊէ' ինժենե րական կոնստրուկցիաների ամբիոնի լարորաւո որիտ -
լու մ կատարված փորձերր:

եուլն փորձերի հիման վրա ցուլց է արված Պ, ՛Լասիլե ի' 4- -5] կողմից 
աոաչարկվսւծ րանաձեերի կիրասմ ան հն ա ր ափէ րո t.fd րոն ր ծերացող բետոնի 
un դրի նկարաւլրման համար։

E. L. MANU KIAN

ON THE NONLINEAR CREEP OF CONCRETE AT 
CENTRAL COMPRESSION

Summary

In this article the experimental results, obtained by the author 
and other investigators, on the nonlinear creep of compressed concrete 
are analysed.

The approximate applicability of the hypothesis of affinity of creep 
curves and the principle of superposition in nonlinear creep is shown.
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Р. О. АМЛСЯН

СТАТИСТИЧЕСКИЙ ПОДБОР МОДЕЛЬНЫХ МАТЕРИАЛОВ 
ПО ИХ ДЕФОРМАТИВНЫМ СВОЙСТВАМ

Ввиду недостаточной однородности и стабильности механических 
свойств модельных материалом их подбор необходимо проводить по 
средним значениям механических характеристик с одновременным уче­
том вероятности их отклонений от среднего.

Методика такого рода подбора модельного материала только ио 
одному параметру—по предельной прочности, на основе статистиче­
ской теории подобия [1|, разработанной академиком АН АрмССР 
Л. Г. Назаровым, принедона п работе [2].

Настоящая работа посвящена статистическому подбору модель­
ных материалов по их деформатикным свойствам.

Как известно, подбор модельного материал?, по деформаТивным 
свойствам осуществляется путем максимального сближения индика­
торной кривой материала модели ՝■' I:’) к аффинно-преобразованной ин­
дикаторной кривой материала оригинала Ц՜).

Однако, так как У (/) и : (з) вследствие неоднородности мате­
риалов являются случайными фуккц :ями. тс установить подобие еди­
ничными испытаниями контрольных образцов из материалов оригинала 
и модели возможно лишь весьма неточно. 11р । это.т допускаемая 
ошибка тем больше, чем больше неоднородность материалов модели 
и оригинала.

Сущность статистическое՛ подбора модельного материала по де- 
форматииным свойствам заключается в том, что здесь сравнению под­
лежат не единичные экземпляры контрольных образцов из материалос 
модели и оригинала, а сери:: контрольных образцов модели и ориги­
нала. Они считаются подобными, если средние значения функции де­
формации и корреляционные моменты удовлетворяют соответственно 
условиям

ЙК) -.Гй

К., (^, ^д=та;(:։, =.) (1)

Л ; 1. 2 • 
где / и ՝, множители подобия соот. етстг.еннс для напряжения и де­
формаций.

Условие (1) приемлемо в тек случаях, когда и результате испы­
тания контрольных образцов «и лучают полную индикаторную кривую. 
Однако, в большинстве случаев случайные функции и Ц=) не 
записываются непрерывно, а регистрируются через определенные ин-



Статистический подСюр модельных материалов 37

тервалы их значения для з։, Так как случайные функции в
фиксированных значениях . р-умент». превращаются в обычную случай­
ную величину, то результаты испытания образцов в данном случае 
представляют собой систе.м. т случайных еличин

Чл).
Это приводит к тому, что место случайных функций ='(՛) и 

£ (-) следует варьировать со случайными векторами

Тогда условия статистического подобия между материалами мо­
дели я оригинала при множителях >добия '՛ и ՛, представляются в 
виде

Злее:-- корреляционные- моменты А՜, и А՜ составляют симметрич­
ные корреляционные матрицы т-степечи, в главных диагоналях ко­
торых расположены дисперсии зчг ений деформации.

В настоящей работе, исходя из условий статистического подо­
бия (2), рассматривается задача статистического моделирования лег­
кого бетона марки М-160 легким 'стоном марки М-50 по их де- 
формативным свойствам.

Поставленная задача приводится к установлению статистического 
подобия между бетонными н .измамн двух серий указанных марок при 
множителях подобия 3 0.33, 7 1.07. Предполагая, что легкие бе­
тоны марки 1бп и 50 име т одинаковые плотности, т. е. множитель 
подобия для плотности '1 — 1, для линейного множителя получим 

л = fyr, — 0.33
Принимая характерный размер контрольных призм оригинала 

Z = 45 еле, соответствующий призме размерами (45 15X1-5 с.«), для
характерного размера кон г.:олгных призм модели получим

Г - >1=^=\5 см
Такому значению / соот етстзуст призма размерами (15/'5 .5ел:).
Опытные призмы указанных размеров в количестве 36 штук каж­

дой серии изготовлялись из легкого бетона на гуроном песке и щебне. 
Составы бетонов обеих серий, подобранные в соответствии с ИХ про­
ектируемой маркой, приведены в табл. 1.
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ТаблИЦь /

Размеры
призм С.Н

Проектируе­
мая марка 

бетона 
кг'е.и1

Согтпи бе­
тона по лесу

Рлсеод материала на 1 лг! 
бетона а к։ В Ц 1 

т ,м1
। песок иодацемент

43 15 15 160 ПОЛЛ.5 448 404 672 365 0.54 1.889
15 5 5 50 1:2.7:1.5 176 450 797 365 1.66 1 .819

Для снятия деформдтявнык свойств все призмы подвергались 
центральному одноосному сжатию. Испытание производилось ступен­
чатым нагружением образцом и измерением продольных деформации 
после каждой ступени нагрузки, ■ . ставляющих примерно 0.1 от пре­
дела прочности бетона.

Измерение деформации проводилось с помощью тензодатчиков, 
закрепленных и?, двух противоп֊ ՛.< - аыч гранях призмы.

Результаты испытания призм обеих серий после первичной ста­
тистической обработки представлены в табл. 2 и 3.

Табл ни и 2
№>.՛ 

реализации =, м-5 ч-ю 5 .,-10՜'- '-.-10՜ : -10- ՜’

1 5.2 21.5 44.9 71.1 97.8
2 7 0 25.0 47.2 73.2 102.9
3 8.1 27.8 19.« 7.8 4 111.4
•1 8 4 29.0 52.1 80.5 117.0
5 1 ' 5 33.0 59.5 90.1 123.0
6 10.3 31 .2 56.5 85.0 119.1
7 11.0 35.5 62.5 92.4 126.3
8 118 27 0 65.0 98 0 132.6
о 5.4 23.6 45.4 70.4 99.9

11) 7.0 28 1 47.0 72.1 102.4
11 7 К 27 1 49.0 76.4 110.6
12 9 (1 29.2 50.9 80.1 118.4
13 10.5 33.0 60 0 90.5 125.8
14 9.5 30.1 54 5 83.2 119.8
15 11 1 3». 5 60.5 99.1 128.0
16 । 1 27 0 63.2 94.6 135.5
17 7 0 25.4 48.1 71 6 104.6
18 7 8 27,3 48.8 7ь 5 1Г. .0
19 1 ■ 28.8 52.2 <81.0 118.0
20 ю з 30.8 ЯЛ 88.8 125.0
21 10.0 31 0 56.3 84.2 119.8
22 10.4 32.2 60.7 89.8 127.5
23 8.3 28 1 49.8 78.6 112.6
24 9.0 2:‘,о 50.8 80.6 117 2
25 10 5 33 " 59.1 90.4 125 5
26 10.3 31 8 56.1 87 7 121 8
27 9 0 28.4 52.5 80.2 117.1
28 9.0 29.0 53.0 81.7 119.8
2« 7.3 24 9 18.1 75.6 109.9
зо 8.0 2л.7 49.0 77.0 112.2
3! “ 0 27.2 49 0 76.0 108,8

10 о 31 .0 54 5 82.6 119 0
9.9 32.2 56.5 .88.4 121.0

34 8.9 27.9 40.9 79 3 114.0
35 8.9 т».о 51.2 80.0 116.2
36 ,5 30.5 52.6 82.5 иб.о
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Таблица 3
№№

реализации !Г10՜5 4-ю՜-5 4‘«֊5 Ч.Ю-- 4-ю՜3

1 6.5 18 5 42.5 70.6 117.0
2 6.9 18.2 42.8 74.4 124.0
3 6.8 18.1 43.1 74.6 126.0
4 6.8 22.0 46.7 67.0 117.0

֊5 6.2 23.0 44.5 73.0 125.0
6 7.1 1 46.0 76.2 132.0
7 5.5 18.0 36.0 60.5 88.0
Ь 5.8 20.4 40 .5 66.0 102.0
9 6.0 22.1 45 6 74.2 103.0

10 5.5 18 2 39.6 60.9 99.5
и 8.1 26.3 48.1 77.2 114.0
12 9.0 28.0 52 0 88.5 139.0
13 э.э 18.5 37.4 58.5 99.3
14 6.6 23.2 45.2 73.6 126.5
15 7.0 23.0 45.0 73 0 126.0
16 6.2 18.7 42.2 70.2 118.0
17 4.9 18.4 37 3 60.3 95.5
18 6.0 18 1 41 о 69.3 117.0
19 6.0 23.0 45 5 73.0 126.0
20 7.2 25.2 46 3 75 5 134.0
21 7.5 23.0 45 0 73.5 126.0
22 5.2 18.6 38.6 61.2 98.6
23 7.1 22.5 ■14.8 72.6 128.0

. 24 7.5 25.0 48.0 79.0 134.0
25 6.5 22.4 44.1 71.4 126.5
26 5.0 18.0 37.2 59.7 90.5
27 5.0 18.5 36.7 60.5 90.5
28 5.2 18.9 38.3 63.0 95.0
29 6.7 23.5 45.0 73.5 126.0
30 6.5 23.6 45.4 73.3 128.0
31 5.0 19.0 36.9 61.1 94.8
32 5.2 18.9 37.6 61.4 98.2
33 7.0 23.0 45.5 73.5 126.5
34 6 5 22.7 44.7 73.7 124.6
35 7.1 23.8 46.1 78.1 133.6
36 7.5 24.0 46.5 77.0 132.0

Как видно из этих таблиц, случайные функции -(=) и г'(' ) све­
дены к системам по пяти случайным величинам, отвечающим соответ­
ственно сечениям

з ֊ 12 лч см՜, 36 кг слг, 60 кг см՝', 84 лч слг, 108 кг см՜
з՜ — рз 4 лч слг. 12 лч см՛՛, 20 кг см՜, 20 лч еле, 36 лч/елг
Многомерный статистический анализ этих случайных величин сво­

дился к нахождению оценок подходящих значений средних векторов 
и корреляционных матриц.

Оценка среднего вектора и корреляционной матрицы осущест­
влялась по формулам:

для среднего вектора
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для корреляционной матрицы

‘:-«£тл-т»=г|,?Л-;н- ՛՛> 

/; /= i, 2,.-s 5

где 'V - - объем выборки.

Вычисления привели к следующим результатам:

(
— X х

8.1-10 Z ՛
26.7 10_548.5-10 -
90.4-10 .129.9-10

(
9.8-10

29.2-10 ,
58.9-10.
81.6-10-119.0-10

1.1 2.0 3.5 5.2 7.5 \
2.0 8.1 9.9 13.9 32.8
3.5 9.9 15.« 23.4 48.2
5.2 13.9 23.4 ■11.6 93.2
7.5 32.8 48.2 93.2 222 1 )

— i1 I-9 
' 3 3

3.3
9.9

4.2
10.8

4.8
11.6

5.2 \
39.1 1

•,-К 4.2 10.8 12.4 27.2 55.6
, 4.8 11 6 27.2 32.9 95.3

5.2 39 1 55.6 95.3 18о.3 /

Сопоставляя оценки средних векторов и корреляционных матриц 
сравниваемых серий можно установить между ними некоторое разли­
чие. Означает ли это, что условие статистического подобия (2) на­
рушено или различие выборочных средних векторов и корреляцион­
ных матриц носит чисто случайный характер?

Ответ на .-тог вопрос мы получим путем проверки гипотезы:

/7: е' = Кс ?Kt

Отношением правдоподобия для проверки гипотезы Н, согласно 
предложению Бартлетта, является величина [3]

п 1Л1Ь

|В|’ 
где

Я=Л 2/V,. N*1-О (I/՝ 7) /, у - J, 2,-•-,5 
c-t

1

п У. n.t

g номер выборки, g 1.2.
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Для получения критической области, в которой гипотеза Н под­
тверждается, необходимо иметь функцию распределении И. Для ее 
определения воспользуемся теорией асим։ т< тических разложений функ­
ции распределения случайном величины Бокса 41.

Вместо случайной величины '/ введем случайную величину R7

1 /п.т - —
^-’/п՜ ]]пл.- ՝

Асимптотическое разложение ՛'_ ■нкьии распределения величины 
2;-- 1п IV имеет вид

Р{ 2?1п и7<2} = Р|/-<2|] О(Л ‘)
(3)

где / число степеней свободы

, 1 /
( — т [т

2
3)

;• и ՛՛ ..— постоянные коэффициенты, о-ределяемые обо гнететвенно 
по формулам:

о(т 3)
т

?г {т 3)
1

1 \ (2т՜ Зт — 1) ?н $$
п ' п (т 3} ,т'(/и - 3)

В результате вычислений для /, ՛, и 1г. R получены сле­
дуй шис значения:/-=-20, у 1.2, ■՛՛• 0.0032, — 2у1н'.Г- 11.71.

Так как <•>. «мало, то, исходя из (3), можно считать, •< । > 2>1п Й
имеет /.^распределение с 20 степенями свободы. Для 10’ ,,-го 
уровня значимости критическое значение /* с 20 степенями свободы 
равно 12.44, что больше, чем полученное значение для 2' 1п Т. Сле­
довательно, гипотеза о равенстве средних векторов и корреляцион­
ных матриц не опровергается.

Вывод: статистическое подобие между легкими бетонами марки 
М-160 и М-50 по их деформативным свойствам уст;-но 'ле.чо.

Институт гс Уфнзихи и инжсш рксп С - «СМОЛЬ! ЕЯ 
АН Армянской ССР !1-СТ’, пила 20 ’X 196о
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R. H. HAMASSIA.N

THE STATISTIC CHOICE OF MODEL MATERIALS ACCORDING 
TO THEIR PROPERTIES OF DEFORMATION

S u tn m a г у

The method of choosing model materials according to their pro­
perties of deformation is given. Particularly, the problem of replacing 
light concrete M —160 by M 50 is studied.

The two series of concrete samples, the measure, composition and 
quantity of which w? see in table 1, are submitted to one axial com­
pression.

The statistic treatment of the results of experiments, (tables 2,3) 
ended with quintuple average vectors of deformation and the correlation 
of matrixes. Then after having proved the hypothesis of the average 
vectors and the correlation of matrixes; for these two compared series, 
a conclusion v.as made on the statistic resemblance of both kinds of 
light concretes.
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Г лЕ КИРАКОСЯН

ОБОДНОЙ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ 
УСЕЧЕННО-КОНИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ВРАЩЕНИЯ

В рамках безмоментной теории оболочек [I] рассматривается за­
дача о кваэнстатическом равновесии усеченно-конической заьг.шутой 
оболочки вращения при одном режиме сложного нагружения. После 
выяснения »опроса с разгрузке и повторном нагружении, на основа­
нии теории течения 12] дается точное решение задачи для определен­
ного промежутка времени. Приведен численный пример.

1. Исходные уравнения и соотношения

Рассмотрим усеченно-коническую замкнутую оболочку враще­
ния постоянной толщины А. Положение какого-либо Параллельного 
круга срединной поверхности сболочк:: будем определять длиной от­
резка по образующей 5, отсчитываемой о. некоторого параллельного 
круга - 0.

Пусть рассматриваемая оболочка свободна ст поверхностных на­
грузок (X 7. 0), один край ее ($,. - 0) защемлен, а на другом 
(х; /I действуеч растягивающее вдоль образующих равномерно-рас­
пределенное напряжение 7, линейно возрастающее со временем. Бу­
дем считать, что напряжение 9 растет от нуля до некоторого значе­
ния, при котором в Оболочке существует область упруго-пластических 
деформация, после чего защемляется загруженный край ($։ /) и па-
чинает действовать равномерное внутреннее давление р, опять линейно 
возрос тающее со временем. При этом будем принимать, что растя­
гивающее напряжение Ц и внутреннее давление р настолько медленно 
изменяются со временем, что влиянием инерционных членов можно 
пренебречь.

Для краткости задачу о квазистатнческом равновесии рассматри­
ваемой оболочки до приложения внутреннего давления р назовем за­
дачей упруго-пластического растяжения, а после его приложения 
задачей с внутренним давлением.

Будем исходить из безмоментной теории оболочек [1]. при этом 
принимая за физические соотношения уравнения теории течения упроч­
няющего материала ;2{.

В случае двухосного напряженного состояния эти уравнения 
имеют вид:
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при нагружении (г/Г^>0)

^։ = -<л- \Г(Т) С2\֊-^<1Т
Е 3

(1.1)’
-1г(Г)(2?., ^)<1Т

А 3

при разгрузке и нейтральных изменениях на։.ряженного состоя­
ния (с? Т 01

“ №) - 7^՜?
Е (1.21

</; —77 (</-.. ’чЛ.)

Здесь (кг, (1՜- и с/-1։ г/-՜. приращения компонент деформации и на­
пряжения вдоль образующих и колъи.-вых окружностей срединной по­
верхности оболочки, Е и •• — модуль Юнга и коэффициент Пуассона 
материала, 7’ интенсивность касательных напряжений

г--1=-Г=, =;: i 1.3)
'I 3

Для простоты ограничимся случаем линейного упр чиення материала 

Л’(7')=Л0Т (1.4)

(/>. — постоянная, определяемая из опытов).
Из геометрических соотношений, в случае защемления края $ 0, 

для перемещения вдоль образующих к и прогиба оболочки п՛ имеем [1]

и = I -//к, m = -- - и tg Н (1.5)
eos "

Здесь i> угол между образующей конуса и ее осью, г г s sin ■՛ 
расстояние точек ере .инной поверхности до оси оболочки.

Напряжения по образующим -։ и кольцевым окружностям ՛■_ оп­
ределяются из интегралов статических ур; .нений безмоментной 
теории оболочек по формулам {!]

.<■
с. — -----1----- ։ г(^еов*> Zsin’OJs С

rh COS i) J
(1.6)

fl COS 1

Так как внешние воздействия па оболочку в нагв-м случ'и? изменяются 
со временем, то фигурирующая в формуле (1.6) неизвестная величина 
интегрирования С будет функцией времени.
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2. Задача упруго-пластического растяжения оболочки

Условия задачи ь лайком случае таковы:

X=Y Z=0 

и (О, i) 0, = O(1 = const, 0 t f,

С учетом (2.1) из 11.6) для напряжений получим

=,(։./) —■ =։(։,0 О
nr cos ՛>

где
С(0 — </0Ar։f cos ։>, (г։ г (/))

С л с до вател ьно,

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

I ак как интенсивность касательных напряжений Т монотонно 
возрастающая функция от $, то область упругс-пластических дефор­
маций начнется с конца оболочки 5, / и с течением времени рас­
пространится в сторону другого конца 0.

Граница упругой и упруго-пластической областей $п И в произ­
вольный момент времени / определится из условия

Т($а, И - Та (2.5)

। Т значение интенсивности касательных напряжений, соответствую­
щее пределу упругости материала) н имеет вид

МП ֊Ат (г. ттк') '2;6>83П ՛> ՛ Г 3 /л /

Момент же времен։։ (г. ($), при котором произвольнее кольцевое сече­
ние $ ркажётёя границей упругой и упруго-::ла-.,тической областей, 
согласно (2.6) будет

1 Т Т1„ (5) = *---1^ (г0 5 5Ш I)) (2.7)
г։9о

Чтобы оболочка в момент времени С, когда прекращается рост 
растягивающего напряжения </, частично испытывала упруго-влас-: 
веские- деформации, необходимо выполнение нера-енетна

О<5Я(^)</ (2.8)
или, что одно и то же

~~ л,(0<4<М0) 1 3 ---- (2.9>
% 9о^1

Очевидно, ЧТО часть оболочки 0 '■ 5 5.1 (Л ՝ деформируется упруго
сначала ло конца, т. е. при 0 ( Произвольное же сечение $
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остальной части оболочки (/։1 $ / деформируется упруго в про­
межутке времени 0<1/<^/Л($), после чего оно испытывает упруго­
пластические деформации.

Исходя из вышеизложенного, с учетом (1.1), (1.2), (1.4) и (2.4), 
для деформации вдоль Образующих меж.՛■■ .՝ записать

_9оП t 0 s $,(/> 
£r(s) ’ (О I /п(s))

(2.bJ)

2/<.
27 г >

Sn(t)' s I (frtis) t G)
/2.11)

hr 3 г д

Внеся значения деформации из (2.10) и (2.1 D з первое соот­
ношение (1.5), после интегрирования в соответствующих пре/.е. ах для 
перемещения вдоль образующих и получим

3. Задача с внутренним давлением

u(s, Г,;
(։) ’

0 S S; (П .2.12)
E sin ։» r (0 t ttt ($))

„ (s> z) =
Esin U r ‘2՜/ r" sin и

Зг-лл?)

M 
3/3

«֊֊^
Sjn Л'“ 1 з л ’

(2.13:

Si it) s <- /, (Ms) G)

Аналогичным образом определяется и прогиб оболочки п?

w(։,0 In^։- 0 s S.; (fl 2.14)
Е cos ՛» r(s) (0 t • Ms))

и.» (s, t) — —-( 
cos 0 31 3

■ ■------- 1
Er

__ 1 1 n F(-r 1{7ог (г֊Я;Е-3cos 0 1 Е r 27 r֊

'2Е^ / .
----------- =- s sin 

3 I 3 \ ’ —Gi J 
I 3 7’n / i

,2.151

Sn(0 s > I, (Ms) t G)

Пусть в момент времени прекращается рост растягивающего 
напряжения ^(/), защемляется край оболочки. s։ / и начинает дей­
ствовать внутреннее давление р, линейно возрастающее со временем 

р(0 = Р'Л{ — G)< Pit const, t f. (3.1>
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Для дайной задач» оболочка предварительно напряжена, причем в 
одной се части 0 s s (/.) реализовано упругое (2.4), (2.10), (2.12). 
(2.14), а и остальной части 5Л<М s / - упруго-пластическое (2.4), 
(2.11), "2.13), (2.15) напряжскнс-дсформированные состояния. Задача 
о квазнстатическом равновесии такой оболочки для L является 
статически неопределимой.

В данном случае (Л = ) = 3, 7 р (/ — £)) из (1.6) для напря­
жений -j и - получим

_ г՜* с (о
2гЛ cos ։> г A cos ՛•

.X 13.2)
,, (/>/,)

A cos ։•

Неизвестная икиия ин'гегрщ ՛>: Cfi) должна определяться гз 
условия постоянства повремени значения перемещения вдоль образую­
щих « hi краю оболочки s։ - /. С учетом (2.13) это условие имеет вид 

«(/. п-«|С(/)| -&г֊4-1п г" /• ֊ зг՜։֊
fis։r.l> г։ 27 sin И

2Г/Л
3 । 3 sin И

-Р?’-' ֊ ч ) 
I 3 Тп ) и, — const, (/ /։) (3.3)

Однако, лля п-<хо;;дення выражения перемещения и через неизвест­
ную функцию С (О нужно определить области дальнейшего нагруже­
ния и. разгрузки, появляющиеся вследствие приложения нового воз­
действия на оболочку 1 _> ниемл-ние края ,$1 — / и появление '.нутреп- 
него давления р). что предварительно сделать невозможно. В этом и 
заключается вся грудкост:-, решения иоетаилспиой задачи.

Допустим, что после приложения внутреннего давления р во всея 
оболочке в гечение некоторого промежутка времени А/* /4: — /։
происходит прочесе разгрузки или нейтральных изменений напряжен­
ного состояния, т. с.

г/ Т 0, 0 в I, (^ I - /ф) (3.4)

(Вопрос о действителгшости 'того предположения будет рассматри­
ваться несколько ниже).

В силу (3.4) приращения дг- рормапий выразятся через напряже­
ния и их приращения по формулам (1.2՝.

Учитывая |3.2), для приращения де .юрмаиич нд-злв образующих 
г/:, ИЗ (1.2) ПОЛУЧИМ

АТТ֊ .,{2^֊՜ М' <1 2>)г|[л (3.5)
2 £/?/• соз •> I а! I

(0 5 /)
Для выполнения условия (3.3) (условия постоянства перемеще­

ния п на краю осолочки /> необходимо, чтобы
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ds . 1, nruwc 
2£А cos 6 J r . I dt

<. !,
Pole 2/)r-| .r//(/s = O

(3.6)
u M

Имея в виду то обстоятельство, что условие (3.6) должно удов­
летворяться при любом I - 1и для неизвестной функции интегриро­
вания С (/I с учетом *3.5) и (2.3) получим .-.ш;>|| ереи^ияльнос урав­
нение

dC р.,(1 2'Нг .-.)
Л 2 + '

4 In
И

3.7)О М

с начальным условием

Следовательно.

С (t) - fahrdi cos •>

C’(G) ֊УоЛгр1! cos •՛

» r* (1 —2v)i'r֊ r|J
I 2 4 In r°

(t ■■ Л)

Л)
(3.9)

Нахождением неизвестной функции интегрирования (3.9) фактически 
завершается решение задачи с внутренним давлением п предположе­
нии (3.4).

С помощью (3.2), (3.9). '1.2 , (2.12) (2.15) для напряжений и 
перемещений оболочки получим

’1(։, <) = ֊։'‘ —-----  J2r:lnr"-(1 2/)(r- r;)i
4 rA cos iHn — ՛ Л ՛

Г’ (3.101

(0 $л(/։))

3a(s, D
h CQS Ii

(0 s i)

u(s. t) = -^2- 
Еsin ։>

In Гс pjl 2>l(f л>
(/■֊ л = 11п Г(1 

r։r 2£As: ■12ilia <2-

и (5, о = ֊՝֊ - In — 
£sin I г 27 г* sin ;i

Зг- /।

‘ .• г/АЛ
31- 3 sin?> " । 3 Г.

< Известия АН АрмССР, Me.xai.nx:։, .\v 5
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|(Г г)|пА_(г-ф1п^

2£7»$։п2Ь1п ’ Гх
г\

(лИ/։)<5 /)

i3.il)

*(«. 0 = ----- Нзг4-
' / 4£АсогО|п֊^ 1

(1 2,>г/цп_^ . (1_2,)^_|П^И.-_Г?)1

(О ։<։.(«,))

и'(։ О ֊֊г I —'-Ь ___ /МАУ
соз 'л 13 /3 Ег 27 ՝ г )

֊ ~֊֊1П Г7 (3.12)
соя) А г 2/ г-

25 2^
з । з

($ $1П '• г,<л/ X Ьг ■
I-’7»/ 4£Лео8=и1п֊^ 1

(I 2Чг?|1п г‘ (1 -1п-^)(г--г;)|

(5,ч(/։) $ /)

Покажем, что после приложения внутреннего давления р на самом 
деле- существует некоторый промежуток времени А^., — — /г, в те­
чение которого во всей оболочке происходит процесс разгрузки или 
нейтральных изменений напряженного состояния.

Условие отсутствия нагружения, с учетом (1.3) и (3.2). примет 
нид

I Зг։) 2а,г; (/-/,) 4С^֊ 2А.г-С 0
! с! г 11 с

Из этого условия с помощью (3.9) получим

А/ /
1 2') (г. П)со§'>|п -') 

_ 

(3.13)

(3.14)
(1-2<М/--г;г

Как 
для

нетрудно заметить, сиое наименьшее значение А/ принимает 
края оболочки * ֊-- 0 (при г - г ). 11озтому из (3.14) для про­

дол:։: и юл» но՛. :։ процесса разгрузки или нейтральных изменений на-, 
пряженного состояния всей оболочки А/,, получим
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49^/-,/, (1 — 2-՛) (г; г\) со® !11п — -
дг _ __________________ ________ _________ Г։

/Л. 12г‘( 1п Г( )’ (1 20֊(>:
(3.15)

Если материал оболочки сжимаем в упругой стадии деформирования 
(> < 0.5), то Д/.:>0, т. е. после приложения внутреннего давления ;> 
но всей оболочке может происходить процесс разгрузки или ней­
тральных изменений напряженного состояния, что невозможно (А/ 0)
при несжимаемости материала.

После истечения промежутка времени А/л в дальнейшем возни­
кает область повторного Нагружения оболочки. На основании (3.24) 
она начнется с одного конца 5 0 и с течением времени (с возра­
станием давления р ( /)) распространится в сторону другого конца обо­
лочки х — I. Повторное нагружение до некоторого определение о 
уровня напряженного состояния является упругим. При атом для 
части 0 где оболочка до этого деформировалась только
упруго, повторное нагружение будет упругим не только до прежнего 
уровня напряженного состояния /’(х, /,)< ТГ։, но и дальше, до пре­
дела упругости материала Л- В остальной же части, где оболочка 
при первоначальном нагружении (0 I - испытывала упруго-пласти­
ческие деформации, процесс повторного нагружения будет упругим 
.V-' прежнего уровня напряженного состояния 7՜($, /,) . Тп. Следова­
тельно, для всея оболочки целиком повторное нагружение будет уп­
ругим до того момента времени ( , при котором где-нибудь в обо­
лочке впервые удовлетворяется одно из следующих двух условий:

'Г($, /) Тп О < х х-| (/։) (3.16)

Т(.ч, /) Т {$, /։) Тг. $-< I (3.17)

С учетом (1.3), (3.2) и (3.9) из (3.16) относительно промежутка 
времени А/, - в течение которого повторное нагружение для
части оболочки 0 <■ х $•. П։) ’будет упругим, получим следующее ква­
дратное уравнение:

Й и 2>)Чг՝'-г’Г + 12(г(; (Ц)г֊

“ Зр09(| (1 2>»Лг,/։ (г; Г*՛) сок ։՝ 1п— Д/,

16 /г сое՜ :• ( 1п — ) [<?,' г\ /}—3 Тп (гу х.,. 5»л ՝՝•)*] О 
\ г, /

(3.18)

В этом уравнении под $$ следует понимать расстояние от края рас­
сматриваемой части оболочки х — 0 по образующей той кольцевой 
окружности, для которой А/։ получает наименьшее положительное зна­
чение. Иными словами, я* определяет точки, в которых путем пов- 
4*
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торного нагружения оболочки впервые достигается предел упругости 
материала 7\.

С помощью (1.3), (2.4), (3.-2) и (3.9։ из условия (3.17) для наи­
большего промежутка времени -•/ /7 б. в течение которого пов­
торное нагружение части оболочки 5;:(^) а / будет упругим, по­
лучим

(1 2>) (г; — гf) cos In —
A/.. ----------------------------------------------------------------

Ро 9.1/։'( 1п — ) О 2՝И (г
3 /-Т V /։1 /

(3.19)

Отметим, что интенсивность касательных напряжений своего 
прежнего значения впервые достигает при $ ֊ $,.(/,), т. е. повторное 
нагружение неупругий характер впервые получает на той кольце։՝..՛? 
окружности, которая в конце первоначального нагружения / раз­
деляла упругую и упруго-пластическую области оболочки.

Согласно вышеизложенным рассуждениям, промежутком упругого 
характера процесса повторного нагружения для всей оболочки 
будет наименьшее из значений А/, и ±1., т. е.

ДГ = min ( ) (3.20)

Решения задачи с внутренним давлением (3.10) (3.12), найден­
ные для промежутка времени t t} и течение которого во 
всей оболочке происходил упругий процесс процесс разгрузки, рас- 
пространимы я па случай упругого повторного нагружения. Это оче­
видно, так как в обоих утих случаях приращении деформаций оыра- 
жаются через приращения напряжений одинаковыми соотношениями 
упругости (1.2).

Таким образом, решения (3.10) (3.12) справедливы для любого 
/, находящегося в интервале

tx <'t ' tx - № (3.21)

4. Численный пример

Для иллюстрации рассмотрим следующий численный пример. 
Пусть

И = 3 см, / 200 см, г, = 89 с.н, г- 50 см

£=2-10’« ыг, V 0.25, Г« = 0.5 10-|’֊!7 (4.1)
кг

ТГ; — 1000 К1СМ1 ------ ---- ՛ Рб =0.1 - -- —----
СМ'МИН САГМПП

Допустим, что рост растягивающего напряжения 9(0 продлился 
до того момента времени г։, при котором напряженно-деформирован­
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ное состояние половины оболочки перешло границу упругости мате­
риала. Тогда с учете՝.։ (4.1) из (2.7) и (3.15) получим

/. /.,■ ( ~ ) — 7.252 мин — 37.53 час
(4.2)

&{* 108 мин — 1.8 час

Нетрудно убедиться ։։ том, что положительный корень квадратного 
уравнения (3.18)

[3.8025 2651 10 "г4(х)]Р/:)':- 244903/, 39.43-10’—9334 г2 ($) =0

свое наименьшее значение получает на границе раздела 

упруго-пластической областей оболочки при / — /, ( т. е. $А 

и совпадает со значением След она тельно,

упругой и
/
2

, что

— 479 мин 7.99 час (4.3)

Таким образом, в рассмотренном конкретном случае промежуток 
времени (3.21), для которого решения задачи с внутренним давлением 
(3.10) -(3.12) справедливы, будет

37.53 час < / 45.52 час (4.4)

Этот промежуток намного шире, 
нейтральных изменений напряже .н то 
+ ֊

ем промежуток разгрузки или 
состояния оболочки /, / /|

37.53 час / 39.33 час

Институт математики и механики 
АН Армянском ССР Поступила 17 XI 1966

О. И. Ш*1*11.Ч1|119№

Л$11ЛГ ։И1Ъ1и։и.Ъ и.П-и<1։'Мк-։Т||.11.118Ь»11МНкЪ
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Н. П ф и ф и । и

!'''шг]иА1 рЪЬи/ЪЛпЛ 1Л ч/ т1. игч.{&рч'и £р?чА1 шф/Ъ рчс// л ч/р!р[пчГ I;

ирпт։!шЪ 'мтпшЛ 1рАич1рч'ч !■}шпт'и[<}/г *1 [г ,г>ш'»чи^/ч ич/р ч^/^цпг.^ {нА/

^Лц^рр р<чр>( ркп1ии<[п р ։/ чА/ чкчгЬрч! г] /, л] рД Н' ш /у шЪ р шципп

1/ш/у£<р£|/г«рЬлЪ/, р/и/ (X } X ~ 0) Ь//Ш </ /> Лш^рр (5(։ ; 0) чи/рч։^֊ 

[’ч// ,4144։ 1Г (5^ — /) члр^/ч Л 1։ ^*11 £!/> ։ч // г] п рч I/ р ^^4// \и1։1ч1-

чшрч/^шф рш^и^шд у рчргчкГ, "рр Ч,'> 41 ^14рЫ/ ш£псг/ /, рчч/

4՛ чр >чр/ рчрпи/р ш(.пи! 1՛՛^пРп^-4А 1//р</ к р,
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R M KIRAKOSIAN

ON AN ELASTIC-PLASTIC PROBLEM OF INTERSECTED 
CONICAL SHELL OF REVOLUTION

S ii tn n։ a r y

On the basis of tnoinentless theory of shells the problem of elas­
tic-plastic quasi-statical equilibrium of interv-cteJ conical shell of revo­
lution tor one case of complicate.i loading is considered.
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М Г 5ЕЛУ5ЕКЯН

К ЗАДАЧЕ ОБ АЭРОДИНАМИЧЕСКОМ СЛЕДЕ 
ЗА ПЛАСТИНКОЙ

пассм<гтривается :• сдача о движении вязкой несжимаемой жид­
кости в пограничном слое, сошедшем с продольно обтекаемой плос­
кой пластинки и образовавшем непосредственно за ним аэродинами­
ческий след. Ранее, Голдстейном и Толмином получено решение ука­
занной задачи н области, не превышающей половины длины пластинки 
за задней кромкой ■՛ в области на большом удалении от пластинки II]. 
В настоящей работе делается попытка получения приближенного ре­
шения, пригодного во всей области течения жидкости.

1 Пусть пластинка длины Л обтекается потоке?.! несжимаемой 
вязкой жидкости, имеющим на бесконечности скорость £ . Направим 
ось л- по пластинке, ось у/ перпендикулярно к ней, а начало коор­
динат поместим в передней кромке пластинки. Уравнения погранич­
ного слоя для дачкой задачи имеют вид |11

ди ди д'-и ди О г՝ л
дх ду ду- дх оу

(1.1)

Граничными у слизнями будут

ЧУ

М = г б при У 0 и 0 д- ч
«- и яри У — и 0 X хз

"" - ։, = 0 при У 0 И .V /.

(1.2)

Будем искать решение задачи в приближении Озеена. В этом случае 
задача сводится решению линейного уравнения [2]

(1.3)
Ох Оу-

с граничными условиями (1.2).
Рассмотрим отдельно две задачи, связанные с решением уравне­

ния (1.3), по с различными граничными условиями:
а) полубескояечная пластинка продольно обтекается потоком жид­

кости со скоростью £ ;
б) жидкость покоится при х Вдоль оси х при х /. имеется 

распределение скорости (л).
Очевидно, чт ՝ решение исследуемой задачи ։։ приближении Озе­

ена в области х^> Ь будет суммой решений указанных задач, если
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возможно найти мп(л) так, чтобы удовлетворить последнему из гра­
ничных условий (1.2). Решения задач а! и 6) имеют вид [2, 3]

где

J/J, (х, у)

щь(х, (/) =

Erf (О 2=֊\е' 'dt, 

и

. " I .
2 1 V (х — G)

I ErfiT.j) (1.4)

(1.5)

(!.<>)

[„„(вЛл

У1 ■
21

«, « ] Erf (»,.)

Используя (1.6) и условие и (/-I 0, с помощью интегрирова­
ния по частям выражение (1.5) представим н более удобной форме

м։л(х, у) — %(М[1 “ Ег((г4.)]гЛ (1.7)

Тогда искомое решение будет иметь вид

н։(.г, г/» U Erf('.j) ( и . (ЧП Erf (։,2)] (1.8)
L

Согласно последнему граничному условию (1.2) из выражения 
(1.8) получаем интегральное уравнение для определения неизвестной 
функции м,.'|(х)

1 X — о I X

решением которого будет

м«(х) 1 1 . / 2А , \---------- -----------------arc sin ----- - 1
U. 2 - \ х '

(1.9)

(1.10)

2. Известно, что решение в первом приближении Озесна даст 
лишь качественное описание явления. Зададимся целью решить по­
ставленную задачу по методу Озесна во втором приближении. Длч 
этого нсобходимс^зсшить уравнение [2]

Чи. I = /2^1 Г2.!)
Ох и Оу: Ох

с соответствующими граничными условиями (1.2).
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Использонание приема, описанного в предыдущем пункте (раз­
биение на дне задачи а) и б)), дает для скорости на оси л՜ ту же 
формулу (1.10), в то время как м}(.г. »/) определяется из следующего 
выражения:

м- (л, у) — и Ег( (г.,1 1 /-т։ехр(֊^)

1 1 — Ег( (*,2) ехр ( (2.2)

Укажем на другой с..особ приближенного решения поставленной 
задачи. Уравнение (1.1) решается точно для каждой из задач а) и б) 
в отдельности, а затем искомое решение представляется в виде суммь: 
решений этих задач. И в этом случае и.՛.-.՛ (л / определяется п фор­
муле (1.10), а для и(х, у) находим

«(х. у) = И. |* <(Ч[1 ?'(2л;11<Й (2.3)

где функция с является решением задачи Блазиуса [11.
Отметим, что приближение п методе Озеена связано с заменой 

точных уравнений некоторым линейным • гием. Приближение Же 
в последнем случае обусловлено тем, что наложением двух виде;, те­
чения мы желаем получить решение нелинейной задачи.

3. На фиг. 1 приводится графическая зависимость мл,- 6' от л А 
согласи՛, формуле (1.10) (кривая 1). Гам же приводятся кривые Голд- 
стейка п Толмина, заимствованные из монографии Л. Г. Л ящянсК'.гО [11.

Фиг. I.

Сравнение кривой 1 с кривыми Голдстейна и Толмина показывает, 
что формула (1.10) для распределения скорости пи оси л даеч кг. ;е- 
ственно перну?՛.։, но недостаточно точную картину. Можно уточнить 
формулу (1.10) для •> ՛ (х; следу ощим выражением:

<.'■* (.г) 
А՜.

1 . / 2А— аге Sun I — 
~ л х

(3.1)
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Кривая '2 на фиг. 1 соответствует распределению скорости по 
оси х согласно выражению (3.1) для - = 1 2. Из рисунка видно, что 
кривая 2 с достаточно хорошей точностью совпадает с кривыми Голд- 
СТСЙНг и Толмина.

■ îiiciaryr математики и механики 
АН .Армян, клй ССР Поступила 30 VI l‘ S5

1Г. 4.. |:>:|.11Н'Ы|КиЪ

ÎIII.I.I» Ikhl'lTII’iilJ.iri’MU.hU'b JiSI’b kb'M'h Uikllbh 

il if l|: П ijl II I ti

‘blrt/i ur i; h tutif иЛиц^Лг *Zi pmnid uÂiuh gd !. ffi d шЛ n < g/d/ Mi lpt1 Ijfi
- ш pd d u/to gp, npp uill^iiiiliijutiï !, li gtpu fliuilpir'li ^pq^nui^nq t/ui[[ig h un:՛!!-
^Uifjiinnf / ш lipniffi^iiii/ plpiilpii4i \bui_pt U ut'ÿd ui'ljui digurli и ш p n ilfiiL p p
[niài)rud /»V ,<u՝n prj 4>lp‘itll d tiiti un{n prug!/-ч Mill •>/» h gtuùutljtti^ : ПpiijL •! utn ni ftht 
dmmtu/n pui f<f <111 'il p^'} "•'lu) nid f. О /"< Ani dp:

llnini gifiuA l։ ирирЦ puAiui&li tliu/li i ш pfd " < / m'u d L \՝ yitAnftltj iitau/^ppli
•[p*u u> p шц tu ft! I in'll ptu if in'll yuidiupt

'1-рш ififilfft >lp"i uiptfni-d uututgdiuù fndduAi \utdht/i"innifflnt.’ïip 
tju crili /‘lifi h A'rrid[i'uli • 41/111'11^1 pit-ô ri 1 ifiih pft Miuit

M. V. BELLBEKIAN

ON THE PROBLEM OF THE AERODYNAMIC TRAIL 
BEHIND THE PLATE

S u ni m a г y

This paper is dedicated Io the study of the bon idary layer in 
steady, incompressible flo՝՛ past a finite plate.

The formula for velocity“ behind the plate, obtained by Oseen's 
method, is compared with the results of Goldstein and Tollmien.
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