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КРУЧЕНИЕ ПОЛОЙ ПОЛУСФЕРЫ ШТАМПОМ

Решению задач кручении полусферы пос։ ящены работы Абрамяна 
Б. Л., Баблояна А. А., Гулканян Н. О. [1—5].

В настоящей статье рассматривается задача .> кручении полой 
полусферы, скручиваемой посредством поворота сцепленного с ней 
жесткого штампа, когда на части горца и на сферических частях по
верхности заданы напряжения. Решение задачи получено в сфериче
ских координатах способом, отличным от работы [3|. Задача сведена 
к решению тригонометрических парных рядов. С помощью некоторых 
Преобразований эти ряды приведены к рядам по полиномам, являю
щимся комбинацией полиномов Лежандра. Определение неизвестных 
коэффициентов в парных рядах-уравнениях сведено к решению квази- 
вполне регулярной бесконечной системы линейных алгебраических 
уравнений.

$ 1. Постановка задачи

Рассматриваемая задача сводится, как известно к определе
нию функции перемещения ‘1* (г. х), которая внутри области осевого 
сечения удовлетворяет уравнению Митчела

<>г՜ г дг 0 2՞
(1.1)

Если предположить, что штамп расположен в области г = О,
«<г<с<6 (фиг. 1), где и и Ь — внутренний и внешний радиусы
полусферы, то функция 4՜ (г, г) должна 
удовлетворять следующим граничным 
условиям:

V = /г (а С г •./ с, г 0)
"г9 = /1И (с г <Ь, г 0)

ч. = /г (°) (о < 0 2 ’ Г = Ь)

Здесь /. - угол поворота штампа. 
Введя новые переменные
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уралнение (1.1) можно преобразовать в уравнение

+3^-4-^ = О,
01 0V Ot д\

(1.3)

а граничным условиям (1.2) придать вид 

»Г(0, /)•=* (5 = 0, 0 .

•--/։(П (5 = 0,

05
:»=/.(;)«бУГ? 60-ь 5]6Л+1(:) (0< ; ...1, / = /։) (1.4)

*=1 ։

м = Л(:)=С| 1-« (О<5 < 1, t 0),

где РгЛ՜-} полином Лежандра, G

3 -- In —> 
а

модуль сдвига,

/,= 1п—• 
а

Здесь предположено, что функции /։(=) и /֊1(0 можно разложить в 
ряд по полиномам Лежандра.

Напряжения ■; и перемещение -<• и ноной системе координат 
будут определяться через функцию ՝«' (:, /) по формулам

Г/, _ г. Ч—- <;՝։
0(1— С-)——. ~t— — о| 1 ,

д; 01
(1.5)

v — ае‘| 1 — С։Г (/, :).

Функцию перемещений Ч'(/, ;) будем искать в следующем виде:

*։•(#. ■) Л-1-^.-3' : 0„|֊;_֊|п(1 5)-<1 +

- V e_1'[/l*sh Pt t 4֊ /?;ich t%f] P/frxiU) +

■»
I S^_,+tA/($)e-^X։(Z), (1.6)
t-i ' k

где
^■!t U) = » sin *!'• ։\COS L’kt [3, 7;

Удовлетворяя третьему и четвертому условиям (1.4), после не
которых выкладок для коэффициентов А՛,, Вь, Во, О0 получим сле
дующие значения:
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А= —-1----- ту՜—~ ( а СЬ Мт + ?* М :՜

511 /к^\ • $*

у-Ьке,։՛ 
(&—*') зЬ 1'к1х

-, ^— -тг—На 511 М» сЬ МЛ •+■
зп к — ’••

'ЗкЬкв՛1^ 
(Й ֊ *") зЬ

(1.8)

Ьр — а 
3(1 -е-::,‘) ’

Здесь учтено, что |1]

[(1

О

С;)^: =

О

(24-Ы) (24 4-2)

44 4֊ 3

(р¥=4)

(р = 4)

Удовлетворяя первому и второму условиям (1.4), для опреде
ления коэффициента /Л получим парные ряды

со
- у<г’7лЛ , +.ч, (0) а (/) ֊ »-| А +

Л-1

1
1֊в-3'՛ -г I (1.9)

со - 1 Он р -л,> 9Ь^/ЛР_.;4,,.։/(0)е-7։(/) ֊ 2/,(0
л-1 ° 1 е

Вводя обозначения

ИЛХ.' = А/5֊! 4Ид| (0). Л։ = “ ^о,

?(0= •2^֊^

(^</</։).

(1.10)

/(о=֊-֊г^[Ц։т+'֊‘)+
/ е-л \ 00 • 1+ о„ ( е֊3։ - 1е֊^ ^—֊ ) Уе ’*Рг»., ГО) —■
՝. 3 / г*£ а՜

—-----{ак [»яЬ /* (/, П 8*. сЬ /*-(/։ /)] бхе^ [? $11'М ?*сЬЗ^],
ЯП ;'й/|

(1.11)

■Ли..И0> (1.12)

парные ряды (1.9) приведем к виду
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ОО
Z„4- V г"^(1-Л7)Л(П = /(Н (0</<?)

*-։ 
со 

tv¥ke-'/*(n = g(/) (?<?</,).
A-i

(1.13)

£ 2. Решение парных рядов

Для решения парных ряд՝и поступаем следующим образом. Пер- 
нос уравнение (1.13) дифференцируем по t и умножаем на е,г. Умно
жив второе уравнение (1.13) ид вычитаем из него интеграл от по
лученного выражения, умноженный на . с. ко второму уравнению 

г

применяем операцию| С՛' ՝| . При »том получаем

v 
по
24(1 - N >(«;- »•)sin:՝./ - Fm (0</< 
л-l
«э (2.1)

~3?)cosp*f - G(0 (/<*<Gh
*֊1

где
F(f.i (О

во -»
G(f) 33 4 Xt — e 'о (O — i (xlCA/x.

/■ —1 V

(2.2)

, ,o . 2 I 2 . -/ / r.t
Далее умножим первое уравнение (2.1) иа sin ^cos~

— cos — ) dt и проинтегрируем от нудя до г-, а второе — умножим

2 I 2 . *։ / Й r.t V .
на------ мп ( cos cos । а! и проинтегрируем от У до г..

G 2^ G G '

Тогда будем иметь

г С / -fj
У X. (з: 4- -> ( cos ’ ) =■ f\ ($1 ֊ v X Л'« (•/■ *■ г: ) X J гоя- |
А-1 \ G ' *Т| \ G

(0<fj<?) (2.3)

УЛИ։ !•’։ г. ('cos — )-G-,(0) (?<։</,).

*-i G ՛

Здесь
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'■ cos—sin--
f----------------------- (2.5)2/2

/։ : I cos— — cos — 1 
' Л tj

Функции z- (х) представляют соб )й разность полиномов Лежандра 

г» (х) = Л 1 (х) — Р»(х).

Функции составляют полную ортогональную систему
функций a L. ( — 1, 1], т. е. любую функцию /1x1 можно пред
ставить в виде ряда

где

H.ri - у„ -։(.г), 
<•=4

(2.6)

(2.7)

Рассматривая (2.3) как разложение вида (2.6) и пользуясь формулой 
(2.7), для определения неизвестных коэффициентом Л"« получим бес
конечную систему линейных алгебраических уравнений

,Г; Х->(со4^)с։ж;4<л 4-х^’- (28)
где
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Д| г՝
</* I Л, (9)с1^ г-7со$'՜֊| С\ (<-) ֊ 2>(сои— ')(№. (2.9)՝

,) *՜^’ ՝■ / V 2^1 \
о э

Выведем теперь уравнение для определения Х(1.
Легко нидеть, что найденные из бесконечной системы (2.5) зна

чения X).- удовлетворяют уравнениям (2.1), (2.3) и второму уравнению 
(1.13). При дифференцировании первого уравнения (1.13) пропадает 
постоянное, вследствие чего первое уравнение (1.13) не эквивалентно 
первым уравнениям (2.1) и (2.3). Поэтому уравнение дли определения 
А', выведем из первого уравнения (1.13).

Умножим обе части первого уравнения (1.13) на е и затем под
ставим в него значение X из (2.8). Меняя порядок интегрирования 
и суммирования, получим

■ у МО ± =/(0 «- ! У
(2.10)

Пользуясь значением интеграла (см. приложение)

и значением ряда (см. приложение)

<։п _”՝ л')с/.т
__ 2н__

/ дб г.л- ■
СОЗ — СОЗ —

\ /

(2.12))

где
о т) )сЬ7хе~’<<։ ՛՛

’■ |сЬя(/1-А-)е։' (/<х).
(2.13)

упростим выражения, входящие в (2.9). После ряда выкладок будем, 
иметь
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—- У Х;,ХР (7- -[։•;’) I г,< / соз с?)
2р > ' .]■'■ ’ 2*.

ОО

ХУЛ(0 
л«։

'•Ч / \
—г------ ., 2- I СОБй \ г, /

оо
Х^Хр/.р (/)

■

X с(д "} <1Г> 
' 2/։

а
—е'уад,(’а
։Ь г'1 » 1

1 “

2 Л и։ + ’г
е^Ч) /(())<; - • 1 У՝ '

2 яЬ а/1

*сЬ з (/■ х) з)п с/х 
2/։

4՜ 1
2/л

-у 
СО$

/,
СОЗ —

/։

••X
* $։п сЬ х (/. — х) с1х 

2/;_____

( СО5—•• - СОЗ - Л )
\ /1 /> /

(2.14)

Подставляя (2.14) в (2.9), после несложных преобразований оконча
тельно найдем уравнение для определения Х։1

I 2
2 яЬ Х/։

V л>( ՛^ 
р-1

I1;) г/» (СО5 ֊ ) И7 СО ^}~

Я
4 ^г։(б) г(б)</о4 ^;։0) и7(С)с/о о, (2.15)

где

1^(0)

••X. * з'ш —— СП х(/. х) с/л՜
.5 2/,

“С?2ГГТ՜՜^ ֊
4 , СОЗ — СРВ

V \ /, /, ./

(2.16)

Исследуем теперь бесконечную систему (2.8).

^о֊/(О) И
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Предварительно введем обозначение

П —<Г—Л. (2.17)

Тог ха беек вечная система (2.8) приведется к виду

о.՝
У к \а*рУр Ь;,. (2.18)

Р-1

/.-I ( соя— 1 Рл ( соя ՛ I
«, V ՝ *1 ՝ 6/ 1 п2 / -3 \ «#/ -/ \
X ■ ----- — Р.՝.-ц соя ) - I соя - 1 ,

п - 1 2 \ 6 / X Л /

(2.19)

6» ֊ 4 Л. С2-20)

- . 5Ш-----соя------ а/
2_1_2 /1____ 2^_____

I. I /
1 . ' СО5 - СОЯ — )

V \ /х (./

(2.21)

Для доказательства 

оценим X о՛/՛!
р ।

регулярности бесконечной системы (2.18)

3|_1 2 V 1____ 1_1
Ц; <• I А р' '(<• — /?) I к т*. I Р • Р - к I

з з । ; 1-, :֊. 51п2 • 1
8

(2.22)

Здесь принят«՛- во внимание, что
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= 1 4֊
р.р ■,+..(°)

Р i(0)

1 С!\? при — О [5]

а суммы рядов, входящих в (2.22),

при

оценены с помощью интегралов

(' J -J- *
J х л — к I к J к I 
.;+ 1

* 1п(| 4-1֊ | 4)' 

к ՛

Т dx „ | 1 2 . i . 1 • | к

J х‘"(А X) 1 к I к - 1 k ГА- -г 1
1

Полученная оценка (2.22) стремится к нулю при А — со, как 
ос

О (А :). Поэтомх\ начиная с некоторого значения Ао> V а\ станет 
!' -I

меньше единицы, т. е. бесконечная система (2.18) квазивполи? 
регулярна. Значение Ап легко можно определить при численным ра
счетах.

Отметим, что в рассматриваемой задаче ;՛¥,■. имело порядок 
О (А՜՜). Поэтому оценка (2.22) получилась порядка 0(А" ). Если б:,.

л>
имело порядок 0(А՜ '), s «-■.,« также стремилось бы к нулю, нс՛ 

р-1
А / Ь> к \ 

уже как 0 -у- j.

Поскольку к кашей задаче и 6', (՛;), входящие в выражение 
(2.9), непрерывные функции, то свободные члены системы 6* при 

возрастании к будут стремиться к пулю, как О (А՜ :). Вследствие 

этого неизвестные коэффициенты ’/.՛ будут иметь порядок 0{Л՜ '). 
(Это можно доказать путем применения метола последовательных 
приближений).

Таким образом, ряд, входящий и выражение для перемещений, 
абсолютно сходящийся, и поэтом} сумму итога ряда всегда мол.нс ՛՛ ՛ - 
числить. Ряды же, входящие в выражения напряжений, абсолютно не 
сходятся. Суммы этих рядов у краев штампа обращаются и беско
нечность,.

Выделим глазную часть ряда ,՛. выражениям для напряжения 
" (О, t). Согласно (1.5), (1.6), (1.8), (1.10), (2.17) имеем
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I О 00 р: У» 1
' 10, П ; (а-' - /.՝,.) е ֊•^•Д(о—— - . (2.23)

I 1 - <-’ 3!' 4֊ V; I
(0</<?)

Подставляя и (2.23) значения неизвестных У из (2.18), после 
ряда пыклад ж для напряжения ■ (О.М под штампом у его границы, 
т. о. для значений г, близких по значению к 5, получим

1<- (0, /) » ։;Р
Л/сО5 

2/,

/ СО5~ СО$ ֊' )
'» /, /

(/•</,), (2.24)

где * (/) уже ограниченная 
Л/ определяется формулой

и непрерывная функция, а коэффициент

М I 2 Л',(Ю V У,?։;У.; (со,!*՝)
(2.25)

; 1ри получении выражения (2.25) было использовано значение 
ряда

-֊ 2М агс 5֊,п--- 2/Л- (.г < /).
= ։!п^-

2<։

(см. приложение).

(2.26)

§ 3. Парные ряды по косинусам

Если вместо (1.13) имеем парные ряды по к'синусам

V А’д ( 1 - V. ) Ч, СО5 ’.։ f /(/)֊ а:

л>
(3.1)

го подставляя а = 0 । бесконечную систему (2.18), для определе
ния Н'.'из.честных У։ получаем бесконечную систем} вида (2.18),

(о</<?)
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где а/>р определяется формулой 12.19), а 
формуле

свободные члены Ь.;— по

Уравнение для определения X в этом случае упрощается и прини
мает вид

где

Х֊/(0) ( с1$г

Отметим, что к полученных результатах встречаются интегралы, 
которые в конечном виде не берутся. 11ри численных расчетах, поль
зуясь формулами, приведенными в приложении, зги интегралы можно 
представить в виде рядов по функциям ук(х) или г՛, (л՜) и вычислить 

полученные ряды.

Приложение

Ниже приводится, как вычислены интеграл (2.11) и суммы рядов 
(2.12) и (2.25).

1. Для вычисления интеграла (2.11) воспользуемся значением 
интеграла [8]
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Умножая обе част։։ (П.1) на sin проинтегрируем по

лученное выражение но 7 от нуля до t. Меняя порядок интегрирова
ния, будем иметь

i -9 '> -a- t
• ctg — Л ( • sin ^ /(-?)</? '

. ----------JFS ֊ , . М <**•»

, cos — cos — , (cos — cos — ) 2s։n —. 1
֊• \ /։ /, / V \ G tj 2te՝

Полагая в формуле (П.2) /(-) = 5'т'°'' и учитывая при этом 

(2.5), найдем значение интеграла (2.11).
2. Чтобы найти значение ряда (2.12՝, предварительно вычислим

Для этого подставим в эти ряды второе из значений зЦсоз—/ 

(2.5) и затем поменяем порядок суммирования и интегрирования. Да- 
лее, пользуясь известными значениями рядов [7]

у *sin *-v = " sh 2 -.л') (О < х < 2z;
k" - i- '2 sh az

cos kx z ch a (z — x)1_ (0 - ,
~ /. 2 z sh jz 2aa

к значением интеграла

sin —— dx

zO zx\"* 1/9
cos--------cos — ) '

. ti
после некоторых преобразований найдем значения вышеупомянутых 
рядин.
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где

НА 51П I СО5 'ЛЛ X

6 ( *> (( у х
/} 5Ь«('/|- < Л') “ 5И 'А

2 ’ зЬа/։ > ֊•/ х) и и

2 вЬ

С?Х(/. х) г/х
(П.4)

п (. I |с1т XX §Ь О (/>•■<)

К) (/

Аналогичным образом вычислим ряд

” д*
_ * 51П О.Л, х](1х

!_ I 2 2'. '
/со$± СОЗ—")

'- V /» /1 '

где

(2Л1, х) =
|сЬ ?х сЬ - - /)
1сЬ?;сЬ։(/| х)

Имея значения рядов (П.4) и (П.5), а

-5 \
соз — ] сох '1 : - 

А /

также ряда

(11.5)

значение которого можно получить, пользуясь зкачгкиями рядов (4,> 
и (5) из работы [7|, вычисляем ряд *2.12).

3. При выделении главкой части ряда .՛. выражении для напря
жения •; (0, /) нами был использован ряд (2.25;. Для ։ нчнеления ряда 
(2.25) первоначально были получены значения рядов

(П.7)
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Значение первого из рядов (П.7) можно получить так же, как и ряда 
(П.6), т. е. пользуясь значениями рядов (4) и (5) из [7] и учитывая 
При ЭТОМ, ЧТО I/, (х) — Р/;֊- (.г) — р!:{х)

Чтобы вычислить второй ряд (П.7), подставим в него верное значе

ние г;. I соз — из (2.21) и поменяем порядок интегрирования и сум- 

мирования. Затем, учитывая значение ряда |8]
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Здесь было использовано значение интеграла

cos-----J-
_____ 2Л

J (cos - r - cos - I

° '6 tj

Г 2/, 
------- arc sin

sin
____

sin
2/,

Имея значения рядов (П.8) и (П.9), легко 
<2.25).

найти значение ряда

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 31 X 1966
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A. A. BABLOYAN, N- O. GULKAN1AN

TORSION OF THE HOLLOW SEMISPHERE BY MEAN’S 
OF A PUNCH

S u m m a г у

In this article the problem of torsion of a hollow semisphere is 
considered, when il twists by turning a rigid round punch, applied on 
the central part of the diametral section of the semisphere. On the 
other part of the surface of the semisphere stresses are applied.

This problem is reduced to the dualseries-equations involving the 
functions (’.7). Unknown coefficients in these scries are determined 
form the quasi-regular infinite system of linear algebraic equations (2.18).

2 И:«։.։ч--ни АН АрмССР. Мсх.лннкл, .№ 2
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Г. Я. ПОПОВ

ОБ ОДНОМ ПРИБЛИЖЕННОМ СПОСОБЕ РЕШЕНИЯ 
КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ О КОЛЬЦЕВОМ ШТАМПЕ

В настоящем работе рассматривается задача о вдавливании же
сткого штампа кольцевого очертания в плане в упругое полупростран
ство с переменным по степенному закону модулем упругости.

Метод исследования не имеет аналога в работах [1,2,3], посвящен
ных той же задаче применительно к однородному упругому полупро
странству, и заключается в следующем. Проблема отыскания контакт
ных напряжений формулируется н виде интегрального уравнения, ко
торое является общим как для пространственной (в том числе и не
осесимметричной) задачи о кольцевом штампе, так и для плоской 
контактной задачи, с двумя участками контакта. Предлагается при
ближенный способ решения указанного интегрального уравнения, ос
нованный на одном обобщении (полученном в настоящей работе) ре
зультата Г. А. Гринберга [4] и на одном свойстве многочленов Якоби, 
обнаруженном нами [5].

Излагаемый метод может оказаться полезным и при решенин 
соответствующих контактных задач (пространственной с кольцевой 
областью контакта и плоской с двумя участками контакта) нелиней
ной теории ползучести в постановке Н. X. Арутюняна [6, 7].

§ 1. Формулировка задачи

Пусть в упругое полупространство ( <^л, ),
модуль упругости которого изменяется по степенному закону

Е—Е.7. (О v 1) (коэффициент Пуассона р* const), (1.1) 
вдавливается жесткий штамп, имеющий в плане форму кругового 
кольца с внешним радиусом а и внутренним Ь. Полагаем, что поверх
ность штампа задана в виде

z — ° (r> ?), & /•<֊«, О С т 2՜. (1.2)
Требуется определить нормальное контактное напряжение p(r, -fl 

между штампом и полупространством (касательными контактными на
пряжениями пренебрегаем), предполагая, что геометрия и нагрузка на 
штамп обеспечивают кольцевую область контакта.

С целью дать наиболее простую математическую формулировку 
поставленной задаче будем считать g (г, ?) представимой и виде 
ряда

См
2 W cos и? (1.3)

2'
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и, стало быть, контактное напряжение тоже должно иметь вид

Р (г, ®) р„(г) 4-£ р (г) соя«
И-»

(1.4)

Н. А. Ростовце։։ [8] построил формулу для определения верти
кальных перемещении V (г) поверхностных точек упругого неоднород
ного полупространства типа (1.1) от воздействия единичной верти
кальной силы, приложенной в начале координат (г — 0, г — 0). Его 
результат можно представить в таком виде:

<’-5>
а 

где

е ' _-։п _г_ 1 _ -'!Ч
2 )•-£.Г(1 ° 2 1-1-՝* I֊!1/

 с _____
’■|1___ 12(I ' * + <7.1] 1(2 >)

В работе р! для линейно-дсформируемогб основания общего типа 
дана формула, позволяющая вычислять вертикальные перемещения 
и«., (г. у) поверхностных точек основания от нагрузки </(г, т) вида

г/ (г, э) - * (г — р) соз р= 0, 1,2- •, 0.6)

т. с. от нагрузки, сосредоточенном на линии окружности радиуса у 
(с центром в точке г 0) и распределенной вдоль нее по закону ко
синуса. Принимая во внимание (1.5) и формулу (5.5) работы [9], най
дем

(г» г) = ;АМ^и (г. р)соз’։т, !1 = 0> 1. 2՛՛՜. (1-7)

Здесь и всюду и дальнейшем

։г. -1Г. (1.8)
а

Воспользовавшись формулой (1.7), нетрудно составить следую
щее интегральное ураннение:

С • £>(г)
р!Г(г, = —֊ (Ь г <о. И- 0, 1, 2-..), (1.9)

. ' Vл
из которого следует находить коэффициенты р.,(г) в разложении кон
тактного напряжения (1.4) по соответствующим коэффициентам % (г) из 
(1.3). Очевидно, случай р =■ 0 соответствует осесимметричному слу
чаю. Если же штамп с плоским основанием и находится под дек-
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ствиём произвольной вертикальной нагрузки, то для отыскания кон
тактного напряжения достаточно решить уравнения (1.8) при :՛֊ 0 и 
Н 1.

Рассмотрим теперь плоскую контактную задачу с двумя участ
ками контакта:
(֊֊о֊<х< ֊ Ь, ) и (Ь х ■ а, Обозна
чим искомое нормальное контактное напряжение через р (х), а верти
кальные смешения поверхностных точек основания в зоне контакта— 
через т»(х). Тогда в соответствии с '8| будем иметь интегральное 
уравнение

2^’С,Г(1
М'Т(։/2֊

'■ — хI * {Ь ■ |х|- а). (1.10)

Представив правую часть в аиле суммы четной и нечетной функ
ций и (х) и_ (х) г>_ (х) и обозначив через р (л) соответствующие 
им решения, так же как и в работе |5| интегральное уравнение (1.9) 
приведем к двум уравнениям

b х - о՝;

’ — v . (х)
>.(х, s)l s р [s)ds г-=Т5- 

k х о,

21+П1 + М0. \

1’ (1 i 2 * * * * 7 В) Т (7в —’/a*) cos ։,'гч՜ /

Здесь мы воспользовались формулой [5]

- I xyW ,(х, у) - I (v) cos 7svk[ |х ±(х-Ь^)՜ ].

Таким образом, обе поставленные контактные задачи можно сфор
мулировать в виде одного интегрального уравнения

а
y)^(y)dy = g(x) (6 Х<й). (1.11)

I»

При этом i случае кольцевого штампа следует положить

?(х) ?..(r)V. pj,) = r֊'e(r) (|.-o,l,2 •••). (1.12)

В случае плоской симметричной задачи

■■ g(x) = х՜ -('/) 'и. (х), />. М = *՜ ’-W, (1.13)

а при наличии косой симметрии

Р */2, #(х) = х ЧС )_1и_(х), л>_(х)-х" ’?(х). (1.14)
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$ 2. Об одном способе сведения интегральных уравнений 
первого рода к уравнениям второго рода

Рассмотрим интегральное уравнение первого рода

р, (; — •<)/. (г,) = /(«) (0<с «). (2.1)
V/V

Для случая, когда ядро зависит от абсолютной величины раз
ности аргументов, Г. А. Гринберг [4} указал способ приведения ин
тегральных уравнений тина (2.1) к уравнениям 2-го рола. Здесь мы 
дадим обобщение его результата.

Введем в рассмотрение интегральные уравнения
■X
р С:-Ч)?±(Р, = / (? ?) (0<: ։), (2.2)

О
Р>0, I = (2.3)

Очевидно, что
Л
р (։-’!)-.(?,* ■<)^| = / (« —; + р) (0 ■*). (2.4)

О
Если интеграл, содержащийся в уравнении

рИ^—(0 =<. ), (2.5)
о

расчленить на два с интервалами (0, у), (>՛, •> ) и последний перенести 
в правую часть, то вместо (2.5) будем иметь

□ «•
р- (: и (г,) (1>\ /(?) — р /) у (՛?-^-/) <7/ (0 < ; 7). (2.6)

0 «
Отняв от левой и правой частей уравнения (2.1) соответственно 

левую и правую част;՛, уравнения (2.61 и приняв по внимание (2.4), 
найдем

/(■;) = и(:) р։(я + О?,(/, ։)Л, ь(Г,։)-: ((, ■> ;). (2.7)

Таким образом, дело сводится к отысканию - (/. а — :) либо 
из (2.2), либо из (2.4).

Интегральные уравнения

|\(: (?, = / П I (.) (0 ;< ). (2.8)
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таким же путем, как и (2.5), приводим к виду
'■'41
р | Ч)® Ц-Н.)-рт(։—= + /)։• (;., »4 <»Л. (2.9)

V О

Откуда, принимая во внимание (2.2) и (2.4), получаем

V (Ь О ■=?.(?» | 9 (С -х -;)г' (Ь 3 (2-Ю)
6

или, полагая ; = з — ?։,

V (?, * —:) с (р, 7—-)— ? (/, ;)г 0, а /)<//. (2.11)
о

Первое уравнение из (2.10) и второе из (2.11) дают систему ин
тегральных уравнении 2-го рода

91 (?.» «) — ։՛, (?, ’ ֊ 0 9-(/, :) Л г, (р, :)

[?։(/, 0-?+(л01 (2.12)

?7(?» 5) ^ ։■’-(>, ’ 0?:(6 5) Л (?,«—;)• 

о

Исключив очевидным образом отсюда Г1 (?. :). получим интеграль
ное уравнение Фредгольма 2-го рода для (?, -)• 1՝ем самым завер
шается редукция в общем случае уравнения (2.1) к уравнению 2-го 
рода. При решении поставленной задачи особую роль будет играть 
частный случай, когда

т.С֊, О (р, ;). (2.13)

В этом случае система (2.12) вырождается н два независимо ре
шаемых уравнения. Действительно, подставив (2.13) в (2.12) и введя

О 9։С-. Оехр^֊; ± ?г(;>։ О,

г‘(Г', = V, (р, ;)ехр( -г V? ’ (2-14)

получаем следующие два независимо решаемых интегральных уравне
ния 2-го рода для новых неизвестных функций:

? С/. <) ‘'(у, :) _Г VII, * :)ехр^ — г 7. — /) } (/,;)<//.

о
(2.15)
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При этом нетрудно видеть из (2.14). что
2?-(>, ;) = ? (?, ;)֊■<_(?, =)• (2-й)

11р։։меним описанные построения к интегральному уравнению 
(1.11). Чтобы привести его к виду (2.1), достаточно сделать замену 
х ае , у — ае '• и положить

(ае՜ У г {ае )=•./. Н), 8 (ос )—/(^!. 1п(в'М = ».

I (I) = \У/, ('-'։)/. (։)</։. (2.17)

(I

Произведя и (2.2) замену переменных

; = 1п х, ц — — 1п у, у ~ — 1п г (2.18)

с учетом (2.17), будем иметь 
1

\ Мп (х, у) у 'V (1п —♦ 1п — ) <7г/ =- —/* И7., (х, — )՝
и ~ 5 \ г у / г \ г /
” (0 х, г 1)

1
1՝ !₽>(*>»)—V- | (пЛ |п-1)<Л/ » 1Гл(х, 1). 

и
Откуда следует, что в рассматриваемом случае исполняется 

условие (2.13), причем

7= 1 -V. (2.19>

Следовательно, для (рункции V (у, определяемой формулой 
(2.14) и являющейся ядром уравнений (2.15), будем иметь интеграль
ное уравнение

( (₽;(х, (г, г,)ул/ = з՛- (г (х. ’

О

;> —> ։՛» = —> (г, у) = и ( 111 » 1п )• (2.20)
а '2 \ г у ՝

Выполнив в (2.15) и (2.16) замену (2.18) с учетом (2,14), (2.20) 
и того, что

будем иметь

(2.21 V



О приближенном способе решения а :ачп о копытном штампе 25

Z ։-
՛-• (г, х) • в» (г, х) v*(r. s \-£---- (I,.’(г, 5s) X)— (2.22)

X х ! хх • s

(О г, X • 1),

2?*(г, х) -(г, х) Д<г, Х֊>. (2.23)

Уравнения (2.5) и (2.7) в результа те замены

с = 1и (о/х). ՛•՛; - 'n («чу). t = Ins, л7/< | In (п х)| n*(xl

и использования связи между элементами уравнений (2.1) и (1.11). 
даваемой формулами (2.17), приобретав . иид

Н7.! (х, у) и“ (y)dy - % (х), 0 < х а, (2.24)

1
?(х) = ««(х) |7.i.yM»(6S)s.;(s, 'Vs- (2.25)

, X bs / ' а f s

Полученное уравнение (2.24) представляет собой интегральное 
уравнение для кругового штампа [5] с такой же поверхностью осно
вания, что и рассматриваемый кольцевой. Стало быть, формула 1.2.25) 
связывает решение задачи о кольцевом штампе с решением задачи о 
круговом штампе. Таким образом, для получения решения задачи о 
кольцевом штампе следует получить таконое для соответствующего 
кругового штампа и решить интегральные уравнения (2.22։, после 
чего воспользоваться формулой (2.25).

§ 3. Сведение проблемы к бесконечном системе 
алгебраических уравнений

Для этой цели оказывается полезным следующее [5] соотноше
ние1 для многочленов Якоби Л,, (х):

1 В нашей работ«՛ (Изи. иуз-*в, Математика, ,Х:. ֊!, ;9ъб), дано :>боб);:< ”,.ь < .но
шении (3.1)

f-U;‘ р-;; 54i֊2j/՛-՜)^/

(О <7- х < 1, т = 0, 1, 2 • • ■; 2о = 1 - v ± (у ;՛• 1, 

2—1 -V -у Ч, Rc з <1).
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1
«' J!L<a'- а:| •' <->,/- rj P;,.(l>. 0 /1. (3.1)

:б՛

1 ՝> 1(1—w | ;«• дп>1 (1 •" -г т)(» -. ------ . п =-------------------------------------------------- ,
2 '' 2 ' т! ՛' I1 4- I1- 4- т)

(л-) =/<;• (1-2л-4.

Будут полезны также следующие соотношения: 
։

| - —-——л Р^՜ (1 2лл)/ (ху) dx =
.՝ (1 *') О

Г(1 _Н /п! А> 1, 3<1 \
2 чН ' ' ' з = 1 -. • . -у '2т (3.2)

Г(1+?)Г(] а) (3)^1

_ ( 1>ярГ(1 X ) Г О 4- п)(ЭЬ.,
1 ,;֊(Л п)!п!Г(1- « • -? + п)С' 3—п)’

Последняя формула позволяет, очевидно, вычислять обобщенный 
[10] гипергеометрический ряд ЛР:(7, /, ՝։; '՝. '•՛, z) при д 1 для неко
торых частных значений параметров.

Соотношение (3.2) легко доказать, если под знак интеграла 
подставить выражение функции Бесселя в виде определяющего ее сте
пенного ряда и провести почленное интегрирование. Получающиеся 
при этом интегралы выражаются согласно формуле 7.391 (4) из [10| 
через гамма-функции Эйлера. Использование этого обстоятельства и 
подтверждает справедливость (3.2).

Формулу (3.3) можно доказать следующим образом. На основа
нии 7.512 (5) из [ 10] имеем

^G՛ М,_ 1) ֊ и՝( (։*к ■1։'?
|Rc:'>° ). (3.4)
' Re(l •• *+?֊*) >0 '

Подставив под знак последнего интеграла интегральное пред
ставление для гипергеометрической функции Гаусса (формула 9.111 
из [10j), буде^ иметь
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(е-^ гк’2(кл^^.
А! 2 .’ (1-м)

Если считать, что R© (р — > к) 0, Кех< 1 (дополнительно к 
предыдущему ограничению), то можно будет изменить порядок ин
тегрирования. В резудьта гс будем иметь

/ С —р м А) ,/л
1А 2(1 иГ 2 / ՝

<1 и

Разложив степень бинома по формуле Ньютона, легко вычислим 
внутренний интеграл. Внешний же интеграл будет представлять со
бой кобминацию бета-функций Эйлера. Воспользовавшись затем из- 
местным соотношением между бета и гамма-функциями Эйлера, а также 
формулой [10]

։?֊?)''’(' * 1 к,'? 1 • ? В

п.~~Сг гп ' т

= к’ 
(1 ֊? ֊?)/

получим соотношение (3.3). При этом ограничения на параметры, сде
ланные при получении (3.31. могут быть отброшены в соответствии 
с принципом аналитического продолжения.

Вернемся теперь к интегральному уравнению (2.20). Правую 
часть его. приняв н-_> знимаяие ортогональность многочленов Якоби [10]

1՜^:.-.' р.„1л,.„& = |()- т*" (3.5)
.! (1 ֊х-1 1ся. /И п

с.. = I (1 — 1՛ — ш) 1' (1 :» — т) [гп! 2 (1 ՝■> - ? — 2гп)

ХГН—V, р—
разложим п ряд

№ (.г, ՛ ) < ^,-Г (г)Рп(л։. (3.6)

При этом

.• 1 *’.г‘(.г. Г ) X՛ Р2(х)г/х , 7
Л ,.(/■)= I--------------- ------—--------------(3.7)

<«.» |1 -.г

Для правой части вида (3.6) решение рассматриваемого уравнения 
(2.20) и соответствии с (3.1) будет иметь ьид
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V* (г, х)
со

(х), (3.8|
;.֊0

где

л,(н 2 я։п “VI/п! /*, < 1 - о ; /и, 1 — ■՛> — *(Х -4- т; 2 — — ;< — 2тп; гг} 
'֊■'"=( 1)“(1 -И -]» т),„

?«(-*>_
х1—н‘Л;(х) 

(1 х=)'"
,3.9)

При этом для вычисления интеграла, содержащегося в (3.7), ис- 
.. льзовалась формула (1.8), затем, после изменения порядка интегри
рования, формула (3.2) и, наконец, формула 6.574 из [10]. Подставим 
гепер'ь полученное разложение (3.8) в (..'.22). В результате будем 
иметь

х (х).
• *-»)

I
хих)-^֊—.?.•( ') й;(х) (։.х»л- (3.10)

.V ՝ л՛ / ..) 5
и

Помножил обе части полученной формулы на г ■;/ (/г) :: проинте- 
:рировав затем с учетом (3.5) но г в интервале (0. 1), придем к следую
щей бесконечной системе алгебраических уравнений:

X. (л) ֊ У«,Д. (л) ֊• / ֊0, 1, 2---. (3.11)
Г« * \х/ '

При этом

.гф1 ” '' + к}</г (3.12)
-'\2 ш маьг /

(4,/ 0, 1, 2. А - ( - 1)‘2։1п =֊•>«(= (1--< !֊ г 4).՛,]՜').

Полученную формулу (3.12) можно привёсОД к более удобному 
виду. Для этого воспользуемся формулой

/1(1 - (! ֊ 2Х-') = (I Д- (и>- Л 1 р л - у: 1 • х?).
(3.13)

Чтобы убедиться в ее справедливости следует принять по нниг 
мание представление многочленов Якоби через функцию Гаусса (<рор-



О приближенном способе решения задачи о кольцевом штампе 29

мула 8.962 из [10]), а также формулу преобразования 9.131 из [10]
для функций Гаусса.

Использование (3.13) дает

«А֊/ =
^‘’»*'(1 4!*),. Г г ( <■> - 1 4 И4 Г,

./12 .!1 \ 1 + н
о

1 н‘1 Чглй 
и 4- 2к н, I

или если заменить одну из функций Гаусса рядом,

где

«V (1֊ Г); ~ У՛) гл (1 ֊г՜ !л — /)■/» 
иг! (1 4 г)(г,

• тя.' । (3.14)

\

Полезно отметить, что полученный ряд сходится не только в 
случае ?<1, представляющем практический интерес, но даже и при 
Р = 1 (в силу 3.12).

Наконец, вычислим интеграл (3.15). В силу 7.512 (5) из [10] 
имеем

лг <6 ~ /1 — 4 к, 1 — ю 4- р 4 к. 1 $* А' -г г.ч: . \ЛтЬ —------------------ ,г. | I •
14н4 к • т \2 ю 4 ’/ 4 2к, 2 4 !*• 4 к т;

Воспользовавшись далее срормулой (3.3) и приняв во внимание (3.12.1,
после элементарных преобразований с гамма-функциями найдем

1 — о։ — и 2к I к! Г (1 -- т) Г £ -л т}
Г (1 — и։ к) || 1) г11 (1 ш т) Г (1 4 |м •]• ц т}

у (^^яГ(1-о)4^4-Л 4֊ п)____[
Г~Ч) л ! 1 (1 |ь 4 л) (ю -[ гп — п) 

§ 4. Приближенный способ решения задачи

Для получения приближенного решения рассматриваемой контакт
ной задачи удержим конечное число членов в разложении (3.8), оп
ределяющем ядро уравнений (2.22), т. е. положим

V/т(г)гга(5), #в(։) = ։֊.?'-Х(М. (4.1) 
т - Л

Для решения полученных таким образом интегральных уравнений 
с вырожденным ядром воспользуемся приемом, описанным в [11 ]. Со
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гласно этому приему для отыскания коэффициентом .4?/ , формирую
щих резольвенты

։՝;(г. ։)= ±У УхК,/,(<■>«,(/> (4.2)
4-07-0

уравнений (2.22) с ядром (4.1), следует пользоваться рекуррентными 
формулами’

Л(л-рх»(п 1) Г»(К |) Л.М-Ьл* Ь«/ .<гп ,«(•։) С«т/•*41/= >4* ----- ------------. Ла. ֊—• ■ « —-

(А,/ 1,2--п 1). (4.3)

ЛЙ-ДГЛ, Дя ։ 1 а„ Й: ”. ОД А?, 
л-՛՛

я;1 сЛ- д;у.

При атом ։• первом приближении (п 0) следует положить 

п -о«)՜1. <4.4)

1 Слгдуот отметить, что расеылтриплгчый прнсм рагпенин мнтегральпих урлп- 
псимК пки։։иплг1։т<41 методу послслолдтельмыя окаймлений (12| обращении матрицы 
мон^ирицигнюк системы алгебраически։ уряпнеиий. к которым приводи ген данное 
кктс,1 ралыюе уравнение (с вырожденным ядром) Поотому, гели но каким-либо при- 
чинам иополиаоипиие ргкурргнтпы։ формул (4 3) окажется неудобным, кооффициеиты 
•4*Л/ находить неиосредетвенио ил алгебраических уравнений.

Применительно к рассматриваемому случаю для вычисления Л. 
по формулам (4.4) и (4.3) а качестве а-.: следует брать величины, оп
ределяемые формулами (3.14) и (3.16), а для вычисления Л*!,՜ роль«*/ 
должны выполнять те же величины, но взятые с обратными знаками.

Если построены резольвенты (4.2), то решения интегральных 
уравнений (2.22) с ядром (4.1) получим по формулам

(г, х) = б (г, х) — (г, /) б (/, х)<//. (4.5)
о

Здесь б (г, г) в соответствии с (3.9) и (2.22) будут иметь вид

6՜ (г, х! = ?‘ V. /т (г)я„ (л), (х) ^(х)+-ЦТ7/П,(—)• (4.6)
„-о х \ х /

[ 1рнняв во внимание (4.2), подставим (4.5) в формулу (2.23), н 
результате будем иметь
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?>(г, л) 3՜ 2 /« (г)| ֊ й/֊)
’ -V \ х /

У՜—}՛ (4.7)

Коэффициенты В':':^ здесь следует находить из рекуррентных соот
ношений (4.3), причем роль а*,, как и выше для должны выпол
нять -_• а^, вычисленные по формулам (3.14) и (3.16). Наконец, под- 
станин (4.7) и (2.25), получим приближенное решение (будем снабжать 
его индексом п, показывающим порядок приближения) интегрального 
уравнения (1.11)

(4.8)

а вместе с ним и решение рассматриваемых контактных задач.
Напомним, что и* (.г) есть решение интегрального уравнения 

(2.24), к которому приводится контактная задача для кругового штампа 
с такой же поверхностью основания (по крайней мере в зоне 6 г с), 
что и рассматриваемый кольцевой.

Полученную формулу (4.8) можно упростить, если разложить 
правую часть интегрального уравнения (2.24) или (1.11' в ряд по 
многочленам Якоби, т. е.

о(0/) = \՛/ Р (1)В . (4.9)

В силу линейности уравнений достаточно получить их решение 
только для одного произвольного члена ряда

8:(а1) = г-.ГК(7), /=0, 1.2,--. (4.10)

Решение интегрального уравнения (2.24) с правой частью (4.10) 
в силу (3.1) будет иметь вид

и* (а-) «■(։֊•=) '«'(-)

или, если учесть обозначение, принятое 8 (3.9),

и* (х) -- х'£ (л а}. (4.11).
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Если теперь подставить (4.11) в (4.8), изменить порядок сумми
руя ния и воспользоваться обозначениями, принятыми в формулах 
(3.12), (4.3) и (3.91. то вместо (4.8) получим

с») ֊ (֊)՝^|֊ У {ЯГ(^)'^4֊\ а / (о՜—л-) ._0 I \ а / (а —л-)

(О//!
К(Ьх) | 
(У՜- 6՜) I

(4.12)

(2£,-? = №+г_/Л՜).

Коэффициенты /Л’\. определяются из формул (4.3), причем роль 
ан должны выполнять :: ау, найденные по формулам (3.14) и (3.16).

Итак, формула (4.12) дает приближенное решение интегрального 
уравнения (1.11) с правой частью вида (4.10), а вместе с ним и ре
шение тех контактных задач, которые к нему приводятся. При реше
нии же последних, помимо контактного напряжения, которое п разби
раемом случае можно вычислить, пользуясь формулой (4.12) и учиты
вая (1.12 1.14). часто интересуются интегралами от контактного на
пряжения.

В связи с этим вычислим интеграл
р

Л(11, <՛») — [х) х 'с1х = а՛ 4.''(а/)‘

Если ввести обозначения

(4.13)

* ^ (/)<// 
(I ֊ РУ

(4.14)

и подставить (4.12) в (4.13), 
интегрирования будем иметь

то после очевидной замены переменной

э* ֊т> I
----- (ак1 г Е^)е* •
о I

(4.15)

Займемся вычислением интегралов, фигурирующих в (4.14). Оче
видно. можем записать

‘ ■֊(/ /)£ 

О 1՛
Первый интеграл здесь легко вычисляется благодаря ортогональ

ности многочленов Якоби (3.5). для вычисления же второго интеграла 
следует, воспользовавшись формулой (3.13), разложить подинтеграль
ное выражение в степенной ряд. В результате будем иметь

А;= ----- Ь'ЛК ^ = °. ’• 2- '. (4.16)

где
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b'iv ֊ =2(1 + 19*1 Д /Ц2-Н9/

= Л՝,г!’-г-'" +

При к 1, воспользовавшись формулой (3.13), можно убедиться, 
■что

Ai(?)- (1-----к = 1, 2, 3- -, (4.17)
՝' 24 а-зт՜’

Для вычисления интеграла, определяющего е , следует н (4.14) 
•сделать замену $—'//. В результате будем иметь

’ 2.-1
е. = ?' *I , К к) (4.18)

Л и —«’»

Преобразовывая последний интеграл точно так же, как и инте
грал. определяющий Ь.-.- (формула (4.14)), получим

9
- (1 — “).t (1 — »•> ; 

/гГ՜ sin ~՝4՜ 

— lL±_l± V<W~*VU 4- 4- k>j ։
к\ ft /!(1 -’1)Я«4-/)

Укажем еще на один способ вычисления интеграла (4.13), кото- 
юый может оказаться более удобным. При этом будем исходить из 
•формулы (2.25), которую, учитывая (4.11), можем записать в виде

Г = Jg;i֊)-b-,(^-)r4s. ֊)֊ • (4.20)
| ' а / J V а / \ a/s

о
Принимая во внимание (2.23) и (3.10), найдем

?г’($, 0 = ֊^-֊ УЛ (S)[X- (/) 4-х՜(/.)]. (4.21)
«= ՛

Если теперь вместо .-¥/ I/) ввести новые числовые неизвестные

. t 4 ’.¥П (0^, (4.22)

то в результате подстановки под интеграл
пользованием (4.21 • будем иметь

(4.13) выражения (4.201 с

/.՛ (:ч и') ~

3 Иэытгян АН АрмС'СР.

<! - | .7, -i-

(АГ* — ) а;-.

Механика. № 2

(4.23)
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При этом хд следует находить из бесконечной системы урав
нений

ес
= j Va,yX„ ± 6,4-Ге/ (/ = 0,1,2,-.-), (4.24)

*֊«
полученной из (3.11) путем се интегрирования согласно (4.22).

Если довольствоваться приближенным значением для интеграла 
Л(?. ш). то следует урезать (законность чего предполагаем) получен
ные бесконечные системы (4.24).

В заключение конкретизируем полученные формулы применительно 
к случаю, когда в упругое однородное полупространство ('> — 0, 
<’> = 1 2) вдавливается кольцевой штамп с плоским основанием под 
действием внецентреино приложенной (эксцентриситет е) прижимающей 
силы. Обозначим угол наклона штампа через н, а осадку его через 
՛. Тогда вместо (1.3) будем иметь

g (г, г) = ?» • *4х = cos z (4.25)

и, соответственно, контактное напряжение будет определяться согласно 
(1.4) формулой

р(г, с) = р$(г) -ф pjrjcos «. (4.26)

При этом согласно (1.12), (4.10), (4.12)
got г) <• &0. gt(r) = (гН).;Ф0, £G0 = 2(l ;t;),

Чтобы определить осадку и угол поворота штампа при задан
ных Р и е будем исходить из условий равновесия штампа

л 2*.
՝I Р (*> y)x"dxdy ^р(г, г) cos'1’* угп։ ’ drdf /Vя, т = 0, 1.

t՛ т л1a * "
Подставив сюда (4.26), получим

н
Ре - 2՜ :՜ Гг/> , (г) rmdr, т 0, 1 (4.281

или, учитывая (4.13), будем иметь

откуда найдем

£ = 4Д»(0, S)’ 4/0(1, 1 2)
н ,

Одксскнн инженерно-строительный 
институт Поступила 20 VI 196b
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Գ. ՅԱ. ՊՈՊՈՀ

ՕՂԱԿԱՅհՆ ՇՏՍ.ՄՊ1» հՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ հՆԴՐԻ ԼՈԻՄՄԱՆ 1Г1- ՄՈՏԱՎՈ1' 
ԵՂԱՆԱհԻ ՄԱՍԻՆ

Ս. մ փ ո ւ|ւ ո ւ if

■Տ^»ւ/ւււ«/ Հ տոաիձանա լին օրենյ>ով փ ոփ ոի> ։) ս ւյ աոաձղական,ո թյան >քո- 
դա./ ունեցող, կիսատարտծու իմյան կոնւոակւոային խնղիրների մուոավոր յա- 
ծումր: 11րսյևո ա/դպիոին ղի ս։ա րկ'[ ոլւք են օղակս։ քին չւոամւղի տարածական 
կոնտսւկաո։ էին խնդիրքէ և երկա կոն տ ակ։ո ի /ոեղամառուք հսւրթ իւնդիրր։ հ րկրո 
խնդիրնէրրն Լ լ րերվում են մեկ առաջին ոեոի տարբերական կո րիղու[ ինւոե֊ 
'1Ր"'1 հոյւքաոարման. որն ա/նա հե ւոե րերւիէէմ Է էերեդհոյմի երկրոյոլ սեռի ինւոե- 
'/Ր'"1 ՝։'1“11Աււ,,էր>ք անր; 'Լերջինի։։ մոտավոր րյյծման հայքար այս։ ա ղ ո ր՛) վա մ են 
Օակորիի րաղմ անդաէքնև րի >/ի րանի հատկա թ յուններր, որոնր հա)։ոնաբեր~ 
ւքել են հեղինակի կողմ իղ:

G. Ju. POPOV

ON AN APPROXIMATE METHOD OF SOLUTION OF THE 
CONTACT PROBLEM FOR ANNULAR PUNCH

S u in in a г у

A method to find the approximate solution of the contact prob
lem for an elastic half-space with varying module of elasticity (the 
power law of change) is proposed. A spatial contact problem -with 
ring domain of contact and a plane contact problem with two domains 
of contact are considered.

For both problems we have obtained the Fredholm integral equa
tion of the first kind with kernel, depending on the difference of ar
guments which is reduced to an integral equation of the second kind. 
For the approximate solution of this integral equation a properly of 
Jacobi polynomials, revealed by the author, is essentially used.
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К. С. ЧОБАНЯН. Р. Е. МКРТЧЯН

ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КОНЕЧНЫХ УПРУГИХ 
ДЕФОРМАЦИЙ ДЛЯ РАСТЯЖЕНИЯ, РАЗДУВАНИЯ И 

КРУЧЕНИЯ СОСТАВНЫХ ТРУБ

Задачи больших упругих деформаций для однородных труб с 
помощью функции энергии деформации общего лида рассматривались 
в работах [1,2]. .....

В настоящей работе эти задачи рассматриваются для грубы, со
ставленной из нескольких надетых друг на друга и спаянных ио бо
ковым поверхностям однородных круглых труб из различных упругих 
материалов.

1. Пусть круглая цилиндрическая труба, состоящая из (л 1) 
однородных, изотропных и несжимаемых слоен, в недеформированном 
состоянии имеет длину /. 11а 
фиг. 1а показаны поперечные 
размеры трубы до деформа
ции.

Рассмотрим случай, когда 
труба испытывает одновре
менно следующие деформации: с>
а) простое растяжение в на
правлении оси трубы с коэф- Фиг. 1.
фициеитом растяжения л, 
6) однородное раздувание, при котором линейные элементы, параллель
ные оси трубы, не меняют направление и величину длины, а радиусы 

а,։ после деформации становятся г, = гг - • • •,
Гг.= ^ли,: (фиг. 16), в) кручение с углом закручивания^ на единицу 
длины трубы. Все эти деформации оставляют плоские сечения состав
ной трубы плоскими.

Для компонентов контрвариантно-о тензора напряжений имеем [2|

•(I) = (г),

= ~ Ььу ~ ~ Ф(*> 4- Ф3^'Г(*)>

= Я,», - £(,) (г) - (у У ) Ф<») - (֊֊֊

•Й) = ։Р-5ф(>» — 1Г<*ь
^»^ = 0. (1.1)

Индекс (£) снизу показывает номер слоя грубы.
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Здесь А։,•■)(/■) определяется соотношением

Д։‘)(г)" [|0г - ч Ф;- у )«'<»>И-2)

гк

где г*<г г,
Для Ф(Д) и Ч^,, имеем

՛։><»,- ՝։՝,»,-2^*. (1.3)
дГ, о1.

где функция энергии деформация материала А-го слоя, а /, и

А — инварианты деформации, постоянные, ()_ ~ -—

Из условия несжимаемости имеем

п(а? —Р2) г-),
! _____________ (1.4)

<? ֊1

где риг радиусы точки трубы до и после деформации соответ
ственно.

Для контрвариантных компонентен поверхностного напряжения 
6-ого слоя имеем

(1-5)

где п. — ковариантные компоненты единичной нормали к поверхности 
слоя.

В рассматриваемой зад.ои՝ л. = п, = О и «։ - 1 для иисппшл и
внутренних поверхностей слоев.

Следовательно, 
р — -г. р ֊֊ -и

(п)г г„ (и)г г/ • (л)г=гл+| (п)г Гп ;

На поверхностях составных труб имеем условия

р -‘ И1л г, /<’|(^։) /А։».,

— Р<Цг=Л, ^.'к А,и (гл).

- л. . - а . (1.6)

Р И Г - = Н ч<2И г, - А|_>։ (гЛ),

сЛ
Лл-1)г-г, - ’Ч —

’(л — 1)г Г„ //. с —И * А(П Л (Г« I,

т. к. согласно (1.2)

А;,(ц (г*) = 0. (1.7)
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Из условий Рщг --г = Р(к-\)г-г,, получаем систему урав

нений
//г, — Р\\у-г. = /?!, 

И । Ь\ и (л.) М?)» 

/7.- £.(2»(/>) (1.8)

7/,?—•.>} (г"л— |) — //<>.•—1|>

/7л-]) Д(л—»)(/■«)— Р(п ]) г г, —

К1 и R.. нормальные напряжения на внешней и внутренней по
верхностях составной трубы.

Для результирующего момента и результирующей силы па тор
цевых плоскостях цилиндра получаются выражения

Задаваясь одним из радиусов г։, г , гЛ| при помощи (1.4) н 
(1.8) можно определить постоянные /Д, /7.--։ и одно соотно
шение между /?։ и Р_.

Напряженное состояние в этом случае определяется соотноше
ниями (1.1). (1.9) и (1.10) с точностью до всестороннего сжатия.

Если известны нормальные напряжения и R на внешней и 
внутренней поверхностях, деформированное и напряженное состояния 
составной трубы определяются следующим образом. На основании 
|1.8) получаем уравнение

/?։-Д։>(г2)֊-£2(га) Дй-п(г«)-К,. 0, (1.11)

которое вместе с условиями несжимаемости (1.4) позволяет определить
радиусы гь г2,-- . Гп. Имея радиусы составных труб после деформа- 
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ими, находим деформированное, затем и напряженное состояния трубы.
Если взять л с отрицательным знаком, го получим задачу много

слойной трубы, вывернутой наизнанку.
2. В качестве конкретной задачи рассмотрим выворачивание 

наизнанку цилиндрической двухслойной трубы.
Размеры поперечного сечения до и после деформации показаны 

на фиг. 2.
В этом случае ' берется с отрицательным знаком и принимается 

- = 0.
Когда •՛■ имеет отрицательное значение, из условия несжимаемости

получаем

На основании (1.1) и (1.2) для первого слоя получим

= Мп — Д>)(г),

г’'сп = — ^>1>(г) 4- (-^7 -г ) - (-— — 0՜) ։ ■՛!>,

$ = + ('л'-’ ^)ф(„

•=?;> = = -=<?> ֊ о, |'2-2)՛

л..<г) = ֊)֊г,. (2.3).
и’ I \ ' - / <2՜ / I гг,

где г։ < г . г2.
Аналогичные формулы получаются и для напряженного состоя

ния второго слоя. Согласно условиям (1.6) и на основании (1.8) по
лучаем

Мп = Я։,

~ Л«)(г2)» (2.4)
Н.\} ■ - /?г — Д(2| (Гз),

Отсюда ясно, что для равновесия трубы необходимо

/?։-/?г=;£а>(г2)-!֊Л2)(г,). (2.5)

В случае, когда боковые поверхности труб։» свободны от напря
жений, получим
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М|> = 0.
— £(1)(г2)= £/.'>(г։).

На основании (2.6) и условий несжимаемости

а;-и֊= (г;

(2.6)

(2.7)
Н) . к

О- а-, = (г; г|) •/.

определяются радиусы г., г2 и г;1, а следовательно, деформированное 
и напряженное состояния трубы, вывернутой наизнанку, при любой 
функции энергии деформации.

3. Для иллюстрации рассмотрим следующий численный пример. 
Пусть двухслойная труба состоит из несжимаемых матерка \эв, 

для которых функции энергии деформаций определяются выражениями 

^(11

1^;.

А 3, 

2 (А 3)

<3.1)

(3.2)

для первого и второго слоя, соответственно.
Пусть в недеформвроланном состоянии размеры трубы будут: 

1 = 30 см, =95 см, а..— 20 см. о;1 - Юс.и.
Рассмотрим выворачивание трубы. I 1 род положим, что ее внеш- 

няя и внутренняя поверхности свободны от напряжений, а / = 1,
т. е. длина трубы не изменяется.

Из (2.7) и (2.6) имеем
г* - И = 300,••
г; — г՜-] - 225, (3.3)■

£.ц(г,.) — £и)(г3) 0, (3.4)
ФО1 = 2^ = 2, Ч\о = 0

1 (3.5)I Ф(3) 2֊® 4, Ч'Р) = 0.

<7/2
Согласно (1.2) имеем

I ... ........ ‘-К0, ^)2т-

(3.6)

Подставляя в эти уравнения значение (2

<2-=4<о? п ֊
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пол у чае.՝.:

< - г\ Г.У
гз +■ Я ~ •ф՜

Из (3.4) и (3.3) после простых вычислений получим

/1 1 2 \ г’(225 4֊ г?)
(62;> 225 ~ н~ 525~{) + 1п 25 (525 -I- г} )'֊ “ °’

откуда
г, 11.6563 см.

гл_ 18.9964 с.«,
гд 25.7072 см.

Компоненты тензора напряжений будут

/ 1 1\ . 0.21738 (760.862—г2)
Мзмва'й) 1п 7-----------

‘2г֊ 2(760.862 -г֊)
ь 760.862-г- г

_։1 2(760.862
• И °01 ”

где
11.6563 г 18.9964,

2.3026 4- 1п------ —- -----------  ■
43.674 (760.862 - Л)"

1521.724

где

4 (760.862 - /0
-

--и 4 4(760.86'
'|2; ՛,. 4

Г

18.9964 г 25.7072.

Результирующая сила на торцевой плоскости трубы определяется 
соотношением
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.'V = 2~ | г Р 11 «/г 2- гР{2}(1 г,

где

рЬ> ֊■??, и Л’>

Подставляя значения ”‘*6 и после простых вычислений находим

/V 1877.930 х-г.

Как показывают вычисления, радиусы рассматриваемой соста ■- 
ной трубы кри выворачивании ее наизнанку, как и в случае однород
ной трубы, увеличиваются.

•Этот эффект имеет место для любой однородной трубы. Для 
составной трубы при определенном соотношении радиусов составляю
щих труб, когда материал внутренней трубы сопротивляется упругим 
деформациям значительно больше, чем материал внешней трубы, мо
жет иметь место и обратный эффект.

Например, если взять двухслойную трубу из несжимаемых мате
риалов размерами а., 10 см, а 15 см, ах — 20 см и предположить,
что для функции энергии деформации имеем выражения

2(/,-3),

то после выворачивания наизнанку, при > ==■ 1. получим.

г։ 8.9646 с.п,

г. 15.9801 СМ,

г, 19.5029 с.«.

В этом случае после выворачивания трубы ее радиусы уменьшаются. 
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Пппт-уии.чл 23 IX 19$6

«I. и. ՉՈՈԱՆՑԱՆ. Ik b. ՄԿՐՏԵԼՆ

ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ԽՈՂ11ՎԱ<ւՆ1)Ր|' ԶԴՄ11.Ն, ԸՆԴԱՐՁԱԿՄԱՆ Ե՛Լ ՈԼՈՐՄԱՆ ՃԱՄԱՐ
ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ Դե!141ՐՄԱ$1'Ա։.հՐհ ԽՆԴ!։ՐՆ1ւՐ1' ՐՆԴձԱՆՈհ!

ԼՈՏ՚ՄՈհՄՐ

II. մ փ и փ n I մ

հերկա աշխատանքում ւյխււսւրէրիււ մ է համսւսեռ, իղո4ւրոպ, 4ւնчեղ։է ելի 
ն/ուի/ երից պաա ր ։uu itnf աձ և ht"(‘ */քանա[ին խ ո է] ч if ч/կն ե ր ն ե pff4i )ut tjb Ո ղ շեր~ 
յ'երից կազ/քւքսւ’} րաղււպրւաւ իւ ч // ո if ակնԼ րի րն>[ ч։ րձ ։ч1р) ան և էէլոր-
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ման խնդրի (Հհդ Նան ուր լա ծ ա մ ր վերջավոր աոաձդական դ ե ֆ որմացի աների 
ւււեաււ թ յամրէ Ւե <իորմարիաների էներգիայի ֆունկցիան վերցվա մ է ընդհանուր 
ւէէես քովէ

Որպես մալլնավոր դեպք, ա սու քքււասիրվ ու մ է երկշերտ խողովակների 
շրչումր; Ոերվէսմ են թվա լին օրինակներ!

11.շխատանրում օդէոադսրծվա մ է համ սէսեո խողովակների Համար 11‘իվ- 
}ինի [ (՚ <?յ կողմ իր արված լուծ ուէքեերրւ

K. S. CH0BAN1AN, R. E. MKRTCHIAN’

THE GENERAL SOLUTIONS OF THE PROBLEM OF FINITE 
DEFORMATIONS FOR EXTENSION, INFLATION AND TORSION

OF COMPOSITE CYLINDRICAL TUBES

S u m m ary

The general solutions of the problem of finite deformations for 
extension, inflation and torsion of composite cylindrical tubes, compos 
ed of homogeneous, isotropic and incompressible cylindrical tubes are 
considered.

In particular the solution of the problem of cylindrical tube com
posed of two layers and turned inside out is considered in detail. 
Numerical examples are also given.

R. S. Rivlin's solutions [1, 2] for homogeneous cylindrical tubes 
are used.
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ПОЛЗУЧЕСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО СЛОЯ, 
ПОДВЕРГНУТОГО ПОПЕРЕЧНОМУ ИЗГИБУ И 

ПРОДОЛЬНОМУ РАСТЯЖЕНИЮ

Рассматривается ползучесть цилиндрического слоя, находящегося 
под совместным воздействием равномерно распределенных изгибаю
щих моментов Л/, действующих в осевых сечениях г> = •՛, и растя
гивающих продольных сил Л', приложенных на торцах г = . .՛' (фиг. 
В первом параграфе полуобратным способом 
дано решение задачи для случая устано
вившейся ползучести и степенного закона 
упрочнения [1]. Во втором параграфе полу
чено решение задачи для пеустановившейся, 
а именно, наследственной теории ползучести 
[2]. Аналогичная задача для идеально-жестко- 
пластического несжимаемого материала ре
шена в нашей работе [3].

§ 1. Установившаяся ползучесть. Об
щие уравнения теории установившейся пол
зучести в цилиндрических координатах имеют 
вид:

уравнения равновесия
ժ;ր , 1 д֊^ ՞"~'1 0
дг г дЬ <7г Г

д'^ 1 . д'-հ-
2 —= 0. (1.1)

дг г ЪЪ дг
. 1 ժշօ.- ծ՜“ + ֊ = 0;

Гдг г дг

соотношения между компонентами напряжений и скоростями де
формаций [1]

-5 =/(;,)?,, ֊րհ=/(ն)^։ (г, 0, Д (1.2)

зависимость между интенсивностями напряжении и скоростей де
формаций

(1.3)
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где

- = (=' - *)= -ь +(*?-мм- * (Ч - ч чъ
, ______________________________ ,___________________  (1.4)

ь-= —-I (Г=М I -г)М(;.- УЧТ0Й 
I о

связь между то.мпонентами скоростей деформаций

diu . и 1 dv . dw
ч Г i *> ֊—

Ог г Г дЬ
1 dz*

" ։,° дг
-+-^. 2v 
г г arJ — + 

dz
-----1 
dr

2'... =(lv + 
dz

, (1.5)
J_<V:o 
г дб

Г. Полуобратным способом, примененным в работе [3], скорости 
деформаций и скорости ищем в форме

а - - (Л + Д)г - —» г. - (2Л + В) г5, и, В։, (1.6)
г

?, = -А 3 + с. « = /■ -X. — Б, (1.7)
г

а для напряжений принимаем 
г

=г о С(2ц з|=»Г+(2»+гл/(5г),

У Г (1.8)

■ I ■ -ГО — Чт — Ч- 0.
Здесь /1, В. С, В' произвольные постоянные. Выражения (1.6) (1.8) 
\ довлеткоряют всем уравнениям ползучести (1.1)—(1.5).

Вводя обозначения

х ֊ я*- ав в՝, - (2Д -г В) с, - с\
будем иметь

(1.9)

(1.Ю)

Подставляя (1.7), (1.10) в (1.8) и учитывая, что внутренняя ци
линдрическая поверхность слоя свободна от напряжений, получим
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(2/1 + В) Ь՝Ц 
где обозначено

J
[ 4 = J /[?<(* Г«)1 у-

а- Ъ-
Имеем также условия

ь
М f \rdr,

a

Поскольку свободна от напряжений также и внешняя поверхность 
г — Ь, то

-2С/2 = 0, (1.14)

։
4= [ <1.15)

а’.'М

О
У= [зггЛг, (1.16)

а 
где М— изгибающий момент на единицу длины, а /V растягивающая 
сила, отнесенная к единице угла. Подставляя и из (1.12) я 
(1.13) в (1.16), после некоторых преобразований получим

(2Д В)67Ф 2С/։-Ш, 36-7О2? 4/У, (1.17)
где

4 |՜ /[«(б/Г)]^. (1.18)

։։՛ 6’
Величины А, В и С можно определить различными приближенными 
методами.

Задаваясь различными значениями .4, В и С’, из (1.14) и (1.17) 
определяем соответствующие им значения М и Л''.

2՝. В случае, когда на площадках '1 г 7 и д- I заданы соот
ветствующие перемещения

о :<»(*-/ :1'0’ (1-19)

задача сводится к определению единственного неизвестного постоям- 
кого С. Подставляя (1.20) в уравнение (1.14), будем иметь

с ^±‘4(£), (1.21)
2x4 (С)

Из этого уравнения постоянную С можно определить численным ме
тодом или методом последовательных приближений. Однако, легко 
получить простые двухсторонние оценки для С. Учитывая зкакопо- 
стоянство подинтегральных величин (1.15) и применяя теорему о сред
нем, находим

6“ Юг2
4= тА, с-֊' н.22)

г, 2я
где г*—некоторое неизвестное значение г, находящееся между а и Ь. 
Обозначая через С, и С< соответственно верхнее и нижнее значения 
С, положим
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Си С|! 1’> , и ,л.
--------- — — а՜ *г о՜)- 

2------- 21
(1.23)

Абсолютная погрешность будет

(1.24)

где через о обозначено отношение толщины слоя к внешнему радиусу: 
6 _ ([> — а 1:6.

3 . В случае, когда заданы М и Л', неизвестные /1, />, С из 
(1.14) и (1.17) выразим через М и Л'՜

Л- _, в с (1.25)
6744 —/г) за2/.. 367О 44 /?

Принимая <■ малым и разлагая Л, 4, Л п ряд по параметру 1 получим 

4~2М֊( + ( 2/0 /0)-^ + ՛--. (1.26)
• *

/,=2/»-; + (/.. г.)-՞- ՛ (2л 2/„ !•/;,)֊ +•••, (1.27)
*х

2/.« - (3/» (12/„ • б/,;.-4)±х..., (1.28)

тде

Л = /р/(ад

Тогда

#&№(!--’*)В| . у ^1^16(1 
к-и 0 д'г |й.|)

(1.29)

„ 4 -у/ л ц.зо)
Следовательно,

(Ь} = 1 /Г4ЛГ£44)1 4^2_ _ ±1 / 9^1 2*2
। / / 367? /„ I 6Ч‘ +36Ч- (1.31)

Примем степенной закон зависимости между ", и :■, т. е. .
Т огда

I Л 3 ~Г֊‘№) = ф « 7֊֊;.-] • (1-32)

Отсюда, принимая г би учитывая (1.31), для Д находим 
: ______________/а -I

[ I ,П -| ■՛ "! .
Уо՜ И зб¥ (1.33)
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Таким образом, дал искомых постоянных получаем приближенные зна
чения

г зм*.* —1 л' 
3 /^2

3 64/.
(1.34)

Существо решения задачи не меняется, если в осевых сечениях 
рнложены также растягивающие силы, а на цилиндрических поперх- 
астях радиальные давления.

§ 2. Неустановившаяся ползучесть. Теперь рассмотрим случай,
когда материал слоя подчиняется законам наследстнеиной теории пол
зучести Ю. Н. Рлботнопа |2]. Соотношение между компонентами на
пряжений и деформаций н этом случае имеют пнд

Выражения интенсивности и ։. , а также компоненты деформации 
-/,՛••» 7/<и'*’ даются соотношениями, аналогичными (1.4)—(1.5), с тем
отличием, что в них --т, Лх/‘- заменяются через з,,---, 7,0.—.

Г. Компоненты перемещения и деформаций, как и в. § 1, ищем 
в форме

« = -Ии)+В(0]г V-[2Л (/) В (01 А и.= В(/)г,
Г

(2.3)

е,= ֊Л(/)֊В(/)֊ Ц = .4(0-^-
-- В(П,

”>'1 — 7.-5 — 7», = (1,

где А. В, С и Г) произвольные функции от /. 
Вводя обозначения

(2.4)

где /?(/, т) резольвента ядра Л*(/. т), компоненты напряжения пред
ставим в виде

•I ИявссТмя АН АрмССР, Мпавимл, № 2
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£>(/) ((^ + 50/4-=.) у. 50 =.3г4-(2гГ/ £,)Л(е/),

(2.5)
=х = Зл I (^ 2<-)/.֊(£/)։ ■/.- = ~гГ, = ’.ь- ” 0.

Выражения (2.3) и (2.5) удовлетворяют всем уравнениям принятой 
теории ползучести.

В нашей задаче имеем

«(О֊֊֊֊ 4 ֊֊ « (2.6
г- -Г՝

где 3 и 7 определяются аналогичными (1.9) выражениями.
Учитывая, что зг — 0 при г о, компоненты напряжения предста

вим в виде

ч (г, H֊ I/

Ç [Л(О : \l3il)
J 2 Ь՝х

f /-. ' z» ₽(0 T (/) у/л-
1 b~x b 'x- / .v

о- 0»

(2.7)

=6- =,+ 2/4 (Z) I B{f) 2С(П )(() (П \*։ - r ’1 X1 f r ;

A (t) > 25(0 С(-Д 
г~

(2.8)

л(| ^֊-} (2.9)
\ » г՜ г4 /

11оскол ьку внешняя цилиндрическая поверхность слоя также 
от напряжений, то

свободна

[2/1 (О I z?</)] 6’4 (О 2С(0Л(0 -0, 
где 

I
/.(О f A.IMH г, 0]”- 

а’.'б’
Используя еще условия 

& 
Л/(О -fj (г, /) rdr,

<1

(2.10)

4(0 ( Л:<Р֊.('И -V , f)]~ 

(/) з,- (г, t) rdr,

где M(Z) изгибающий момент на единицу длины, a Az(/| растят
вающая сила на единицу угла, получим

>(0֊ ‘ [2/110 hj3(/)]/r/(7) ֊’-С(0/,(0,

3 N{1\ J 5(/)ô^7(/),
4

(2.13)
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где

К»- [ ЫМ*/Г, (2.14)

«» 6’
2 . Рассмотрим релаксационную задачу. Пусть в момент I — 0 на 

площадках 6 = а и х = ± / сообщены нормальные перемещения

V К ֊а = шг, и- г , (2.15)

которые остаются постоянными но времени.
Требуется определить, как будут меняться во временя Л/(/), 

Л (/) и и (г, /). Из (2.3) и (2.15) будем иметь

Х(/) Л 5<') = Д>=^- (2.16)

Для С (О из (2.10) и (2.16) имеем

С(/) -
2а Л[С(7). /]

(2.17)

Как и в первом параграфе, принимая теорему о среднем, получим

Ь~ ч>г'- (I)
4(0=֊г(7)/1(/), С(/)=’“2Г ’ (2Л8)

где г.. (/) некоторое значение г, находящееся между а и Ь. Отсюда, 
оставляя обозначения, принятые в § 1, напишем

С«== КК С'. Р).
2 4т.

(2.19)

Погрешность, как и в (1.24), будет Отсюда заключаем, что, по 
крайней мере, при малой толщине слоя перемещения во времени 
практически не меняются. Имея значения А, В и С, легко определить 
Л/(<), ^(/) и компоненты напряжений. Заметим, что

/.(։>) = ^1/(0,

Тогда из (1.11) (1.13) имеем

/
/«) 1-|-(/?(;,-) (2.20)

а

</(/), ч = Ш /.(/). (2.21)

где нулевыми индексами обозначены соответствующие 
напряжении в момент /— О

о’ 1>3

_О\ 7 I (ь * х )] 4х
/гх) 7) л ’

компоненты

(2.22)

(2.23)=;;==;՛ ('2А,- в„
До |

гСоус, 
г֊ ՛ :
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где

=; = =; + (Ч + 2в„ - -֊\ ■ (2.24)

։՛;('•)= |/ ’»֊-^ + ^- (2.25)

Величины 2С„ /о и 70 определяются согласно (1.9), где вместо .4, /3 и 
С следует поставить Д(|, Вд и С'о по (2.16).

Для изгибающего момента и продольной силы имеем

М(0 м,ц<), л'(/) - Л;:Л/), (2.
причем 

1 1 3
м,- (2А, в„)ЬЧ. л; —Й(ж, (2.27)

4 2 4

/. Г - ! /г Г ЦОШ. (2.28:
3 ֊. и'-1 л) ,՝ 6?(А| х) Л-
«•Л4 а16’

Для реальных материалов 7- (/) - убывающая функция по /. Формулы 
(2.20), (2.21) и (2.26) выражают закон релаксации напряжений и внеш
них сил во времени вследствие ползучести материала.

3 . В случае, когда заданными являются внешние силы Л/(/) и 
(0» решением системы уравнений (1.14), (1.17) относительно 

А, В и является (1.25), в котором М, /\‘, /0, 1} и А будут функ
циями от /. Разлагая интегралы (2.11) и (2.14) в ряд по малому па
раметру о, получим сходные с (1.26)- (1.28) выражения, причем вместо 
(1.29) будем иметь

О]. /» =

(2.29)

Аналогичным образом находим

4(0 (()«», 4(0 4(0-/ИО = (2.30)
**

Тогда
е£ (/>, 5(0= Ь/9»֊ (2-31)

/0(0 I Збч2
Для функции йри.мем степенной закон: - к՜-'!1. Тогда

-гт. ^{г, П
1}-\ -^(г, -.)/?((,-)</т (2.32)[5< (г.
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Принимая в соотношении (2.32) г Ь и подставляя в него (2.31), 
получим интегральное уравнение

<2-зз>/у (О 0 /0 \՜)и

Отсюда

Ш---------------- --------------------------г. (2.34)
|.$(0 4֊ [5(т)Л'(Г, ֊)<!֊. "

Таким образом, приближенными значениями Л, В и С՜ будут

А (/\ — 3^(/) 1 АМ/)՜ 1/Ч ( Г) --֊
6-О3 3 64 4(0՛

2 А-(О лм-Ж 
3 64/0(г)’ (2.35)

В частном случае, когда М {() ~ М (() = М.„ будем иметь

Я(О = дЛ“֊֊- с<'։ с^1։ (2'36> /о (О /ом) /о(*)

где через /10, С„ и /., (0) обозначены значения соответствующих 
величин при I ֊ 0

А = (Щ>_ М. 1 д, 2 с _ зм 
0 3 Ь-՛'. 3 /> </. (0)’ 0 5‘/0 (0)

(2.37)

1 /------ г----------— ,'1~1
= (2.38)

При помощи соотношений (2.34) и (2.38) находим закон возра
стания деформаций во времени

1+ 1>(/, 
/»(/) .՝

Принимая в (2.7) (2.9) и замечая, что

£(0) Г/"(0) 
А(0 ? /о*(^) 

о
;?(/, х)^ = 1,

для компонентов напряжений получим 
г
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—I
Հշ А-f-Հ, 2-^

ՀԾ—1
’.■ ֊ -Հ ֊... а /л, + 23, --Ջ) (’«֊■֊+ ֊°) ?

т. е. при постоянных внешних силах напряжения 
остаются неизменными.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР

в слое во времени

Поступила 25 VII 1966

1Г. Ա. Օ1Լ՚|.||8Ա։,

ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՇԵՐՏԻ 1111*1.4?!! ՐՆԴԼԱՏՆԱԿԱՆ (FlHI II.b 1>Վ ՈՆԴեՐԿԱՅՆԱնԱՆ 
ՋԳՄԱՆ ԺԱՄԱՆԱԿ

II . մ փ II փ ո է մ

Հիմնվելով սողքի հավասարումների ճշդրիտ [ածման վրա, սւսաէքեա^ 
սիրված է ղլանալին շերտի կալունաղված և ո չ֊կա ըլւնա էրված սողքը {’նղ- 
րսլնական Հոման և ընդերկայնական Հպման համ էստեղ ււրղդև ղու թ րսն մա՛֊ 
մսւնտկ: Եղրաչին պա լմաններին բավարարված !; Սեն~'Լէ։նանի իմաստով։ 
Սողքի խնդրի դեպքոէ-մ անհալս։ դսրծ ակիղնհրր որոշվում են մուոէսվոր եղա
նակով, իսկ ոե (սւկստղիա լի դեպքում ալդ դսրծակիղներր դաոնում են հարսն ի 
մեծ ա (ծլա ննև(<:

Ուսամետււիրված Լ նաև րարւսկաւղասէ չև[ւտի ղեպքր, որի համար 
սւոաղվ<ո մ են էղարղ րանաձ/րեր:

M. A. ZADOYAN

CREEP OF THE CYLINDRICAL SHEET DURING BENDING 
AND LONGITUDINAL EXTENSION

S u m in a r y

Relying on the exact solution of equations of creep, the creep of 
the cylindrical sheet during combined bending and longitudinal exten
sion is investigiited. Boundary conditions in Sen-Venan's sense are 
satisfied.

In the case of creep the coefficients are determined approxima
tely.

For the case of a thin-walled cylinder simple results are obtained.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XX. № 2, 1967 Механика

Р. М. КИРАКОСЯН

ОБ ИЗГИБЕ БАЛОК И КРУГЛЫХ ПЛАСТИНОК, 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННЫХ ЗА ПРЕДЕЛОМ 

УПРУГОСТИ МАТЕРИАЛА

Рассматривается упруго-пластический изгиб балок и круглых 
пластинок, имеющих начальное однородное напряженно-деформирован
ное состояние за пределом упругости материала.

В качестве физических соотношений принимаются соотношения 
теории малых упруго-пластических деформаций линейно упрочняющего 
несжимаемого материала [1|.

Доказывается, что решение поставленной задачи для балки 
можно получить из решения задачи изгиба предварительно напряжен
ной линейно֊упруюй балки путем замены в окончательных результа
тах обычной жесткости на изгиб некоторой постоянной жесткостью 
балки при упруго-пластическом ее изгибе.

Для круглых пластинок решение осесимметричной задачи сво
дится к решению парной системы четырех нелинейных дифференциаль
ных уравнений. Доказывается, что в предположении подобия упругих 
и упруго-пластических прогибов решение этой системы можно свести 
к решению одного трансцендентного уравнения относительно прогиба 
центра пластинки. Приведен численный пример.

Рассмотрим несжимаемый материал, для которого связь между 
интенсивностями касательных напряжений и деформаций сдвигов 

при активных деформациях выражается идеализированной ломаной

"։ = б?2/ при €,• <

3, — Д -р Вг{ при г, > 
где

I 6

'1. 331 Зл и 21» гг> -л главные напряжения и удлинения, 6’,
з] (1 В С) и постоянные материала (фиг. 1).

Пусть путем.?-активного деформирования в теле, изготовленном 
из рассмотренного материала, создалось однородное напряженно-де
формированное состояние за пределом упругости (='։»•••, г'р-
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(Этому состоянию на фиг. 1 отвечает точка „с“). Допустим, что к 
такому предварительно напряженному телу накладывается статически 
подрастающая нагрузка иного характера. Тогда в некоторой его части 
происходит нагружение („сб“), а в 
остальной разгрузка („с.՜/“). Сле
довательно. вместо соотношений (1) 
будем иметь

Л — при нагружении,
Д։ — ''Л/ при разгрузке,

где
А-з?֊б¥;<о. (IV)

Пользуясь известными допущениями теории малых упруго-пласти
ческих деформаций [I] и ограничиваясь случаем, когда напряжение ~л 
пренебрежимо мало, из (III) получим

2 (А 4֊ В֊^\ ,

= 2{А - 2г }
при нагружении,

(V)
3^-ц-2С[2(51-֊£?)4-5и֊г?] |

। при разгрузке.:?֊;« 2С[5։ ।

Здесь и в дальнейшем буквами в. и р наверху будем отмечать вели
чины, относящиеся к областям нагрузки и разгрузки соответственно.

Аналогичные соотношения в случае одноосного напряженного 
состояния будут

#? = =, 36՝(1, ф.
(VI)

1. Рассмотрим балку прямоугольного поперечного сечения, в ко
торой путем активного деформирования создалось однородное напря
женно-деформированное состояние за пределом упругости материала

= Д 0. (|=И>гТз?),

Допустим, что к такой балке прикладывается статически возрастаю
щая изгибающая нагрузка </(х), действующая в одной из плоскостей 
симметрии ее поперечного сечения (хоу) (фиг. 2).

Вследствие изгиба в некоторой части балки происходит на
гружение, а в остальной --1' разгрузка.

Исходя из сущности задачи, естественно ожидать, что поверх
ность раздела областей нагружения и разгрузки (нейтральная поверх
ность) будет симметричной относительно координатной оси оу.
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Область нагружения - располагается по ту сторону поверхно
сти раздела Ао = Л0(х), в которой изгиб вызывает дополнительное 
растяжение волокон балки. Что касается области разгрузки ~ , то 

Фиг, 2-

она будет занимать всю остальную 
часть. Следовательно,

֊'~ Л Чу<А0(х)

-Ло(л-Х.у А

~>0, 
(1х‘

при

(1.2)

<»"•«»

«։!՝

Л.
ПР;։ —"Г ах՜

(1.3)

I1ринимая гипотезу плоских сечении, для малых деформаций получим

(х, у} = 5֊, - [г/ — А„ (х)]у4‘.

где — перемещение оси балки вдоль пу.
С учетом (1.4), из (VI) для напряжений находим*

ах՜

^. = ^-ЗС(й-л։) ֊^. (.УС,-’Р).
ах՜

(1.5)

Уравнения равновесия будут

3’Ху — 3^4/ — 2А-;,
• •• йР

7~| 1 Лг/Х'/Ч- I ^у<1у = ֊г/(х) 2Л-1/'—.
</х 1 V1 3 (АтоН мр

(1.6)

Из первого уравнения (1.6), с учетом (1.5), нетрудно найти
Гб' ГУЗ
I <7֊Н В ‘

(1.7)

Этот результат, как и следовало ожидать, совпадает с аналогичным 
результатом работы [2], относящейся к задаче изгиба цилиндрической 
оболочки, материал которой по-разному сопротивляется растяжению 
и сжатию.

Для изгибной жесткости балки
Л/ 1 Г Г I

[)=՜՜ 7—ГТ —Т- Г1Й- 3$й Н.8>
а-м1ах՝ <Г1о;<1х- \ |

...” -.р
Касательное напряжение пренебрггяется
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с учетом (1.5) и (1.7), независимо от знака d՝w dx՝, получим

D=-l-{B|Aj Л։(ЗЛ„- 2Л)| - G[/f(36„ + 2A) Л^'. (1.9)

Второе уравнение (1.6) с учетом (1.8) принимает вид

d'w cfw 1
dx* ~ Г) <7? ~ D 4 (л)’ (1.10)

который отличается от разрешающего уравнения аналогичной задачи 
линейно-упругих балок лишь значением жесткости /Л

Таким образом, решение поставленной упруго-пластической за
дачи можно получить из решения задачи изгиба предварительно на
пряженной линейно-упруГОЙ балки, при этом жесткость определяется 
по формуле (1.9).

2. Рассмотрим круглую пластинку радиуса R и толщины 2Л, 
имеющую начальное напряженно-деформированное однородное состоя
ние за пределами упругости

sign р ( \р\ 
2 I\ I з

(2.1)

s? 2|3|s0|>£;.

Допустим, к такой пластинке накладывается статически возра
стающая изгибающая нагрузка. Для простоты ограничимся рассмотре
нием случая равномерно распределенной поперечной нагрузки г/.

Из гипотезы плоских сечений следует

£г = ео + (Аг —

s, = 2,3^ (Л, — z) [Зе0 4-/Г(Л, — z)] zr

— {h - z) [3^ 4֊'■ (A- z)](hr — г) (h ֊ г)1 , (2.2)
где

1 dw „ „•/.,=— , z- — ---- , (2.3)
dr՝ r dr

u* прогиб пластинки, z вертикальная координата точек, рассчиты
ваемая от срединной плоскости пластинки по направлению нагрузки 
9, z he и z /։■.- — линии, через которые изгибные деформации сече
ний г const и const :to толщине меняют знак. Внутренние уси
лия (Л\, Л' ) и изгибающие моменты (АЛ, А/-) выражаются через на
пряжения по формулам
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(2.4)

Система уравнений равновесия

д; = дг_ = 2рл, (2.5)

М ֊ М. - - 2рКг(1и' (2.6)
2 с1г

(2.7)

Уравнение поверхности раздела областей нагрузки и разгрузки 
2 Л(.(г) удовлетворяет условию

= ’?• (2-9)

Присоединяя (2.9) к уравнениям (2.7) и (2.8), получим разрешающую 
систему задачи систему нелинейных дифференциальных уравнений 
Относительно четырех функций пг, Л., /?,։ и и».

Отметим, чти в общем случае невозможно получить окончатель
ные выражения уравнений (2.7) и (2.8) через неизвестные функции. 
Дело в том, что заранее не всегда известно расположение областей 
нагружения и разгрузки по отношению к поверхности их раздела.

В случае защемленной по контуру пластинки при р>0и <Дг)^>0

(2.10)

') Дифференцирование под ллахом интеграл« законно в силу непрерывности 
Тг па поверхности раздела областей 'Д" и '.У.
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Дело значительно усложняется при наличии промежуточных опор и 
произвольных нагрузок на плоскостях г = — Л.

В рассмотренном выше частном случае можно получить разре
шающую систему задачи в окончательном пиде. Приведем три урав
нения этой системы для круга 0 г

(-и. -=?).
(А. — А.0 (&0 4- (А. - Ао) */] ֊/' +■ (Л-.- ~ Лэ) [3;о ~ ~ 1 7

4-х.гу. (Ал Л(,)(А_ — А(|) О,

- 2рЛ),

р - Ц) ֊•֊ 20 (Л - Ло) I - 32О - (Ао- Л)

(2.11)

-213 (А Л«)

Аа5
*1

I -г а.,Ь - — 1 3 з„

+ <М*з) |п
2^11

(2.12)

25 (Л - Ло) а։1 — -у(Л — Л։))

и«.
«1

| иха' 4- а,./։ - о3 — ] 3 г0

, А (2о1о., — а՝;ат) 2Г' а1<д1А՞ — д.А а3) г 2ахА т а 
2а։1 ах 2 1 3«, 4՜ 2«։Ло а- 

0. (2.13)

где
ох = >■; 4- */••/= — у':,

а3 —3:л ('г >'с) Аг (2хг 4- *7) /-л — А. (2*. у.г) '/ .

а3 Зз0(г0-г А,/-, 4-Л?/..) Л;-/-? АгА.-х/х. Л>;.

а: 3 ч , 4՜ 2 А г х г — Л - /֊-,

а5 2хг — ։х;, 

а.- Зг0-| АлХ, 4-2А;х_,

а: = 'Хл 2х .

2 I а։(а։А* 2 I и2А 2п։А а..
2 | За. =0 2а։А(, а

(/V,. = 2р А),

п(А,3-А) 4 2С(Л Ао) «„ 310-֊^(Л֊/Р



62 Р. Ч. Киракосян

Четвертое уравнение разрешающей системы, соответствующее урав
нению (2.8), более громоздкое и наряду с членами, встречающимися 
в (2.11) (2.13), содержит также члены с производными от функций 
Аг, Л. и Л,|.

Разрешающая система задачи даже в рассмотренном простом, 
случае весьма сложна.

Ниже, на примере защемленной пластинки, излагается сущность 
одного способа приближенного решения этой задачи.

3. Пусть защемленная но контуру г R круглая пластинка, имею
щая начальное напряженно-деформированное состояние (2.1), подверг
лась воздействию равномерно распределенной поперечной нагрузки с/. 
Избегая излишних усложнений, которые могут возникнуть при воз
можности потерн устойчивости пластинки, ограничимся случаем р^>0.

Будем считать, что прогиб пластинки при упруго-пластическом 
ее изгибе пропорционален (подобен) прогибу, соответствующему ли
нейно-упругому изгибу |3]

и. (г) - Кш* (г) к -/о1'и —с, (3.1)
/։(/А'| 2

где I 1 2Л| Зр 6’ , — бесселева функция чисто мнимого аргумента.
В силу (3.1) краевые условия

V- =0 (3.2)
«/• г ֊R

удовлетворяются автоматически.
Допущения характера (3.1) широко применяются в нелинейной 

механике [4] при приближенном решении задач по минимальным прин
ципам. В нашем случае невозможно пользоваться минимальными прин
ципами, поскольку отсутствуют подходящие аппроксимации для осталь
ных неизвестных функций />,, Лг и Л(>.

Рассмотрим центр пластинки г 0. В силу круговой симметрии, 
с учетом (2.10), для центра можно записать

(г ֊ 0),

■,.г •/ =х<^0, ЛГ=Л* = ЛО, ъ — г. = з0 (Ло г)х,

Ъ 2г 3՜ |£о Ч- (Ло 2) х|, (3.3)

_ 1р ч- 6В (Лл — г) х, Ло < г Ь
|р — 6б’(Л(| — г) Л < г •< Лй.

Внеся значения напряжений из (3.3) н уравнения (2.7), которые при
г 0 равносильны, получим

, 1'6֊ ) вII —7-_-------- — •
I 5 I в

(3.4)

Значениями (3.3) и (3.4) удовлетворяются все уравнения разрешающей 



Об изгибе балок и Круглых пластинок 63

системы (2.7)г (2.8), (2.9) в точке г 0, причем уравнение изгиба 
(2.8) удовлетворяется автоматически при любом х - Ах . Наша цель 
заключается в нахождении постоянного К.

Предварительно определим Лг, к- и Лг, к-. значения первых и 
вторых производных но г функций Л- и к- в точке г 0.

Ин очевидных условий

*£ =о
Го՛ г//* г

(— /» < г -С Л) (3.5)

с учетом того обстоятельства, что в центре пластинки сг/.г
Тг

=0 и /։г = к = к0, получим 
с/г

б,/։; - ь,к. = о ।
> . । Лу 'С. г

к кг к1кг 0 1
(3.6)

где

2/ь- к. = 0

кг - 2к-.=0

к. А\ 2֊12В[2о-(Д. г)х].
к, А\ 3 24 51л, (Л,. с)/].

Из (3.6) следует
кг=к. ֊ 0.

Этот результат можно получить и из условий

(3.7.)

с/ЛМ _Ж|
(1г |г-и (1г 1г О

Если продифференцировать (2.7) два раза по г, полагая при 
этом г—0 и имея в виду (2.3), (3.1), (3.4) и (3.7), то для 
кг и кг получим следующие значения, выраженные через неизвестную 
постоянную К՝.

,, £ \ । । —А>). 7 (/? Л, I 1п------------------- -
Н________________________________ Ч_____________
X- А 1п ^,-хМ-Л,) 2| з У|В(Л^ Л|1)+б(А 1-Ло)|

(3.8)
где

՝/. — Кл' — 8А (>./?) ’ (3.9)

| — к <г ■< А„,

Дифференцируя уравнение изгиба (2.8) два раза по г и полагая г 0, 
с учетом (3.7) относительно искомой постоянной К получим следую
щее трансцендентное уравнение:
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44(з0
ГТ7-^ |П------------г------------+

+ « 12*» + (А + ^7.*к]֊ъ--ЬгК}
I 3 ■'■ ՝к

- {Зх* (Л- Л5)(С-В)Л; + 4г,[В(2Л'֊ЗАгЛ<> ֊ л’) + 
о

в (Ж 4- ЗЛ-А0 - Лр)]| = — ^ — 4рЬ**К, (3.10)

где
/# = /Л? _ 1

~2Ц'К) ’ 8/, (//?)’ i3.Il)

а Л/|։ И, определяются из (3.4) и (3.8).
После определения К вычисление остальных величин не пред

ставляет принципиальной трудности.
Таким образом, допущение (3.1) о подобии прогибов упругой и 

упруго-пластической пластинок позволило свести решение поставлен
ной задачи к решению одного трансцендентного уравнения.

4. Рассмотрим следующий иллюстрационный числовой пример:

.4 900 кг елг, В 6.10’ кг см՜, С 10 В,

-I 1000 л-» саг, ч -֊. 166.7-10՜", R = 100 см. К 1.5 см, 

=!-<--֊ р = 1775 кгем՞, £՛;= 4 = еов6О-1О"’, (4.1)

зУ- 1024.6 лгсл!а>б?, 8? = 207.6-10՜’> Л

Из (3.4) н (3.10), с учетом (3.8), (3.9) и (4.1), для центра пластинки 
получим

Л, = Л. = /|(> — 0.7792 см, (4.2)
(60 0.50674Л;) (3196.205 39.09634) ֊С/.

АГ]՜

57 9468
4֊ (23.07535 К, 4737.29) С։ 4- ; - - 0.077866 Кг -Ь д 0.22634 = 0,

А։
(4.3)

где

К. ֊ 105К,
11.00892С., 0.271957 Л'։ 
^00 С\л; 4 12.82257 К;

С, 1п (1 0.024703 Л'։).

В нижеприведенной таблице представлены результаты вычислений кор
ней трансцендентного уравнения (4.3).
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ç кг;см։ !.O 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Kl 1/c.w 12.00976 18.08402 24.19308 30.33138 36.49451 42.67903 48.88204

Вычисления проводились в вычислительной лаборатории Инсти
тута математики и механики АН АрмССР на машине „Наири“.

Институт математики и 
механики АН Армянской ССР Наступила 17 V 19^6

Ո-. 0. ԿԻՐԱԿՈՍՏԱՆ
ՆՅՈՒԹԻ ԱՌԱՋԴԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՍԱՀՄԱՆԻ» ԱՅՆ ԿՈՂՄ ՆԱԽԱՊԵՍ ԼԱՐՎԱԾ ՀԵԾԱՆՆԵՐԻ ԵՎ ԿԼՈՐ ՍԱԼԵՐԻ ԾՄՍ՚ԱՆ ՄԱՍԻՆԱ մ փ ո փ и I Ա՛

Դիսւսյրկվա մ է աոա ձղականութ յա՛հ սահմ ա՛հ ր գերազանցող նա///?/ական 
համասեո լա րված ա֊դեֆո րմ ա ցիոն վիճակ անեցսղ հեծանների ե կլոր սալերի 
աոաձղա֊սյլասւոիկական ծ Ո ման խնդիրր։ Սրպես ֆ ի զ ի կական աոնչսլթչան- 
նևր րնդանվւս մ ե՛հ փորր ասածդ ա - պ լա ս ։ո իկական աեսսլթ յան հավասս։րոևէք - 
ներր՝ դծ ա յն որհն ամրացող անսեղմելի նրէէ-թի համար |l|z

Ս. պա ցուցվում Լ, որ հեծանի համար դրված խնդրի լսւծւււմր կարելի է 
ւււււանւ։/լ նախապես լարված գծային ա էէէսծգսւկան հեծանի ծոմ ան խնդրի լ ս։ ֊ 
ծումիդ նրանում ծոման սովորական կոշս։։։։ թ լունր փոխարինելով հեծանի 
աոաձդա֊պ լասաիկական ք 1.9 J կոշտա թՀամր:

Կ լոր սալերի համար առան ցքասիմ ետր իկ խնդիրը րերվոլմ է չո րս 
անհէս(տների նկատմ ամր սչ դծալին ղի՚իերենրլի ալ հավ։ս։ւս։րումսերի դա.(դ 
սիստեմի։

11.պ ա րուրվամ Լ. որ սալի աոտձդտկան և աոա&դա-պլաս տ իկական 
(մլված րների նմանություն րնդոէ-նե լա թ լա մ ր ։ ալդ սիստեմ ր կարելի է րերե/ 
սալի կենտրոնի ճկվտծյյի նկատմամր մեկ Աէրանււցենդևնսւ հավասարման : 
1'երվսւծ է թվային օրինակ:

R. M. KIRAKOS1AN

ON THE BENDING OF BEAMS AND ROUND PLATES, 
PRELIMINARY STRAINED BEYOND THE ELASTIC 

LIMIT OF MATERIALS

Summary

In this paper elastic-plastic bending of beams and round plates, 
preliminary strained beyond elastic limit of materials is considered.
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It is proved that the solution of the problem of the beam may 
be received from the solution of linary-elastic beam.

The solution of the problem for round plates is reduced to the 
solution of transcendent equation.

The numerical example is considered.
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