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ОБ ОДНОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УПРУГОГО КЛИНА

Рассматривается задача о вдавливании силой (2 штампа с про
извольным основанием и поверхность 0՛ ч. упругого клина (—а г-՛ а, 
О г<^эс). Силы трения между штампом и поверхностью клина 
отсутствуют. Другая грань клина 9 = — а жестко защемлена.

Задача решается в рамках плоской теории упругости. Как обыч
но, главной целью ставится определение давления в области контакта 
(а г Ь) штампа с поверхностью клина.

Насколько ангору известно, впервые данная задача для частного 
случая а - - ՛, рассматривалась в работе Тонояна В. С. [1], где опа 
была сведена к решению системы двух интегральных уравнений.

В данной работе получено приближенное решение указанной за
дачи для всех значений ()<«<“. Даны границы рационального прак
тического использования найденных результатов.

Для определения приближенного решения производится специаль
ная апроксимация ядра интегрального уравнения задачи, после чего 
с помощью обобщенного интегрального преобразования Мелера-Фокэ 
уравнение решается в замкнутом виде.

Попутно в работе получено замкнутое решение задачи о плоском 
кручении упругого слоя штампом.

§1. Интегральное уравнение контактной задачи для клина

Применяя к уравнениям Ламе и граничным условиям рассматри
ваемой задачи, записанным в полярной системе координат, интеграль
ное преобразование Меллина по переменной г, сведем задачу к реше
нию следующего интегрального уравнения относительно контактного 
давления

о

7 (?) ^ Пп ?7՜) (а< г ■ 6),

а
(1-1)

КЦ)— I—со$и1(1и, /а=-------—------\,
.! « \ 2(1 -г)/
и

. , . 2и 51П 4а 4֊ 2х 8Й 4ня . о . . .. •
А (и, а) ------------------- - -------------------------------------- у (л = 3 — 4и). (1.2)

2/. ей 4 ю. 2и՜’ -у 1 '2и- соб 4а
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Преобразуем интегральное уравнение (1.1) введением новых пе
ременных и обозначений ио формулам

с = /Infra — 1, л- = >1пг/а — 1, /• = 2(1п/>/а)

9q (?) = S? («)» (г) = /(*)•

Будем иметь
1
( = |.r' 1. (1.4)

-՝ I

Отметим некоторые свойства функции L(u, г) вида (1.2): 
а) при и - ос и всех з

Ци, а) —1 * О(е֊5«՝), (1.5)

б) при и — 0 и всех

L (и. 7) — А (tt) и О (и ՛), Д (?) = 2 (Sin 4'Z 4֊ 4-zz) (z 1 Г* (1.6)

В соответствии с этими свойствами апроксимируем функцию
Ци. 71 выражением th А (у) и.

Таблица /
Максимальные относительные ошибки 
этой апроксимации для •✓ = 1.8 (в= 0.3)

а Ошибка п Ошибка и различных значений а даны в табл. 1.
в град. и " л и град. п С учетом указанной апроксимации

45
55
65

8 115 1
4 125 1
1 135 1

представим ядро К(1) инте 
уравнения (1.4) в виде [2]

трального

75
85

2 145 1
2 155 1

К({) =-1п th —-----
4/1 ( :

• (1.7)

95 2 165 1 Решение интегрального уравнения
105 1 175 1 (1.4) с ядром (1.7) может быть полу

чено в замкнутом виде (см. ниже) и,
очевидно, будет являться приближенным решением рассматриваемой
контактной задачи для упругого клина.

Что касается точности такого приближенного решения, то можно 
доказать следующее: погрешность решения не превосходи': погреш
ности используемой апроксимации функции К (м, \).

Произведем в интегральном уравнении (1.4) с ядром (1.7) за
мену переменных

V = С':'2Л , д/ ея.|/2Д4 (1.8)

и введем обозначения

9‘В') = ?(5)е-зЕ‘гл‘.

, =/23*.а — е ,

rw=֊/(4

Получим

(1.9)
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</

</:' тЛ/‘ (х'), (1.Ю)(с< х' <г/).

Как известно, уравнение (1.10) является интегральным уравне
нием антисимметричной задачи о вдавливании двух штампов в упру
гую полуплоскость [3]. Решение его может быть получено в замкну
том виде в форме, содержащей сингулярные интегралы [3], а также 
н форме, не содержащей сингулярных интегралов, метолом работы [41.

Мы ниже получим решение интегрального уравнения (1.4) с ядром 
(1.7) но второй форме, как более удобной для практических прило
жений, путем решения эквивалентного ему парного интегрального 
уравнения относительно трансформанты Фурье Ф (3) функции > (х), 
которое имеет вид

рИ|Д(а)ИГ1е^гФ(?)^ = 2я/Ы, Ы՝ Ъ

(1.11) ио
|>Ф(?)е՜^ 0, |.г|>1,

— 4'
здесь

Ф(3) = [?(?)е </=, ֊ С Ф(?)е-'гУЗ = [?(г)- 1 *1 ’’ (1.12)

,1 2՜ и I о, |х | > 1.
— I — ’С

Заметим, что рассматриваемая задача может быть разбита на 
„четный“ и „нечетный“ варианты, соответствующие разложению функ
ций /(х), ф(.т) и Ф (/) на четные с и нечетные с „ “ слагае
мые.

Для „четного“ варианта задачи формулы (1.11} и (1.12) пред
ставимы в форме

(?) 1Ь (Д?л) сок '<1'Л = > (х), х $.1,

& (1.13)

Ф (?) соз ?х<7? — 0, х > 1, 

о 
здесь

Ф. (?) 21՝. (5)*о։?«Я, — |’ф .(Двое = I**/*’’ '' ’’(1Л4> 

о о
Будем в дальнейшем предполагать, что функция /Т- (х) имеет 

непрерывную первую прризводную. Тогда продифференцируем обе 
части первого уравнения (1.13) по л՜ и введем следующие обозначения:
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м

В AV Л.и ксанлрон

Будем иметь
(1.15)

^ ։|'(;) th "Т sin ;//</; = "/(//). у Ь,

՝’ (1.16)

՝Г (-;) cos \у (1'1- 0. у^>Ь. 

о
Отметим, что парное интегральное уравнении (1.16), очевидно, 

эквивалентно сингулярному интегральному уравнению, которое полу
чается дифференцированием по л обоих частей уравнения (1.4) с яд
ром (1.7) и правой частью -/.(х).

£ 2. Решение парного интегрального уравнения (1.16)

Ниже будет дано решение уравнения 11.16), основанное на исполь
зовании обобщенного преобразования Мелера-Фока. Отметим, что 
интегральное преобразование Мелера-Фока ранее использовалось при 
решении парных интегральных уравнений в работах [5, 6, 7], обобщен
ное преобразование Мелера-Фока— в работе [8].

Предварительно приведем перечень необходимых для дальнейшего 
формул.

1. Интегральные представления присоединенных функций конуса

Р"..Л1, (сЬО - | ֊2 / ֊ ( , со-‘/л/'/—. (а>0. Ие|<12).
I г 1(12 — и)։* (сЬ / сИ/у) 

о

Р (ch f) = |
2 sh t | . i' cos du 

— ----- ---------- {sin՜։* 1------------------г (1 2 — p) I . (ch у ch f)

- cossrcth--, f (,>o. Re'>|<l/2). (2.11
J (chу ch t)

Первая из формул (2.1) имеется в [2|, вторая получена автором.
2. Интегральные представления присоединенных функций конуса 

при р=—1. Полагая в (2.1) 1. получим
• — /

Р (ch / ) = 2֊——sh ՝Z cos \y (ch t ch y) 'dy, 

&՛>. * (2.2)

P-> i֊(ch/) —sh՜՜1 t cth -7 sin 7֊t/(ch.y — ch/) dy.
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Отметим, что вторая формула (2.2) получена формально и может быть 
обоснована R рамках теории обобщенных функций.

На основании (2.2) найдем другие интегральные представления 
для Р..'.., (сЬ/). которые и будут нами использованы в дальнейшем

__ »
г>-։ / I I 2 / I ,4-1 Г 51Л з!1 </ .
Р .. /7(еЬ0= ------- (Гей/) у , . ,

“ .'гсп/—СП у
11 (2.3)

Р-'.+/։(сЬО= ֊ 1՛ ■
т. , I СП у — ей /

I

Вторая формула (2.3) также носит формальный характер.
3. Обобщенное интегральное преобразование Меле.ра-Фока [8]

> (0= "Х՝!՝ (;)/Т" и,. (сЬ/)</-,, (0 /< • ),

5 (2.4)

ч՛ (•;) = (֊ 1)“ (V (О Р"- (сЬ О вЬ / Д, (X : 0).

О

4. Разрывные интегралы Мелера |5]

(> ,+„(сЬОсо8֊1я</т=;[2(с1''-С^)] ’

(2.5)

МсЬ^п-^-. {[2(^-сЬ7)Г 0</<„

5. Интегралы

' 1п 1й - - (1у

С _ 1. .
.՛ | сЬ/ —сп(/

| ей / — ей/;

- 1 ’ К( 1'Т ֊ ։!. / 2 I.
сЬ / 2 

(2.6)

9 1 2’ К(1Й/,2).
ей Р2

Умножим теперь первое из соотношений (1.16) на бйу (ей / 
— ей у) Ну и проинтегрируем по у от 0 до /. второе соотношение 
(1.16) умножим на айг/ (сЬ// — сй{/) (/у и проинтегрируем по у от /
до . Совершив затем перестановку интегралов в полученных выра
жениях и воспользовавшись формулами (2.3), получим следующее пар
ное интегральное уравнение:
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рГ (l) th n-֊Pj (ch О •;</*; — >й (/), f < b, 

ô
»•

( ’Г (-') th PC՝, fj (ch () •'d; O, t > 6, (2.7))

v *

\ sh t J i ch t — chy /
U

Применяя к (2.7) обобщенное интегральное преобразование Мелера- 
Фока (2.4) при т — Г, найдем частное решение неоднородного парного 
интегрального уравнения 11.16) в виде

ь
*•(•;)= ^l.,+Jt(ch/)ù։(/)sh«<//. <2.8>

<1
Посмотрим, имеет ли однородное уравнение (1.16) какое-либо 

решение. Полагая (у) О и используя интегралы (2.5), без труда 
убедимся, что ’Г(՝1) = СР /т (ch 6) дает нам решение однородного 
парного интегрального уравнения (1.16).

Общее решение уравнения (1.16) можно теперь представить з 
виде 

ь
'1' (ï) = [С (6) sh 61Р_ (ch z»+ f |(/) sh tг Р ։.<т (ch f)df. (2.9)

ÿ 3. Приближенное решение задачи

Возвращаясь в (2.9) к старым переменным по формулам (1.15) и 
учитывая еще соотношения

^=*+Нг)՛ (31>

где

՛ t'
sh^»VchlT_ch37 (3.3)



Об одной контактной задаче для упругого клина

Заметим, что Ф (/) в виде (3.2), (3.3) удовлетворяет первому со
отношению парного интегрального уравнения (1.13) лишь с точностью 
идо постоянной, второму - полностью.

Найдем теперь по формуле (1.14) функцию ?-(л*). Представляя 
(1.14) Ф (/) в виде (3.2) и используя первый из интегралов (2.5), 
будем иметь

Функция > (х) в форме (3.4) удовлетворяет интегральному урав
нению (1.4) с ядром (1.7) и правой частью г./' (д) с точностью до 
постоянной.

Чтобы функции Ф-г (/) и г (л՜) являлись точными решениями ин
тегральных уравнений (1.13) и (1.4) с ядром (1.7), выберем соответ
ствующим образом, остававшуюся до сих пор произвольной, постоян
ную С.

Используя второй интеграл (2.6) и формулу (3.4), получим сле
дующее соотношение:

1
£-Ль — I

\ 2А». 1 \ 2ЛХ /

Рассмотрим теперь частный случай / (л՜) 1.
что тогда ֊^(՜)՜ 0 и формула (3.4) принимает вид

(л‘) = С (^֊֊^֊}
А' | 2 \ А< А> /

(3.5)

Легко видеть,

Подставляя 7 (х) в этой форме в левую часть интегрального урав

нения (1.4) с ядром (1.7) и учитывая, что интеграл, стоящий слева, 
есть некоторая постоянная при любом л* £ [—1, 1], в частности, при
л- = 1, будем иметь

4/4/. I՛"с

/1/
сЬ — 

А».

(3.6)
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Вычисляя интеграл в (3.6) по первой формуле (2-6), найдем по
стоянную С для частного случая / (х) = 1 и представим р (л՛) я виде

На основании (3.7) и первой формулы (1.20) работы [9] получим 
другое представление для величины Р

Сравнивая формулы (3.5) и (3.8), получим выражение для постоян
ной С в общем случае функции / (л՛).

Итак, формулы (3.3), (3.4), (3.5) и (3.S) дают замкнутое решение 
инте։рального уравнения (1.4) с ядром (1.7) для „четного“ варианта 
задачи1.

Переходя в формулах (3.3) (3.5) и (3.8) к старым обозначениям 
и переменным в соответствии с (1.3) и учитывая еще, что

t> Iл «У • р
Q \q{r}dr= — - (л)гЛ\- ֊, (3.9)

<> о

получим приближенное решение „четного варианта" рассматриваемой 
контактной задачи для упругого клина. В целях сокращения приведем 
лишь окончательную форму второ приближенного решения для част-

Отметим, что к интегральному уравнению (1.4) с ядром (1.7) сводится также 
задача о кручении упругого слоя, жестко соединенно։ и с нсдсформирусммм основа- 
ннги. бесконечным полосовым штампом Между поверхностью штампа и слоя пред, 
полагается наличие полного сцепления. К штампу приложена сил.-։ Т, отнесенная к 
едини։.։«֊ его длины н направленная по его образующей. Замечая, что функция /(.г) 
будет раяна G-, где 6' — модуль сдвига материала слон, ; - - перемещение штампа и 
Н.тпраплонии i-ю образующей, иы.шннное действием силы 7'. на основании формул 
(3 3) (3.51 и (3.8) получим замкну гое решение этой смешанной задачи и виде (А 1)

Здесь с(л) контактные касательные напряжения между штампом и слоем, ' /> а,
h толщина слоя, «—полуширина полосового штампа. 
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кого случая штампа с плоским основанием и при условии его поступа
тельного перемещения под действием силы () на величину ՛•.

Для этого случая /(х) Д>л. и мы получаем

° 2^(th-2i-)|A"(th^֊)| (З.И)

здесь K'(k) •-= Х'(|
Приведем еще формулу для расстояния // от вершины клина, 

на котором должна быть приложена к штампу сила Q, чтобы он пе
ремещался поступательно. Это расстояние, очевидно, может быть най
дено из следующего условия статики

М = QH ■֊ I (г) г</г. (3.12)

«
Подставляя в (3.12l функцию </ (г) в виде (3.10), (3.11), после пре

образований и вычисления интеграла [2j получим

” I abch
7 2AjirP (3.13)

2А'Л|։ — v А'-
\ 2А> '

здесь Р (х) — функция Лежандра.
Перейдем теперь к определению замкнутого решения интеграль

ного уравнения (1.4) с ядром (1.7) для „нечетного11 варианта (/(х)~ 
֊ /֊(л)).

Предварительно докажем, что оно может быть получено диффе
ренцированием по v определенным образом построенного решения для 
некоторого „четного" случая.

Пусть Z (•) есть решение интегрального уравнения (1.4) с пра
вой частью вида

/_(*)= р-Ю</х+О. (3.14)
V О

Выберем постоянную D таким образом, чтобы - (1)—0.
Продифференцируем теперь обе части интегрального уравнения 

(1.4) для случая (3.14) по х. Произведя затем в левой части инте
грирование по частям, без труда убедимся, что

? (?) ?■(։). (3.15)
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В соответствии с изложенным найдем обращающееся в нуль при
1 решение „четного“ варианта интегрального уравнения (1.4) 

с ядром (1.7). На основании формулы (3.4) без труда получим

(3.16)

Решение (3.16) имеет место при выполнении условия

С-Ь (1)511 "-=0, (3.17)
А/.

которое накладывает ограничение на функцию / (л). В случае (3.14) 
условие (3.17) служит для определения постоянной 27.

Теперь решение для „нечетного11 варианта в соответствии с (3.15) 
представим в виде

где

(3.1b)

? (")sh "л 
Ai. sh

Af

d 
d֊

f* sh ~/-(х)
- А'_ -dX.

I ch^—cb ~
Г Да А>

(3.19)

I 2

Переходя в формулах (3.18), (3.19) к старым обозначениям и
переменным и соответствии с

Таблгщи

1 н град. 2/1 (7) т и град. 24 17)

45 2.885 112.5 7.468
52.5 3.238 120 7.915
60 3.626 127.5 8.302
67.5 4.073 135 8.655
75 4.588 1-12 5 9.009
82.5 5.162 150 9.396
90 5.770 157.5 9.843
97.5 6.379 jВ 165 10.358
105 6 953 Ъ 172.5 10.432

контактная задача для

(1.3), получим приближенное решение 
„нечетного варианта“ рассматриваемой 
контактной задачи для упругого клина. 
Учитывая, что указанные преобразо
вания производятся достаточно просто, 
в целях сокращения окончательные 
формулы не приводим.

В заключение работы приведем таб
лицу зависимости величины А от угла 
а при /-=1.8 (у 0.3). Эта таблица об
легчает использование полученных вы
ше приближенных решений.

Отметим, что приближенные реше
ния интегрального уравнения (1.1), к 
которому была сведена рассмотренная 

упругого клина, также могли бы быть получены
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методом „больших изложенным в работе [9], и методом „малых 
[10]. Вместе они обеспечиваю1! перекрытие всего диапазона изменения 
параметра > простыми и надежными формулами.

Ростокский государственный 
университет Поступила 25 VI 1966
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V M ALEXANDROV

ON THE CONTACT PROBLEM FOR AN ELASTIC WEDGE

S ii in m a r y

A plane problem is examined on the pressing of a punch into I he 
side of an elastic wedge when its other side is clamped. The 
forces of friction on the contact line are supposed to be absent.

The problem is reduced to an integral equation which is solved in 
a closed form after the introduction of a special approximation of the 
kernel. 1 he generalized integral transformation of Mehler-Fock is used 
to solve the equation.

The boundaries of applicability of the obtained results are given.
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М. Л. ЗЛДОЯН

О ПОЛЗУЧЕСТИ ТОЛСТЫХ ПЛИТ ПРИ СОВМЕСТНОМ 
РАСТЯЖЕНИИ И ИЗГИБЕ

В данной статье, нс пользуясь приближенными допущениями клас
сической теории плит, даются решения задач об установившейся и 
нёустановившейся ползучести [1,2] прямоугольной и круглой плиты 
при совместном растяжении и изгибе. Рассмотрены также совместный 
изгиб, кручение и растяжение прямоугольной плиты. В этих случаях 
задача приводится к нелинейным уравнениям, требующим применения 
приближенных способов решения.

§ 1. Установившаяся ползучесть прямоугольной плиты при сов
местном изгибе и кручении. Рассмотрим ползучесть прямоугольной 
плиты, на торцах которой приложены [изгибающие [моменты М՝, М. 
в крутящий момент // («риг. 1).

Приведем общие уравнения установившейся ползучести [1]:

соотношения между компонентами напряжений и деформаций 

— = = /(?« ) 5.Г, -.о- = /(<>)

Оу з = /(;.):у, -ух = /(^Нуг, (1.2) 

• ‘■г =/ О' )''«.«»

(1.3)

где интенсивность напряжений и интенсивность скоростей деформа
ций определяются выражениями

1' — Зу)‘+(«у — (=.՝ — <г)' • 6 -г — ■•*[-),

*=тт~ ~ 

а компоненты скоростей деформаций связаны с компонентами скоро
стей зависимостями

(1.4)
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Он . Он , ди*
СЛ = —> Су = — • •: ------ »

их Оу дг

_ди , дг о _ ду дп п ди , ди’

-~Оу^Ох' ог ду' а?4՜՜*̂
Приведем сначала решения уравнений (1.1) (1.5), когда скорости де
формаций не зависят от х и у.

11олуобратным способом, примененным в [3], скорости ищем в 
виде

« = 2 '^.^2 Ахх*  -\- Схуг Лох 1\у -г Сог + £0.
V

V = 2 | Сгхг Ч- Вхуг — (2С„ — £>0) х 4- В^у -г /70г : (1.6)

V
А Н д । д՛

«• 9’ *' ----- т’ У'------- ~-----'*՛  — С։ху — всх — Н(,у-(А()-\-В1))г— Фо,
*- —

где , и ■< неизвестные функции от г. а А-. Вх,-• • произволь
ные постоянные. Согласно (1.5) имеем

;.։՝ А^ - Ахг, ~ В(у ֊ Ьхг, 7,։>.. = Со - С։г. (1.7) 

Представляя некоторые компоненты напряжения в виде

=л (2:., --IV)/(;/), =у = ог-Н;., 2;У)/(;/). ֊хУ = \п./(«'/), (1.8) 

подставляя в уравнения равновесия (1.1) и интегрируя, аналогично [3] 
получим

'г = — а,х — Ьху ֊ с0, = а։2 4֊ а(„ 61Ъ (1.9)

где а։, Ьх-•—новые произвольные постоянные.
Вводя обозначения

5=1 ;; ■ - \;‘у , Т= | (1.10)

будем иметь

□, I 5Т+ т\ ;.= | 5-Ч-~ (1.11)

При степенном упрочнении

/֊ йГ՜՛. (1.12)

Тогда при помощи соотношении (1.11) (1.12) приходим к степенному 
уравнению отябсительно / 

:т 2 2’г,
57;՞՜1 + Т-Г՜' = к" ՛. (1.13)

Определяя из этого уравнения /, получим явные выражения компо- 
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центов напряжений и скоростей через координаты и произвольные 
постоянные.

Для рассматриваемой задачи (фиг. 1) компоненты скорости ищем 
в виде

и = Аххг С1уг, V — Сххг

Ах В։ А1 4- Вх .. (1.14)
«՛ ~1>х 2^"՜—2՜ ■' с'ху'

Тогда

II 7։
 

ч*

II Сз

■<

II о г* (1.15)

;. = 7|г|, ;=1 Л? + Л,В,+5? + С1!. (1-16)

Компоненты напряжений возьмем в виде

= , = (2А, гВ։)г/(-;|г ), зу=(Д 25։)г/(т|г|),
(Ы7)

Подставляя (1.17) в статические условия

4

з,-гс/г = М-.

л
1 2уг</г = М.,

л

'Лу2</2 /•/, (1.18)

-л 
получим

А 2М՝-֊М, 

ч
где

-л

2М, - мх 

ч

й

-л 

с ^֊, с' V (1.19)

Подставляя (1.19) 
м

7 7-ГТ֊=-’

.! = ( /(•. ! г ) г'(1г.

՛՛
в (1.16), получим

(1.20)

М |7 мг мхм, -\-М?+ЗН*  . (1.21)

При степенном упрочнении (1.13)

г да I—1 I Л
У =-------- —-М т Л (1.22)

(т + 2) *

Подставляя значения А1г и С\ в (1.14), получим

2М։ М, Н
и =----- у— - Х2 ■ 1/2,6] 2] ՝1

2МХ - М, .. 2М2

V

Мх й

2М.-^, 
—--------- -иг

М, 4- М ..

н
— хг, 
V

н
(1.23)

12 у 12
} у

12/ Уху-

Компоненты напряжения (1.17) в случае (1.12) примут вид (г^>0)
2 Известия АН АрмССР, Механика, № I
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В частном случае, когда плита подвергается чистому изгибу, 
/7-0.

Когда, кроме изгибающих М2 и крутящих // моментов, на 
торцах плиты приложены также растягивающие силы Лг։, /V, к 

сдвигающая сила () ((риг. 2), ком
поненты скорости будем искать в 
виде

и А1хг г Сгуг А^х,

г С.хг 1 г; г 4- Вйу.

(1.25).

^-^֊֊С.ху— (40Д,).-, 

а компоненты напряжения -в виде

о. =[2А1-г50-| (2АтД)2|/(;,), 3>. [До |-2в0-|֊(Л1 2ад/(Ъ).
(1.26)

'.’У ( Со “1՜ С1г) / ). ~ '• ։- --- ~У'
где

₽։-4^+24^, +гад В0А„ г = 4;+ад, + В; ■ с?

Кроме (1.18), имеем также статические условия

л ь л

лб/г = М՝, ч-,<1г = Л՛'... - •« * -лус!г — (2. (1.28)

Подставляя (1.26) в (1.18) и (1.28), находим

^1=(2Л4-В0)Л֊|-(2Л1 + В1)Л,

ЛА-(2А + ^)./։ (2/ц ^։).л

— ^о/о И՜

где обозначено

Л= \/(Г^4֊Рг±֊г7^2)^ ■ (

(До 4-2^)./,-, -ИД, ‘ 2ВХ)/Ь 
(1.29)

м2 (Дс. 4-2/у Л ֊)֊ (А + 2^)7:.
(1.30)

Я=С0./։4-С\Л, (1.31)

!>
1)^‘/(| а֊- - (1.32>

и
п = О, 1, 2..
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Когда заданы деформации, постоянные /4(1. Во, • • • становятся 
известными и тогда можно легко определить напряжения и внешние 
силы из (1.26) и (1.29)—(1.32). В случае заданных внешних сил 
(1.29) (1.31) представляет систему шести уравнений с шестью неиз- 
яестнымн Ао, /4։, В,, С'о и С1։ решение которой можно получить
только при помощи приближенных приемов.

Аналогичная задача совместного изгиба, кручения и растяжения 
прямоугольной плиты для идеально-пластического материала рассмо
трена и |4].

§ 2. Неустановившаяся ползучесть прямоугольной плиты при 
совместном изгибе и кручении. Рассмотрим задачу ползучести и ре
лаксации прямоугольной плиты, материал которой подчиняется соот
ношениям наследственной теории ползучести Ю. Н. Работнова |2|, а 
торцы нагружены изгибающими моментами Л/։ (О, М.. (() и крутящими 
моментами Н(/).

Наряду с уравнениями равновесия (1.1) имеем соотношения между 
компонентами напряжения и деформации 

(2.1)

|2.2)

где 5/ и определяются по выражениям (1.4), п зависимость между 
перемещениями и деформациями—по (1.5), где ?)•»••• заменяем 
через гГ։ =у,Выведем решение системы приведенных уравнений 
ползучести, когда компоненты деформации зависят только от 2 и /. 
Аналогично § 1 положим

и 2^ *.«<*>  0^4֊ Л,(/)л'г + С, (/)г/г-г Л0(?)л —

4՜ А (0 4՜ (О -г4*  £<.(0,
V 2( 7,.(г, 0</2 С,(()«+ в, (/)</-’ I [‘2Са ({)-%(/)] * +

-I Д>(/)у + Нб(О։+Лв(О. (2.3)

ю„_
2 2 ■

_ Л, (?) В, <()_.. С| (/> Ху (^д. _ ... В„(1}\г-(М. 
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где тг/ и ;•... неизвестные функции от г и /, а А1 (/!,■•■ произволь
ные функции от /.

Для деформации имеем

4(О+Л։(/)г, В0(/)+В։(/)л то. = С0(/) \-CMz. (2.4)

где А(/, -)

Решая (2.2) относительно "ч и г?водя обозначения

резольвента ядра — К (I, -), компоненты

(2-5)

напряжений
представим в виде

1 (2^ -^)Л(зД
= у =.• г(£։ 2М Д ( ■-! ).

х՝у — 7 Гу А (-<)»
(2-6)

Подставляя (2.6) в уравнения равновесия 
аналогично [3] получим

(1.1) и интегрируя,

°/ ֊ - «1 (Н х ֊ (/)// — Со (/),

~хг = а։ (/) 2 4- аа (/). 6։ (/) г -֊ 6о(О, (2.7)

где а։ (/),••• также произвольные функции от К
Используя обозначения, аналогичные (1.10) (1.11), получим не

линейное интегральное уравнение Вольтерра относительно Д
________ / ________

Г- ■ д) + р (|/ ■* ’ <2'8>

<1

Для нашей задачи, аналогично § I, перемещения ищем в виде 

м Ла(0**  1 Сх(1)ух, V С, (I) хг В^Г) уг,

Тогда

ел = Д։(0г, £у = ^։(0г, 7ху=С։(/)г,
________________ _____ ________________ (2.10)

5 = тр|,. •; = Г'Л;(()-|֊Л։(/)В1(о +ВГ (П + С;(/).

Компоненты напряжения представятся в виде

о,- (2Д։ Вх) г/*  (; | г | ), "л-, = (7 । 2 ), (2 Ц)
Зу=(Д։֊Ь2Я1)2/я(7|2 ), ,дг _ Ту.. - 0.

Причем аргумент / иногда для простоты опускается. Из условий ста
тики (1.18) будем иметь

^ = 2(2^, + ^)/.-, М, 2(АХ^2ВУ)^> Н = (2.12) 
где
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!>

(;г)

о

(2.13)

В случае релаксационной задачи, т. е. когда заданы деформации, 
Д։, и С, будут известными, и ио формулам (2.11) и (2.12) легко 
определить характер изменения напряжений и внешних моментов во 
времени. В частности, когда деформации во времени не меняются, то 
А}, Вх и С։ будут постоянными. Тогда

/
; —Х(0 1+ ('/?(/, -)</-. (2.14)

7 И л

Следовательно, напряжения (2.11) и моменты (2.12) но времени ме
няются по закону’/(/). Для реальных материалов 7. убывающая функ
ция по /.

В случае ползучести, когда заданы внешние моменты, разрешая 
систему уравнений (2.12) относительно Д։, Вх и Г’., получим 
34,(0 = 31(0 2ЛМ/^,(0. С(0 Ж..

6/, (0 6/, (0 2/, (/)
(2.15)

Легко заметить, что

•;/, М = -֊֊1 М- М,М. 1- №+ ЗН-. (2.16)
2)’ о

Принимая для г степенной закон <р = к™, получим

В (тО' + |'('тГ/?('’ (2-17)
Л / Л \ Л / АА

о
Отсюда

I
* пГ * •

а л= —(2.18)
1 ' (ш4-2)л

7.« (/) = /МО 4- Гк ((, ֊) с/т. (2.19)
М.(0) ,)М(0)

м

Полагая в (2.И) и учитывая полученные выше соотношения,

для напряжения находим (г 0)
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Имея значения /»(/), ио формулам (2.9) и (2.15) легко определить 
компоненты перемещения. Общий множитель /$(/) характеризует за
кон возрастания деформаций во времени с учетом ползучести мате-

п * М (О
риала. При постоянных внешних моментах имеем -------1 и

М (0)

х,«) = 1+')</֊. (2.21)
II

Когда, кроме моментов, на торцах плиты приложены растягиваю
щие силы Л'։ (0> и сдвигающая сила (2(£), компоненты переме
щения, напряжения и внешние силы будут иметь аналогичный (1.25) — 
(1.32) вид с тем отличием, что Дъ 50,՝ • • будут функциями от /, 
а вместо /(=/) будем иметь /*('■)■  В случае релаксационной задачи 
А,. /4։,- • будут известными, и но вышеуказанным соотношениям 
легко определить изменение во времени напряжений и внешних сил. 
I 1ри постоянных деформациях напряжения и внешние силы будут 
убывать во времени как функция /(/).

§ 3. Установившаяся ползучесть круглой плиты при совместном 
изгибе и растяжении. Положим, что на боковой поверхности круглой 
плиты приложены равномерно распределенные изгибающие моменты 
и растягивающие силы А’ (фиг. 3). Уравнения равновесия осесимме
тричной задачи имеют вид

Соотношения установившейся ползучести следующие:

'г ’ = -з, —б =/($/)

=6 а = / (;/) , 'г: = / (Ъ ) г1ггг

Ъ /(М&, 
где

3/ “ I (=Л - =»)- + (39 3.-)’+(Зг—6^ .
I б

-3=1 (I- =б)2 г (;п- 1-)24-(Ь I-6/,;. .
I 6

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Компоненты скорости деформаций и скорости связаны зависимостями

ай , и , дхи
-- —- ।

дг г ()г
2Г„. = ֊֊֊֊• (3.5)

Ог ()г

Предполагая, что скорости деформаций не зависят от г, полу- 
обратным способом для нашей задачи получим
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1 ~--------— - - ■ —~~ : - _'   ~ ------ —=—————--.-д

д
и ~ (Д„ Д։д) г, «.« С 1 г՝ Агг- — ЗД^г, 

2 (3.6)

До Д։г, ;. = 2Д0 — 2Д։г, т)м О,

где Д[)| Д։, С — произвольные постоянные.
Принимая

ъ 50 35.,/<ГЗ|;-,!). зг-^. = 0, (3.7)

удовлетворяем уравнениям равновесия (3.1). 
Подставляя

Ъ 3(4֊ Д,2)/(Г 3՜ до4-Д։д|) (3.8)

в условия статики 
А л

1М. ^гггс1г = М (3.9)

О (I

и полагая ;г^>0 по всей толщине плиты, получим

УГ(АМ,Л) УГ(Л,-д.Л)
/V 1 С /(х)х^х, М /(х)х^х- ^°/У.

4 J Д1 Д։
Уз Ли Ух л„

Для степенного упрочнения (1.12) имеем 

т г!
2 

Ъ 50 3 (Д() 4-Д։г)г’',

СТ 1

м = А—ГГ«А + АЛ)” 1 АГ'],
■(1+ ттт) Д։

(3.10)

(3.11)

(3.12)

ст - I

»Г= А А' [(А+Л./.)”-՝ .4 '■] ■֊«■Л'- (3-13)
(2-Ьт)Д1 Д։

В случае, когда меняет знак, т. е. когда '-г 0 при 0 г - -гв
ОД 

2^ - ® ) и I- 0 при г /?, будем иметь
д»/

։ 'з (Д„-Л։А)
IV =4-1 /(Х)х</х,

А Л _ -13 Л.
Уз“(До-{-Л։А) -гТх1*

Л/ ֊ ——1—- I / (х) Л"<7х |- ——■ , | / (х) ֊х-'с?х -
ГЗДГЗ 7 )ЗД1.’ 4։

(3.14)
Для степенного закона / имеем
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т > 1
о, = 4=3 ■' (Д,+ А*)1А  + А*Г ” (3.15Х

»1 ч-1
л' ? Л-НД+ААГ1 ( АГ'1. • <з.1б)

(1- т)Л։
III • 1

м = о3 Л.АГ 'К А,Г 1- (3.17)
(2|™)Л։ А,

В случае чистого изгиба /V — О, г0 . /։. Из (3.16) (3.17) находим

(3.18)

Подставляя Иц и А1 в (3.15), получим

Закрепляя какую-нибудь точку плиты, например, 
и՛ (0, 0) 0, получим С 0. Тогда

(3.19)

принимая

(3.20)" л֊(х-у)г- и» /4։ (Аг

§ 4. Неустановившаяся пслаучееть круглой плиты при совмест
ном изгибе и растяжении. Рассмотрим совместный изгиб и растяже
ние круглой плиты (фиг. 3), материал которой подчиняется наслед
ственной теории ползучести Ю. Н. Работнова [2] 

(4.1)

(4.2)

где з( и -I определяются по (3.4), а зависимость между напряжениями 
и деформациями — по (3.5), где ;г, заменяем через гп,- .

Компоненты перемещения и деформаций примем в виде

н Ми (0 + ы=С(1) 2 Д. (О Д-г՜ АО)«’»

(4.3)
*г г.- 2Д. (I) - 2/41 (/) г, -гг 0,

где /10, /1։» произвольные функции от /.
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Компоненты напряжения будем искать в виде

= 3(Д,- Л-л)/*(1  3| А ■ А^ |), зг ֊гг 0. (4.4)

Выражения (4.3) (4.4) удовлетворяют всем уравнениям принятой тео
рии ползучести.

Подставляя зг из (4.4) в интегралы (3.9), принимая для ? сте
пенной закон « к՜-"', при &г>0, 0 ֊-, г Л получим

,.■> -1
ЛЧ7) 3 2 к )(А 4-Л.ЛГ 1 ֊ АТ 1 ;

1 -|- т I А

ЗА I(I 
№4-1

2 + /и А]

т х 1
з 2 к (4, +АЛ)”*1 — АТ*'
1 т ° /1:

3 " к (А„ д,/.)”՜

2 4֊ т А]

СТ 4 1
З2 к , (А А. к} АГ^_ 
14-ти 0 А]

/?(/, ~.)<К (4.6)՝

Когда г, меняет знак, т. е. е, 0 при 0 < г < з0 и е, > 0 при 
г0 к, будем иметь

Ш4֊1

д,(0 - (4,4-ААГ '֊(.--4)՞*'  +
1 4*  т I

I + [ М„ + 4ЛГ '-_(гАГ1 в т) , (4.7>
3 Л
О

Л/(/) =

ст - 1
3 ՛ к (А4֊ ААГ ; ( АГ՜2

2 4՜ пт А]
т 11

3 2 А д (АН-л.к)т ’֊ (.^АГ 1
14-т ° А\
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3 ■' * (Д, Л,/.)” Ч(֊4Г:

о
А?

3 к (А„ + А,Л)
———
1 — т а;

(—А,-,)՞՜1՜'
Я(/, (4.8)

В случае релаксационной задачи, когда деформации не меняются 
во времени, А„ и А} будут также постоянными во времени, и тогда

3г = 30 = 3^(/)=3о-/.(^), Зг -,г = 0,

К (И ^/(1), М(1) = М07.(/),
где 

ЛГ4-!
< = ®!=-з 2 ЦД4֊Л12)И| 

ОТА- I
у (л„4-л/Г 1 ֊ЛГ1

1 ° 1 4- т Л։

2_-_[
_ 3 2 к (А.4-А,Л)" ‘֊А,Г •' Аол/
= — -------------------о-------  — Л(| при

2---/П л։ л։
т Ь 1

□; 3 2 А(Л0 +Л։я)|Л04֊Л1*ГЛ

(4.9)

(4.10)

2г > О
0 л < А,

1
/V = 3 * * (АЧ-ЛХЛГИ ( Лог 1 ։

1 -г т Л,
(4.11)

61А I

М _3 2 к (Ао-{-ААГ+Ч (-А)^ 2 _А0 /у 
2 + т А\ А1

при £т<0, 0 г < г.), ьг >- 0, гв < г < А.
Когда заданными являются М (I) и А^(/), из (4.5) (4,8) будем 

иметь
л1-М

3 - (Ао А- Лг/|)"' ' ֊-А"՜"

1 т Ау
о

I
А/(П [я (-) К(1, ^<1֊, (4.12)

т - I
3 - (А„֊н а,/.)'՞ -Й - АГ2
2 т А]

т ■ I
3 2 к „ (Ло՜ А./г)'" Л.7+։

֊ — — /*о 72
1 4- т А\

при '-Г 0, 0 -С г < А;

М((Ц- (л/(■.) К(1, 

и

(4.13)
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ш-1

з՜7՜ * (Д,- А,Л)՞ '-( А)՞14'
1 4*  т А.

-М֊., (4.14)

О
ГП4 I

3 к (Д(,-|-Д,/»Г ; ( Д.,)՞* ’
2 ь т д!

и» + 1
3 •' к л (А, 4- ААГ '-(- Л)՝"

1 I т Д։
М(П + К(I. ■■)<!■■

О
(4.15)

при 1г 0, 0 с с0| ։, О, ;0 : К.
Рассмотрим теперь частный случай

О, из (4.14)—(4.15) получим
чистого изгиба. Принимая

Л (О (4.16)

7.(0 ֊ + -ПЛ.
М (01 1М(0)

о

Компоненты напряжения и перемещения в этом случае будут

(4.17)

Таким образом, напряжения меняются во времени по закону Л/ (/), а 
перемещения — по X, (О (4.17).

Институт математики И механнжн 
АН Армянской ССР Поступила 12 V 1966
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ипч*!»  1тш«ъ

II |Г ф п ф п I

ЛЛр/р«» г>< </, у »иЬии» (•) 1։Ъ чпцчн ^п“ч ■

»/ шЪ ицч(«ч/ ЛЪ /оЛ {цПр ми»^Л^«Д ։Г<м^»։нр ЛнЛи)'ч 

/։Л»суЛ 1<{< ^ич)։ч>Г(1 /уи«у/иЪ/м^уил)
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^■/7 [>էնդ(ւ րնհ րը Հու<)1ւ[քւ<ւ օդտադործւիէէ մ է- 1/ի ւ/ահակադ ա рЛ եղանակը։ 
Տեդափո{սու ւքհերի ու ft ու ահու I ու ու fd յան մեջ iy ու ըոէն ու1րյ tn մ Լ z' անդամ, որը 
մտցնում Լ- nt դդում tfnntnnfttp յածման մեզ1

M. A. ZADOYAN

ON THE CREEP*OF  THICK PLATES UNDER COMBINED 
EXTENSION AND FLEXURE

S u m m а г у

In the present article, without using the assumptions of classical 
theories the solutions of the combined extent ion and flexure of rectangle 
and circular plates in the cases of stable and unstable creeps [1. 2] are 
given.

In solving these problems, the semireversal method is used.
The non-linear equations of these problems are to be solved by nu

merical methods approximately.
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Л II МЕЛКОНЯН

ОБ ИЗГИБЕ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИНОК, 
ЛЕЖАЩИХ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

Исходя из уточненной теории анизотропных пластинок, изложен
ной н работе [1|, дается решение задачи изгиба прямоугольной транс
версально-изотропной пластинки, лежащей на упругом вияклеровом 
Основании, под действием произвольной поперечной нагрузки в случае, 
когда два противоположных края пластинки свободно оперты, а два 
других могут быть закреплены различным образом.

В частности, решена задача изгиба прямоугольных пластинок, 
свободно опертых ио »сему контуру, под действием равномерно-рас
пределенной нагрузки.

§ 1. Задача об изгибе трансверсально-изотропных пластинок по 
уточненной теории С. А. Амбарцумяна [11, учитывающей влияние по
перечных сдвигов и нормальных напряжений в плоскостях, параллель
ных срединной плоскости пластинки, приводится к следующей системе 
двух независимых уравнений относительно прогиба ш и некоторой 
функции Ф [2]:

ДФ о-Ф - 0.

Изгибающие и крутящий моменты и перерезывающие силы выра
жаются через функции ш и Ф следующим образом:

&п\ 21) д* . , 2 (РФ /,, 2 д֊Х
кдх" ду- / 6* ду~ *5՜ дхду у ч- ду:

д*п , 21) д- , 2 <^Ф /7 2^\п — 4֊ )-|—% — —<՛» ( / ֊ —у
дх" ду- / <>- дх- о2 дхду \ о-‘ дх" >

1Г П/1 \ д- \п — — Д)(1 — ч) - --------------- --------Аш
дхду ч՝ дхду

.. .. д . дХ , с!ФЛ\ — I)— Д;е — о»----- ------- ,
дх дх ду

а2Ф\ 
) 
(1.2)

где

Г| д . дХ
/V« — Г) <՛’ - - дх *ду ду

Юб՝' д' /9си ---------------1 2 (1,з)
б’Л֊ 10(1-14 \ 6՜ £7
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△ оператор Лапласа: Л, О — толщина и изгибная жесткость пла
стинки; Е, (7, ;>• модуль упругости, модуль сдвига и коэффициент 
Пуассона в плоскости изотропии, параллельной срединной плоскости 
пластинки; Е', С, р' — модуль упругости, модуль сдвига и коэффи
циент Пуассона в плоскостях, перпендикулярных плоскости изотропии; 
7. — интенсивность распределение։։ поперечной нагрузки.

Уравнения изгиба пластинки, лежащей на сплошном упругом вин- 
клеровом основании, а также нее необходимые расчетные величины 
получим из приведенных выше формул, если в них положить

у) — Лте, (1.4)

где к коэффициент постели, д (х, д) интенсивность активной на
грузки.

§ 2. Рассмотрим задачу об изгибе прямоугольной пластинки, ле
жащей на упругом основании, под действием произвольной активной 
поперечной нагрузки д (х, у).

Пусть пластинка изготовлена из трансверсально-изотропного ма
териала. плоскость изотропии которого параллельна срединной пло
скости пластинки.

Подставив (1.4) в (1.1), для задачи изгиба пластинки, лежащей 
на упругом основании, получим следующие уравнения:

4՜ к (—«•△«•) = у ։*>Дд, . .
Аф - а2Ф=о.

Пусть пластинка свободно оперта по двум противоположным краям 
х = 0 и х а (фиг. 1). Условия свободного опирания по этим краям, 

у согласно [1], запишутся н виде

_______ го — 0

М՝ 0 X 0 (2.2)
----- Н—~д Ю ПРИ 

й = “Л^ = о х й-
_____и «а

Решения уравнений (2.1), тождественно удовлетворяют 
фн։' тис граничным условиям (2.2), ищем в виде

ш (х, у)^~ У 17,, (у) Я1П Лдх, 
К -»

со
Ф (X, у) V Фя (у) сов >ях 

я «1

(2.3)

Подставив (2.3) в уравнения 
нук> нагрузкУв виде ряда

(2.1) и представив внешнюю актив

ен

7 <-*■> у) — У^п(у) з’ш лях, 
л -I

(2.4)
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где 2 Я
Рп (у) = — I q (х, у) sin t.nxdxt (2.5)

u J
и

получим следующие обыкновенные дифференциальные уравнения отно
сительно 1ГЛ(#) и ФЛ (։;):

и'Т՝-2С!; г;-г(й+т’>г, —J(.у)֊(2.6)-

Ф»-('-л Ь 8;)Ф„=0, (2.7)
где

3 -:ii «>
Общее решение каждого ин уравнения (2.6) и (2.7) соответ

ственно запишется в виде

W„ (у) А •, ch 7 у cos о« у ֊] Вп sh ?я у sin ол у

4 Сп sh\пу cos ояу A ch у sin 5Яу 1Г-,(у), (2.9)

Фя (i/) = F„ sh I /;|֊Г у -/7«сЫ > я 4-'>'</. (2.10)

Здесь представляет собой частное решение неоднородного урав
нения (2.6) и определяется формулой

(У)

X h'n sin гя (т։ — у) ch 7Л (', - у) - 5Я cos 5Я (г, ֊ у) sh ТЛ (rt — у)J <Г% (2.11) 

где под введенным обозначением (у) над знаком интеграла будем по
нимать, что после выполнения интегрирования следует г, заменить 
через у.

Постоянные интегрирования/1л, Bn,Cn,Dnt Fih Нп, входящие в 
(2.9) и (2.10), определяются из граничных условий пластинки по краям

. b
У -

Таким образом, решение каждой конкретной задачи сводится к 
нахождению постоянных интегрирования, входящих в выражения (2.9), 
(2.10), после чего по вышеприведенным формулам могут быть опре
делены все необходимые расчетные величины.

§ 3. В качестве примера рассмотрим задачу изгиба прямоуголь
ной пластинки, лежащ.ей на упругом основании, под действием равно
мерно распределенной нагрузки </„ const в случае, когда пластинка 
свободно оперта по всему контуру. Для равномерно распределенной 
нагрузки выражение (2.5) примет вид
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1\ = (л = 1, 3, 5...). (3.1)

В этом случае изогнутая поверхность пластинки симметрична относи
тельно оси х (фиг. 1). В силу указанной симметрии очевидно, что и 
выражениях (2.9) и (2.10) Ф.Н.у) будет нечетной, a Wn (у} четной 
функциями. Поэтому для рассматриваемой здесь задачи в выражениях 
(2.9) и (2.10) следует положить

С„ Dn //„ = 0. (3.2)

С учетом (3.1) и (3.2) из (2.9) и (2.10) получим

1ГЛ (у) Аah тя у cos у ֊r & sh "lr у sin у

*։•«(//)“ sh I >
Пеизвестные постоянные А.,, Вп, Гя> в силу

4g0 (1 4- М>) (
~Dn ( i п — йд)՜ 

(3.3)

определены из условий свободного 

краев у -- % •

опирания

У-
симметрии, могут быть 

пластинки по одному из

Условия свободного опирания по краю у ' имеют вид (I]

w = 0, — о, ? = ֊^֊Л/.. = 0. (3.4)

Учитывая (1.2) и (2.3), граничные условия (3.4) можно привести 
к ниду

(3.5)

Подставив значения 1ГД//), Ф, ((/) и Р,։ (у) из (3.1) и (3.3) в (3.5), 
получим систему трех линейных алгебраических уравнений относительно 
Аг:, Вп, Fn, решая которую, найдем

4«  ----------- / /. < ! ‘° — (1 : '•>)—у—sh «л sin

--ЛпЛЦ֊)1 < ՛•+ °՛՛’՜

ch 'J-п cos prt-)-

(3.6)



Об изгибе пластинок па упругой основании 33

где

; 2 1 r;’'r, (1 i- flf*)
( • n ''л)“ 

‘j«b
* T

shs« siripX /•; = о

Q М 
V

Л։ (//) = ch A, ,j/ cos cos оя у -|- sh ал sh ?л у sin £я sin y, 

Jni (У) = ch ал sh 7W у cos sin '»ку sh *n ch \ny sin cos % y.

После определения коэффициентов, пользуясь (2.3) и (3.3), для 
искомых функций а՛ (х, у) и Ф (х. у) окончательно получим

w(x,y}=A՝՝ У —J
1. *.../* ( *Л~г*л) I

Н / I. \ I [ля ■ (1 l՝*Vi) (',’л *Л~ *л)]/лз( у) ~

2;Л0 '»/«П <0 sin ллх, (3.7)

Ф(х, у) = 0.
Имея выражения тс и Ф, легко найти все необходимые расчетные 

величины, на чем останавливаться не будем. Приведем лишь выраже-

ние максимального прогиба, имеющего место при х = , г/ = 0

п—1

ТПпрк —
Га.... и[ ■' ~ ՛

ch 7-л COS /л
2 "//b; (sir 7,i COS-/n)

2(1 Н- л>|)-,'Г1Л4-

Р'й ~Г ('|д ^֊л)] 11։^л /л |։ (3.8)

Из (3.7), как частный случай, легко получить:
а) выражение прогиба а»е, соответствующее решению рассматри

ваемой задачи по классической теории изгиба пластинок. Действи
тельно, полагая в (3.7) •՛ — 0, получим

л՛'1 (х, у) =

3 Изагстма АН АрмСС Р. Механика. К ։
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б) выражение ш при отсутствии упругого основания, соответ
ствующее задаче изгиба пластинки по теории [1], учитывающей де
формации поперечных сдвигов и нормальных напряжений, действующих 
н плоскостях, параллельных срединной плоскости пластинки. Для 
этого в (3.7), выполняя предельный переход при к — 0, получим

47о<г “ 1 | . я« ал 4՜ 2 1 ■ . । -I--------- —• СП I п у —— у ьй !.пу
2 2спля

сЬ >■„ у 
сЬ 2л

ят 1.кх (3.10)

л—1
֊ V (-п 2 1 71 ~ -ь

«։£> 1,-Гз... "։ 2 сЬ Х;1

Отметим, что этот результат был получен в работе [4], лишь с 
той разницей, что там учитывалось влияние только поперечных сдви
гов;

в) выражение «г при отсутствии упругого основания, соответ
ствующее классической теории изгиба пластинок [3]

п)° у 1
֊5£> „ , з «Ч«1. 3....

. аЛ1ЬаЛ4-2 , у ,
1------ ТТ------ еЬ /-.,// 4-

2 СП 71։
г՝п

2 ей Ял
У>пу

И-’ШЛХ

л--1
4д<>а* 2, (- 1) ' |ая 4- 2 

п* 2сЪ<^

81П

(3.11)

В качестве численного примера приведем значения максимального про
гиба для квадратной пластинки при отсутствии упругого основания, 
вычисленные по теории [1].

Выполняя вычисления с учетом Ь = а и подставив значение по 
формуле (1.3) в (3.10), получим

С , 1.8145 Е ,п , . Е Л- I 
-и’:г^= «Ьпа 1 4-  ----- ■ ~------- 'Л (1 I1) "77 —7г (3.121

I 1 — у- О Е а- )

где п»и.— максимальный прогиб квадратной пластинки, вычисленный 
по классической теории пластинок, определяемый формулой [3]

Тот.х = 0.1)0406 (3.13)

В табл. 1 приводятся значения отношения максимального прогиба
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(3.12) квадратной пластинки к соответствующей величине, вычисленной
по классической теории пластинок 

х Е Е Ьношения — > — и при ;•-=
I ■и' Е' и

-֊ •/ ֊ Р.25.
Из табл. 1 следует, что ос

новная часть поправки получается 
от учета влияния деформаций по
перечных сдвигов.

В табл. 2 приведены резуль
тат ֊« таты вычислений отношения------

по формулам (3.8) и (3.9) для ква
дратной пластинки а~Ь 100 с.н, 
изготовленной из изотропного 
материала с ;• 0.25, при различ-

А' Лпых соотношениях и
Е а

(3.13) для различных значений от-

7\։бл.'/мп I

Значения отношении -1Լ211Ճ 
т"|Т1?:<

£
£'

E G՛

0 2.5 5 10

0 1 1.0484 1.0968 1 1935
ե 1 1 —• 1.0423
U 10 2 1.0847 1.1814

5 — 1 0665 1.1633

0 1 1.1935 1.3871 1.7742
/։ 1 1 1.1694 — —
a P 2 1.3387 1.7258

5 1.2661 1.6532

Таблица 2

ii ____ իչՈ
Е 1;10 1 5

10֊ 1 1.0351 1.1853

5.10 1 1.01101.1537

Результаты вычислений показывают, что учет поперечных сдви
гов естественно приводит к увеличению прогибов.
Институт математики й механики 
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1ՈՎՔՈՆՅԱՆ IL Պ.

11.1111ՋԴ1).։|ԱՆ J4I44՛ '1,111. ԴՏՆՎ11Ղ ՏՐԱՆՍՎ1;Ր11ԱԼ-1’<Ա1ՏՐՈՊ
ՍԱՀԵՐԻ VlMJ'lü,

Ս. «I* փ n |]| n ։ tf

Եէն!,լով [/] աշի։ասւու թլան մե\՝ բերված անիզոտրոպ սալերի ձշդըրսւ- 
ված տեսու [J/ունից, լա <) ված է աո ածպական ‘/հ’"-' ։լ տնվող կամայական
րհ/էնավորված ու զզանկլուն սա/ի ծոման իւնդ իրր, ալն դեպքում, երբ սալի 
երկու հմէնդիպակած եդրերր ադատ հենված են, իսկ մլուս երկու օր' ամրաց
ված են տարրեր ձևերով.

Մ տոնավոր դեպքս։ մ րււծվտծ Հ ամբողջ կոնտուրով ապատ հենված 
ուղւրսնկւուն սալի ծոման իւնդիրր հավասարաչափ րաջիւված րեոի ադ/քեցու - 
թրոն տակ։ 
r
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Л. Р. MELKONIAN

ON THE BENDING OF THE TRANSVERSAL-ISOTROPIC PLATES, 
LYING ON THE ELASTIC FOUNDATION

S u in in a г у

Proceeding from the more precise theory of anisotropic plates, 
proposed by S. A. Ambartzumian, which takes into account the influence 
of transversal displacements and normal strains al the planes parallel 
to the middle plane of the plate the problem of bending of a rectangular 
transversal isotropic plate lying on the elastic Vincler’s foundation 
under the action of arbitrary transversal load in the case, when two 
opposite sides of the plate are freely supported, and the other two can 
be fastened arbitrarily is solved.

Particularly the problem of bending of rectangular plates, freely 
supported over the whole contour under the action of uniformly distri
buted load is solved. The results of calculations tor some values of 
the ratio of elastic constants and relative thickness of plate are com
pared with I ho results of the classic theory of plates.
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А. М. СИМОНЯН

О РЕШЕНИИ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ТЕМПЕРАТУРНОЙ 
КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ

Осесимметричная контактная задача теории упругости решена в 
работах |1 — 5] путем сведения ее к парным интегральным уравнениям. 
Для решения осесимметричной контактной задачи известны также 
метод сведения к задаче теории потенциала |6—8| и метод сведения 
к решению парных рядок [9]. В работе (10] решение осесимметричной 
контактной задачи теории упругости сведено к одному интегральному 
уравнению Фредгольма 1 рода.

В настоящей работе используется идея сведения поставленной 
задачи к решению .методом М. Г. Крейна [11] одного интегрального 
уравнения со специальным ядром. Для определения границ контакта 
здесь используется метод последовательных уточнений 112], который 
использовался и при решении плоской контактной задачи [13].

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим равновесие двух прижимаемых друг к другу орто
тропных тел вращения, находящихся в осесимметричном температур
ном поле. Будем полагать, что сопротивление материалов этих тел 
описывается формулами линейной наследственности [14]

՝л/~ —]+г°Ы, (х, .V. В (1.1)

Е.< Ьу Е; .

П-<?’)֊г^- (х, и, ։) (1.2)

Оду 
где

I
(?*««)= Си (-)^-^^т, (1.3)

V՛

*(£, -.) ") — (/, (1.4)

Здесь С и ш/,֊ меры ползучести соответственно при осевом нагру- 
жении и при сдвиге, а *" вынужденные деформации;

Учитывая, что зависимость между напряжениями и перемеще
ниями линейная, сведем поставленную задачу к двум задачам — к тем
пературной задаче свободною от нагрузок полупространства и к кон-
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тактной задаче с учетом перемещений, соответствующих решен։։ 
температурной задачи.

Примем следующее предложение: „Если объемные силы отсу* 
ствуют. то перемещения точек ортотропного тела со свободными от 
нагрузок поверхностями не зависят от факта ползучести**. Доказа
тельство итого предложения аналогично приведенному в [14].

Используя это предложение, температурную задачу для полу
пространства будем решат». ■ предположении упругой работы мате
риала.

§ 2. О температурной задаче для упругого трансверсально- 
нзотропиого полупространства

Уравнения равновесия г перемещениях для грэвсверсдльно-мз 
тропного гела запишем в виде

o’u д'и 1 ди и
֊ и։ _֊----------

ffr Oz՝ г иг г՛
UT

- up -•
d'w

о՝ и 1 ди . o~w , d;w I dw , дТ
- Л|----- • Ь - 6։---------- =6j7 ------ .

QrUz г Oz Ur՝ Oz՛ r Or dz

где принято 
Grr 1 —2‘'„•■*// 2’* r.

°* ~E, 

+ ՝;. O; —--------------1 — VP.-r

/?l i £ ^0
G,. 1 * 2^r

i==—c------------------------------—--------------------------------
& (1 — •; -»r; (! 4- VrJ

Здесь -• коэффициент температурного расширения, принятый
одинаковым во »։сех направлениях, г 
напряжений при отсутствии внешних 

Применим к уравнениям (2.11 
|15] в виде

Т 0 соответствует отсутствий 
сил.
и (2.2) преобразования Ханкелн

и (г. ’ f •=.(:, г>Л(г:>Л. (2.4)
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:<» (г, г) р- (:, г) /,(г;)</;, 

о

Г (г. г) г)/, (г:)с/,:,
•/ 
о

(2.5)

(2.6)

где/(;, г)= р7’(г, *г)/0 (;г)(/г, а / бесселева функция 1 рода ин- 

о
.декса V.

Используя свойства бесселевых функций, из (2.1) и (2.2) получим

В В. «) +; Л,г .( = , х) =4//^֊^, (2.7)

02՝ Ог дг

■ ть 1} «. (, > _а։а;/(;>г). (2.8)
дзг дг

Учитывая ограниченность напряжений при г • найдем

1 
?(֊,г) СД^е- ֊• С.(:-)е-'-;

ь.|

•и=. х) Л?1-бЛ —^֊ + -^^-1-6 (2-10)
\ «... / Ь. ':: 0г о.,.Ь^՝՝'>-' ' «.■՝ 0г

тде

(а А о А) +
га, 0------------------------------———

0,6...

Здесь л-, корни уравнения (Иел։^>0; Иех.^>0)

<1> (х) х‘ 4-—----^7—л՛' -։----- (֊ О,
«,6.

[е'Л' :>(:, С)<Г., (2.9)

а .4, коэффициенты разложения

1 у Д: 
Ф(р) ^О-хГ

Используя краевые условия з. ...0 0, . О, для определе

ния С, (;) и С (;) получим уравнения

Й1[л-֊С, (?) - х;С...(=)] (1 —)[с, (;) + С, (;)]

Е =«71--^ + -^֊')47(5. *>и. (2-П)
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[x։Cj (:) -r x.C: (;)] (6. a.bi — u_.) —

a.M^C.G) x>C։(;)] 4,֊«,)4^ ■ '2.12)
<fz j—1>

Если между упругими постоянными трансверсально-изотропного 
тела имеют место следующие связи

t ՛ V?. 4- (2.13)

*rz (1 (2.14).*г» - Е,
Е, h՜

которые тождественно удоилстноряются для изотропного тела, то 
частные решения уравнений (2.1) и (2.2) можно выразить посредством 
одной функции П, называемой для изотропного тела термрупругим 
потенциалом перемещений [16]

оП оП п , ,ч
и —> W------  (2.15)

Or Oz

При этом для функциям И (г, г, /) получил։ уравнение Пуассона

гП = 2Г. (2.16)
где

„ г (217).
1 — '•гг'^гг

Вслед за этим определяем напряжения на границе полупростран
ства и решаем задачу для полупространства, находящегося под дей
ствием нагрузок, ранных и противоположно направленных полученным 
напряжениям, при отсутствии воздействия температуры. Наложение 
этих двух решений дает искомое решение задачи.

£ 3. Зависимость перемещения границы полупространства от 
осесимметричной нормальной нагрузки

В работе 113J было показано, что при отсутствии заданных и 
вынужденных деформации напряженное состояние анизотропного тела 
не зависит от факта ползучести. Поэтому напряжения от действия 
сосредоточенной силы р(:, t) ds будут распределяться по упругому 
закону |17’|:

/>(:. Qrfsj*| £4

2- II (К-֊ (*֊՝ :-Н '

t- v> -1 -id /<Я) >И1 ֊ А?;՜) 1 (I »„)(/.-нТ)|
I ՛ Л I • (/?=] цЯ-

(3.1 >
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-дг, г).-ЛМ11
2~ 1 /։с

и г
в ''։ —

•11>■ /ь1)(1֊/^)
—

_ ։■!(>■ ֊ />:-;)(! - /,!>;) 1 — '•г. г_
1 ? (/?-’+Иг2)

—

:-?(! 1 (1 уг;)|Л + | в)
(3.2)(/Г-&Ч'' I

=..(<֊, г) М* ֊՝
2-р И - Г'-.-

1 1
1 (Ал: Нг2)՛' •

1
9 (3.3)

ъ..(г,г)

и | Х
з 

и*
"*
֊ 

»4 (3.4)

где приняты обозначения

г

1 — Е, 1 —

К ■ с— | • (Л Н~ с । 4
(3.6)

а Е |г - :| ֊ расстояние между точкой приложения силы р(;, /) 
и точкой (г, с, 0).

Пользуясь уравнениями (1.1) и геометрическими соотношениями, 
определим отсюда вертикальные перемещения точек границы полупро
странства, вызванные силой р(;, /)</$

и» (г, 0, /) " (1 Г)с/Е сшиН. (3.7)

где

2-1 .''֊•)

£ 7^7՜ н--------------------- ~Ё~ * <3‘8)

При действии давления р(’-, I) н области контакта 5 перемеще
ние границы полупространства определяется по формуле
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w(r, о, = Qs) I П dS const. (3.9) 
J R

В качестве элементов площади 5 будем рассматривать кольца 
радиуса -- .элементарной толщины. Тогда из (3.9) получим

rtf/)
w(r, о. 0 ш(1 Q*) ( ;р(-. /) I ;.=х_di

J J | г r — '2r; cos 9
II «j

fll.f) __
Ar (1֊ <?*) Ç /)a/| ֊1֊ );</;, (3.10)

где А՜ — полный эллиптический интеграл 1 рода.
Формула (3.10) дает зависимость вертикального перемещения 

точек на границе полупространства, вызванного давлением />(г, /).

§ 4. Осесимметричная контактная задача

Как известно [1], г области контакта имеет место соотношение

,«»։(г. О w..(r, t) /•<>(/) — /։ (г՝ /•_•(/•), (4.1)

где ш, и ги. перемещения границ соответственно двух сжимаемых 
тел, вызванные суммарным действием температуры и напряжений, 
Л и А уравнения поверхностей этих тел, а 4(0 произвольная 
функция времени.

Из (3.10) и (4.1) получим 

«</>
֊(’ p(i, <Ж(| Л);<Й Ч(г, /), (4.2)

0'

("Ч— Ç (г, О 4(0— fl (г) /2(г) —

— ш>г(г, /) — «'2у(г, I), (4.3)

где а՛ г—вызванные действием температуры при отсутствии давле
ния перемещения, которые рассмотрены в § 2.

Уравнение (4.3) сводится к определению резольвенты интеграль
ного ядра

Н(1, = ֊Д—^21֊ + —*МАД>_. (4.4)
•"14 •՛>._. о՞ ••>! -]• <ч„ дг

В некоторых частных случаях решение (4.3) дается в виде ква
дратур ([13^18]).

При решении уравнения (4.2) воспользуемся методом Крейна, со
гласно которому функция /?(-., /) определяется через решение £'(£, и) 
уравнения (4.2) при праной части, равной 1 [11]



О решиЛпп тем пери i уркой контактной задачи полдучестн 43

О
•Но

/И:. /) — I g*($, <։)</($, t)ds !?(;, й) 
М'(а) ctoj

<1111 II

1
ди ' М'(и) ffa

ь

(4.5)

где ?*($, n)—функция, в которую превращается g(s, а) при замене 

ядра уравнения (4.2) транспонированным ядром Л АГ( I а

«<г»

М(а) ( g (s> aids. (4.6)

Условием использования формулы (4.5) является М' («I т=0. В дан
ной задаче это условие не выполняется. Однако, в интегральных 
уравнениях I рода, коим является (4.2), в качестве неизвестной функ
ции можно рассматривать произведение искомой функции на некото
рую. вообще говоря, произвольную функцию Из)- При этом будем 
иметь новое ядро уравнения. Отметим, что это новое ядро нс должно 
зависеть от параметра «, так как при этом формула (4.5) будет не
верной. Вслед за этим можно пользоваться формулой (4.5), заменяя 
в ней р{՝-, /) на >(;);>(;, Z), «) и (з, с/) на соответственные
решения для нового ядра «,,($. а) и g. (s, а), Л/(а) на Л'(а),

«о»

где N\а) g(s, d)’J(s)</s. (4.7)

l<

Лучше всего подобрать такую функцию '■> (s), при которой 
/V' («I 1. В таком случае вышеуказанный прием не только позволит
использовать метод Крейна, но и упростит формулу (4.5).

Решением уравнения

4,У' . •—г
4 ('«։=. а) ^(| 4 1 (4.8)

II

будет
g (S. «) -1֊ ■, -^=- (4.9)

П- I а- $-

Условие /V (а) о будет удовлетворено при

4(s) =-'S. (4.10)

Из выражения (3.10) видно, что при условии (4.10)

«> <г|-
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Используя формулу (4.5), с помощью вышеуказанного приема 
после очевидных преобразований получим

_ / (О

I «г (О г- 
/Иг, /)

о | OF(s, /) । . , 
- s — \tlsdu,

</s I tfs
(4.11)

где 7- (/) некоторая произвольная функция времени.
Функция Fir, t) определяется по формуле

/■■(г, t)---------i----- (1 /?’)[/, (г) /,.(г) w. (г, !) + «,.. (г, /)], (4.12)
L'»j W., 1 * * * * * * B ‘

1 I □-■(/)֊ s֊i(s, о А - /„(О, (4.14)
«’ р

где

?(։.!) = О (4.15)
Os I Os I

Л(0 —Kb'MU (4.16)

Уравнение (4.14) относительно а (/) решаем методом последова
тельных уточнений [12], согласно которому

а (/) = 1։тт4 (/„ ), (4.17)
а-« п

где
л -Ч '• 

________
B<fu„r-\ I V(/„J - s= ?(s. /b/s. (4.19)

где R {t, —резольвента ядра //(/, -) из 14.4).
В случае, когда поверхности соприкасаемых тел достаточно 

гладки, то есть /,(/•) и j-ir) непрерывны имеете со своими первыми 
и вторыми производными, мы принимаем ՛ (/) —0 из условия ограни
ченности давлении и крайних точках контакта. Для определения ра
диуса контакта а (') воспользуемся условием равновесия

и(О
/->(/)= 1 р (г, f)ds = 2- i гр (г, heir, (4.13)

о J
5 П

(P(t) сжимающая сила), откуда после очевидных преобразовании 
получим

«(т)
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Достаточным условием, предъявляемым к функции (/) для схо
димости вышеуказанного решения, является условие

0<Л'(/)<2. (4.20)

Вследствие гладкости поверхностей контакта, функция ? ($. /) 
|рерывна. Для случая у (х, 1} 0, представляющего наибольший
штический интерес, можно указать выражение для функции <. ( /), 
)нлетврряющей (4.20). Здесь можно положить

т(*. О 4>։ (4.21)

где Ф некоторая положительная постоянная.

!
 Неравенство (4.20) можно записать в виде

•ЛП
0<—Г -JxLZ.il ?(з, < 2. (4.22)

2 Л I Г(/) «=

Подставляя сюда (4.21), получим

։ л(/) = е1 7, (4.23)
где

I с<1 1
Учитывая, что сходимость метода будет наилучшей при близости 

В' (/) к единице, для функции '։ (/) в практических случаях можно 
рекомендовать значение

р _
л(/> =֊1 /• (4.24)

I

В таком случае формулы (4.17) и (4.18) будут иметь вид

а (/) =֊ Нт -?=. | /„ . (4.25)

1 -Ф к 
где

2_____

/֊4д----------
"3^(0 /,<4 ( I > и«./)А.

I •՝
В случае, когда границы контакта постоянны, для функции / (/), 

пределяемой из условия 1.4,13), получим выражение

л
'/•(О -՝\ — ^(0 1 (I о—ь- ?($, 0^.

2па т.-а
I 11

Иксппуг Мйтеы.чтики к мехапикн
АН Армянский ССР Поступила 24 I 1966
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и., ir. пмгпъвач.

Տ11ԱՆ11«1.1;Ր11Ա|.-|փ||ՏՐՈՊ 1ՈԼՐՍ'ԻՆՆԻՐԻ Ull'I.+’b Ա1հ11.Ն»₽11.11Ի1ր|յՏՐԻԿ 
ՋհՐՍ՚ԱՅԻՆ 'ւ11ՆՏԱհ.$Ս.:1ԻՆ ԽՆԴՐԻ 1.11ԻՆՍ11.Ն ՍԱՍԻՆ

II . il փ ո փ 11 1 մ

Գծային մ աոանէքականուվ! յան տեսության շրջանակներում ղիէւււււրկվւււմ Լ 
տրանսվերսայ ֊իզոտբուղ երկու մ արմ ինների կոն տա կտա յին իւնղիրր, երբ վեր 
ջիններս ղանվսւմ են ջերմային հոււրի աղղե tint թ յան տակ.

Д’երմային ի՚նղիրր րււծեյիս ողտաղործված է եէանկեյի ձևավէոխւոթ յունր-.
Կոնտակտս!յին իւնղիրր բերված է Ֆրեղհո/մի առաջին սեռի ինաեւ/րաւ հա 

վասարման, որը /ածված է If. Գ. Կրեէնի il LfJntj/ւվ
Կոնտակտի սահմանների որոշման հա։>ար աոաջյված հավասարումր չած

ված է հաջորղակտն մոտավորությունների եղանակով;

է\ M. SIMONIAN

THE SOLUTION OF ASYMMETRIC TEMPERATURE CONTACT 
PROBLEMS ON THE CREEP OF TRANSVERSAL 

ISOTROPIC BODIES

Summary

In the paper investigations are made of pressure in the field of 
the contact of two compressed transversal isotropic asymmetrical 
bodies in the temperature flow.

It is assumed that the material of these bodies are resisted by 
the law of linear heredity.

Henkel’s transformation is used in solving temperature problems.
Krein’s method of solving Fredholm integral equations of the first 

kind is used in solving the principal equations of contact problems.
To determine the boundaries of contact an equation is obtained, 

solved by the method of sequent correction proposed by the author.
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С. Р. МЕСЧЯН. Э М. МАРКАРЯН

К ВОПРОСУ ОТЖАТИЯ ПОРОВОЙ ВОДЫ И УПЛОТНЕНИЯ 
ГЛИНИСТЫХ ГРУНТОВ ВО ВРЕМЕНИ

Сжимаемость полностью недонасыщенных грунтон (грунтовых 
масс [1 ]). фазами которых являются минеральные частицы и газоне* 
содержащая вода, н основном, обусловлена уменьшением их пористости. 
Поскольку сжимаемость минеральных частиц и газонесодержащей воды 
при встречаемых на практике нагрузках пренебрежимо мала, уплотне
ние указанных грунтов возможно только при отжатия поровой воды. 
Однако, если в порах содержится некоторое количество газа (воздуха), 
грунты могут уплотняться и без удаления из них поровой воды.

Известно, что в общем случае процесс уплотнения водонасы
щенного грунта обусловлен двумя основными факторами —фильтра
цией и ползучестью скелета. Поэтому в первом случае для решения 
задач надо пользоваться теорией уплотнения пористой ползучей водо
насыщенной среды, а во втором решением смешанной задачи теории 
ползучести и фильтрации. Если в порах грунта содержится некото
рое количество газа, в указанную теорию надо ввести соответствую
щую поправку.

Теоретические исследования показывают, что при уменьшении 
степени влажности (Уот 1.0 до 0.85—0.90 норовое давление, определен
ное по теории фильтрационной консолидации, уменьшается и 5—10 
раз [3]. Установлено также, что при учете ползучести скелета нали
чие даже весьма небольшого количества газа (2" ,,) в порах грунта 
оказывает существенное влияние как на величину, так и на характер 
изменяемости порового давления во времени [4].

Из изложенного следует, что, в зависимости от количества со
держащегося в порах грунта газа и способности его скелета уплот
няться в пределах заданных нагрузок, для решения задач надо пользо
ваться той или иной расчетной моделью той или иной теорией. При 
этом ясно, что, если н процессе уплотнения влажность остается не
изменной, движение воды в порах грунта имеет местный характер, и 
поэтому оно не влияет на указанны'։՛, процесс. Следовательно, изме
няемость влажности может служить показателем участия, а неизме
няемость—показателем неучастия фактора фильтрации н процессе 
уплотнения трехфазного грунта.

Поскольку в природе многие глинистые грунты содержат неко
торое количество газа (воздуха) в свободном состоянии или в виде 
пузырьков [5. 6], исследование вопроса отжатия воды из пор, по изло
женным выше соображениям, представляет известный интерес.
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Именно поэтому нами была предпринята попытка исследовать 
вопрос отжатия поровой воды из двух глинистых грунтов при различ
ных условиях их водонасъпиенностн.

Исследованы разданская (Армянская ССР) и часовярекая глины 
(табл. 1) нарушенной структуры. Исследования проводились на об
разцах, наготовленных из пасты и подвергнутых предварительному 
уплотнению нагрузками зн 1.0, 2.25, 4.0 и 8.0 кг глг от 41 до 60 
дней. Для определения изменяемости влажности грунтов в указан
ных четырех состояниях (под состоянием понимается плотность-влаж- 
ность и структурная прочность грунта, приобретенные вследствие 
предварительного уплотнения |7]) образцы подвергались последую
щему дополнительному уплотнению при з 1 к: едг в течение 12 35 
дней.

Таблица I

гр
ун

та Нанмсиоппнис
Уделы», 

ОСС 
։/ем։

Влахи.
ПОСТМ,

1»

Пределы нласткчпости,
предел 
текуче

сти

предел
пластич

ности

число
II Л11 СТИЧ - 

ПОСТИ

9-63 РаэДапскдн глина 2.68 42.4 42.4 24.4 18
6—57 Часоппрсхая глина 2 65 63.5 59.1 21.2 37.9

При каждом зм предварительно уплотнялись по четыре образца, 
из которых два использовались для определения основных физиче
ских показателей грунта (влажность и», пористость степени влаж
ности 6’) после предварительного уплотнения, а остальные два образца 
подвергались дополнительному уплотнению для определения изменяе
мости влажности иод действием ; = 1 хг с.»։՜-.

Опыты проводились в компрессионных приборах [8| в условиях 
возможности двухстороннего отжатия поровой воды, [’азмеры образ
цов: высота—20 л/.п, диаметр 70 леи.

Эксперименты показывают, что, независимо от состояния к на 
чалу испытания, после уплотнения при -з 1 кг елг степень влажности 
разданской глины а уплотнение протекает без изменения
влажности без отжатия воды из пор грунта (табл. 2). Очевидно, 
что, поскольку вода нс отжимается из пор грунта, фактор фильтра
ции не участвует в процессе уплотнения, а длительность этого про
цесса (независимо от мощности сжимаемой толщи) обусловлена пол
зу честью скелета. Ясно, что после удаления, растворения газа в по
ровой воде и достижения условия полной водонасьнцениости (6’ I) 
в процесс уплотнения включается фактор фильтрации, и, начиная с 
итого момента, этот процесс будет обусловлен совместным действием 
ползучести скелета и фильтрации.

Влияние фактора фильтрации из процесс уплотнения будет за
висеть от водоиасыщенности грунта и ползучести скелета н момент 
начала удаления воды из пор. Но, учитывая, что в рассмотренных ус- 
•I ИмобТНЯ АН ЛрмССР. Механика. № 1
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ловиях вследствие уплотнения роль ползучести скелета сильно возра
стает, а величина порового давления обычно бывает небольшой, во 
многих случаях влиянием фактора фильтрации можно пренебречь и 
задачу уплотнения рассмотреть как задачу теории ползучести.

Таблица 2

№ и наименование 
грунта

?• га»
5
о~

Влажность, Коэффициент 
пористости

Степень 
нлажности

до опыта после 
опыта до опыта после

опыта до опыта после 
опыта

1.0 34.8 35.0 1.03 0.935 0.906 0.92
№ 9—63, раз донская 2.25 31.7 31.4 1.01 0.904 0.93 0.93

глина 4.0 30.5 30.« 0.915 0.903 0.88 0.92
8.0 27.8 27.3 0.83 0.85 0.90 0.86

1.0 48.5 43.3 1.39 1.18 0.92 0.97
.V? 6—57, часовпрская 2.25 42.9 41.1 1.18 1.11 0.97 0.96

глина •1.0 39.9 37.1 1.13 1.01 0.93 0.98
8.0 35.4 32.2 0.98 0.86 095 0.99

Точность измерения влажности в опытах не превышает 0.15° 0,

Несколько иная, чем в рассмотренном случае, картина наблюда
ется при испытании часовярской глины, обладающей в начале иены- 
тания сравнительно высокой пористостью, влажностью и степенью 
влажности (6' = 0.92-:- 0.97). Несмотря на то, что, как в рассмотрен
ном выше случае, после уплотнения степень влажности образцов всех 
четырех состоянии процесс их уплотнения сопровождается
уменьшением влажности н пределах 5.2—1.8° ,։ отжатием некоторого 
количества поровой жидкости. В этом случае, кроме ползучести ске
лета, длительность процесса уплотнения обусловлена также фактором 
фильтрации. Поэтому для решения задачи уплотнения надо восполь
зоваться решением смешанной задачи теории ползучести и фильтра
ции с учетом сжимаемости свободных или защемленных в поровой 
воде пузырьков газа [2, 4].

Совершенно ясно, что отжатие поровой воды при испытании 
часовярской глины обусловлено присущими слабым грунтам высокой 
пористостью влажностью и большой скоростью Деформируемости. 
Здесь, благодаря большим деформациям, возникает более высокое 
поровое давление, чем при испытании разданскон глины, способствую
щей отжатию некоторого количества поровой воды из зон, примыкаю
щих к горизонтальным поверхностям образца. Надо полагать, что в 
этих зонах (Г® 1 , хотя для всего образца в целом среднее значение 
степени влажности колеблется в пределах 0.96—0.99 <’ 1.

Гаким образом, из изложенного следует, что испытанием образ
цов грунта на изменение влажности весьма просто можно установить,
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участвует ли фактор фильтрации в процессе уплотнения и определить 
границы применимости к неполностью водонасыщенным грунтам тео
рии ползучести.

Если же уплотнение сопровождается отжатием поровой воды, 
очевидно, что влияние фактора фильтрации на этот процесс зависит 
как от фильтрационных свойств грунта, ползучести его скелета, так 
и скорости загружения. При этом, скорость загружения имеет перво
степенное значение, поскольку уменьшением и увеличением скорости 
загружения можно добиться уменьшения и увеличения роли фактора 
фильтрации в процессе уплотнения [9].

Приведенные выше результаты опытов и соображения о процессе 
уплотнения неполностью водонасыщенных грунтов дают нам возмож
ность считать, что, за исключением слабых, все остальные глинистые 
грунты, в порах которых содержание газа превышает 10 15",,. при 
обычно встречаемых на практике нагрузках (1—5 ?.•< елг) и скоростях 
нх приложения всецело будут зависеть от ползучести скелета.

Поэтому вопрос уплотнения таких грунтов вообще, а в особен
ности маловлажных грунтов, из которых обычно воздвигаются земля
ные сооружения (насыпи, ядра плотин), должен быть предметом рас
смотрения теории ползучести.

Институт математики и механики
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II. մ փ и փ □ ւ մ

4л////ածում դիասւրկւք ում Լ ջրով ււ՛ լրիվ հադեըված, խտխտված կտդմու 
fjjtltüt ունեւ/ոդ երկու կ tu Հ и»//»)» /»և ահ օդ եր ի у ծ ակաոկենււէյին ջրի դուրս հրման 
հարրր' միաչափ խէոարման ւդայմաններում:

Փորձերի հիման վրա պարզված Լ, որ ձրաղդանի կավի ( պլաиաիկиւթյան 
1/ի,[յ,-.յ8, G 0.88 Հ 0.03- = — 0.83 : 1.03) խաարամը ընթանամ / 
աոանր ծակոտկենային ջրի դարս հրման, իսկ չասււվյարյան կավինր' քպ/աս- 
սւիկաթյան թիվը ■ 37.!), (յ 0.92 ; 0.97 • 1 = ().98 : 1,39) ծակսա)լենային ջրի 
դուրս հրմամրt

Щ/Лակները դանում են, որ ծակոակենա լին ջրի դուրս հրմամր կարելի 
Լ դւսաե/ կավալին բնահոդի խտաըմ ան վրա ադդոդ դործոնների մասին ե ընտ
րել նրա հաշվէււրկալին մոդելը։

•1
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S. R. MESCHIAN, Е М. MARKAR1AN

ON THE QUESTION OF EXTRACTION OF VOID WATER 
AND THE COMPACTION OF CLAY GROUNDS IN TIME

Summary

In the paper the question of void water extraction of two clay 
grounds of structural damage in conditions of one dimensional consoli
dation at various degrees of their water saturation has been observed.

It has been experimentally established that compaction of Hrazdan 
clay (the plasticity index 18; 6' 0.88 : 0.93; E — 0.83 : 1.03 lakes 
place without extraction while the compaction of the Chasovyar clay 
(the plasticity index—37,9; 6՝ 0.92 >0.97; £-0.98 ՛ 1.39) with extrac
tion of void water.

The authors consider that depending on the extraction of void 
water it is possible to judge on the factors effecting the process of 
composition of clay grounds and to choose their theoretical model.
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Т. Т. АРАКЕЛЯН

О ПРОЧНОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ ТЕКСТОЛИТА

Текстолит является одним из распространенных анизотропных 
пластических материалов. Экспериментальному изучению прочности 
текстолита в сложно-напряженном состоянии посвящены работы [1, 2]. 
Однако пластичност:« текстолита недостаточно изучена.

В настоящей работе приведены некоторые результаты лабора
торных исследований прочности и пластичности текстолита на бязевой 
основе ('ГУ МХП—М 613 55, партии 118, 122, выпуска Ленинград
ского завода слоистых пластиков, 25.XI, 1963 г.). При этом нити ос
новы расположены п кольцевом направлении.

Обычными способами из опыта найдены следующие характери
стики:

Вид характеристики Обозначе
ние

Численное зна
чение 11 К1 см-

Пределы прочности при сжатии

Перпендикулярно слоям Згг 2905
Параллельно слоям 1685
В тангенциальном направлении Պ-0 1453

Пределы прочности при раст> женин

Перпендикулярно слоям 112
Параллельно слоям '1'- 607
В тангенпиалыюм направлении ',Л 403

Модул» упругости вдоль оси анизотропии 62000
Модул» упругости по тангенциальному направлению 77000

Коэф. Пуассона вдоль оси анизотропии •х. 0.296
Коэф- Пуассона по тангенциальному напрпвлепию Р, = 0.236

Окончательные форма и размеры испытуемых образцов полу
чались после механической обработки текстолитовых труб по наруж
ному диаметру (фиг. 1).

Исследуемый образец рассматривался как ортотропное тело с 
цилиндрической анизотропией.

Образцы доводились до разрушения при простом нагружении, 
т. е. сохранялись ориентации осей тензора напряжений, для различ-
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ных значении отношения продольного и тангенциального напряжений 
( <•=—\ 
\ ’б/

Указанные напряжения в образцах создавались на универсальной 
машине типа ЦДМУ- 30 т. При этом были пристроены более точные 
силоизмерители для растягивающей силы и крутящего момента. Для 
измерения деформации не применялись прополочные датчики, ибо пла
стические деформации испытуемых образцов превышали 2'0.

(Риг. 1

Радиальные деформации измерялись специальным устройством 
небольшого веса, состоящим из двух микроиндикаторов прозводстпа 
Ленинградского инструментального завода (фиг. 2). Измерения вдоль 
оси анизотропии также проводились двумя микроиндикаторами. При 
установлении предела прочности сжатия -<■: во избежание потери про
дольной устойчивости образца применялись более короткие и тол
стостенные образцы.

Характерно отмстить, что с самого начала нагружения образцов 
текстолита при одноосном и двухосном напряжении упругие дефор
мации сопровождаются незначительными пластическими деформациями. 
'Гак, если при одноосном растяжении, соответствующем пределу уп
ругости, деформация упругости составляет 0.37 ՛ „ то с самого 
начала нагружения появляется пластическая деформация ;0.02° 0.

На (риг. 3 приведены кривые напряжение—деформация для образ
цов, испытанных при различных значениях Л. За результаты экспери
ментальных исследований, при незначительном исключении, было 
принято среднее арифметическое результатов трех и более опытов.

Из фиг. 3 следует, что исследуемый трубчатый текстолит яв
ляется сильно анизотропным материалом с различными прочностными 
и деформативными параметрами. При этом по мере повышения напря
жений текстолит заметно упрочняется.

На фиг. 4 представлены зависимости нормальных модулей упру
гости Е: и Е<) от к.

Из фиг. 4 видно, что величины Е: и Ег> существенно зависят от 

отношения — •

Таким образом, степень анизотропия материала с начальной ани
зотропией заметно зависит также от напряженного состояния образца.
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При этом, Е<, получает минимальное значение при к — 0.666, а Е: 
при к — оо.

Для исследования прочностных свойств все испытуемые образцы 
доводились до разрушения. Установление области равнопрочных на
пряженных состояний производилось при помощи существующих тео
рий прочности анизотропных материалов [I, 3, 4] применительно к пло-

скому напряженному состоянию. Этим самым ста
новится возможным предсказать поведение мате
риала в общем случае сложных напряженных со
стояний.

Фяг. 2.

Таким образом, для рассматриваемого случая, согласно [1, 5],
будем иметь следующие критерии прочности:

т 2՛՜* и -՛ ~р: ~с: । ~С.~ — Ддг

3|А 'сЬ 'с 45 V. ~с 45

5 • 3 *
^36 — Зг.-) 5.- — (6С8 — 5^) э$ — ЗргЗсг = 0. (1)

1/1 1X
2

1 +

1 1
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В этих соотношениях з,-.-, М— пределы прочност;: при
одноосном растяжении и сжатии в соответствующих направлениях;

сопротивление сдвигу для элемента, грани которого состав
ляют е направлениями и з& 45 , а тг.^ и — различные пределы 
прочности на сдвиг по площадкам, наклонным также под углом 45 
к направлениям и =о.

Внеся н соотношения (1) и (2) экспериментальные данные

5^=607 — , Ор.. = 1685—, -/и = 521 —
см՜ слг см՛

423 —֊ м= 1453-^.
см՛ слг

зр: 423*% О« = 521—
СЛГ՜ СЛГ

получим
Л 1.74 -3.91^14-1078^ -, 1837 - 1022950 - 0, (3)

з.- + 1.74з£— 2.46 зг3{) 4- 1078с.- 4֊ 1838 з» 1024500 =0. (4)

Соотношения (3) и (4) мало отличаются друг от друга. На фиг. 5 
построен график функции (3), где результаты испытания нанесены в 
виде кружков. При этом заметно, что опытные данные удовлетвори
тельно совпадают с теоретической кривой (3).

В работе [4] для сильно анизотропных материалов рекомендуется
условие прочности при плоском напряженном состоянии в виде поли-
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нома четвертой степени, который по сравнению с (1) и (2) является 
сложным и поэтому здесь не приводится.

Изучались изменения условий пластичности текстолита при раз
витии пластического течения. Как известно, момент наступления пла
стического состояния довольно условен я его можно определить 
по-разному. При этом, исходя из физической сущности пластического 
состояния испытуемого анизотропного материала, предполагалось, 
что в начале наступления пластического состояния резко увеличи
вается скорость пластической деформации.

Для выявления придела текучести текстолита проводились одно
осные нагружения (растяжение и сжатие) мелкими ступенями и с после
дующими кратковременными остановками (30 сек). При этом в тече
ние указанного промежутка времени сохранилось постоянное значение 
нагрузки каждой ступени, т. е. отсутствовала разгрузка. В начале и 
копне этих промежутков времени 
пня деформации. Они являются 
формациями, ибо за указанные 
промежутки времени возраста
ли по направлению приложен
ной нагрузки. По этим данным 
вычислялись средние величины 
скорости пластической дефор
мации, наступающие после 
каждой ступени нагружения. 
Нагрузка, после приложения 
которой имеет место резкое 
увеличение скорости деформа
ции, будет соответствовать 
пределу текучести. Затем по 
этой нагрузке вычислялись со
ответствующие пределы теку
чее ти.

Пределы прочности и те
кучести в направлении, пер
пендикулярном к слоям (в ра
диальном направлении), опреде
лялись с помощью прибора и 
специального образца, изобра
женных на фиг. 6.

Таким образом, по глав
ным направлениям анизотро
пии установились следующие 
пределы текучести:

измерялись соответствующие значе- 
положительнымп пластическими де-

фиг. 6.



58 Т. Т. Аракелян

450-^, 
СМ'

К1=5.-.- = 760 у (при сжатии), 
елг

^ = 275 ֊^. 
елг

3.ЧГ = 65~ ^=400 Д
СМ" елг

Заметим, что условие пластичности анизотропного тела Губера 
Мизеса Хилла в данном случае не пригодно, ибо и текстолите анизо
тропия усиливается в пластической области деформации (фиг. 4), а 
также существенно различаются пределы текучести сжатия и растя
жения.

Для исследуемого случая пользуемся так называемыми модифи
цированными условиями пластичности, приведенными в работе [6], где 
но критерию формоизменения Мизеса, максимального касательного 
напряжения Ссн-Венана и по критерию Прагера, учитывающему эф
фект упрочнения при сложно-напряженном состоянии, имеем

Внеся п эти условия пластичности указанные значения пределов те
кучести, получим

=֊ — 1.64 :.-56 -| 2.68 =2 - 202420 = 0, (5)

------ = 1, 
450 760

(6)>.- = 450, Зи —- 275,

Соотношения (5), (6) и (7) представляют линии пересечения по
верхности текучести с плоскостью — 0 и являются условиями пла
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стичности для плоских напряженных состояний. На фиг. 5 представ
лены графики соотношений (5), (6) и (7).

Из фиг. 3 следует, что при простом нагружении текстолита за 
пределом текучести свойства материала изменяются, при этом меня
ются также начальные условия пластичности.

Таким образом, при простом нагружении текстолита происходит 
анизотропное расширение поверхности текучести до достижения пре
дельной поверхности прочности. Однако, в квадранте положительных 
главных напряжений обнаруживается изотропное расширение кривой 
пластичности по всем рассматриваемым теориям пластичности анизо
тропного тела (фиг. 5) от начального положения до предельного со
стояния разрушения, при этом она остается геометрически подобной 
кривой прочности.

На основе исследований двухосного напряженного состояния тек
столита можно придти к следующим заключениям.

1. Результаты экспериментов показали подтверждение как част
ной теории [1], так и общей теории прочности [3] анизотропных мате
риалов (текстолит).

2. Из рассмотренных условий пластичности модифицированное 
условие Сёй-Венана лучше остальных соответствует результатам экс
перимента.

3. Если в случае простого нагружения в любом сложно-напряжен
ном состоянии изотропного тела все теории пластичности тожде
ственно совпадают [7], то при простом нагружении анизотропного 
тела (текстолита) рассматриваемые теории пластичности совпадают 
только в случае двухосного растяжения по главным направлениям ани
зотропии (фиг. 5).

В проведении экспериментов и п обработке результатов прини
мала участие И. А. Домбаева.
Ипспггут математики и механики
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T. Т ARAKELIAN

ON STRENGTH AND PLASTICITY OF LAMINATED FABRIC

Sum m а г у

Strength and plasticity of laminated fabric for biaxial stresses and 
simple loading was investigated. It is shown that Sen-Vcnan’s modified 
condition of plasticity takes place.

All examined theories of plasticity coincide for biaxial strain of 
laminated fabric in the principal direction of anisotropy.
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