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М. Л АЛЕКСАНДРИН

ОБ ОДНОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФУНКЦИЙ 
ЛЕЖАНДРА С КОМПЛЕКСНЫМ ИНДЕКС ОМ ПРИ ЧИСТО 

МНИМЫХ АРГУМЕНТАХ

Многие задачи теории упругости, связанные с интегрированием՜ 
уравнения Лапласа в специальных системах ортогональных криволи
нейных координат (сферических, сфероидальных, тороидальных и дру
гих), применяющихся при рассмотрении краевых задач для областей 
соответствующего вида, приводятся к уравнению Лежандра |1|, [2]

(1 г")1 11 — '2г ^и- - - п(а 1) и 0. (1՛)
</д՜ с1г

Как известно, решениями уравнения (1) являются функции Ле
жандра Рп (г) и Эти функции достаточно хорошо изучены, и
для них имеются интегральные представления, когда аргумент г дей
ствительный, а индекс п любое комплексное число Ке(л)^> 1 [1|,
[2]. Эти интегральные представления успешно применяются при реше
нии задач теории упругости методом интегральных преобразований [3]. 
Однако, при решении задач в сжатых сфероидальных координатах |1 ], 
|2|, |4] встречаются ։|>ункции Лежандра с чисто мнимым аргументом 
вида Р ։ |‘(/ьЬя) и С? I. (.(/бЬя), для которых не имеются интеграль
ные представления. Некоторые вопросы, связанные с разложением 
произвольных функций в интеграл но сферическим функциям такого 
вида, исследованы в работе [5;.

Настоящая заметка посвящена получению одного интегрального 
представления для этих функций.

Известно [6], что функция Лежандра первого рода Рп (с) при 
любом комплексном п выражается через интеграл Шлефли

Рг. (z)
J_CJ£ 1;" 
2-ZJ 2Л(/ z) ՛ 

г
<Zz, (2)

где Г произвольный замкнутый контур, выбранный так, чтобы вы pa
ff' I)"՜1

жение-----—- с точками ветвления (1, 1, г) приняло свое
(/ — z)

исходное значение при обходе контура Г.
Если Re(z)^>0, то за контур Г можно принять окружность с 

центром в точке z и с радиусом (г՜ ֊ 1)'։, так как при этом точка 
( = 1 оказывается внутри, а / = — 1 вне контура Г։ и поэтому, как 
в этом легко убедиться, вышеуказанное условие выполняется [5].
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Произведя под интегралом (2) 
4- \z" 1) (?՛՜ И Л 2 (Л 1> cos
мент, для Л; (д) получим |ормулу |5|

замену переменных: ( z
р, где 7 промежуточный аргу-

1 Ля
(Hi.

•2hz Л՜՜) • (3)

Здесь за контур интегрирования можно взять простую
няющ.ую отмеченные точки в оставляющую точку Л О

В случае Re (z) X 0, например, при cos О J

дугу, соеди- 
елева [ 1 ].

I)
этой дугой может служить отрезок прямой, соединяющий точки е 11 
и е' . При этом из (3) оказывается возможным получить интегральное 
представление для Л-1 cos ')), известное как интеграл Мелера* Дирихле

<• cos п -
Р.-. {COS %

cos
г' .— d>.
cos 0)

1

Ь

Однако, в интересующем нас случае чисто мнимых г, аналогич
ное преобразование будет возможным, если только за путь интегри-
рования взять

Фиг

вместо отрезка прямой контур, указанный на фиг. 1. 
где положено г = IзЬ ?- и, следовательно, кон. 
цами контура будут Л = 7е 1 и А — 7е’. Как 
видно из рисунка, путь интегрирования состоит из 
трех участков: прямой от точки /е ’ до г՜-, 
полуокружности н радиуса ' и прямой от точки 
Л до 1՝е\ Докажем, что при Кс (/>) 2> 1 за путь
интегрирования опять можно взять отрезок прямой.
соединяютий точки 
по полуокружности

ie ’ и ie , так как интеграл
стремится к

г — О. В самом деле, полагая А ^е՜ 
получим

нулю, когда
я = ? -Г Г;

7

Л"

1 — 27 sh ih 4

---r r(3- : :>i: e e
1 27 C sh 7

d

откуда видно, что при Ие(п)> 1 
вместе с з.

Таким образом, доказано, что

1е՝
Р- • /• (7 ?) = 1

этот интеграл стремится к нулю

ie

------------------------ dh
(1-2 ih sh 7- -f- /г) '

(5>
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где в подинтсгральном выражении аргументы многозначных функций 
должны быть выбраны так, чтобы arg (1 2ih sh а 4- /г) стремился к 
нулю, когда Л стремится к л вдоль положительной действитель
ной оси.

Полагая в формуле (5) h = iy, получим

Р_ . — С ('-v) ‘ ' Л/ -!

I (е՜ !/}(е у) -- г

+Д?_ —____ -____ ֊<///. (6)

II

Произведя замену переменных: в первом интеграле у е а во 
втором у е' , после ряда преобразований получим интегральное пред
ставление

Р , (/sir/) -i-----— в l’-------- e—
12֊ 2<sh/ sh*)

’x

■ ' Z - i ±______ <>,. (7)
12“ Jl 2 (sh я sh /)

которое после разделения вещественной и мнимой частей примет вид

, ( ? sh я) = 1 1 е ' 
2Н

cos՜/ sin՜/
I sh Z — sh«

<//

-I e
cos՜/ I
I sh 7 — sh /

cos -/ sin --t
I sh / sh я

cos </ sin '/
I sh ? sh /

(7*Уe

Однако, в приложениях удобно иметь вместо (7) и (7*) пред
ставления, содержащие интегралы лини» по одному из промежутков 
от у до х։,- от 0 до я или от 0 до х՝ [1], [2], [3]. Пользуясь тожде
ством |11

Р >-(z) Р . (г).
из (7*) легко получить следующие соотношения:

- _S^' dt - lh - Г ֊֊^------<11,
I sh <• — sh / 2 J I sh f shя

(S)
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. tcoaz‘ at = cn,^ i
I sh 7 2 J | sh / sh a

(9)

Эти соотношения позволяют придать формуле (7') окончательный вид

P i-Aish*}
cos 'i sh sin ~t ch

f------------ 2 ._____=- dt 4

cos “f sh 
i՛ 2

sh I shх

sin '1 ch
2-Л (10)

Л нелогичным образом 
интегральное представление

из соотношений (8) и (9) можно получить
для интеграла ( ос, a i и виде

б

1 sh / — sh •

D .. , cth՜՜P- (z sh "1
cos't sh sin ՛-/ ch —

’ 9 9
i -------------- ------------------- — dt

I sh x sh t

cos'/sh • sin '1 ch
՛ 2 9

-------------------------- —df
J sh я — sh Z

(11)

Так как дифференциальное уравнение Лежандра, решением которого 
является функция Р . ,-(Zsh -՛), имеет действительные коэффициенты, 
то функции Rei/3 -(/sh y֊)] и ]ш |Р , (Zsh-?)] также являются 
решениями этого дифференциального уравнения. Поэтому общее ре
шение уравнения Лежандра можно представить и виде

С։Кс|/’ ՛ (Zsh?)] C..Jm'֊P i (ish?)].

В частных случаях, когда С CV и С։ ֊֊ С.,, получаем следующие
хрупкими:

р.(?) 1 JRe[/3 (i sh?)J +Jm|/<. , (Zsh >)]{ -

cth гл sh
‘ cosjt  <h'

- , 1 sh / — sh x

<7-(')՜ 77 Re|P i (Zshx)j Jm[P r-(/sha)]) =

v-
clh՜՜ ch -7 •

2 sin՜/
. I sh / — sh a

(12)

(13)
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К функциям р (?) и д. (?) можно придти также исходя из интеграл։- 
ного представления для функции Лежандра второго рода () («Из).
Учитывая формулы (8) и (9), функции р. (з) и д (?) можно представить 
также в виде

Р- (*) =

Ч («)

с 1Ь сЬ — 
2

сЧЬ -- я!։
2

НЯП 7 _  1՛ 51П ~1
I яй ?• — я)։ I ,’ | яЬ ■> яй I О |»

—--------------<И
I зй ?• — яй / 

II

_ СОЯ 7

, I бЬ? яй / 
о

(12*)

(13*)

Гак как /?.(?) и д.(?) имеют простой вид, то я приложениях вместо
..-(/яй?) и () , ,/-(/яй?) удобно пользоваться именно этими 

функциями [6].
Интегральное представление можно получить также и для 

<2 |. |т(гяЬа). Пользуясь [1] формулой
х-1 I ,Л 

СМ*) I----------------------- , <У/г,
.) (1 2гЛ4֊Л-)։
и

при £=/ЯЙ? И п — 2 /' получим
—/с 1

О ՛ ,и- (7б1։ я) = I ----------------------- (Н>.
.1 (1 2 г яй зЛ 4՜ /г)

(1'1)

(15)

Сделав замену переменных но формуле 7։ — 7е из (15) получим
окончательное интегральное представление для <7 ; (/яй а)

(?-■ (7яй ’) — в_ Г со֊4 7 я։п */ соя 1 я։п 7
2 I з1։ / зЬ V зЬ / — яЬ з

7/
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M A ALEXANDRIAN

ON AN INTEGRAL REPRESENTATION OF LEGENDRE'S 
FUNCTIONS. EXPRESSED IN COMPLEX INDEX AND PURE 

IMAGINARY ARGUMENT

S ii in m a г у

In this paper wt haw arrived it an integral representation for 
Legendre's cone functions, expressed in pure imaginary argument. Such 
integral representations are made use of in dealing with a number of 
elasticity theory problems in spheroidal co-ordinates.
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Л. А. ХАЧАТРЯН

УСТОЙЧИВОСТЬ КРУГОВОЙ КОЛЬЦЕВОЙ ПЛАСТИНКИ, 
СЖИМАЕМОЙ РАДИАЛЬНЫМИ СИЛАМИ. ПРИЛОЖЕННЫМИ 

НО ВНЕШНЕМУ КОНТУРУ

Рассматривается задача об устойчивости круглой кольцевой пла
стинки постоянной толщины, сжимаемой радиальными силами, равно
мерно распределенными но внешнему контуру, когда внутренний кон
тур свободен от нагрузки. Эта задача исследовалась рядом авторов 
|1. 2], которые ограничивались рассмотрением лишь осесимметричной 
формы выпучивания пластинки. В настоящей работе эта задача решается 
при несимметричной форм? потери устойчивости, когда выпученная 
срединная поверхность пластинки имеет один узловой диаметр, г. е. 
антисимметричную форму потери устойчивости.

Рассмотрим круглую гонкую пластинку радиуса и с концентри
ческим отверстием радиуса />. сжимаемую радиальными силами интен
сивности Р, равномерно распределенными по внешнему контуру.

Как известно [3], уравнение устойчивости пластинки в полярных 
координатах имеет вид

/;лдм. = - 77.x.

где [) — цилиндрическая жесткость, 
кие погонные усилия,

■и» прогиб, 77, Т',, 3 внутрен-

А = — 
(/г-՝

1 _д_
О1?

(2)

* __ / 1 (>и>
С/г" ՝ ՝ Г дг

1 .'11՛ .
г 64 ■

(3)

Внутренние погонные усилия определяются из решения задачи 
Ляме [4]. В рассматриваемом здесь случае для внутренних усилий 
будем иметь

а

2 . ■^и՛
г ОгбЬ

Подставляя выражения (4) в уравнение (1) и учитывая соотно
шения (2) и (3), получим
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где

Л А Хачатрян

(5)

(Ь)

Приведем выражения для нагибающих и крутящего моментов и 
перерезывающих сил, необходимых для рассмотрения граничных усло
вий задачи

Mr D(/-} 4֊ jv/.и), ֊ — [) — (Au՛),
dr

Mr. - D(x„ + Q, - D-'- ֊֊ (Ato), (71
r (tfl

Vr^Q,--^.
2 r dk

где V, обобщенная перерезывающая сила на линии г const, 
•ь— коэффициент Пуассона.

Рассмотрим два случая закрепления внешнего контура пластинки: 
шарнирное опирание а заделка.

В случае шарнирного опирания имеем следующие граничные 
условия:

при r = a w — 0, ЛЛ=-0,
при r b Mr о, /, =0, 

а н случае заделки имеем

п Лпри г = а а» — U, =0, 
dr

(9) 
при r b М-0, К = 0.

Как видно, для решения поставленной задачи необходимо решить 
уравнение (5) с граничными условиями (8) или (9).

Представим п» и виде

ш(г. 0) = IF (г) cos (10)

где п целое число, представляющее собой число волн выпученной 
срединной поверхности пластинки в окружном направлении.

Подставляя (10) в {5.1 и заменяя
зг — .V, (11)

получим относительно IF (лг) следующее обыкновенное дифференциаль
ное уравнение

*• Г1՝՜ -Г 2to №' -г ',х= - [л (п — 2) + •■;] ) л-= W f

- |х֊ ;֊ |л(л- 2) ֊ »;)) хК- - Ла[ха (2ла+2л 3-v«)j 1Г=0, (12) 
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где

'<•; 1 (/г ])“ а-})- . (13)

Краевые условия для П (л՜) получим, если с учетом (11) подста
вим (10) в (8) и (9). Тогда для шарнирного опирания, после некоторого 
преобразования, будем иметь

1. 1Г=0, I
При X 'О

2. хН" ДГ 0, )

3. хЧГ-ихГ н-?1Г-0, । (14)
,,, . при х — т-Ь.

4. х’1^ -[(2л--р1) н(п2֊1)]л-1Г | Зл֊1Г 0,՛

В случае же заделки остаются те же условия, кроме второго, 
которое заменяется условием

1Т 0 при х ֊ зл. (15)

Общее решение уравнения (12) при произвольном значении п 
весьма трудно найти. Однако, при п 0 [1] и п — 1. соответствую
щих осесимметричной и антисимметричной формам выпучивания пла
стинки, это уравнении решается достаточно просто. Для того, чтобы 
полученные ниже формулы, определяющие критические значения сжи
мающей силы, были бы справедливы и при п 0 и ври п 1, посту
паем следующим образом.

Рассмотрим уравнение

х’1Г,; 2л-ЧГ 4-{г֊[п(л 2) | ՝4]}х'-’1Г -

|.г • [л (л - 2) - '<]! х 1Р — [л''х”‘ — л ( л — 2) (*л — 1)] 1Г— 0. (16)

Нетрудно проверить, что при п -= 0 и л = 1 уравнения (12) и 
(161 совпадают. А общее решение уравнения (16) можно найти при 
любом л. Действительно, заменой

1Г ֊"г-г (17)
X 

уравнение (16) приводится к виду 

х-|л‘"'Д | х? (х- Д)г]' (л 1) [х’-г" хг ֊г (х՛ •-՛*“) г] 0.(18)

Далее, заменой
Л<-" Х2 X (^-^2=;/ (19)

получаем
лч/ Н (л 1) у/ 0. (20)

Интегрируя последовательно уравнения (20), (19) и (17), найдем 
общее решение уравнения (16). В этом решении нас будут интересо
вать только случаи п 0 и п — 1. Чтобы не усложнять выкладки, не
которые постоянные интегрирования можно определить предвари
тельно.
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Из уравнения (20) имеем

у - Сх։“л, <21)

где ('—постоянная интегрирования. Нетрудно показать. то для рас
сматриваемых здесь задач эта постоянная равна нулю. Для этого до
статочно в уравнение (191, с учетом (21), подставить значение z со
гласно (17) и воспользоваться граничными условиями (14). Причем, 
при п 1 надо учесть четвертое условие (14), а при п 0 следует 
рассмотреть третье и четвертое условия одновременно. В результате 
этого из уравнения (19) будем иметь

z= CJ (х) + С.У |л>, (22)
’л 'и

где J (х), ) (х) функции Бесселя первого и второ։՛՛.՝ родов ин-
“՛: '.'I

декса а из уравнения (17), с учетом (22), получим

Теперь, удовлетворяя первому условию (14), получим

1Г(х) х’Пс,;. (Л-) СТ, (х) </v ■ (24)
,1 , " п хя
••а

Для определения входящих в выражение (24) постоянных инте
грирования С\ и С. следует использовать остальные граничные усло
вия. А именно, в случае шарнирного опирания второе и третье ус
ловия (14). а при заделке —третье условие (14) и условие (15). Под
ставляя выражение (24) в указанные условия, для каждого случая 
закрепления получаем два линейных однородных уравнения относи
тельно неизвестных постоянных С и С...

Приравнивая нулю определители указанных систем, полу ։им 
следующие трансцендентные уравнения для определения критических 
значений сжимающих сил:

в случае заделки

=
K.Jaa) " : (։W у ]{1Ь,

7 6 л

в случае шарнирного опирания

ЧуД7а) +J 
па п

.] (ла)
п

/,-11’4)
(26)

у (։о) + у 
аа * ”

п ~|L Г. (ii) Л.֊1(^) Л
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Еще раз отмстим, что выражения 1'25) и (26) енраведлины лишь при 
п Ойл 1.

Для определения критич* < кого значения сжимающей силы из (25) 
и (26), поступаем аналогично [1 |. т. е. при фиксированных значениях 
п и н задаемся значением >.■ «, и из выражения (13) определяем

>6 I < Ö» 1F- с?7)

Затем находим правую часть уравнения (25) или (26). После ятогп, 
учитывая, чт՛» ш -/» >, определяем то наибольшее значение ' • 1
(•■и • ■.։։<• I < : ЮЩ<М иикмгш.ш՛-му Н1ЛЧеНИК» критической силы), при КО* 
тором леная часть уравнения (25) или (?(») становится равной ранее 
найденному значению правой час г;։. Тогда, в силу соотношений (6) 
и (27), критическая сила будет определяться формулой

D - (о 1.
<г >*՝

• •՛!. (28)

Таким образом, задаваясь каждый раз значением >г։, можно опре
делить некоторое значение ՛ Ь а и соответствующее им значение 
критической силы.

Результаты некоторых вычислений приведены в табл. 1 о. При
чем, таблицы 1 — 4 относятся к случаю заделанной пластинки, а таб
лицы 5 и б—к случаю шарнирного опирания.

В первых строках таблиц приведены наименьшие значения крити
ческих сил для сплошной пластинки (՛ 0), взятые из работы [5|.

7’волиуи 1 Таблица 2 Таблица 5
п-0. > 0.3 п = 1. ? 0.3 П 0. U 0.2

'« * Ра- D ‘я - Ра- О "'я '֊ Ра- D

0 14 68 0 26.37 0 14.68
7 6 0.1612 13 5414 9 4 0 2003 25 4229 7 6 0.1585 14.0174
54 0.19% 13 5601 52 0 2082 23 0452 5 4 0 1960 14 Ü868
32 0 2812 14.5586 3 0 4228 22.9669 3 2 0 2759 15.1696
2 0 3807 17 6980 4 0 5397 29.1907 2 0 3755 18 2820
3 0 2423 25 0126 5 0 6014 37.0553 3 0.4877 25 6393
4 О 5589 33 0168 ь 0 6425 45.5UM 4 0.5552 33.6625
5 0.6054 41.4835 7 0 6728 54 3995 5 0.6023 42 1542
6 0 6404 50.3450 8 О.ЬОбь 63 6548 6 0.6378 51 0433
7 0 66811 50 5778 0 0.7160 73.2095 7 0.6658 60 2907
8 0 600b ьо 1033 10 0.7323 83 0272 8 0 6886 69 8694



1-1 Л. Л. Хачатрян

Таблпуи •/ Таблица 5 Тиблицп 6
п 1. И 0.2 п֊(). ч 0.3 п 1. 0.3

/ Ра:О ■>„ .■ । р,-в - р^.о

0 26:37 0 1 4.196 | 0 13.36
9 4 0.1980 26.0434 7 6 0.3284 2.9878 9 4 0.2876 11.7783
5; 2 1)2909 24.3368 5 4 0.4143 2.7151 5 2 0.4455 | 9.08-87
3 0.4130 24.3096 3 2 0-5925 2.3110 3 0.657'» 6.5505
4 0.5327 30.2958 2 0.7712 2.0441 4 0.8315 1 5.3581
5 0.5962 38.0809 3 0.8986 1.9074
6 0.6384 46.5101 1
7 0.6694 55.4190
8 0-6937 64.6662
9 0 7136 74.1946

10 0 7302 84.0588

На основании приведенных здесь таблиц построены графики, по
казывающие закон изменения значений критических сил (Ра՝ /У) в за
висимости от отношения внутреннего и внешнего радиусов пластинки 

(>. Ь а).

Рассматривая таблицы и графики, заключаем, что характер из
менения критической силы в зависимости от ՛ один и тот же как 
при симметричной, так и при антисимметричной формах выпучивания 
пластинки. Именно, в случае шарнирного опирания с увеличением 
1 критическая, сила монотонно убывает (фиг. 3). В случае же заделки 
с увеличением ’/■ критическая сила сначала убывает, а затем начинает 
достаточно быстро возрастать (фиг. 1, 2). С другой стороны, срав
нение критических сил в случаях симметричного и несимметричного 
выпучиваний пластинки показывает, что здесь существенную роль



Устойчивость круговой кольцевой пластинки 15-

играет вид закрепления края пластинки. Рассматривая устойчивость 
пластинки при шарнирном опирании и при заделке, получаем каче
ственно различные результаты. Эго различие заключается в том, что 
в случае шарнирного опирания при любом отношении Ь а наименьшие

значения критической силы получаются при симметричной форме вы
пучивания пластинки. А в случае заделки, начиная с некоторого зна
чения отношения Ь а, наиае п>п и? значения критической сил:.։ уже не 
соответствуют симметричной форме выпучивания пластинки.

Институт математики и 
механики АН Армянской ССР

Поступили 5 III 1966
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Л. A. KHACHATRIAN

STABILITY OF THE CIRCULAR RING PLATE COMPRESSED BY 
RADIAL FORCES, APPLIED ON THE EXTERNAL CONTOUR

S ii in tn ary

The problem on the stability of the circular ring plate uniformly 
compressed on the external contour is considered. The problem is sol
ved foi symmetric and antisymmetric forms of disstability in two cases 
of plate fastening on the external contour (hinge supported and 
clamped).

The values of the critical force depending on external and inter
nal plate radius ratio are found.
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Л М СИМОНЯН

О ПЛОСКОЙ ТЕМПЕРАТУРНОЙ ЗАДАЧЕ КОНТАКТА 
ОРТОТРОПНЫХ ТЕЛ С УЧЕТОМ ПОЛЗУЧЕСТИ

В настоящей работе исследуется контактная температурная за
дача однородных ортотропных тел, обладающих свойством липеино- 
н.1слсдствснной ползучести |1|. при плоской деформации.

При отсутствии теплового потока для случая одно։։ области кон
такта задача «та была решена в работе |2|.

Решение плоской контактной задачи изотропных материалов 
п условиях пластичности со степенным упрочнением дано в работе [3(, 
п условиях линейной наследственности п работе |4|, л при. пласти
ческой наследственности в работе [5].

§ 1. Основные предпосылки

Соотношения между деформациями и напряжениями запишем 
в виде [2]:

(/) (1 А'-) • 'П (/) — =.(/) - х։ (0 (X, у, г), (1.1)
Елу Е֊

Т„(П (1 (х. у. г», (1.2)
С-.1 Г

где
Г

/С*ч։ (/) 1 г (’1 -—-«Л, (1.3)
О-

а е вынужденны» деформации.
Докажем следующее утверждение: „При плоском деформацион

ном состояния, к случае однородных красных ус ловин п напряжениях и 
ОТСУТСТВИЯ объемных сил. перем' щения точек ортотропного тела не 
зависят оч факта ползучееги“

Разрешая системы (1.1) и (1.2) относительно напряжений, по
лучим

МП
и.

Х(1 //•)!(! л,ч-.Ч (/(- (/>|

+ (’„ + [:Д0֊
2 И.шести Н АН Ари- ССР. Мггпинил, V Г>

(х. у, г).

.(/»I I-

(1.4)
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'4У (/) = Сл,. (1 4 /Л) 7ЛУ(О (*,։/,*), (1.5)

где Н(1, ■) резольвента ядра ——•

Подставляя (1.4) и (1.5) в уравнения равновесия и учитывая от
сутствие объемных сил, получим

(1 -г /Л) 4 («г £, «у. г?֊ А, 7 7Л.) ” 0 (х, у, г), (1.6)

где Ь некоторая линейная комбинация первых производных указан
ных в скобках «рункций по координатам.

Поскольку однородное уравнение Вольтерра (1.6) не имеет не
тривиальных решений, получим

/-(-.г֊ *у — ®у, А «> <«) = 0 (х, //, г). (1.7)
Если функции перемещений, являющиеся решением этой задачи 

в предположении упругой работы материала, подставить в уравнения 
(1.6), то последние будут тождественно удовлетворяться. Точно так 
же будут совпадать краевые условия R напряжениях на свободных по
верхностях, в чем можно убедиться из уравнений (1.4) и (1.5). .

Таким образом, при решении задачи о ползучести тела при плос
ком деформированном состоянии, когда краевые условия в напряже
ниях однородны и объемные силы отсутствуют, перемещения можно 
взять равными решениям упругой задачи.

Плоская температурная контактная задача в силу справедливости 
принципа наложения [1] будет сведена к решению температурной за
дачи ползучести для ортотропной полуплоскости, а зятем к отдель
ному решения! контактно!։ задачи с учетом перемещений, имеющих 
место от температуры.

Функции перемещений в температурной задаче ползучести для 
ортотропного полупространства при плоском деформационном состоя
нии на основании вышесказанного будут совпадать с решением ана
логичной упругой задачи.

§ 2. О температурной задаче для упругой ортотропной 
полуплоскости

Как известно [6, 7]. температурные задачи изотропной среды 
в большинстве случаев сводятся к уравнению Пуассона для термоуп
ругого потенциала перемещений. Существование же термоупругого по
тенциала перемещений у ортотропной среды, по-видимому. даже при 
изменении масштабов координат не всегда возможно.

1 1ри плоской деформации уравнения равновесия в перемещениях 
запишутся

.</•։« СЛг О" и / . (7։7 \
(1 ֊ >у.- А.г) - т -г -;- 7 — + г ֊ А.гАтЧ֊ --֊ / -------=

с/х- Ех Оу \ Е,. / 0x01}
ОТ <2Л>

= [(1 Ат Ау) ’.с — (Ах + А.- Ал) А֊] Т - .
Ох
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(1

(2.2)

Здесь, не ограничивая общности, мы полагаем, что фиксирование 
состояния плоской деформации осуществлено без нагружения при / 0.

Таким образом, задача сводится к решению уравнений (2.1) и 
(2.2) и удовлетворению заданным краевым условиям. Случай полу
плоскости, однако, замечателен тем, что можно искать лишь частные 
решения (2.1) и (2.2), так как краевая задача полуплоскости при от
сутствии вынужденных деформаций решена, а, кроме того, для линей
ной ползучести справедлив закон наложения.

Уравнения (2.1) и (2.2) можно записать н виде
д-и

<9 . •Ох՝
д-и

<։ "У
О'՝у +՜ т дхоу

ОТ 
а. ах

(2.3)

. d’v . d՝v , д՝и L (fTbi — 1 Оо ~~ —- (2.4)
<7,/- ОХ֊ * (}X(fy

Если Т является функцией лишь одной координаты, то частные

решения (2.3) и (2.4) найти очень легко. Пусть, например, 0. 
(>у

Тогда можно принять

г> — 0 и « - —- I Tdx. 
«I

Осуществим для функции Т(х, у) преобразование Фурье

Г(х, у) = | /(х, s] cos sy cis, (2.5)
I )

где

2
f(x, s) — J 7(x. y) cos syciy. (2.6)

V

Функции перемещения будем искать в виде

н(х, у) j <r (х, s) cos $//</$, г’(х, у) >(х, si sin sy (is. (2.7)
о и

Подставляя (2.6) и (2.7) я (2.3) и (2.4), получим

rtj ? " — OjS'r UjS?’ П.|/', (2.8)
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64$/, (2.9)

где все производные функций 
Решая совместно (2.8) и

взяты по координате л.
(2.9), придем к уравнению

«А- ,?1у / ^Л_4 + 4 Л^
«йз \ ал

. аД£» ? «А у- +м.
«з «з$ «л

(2.10)

Частным решением (2.10), согласно символическому методу, будет

°‘л,։/:(5. ։) ш, о]<я. (зло

где

. цА.. 5՛ («А • м.Д1 . Оз^а)
I 2а։А2 » 2а{Ь.г ахЬ.:

т число различных г,
п кратность решения г. х0 произвольна, так что интеграл R (2.11) 
можно заменить неопределенным. В (2.111 учтено, что кратность /•, не 
может быть больше двух. Функция у(.т) с точностью до постоянной 
определяется из (2.8), а произвол постоянной устранится в (2.9). Вслед
за этим определяются напряжения на границе полуплоскости, соответ
ствующие (2.71. и решается задача при отсутствии температуры от 
действия нагрузок на границе полуплоскости [8. стр. 76), равных и 
противоположно направленных найденным напряжениям. Наложение 
этих двух решений даст искомое решение задачи.

Теперь укажем частный случай ортотропии, когда термоупругий 
потенциал перемещений при плоском деформационном состоянии су
ществу -г. Пусть имеют место соотношения

Л' Е\, или, что то же.

(2.12)
£. (1 •'«) (1 — \ г '։,),

(2.13)

(2.14)

Нетрудно видеть, что последними тремя уравнениями охватывает
ся случай изотропии.
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Подставляя (2.12) (2.14) п (2.1) и (2.2), а также используя со
отношения

оГ дГи V = ■
ах оу

(2.15)

получим уравнение Пуассона для термоупругого потенциала переме
щений

А А’ эЛГ. (2.16)
где

Л — —-----—. (2.17)
1 >«•'/>

$ 3. Плоская температурная контактная задача

Как известно, в области контакта имеет место соотношение

и.{() ֊ ‘|(0 — 3о(Н.г/ -/,(у) ЛО/), (3.1)

где г/։(/) и п2(/) перемещения соответственно двух тел. а у։ (г/) и 
/•.■(у) их уравнения поверхностей до деформирования (за положи
тельное направление V для каждого 
из сжимающихся тел принимается 
направление внутрь его).

Положим для общности, что 
сжимающиеся тела с гладкими по
верхностями имеют п областей кон
такта (фиг. 1).

Обозначим решения темпера
турной задачи для ортотропной по

фиг Е

луплбекости через л՛. . и и. .а пер«?мещ,ения, вызванные сжатием.
через Н</, и и..(1.

Используя результаты |2|, будем иметь

,Я՛.
% (/) = У (1 

«

где

МО

А ) \ р (.я. I) 1п —------ <А 4՜ 0’ (/), /=1.2, (3.2)
1.У 5

(3.4)

а и — корни с положительной вещественной частью биквадра ! кого
уравнения

( 1 ' р
\ Еу Е.- /

2 у. у 
£.

0. (3.5)
67.

1 _ *;։
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Подставляя (3.2) н (3.1), получим

/Нп-----------ds = •՛՛ (у, I),
11/ -«I

(3.6)

•՛•((/, О— 1 «՛(</. ՛) ' I Л'ч (Л ~) А д'г.д {{} ~)

•/..(/) -г (О У - /։ (։/) А (?;) , (//, О - Ч-; (<Л I)

Я; (О У /(f).

где /о(О и (/) произвольные функции.
Уравнение (3.7) может быть решено методом итерированных: ядер. 

В некоторых случаях, однако, удается получить решение его в конеч
ном виде. Таковы, например, случаи представления ядер ползучести

(>/,(/, т) 4^.(1, ֊)-----!_ —— и ----- =--------
()-. д- 

» виде экспоненциальных функций одного и того же дробного поряд
ка [9] с равными показателями я при отсутствии старения, случай 
представления их в виде экспоненциальных функций нулевого поряд
ка с одинаковыми показателями с учетом старения |4| и с различными 
показателями ползучести без учета старения [2].

Решение (3.7) можно представить в виде

|,։ О/. О = ?։ (О + у :՛;(/) — /(у, 0, «,(/) у (3.8)
где

Л (.'/) 4֊/г (у) + Щт(у, О + ^-(у. П и оХ
/(//./։ п Д") • (՝- ’

Ш *Г ,1з
а /1 (/. ՛) резольвента выражения н квадратных скобках (3.7). 

Следуя [10], решение уравнения (3.6) будем искать в виде

У (у, () 1։п Ф (г, I) при х — г 0, о, у 6„ (3.10)
• •

где
г= у -• /л', )՛ — 1, 2, • ■ ■, /г.

При зт<р! к функции Ф (z) предъявляются нижеследующие три 
требования:

ИеФ(д, /) / (?/. !* lj(f) |JP։| х ~ 0, а, у b(3.11)

I. t.. и-.I *•

1шФ(±, /) 0 при х = 0, и вне (а,, 6,). (3.12)
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Функция Ф(г, /) должна допускать разложение

буф

♦ а, <» V ( ж; 0(7 '՛, - ’’ + )л. <3-13>
} 1 «;(0

1 ՛ У/?. зь^/} ।

2 л У г՜ / \ г

Используя здесь интегральные уравнения равновесия 
б;ф

Р(П = ?- \ /“У’’ (ЗЛ4)
I

Ч(/)
?(/)Р(/)=< /и:,/)>/:, (3.15)

/֊ ] • 
«,Ф

где Р(П сжимающая сила, а ;■(/) ее эксцентриситет, формулу (3.13) 
можно записать в виде

Ф(2, ,) \<птгмп ։ ... (ЗЛ6)
г г- г1 г1

Функцию Ф (г, /), аналогично [10], будем искать в виде

Ф(г. О = 
б.- ___________________

1р,(՝ а')(: />
«у. --  ----------------------------------------------— ------ --------------------------------■ I

”1 б>>
(3.17) 

где
Рп.х (г, 0=С, (/) + Су (/)г 4՜ С..{Пг: -*• • • • ֊ Сг..,(/) гп (3.18)

Можно показать, что (3.17) удовлетворяет (3.11) и (3.12).

Осуществляя разложение (3.17) по степеням г, получим

- Сои) -+-

С1(0г + ---± с„ ап 2я֊* (3.19)
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Отсюда можно усмотреть, что <1>(г. /) из (3.17) допускает раз
ложение (3.16). Попутно получим два равенства:

С, = — Р((), (3.20)

V а. г 6,

Ca^(f)֊ Pit) ЯО 1 2 (3.21)

r/s • Pr , (1, fl 0 . а . b . 4' 1. 2,- • П.

Пользуясь (3.6) и i3.8). запишем недостакмни« п 1 ураннекий

1՛ s—/>.(/)
р (s, Р И։-------------- r/s / i а । </). / ] f; ь, (/i. t;

' s — «;■ ։ <z)
,։»n

|o. ,(0 6, (/)]!*..(/) Ä--1.2. ■■ n I. (3.24)-

В случае заданных границ контакта отпадают уравнении (3.23).
В качестве приложения рассмотрим нижеследующей пример.

Из (3.10) и (3.17) определим 

( 1)"՜' 
/и//. /> ֊

П^՜ VWi 
г?» I

I а Ч"

' i;< ч“ ՛" । । rii*б,,«))
I *' . v m—.1

J (s. /)- •<-.(/) I;/, f] 
я У

и. 1} b։-. (3.22}

В случае, когда гранил։:։ контактов ио заданы, в формуле (3.22) 
будет 3« 1 неизвестных функции от t (2 о функций а (/) и />,(/),
п 2 функции С, |7) и ;\(/)). Для их определения воспользуемся ус
ловиями ограниченности давления в ।ранпчных точках контакта, кото
рые дадут 2 п уравнений

(/>
II- '■ |‘ | Г| |s ֊«. l/)][s 6,J/)|

“ »I -J • »Ul
{n (3.23)

/' (>՝, н • MO
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§ 4. Действие двух жестких связанных плоских штампов 
на полуплоскость с точечным источником тепла

Пусть на расстоянии ( от границы полуплоскости действует то
чечный источник тепла с производительностью 1Г, причем граница 
полуплоскости имеет постоянную температуру, которую и примем за 
начало отсчета температуры.

Положим, что симметрично расположенные относительно источ
ника дна плоских штампа (фиг. 2) связаны, то есть нс могут пере
мещаться друг относительно друга. Зададимся целью определить дав
ление под штампами.

Как было указано н § I, сначала следует решить температурную 
задачу для упругой ортотропной нснагруженной полуплоскости.

Дополним полуплоскость до полной плоскости и в точке ( /, 0)
поместим сток тепла с интенсивностью Н^. В таком случае темпера
тура в точках х 0, как и требуется, будет равна нулю. При усло
вии (2.14) температурным полем будет (фиг. 3}

(4.1)
2 Гх

где % коэффициент теплопроводности.
Будем полагать, что упругие постоянные материала удовлетво

ряют уравнениям (2.12) и (2.13,1. 1 огда можно воспользоваться урав
нением (2.16)

д/*= ?/, Ц/{/> |п Дк. (4/2)
2

Частным решением (4.21 будет

Л’= 7,Л [г^(1пга — 1) ■ г1(1п/-։ 1)՛. (4.3)
8 га

Используя (2.15), найдем перемещения, соответствующие (4.3), 
которые на границе полуплоскости определяются выражениями
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и (О, .'/)
7,/'Ц/(/) (1п I Г-1Г- М + С(п, у(О, .у) - О. 

2"^ \ 2 '
(4.4)

Теперь определим напряжения на границе полуплоскости, 
нетствуюшие (4.3):

|П . п ’ 1Н6Л-. и7(/) !/<. (О, .V) 0. "г* (0, у) =------------------  -- ~—֊•
' 8 г~ У

ссот-

(4.5)

Таким образом, на полученное решение (4.4) следует наложить 
перемещения, вызванные распределенной нагрузкой на границе полу
плоскости (0, у) при отсутствии воздействия температуры, в 
предположении упругой работы материала.

Для этих перемещений получим формулу

«(0. »)= ±_3в ֊ + Ь] I /- 1-1.6)

֊й^л с.
Из (3.9), (4.6) и (4.4) имеем

/0л *) = Ь1к\ 1 
2^,. |

2 <;■
;։-2 /-л

(1 - >лу —

Х1п| ур -|-Д’) 1И0. (4.7)

Обе функции С’| (/) здесь определяются но формулам (3.14) и 
(3.15). Для определения ՛?._.(/) используем (3.24), откуда с учетом гео
метрической симметрии будем иметь

1п | -- 6| '
•ч.<0 = Р(/И (/) , Ц, а-.՛------- (4.8)

Вслед за этим определяется давление под штампами по формуле 
(3.22).

Проиллюстрируем это на численном примере.

Пусть имеем Л’(И — 1000 лч, '/ (/) 0, 1Г(/) = 8,3
час. см.

I — 10 <:м, а}— 15 см, 5 см, а2~ 5 с.ч, — 15 с,н. Приняты
следующие механические характеристики бетонной сжимаемой среды:

0.008 ------ . я 12.10՜*՜՝֊—.
час. см, град. град.

Е, = 18051)00 кг елг, Еу = 140 000 кг см֊. Е: = 230 000 кг см~,

>гч.-0,2. ^..-0,4, ъ.- 0,1, 6\у 72000 кг см2,

тД/, т) =0,504 (1
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В табл. 1 и на фи։՛. 4 показано давление в области контакта и 
приведено сравнение с упругой задачей при отсутствии температуры.

Таблица ’

ДпНЛСИИС [I (у, I/ к» см-

(см)

5 6 8 10 12 И 15

0 87.47 49.12 33.50 23,43 17.46 ОО

30 дней 40 74.02 44.10 33,31 27.99 30,98 •»

е& ОО 64,81 40,67 33,19 31,12 40,23 ОС

без температуры IX 41,88 32.14 32.87 38.91 63 28 ОО

Из приведенных данных легко усмотреть, что явление ползучести 
фактически приводит к частичному снятию эффекта температуры.

Институт математики и механики
АН Армнпской ССР Поступила 24 I 1 966

Ц. 1Г. ШЧГПЪШ.

оррп$рп”1 ։пк111Пч.|.ир|> nfn.su.hsb 2ii.Pi՛»- яьр|ги.т 
1и1/Н'1’1! 1111'1.1’1' ‘Г|1кН111Г|.'|.ЬГРЬ1Г

II. и ф п ф п । и'

</ 7^/77/1177^/ 4՜ с Л/»/Л////>'/> 1}тг1и[пч <>[>Р П11<1Ч>и1 1,р֊
1/П1 //‘и/р/УДУЛ///^// Ц 1։'Ф 141։!՝ «*«//» >'ги 1р։'}Ц1чч1{ЧЧ11 ///Ъ/у/^/р՝ 1(П^1 ши> //»«/г ^ (՛
^111’11/1 т/|рпь^Ъ//р/» ц1иц£НЧ1 >
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\ M. SIMONIAN

PLANE TEMPERATURE PROBLEMS OF CONTACT OF 
ORTHOTROPIC BODIES WITH CONSIDERATION OF CREE ՛

S u mmary

In the present paper the pressure in the area of contact of two 
compressed orthotropic bodies found in the temperature flow under 
plane strain (a case for a number of contact ar-as) is investigated.

The temperature problem with the help of Fourier transformation 
is brought to the solution of ordinary differential equations.

The method of Shtaerman is used for the solution of the principal 
equation of contact problems.

The effect of two connected rigid stamps on a semi-plane with a 
point heat source is observed.
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К) К. ЗАРЕЦКИЙ

ПОЛЗУЧЕСТЬ СЛОЯ ДВУХФАЗНОГО ГРУНТА ПОД 
ДЕЙСТВИЕМ МЕСТНОЙ НАГРУЗКИ

§ 1. Постановка задачи

Рассматривается напряженно-деформированное состояние двух
фазного грунта слоя конечной мощности Л, находящегося под дей
ствием нагрузки е/(г), распределенной по площади круга радиуса 
г а (фиг. 1).

Система уравнении, описывающая напряженно-де формирован ное
состояние двухфазного грунта
пиопные свойства и свойства 
зучести „скелета" дается 
ме [1] 

в

1^4'(0-г (!'■ 4-') и, * (Й
(/ 1,2,3)

и учитывающая одновременно фильтра- 
пол- 
фор-

Фнг 1 Расчетная схема

> /о.

” у-рНА-.»
3/г,֊|. Ор 

(И

Здесь ц, а, /, 3 интегральные операторы Вольгерра вида

—
!՛■!/( 0 :1о У (к) -)р (-) и-

»
•

1»
г/»

а„ \К,Л! -■> у (-֊}<!-■ 
V

(1.2)

- — э —
! —_(а 9ц)։ 3

70

Кроме того, л,, 15, 6՝, постоянные Ламе, к коэффициент фильтра
ции, ‘,1. объемный вес воды, п — пористость, объемный модуль 
сжимаемости внутрипоровой жидкости.

Рассматриваемый слой грунта мощности /? характеризуется двух
сторонним дренажем и подстилается скальным основанием.

В соответствии с принятой системой цилиндрических координат 
граничные условия задачи формулируются следующим образом:

1. при г 0 и- 0, 1г; 0, р 0, (1-3)
2. при 2 Л 0, =„ — 7 (г), Р 0. (1.4)



30 ЮК. Зареикий

Отметим, что совершенно аналогично может быть рассмотрен 
случай „прилипания“ слоя грунта к скальному основанию (при г 0 

смен։,синя и, 0) и случай одностороннего дренажа | ' 0 при

г 0).

В дальнейшем дли получения замкнутого решения примем про
стейшие предположения относительно свойств двухфазных грунтов 
основания. Будем считать, что ннутрнпоровая жидкость несжимаема 
{■/w - ), а ползучесть „скелета" характеризуется постоянством ко
времени коэффициента Пуассона • const. Последнее соответствует 

условию равенства ядер операторов « и 2. т. с. Knit) АЧО 
|2|. Резольвенту этого ядра будем обозначать ()(!)•

Решение системы уравнений (1.1) представим в виде

щ (1 (>)<?/»-<’. 5„ ^Ч э);\ (1.5)

где nJ"1 и соответствуют мгновенному состоянию двухфазного грунта 

основания и удовлетворяют всем граничным условиям,
w;” и :'{՛ соответствуют состоянию при / > 0 и удовлетворяют ну

левым граничным условиям.

§ 2. Мгновенное, напряженное состояние консолидируемого грунта

Для получения выражений мгновенного состояния 5}|я и двух- 
(ранного грунта необходимо, как это следует из >1.1) и (1.5), п соот
ветствующей у пру юн зидаче положить коэффициент Пуассона рав
ным 0.5.

На основании работ (3—6] и условия • - 0.5 будем иметь

(,h^.chMch(-p)-(z^),h,sh(>.^

/г J Л / — sh л ch >.

(•2.1 >

(2.2)

0։<в

Сумма гля&ных напряжений мгновенной задачи выражается и форме
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§ 3. Определение порового давления

Функция порового давления 

I 

P(r, z, М p(r, z, /) \ Kit, ~)р(г, г. ^(1՜ (3.1)

определяется, исход;։ из (1.1), как решение уравнения

с^Р с (3.2)
(И 1 '>

при граничных условиях

Р р 0 при z = 0 и z — 1։ (3.3)

и начальном условии

Решение уравнения (3.2) записывается в форме

•V В л
Р(г, 2, /) г'<//■■’ | р'(г, г', О, О’, 2,г, /)/^")(г', г"\<1г'. (3.5)

•7 V •/II -кН

Функция Грина Г (г, г , О, О', г, г', () данной задачи может быть 
представлена в виде выражения

где
А’՛“՛ — г | г'- — 2гг' cos (О — О').

Подставляя (3.6), (3.4) и (2.3) в (3.5,1 и учитывая значения следую
щих квадратур 

к- 

—с

2. 2п i е Л(»г)/։, (дг') а<Л — е ՝ ‘
J cl \2ct 1
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4. \ кт (2 | сЬ / г ।(Ь‘ А ————— (1 сЬ '■),
? \А / \Л / /-'•֊Ь(л-)-
1>

(при п = 1, 3, •

получим окончательно

п՜
ОО П Х1П 2 ։

X 1 У֊' '!'</'• (3.7)
я-1.3 {п~У |

Теперь уже нетрудно определить и пороное давление, если разрешить 
интегральное уравнение (3.1) относительно р (г, г, /). Резольвенту 
уравнения (3.1/ будем обозначать С? (/, ‘1.

Тогда будем иметь

(3.8)

Здесь обозначено через

л-..л;г.= , ։ ( —

Г О с (2е

а функция /1 ( > ) задается соотношением |2.2). В важных 

(3.9)

частных

случаях эта функция принимает значения

а)

б)

в)

/1 ( ) - у ֊' Jl | а— л ] при (/ (г) <) — сопз1, (3.10а)
\ п / \ Л /

(У
р 
2г.

в случае приложения сосредоточенной силы Р,

(3.106)

Д( л | = 2/.(/ ].. ( а при </(/■) ( 1 ~г )’ (3.10а)
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Можно показать при условии 0(')</"Р что несобственный вн-

<>
теграл (3.8) сходятся равномерно относительно своих параметров 
и является непрерывной функцией переменных 2 (0 г Ь) и / 
(0</<_оо).

Полученное выражение для пороного давления (3.8) удовлетво
ряет граничным условиям. Проверим выполнение начального условия. 
Для этого и (3.8) положим / О

выражения (3.8а) и (3.4) совпадают,Чтобы показать, что

(3.8а)

представим

функцию ch / -- ' | в промежутке (О, Л) н виде ряда 
\ Л /

l֊v —
ch/ z) 6nsin~2 (3.11)

V /։ / п Тэ. ,։

«
л

Ьл = ֊$ I ch ( z ) sin П zdz — 2~ (1 ch >) — П---- - (3.11а)
Л J \. /i / Л /•"՛ 4֊ (л-)՜

о

Учитывая (3.11) и (3.11а), нетрудно теперь выражение (3.8а) привести 
к виду (3.4).

Таким образом, найденное аналитическое выражение для поро
вого давления в слое консолидируемого грунта при действии местной 
нагрузки отвечает всем поставленным граничным и начальному ус
ловиям.

В табл. 1 приведены значения функции /?(/) " р!I), определен-
Ч

НЫв для глубины 2՜ А 2 при /- = () и действии равномерно-распреде
ленной нагрузки (/—const. При этом ядро ползучести принято н 
форме Q(/) - '<■

Как видно из таблицы, поровое давление но времени сначала воз
растает до некоторого значения, а затем надает до нуля. При этом 
время наступления максимума и его величина зависят как от филь
трационных свойств и свойств ползучести грунта, так и от размеров 
области приложения нагрузки и мощности слоя. В том случае, когда 
„скелет“ грунта не обладает свойствами ползучести -ас), поро
вое давление сразу падает от начального значения до нуля.
3 Известия ЛИ АрмССР, Механика. № 6
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Таблица

Таблица значении р(/} р(.*) при —1 ~
9 1 Г

/.
Й

с
н* *1

МЛ
0 1 10 10 11Р «I

0.5

0.1

0.01

0.1
0 01

0.1
0 01

0.658 
0.658 
0 658

0 658 
0.658 
0.658

0.024
0.1ь2 
0.179

0.435 
1.055 
1.081

0
0.062
0.150

0.024
0.909
1.58

0.19 10
0.061

0 -л
0 25 10
0.649

0
0.19 10 ‘

0
п -3
0 19-10 ‘

0 
0
0

0 
0
0

5

106 
0.1 0.1

0.01
1 ~

0.01 0.1
0.01

0 684 10՜1
0 684-10՜*
0.681 10
0.684-10՜'
0.684 10
0.684-10՜

0.605-10 '
0.143
0.146

0.606-10 :
0.129
0.132

0.432 10 1
0.405
0.608
0.605-10՜ 1
0.436
0.711

0.42-10 '
0 782-10 ՛
0.533

0.432-10 ‘
0.510
3 66

0
0 ֊4
0.427 10

0.42-10
0.48-10-’
0.055

0 
и
0

0 
0
0

$ 4. Определение тензора напряжения [з '?] и смещений ։//'

Компоненты тензора напряжений з);-1 будем искать в виде 
г

^|'(Л« Л»д)^+(1 Пл

• и 1 — 2*

а смешения 
։

Н и 2(1 Ч А-
•» I.1 11 2' дг~

и

где />(՜.) 
вида

дается выражением (3.7), а •> бигармоническая функция՜

9 (ЬС)^' 

л
X , /-1., (/) йЬ / г

/!,(/) яЬ/аг А.. (/)сЬ/2 /г><

Л,(/>с!иг )| ■' ''г' *1.
/ I А7 I

Функции /1..(/), 
четырех условий:

Л.Д/) и /4,(0 определяются из следующих
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1. з‘б==0 при г — 0, 2. при г - О,
(4.4)

3. г9) — 0 при г /г, 4, м'Л* О при г — А.

Указанные условия вытекают из граничных условий (1.3) и (1.4), а
также ввиду того, что з՛1,՛ и ։? ' тождественно удовлетворяют (1.3)

и (1.4).
После ряда громоздких выкладок получим

А(0 (1 — '2'}л- (1 — 2м) (4 • с!»' I $Ь ' ($11 / — /)
/• (••. с/)

(1 — '0 6’0 / я'п > с!։ >

АЛВ = л Т/- /'<л- с,}' А‘=0՛ 
(1 - *) о»

АМ =֊ сЬ>-
(! — •') (7,, /■ — $Ь л с И >■

/г|/, С/),

где обозначено

.$!> > (1 д / а
$11/сК>- X Л

(4.6)

Теперь нетрудно записать окончательные выражения для составляю
щих суммарного тензора напряжения [=;. (/)] и компонент смещения 
М/(0.

Для краткости выпишем лишь вертикальную составляющую сме
щения н-{1) при : !։. После ряда преобразований будем иметь сле
дующее выражение для осадки слоя конечной мощности

/1 -

г ։(г’0У')—~| Г И1
2(.ь,К \Ь / !— $1ис11' I

4(1-2,)
< $11 / с В ■՛

(4.7)

Здесь (1»ункц,ия ?.,(<, /) определяется по-прежнему в форме (3.9), Най

дем значения осадки основания и „стабилизированном“ состоянии. Для 
этого в формуле (4.7) устремим I —' .В результате будем иметь
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5(г, ©о)

х11+4(1_2,)
л зИлсп'

Теперь покажем, что существует следующее равенство:

у п'--՜____ 1 >. эй ■ си ՛

п^. -Р 57 (1-ьсь7г
(4.8)

Действительно, воспользовавшись известным равенством Парссваля 
применительно к ряду (3.11)

будем иметь

' (). ай I ей/ ) 4(1 с1| / )'* у---------—------—г

. .֊ 1';
откуда непосредственно следует (4.8).

Преобразуя затем (4.7а) с помощью (4.8), получимсоотношения

(4.76)

В случае, когда свойства ползучести у „скелета" грунта отсут
ствуют (СИЛ1 0), „стабилизовавшееся* значение осадки совпадает 
с упругим решением. Так. например, при действии равномерно-распре

деленной нагрузки но площади круга г .4 | >■ ՝| </'" /.^ | ) 

будем иметь
«Л

х(г, зо) (4.41

что совпадает с решением, полученным в работе [4].
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Рассмотрим некоторые численные подсчеты, проведенные по по
лученным выше формулам, принимая </ (г) <7 const и (?(/1 ;-е ՛՛.

Для этого случая формулу для осадки запишем в форме

Результаты численных подсчетов показывают, что перекос штампа 
во времени возрастает, достигая некоторого максимума, а затем па
дает до первоначального значения. Последнее легко объясняется, исходя 
из того, что скорость осадки под центром гибкого штампа больше, 
чем под его краем.

Очень важно также знать среднюю интегральную величину осадки, 
которую можно определить, исходя из соотношения

и

2՜ 5 (г, () rd г

= —---------- ;-----------  (4.12)
~<г

В соответствии с этим средняя осадка подсчитывается также по 
формуле (4.10), но функции и •՛• (/) принимают значения

В табл. 2 приведены значения степени консолидации U
Sep ( )

слоя конечной мошности при действии на его границе равномерно- 
распределенной по нлошади круга г а нагрузки g в случае, когда 
грунт не обладает свойствами ползучести (Q(0 0).
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В табл. 3 приведены результаты некоторых расчетов степени 
консолидации грунта, „скелет“ которого подчиняется закономерностям 
наследственной теории ползучести с ядром <2~ *>е՜ ' .

7'оолгги« 2

Таблиц« значений степени коцголидацнн слоя с.՛՜ при <։ со
X.; (ОС)

*г — « щ
с/ и-

10՜ ' 10՜ 4 иг- ю ՝-■ 10 1 1 10 «о

0.5 П.5 0.572 0.573 0.581 0.628 0 773 0.99? 1.00 1 .00 1.00
1 .0 0 5 0 57-1 0 574 0.577 1) .,<»•) 0 689 0 901 1 .00 1 .00 1.00

0 5,0 0 $ 0.715 0.745 0 745 0.7-17 О.7ь5 о 82 7 О.'Мл О.ччо 1 00
10.0 м 0.8В 0.814 (1.8’4 0.815 0 821 <• 863 0.937 0.987 1.00

0 5 0.75 0 785 0.787 0.7'1 0.814 0 886 0.973 1.00 1 .00 1.00
1 3 1 0 0.75 0 7>3 0.784 0.789 0.800 П 883 0.951 1 .оо 1.00 1.00

5.0 0 75 0.873 0.873 0.873 0 87-1 0.883 0.914 0.072 0.999 1.00
10.0 075 0.907 Н.907 0.907 0.908 (1 910 0 925 0.970 0 994 1.00

Таблица 3

Таблица значений степени консолидации
1»։

Й 1 1> 0.1 ֊

(1 1 1 ՛«
_?т _______________

10- 10 1 10* ' >.՝

11՛ 1>ДМЧ 0.131 0.630 0.999 1 1 1
111 , 0.1П 0 469 0 ни] 1 1 1
111 - 0.015-1 0.0" 8 0.388 0.715 0 995 1 1
И) 0 "1:4 0.095 0,:ы 0 5’»:> О 755 (• 995 1

Ю 0 0451' 0.135 II 5-15 0.9:18 0.999
1

1 ; 1
10 0.0151 0 1,՝.1 и. 595 0.82) 0.9-13 0 099
10 11.0151 0 13.3 11 409 0.765 0.812 0 "43 1
10 0.0151 0 133 (' 498 0.71՛։ ՛::. 7:.; 018421 1

10 : 0.0Ж 0.151 О (>48 II № I 1 I 11
10 ; 0.038.; и. 1-1 I 0.5'6’ и 095- I 1 I 1
10՜ - О Г:8.: 0.1 ֊7 0.52ч 0.873 П 'Ю7 I 1
10 ' <>.1!;32 О.ГЗ 0.514 0.798 0.888 0.997. 1

Ю ■ 
1?-.| 
I!. -
Н)

0 0682
0 0582

0 157
0 155

0 60$
П. 585

0.969
0.010

0.999
0."71

!
0 999

0 (1682 0.155 0.582 0.882 0.921 0.972
|0.0о82 О.155 0.875

1
0.881 0.921

I
I 
I
I

фиг. 2 приведены некоторые
мошности.

Наконец, ни
Фики консолидации слоя конечной 
честь „с; еле та“ »рунта.

сравнительные три
у ч и т ы ва юш не и олзу
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Фиг 2. Записиv.iH in степени хонсоли-
даиии сдоя Г՜ о։ »речей»

1

3.

§ 5. Принцип Н. X. Арутюняна для двухфазной среды

В тех случаях, когда свойства грунта таковы, что можно принять 
=const (или что то же при A'U)) и сжимаемостью
воды пренебречь а!;. - ос, решение задачи ползучести двухфазных 
грунтов может быть легко получено из решения соответствующей 
задачи при /С(Г) 0.

В этом случае, как нетрудно убедиться, уравнения (1.1) будут 
удовлетворены, если принять

а«(Н «,.(/) л.,г. „ ч- [ <2(/ - “)««•(•) А(п., А <5.1)

1«

где tit (/) ՛%,)., смещения п аналогичной задаче, но нс учитывающей 
ползучесть „скелета грунта" (.<(/! 0); (?(/) резольвента ядра
К(П интегрального уравнения спстояння.

Действительно, подставляя 1,5.1) к верхнюю строку 1,1.1), будем 
»меть

л1г; п4- (1։..4- ',|)ш .V/ Л И...- (-5-2)

Левая часть написанного соотношения равна по предположению 

1 '/<(••) " ’
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При этом функция р ■■ определяется из решения уравнении 

сА> °Р- (5.3)
()t

Функция же Р (i) при v const и «ц. —>.ос является решением урав
нения того же тина, что и уравнение (5.3)

Поэтому, • •ели граничные условия для порового давления постав

лены вида — 0 и р — 0, то решения уравнений (5.3) и (5.4) тож-
оп ■_ ■-

дестпенно совпадают, а соотношение (5.2) превращается в тождество.
Таким образом, можно сформулировать обобщенную теорему 

Н. X. Арутюняна [2] для двухфазной среды. В случае, когда коэф
фициент Пуассона „скелета грунта" не меняется во времени (* const), 
а поровая жидкость несжимаема (7,;. • ), смещения находятся по
формулам (5.1), напряженное же состояние с учетом ползучести „ске
лета" будет тождественно совпадать с напряженным состоянием, най
денным в предположении, что Л (/) ” 0

ii} (5.5)

I 1оследнее справедливо, если граничные условия поставлены в
- (>Р о напряжениях, а граничные напоры заданы вида: лиоо V, лиоо 

(in
Р = 0.

Вт. Կ oiU'biJhb

հք՚ԿՓԱՀ, 8Ն1ԱՈքԼ1՛ obPSb ԱՈՀՔ1' Sb'l.llJiU.b Bbllb Աք),Դհ»Ո1’ԹՅԱՆ Wi

II. մ փ в փ в i մ

Հէէղվածամ դիտված է երկֆազ րնահողի /ւ հդոբէո թ(ան շերաի րսրվածտ՝- 
դեֆսբմս/րիոն վիճակը: Աղդ շերտի մսւկերևտղթին կիրառված է г (I շաոա- 
‘քիրք ունեցող շրջունի մակերեսով բաշխված (/ (Г) /'/'•"£•' է, շերտում
ծսէկուոկենու(ին է\նշման մանրամասն կերրէւծ ո* fd յու նր ե որոշված շերտի 
նստվտմվէր: քքուցադրմ ան համար բերված են մի բանի թվտլի՚էւ րս ծ ու,մեե րէ
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Y К ZARETSKY

THE CREEP OF A LAYER OF TWO-PHASE SOIL UNDER THE 
ACTION OF A LOCAL LOAD

S и m in з г у

This paper considers the stress-strain state of a layer of a two- 
phase soil of „||M thickness.

On the surface of this layer the load 7 (r) distributed on the area 
of a circle with a radius r a has been applied.

Detail analysis of porous-pressure in the layer has been mad«՛ and 
the settle nent of th- layer determined. For the slltistr.tt 1՛ >f the theo
retical solution some examples have been computed.
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И М МАРТИРОСЯН

К ОПИСАНИЮ ПОЛЗУЧЕСТИ СТЕКЛОПЛАСТИКА СВАМ 1:1 
С ПОМОЩЬЮ ТЕОРИИ УПРУГО-ПОЛЗУЧЕГО ТЕЛА

В работе |1] нами была сделана попытка описать ползучесть 
стеклопластика СВАМ 1:1 при одноосном растяжении с помощью тео
рии линейной наследственности |2, 3]. Однако, в этой работе не учи
тывалось влияние старения на механические свойства стеклопластика, 
которое, как показали эксперименты [4], имеет весьма существенное 
значение.

В настоящей работе рассматривается возможность описания пол
зучести стареющего стеклопластика СВАМ с помощью теории упруго- 
ползучего тела [2].

Исследования проводились на стеклопластике СВАМ 1:1 на 
связующем БФ 4 толщиной пластины 5 льп. Образцы были вырезаны 
через 30 дней после прессовки пластин и соответствовали ГОСТ-у 
4649 55. Для учета влияния ориентации волокон, образцы выреза
лись в трех направлениях и составляли с направлением волокон углы 
> О , 22.5 . 45 .

Общее количество изготовленных образцов было разбито на 4 
партии, из которых одна партия была предназначена для кратковре
менных машинных испытаний, а остальные для испытания на ползу
честь <՛ учетом старения.

Образцы до испытания хранились н комнатных условиях, где 
поддерживалась постоянная температура и влажность (4|. Через 45 
дней со дня прессовки материала* верная партия образцов была под- 
нергкута кратковременному машинному испытанию, по данным кото
рого определялись пределы прочности (-J образцов на 45-й денье 
учетом ориентации волокон.

Вторая партия образцов в тот же день, в возрасте 45 дней, 
была установлена па ползучесть, а детальные две партии были остан^ 
лены на старение до возраста 365 и 730 дней.

Количество загруженных образцов, направление и величины от- 
носител'ных напряжении приведены в табл. 1. Загружение образцов 
на ползучесть во всех трех возрастах производилось относительными 
напряжениями, соответствую ними 0.3, 0.4, 0.5 и 0.6 где =, пре
дел прочности образцов в в»зрзсте 45 дней с учетом ориентации 
волокон.

* В дальнейшем по.чрает образцов будет даваться только со дня прессовки 
материала



О ползучести стеклопластика СВЛМ I I 43

Под нагрузкой образцы находились в течение '20 суток. За это 
время ежедневно измерялись деформации ползучести. Удлинения 
измерялись механическими тензометрами с точностью 0.01 леи. Тем
пература за время всех экспериментов поддерживалась постоянной 
15 1 С.

'/’нб’инца 1
Количестве- загруженных образцы։, направление к величины 

относительных п а п р ■■ ж ■* и и и
Ориентация
Образцов с ■'“ср

И К1Г МАГ 8 кгг .и.ч
Количество за- 
।рушенных об
разцы։ В П1Т.

9.6 а.з 2
0 32.0 12.8

16.0
0.4
0.5

3
3

19.2 0.6 3

4 23 0 3 2
22.5 14.1 5 64

7.05
0.4
0.5

3
3

8.46 0.6 3

3.2 0.3 2
45 10.61 •1.26

5.32
0.1
0.5

3
3

6 38 0.6 3

Ранее вашими исследованиями [I | было установлено, что зави
симость между относительными напряжениями и деформациями ползу
чести для образной стеклопластика СВАМ 1:1 с ориентациями 0 
и 90 линейная вплоть до относительного напряжения О.бз-,. При 
других ориентациях (- 22.5 и 45 ) эта зависимость выражалась
ломаной, состоящей из двух прямых, при этом первая линейная об
ласть ограничивалась относительным напряжением 0.25 вв, а вторая 
от 0.25 5М и выше,

В настоящей работе диапазон относительных напряжений рх 
тыиает только вторую область (при 22.5 и 15 ) и ограничивается 
напряжениями 0.3 - . 0.4 з„, 0.5 з , и 0.6 зп. В некоторых случаях для 
контрольных наблюдений образцы па ползучесть устанавливались 
также и под -< 0.25 з„, 0.75 с„, однако их данные нами рассматри՜
Вались как ориентировочные.

На фиг. 1. 2, 3 приведены кривые ползучести образцов при раз
ных ориентациях и с разными временами старения. На левой стороне 
этих фигур показаны зависимости деформаций ползучести от отно
сительных напряжений при разных продолжительностях воздействия 
нагрузки.

Как видно и.։ графиков, старение на характер этой зависимости 
при ориентации образца у 0 сонершсни.) не влияет (фиг. 1). Зав;.-
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симость деформаций ползучести от относительного напряжения при 
~ 0 и 90՜—линейная независимо от возраста материала.

Фиг. I

Из теории упруго-ползучего тела известно, что при действии 
постоянного напряжения = деформация ползучести (О определяется 
формулой

Л »„(/) = С (/,-)/•(=}, (1).
где С (/, т) мера ползучести, то есть деформация ползучести г. мо
мент времени / от воздействия единичного напряжения. приложенного 
п возрасте ", 

/■'(о) функция напряжения, [/"(1) 1 {.
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а
Фиг. 2.
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При линейной ползучести, т. е. когда связь между относитель
ными напряжениями и деформациями ползучести линейная, в выраже
нии (1) /-'(.з) заменяется значением з. Тогда величину С(/, -> легко 
можно определить из экспериментальных кривых по формуле

С ({, ֊) (2).

Фиг. 3.

Если предположение о наличия в данном случае линейной пол
зучести верно, то для всего семейства кривых, соответствующего 
одному возрасту, выражение (2) обеспечит единый график функции 
С((, :).



О ползучести стеклопластика ('.ВАМ 1:1 47

Следуя Н. X. Арутюняну [2|, для меры ползучести стеклопла
стика СВАМ 1:1 с учетом фактора старения положим

С(/, -) 0(?) 1 [оз? *] , (3)

где 0(т) — монотонно убывающая функция, характеризующая старение 
материала, 
«]։ 71 11 ՝12 постоянные, определяемые из опытов.

Для определения вида функции (> ( ) мы обратились к экспери
ментальным данным. 11сслг.;о1։ -.ни.: показали, что в пр делах - 45
дней до - 730 дней эта зависимость выражается прямой

0(1) А-В֊., (4)

строго проходящей через точки - 45 дней, ' 365 дней и - - 730
дней (Д и В опытные постоянные).

С учетом (3) и (4) для деформации ползучести СВАМ 1:1 при 
ориентации ? 0 и 90 получим

МО (А — [а.е Ы'-).. а2е-ъ(/ ?»] =. р)

Как показывают вычисле ния, при подходящем выборе постоянных 
Л, В, аг, а:, -,։ и выражение (6) обеспечивает достаточно хорошее 
совпадение теоретических кривых с экспериментальными как в моло
дом, так и в старом возрасте 1՜ 730 дней) стеклопластика СВАМ 1:1.

На фиг. 1 приведены кривые ползучести образцов СВАМ 1:1 
при 5 0 и 90 для трех возрастов. Сплошные линии эксперимен
тальные кривые, пунктирные теоретические, определенные по фор
муле

МО = (36.9*10՜* 11.64 10՜'-) (1 [0.25 е՜ :՜“1' ’ 0.75с 1 ՛"' "’]!=.
(6)

Приведенные кривые лают основание считать, что предложенная фор
мула (6), полученная на основании т-прии упруго-ползучего тела, для 
определения деформации ползучести стеклопластика СВАМ 1:1 при 
ориентации материала 0 и 90 дает удовлетворительные резуль
таты.

Эксперименты показывают, что при ориентациях образцов 5 22.5 
я 45 возраст материала и; сколько влия:-. на вид зависимости „от
носительное напряжение деформация ползучести".

В возрасте 45 дней эта зависимость и предел о; относительных 
напряжений 0.3 —0.6 выражается прямой, т. е. имеем случай линей
ной ползучести. Для образцов к возрасте 365 и 730 дней наблюдается 

լ некоторое отклонение от линейности. Таким образом, с изменением 
возраста материала в пределах двух лет несколько меняется также 
характер деформации ползучести.

Для описания ползучести СВАМ 1:1 при ориентации образцов, 
отличных от нуля, также обратимся к теории упруго-ползучего тела.

Принимая, что зависимость между относительными напряжениями 
и деформациями ползучести, независима от возраста материала, ли- 
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ленная (для напряжений 0.3 0.6 5„), согласно работе [ 1], для дефор
мации ползучести будем иметь

=«(/) CU, -)(*-*). (7)

где Ь расстояние от начала координат до точки пересечения прямой 
с осью относительных напряжений (заметим, что b меняется но вре
мени).

1 [асколько допустимо применение формулы (7) для указанных 
случаев показывают фиг. 4 и табл. 2, где приведены значения С (/,՛), 
полученные на основе экспериментов и формулы (71. Как видно из 
приведенных данных, отклонения отдельных значений от среднего 
незначительны, следовательно, принятие нами линейной зависимости 
между относительными напряжениями и деформациями ползучести 
образной в возрасте ' 365 и 730 дней вполне допустимо.

Как и ч случае ориентации образцов вдоль стекловолокон, для 
меры ползучести примем выражение (3).

Экспериментально установлено, что выражение (4) для функции, 
учитывающее старение, найденное для образцов нулевой ориентации, 
также хороню описывает влияние старения па образцы с ориентацией 
Ÿ 22.5 и 45 , хотя экспериментальные значения функции имеют 
некоторое отклонение от прямолинейности.

Таким образом, для деформации ползучести получим

5« (О [Д В(-.-7„)J{1 |û։e֊>A'֊7 й|е-тд.—]}(3-6). (8) 

Па фиг. 2 и 3 приведены экспериментальные и теоретические кривые 
ползучее։ и СВ АМ 1:1 при г 22.5 и 45 .
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Та Ла и у гг 2
Значения меры пил «у ч ■ т.; п функции ч('• / дли образцов 1 

ирИг*||Т.1Ц>«*Й с 45
и к =
а
։•

КX

£

С(/. О’-10"
С(/, т)- 10 С(Л тр. 10’

։:01'(-)0

• / я «1 СЛ-
319 426 532 638

45

12
5

10
15
29

13.4
15.1
17.0
18.1
18. >
1" 1

13.2
15.0
16.8
18.0
18 7
14 ч

13.1
15 3
17 0 
п; ?
18 3
19.1

13.5
15 2
17 '.1
18.1
18 8 
1' .0

13.3 
15.2
17.0 
■ 8 1 
|8.8 
19,0

13.4 
15.7
17 2 
18.1 
18.7 
18.9

19 2

365

1
5 

1՛։ 
й

10 ’ 
И 8
12 8
13 •>
14.и
14.3

10.о 
11 7 
Й 7 
’з ;
13.9 
14.2

10.'» 10.1
11.8 11.8
12.9 12.8
13.6 13.5
14.и 14.0
14.2 14.2

10.1
11.8
12.8
13.5
14.0 
’4.2

10.1
Ч .85
12.9
13.65
14.0
14.2

11.45

730

1
2
5

10
15
20

6.3
7 5
8 I 
«.6 
8.97 
9.17

6.37
7.4
8.05
8.5
8.8
9.05

6.4
7.4
8.0
8.5
8.8
9.05

6.37
7.51
8.1
8.6
8.94
9.12

6.36
7.45
8.06

•
8.88
9.1

6.32 
7.4
8.09
8.53
8.8
8.9

9.03

С (/, *) экспериментальны!.՛ лначсяня меры ползучести
С {։. -.)■ средня« и։ экспериментальных значений
С (/. ■) теоретическое значение но формуле (10).

Внеся значения постоянных .4, /?. с?։. о., ,, и ՛[.. в (8), для описа
ния деформации ползучести получим следующие выражения: 
при - 22.5՜

МО [11.4-10’ 11.8-10-6(՜ ֊„)]{! [О-Зе՜'"’1' '

+ 0.7« : Л։'՜ Т (: 4), (9)

при у 45

МО ֊ [19.210՜՜-' 14.85-10_л(т ч)](1 [0.2е-0Л1>/ •

4-0.8(о 6). (10)

В формулах (9) и (10) *, =45 дней, а Ь определяется из уравнения 
прямых, приведенных на левой стороне фиг. 2 и 3. Значения Ь при 
у—22.5 и 45 даны в табл. 3.

Сравнение кривых ползучести на фиг. 1, 2, 3 показывает, что 
формулы (6), (9) и (10), основанные на началах теории упруго-ползу
чего тела, позволяют вполне удовлетворительно описать ползучесть 
стареющего но времени стеклопластика СВАМ 1:1 при разных ориен
тациях волокон, в диапазоне возрастов материала ~ 45—730 дней.
Институт математики и механики

.АН Армянской ССР Поступила 3 VI 1966
4 Изисстпя АН Ар.м. ССР, Механика. № 6



Значении !> при ориентации волокон 7 —22.5 и 45
Л/о л ։<{/.« 5

.Bosp.ni ма
териале т

II днях 7
Длительность загруження / — н днях

1 2 3 4 6 8 9 10 11 12 в 11 15 16 17 18 19 20

22.5 3.99 3 .35 3.79 3.73 3.68 3.65 3.63 3 61 3.58 3.56 3.53 3.52 3.51 3.49 3 48 3.46 3.45 3.43 3.40 3.39
45 2.63 2.51 2.44 2.39 2.29 2.25 2.22 2.20 2.16 2.13 2.11 2.09 2.07 2.05 2.04 2.02 2.00 1.99 1.98 1.97

365 22.5 4.03 4.02 4.02 4.03 .1 оз 4.04 4.03 4,03 4.03 4.02 4,02 4.01 4.01 1 0 4.00 4 00 4 00 4.00 1 .(X) 3.99
45 3.02 2.96 2.94 2.92 2 91 2.89 2 87 2.85 2.83 2.83 2.82 2.81 2,80 2.80 2 74 2.79 2 78 2.77 2 77

730 22.5 3.93 3.88 3.87 3.85 3.84 3.85 3 82
2.98

■ ' 3.84 3.84 3.84 3.84 3.84 3.85 3.83 3.84 3.84
2.89

3.83 3.84
45 3 13 3.09 3.07 3.04 3 оз 3.(11 2 99 2. “6 2 ЛИ 2 ՝*з 2.92 2.91 2.91 2.9 89 2 9 2.89 2.89
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1Г. 1Г. Մ1Ա*Տ14'|)1);1ԱՆ

«СВАМ» 1:1 ԱՊԱԿԵՊԼԱՍՏհ Սք|'ԼՔԻ ՆԿԱՐԱԳՐՈՒՄԸ
1Լ||ՀԼսԴԱ-1)11՚|.ՔԱ:}|»Ն ՄԱՐՄՆԻ ՏեՍՈհՌՅԱՆ ՕԴՆՈ է*1>ՅԱՄՐ

1Լ մ փ ո փ ո I if

Հու^յ^։//ր)ուJ՜ րերւքած են tfCBAAA-U տիպի ապակեպչաւ>տի un դրի փորձն ա- 
կան հևէ1ւսպոտուք1յունների արղ յուն րներր' նյութի երեք տարբեր հասակների 
Դամար (45, 3(15 ե 730 օրի 1!ողբի փորձնական կորերի ունտյիտիկ ներկա քար
ման Համար րնարւք ա<> է աոաձղա- սոդրային մարմնի ։n ե ։un[l յան ր ։

•Տեսական և փորձնական կորերի համ եմ niinnifl յունր rjmjrj / ւոաքիս.. որ
«•CBAAV՛ ապակեպլաստի ոողրր մեծ ճշւոու[4յամր կարելի Լ Նկարտ՚քրեր 
ւԱռաձրտ-սող բային մարմնի աեսսէի} յաՆ միքորով;

M M MARTIROSIAN

THE DESCRIPTION OH CREEP OF FIBRE GLASS CBAM 1:1 
WITH THE HELP OF THE THEORY OF ELASTIC-CREEP

OF THE BODY

S il in m a г у

The results of experimental investigations of creep of fibre glass 
for three ages have been studied in this paper.

For the description of experimental curves having under conside
ration age the theory of the elastic-creep of the body is adapted.

It has been established that the given method describes the re
sults of the experiment quite perfectly.
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В. В. КРИСАЛЬНЫЙ

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В СИСТЕМЕ ДВУХ 
МАССИВНЫХ БЕТОННЫХ БЛОКОВ

Вопрос о расчете температурно-усадочных напряжений в массив
ных прямоугольных бетонных блоках, существенно влияющих па проч
ность и долговечность инженерных сооружений, рассматривали в своих 
работах Маслов Г. Н. [1], Белов А. В. [2], Гвоздев А. А. [3], Аб
рамян Б. Л. [4], Арутюнян Н. X. и Абрамян Б. Л. [5], Прокопо
вич И. Е. [6 С|], Александровски։։ С- В. 110] и др. авторы. Однако, 
достаточно полного решения до настоящего времени этот вопрос не 
получил.

Еще меньше изучено термрнапряженнос состояние системы не
скольких блоков, исследованием которого занимались ДятловицкиЙ Л.И. 
и Рабинович Л. Б. [II], Колчин Г. Б. [12]. В работе [12] рассматри
вается термонапряженное состояние двухслойной полосы конечной 
длины, составленной из материалов с различными модулями упругости, 
находящейся в условиях плоского напряженного состояния. Решение 
задачи построено так, что на торцах каждой из полос остаются не
уравновешенными касательные напряжения, вследствие чего нельзя 
считать задачу рошенной с точностью до принципа Сен-Венана.

В настоящей работе приведено решение задачи о температурных 
напряжениях в системе двух массивных прямоугольных бетонных бло
ков с различными модулями упругости, находящихся в условиях пло
ского напряженного состояния. Температура и каждом из блоков из
меняется только вдоль оси у, а тем пет..турная функция Т ( у} в любой 
момент времени известна (фиг. 1).

еЛ

Рассмотрено два случая:
1) система свободна от внешних связей,
2) на длинную сторону одного из блоков наложены абсолютно 

жесткие связи (заделка в абсолютно жесткое основание).
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1. Следуя методике [1] и полагая верхний блок свободным 
(фиг. 1), запишем следующие формулы для приращения напряжений 
и перемещении, вызнанных приращением температуры Г(»;):

’.г = т.Е | т т пу Т(у)},

5У <֊? 0, ’Л'у О,

и J.(m ֊ пу) х,

(1)

(2)

(3)

Здесь х коэффициент температурного расширения бетона,
Е модуль упругости,

т — 2(2 — 5 ). п Л (֊ 5 - О \
/Л Л / /г \ Л /

/I >1
О \Т(у)<!у, 5 Т(у)у(1у>

*' (у

/» - высота блока, ;« коэффициент Пуассона.
2. I («.пряжения и блоке, вызванные контактными усилиями, воз

никающими на поверхности сопряжения блоков, определяются фор-
мулами 

г» 
=Л У /" («<»/) COS Xi Л', (4)

1-1 

ОС

э>-֊ V / (x..y) x; cosx/x ф u — бу, (5)
J-l

-,r) = У / (X, y) a, sin x: x — hx, (6)֊
1-1

записанными при помощи функции напряжений 
о® ,

Г COS 7i X -t֊~x~ 4֊ -֊x-fj, (7)
1-1 2' 2

где 
з 

/ ‘ У ) bl ,'t< ( i/' ) •
t-] 

■>л; (>(//) СП/ch 7/# • 6v. shx;(/ ' C^iJ/chXjf/ * гЛ.,■՛/, у sh 7i у.

а, b, С.,, ак-i, bi.., C{:i и (I.ч< — постоянные, /' (п.у) и /’('.■</) первая 
и вторая производные по у,

X; —
2/ - 1

21
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По известным формулам теории упругости получим перемещения

и
1 . — 51П X (8)

V -----ГР՛ (7| Ч сох а'х аУ 
к I.՜

1
2

(9)

где ։•>։ (х) и ՝"_•(։/) произвольные функции. 
Подставив (6), (8) и (9) в зависимость 

ди <70 2(1 |- «)
ду дх Е

после преобразований получим (аналогично |13|)

У /" (^у) ՝2]'("су)^ 1 /?(711/)а|։ х։п а/ X 4(2 4՜ р) Ьх

/:[;•>. (х) 4 ■< (</)]. (Ю)

Простая подстановка показывает, что

Г" (^//) 1 2/' (М/) *г + Г^у) <г> - 0.
7.;

Тогда из (10) определяются функции 

где 7, 5 и г,։ произвольные постоянные.
В силу симметричности задачи 

« |х-0 = °- 
откуда можно заключить, что

0.
Прием, использованный в |13) для преобразования формул на

пряжений, применим к преобразованию формул перемещений (8) и (9) 
с целью получить для перемещений на длинных сторонах блока одно
членные выражения с одним неизвестным коэффициентом под знаком 
суммы.

Выражения и квадратных скобках в (8) и (9) запишем в следую
щем виде:

1 1
!1/(։.;,у)Са.։<Вс| (*< </), 

Я| я-.-։
•I

Т7у) х;: :</' (7, у) У С\|7. (7., у),
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где
;«(«/</) [(1 - lOo»/ - 2</л,]сЬ я,1/ [(!-{- р.) Ьм 2cwlsh».-,y !֊

(I I1) См*, У ch а,у (1 4֊ n) dk,9iу sh а,-у.

•н (*.- у) = [(1-|- ?) («,/ 4֊ сыЪ у} — \ У р) (hi1 sh 7/ у :

4- 1(1 4֊ у) (Ai-, I (hiliу) (1 — !l) Ci-Jch у, у.

Представленные в таблице коэффициенты ал,, Ао, сы и (hi опре
делены из следующих четырех систем уравнений:

МО) ֊ 1, ;ь(з./>) о. Си (0) - 0, :и (7,л)=о,
(0) = о, $»(«М) = 1, Zb (0) 0, <՝. (*. А.) 0,

Мо)=о, (*/ А) = 0, -з.՛ (0) 1, ;w (а, Л) =о,
(0) = 0,

Таким образом, 
при у 0

;։. (^А)֊ 0, ^(0) = 0,

по (8) и (9) получим

и — — ( 5' Си у-.- sin а, л՜ — «ал- J 
՝/-։

:и(х,А) 1.

|> (11)

50
У Си ’X, COS а,- Л' аА — 

1-1

Два блока сопрягаются по длинным сторонам без взаимного сме
щения по поверхности контакта. Напряжения в каждом блоке опреде
ляются как сумма напряжений (]). вызванных приращением темпера
туры, и напряжений (4) (6), вызванных усилиями на контактной по
верхности. Коэффициенты С.,, а и А находятся из условий на контуре 
системы и условий сопряжения.

3. Система блоков свободна от внешних связей. В этом случае 
граничные условия

при у hy
1) =ly(xrAt) 0, 2) -,V.V(.Y, Л։)=0. (15)

Условия сопряжения блоков при у О

Л(2 U) х‘ - Л=]’, I ֊,■ (14)

3) 0Jv(x, 0) = 3?л-(л-. 0), 4) -|v.։ (-V, 0) -Jv.։ (л-, 0),
5) «1(л, 0) /л. (.г, 0). 6) (л՛, 0) - г., (л-, 0).

(16)
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На грани у !>.. граничные условия будут

7) з.ч(х, Л2) 0, 8) -2^(х, Л,) 0. (17)

Кроме того, выбранная функция напряжений (7) позволяет инте
грально удовлетворит։» условия па торцах каждого блока в отдель
ности. т. е. условия равенства нулю главного вектора касательных 
напряжений

ь՝
101 ( - Л у)<1у 0, И) р,.։у( 1,у)<1у 0. (18)

Здесь и далее первая цифра индекса в напряжениях, перемеще
ниях, функции /, А. и коэффициентах С . указывает номер блока 
(фиг. 1).

Вследствие однородности граничных условий 11 на (15) и 7) из 
(17) на свободных горизонтальных гранях системы блоков оба усло
вия (18), при наличии условия 31 из (16), можно заменить одним экви
валентным условием, выражающим равенство нулю главны՜ > вектора 
нормальных напряжений, приложенных к одному из блоков на поверх
ности их контакта

г /
1| 3|у(.г, 0) г/л- 0 или "2у ( V, 0)ч/х ֊ 0.

*-(

При этом соблюдается равновесие каждого блока в отдельности. 'Гак 
как задача симметрична относительно оси у, то и самоуравновешенная 
эпюра нормальных напряжений на контактной поверхности должна 
быть симметричной относительно этой же оси, что позволяет брать 
интеграл в последнем условии от нуля до /.

В настоящей работе вместо условий 1.0) и И) из 118) взято 
условие

9) Ь|у(.г, 0)<7х - 0. (19)՝

|1

Таким Образом, кроме условий на длинных гранях, можно инте
грально удовлетворить условия на торцах каждого из блоков при 
помощи девяти уравнений с девятью постоянными по геометрическим 
координатам. Поэтому для свободной от внешних связей системы 
блоков я полиноме функции напряжений следует положить коэффи
циент Ь равным нулю.

Коэффициент а не может быть равным нулю, так как при выб
ранной функции напряжений нормальные напряжения (5) в точке 
(± /, 0) были бы равны нулю, что противоречит физической картине 
явления.



Таблица коэффициентов ан, bu, с.,,

к 6». Cki

1 1 2 , — -- <7jj
1 — « 

- С|/ (3— u) sh ai/ichx?// (1 "■) л i՛ (3 U) sh՜' Д, h
1 4՜ 1» 1 4- « 1 4֊ J* ./(:», ®/Л) J ( !Տ 7>՜ 1

9 2 <1-,, 1-!Ղ (1 I-10 я/A ch в/Л (3 ;ւ)տհ»ւ/» (1 :՛•) Д; h sli Д? h
i -Ւ? 14 ... * ,/(1Ь «/Л) ,/(!S

з -2 л, 1 , 1 - н х/.. (1 !l) Ն /1 — (3 — 10 sh Ti h ch 2, h
1 -1 ։*■ 1 4- и 1 4- н ./(1S Д/Л)

4
9
— <Д| 1 Տ* <-н Հ՚ւ (3 ;•) sh ՛■■, և (1 10 7, h ch у, h

1 1 :» 14-1» /(-, ^./o

«чЛ) 1(1 10 Д/Л]՜ [(’3 }ւ)տհ^/ւ]յ
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Если Т (у) представить в виде алгебраического полинома (что 
вовсе не обязательно), в (12) положить £0 0, то условия (15) ֊(17)
и (19) с учетом (2), (3), (5), (6), (11)—(12) и представлений

• 4£л 8/~ •
1 Di, cos J.i х, х = —/Лч sin «։- х,

" 1-1 

х՜

где 

запишутся так:

1) -о, 2) /и(’<Л|)=0,
Т.7.{

3) /и(0)֊/.ч(0), 4) /н(О) ֊4(0),

5) C:i, kC-iii — [<7.(1 к) a sA'j (/n.. ֊ ni։);,

61 Cvm — kCw 2Dit /.., 2 \ r . .
----- /- , h£։(m n։>, 
-a/ \ aj /

7) (^ Л.) ֊ 4£>^ о, 8) 4 (а, Л4) = 0, (20)

1 °°9) а=-±-£(-1)։ :х//1։-(0>. 
' ։-1

Здесь к — —■ 
£.

Особенностью алгебраической системы уравнений (15) (17) и 
(19) является то, что коэффициент „а" нс зависит от номера члена 
ряда и определение С свести к решению самостоятельной системы 
уравнений для каждого члена ряда не удается. 11озтому решение этой 
системы может быть получено следующим путем.

Из условий 1), 2), 5) и 6) коэффициенты С|.« выражаются че
рез а, С^кс, параметры блоков и функции о֊.,-

С:1? = В.а-кС^- О.,

С’|?| рнО Х Р2։С>М - рХе, (21)

С;зс кС.„’,',

= Р:^ - /А-..С.-Н Р8Г
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Из условий 3), 4), 7) и 8) с учетом (21) определим

С’ш = ֊ у7/а I

С22/ ֊ д5-а д61, (22)

С= диа д,)у

С\>.։1 д3!а ди.

Тогда из условия (19) с учетом (21) и (22) можно выразить коэф
фициент „а" через функции (0) и параметры блоков в конечном 
виде для любого числа членов ряда

1 °°
“7՜2 (^и ($) 4՜ С? (0)~ '?.։/ (0) д^к -г 'С։ (0) <«в/]
' ։-1 а =------------------------------------------------------------------------ -- ----------------

1 00
1 -֊2( 1)‘ ' а.[?։/(0)'«и ' (0) дик ?.и (0)ю5։-|

‘ /-1
после чего по (21) и (22) определяются коэффициенты С*/.

4. На систему блоков ио грани у /г. наложены абсолютно же
сткие связи, лишающие точки этой грани всех перемещений. Для 
определения постоянных С։«, См, а и 6 следует условия (17) заме
нить условиями сопряжения системы блоков с абсолютно жестким 
основанием

7) н,(х, Л2) 0, 8) гч(х, Л2) = 0. (23)

В этом случае условия 1) из (15) и 7) из (23) неоднородны и 
условием (19) можно заменить только условие 11) из (18).

Для обращения главного вектора касательных напряжений на 
торцах нижнего блока в нуль следует сохранить условие 10) из (18), 
а также сохранить и постоянную 6. Аналогично предыдущему случаю из 
условий (19) и 10) из (18) выражаются независящие от номера члена 
ряда коэффициенты а и Ь через С/{<> * последние определяются из 
остальных условий через а и Ь и подставляются в выражения для а и 6.

11осле определения „а“ и „6“ находятся коэффициенты С.՛,-.- 
Существенно упрощаются вычисления, если

/«1 = 1 М (24)

При этом вычисление коэффициентов ам, Ьм, са/ и с/,./ производится 
только для одного (например, верхнего) блока. Для другого блока 
берутся те же коэффициенты, но «.<, а-.։, Ь\,, Ь>/, си, с? , (/:< и г/ц из
менят знак на противоположный.

При наличии условия (24) упрощается и вычисление функций
Так, вместо четырех функций . |0), (0), (?> Л>, 

учитывая зависимости
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^«1 (0) = ;.ч1։‘л),

•-.ДО) = -։.(т,/|).
<,(0) ^Да.Л). I

?3Д°) “ -зД’/А). ^;<0) = ^(7։Л), (25)

АД0) = ~'аД’Д»), •^(0) = у;<7,л),

листа точно в։»։ числить

— ци и (0) - з. (А*. ; с։()

только для одного блока.
Для другого блока остаются тс же функции, по знаки ((0), 

(0), (0) и •>., (0) изменятся на противоположные.
Зависимости (25) справедливы в пределах одного блока при 

любой его высоте.
В качестве примера рассмотрена система блоков, жестко связан

ная с основанием при равномерном повышении температуры верхнего 
блока ни один градус. Для вычислений взято / 8 ,и, Л։ |Л.| •1.ч,
А՝։ 2-10՜ кг сас, Л'֊ —2.5-10 кг слг. Эпюры упруго-мгновенных на
пряжении показаны на фиг. 2.

Фиг. 2

5. Учет ползучести бетона при определении температурных на
пряжений в системе бетонных блоков производится при помощи на
следственной теории старения, созданной Масловым Г. Н. (14), Ару
тюняном Н. X. [15] и развитой Прокоповичем И. Е. |16|, Манукя
ном И. И. [17|, Александровским С. В. [10] и др.

В рассматриваемой «»даче влияние ползучести на напряженное 
состояние еи<?Агмы блоков выражается и зависимости постоянных по 
геометрическим координатам

С«., а и А (26)

от времени, т. е. вместо ковффвциентов упруго-мгновенной задачи
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(26) в выражения для напряжений и перемещений войдут функции

ЛЮ, а* (О и 6*(0. (27)

Так как в (20) все условия, кроме пятого и шестого, от ползучести 
не зависят [15], 116], то в них следует только заменить коэффициенты 
(26) функциями (27).

Условия 5) и 6) в (20) от ползучести зависят, поэтому, приняв 
закон изменения модуля упругости согласно [ 15] п виде

£(-.) £(1 ),

а выражение для полных относительных деформаций согласно [16] н 
виде

б(/, т) 1 £•(֊} 1 Н(т)[] - е֊^֊-']:,

вместо условий 5) и 6) получим следующие условия:
<х>
х’ С... (!) «< $т а, л- «а* (/)л- 
»֊•I

<0
С'.н (!) »,• $|п а, х — ца* (!)х 

। I

ч- С । ( : Г) л
I I

''>(!, ") г/- ~ ’ [™г(0 — М, (/)] X,

1 ” . Г* -
—----------- V Сг-. (/) 3/ соя $ х | \ С .-и (') ъ сон 3, Х'н (!, Т <!֊.
*1 ՛։) I » у ։'—I

। «*> г;°°
С л. (/) а, СО$ 1, А- I 5' (’..:.• (••) 2; СО5 з, А'< (/, ■ )(!'.

3 |4-1П1(/) (1 ։՛■)( [Л ('/)- Л( (/)](//; ;•
I 2 .? |у. 01

Здесь т возраст бетона, — время укладки верхнего блока 
(время укладки нижнего блока т 0).

Решая совместно систему (20), записанную с учетом ползучести, 
получим необходимые функции от времени С.;(!) и ал(!) для опреде
ления напряжений в свободной системе блоков.

В случае, когда система блоков стороной у /;3 связана с абсо
лютно жестким основанием, используем гу же систему (20), записан-
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X

ную с учетом ползучести, в которой условия 7) и 8) заменяются 
следующими условиями по (13) и (14):

1 -[У СяЛОа^па/х - р[аЧ/)-ь6*(ОЛ2]х

со

տ՜ա а* х — յւ խ՜' (՜) 4՜ 6* (՜) /ь] .г Կ{(, ՜) ժ՜ =

'4™շ(0 4՜ ո.չ{է)հձ х,

; ՜, -! V Йи (О V соя а, х ам (է) հ.Հ — ձ* (0 [(2 4~^)х2 
'•>(*) 1ւ—ւ

00

Ն ՇՕՏ <Կ X а* {--) և, + -֊֊ ծ* (•) [(2 4֊ Ի) №

> ք'շ(է, ’)</' «] !«• /п.,(/)А2 | -ул.,.(/)А5 4

Ւ -֊■ ո2 Ա) № — (1 փ|0 | 7’,( у) <7

Как и в случае упруго-мгновенной задачи, добавляем условие 
10) из (18) с заменой (26) на (27).

()дссский ннж£11срно*строят>'льцый 
институт Поступили 24 VII 196Տ

•I.. Վ. М‘М1 Пол

ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԸ ՕԵՏՈՆՅԱ ԶԱՆԳՎԱԾԱՅԻՆ ԵՐԿՈՒ 
Н1.П ԿՆԵՐԻ 11ԻՍՏԵՄՈՒՄ

'/՝/։ տ.ար կվու մ Լ տե դադ ոմ տն տ >Ո րր ե ր ժամկետներ ՈւՆեդու] րևէոոնյա երկու, 
երկար ոէ դդանկյուն բլոկների ոիէէտեմում >արթ շերմարորվաձային Հիճակրւ 
!'րէկներր (ծ ր. ր ւր! ո > >է են երկս>ր կողմերույ' կոն ա ա կ ւո ո։/ին Ո ակե րեու ււկ 
սւ ււ ւո նէք փ ոխ։ոդարձ սրե դո։ փո/։ւ Ո> էքների է

Դխէէ ար կվում կ երկու դեււ/ր.

I) էւխւէոեմր' էորււոսէ Է էորաւոբրն կապեր(էց,

2'ք րրյկներիր մեկի երկււ/ր կողմր կւոո՚վաձ կ րարարձսւկ կոշտ Հիմնա- 
տակիր:

երմաւէաիճանի :իուիոիւմուն սրոտհէէէոով ւսէււս^սււրււծ լւորումների աճերր 
աո անձին րւոկոէմ որոշվում են հայտնի բանաձևերով:
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հոնաա կաա յին ուժերից ւաւաջա g ա ր) րորումներր որոշվո ւմ են համապա

տասխանորեն ընտրված լարման ֆէէւնկցրանե րի մ իջոցով, սր/ւնր րա վարարում 
են կււնւոակաային մակերէււոյթի ե եղրաղծերի աղաա կողմ երի վրա ղ ու и ւ // / րրրհ 

ունեցող պայմաններին: ներքին ճիղերի h ւոեղափււիւէւ:մների վրա սողքի h ծե
րացման աղղեցա^յունր որոշված ե. If ա и լո վ - Հա ր ո ւթ յո էնյան ի սւեսւսք]յան օղ֊ 
նււէթյա մր <

V. V. KR1SALNY

TEMPERATURE TENSION IN THE SYSTEM OF TWO MASS 
CONCRETE BLOCKS

S u m m a г у

A plane thermo-tensioned condition of the system of two long 
rectangular blocks made of concrete and placed at different periods 
of time is examined. These blocks are conjugated by their long sides 
without mutual displacing on contact surface. Two cases are taken 
under consideration:

1. the system free from outside bonds,
2. the long side of the block is connected with the absolutely 

rigid foundation (base).
The determination of stress increase in a separate block that de

pends on the change of temperature is done according to the known 
formula of G. N. Maslov.

The stresses from contact forces aro determined by means of pro
perly selected function of tension that satisfies the conditions on con 
tact surfaces and on the free sides of outlines (contours).

The influence of creeping and aging upon the interior stress and 
transference is taken into account by Maslov-Arutuniara’s theory.
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