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КРУЧЕНИЕ ПОЛУСФЕРЫ

Задачи о кручении полусферы рассматривались в работах Абра­
мяна Б. Л., Баблояна А. А.. Гулкаяяи И. О.

Абрамян Б. Л. |1] решил задачу о кручении полой полусферы, 
когда она скручивается нагрузкой, приложенной на поверхности про­
извольным образом. Абрамян Б. Л. и Гулкацян Н. О. [2] рассмотрели 
задачу о кручении двухслойной полой полусферы, когда она скручи­
вается произвольной осесимметричной нагрузкой. Кручение полой по­
лусферы, когда часть ее торца закреплена и она скручивается произ­
вольной осесимметричной нагрузкой, рассмотрено Абрамяном Б. Л. и 
Баблояном А. А. [3]. В работе [4] я качестве примера Баблоямом А. А. 
рассмотрена задача о кручении усеченного шара, когда скручивание 
осуществляется поворотом жесткого круглого штампа, закрепленного 
центрально на плоской части граничной поверхности, при закреплен­
ной сферической части поверхности усеченного шара.

В настоящей статье рассмотрена задача о кручении полусферы, 
скручиваемой посредством поворота сцепленного с ней жесткого штам­
па, когда на сферической части поверхности заданы перемещения. 
Решение задачи получено в сферических координатах способом, отлич­
иям. от работы [4]. Примененный здесь способ решения дает возмож- 
юсть решать задачу не только, когда на т
:фс*рической поверхности заданы псремеще- |
1ня (как это имеет место при использовании 
способа [4]), но и напряжения. Задача све- /"'՝\""՝՝՝Х 
гена к решению парных интегральных урав- I \ 
гений, которые в свою очередь сведены \
: определению некоторой функции из инте- ЖкI . 
рального уравнения Фредгольма 2-го рода. 1 *՜

Рассмотрим полусферу (фиг. 1), на од- \|у /
юй части торца которой заданы перемеще- \ /
1ия, а на другой напряжения, на сферической \/_ 
юверхности заданы перемещения. фиг ।

Задачу будем решать при помощи функ-
ии перемещения 4’ (г, г), которая внутри области осевого сечения 
довлетворяет уравнению Митчела

^2ч- з гм՛ <Я՛
с) г՜ г 0 г дг~ 
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а на границе области осевого сечения условиям

I» _ у. г (г < «, 2 = 0),

V=/(r) (а < /• < 6, z 0).
г ®

v = т г ( г =՛ Ь, 0 < & < — ).

Напряжения " , • и перемещение о выражаются через функцию 
перемещения формулами

Gr —, г-֊сг—, V г’Г(г. г), (3)
дг дг

где G модуль сдвига.
Перейдем к новой системе координат

i 1,—* = =֊^.
| г՜ z' I г" — 2՝

Тогда уравнение (I) запишется в виде

££ 4^.
<>/֊ д'- д' (Н

а условия (2) н виде 
xi֊y.6(?՜՛* (: 0, tt t зо),

•Е /(0 (: = 0, 0 < / </։). (5)

V 7 6 |1 г (0 5<1, Г 0), 
где

Напряжения в этой системе координат будут определяться по 
формулам

Г И -21 г?1' - Cl Т—т-= G (1 - ; ) ------ , -{ - G| 1 — ; ——.
дг oi

Функцию ՝Г (/, :) будем искать и виде

Ч-(/, •) А, V Л*е՜ ' р՛:.«ГГМ #=1

е Z Р I (I) sin / Id /-.

Удовлетворяя третьему из условий (5), будем иметь

(6)

Д.+ X- А,А
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откуда
А. I, Ак 0. (7)

Удовлетворяя первым двум условиям (5), получим парные инте­
гральные уравнения

\ D С') Р , (0)sin/.(rf>. --L/(Z)e ■' (0 i t,),

(8)

, (0) sin/./Jz. - (z Y) e՜ ’ (G t ).

। *** ’
Обозначая

/9(Х)Л , (0) Л (X),

систему парных интегральных уравнений (8) приведем к виду

где

֊/V(i.)

(9)

.4 (>.) sin • t'd ՝i- - (z ;)e (/, t ),
I)

, *______ =j 4 U 2 7 U 2/

2Z rfl- Z'W^- ''V
֊ ‘ \ 4 2 / \ 4 2 /

Отсюда видно, что при / -О А'(л) обращается в бесконечность, 

как С-. Пользуясь асимптотическими разложениями для функций 
А ''

Лежандра, можно показать, что при больших значениях z

Принимая во внимание работы Нобля [5], Трантера [6] и др., 
легко видеть, что если решение парных интегральных уравнений (9) 
представить в виде

— 1 ]х (/у) (Лу)с!1/ (х — :) 11у,1Д'у)(1у (/ I ' —֊.(Ю)
.1 И«“ /Г 
У

где С (у) произвольная функция, подлежащая определению в даль­
нейшем, то второе из уравнений (9) удовлетворяется тождественно.
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Проинтегрируем (1()) по частям и подставим в первое уравнени 
(9). Меняя порядок интегрирования. после некоторых преобразован«: 
получим

(С(.у>

6 I

А •!>
: '/<0 \ (</)<& \ 'V('•)./■ ('*/>

6 6

X /. 1а I. ( Г' (у)(1у | /V (I.) /,. (/.у) $։п >. /У՛/. 

л о 
•»

-гГ(/р] /V(■/)/0(/.у)а։п/./</■/ 
(I
р (11)

~/о(0)С(0> ( [1 л/(л)]81п
6

Здесь

Г (. У) (' 7) У ~ I -----С------ --  с/м •
<1У (и֊ у'֊) ՛-

.՝՛

Рассматривая соотношение (11) как интегральное уравнение Абеля 
относительно функции С (//) и пользуясь формулой обращения для 
этого уравнения, после ряда выкладок для определения (1՛ (у) получим 
интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода

(■
в(х) = I С (у) К(х, у)</у Р(х) (0<х /г), (12)

• • о

где введены следующие обозначения

К (х, у) .г С)- /V (/.) /х (/-.г) /, (> у) (Г/-,

II

Р(л) ^-(х- 7) УКХ ( у) К(х, у}<1у (13)

Л

_ь 2 1’ у/ Су) "'^у
* "С •' I .V !Г

А'։ (я) функция Макдональда.
Покажем, что интегральное уравнение (12) можно решать методом 

последовательных приближений, т. е. покажем, что
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л Й
( К՝ (х, у) с1хву 1

՛!> *•
ИЛИ ( I К{х, у)\с/у < 1 (0<х</1). 

ь

В уравнении (12) перейдем к новым переменным у1 = •■••.

При этом уравнение примет вид
1

6’(х, /։) = /։ ( в(у, /})К(х^и
и

3 6
2

7) </1 0 У\Л ) ^(*»6, £',М4?'1 4

՝1

26 Г /л/ОлМ1’ ' ! <!ч

г С ?! и ^г
(14)

Для простоты рассмотрим случай /։ 1. Ядро интегрального
уравнения (13) выражается несобственным интегралом, который схо­
дится медленно, к. функция >•/У(л) при больших значениях аргу­
мента имеет асимптотику

Г. '"‘»-КС <15)
Пользуясь (15), представим ядро (13) к виде

— Л'|. .V Ц/.Л'Г ՛ р։ (лл-)_/, 

3_ _։ х | уу (( ) (,.х>71 (/у)

+ л-1'Л^(>.) ֊֊■ (16)
\ 8л / 16

(х у)

Учитывая (15) и асимптотические разложения бесселевых
ций при 
ражении

больших
(16)

значениях аргумента, оценим второй интеграл
функ- 
в вы-
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Гб АГ0) Г- !/,(>•*) II/, ('•!/) И<

' \ о/. / 1О »•
25

Следбнательно, ядро (13) с точностью до 2-1ч можно предста­
вить в виде

А'(л-, //) ֊ л՜ | (-'V (>■) - (17)
, \ о /• / 10
о

Некоторые значения ядра, вычисленные по формуле (17), приве­
дены в табл. 1.

Пользуясь табл. 1, нетрудно вычислить значения следующих ин­
тегралов

шах '( ' К (л՜, у) | с/։/ ।), 11721 <1 1,
II

I 1

к- (X, у) <Ыу 0,( Ю723 < 1.
<’» <1

Таким образом, мы показали, что интегральное уравнение (14) 
при 1 можно решать методом последовательных приближений.

Если /-<11, то из выражения ядра видно, что интегральное урав­
нение (14) тем более может быть решено методом последовательных 
приближений, так как в этом случае, благодаря наличию коэффициента 
/1<1, ядро принимает значения меньшие, чем при /, 1.

Пользуясь табл. 1, интегральное уравнение (12) также можно ре­
шать приближенно методом сведения его к решению системы десяти 
алгебраических уравнений с десятью неизвестными, которые являются 

значениями искомой функции в точках х = -"- (Л 1, 2,14).

Учитывая поведение бесселевых функций при больших значениях 
аргумента, а также непрерывность и монотонность функции / /У()) 
(см. формулу (15)), легко показать, что выражение /,ЛГ(х։/1։ ;/,/,) мо­
нотонно возрастает, но остается ограниченным. Поэтому

I 1 I
( I 6 К //,/: ) ■ (1х. < Сл (/,), \ К- (Х,/,, У^) (1х^у} С’,, (/,),

и 1՛ 5 

где постоянные С։(/։) и С. (/,) при очень больших значениях /։ могут 
быть, возможно, и больше единицы.



Таблица /

Значении К (х. //)

0.1 0.2 о.з 0.4 0,5 0,6 0.7 0,8 0.9 1.0

0,1 0.01886 0.01917 0.01955 0.02002 0,02048 0.02093 0.02137 0,02173 0.02203 0,02219

0.2 0,00959 0.03825 0,03903 0.03994 0.04089 0,04180 0.04266 0,04331 0.01386 0,04414

0,3 0.00652 0.02602 0.05839 0,05972 0,06112 0.06247 0,06374 0.06476 0.06553 0,(16596

0,4 0.00501 0,01997 0.04179 0.07930 0.08112 0.08290 0,08454 0,08590 0.08689 0.08748

0.5 0,00410 0,01636 0.03667 0,06490 0.10082 0.10300 0.10500 0.10666 0.10790 0,10865

0,6 0,00349 0.01393 0.03124 0,05527 0,08583 0.12269 0,12501 0,12698 0,12847 0,12940

0.7 0,00305 0,01219 0,02731 0.04831 0,07500 0,10715 0.14154 0.14577 0,14819 0,14962

0,8 0,00272 0,01083 0,02428 0.04295 0,06666 0.09524 0,12842 0.16600 0,16798 0,16931

0.9 0,00245 0,00975 0,02184 0,03862 0.05994 0,08564 0,11549 0.14932 0.18684 0,18811

1.0 О.ОО222 (1.00883 0.01979 0,03499 0,05432 0,07764 0,10473 0.13545 0,16957 (1,20693

Кручение полусферы
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Таким образом, целесообразно для /։ <С Л, некоторое боль­
шое число, при котором С, (/,) и С. (/,) все еще меньше единицыI
свести задачу к решению интегрального уравнения (12). В случае 

/0, г. е. когда С’։ (/,) и Сс(/։) больше единицы, задачу можйЬ
свести к другому интегральному уравнению, которое дает хорошие 
результаты при больших ф Для получения такого интегрального 
уравнения систему парных интегральных уравнения (8) приведем к виду

1 с/- при к—0

3 о / 1 \֊ <Ц-) при < •

Если искать решение парных интегральных уравнений (18) в виде
I- У _1

֊ Л։(;)= 4г 1 /> (ч/) ~ ~<1и \уЛ (^) £’(«/) <1у,
| //֊ — и- Л1' 0 Г1

то для определения С (у) получим интегральное уравнение Фредголь­
ма 2-гО рода

л
б’(л-) ( К} (х, у) С(у)<1у Р։ (л) (/։<л-< ), (19)

» 
л 

где

(*. .У) = У 1 '• Мл) / (' (20)
II 

/։
^։(л-) 1 у)<!у У (г

Л(|/)= т- [ “/(н) е՜’՜"

с.’ Г<7= и-

К, (г) — функция Макдональда.
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Аналогичным образом можно показать, что интегральное уравне­
ние. (19) при больших значениях /։ можно решать методом последона- 
телышх приближений.

При 0 интегральное уравнение 11°) неразрешимо. Но зато 
тгд (12) получаем замкнутое решение задачи. При /, , наоборот,
неразрешимо интегральное уравнение (12). по зато из (19) получается 
замкнутое решение задачи.

Итак, при малых значениях /, удобно пользоваться интегральным 
■урппнснисм (12), а при больших значениях /։ интегральным уравне­
нием (19).

Ииетгут мпт|'млп<гл| к мсхапмаи
ЛН АрияиеииЛ ССР Поступила 15 III 1966

II. Հ. РШЧПаШ.. Ն И. Դ111Վ1'11Նձ1Ա.

•il'll ԱԼԴՆԴէ» П1.ПР11МГС

II. մ փ Ո փ Ո I մ

Հորված ո։ «/ ՛/իտարկվո։ մ է կիսարնրի ոչորման իէնր/իրր . &րր կիււէսրնգի 
Հֆերիկ մակեըեուլիքր ամրաըված Լ անշարժ. խ։կ կիսադունրյր դեֆո րմ աւյիսւ լի 
Լ ենիէաըկվում նրա հարթ մակև րև ո ւլթ ի կենտրոն"/ մ ամ րաէյւիոծ կոշտ կլոր 
շտամպի պատման հետևանքով։ Խնդրի լուծս» մը ներկա լարվում է 'եուրլեի 
ինանդրտլի և Լեժանգրի րադմանր ամնևրով շարքի դում արի տեսքով։ ‘>արրի 
դործ ակիէլներր որոշվում են վերջավոր ւոեսքով. իսկ անհւսլսէ ֆունկէյիալի 
որոշումը բերվում Լ դո/ լդ ինտեգրալ հավասարումների լուծմանը: '1,եըշինը 
բերված !; մէրեդհոլմի երկրոր՚լ սեոի ինտեգրալ -.ավասարմանր և. րուլր է 
արված, որ ալրլ հավասարումը հսւ ջոդու իժ (ամբ կարելի Լ լուծեք հաջորդական 
մ ոասւվորուքյ լան երան ակով:

A. A BABLOYAN. N O. GULKANIAX

TORSION OF SEMISPHERE

Summary

In this article the problem of torsion of a semisphere is consi- 
ilered, which revolts by means of a turning rigid stamp, when on the 
j»phvrin.։l part of the surface displacements are given.

The problem is reduced to the solution of dual integral equations, 
which are reduced in their turn to determining some function from Ilie 
Fredholm's equation of the second type.
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Н М. БОРОДАЧЕВ, Ф. Н БОРОДАЧЕВА

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА О КРУЧЕНИИ ПОЛ У БЕСКОНЕЧНОГО 
УПРУГОГО ЦИЛИНДРА. БОКОВАЯ ПОВЕРХНОСТЬ

КОТОРОГО СВОБОДНА ОТ НАПРЯЖЕНИЙ

Рассматривается контактная задача теории упру։ости о кручении 
упругого полубесконечного цилиндра, вызнанного поворотом штампа, 
сцепленного с этим цилиндром. Штамп имеет плоское круговое осно­
вание и расположен на торце цилиндр;։. Данная задача сведена снача­
ла к парным рядовым уравнениям. Затем эти уравнения сведены к ин­
тегральному уравнению Фредгольма второго рода, решение которого 
найдено итерационным методом. Получена формула для определения 
касательных напряжений на площад­
ку контакта и соотношение, уста- 
наиливающее связь между прило­
женным крутящим моментом и уг­
лом поворота штампа.

Решение более простой задачи 
о кручении упругого полупростран­
ства, вызванного поворотом штам­
па, было получено в [9, 10]. Воп­
рос о применении парных рядовых 
уравнении к решению контактных
задач теории упругости рассмат­
ривался в [4 8] и некоторых дру­
гих работах.

1. Воспользуемся цилиндри­
ческой системой координат г, ■>, г, 
.ось ? которой совпадает с продоль­
ной осью полубесконечного изо­
тропного упругого цилиндра радиу­
са А. ’ 1а торце цилиндра располо­
жен штамп с плоским круговым ос­
нованием, сцепленный с цилиндром 
(фиг. 1). Штамп под действием кру­
тящего момента М повернут на 
угол Ф । »круг оси г. Предполага­
ется, что торец цилиндра вне площадки контакта и боковая поверх 
ность цилиндра свободны от напряжений.
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В данном случае отлична от нуля только тангенциальная компо­
нента V вектора перемещений. Функция ;»(г, удовлетворяет диф­
ференциальному уравнению [1, 3]

*2. 1* о. (1.1)
дг? г дг г՝ дг?

Что касается гензора напряжении, то отличными от нуля будут 
лишь дне компоненты касательного напряжения

Граничные условия для данной контактной задачи имеют вид

Фг при 0 2 - 0,
*** т = 0 при а г R, - о, (1.3)

Т? - (1 при Г - Я, г > 0.

Далее предполагаем, что перемещение г՛ и касательные напряже­
ния 'г. и т,- остаются Ограниченными при г •

Применяя для решения уравнения (1.1) метод разделения пере­
менных и учитывая условия при г — , находим

у(г, г)֊ А.-.г У Ап.к('^г)е ՝՜'՜, 
«-1

(1.41

где /։(х) бесселева функция первого рода.
Используя (1.4) и вторую формулу (1.2), находим

"гДг, г) —֊ Длрлг/։’(?яг) —/։(;йг)]е ’л‘ .
Г Г։

(1.5)

Удовлетворяя третьему граничному условию (1.3), приходим к 
уравнению

/?/■(;„/?)֊/! (;„/?)-<). (1.6)

Таким образом, С(п 1,2, ՛՛) положительные корни уравнения 
(1.6), расположенные в порядке возрастания величины.

Слагаемое А„г в формуле (1.4) выражает только жесткое смеще­
ние тела и никакого влияния на деформации и напряжения не имеет. 
Поэтому этот член следует опустить. В результате формула (1.4) 
примет вид

&{г, ж) у ;я 1 Вп],(1г.г) е '«* , 
«-1

где

(1.7)

В.- -г. Аг.. (1.8)
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На основании (1.2) и (1.7) имеем

■-.-Аг, г) ֊-И V ""= . (1.9)
I л-1

Удовлетворяя первым двум граничным условиям (1.3) и используя 
(I '1.9), приходим к парным рядовым уравнениям

V 57՛ В,-/։ (;,ч г) Фг при 0 г< а, 
п—։

(1Л0)
V 7) ('«г) = *■* при « г <С /?. 
л 6=1

Из этих уравнений необходимо найти коэффициенты В».
Если положить

К=4 3= ֊ (1-11)
К К

то ураанснкя (1.10) можно представить в такой форме:

2^ *7* В«/, (><я?) Ф> при 0 5,
Л=1

(1.12)

2^ Вл^ (>•«(*) ~ 0 при Е< р < 1. 
вн-

На основании (1.6) и (1.11) имеем трансцендентное уравнение

Это уравнение эквивалентно уравнению

Л(М = о- (1ЛЗ)

Следовательно, >Л(п 1, 2,---) положительные корни уравне­
ния (1.13), расположенные в порядке возрастания величины.

2. Для решения парных уравнений (1.12) применим метод, пред­
ложенный в работе [12].

Положим

X В„7։(>„?) Д-֊֊-Г при 0 (2.1)
</? I I- г

К"
Применяя затем формулу для определения коэффициентов раз­

ложения Диип [2], получаем
I

Вс. — ֊--- - ----- | £ (/) БШ (лЛ /) (В (п = 1, 2,- • • )• (2.'^)
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Нри этом второе уравнение (1.12) будет удовлетворено. Для то 
го, чтобы удовлетворялось и первое уравнение (1.12), необходимо, что 
бы функция g(0 являлась решением интегрального уравнения Фред 
гольма второго рода 

t
4 С

•g(0 _ Ф/ g(n)K(l, и)(1ц (2.3
и 

с ядром

А (/. и) /и ֊’ I у [8iuL,(if) sh (fy) sh (2.4
' J 40/) 

о

Здесь / (у/). A. (//) модифицированные бесселевы функции соответ 
ственно первого и второго рода.

Таким образом, рассматриваемая контактная задача сведена к ре՛ 
шению интегрального уравнения Фредгольма второго рода (2.3) с яд­
ром (2.4).

Введем новые переменные

I $?, и=5в, (2.5)

тогда интегральное уравнение (2.3) примет вид
1

/(?)- «)«/»=?. (2.6)

о 
где

= (2-7)

X* (?, «) = 16 з-?։ 1՜ / [8 ֊?> /.. (у) sh (з\у) sh ^уМц.
- z- J Л (у)

о
(2.8)

Ядро К'՜' (/, :<) можно представить в таком виде

«*(?, «)₽“ *.,„(,)з;’, (2.9)

л=(»
где

(2.10)

,•••), (2.П)

(2.12)1-| v-------- ,
2-' ls!(s 2)?



Контактная задача кручении полубёсконечного цилиндра 17

М. = ֊гт=-.. (2-13)

2_21 Г^уку^у. (2Л4)
~ л! „I /„(у) 

и

Численные значения коэффициентов 'п приведены в работе |11].
Знай :л> по -формуле (2.13) можно подсчитать коэффициенты Мп.
В табл. I приведены численные значения нескольких коэффициентов .47,

Таблица 1

п ' 4 6 8 (0 12

2,4033 5,8428 54,313 975, Ы 27936

Для решения интегрального уравнения (2.6) применим итерацион­
ной способ, предложенный в работе [13]. Полагая

/(?)-£/.(?), (2.15)
п-О

получаем
|Г *

ЛпО) |/„(«ИМ?. «)</« (л о, 1, 2, ..), (2.16)

где
Л(?)=?'. (2.17)

Из формул (2.9), (2.16) следует, что функции Д (/) могут быть 
представлены в таком виде:

/„(?) ֊? 1 «Г (2-18)

Используя (2.16) и (2.18), находим

<2& 0= V ^Сд. 2 2И։ (2.19)

где

Г?- -Ч1 | («)</5 (к, т 0,1. 2, ••■). (2.20)

О

Подставляя выражения для и Ь:Г! (п=1, ?,- • ) из (2.10) и 
(2.11) в формулу (2.20) и выполняя интегрирование, получаем 

2 Известия АН Арм. ССР, Механика, X'՛ 5
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(-2. (I ֊
ЛГ

2 Л 3
У М>> -2 г"1
-(2$ 1)1(2$ 2* 3)

С2» | 2п» ~
16 _
Т ['2т 1)! — (2-"֊ 1 2* 1)

(к -О, 1, 2.-•)

(2.21)

(* 0,1,2,.), 

(/и 1,2,.* •).

На основании (2.15) и (2.18) имеем

где

/(?) <лмГ, (2.22

(2.23

Таким образом, решение интегрального уравнения (2.6) опрсд։ 
ляется формулой (2.22). Коэффициенты могут быть найдены из 
(2.23). Для нахождения достаточного количества коэффициентов 
необходимо использовать рекуррентную формулу (2.19).

3. Рассмотрим вопрос об определении касательных напряжений 
на площадке контакта штампа и упругого тела. На основании (1.9] 

и (1.11) имеем

0) -(IV Вяу։(/.чр). 

п-1

Учитывая далее (2.1), (2.5) и (2.7), находим

•гДЬ 0) =
4 :Ф р (I [ /(?)</?

при

Возвращаясь к переменной г К’՛՝ получаем

0) Г при О <; г < а. (3.1)

Крутящий момент, приложенный к штампу

Л/= 2- (\,(г, о)г’</г. (3.2:

о

Подставляя в (3.2) выражение для (г, 0) из (3.1) и выполни: 
интегрирование по г, находим

. З.И
Ф ; ----------- ,

16а’р
(3.3)
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где
1

Т-1 3 ('.V(»</?. (3.4)

Формула (3.3) устанавливает связь между углом поворота штам­
па Ф и приложенным крутящим моментом М.

Используя выражения (3.3) и (3.1), получаем следующую форму­
лу для определения касательных напряжений на площадке контакта:

■ -.-.(г, 0) т зл/А Г_/^А_ |>рк о г<а (35) 
4’ а՜ (1г ,) /-՛

К 'Ч
Если подставить выражение для /(3) из (2.22) в Формулы (3.4), 

(3.5) и выполнить интегрирование, то получим

биномиальные коэффициенты.где

По формуле (3.7) можно определить касательные напряжения
ял площадке контакта штамп?, и полубесконечного упругого цилиндра. 
Коэффициен <■ пходящий в формулу (3.7), может быть найден из со­
отношения (3.6). Угол поворота штампа Ф определяется форму­
лой (3.3).

4. В полученные выше формулы (3.6) и (3.7) входят коэффици­
енты Они выражаются через коэффициенты (/,՞;' с помощью фор­
мулы (2.23). На основании (2.17) и (2.18) имеем

Отсюда

Л(?)=? V <Э£2Г'- 
т— О

<й»=1, О (/и 1, 2,—). (4.1)

Остальные коэффициенты (п 1, 2, ••՛) находим, используя 
(4.1) и рекуррентную формулу (2.19). При этом необходимо знать 
коэффициенты с,;. .. ,т , которые можно определить по формулам (2.21). 
Если производить вычисления с точностью до членов порядка 4-, то 
необходимо вычислить 20 коэффициентов с2к .. т 0, 1, 2, ••).
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Из-за недостатка места значения коэффициентов с... . не выпи­
сываем.

11осле определения коэффициенте!՛. можно определить коэф­
фициенты р,г.,, используя формулу (2.23}. В результате находим

('Л 14- 2,0684г* 0,4080;՜’ 4,2782:" 0,0354? 2,5317

8,8428=.' 0.0604 ?° - 9,5742 ?’ • • ,

(?. - -0,6800;֊՝ 0,1653? 1,4065 г» — 0,05490,2129?"-

2,9274х|։ ф •••, (4.2)

<?։ 0,0827г՜ 0,0768? -0,1710?° 0,04932й--------- ,

(1= 0,0183? 0,0329?’ ---,

(?$ = -0,0046?’--------

Подставляя выражения для (Л „ из (4.2.1 в формулу (3.6), получас: 

7֊’ 1 2,0684 ? 0,8160 ? 4,2782? 0,1701 ?֊ 3,3756 ?
֊8,7709? 0,6059?° 4֊ 7,7845;” (4'3

В данном случае формула (3.71 принимает такой вид:

- (г՛ 0)= -■։ Т^,МГ- & <?=(’ 244՜4 к а | а- — г՜ \ а՜ /

По формуле (4.4) можно определить касательные напряжения ~г„, 
возникающие на площадке контакта штампа и упругого полубесконсч- 
кого цилиндра (боковая поверхность которого свободна от напряж« 
ний), скручиваемого посредством поворота сцепленного с ним штампа. 
Угол поворота штампа определяется формулой (3.3).

Саратонгкий политехничссхий
институт 2 I! 1966՜
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N. M. BORODACHEV. F N. BORODACHEVA

CONTACT PROBLEM ON THE TORSION OF SEMI-INFINITE 
ELASTIC CYLINDER, THE LATERAL SURFACE OF WHICH

IS FREE OF STRESSES

Sum m a ry

The contact problem of the theory of elasticity on the torsion of 
semi-infinite elastic cylinder is considered. The torsion is caused by the 
turn of the circular punch. The punch is situated al the end cross 
section of elastic cylinder and is clamped with the cylinder. The end cross 
section outside the surface of contact and the lateral surface of the 
cylinder are free of stresses. This problem at first is reduced to dual 
relations involving Dini series. Then these series of relations are reduced 
to a Fredholm integral equation of the second kind. The solution of the 
Fredholm integral equation is obtained by the iterative method.
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М. А. ЗАДОЯН

ПЛОСКОЕ И ОСЕСИММЕТРИЧНОЕ ТЕЧЕНИЕ 
ПЛАСТИЧЕСКОЙ МАССЫ МЕЖДУ ШЕРОХОВАТЫМИ 

ПОДВИЖНЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ

Задача о плоском равновесна идеально-пластической массы, сжа­
той между двумя наклонными шероховатыми плитами, впервые решен? 
А. Надаи Исходя из выражения напряжения, полученного в этой 
работе, Р. Хилл [2] то жестко-пластической схеме определил характер 
течения материала через клинообразный капал. В, В. Соколовским |3| 
исследована осесимметричная задача о равновесии идеально-пластичес­
кого материала внутри шероховатого жесткого конуса. Им же рас­
смотрены вышеуказанные плоские и осесимметричные задачи при на­
личии степенного упрочнения материала. Далее, Р. Т. Шилд [4] ис­
следовал течение обобщенного идеально-пластического материала через 
шероховатый конический канал. Приведены приложения для случаев 
материала Губера-Мизеса я Треска.

Эти Задачи характерны тем, что течение является радиальным. 
Благодаря неподвижности жестких поверхностей поперечные скорости 
не возникают.

В настоящей статье полагаем, что указанные жесткие поверхно­
сти смещаются с определенной угловой скоростью. В таких случаях, 
Кроме радиальных, появляются и поперечные скорости, поэтому кар­
тина деформированного состояния существенно меняется.

§ 1. Плоская задача. Рассмотрим плоское течение идеально-пла­
стического материала между наклонными шероховатыми жесткими пли­
тами, когда последние вращаются с заданной угловой скоростью вок­
руг вершины угла (фиг.

На поверхностях плит касательные напряжения, как в [1 4], 
будем считать известными и ранными ио величине пластической по­
стоянной к. В силу симметрии рассматриваем половину сектора 
О 0 а.

Из физической постановки задачи для касательного напряжения 
имеем граничные условия

\։(г. 0)-0, (г. ?)= Հ-. (1.1)

Уравнения теории идеально-пластического течения для плоской 
задачи имеют вид

1 э<
От г (К

_ = 0,
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Решение поставленной задачи ищем в виде: 
для напряжения

>,-\-2|Р 5»=Д* + 2«*|Пг- 2 1'^.

^• + 21 : 2а* = 0, (1.5)

для скоростей перемещения

и = ггг, гг = Лл4- 2

. ՝" 0-6)

V — !.\г '2 Г \ -Г с/0,

где и зг являются лишь функциями от 0, а .4, А а и [)х про­
извольные постоянные.

Выражения (1.5) (1.6) следуют из [6], если в этой работе в про-
межуточных соотношениях принять равными нулю :г, и некото­
рые произвольные постоянные. Вводя, как в 11 2{, новую функ­
цию Ь(С):

'гь= - *5>п2’Н°)> (1.7)
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•ИО) = о, ?(>■)=֊ 
4

из второго дифференциального уравнения (1.5) получим

d\ a cos 2 7
dfj cos 2 7

Отсюда ______
0 = .? °------ ln(1 a>lg> 1 0 а 1

2| 1 и’ (1 л)1§г7 I 1 d

г‘= - —=?=֊ arctg ( 1 ° 1-
I а 1 \ | u -4- 1 /

(1.8)

(Ц

(1.10)

Из второго условия (1.8) для определения а получим соотношения

Зависимость между а и ։ графически показана на фиг. 2. Как

Фиг. 2.

Компоненты напряжения 
примут вид

= Л -2ulnr 
k

и з,р таким

cos 2 / а In (о

образом, окончательно

cos 27),

J о
— А -г 2 a In г cos 2 7 > о In (о 
А.

cos 2 7)-
(1.12)
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Определим скорости перемещения. Из соотношений (1.4) и (1.6) 
имеем

=,= ПЛ?)
d'i

Тогда

— 2s, tg 26 = 0. (1.14)JO 5

Отсюда будем иметь 
s, В(а reos 2?), (1.15)

где В произвольная постоянная.
Из условий нашей задачи для v имеем

и (г, 0) 0, и (г, ») =— «г. (1.16)

Первое условие (1.16) дает D, - 0 ։i

п= 2 г U,J0. (1.17)
V и

Из второго условии (1.16) находим 
«

В =------ - ------ , /֊ fcos2x/0. (1.18)
2(2û-/) J

а - cos 2 jи —------------------- ՛,
2 за /

Нетрудно проверить,

Таким образом, для скоростей перемещения окончательно получим 
՛)

a-J -г- cos 2 ->J6

V = - «г--------. (1.19)
7« - /

что условие сохранения количества масс

2 urdfi =- «>г՜
о 

удовлетворяется автоматически.
§ 2. Осесимметричная задача. 1 . Рассмотрим теперь течение иде­

ально-пластического материала внутри шероховатого конуса (фиг. 3), 
когда коническая поверхность суживается с заданной угловой ско­
ростью 4J, Воспользуемся сферическими координатами. г, О и у. где 
rJ — угол между радиусами и положительной осью г, у угол между 
радиусами, измеряемый вокруг оси г вправо.

Из характера течения материала полагаем всюду ш 0.



26 Лк А. Задоя«

Величину касательного напряжения на поверхности конуса полагаем 
равной пластической постоянной к.

Таким образом, для касательного напряжения имеем граничные 
условия

>Ь(Г, 0) 0. -„Дг, а) к. (2.1)

Уравнения равновесия и условия пластичности Губера-Мизеса для 
нашей задачи будут

֊(2='^։‘ - Л«с1гг» = о,Ог г (Л г (2.2)

1^. _2_[(5։ =;)с(го з^] = 0,
Ог г О-) г

(=, -г.)2-1-(^ =Д8 + Ь -5,)Чбй«6Е (2.3)

Имеем также соотношения между компонентами скоростей дефор­
мации, скоростей перемещений и напряжений

^=4^֊' (2=' «=). (И
дг

г. -!Е + Л.с120 г.(2։?- =г - (2.6)
Г г

о дг V 1 ди .
Ъ (2.7)

Ог г г д*
Задачи такого рода, имеющие так называемый „гипотетический“ 

характер, впервые исследованы Р. Хиллом [2], затем Д. Д. Ивле­
вым [5]. _

Скорости перемещения из (2.5) и (2.7) представим R виде
՛> ь

«(г, 0) «„(г) [(»'у- 2г (՛ (2.8)

II о
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п и
v(r, б) t»c(r) tufi г | 0л4֊5»,)А

И 6
где и, ։: г՛,, произвольные функции от г.

Полагая, что тензор скоростей деформации зависит лини, от Ь, 
получил;

о
г^-1 2И„(0)Л. (2.9)

Or Or' J
IU. л
Тогда

2^ а,. г^-֊ Л„ (2.10)
дг дг*

где А и А] произвольные постоянные.
Из последних соотношений будем иметь

ип = А(>г Со, г։) = Л։ (г /• 1п г) Е}г + £<„

здесь ( Е. я ЕС)- также произвольные постоянные.
Поскольку

г — ֊ V = г—’ - - («л г [
дг дг

6 <
то

I, ь 
I՜*

и * а!> .4цг-4-С., (/!)/• Ко) -
о о 

Г> V П
г \<1’> (՛ в,л-т-2г [ 7,,,л,

I </ г/н и и
или

~ ֊> г-.г |-2/-;;п(0>
г/1)-

и (г. 0) 0. ( /1,г £; 2г;..,.(0).

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Решение дифференциального уравнения (2.14) при услонии (2.15) 
■будет

а = C0cos(i Д’, sin 0-i rsf (6). (2.16)

Подставляя выражения и и т0 во второе соотношение (2.8), на­
ходим л

г> (Л. Е{) г .4,r In г C’)SinO K>cosO г (2=r ^.)c/0. (2.17)

■•Ул>г՜՛ о
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Из зависимостей (2.6), (2.16) и (2.17) следует .4, С„ £„ О, 
*/

(г. |’(2г, г.) </6 (2.18

6

Тогда скорости перемещения примут вид 

и — Г$,, =■ О,
(2.19)

и ЕуГ г | (2 гг '-■ )с/о.

Компоненты напряжений и соотношение (2.9) можно представить 
в виде

- I 2 ? Г 4- |а . 7 ------—

(2.20

(2.21)

Определив из второго уравнения (2.2)

Н(г) [[(=,, =.)с1К0 3-„] </■-> (2.22)

и подставив в первое уравнение, находим

3 ֊ » А
о. (2,23)

Отсюда

֊/֊ мс։?°- 3Т-՜,« 
«У •

1 ЗА-М 0, (2.24)

Н | 3 /<М1п г 1 з/гл; (2.25)

где М и Лг постоянные интегрирования.
Дифференцируя уравнения (2.9), (2.18) и исключая получим 

систему из грех обыкновенных нелинейных дифференциальных урав­
нений

(к. Зг, _______ _
֊ +- = । <Л' м । 3 кМ 0, (2.26)

№ - I г*

с!?г 1 — 2 со.$'՜ О <Н 1 !- со.ч՜’ 0 _ |997)
<1Г> 51п 6 СО5 о (к 51П г> СОЗ 7
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— -------—I (2.28)
JO |/ Д.е -

Для рассматриваемой задачи (фиг. 3) имеем 
!•(/•, 0) 0, г» (г, а) -=—«’»г. (2.29)

Тогда, принимая в (2.19) Е{ 0. получим 
I»

V -г \ (2«,(2.30)

Из уравнения (2.26) можем написать

֊Л \3kM 1g у vm, (2.31)

где

/(б) _Д_ 1 (2.32)
sin б J F (б) > /<՛■

о

F 1 1+ — ֊: 4-. (2.33)
’ сг 3,

Из второго условия (2.1) находим

М ------ ֊------- [1 /(։)]. (2.34)
I 3tg — * 2

Тогда

м -Я1֊Ж]------ — kJ®. (2-35)
1g 2֊

Оценим значение ~л. Обозначим черточкой сверху его значения 
с избытком, а значения с недостатком волнистой линией. Легко за- 

,. I 3метить, что функция г принимает минимальное значение - при

< -г 1 ... Тогда

/(<։) ֊ о, 70) ֊21'3՜!.?—• (2-3б)
Для будем иметь

(2.37)
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причем

Л/

2|3

1_____
1 3 tg 7

& 2

65 . Кроме этого, имеем также

2, л/ ------ ?--------

I 3 tg — ь 2

(2.38)

пишутся
При малых значениях формулы (2.37) (2.38) приближенно за­

-к~, 
а.

м —X-
I 3»

(2.39)

Уравнения (2.27) можно преобразовать к виду
sin՜ В J /cos О d-r 1 — 2 cos"-------------( ------— £• |------- J----------------- ---  Zr.
cos 0 drJ \sin :9 / d’J sin 0 cos 9

Интегрированием и преобразованием получим

(2.40:

3££lLi’s1n(J։,A
5։п՛

(2.41)

Подставляя (2.41) в (2.30) и применяя формулу Дирихле о преоб­
разования двойного интеграла, находим

4
v ~~Гf i sin 9s,<Z6. 

sin 9 J
(2.42)

С другой стороны, из уравнения (2.28) можем получить

Ь -М0)е”
(2.43)

11одставляя сюда значения ",6 из (2.29) и применяя теорему о 
среднем, получим

40) е (2.44)

где /\>—некоторое неизвестное значение функции /г в промежутке от 
нуля до 9.

Второе условие (2.29) запишется в виде

| sin О z,drJ
v>
— sin i..

3
(2.45)

II
Определяя из (2.44) и (2.45) значение -г (0), для гг( Ь) будем иметь

FeB ’’֊֊*' wsinae
(2.46)

3 sin rJe 1 d’J

—-■

I <-a -*r/ » *■ yh
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Скорости перемещения будут
А . -
\ sin 0 е ’ e՜՜4 f/0

■ и = гз,(б), У = v>r֊ 4------------------------. (2.47)
sin У *» ___

| sin 0 е1 1 J0 
VО

При 0 — 0 из (2.41) следует < (0) ~ -: . sr(0). Поскольку *ч<0, 
ТО^,-•-< >0. Поскольку -г 0 (2-46), то из (2.41) следует -. < 
Соотношения (2.41) и (2.45) дают

г. (я) = гДа) wetga. (2.48)

Так как МО) s-(*), то из (2.45) и (2.48) следует

Зг(«)< ~Cig — etg — o.ctgr;^. —. (£49)
О £. Д 7. S г. О

Отсюда заключаем, что для рассматриваемой задачи

— 1 . (2.50)
-2

Это значит, что функция /՛' имеет следующие возможные крайние 
значения

Исходя из этих значений Г, можно получить нижние и верхние 
зил՛֊•. ляя искомых величин для малых ՛■՛. Однако, для весьма малых

полагая ь։п0^:0 и е -^1, из (2.41), (2.46), (2.47) получим
2 ш 1м»
За' 3 т.

2 <» О
и —--------г, V -юг—.

3 ։ л

Нормальные компоненты напряжений будут
zr 2 । з О2 1 ______

---- =— = /V - — In г | —------4֊ — I .
I ЗА- 2

X. 2
֊^֊ = /V u — In Г 4-
I 3 А

(2.52)

(2.53)

(2.54)
I 3 *8
2 X ’

2 . Рассмотрим второй пример, когда система уравнений (2.26) 
(2.28)также допускает приближенное интегрирование. Пусть между 
идеально гладким жестким полупространством и тупой конической ше­
роховатой поверхностью вдавливается идеально-пластический материал 

(фиг. 4). Принимаем, что плоскость полупространства г> — -- непод-
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вижна, а коническая поверхность раскрывается с заданной углов։ 
скоростью. Граничные условия будут

Фиг. 4.

Из уравнения (2.26), аналогично первому примеру, будем иметь

“л6 = | 1 /(0), (2.56)
где 

г.

/ (0> 1-2^ А (2.57)

6

Второе условие (2.55) дзет

«֊—Т------- [1 -/(»)]. (2.58)
I 3 с1# у

Подставляя (2.58) в (2.56), получим

/(0). (2.59)
с!» у.

Очевидно,
7(6) -о, 7(0) =2| 3 еь«<;. (2.60)

Тогда из (2.52) легко найти

V <-(1 2 | Зс^А^-. к(\- 2 1 Зс1хЛ—(2.611
\ / с1й֊о

причем з> аге 1^2 I 3 5=74 . Имеем также

М 2, М —□------- .
I з 01^5 | з (2.62;

Для значений близких к —,
2

нетрудно заметить, что вмест<

(2.61) и (2.62) будем иметь
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(2.63)

(2.64)

В этом примере г> г, -у ) 0, поэтому из второго соотношения

(2.19) получим

\ (2<г+^)с/*. , (2-65)

Вместо (2.18) будем иметь
д.

г., -г, е^> (2-66)

'г.
Я'ДЛЯ & -

V г ( (25,-(-з;)Л (2-67)

о

При 0 —из (2.66) следует, что г. ~>гг. С другой стороны, 

пренебрегая cos'*0 по отношению к единице в дифференциальном урав­
нении (2.27), находим

*' ^- = 0. (2.Й8)
d(j sin -J cos 9

3 И.ич-.-.ин АН Арм. ССР, Механика. № 5
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Решение этого уравнения возьмем в виде

^ = *г. (2.69)
Подставляя "Л1 и < из (2.63) и (2.69) в (2.28), получим уравнение

Принимая в (2.67) <■ ;г и применяя последнее условие (2.55), 
определяем

Для скоростей перемещения получим

(2.73)

При весьма малых значениях угла я, полагая е ' »1,.

получим

<•> юг
гг ~ ՝. = —, и =

3 7. 3 х

В силу принятых приближений как и первом, так и во втором 
примере условие сохранения количества масс, как нетрудно убе­
диться, удовлетворяется приближенно.

Институт математики и механики 
/ХИ Армянской ССР Поступила 1 ХП 1965
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ir. it ftiMMiaia

'hlJUISI'iiUJiia JHIA/Pl.U.in* JU'P- b'l. II.IHI.b54.’IH)l‘ll'ljSI,b։i ZfllUHJ ‘’ISS'lJI't.
II.LJl.ri* irU.hbPb’l.llhBP'bhri՛ iri’^lHl.

U. if i|i JI t|i it i if

/'^./»ivyuz/yzzfVz iq / tn it m ft lj qin'lnplin՛} [i ,un[innm pnil/*n m [<! pn'iip nliq1) ifnn) Zizi/y/zr 

iltlrmipP Ipr^m nm/Lpft ll'fi^h (zy<). ?) niunt iHnnn/i p>[ti ( 4 Imt!/n>{i[i | 7 /y/zry
Jbrj> fb. <-bm> |^5 i/n pn iq ( m n m filpiilpn'li n fuI, t! m /ntf npii-^L/ // 5ipit[ilb *tnu_p[t 

n'.upiiih Ipn'ltm(tn if: '/,. //zi/ynyrz^zz/yzzi 18 j /z fl-. A'. A/zyiy/z [-/ j nt until -

'inn i> l>/uf h/ lr 'till m5t b'^'lcb “,H “'‘i* H-P“' "b '։“՝ (‘I'b ^•1" /"L'y/zy»LA pp p'hif

y<n- LL 5tpm5inif, np 5ipii.fJb \nupp Ciinttmqm/'pl m/fi5i I,, in pi/i'hqi'ti p5/q (in ('Umlpn'h 

■ nhr[utlfin/ittii.tf5ib/t mnuiyiii5tm.tl: II Lp \tiqi[iut)inif 5i/ni,fd(t p'hqqplpiq Iptpm 

ii( 111 (till (tn p^ni (nl if mil !,5i tipngiulfb ni'hl/{ni 'ntnffi'b mpmq m fil /milp, npft iqtnin&ui֊ 

niuj nn/ui pn5un if L5i p5i q/m/hin 1/ m5t nqiuiqni [J Itn'li'lth /ti \m ftjd (u^q/’b qh“jP‘"i) 

iqitiiniit(lllnL/d/m5/ mh nni.['l/m5t m ifin n m/tn til'll L/i p m/mi m\m/int[ rn il 1/5/ (7.2) —

quiiqinl/tjin fil/nc.5/5jli jfnf: (sn~mib"q imfitlm'll h (/5/q (tn {'hmlim'li itiliqmiftnfn֊ 

din'll StuJm/t n։5/L5i_fi ( L?) A ( umii) m5/m/!i5i iq m yl m5i5i L yr p: Iju pm till h p[i

lttiiqiiiq(ift>5/lip[i i[i5i ui pif m.tl l>5d (/.-5), //»>// iiiliqmi[in]mii if5tl,pp (/.*>) mh n ̂ ntj: 

՝ I,h p ~'tnn l( m5i Ui iq i> u nuiiuhmil L5i qi /ui pni.ifitlt pb 'imifmp (/,7), (2./I) A (1.12), 

UlLqtniftnJun 1ffl/bpb '."“Ini/i — ^l.l(l) pni5iin&til,pp:

Iknm5lij'ptnnbdlini p[i!( b'^'K'b ninm5nn tl Ihtqi n< qd tn /{151 ttnt^n-

puilpujl 1/ ft il p/.'Lt tf/t nt J ^un^iuumpnLitiilipb "I'nmlnl (2.26՜) — (2.28), npp

ifitui t b5itnhqph 1 tlnuiinilnp '/-ft ,bn4H' ~b՝1' A J>L/ry»/r Smifmp:

M. A. ZADOYAN

PLANE. AND AXIAL-SYMETRICAL FLOW OF PLASTIC MASS 
BETWEEN RIGID MOBILE SURFACES

S u m m ary

By sen։i-reversal means the solution of the problems on plane and 
axi.։l-symei։ical flow of ideal plastic material between rigid mobile sur­
faces are given.

In these problems besides radial displacements we also have cross 
displacements. In case of plane problems the solution is obtained in a 
dosed form, in axial-symetrical case the problem is brought to a sys­
tem of three non-iincar ordinary equations, the solution of which is ob­
tained in special cases.
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К. (’ КАРАПЕТЯН. Р А. КОТИКЯН

ВЛИЯНИЕ ВОЗРАСТА БЕТОНА НА ПРОЧНОСТЬ И 
ДЕФОРМАТИВНОСТЬ ПРИ СЛОЖНО-НАПРЯЖЕННОМ 

СОСТОЯНИИ

В работе |2] были приведены результаты исследования прочности 
орматинности бетона при двух видах сложно-напряженных состо­

яний. При этом была установлена возможность перехода от простого 
напряженного состояния к сложно-напряженному состоянию.

Настоящая работа посвящена исследованию прочности и дефор- 
мдтивно.сти бетона при сложно-напряженном состоянии сжатии с по- 
л'лгдуюйим кручением г. зависимости от одного важного фактора 
возраста бетона к моменту испытания.

Испытывались полые цилиндрические образцы с наружным диа­
метром 20.4 см, толщиной стенок 2 с.н, длиной 80 ель Образцы были 
наготовлены из мелкозернистого бетона на кварцевом песке и пуццо- 
мшоабм портландцементе Араратского завода (г. Ереван) марки 400.

Всего было приготовлено пять замесов бетона и из каждого за­
меса 18 цилиндрических образцов, а также соответствующее количест- 

1 ։»о кубиков размерами 10 ХЮ Ю см. Приготовление бетона произ­
водилось вручную, а уплотнение на виброплощадке при продолжи­
тельности вибрации 60 секунд. Образцы бетонировались в металли­
ческих разборных формах и освобождались от них через 48 часов.

Тчилпич !

Номер
»дмгеа

Состав бе­
тона по весу

Расход матсpHплои но 1 -мл бетона
•Л 

п m л։а
*4

в кг см-цемент песок води

1 1«2,24 593 1328 330 2.25 128
2 1:2,24 593 1328 330 2.25 104
3 1:2.24 606 1357 337 2,30 201
4 1 :2.24 606 1357 337 2.30 238
5 1:2.24 606 1357 337 2.30 238

Составы замесов бетона приведены в табл.
Образцы, изготовленные из замесов 1, 2, 3 

испытаны соответственно в возрастах 7. 14 и 28 
остальных двух замесов — п возрасте 88 дней.

1.
(см. табл. 1), были 
дней, а образцы из
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Все образцы хранились в помещении, где температура 7’ 21 5 С, 
а относительная влажность Р = 70 15“,,.

11ри испытании на сложно-напряженное состояние сначала каж­
дый образен загружался определенной по»тоянпой сжимающей нагруз­
кой, а затем доводился до разрушения кручением. Сжимающая нагруз­
ка и крутящий момент повышались ступенями и после каждой ступени 
измерялись деформации сжатия и кручения.

Помимо этих испытаний, для определения прочности бетона на 
сжатие (А. ) и на кручение (А.1г), а также деформаций испытывались 
образны как на чистое сжатие, так и на чистое кручение.

Более детально методика исследования приведена в работе [2].
В табл. 2 приведены прочностные показатели опытных образцов 

на чистое сжатие и на чистое кручение в зависимости от возраста 
бетона.

Таблица 2

Прочность 
и кг г.и-

Возраст бетиип >• днях

7 Н 28 88

Лдл 108 120 133 125
6.15 12.25 12.25 11.90

Испытания кубиков, приготовленных из всех пяти замесов в 28- 
дпевном возрасте, показали, что их прочности практически равны. 
Это обстоятельство весьма важно для правильного обобщения резуль­
татов опытов.

11ри испытаниях на сложно-напряженное состояние сжатие с 
последующим кручением величины начальных сжимающих нагрузок 
составляли. 2 .'!)0 кт, 4030 кг, 6000 лт, 8090 кт и 8500 л*г. Величины от­
носительных напряжений от данных нагрузок при различных возрас­
тах бетона приведены в табл. 3.

Таблица 5

Возраст бе­
тона и днях

Величины опшеигглыи h..,i|hi:‘: пин от начальных 
(жихт.-ношнх нагрузок

2006 лт 4000 ter 6000 ter 8000 хг 8500 лт

0.16 0.32 0.48 0.68

14 0.144 0.288 0.433 0,577

28 0.130 0,260 0,390 0,52 —

88 0.138 0,277 0.415 0.554 —

Интенсивности папря 
ном состоянии (осевое еж 
лись по формулам |1. стр

жений и z 
атие с noi 

295]:

еформаци?
՝ ле дующим

при сложно-напряжеп- 
кручением) определи-
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где

Здесь й и с! наружный и внутренний диаметры образца, а [< 
средний радиус. Касательное напряжение “л.- определялось на наруж­
но!։ поверхности образца.

На фиг. 1, 2, 3 и 4 приведены экспериментальные кривые интен- 
си.иностёй напряжений и деформаций чистого кручения и сжатия с кру­
чением, соответствующих второму этапу загружения, для различных 
возрастов бетона.

Для описания кривых интенсивность 
деформаций чистого кручения принята 
вида [1]

= а г,

напряжений и нтенсивность
за 8 ис и м о ст ь с л ед у ю ще го

(3)

где А, В и п параметры, определяемые из опыта.
В результате описания кривой интенсивностей деформаций чисто­

го кручения была получена зависимость

104 0,55 =/ 4֊ 20 X Ю (4)

Однако, как показали исследования, формула (4,1 и таком виде, 
в кзчом она есть, не может удовлетворительно описать зависимость 
„интенсивность напряжений интенсивность деформаций“ сложно-напря­
женного состояния бетона сжатие с последующим кручением, так 
как его характер в большой мере зависит от величины начальной ежи- 
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мающей нагрузки. С увеличением сжимающей нагрузки кривизна кри­
вой интенсивностей деформаций увеличивается.

Учитывая это обстоятельств^ пришлось в зависимости (3) коэф­
фициент />’ принять переменным, зависящим от величины сжимающей

нагрузки. При этом было установлено, что связь между коэффициен­
том В и сжимающей нагрузкой имеет линейны։։ характер (фиг. 5) и 
может быть представлена в следующем виде:

В (20 4,43 з„ач) 10 ։. (5)

Тогда, для описания кривых „интенсивность напряжений интен­
сивность деформаций“ при сложно-напряженном состоянии получается 
следующая зависимость:

1Д 0,55=, (20-4,43 ДО՜'. (6)

В частном случае, когда 2u.pi.~0, получается формула (4), которая 
соответствует случаю чистого кручения.
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На фиг. 1, 2, 3 и 4 пунктиром показаны экспериментальные кри­
вые деформаций, которые соответствуют средним значениям дефор­
маций трех (иногда двух) образцов для каждого вида испытания. На 
?тях же графиках сплошными линиями нанесены кривые, построенные 
по формуле (6), которая дает хорошее совпадение с опытными дан­
ными.

В табл. 4 приведены прочностные показатели бетонных образцов 
при сложно-напряженном состоянии на кручение в зависимости от ве­
личины начального сжимающего напряжения =л-л при разных возрастах 
бетона.

Как видно из табл. 4, при сложно-напряженном состоянии увели­
чение начального сжимающего напряжения до определенного предела 
приводит к увеличению прочности бетона на кручение. Однако, при 
дальнейшем увеличении сжимающей нагрузки наблюдается обратное 
йпление.

Указанное явление весьма закономерно и объясняется тем, что 
до определенного сжимающего напряжения с увеличением последнего 
сопротивляемость бетонного образца кручению увеличивается. Однако,
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Таблица 4

лхх
а к։, см-

Предел прочности бетою» на кручении п кг г.ч՛ 
при позрасто бетона к моменту испытания
7 дней 14 дней 28 дней 88 дном

0 6.15 12.25 12.25 11.90
17,3 9,45 15.85 13,65 14.05
34,6 14.20 17,05 17.25 18.20

51.9 16.55 19.50 21.15 19.30
69.2 20.05 16.70 18.90 17.35
73,6 13,90

как только наступает то предельное напряжение, при котором и бето­
не начинают5 Образовываться и развиваться микротрсщияы, дальней­

шее увеличение сжимающей нагрузки приводит к уменьшению сопро­
тивляемости бетона кручению и, том самым, к падению прочности на 
кручение.
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Фиг. 6.

На фиг. 6 приведены кривые интенсивностей деформаций при 
чистом сжатии для различных возрастов бетона к моменту испытания, 
построенные по формуле
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104 = 0,42:,- (з -^-рЮ1. (7)

Как видно из фиг. 6, зависимость (7) удовлетворительно описы­
вает опытные данные.

Кривая изменения коэффициента /, который учитывает влияние 
возраста бетона, приведена на фиг. 7

■։’(5т1йт)10"- «

Более наглядно влияние возраста бетона на интенсивность дефор­
маций при чистом сжатии видно из фиг. 8.

На фиг. 9 представлены кривые интенсивностей деформаций по­
лых цилиндрических образцов как при чистом кручении, так и при 
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сло.ън<-напряженном состоянии сжатии с последующим кручением 
при различном возрасте бетона к моменту испытания, построенные по 
формуле (6). Как видим, при сложно-напряженном состоянии зависи­

мость (<• з, ) бетонного тонкостенного цилиндрического образца р»десь 

слово „тонкостенного“ должно пониматься и относительном смысле,

Фиг. 9.

так как фактически испытываемые нами образцы не являются тонко­
стенными оболочками, поскольку -/֊- ^0,098 V по данным этих опытов, 

£) /
не Зависит от возраста бетона к моменту испытания, и формула (6) 
достаточно хороню описывает »се опытные данные.
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Выводы

I. При испытании полых цилиндрических бетонных образце» на 
сложно-напряженное состояние осевое сжатие с последу кипим кру­
чением с увеличением сжимающей нагрузки до определенного предела 
прочность бетона на кручение увеличивается, а с дальнейшим увели­
чением сжимающей нагрузки уменьшается. Уменьшение прочности 
бетона на кручение после критической сжимающей нагрузки является 
следствием того, что при этом в бетоне образуются и развиваются 
микротрещины, отрицательное влияние которых возрастает с повыше­
нием сжимающей нагрузки.

2. В случае одинаковой начальной сжимающей нагрузки прочность 
бетона на кручение при сложно-напряженном состоянии сжатии с по­
следующим кручением в большой мере зависит от возраста бетона 
к моменту испытания. Чем больше возраст бетона, тем больше проч­
ность.

3. Возраст бетона к моменту испытания не оказывает влияния на 
интенсивность деформаций бетона при чистом кручении.

•I. Возраст бетона оказывает существенное влияние на зависи­
мость интенсивность напряжений интенсивность деформаций при чи­
стом сжатии. С увеличением возраста интенсивность деформаций 
уменьшается.

5. Интенсивность деформаций бетона при сложно-напряженном 
состоянии сжатии с последующим кручением в большой мере зависит 
от величины начальной сжимающей нагрузки. С увеличением сжима­
ющей нагрузки интенсивность деформаций возрастает.

6. Возраст бетона к моменту испытания, большему 7 дней, не ока­
зывает влияния на интенсивность деформаций бетона при сложно-на­
пряженном состоянии сжатии с последующим кручением.

Институт хатемптнк։։ и механики
АН Армянской ССР Поступила 17 I 1966

h. II. |ւ11.ՐԱԴսՏձԱՆ. 1Ь. Ա. 41Տ1Փ:11Ո,

ՀԱՍԱԿԻ ԱԱԴ1։ՑՈԻԱ5Ո1’Ն1: ՐԻՏՈՆԻ Ա1ր(411-Թ:'.ԱՆ 1յՎ Դ1։!1.111'1րԱ8ԻՈՆ 
մԱՏԿՈԻԻ-ՅՈԻՆՆԿՐԻ ՎՐԱ ՍԱՐԴ 1,Ա|’ՎԱԾԱ:1ԻՆ '|,ԻՃԱԿ01’1ր

Ա մ փ ո փ ո I մ

եե րկա աշխ ա ա in'll յ>ր {"/է րե աոնի >ոմ րու ի)լան և ւլե !ի որւք ա .'/M'
Կաոմլու fj ! m'h h հ ր ft ’>// mu; tj .1 min թ լան ր, րարրլ լարված ալին վիճակում > կախված 
բեռնավորման մ ո մ են tutti մ րեւոոնի հաոակիւլ:

1'1>չպեո լլուլց են ավել '>եաադուոա.թ լւււննհրր ռե 1քմա մ-ոլո րա մ րար/լ 
լա րվ ած ա լի ե վիճակա։! բետոնի ոլորման ամրաթլու.նր կապես կախված /- 
սկզբնական սեղմող ումից։ Մինչև մի որոշակի ռահման. նախնական սեզմամը
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մևծաէքնոէմ / բետոնի ամfini fdրոնր п քորման դեպքում ։ "/'/'.7 հետո ււեդմող 
“1բւ>ան հեաադա մեծացա մբ բացասաբար Լ ազդում բետոնի ոլորման ա մ- 

1<ո<fjր։ւն վրա:
^սւվսւււար նախնական ււեդմոդ քաբու մների դեպքում բետոնի ում բա֊ 

իրւէնր и քորման դեպքտ մ մեծ չափով կախված է բեռնավորման մոմենտում 
րեւոււնի ՛հասակիդ։ 11բքան մեծ Լ բետոնի հասսւկր, աքնքտն մեծ է ամրա֊ 
(ձրսնր:

II ւսքտ ր ոլորման դեպքում, բեռնավորման մոմենտում բետոնի հսուակր 
չի ւււդզոււ! դեւիորմ արիան!, րի ինտենսիվա իք լունների վրա: է' ւոարբերւռ իք քուն 
մ,ււբու.ր ոլորում պարդ քարված ալին վիճակի- աոանէքքա լին սեդմամ պարդ 
լսւրվածւււլի՚հ վի հակի դե պ բա մ դե ՛ի որմ ուզի աների ին տ են ո ի վո t իք լան վրա էա­
պես էսղդրո-մ է բետոնի հտոակրՏ Որքան մեծ է հասակր, ուլն քան փոքր Է 
’քոփորմարիան!։րի ինւոենււիւիււթրո նըէ

II ե ղմ ՈԼ>ք ՝ո քո լւտ մ բարդ, լարվածալին վիճակում դե !իորմտցիտների ին- 
տենւփվաքմլունր կախված է սկզբնական ռեդմոդ էււմիւյ) 11րքւսն մեծ Լ լա֊ 
■ւումր, ալնքւռն մեծ է դեփսրմացիաների ինւոե՚հււիվւււիլունր:

1'եէւնավորմ ան մոմենտում բետոնի .աււուկր չի ազդում ՛քեփ ո fill տ շիա­
ների ինտենււիվտ թ րււննե րի <//<’" ոե զմ ո ւմ֊ո քո բում բարդ քարվածա քին վի­
ճակում է

K.S. KARAPETIAN. R. A. KOTiKlAN

THE INFLUENCE OF AGE ON THE STABILITY AND 
DEFORMATION PROPERTY IN COMPOUND STRESS STATE

S u in in a г у

The Investigations in the present paper show that at compression 
with torsion in compound stress state, the stability of concrete at tor­
sion depends largely on the primary compression stress.

With the increase of compression force to a certain limit the 
stability of concrete at torsion-increases, whereas with further increase 
of compression force the former decreases.

The age of concrete at the moment of the test does not effect 
the dependence of intensivity of stress intensivity of deformation at 
pure torsion and compression with torsion of the stress state, but 
rather the age of concrete effects the above mentioned al pure com­
pression. In the latter case the intensivity of deformation decreases with 
the increase of age.
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С. Р. МЕСЧЯН

ДЛИТЕЛЬНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ ПЕРЕУПЛОТНЕННОЙ 
ГЛИНЫ СДВИГУ

Нами ранее рассмотрены вопросы изменяемости (вследствие 
ползучести) сопротивления глинистых грунтов сдвигу ио сравне­
нию со стандартным г/ , [1 3|, определяемым испытанием образцов по 

методу медленного среза. Исследованы вопросы длительной прочности 
нормально уплотненных и переуплотненных грунтов при длительности 
опыта до 209 дней. Установлено, что стандартное сопротивление сдви­
гу исследованных грунтов примерно равно их длительному сопротив­
лению сдвигу. Вместе с тем было указано на возможность дальнейшего, 
по сравнению с . падения прочности сильно уплотненных грунтов 
на 10 20" и при очень длительных процессах ползучести.

Поскольку в наших сравнительно кратковременных опытах не был 
зафиксирован ни один случай разрушения (среза) образцов при напря­
жениях, не превышающих </ , (у ՝\ с/, ), было решено в приборах кольце­
вого сдвига выполнить серию очень длительных опытов на ползучесть — 
прочность образцов глины (табл. 1) при у ^ 0,5, 0,7, 0,8 и 0,95 от д ,.

Таблица 1

№
грунта

Наимено­
вание

Удельный 
вес. t с.м3

Вла;>.носп> 
насты до 

уплотнения, 
%

Пределы пластичности.

предел 
текучести

предел 
пластичности

число 
пластичности

9-63 глина 2.68 44.S 42,4 24.4 18

Все образцы до йены гания на сдвиг были подвергнуты предвари­
тельному уплотнению при нормальных напряжениях - 5 kj елг в те­
чение 54 дней, а затем разгружены до — 4 кг елг и выдержаны под 
этой нагрузкой еще девять дней. Основные данные о физических 
свойствах испытанных образцов приведены в табл. 2. Размеры образ­
цов прежние (1J с/п.р 100 .н.п, г/₽1( 51 лмь Л = 24 лен.

Стандартное сопротивление сдвигу (</,,), как и ранее [1, 2J. опре­
делялось по методике медленного среза [3| при ступенчато-возраста- 
ющем напряжении с приложением ступеней нагрузок к образцу после 
условной стабилизации деформации сдвига от предыдущих ступеней. 
За условную стабилизацию деформации сдвига принималась скорость 
сдвига 0,005 л/лг мин.

При испытании образцов на ползучесть прочность скорости 
нарастания касательных напряжений до д ä 0,5: 0,7 и 0,95 у, равпя-
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Таблица 2

Режим испытания
Объемным 
все послеСтан-

Ис пнтлннк 
честь

ил ползу- 
прв

Начали и 
конец

Влажное™ 
после опыте.

впито» д«р:пый 
срез 0,5 0.7 <» .в 0.95 испытания % ОН ЫТй.

гр/ГЛ»1
9ci Ver 9с, <Г«т

1031 9 ХИ-1963 29.7 1.89
1039 30,9 1 .89
1041 29,6 1.00

1035 4֊ 11 XII 1963 28.7 1,84
1042 4- ь V 1964 27.4 1.83

1043 13 XII 1963
10 V 1965 30.6 1.81

1033 31.6 1.85
1010 •• 31,6 1.83

1037 И XII 1063 
II 11-1965 30.3 1.88

Лись. скоростям загружения при определении 7 .. Что же касается об­
разцов, испытанных при 7 0,8 q касательное напряжение до задан­
ной величины было доведено в течение трех с половиной месяцев, 
точнее с 13 ХП—1963 г. по 31 III 1964 г.

В отличие от всех проведенных автором ранее [1, 2| исследова­
ний на ползучесть—прочность образец грунта, испытанный при 
7-0,95 7 через 427 дней испытания срезался. Все остальные об­

разцы не срезались. Они были срезаны по стандартной методике для 
определения сопротивления сдвигу образцоп после опыта на ползу­
честь (табл. 3).

Таблица J

Си ai.c.w

Сопротивление сдвигу после испытании <>Gpa щов 
на ползучесть при

9*0.5 9^.7 7П 7^0.95^,

Гр- 9—63. (Структура 1>аруш1'1И1«м) тн։ч 5 к • гм3- :...н 1 *г։ г .и։

1.51 1.44 1.57 1.53 1.47

«>сг

Длительность ih>aj\.

0.96 1,0-1 1.01 0,97е)

чввтм, дней 145 485 485 427

*) Уточнении и величина

I Вместим ЛН Лрм. ССР, Механика. V. 5
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Рассмотрение данных, приведенных в табл. 3, показывает, что, 
несмотря на очень большую продолжительность испытания образцов 
на сдвиг, ползучесть практически не повлияла на сопротивление 
сдвигу переуплотненной глины, структурная прочность которой пре­
имущественно обусловлена прочностью водно-коллоидальных связей. 

11то же касается среза образца, загруженного в течение 427 дней 
напряжением д 0,97 д то вряд ли это можно объяснить пониже­
нием прочности грунта. Ибо разброс опытных данных, по отношению 
к приведенным R табл. 3 средним данным сопротивления образцов 
сдвигу, колеблется в пределах 8(| 0. Если даже предположить, что 
срез образца, загруженного д 0,97 д обусловлен понижением проч­
ности грунта, ввиду малости им можно пренебречь.

Таким образом, можно утверждать, что длительное сопротивление 
сдвигу переуплотненной глины, обладающей преимущественно первич­
ной структурой [4], практически равно стандартному сопротивлению 
сдвигу.

Сопоставление данных, приведенных в табл. 3, с данными (табл. 4) 
испытания [2] того же грунта при других начальных условиях плот­
ности влажности (табл. 5) и продолжительности сдвига показывает, 
что с увеличением плотности грунта изменяемость сопротивления 
сдвигу, по сравнению со стандартным, постепенно уменьшаясь, ис­
чезает.

Таблица 7

</^т> К1 сл։г

Сопротивление сдвигу 
после, опыта на ползу­

честь при
Продолжительность 
предварительного 
уплотнения, дней

Продолжитель­
ность ползу­
чести, днем7 0,7 дС1 <7=0,9 7ег

0,38
'пач.

0,48

2 XI; см'-,

0.55

5ш>|«.= 1 **

87 30

1 ‘Кч 1,26 1.45 —

0.77 0.89

4 к> см՝.

0.98

\.1։1|. = 2 лч ел3

67 72

9 пр 7 СТ 1,15 1,27 —

Таблица 5

■‘«"И ► _ —

Влажность. ' Объемный нес. х!см2

пасты до 
уплотнения

после 
испытания

после стандарт­
ного испытания

после опыта 
на ползучесть

1 42.6 1,80 1.76

2 41,1 33.0 1,81 1.82
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Одновременно с рассмотрением вопроса о длительном сопротив­
лении глины сдвигу мы поставили перед собой задачу проследить за 
н.-.меняемостыо скорости ползучести образцов в зависимости от изме­
нения температуры окружающей среды. С этой целью опыты прово­
дились в помещении, температура которого существенно изменялась 
а летние месяцы. Если осенью, зимой и весною температура поме­
щения держалась на уровне 20 2 , то летом она доходила до 
& £2°.

։ Ь Ааях

Фиг. 1.

Опыты показали, что повышение температуры помещения очень 
сильно сказывается на процессе ползучести. В частности, при увели­
чении температуры на 8—10 (фиг. 1) скорость ползучести увеличи­
вается н два и более раза. Примечательным является то, что после 
спада температуры до прежних величин скорость ползучести падает и 
равняется той, при которой деформировался грунт ранее.

Изложенное говорит о том, что температура является фактором, 
который надо учитывать при исследовании реологических свойств 
обычных (немерзлых) грунтов.

Институт мптемлткхи и механики
АН Армянской ССР Поступила 4 11 1966

II. 1к ՄԱՏՅԱՆ

Դ1.։1։1սՏ1.Ա>Վ11Ծ ԿԱՎԻ ՀԱՐԱՏԵՎ Դհ1րԱԴՐՈ1՚ԹՅՈ1՚Ն0

В. մ փ ո փ ո ւ մ

Հոդվածո։ մ դիաարկվտծ է, խախտված կադմ՛ութքուն սւներոդ էքերխաաէյ֊ 
վա՛՛ր կավի սահքի հարատև գիմ ադրութ լան Հարցր՝ նմուչներր գդակային սահ՝ 
4'1' '1որձիքների վրսւ փորձարկման դեպքում։
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S R. MESCHIAN

PROLONGED SHEARING RESISTANCE OF
OVERCONSOLIDATED CLAY

S u m m a г у

The question of prolonged shearing resistance of overconsolidata 
clay ground with structural damage in the case of tested samples < n 
ring shearing apparatus has been observed in the paper.

It has been shown that at relative shearing stress </</.t^0,5; 0,7 

and 0,97 and their long duration action (427 days) the standard shearin; 
(</..) resistance determined by the method of slow shearing, does no 
change.

It has been established that at the change, of room temperak 
from 20 to 30 the velocity of steady state creep increases about twii
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Г 3. МИКАЕЛЯН

УСТОЙЧИВОСТЬ МНОГОСЛОЙНОЙ ОРТОТРОПНОЙ 
КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

Как изпести», при рассмотрении устойчивости цилиндрических 
оболочек под действием осевой сжимающей нагрузки, начальное рав- 
мовеч’ное состояние обычно считается безмоментным.

В настоящей работе рассматривается задача устойчивости началь­
ного моментного равновесного состояния многослойной ортотропной 
круговой цилиндрической оболочки. Исследуется влияние места прило­
жения нагрузки по торнам оболочки, а также характера слоистости 
на величину критической силы.

Фиг 1.

В основу станится теория СЛОИСТЫХ анизотропных оболочек [1].
1. Пуст։» ’ и / криволинейные ортогональные координаты, сов­

падающие с линиями кривизны координатной поверхности, •• — раесто- 
нпне по нормали от точки (*. /, 0) до точки (», 3, •;) (фиг. 1).

За координатную будем принимать поверхность, находящуюся на 
расстоянии -i от внешней поверхности оболочки.

Считаем, что плоскости упругой симметрии материала каждого 
слоя перпендикулярны к координатным линиям 3, .

Предполагается, что для всего пакета оболочки в целом справсд- 
липа гипотеза нсдсфор.мируемых нормалей.
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Пусть осевые сжимающие силы с интенсивностью Р равномерно 
распределены но торцевым линиям х 0, ?. — / координатной поверх­
ности.

Имеем следующую разрешающую систему дифференциальных 
уравнений:

1_ у V
R д

/Лар /Лар и՛
д'Ш

г) г (>3-
(1.1)

ЦЬрш /-(«,<■)? 1 д'-  о-ь д՞-™
R ди՝ дг- дЧ-

ду д-гу___2 </•>
д'У дР (п д?, ат. д'* ’

(1-2)

где -м ֊- нормальное перемещение; с функция напряжении, через кс-
торую внутренние силы 1\, Т. , 5 представляются следующим образом:

Г. = ֊ Л
д'*՛- ՝ д? д'*> *

Ltd ) - с с. а, — (к = 4, 5, 6).
‘ оР ՛ ОРОр 4 дГ ՝

Коэффициенты и-, а.., Ь, имеют вид [1]

С:. 1 , Ср Сл.>
и- . а. -------- 2 . а,о ’ ‘ »> <>

а, -֊ А'ПС,..), 2 = С„Си. С?.,

°. ;Г (А'„ С... 2 К,+ ^С„) 2

а„ -КЛ^.

*. А. 2<1,К'1С1.֊А',-,СИ)>

6. - 2[ц, КИА,. С;; (А'.Л.: + АГй» С,.

I- Агл=с„1 - 2 (/Л, ֊ ֊^)

6, = Ц.֊ \ (К:.С„-‘2К.,.:К'кС1, А(.-Си).

/1

(/;. ֊ В; ('•! ՛• 1), 
г-1
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Кц 5՜ 2^ Д;/Д('о- Ч-|) 2 Д (А — о/—։)],

■’>. < 1) 3 Д (%•—() ЗД<_’(^ — '*/-։)],
3

расстояние внутренней поверхности 7-го слоя от внешней поверх­
ности оболочки (фиг. 1),

«՛ г«֊, * &֊«,,
а= -.'й, 4а..

11ри определенном (критическом) значении нагрузки для оболоч­
ки возможны два весьма близких положения равновесия. Пусть для 
одного из них (которое в рассматриваемый момент теряет рвою ус­
тойчивость) нормальное перемещение «• и функция напряжений с, а 
для другого соответственно ад։, Ср Тогда, очевидно, можно написать:

«•’։ п» 4- ад0, 
?Тг=Г ?п»

(1.3)

где п? дополнительное малое перемещение, которое нужно сообщить 
оболочке, чтобы перевести ее из первого положения во второе, а 
|п соответствующее приращение функции напряжений.

Подставляя (1.3) в уравнения (1.1), (1-2) и учитывая, что ад, ֊ 
связаны той же системой (1.1), (1.2), получим уравнения устойчивости 
и вариациях

М«/)?, £(ал)ад<>=2֊^
09.0 Л Ого. О’Г О'р

(Рю <7~ад1( 1 Э~ад0
~д^՜ R д& ’

Ь(Ь) ) «>„ М«л) . ֊1 —֊ — -
R 02՝ ог- ор

<՛ - д Ш 
др Ог" дг- Ор

О-?о 2 <•>•? <^0 2 О;го_ Ё2?0
др дг- дг 02 0/ дгду Огдр

(1.4)

2. Для определения критических сил необходимо иметь значения 
ад и характеризующие ненозмущенное состояние оболочки.

С целью упрощения дальнейших расчетов значения :<՛ и : будем 
определять методом Ритца.

Рассмотрим случай, когда оболочка шарнирно закреплена абсо­
лютно жесткими шпангоутами по торцевым линиям координатной по­
верхности.

Прогиб оболочки под действием сил Р примем в виде
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л . " а 
ТО А 51П — (2.1)

который удовлетворяет геометрическим граничным условиям шарнирно 
опертой оболочки (при 2 0, т. — /, = 0).

Потенциальная энергия оболочки имеет вид [1]
2ч А’ I

։/= | | (с, г;' + с.т'-; + с,п«,)<м?, (2.2)
6 и

где 
д-и>

С\ — - (/1]]С]| 2 АпА1:Сг,А^С.А,

С, = (ДьСп 2 Ау:А..Сг. н- А^С^,

О’, -(^։։СИ -|- 2С\ Аи^2\ Н-
&

— <^1А| ^гА1)

С| /1։1 /1)оС 1։ /11։ /4'22^-Ч:; "|՜ А.^Ау^С'^^,

А Ат (-42 ■г^:/4ч^'22)

^11^11 ^12^12,

С, - (Я-.^пСл Ау.Л./-,.. А.2гс/иСг_. А.-Ап^,.,) 

А-,|/-1։г КкА2.у,

А..= ^֊, 41։=-^-,
О ..„ с> и и >
•• ••

о ^։А22 ֊

^2 “ (Аг>Сп АГ։,.С12), 
• а«

г/։2 = .1(4^

с/21 = (> ^мС’։2).

Используя уравнение совместности деформаций (1.1) и граничные 
условия

7'1 ~ Р, Т-2 — Тс при а 0, а I,
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ДЛЯ г и усилий 7\, 7 получимХ
| аII о- г- 

֊■Р “՛? 81И
1 2

Т.Р
2 ’

(2.3)

7’ А1
Т, Р

1

сопх1,

) <21- 'Л.
(2.4)

о/ °1 г- Р

где Те осредненное значение тангенциальных усилий в координатной 
поверхности оболочки (по направлению /). которое определяется из 
условия замкнутости оболочки и имеет вид

.4.,
1Р.

Подставляя выражения (2.4) в (2.2) и интегрируя, получим

V 2 ?.Я1 '(С, С. Л’ С,/)Р֊

(2с./-С.) (с;/ч-сл)֊| 2 РА

Работа внешних сил имеет следующее значение

г р-2тг/г д1։
где

А, 1(Л,л -Д„)Р-2^ВД-

—величина сближения краев оболочки под действием сил Р.
Таким образом, для полной энергии упругой системы имеем

Э V— 1Г.

Равновесное состояние оболочки характеризуется вариационным 
уравнением

гэ о.

Это уравнение связывает параметр прогиба .4 с нагрузкой Р.

(Ц (ДК-2С7֊С։)~
А 2-------------------------' —— Р а.Р.

С:и ‘ -- с_, (— -) Свн (— )
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С>

В частности,

С. —, 
■ 2£Л

для однослойной изотропной оболочки, для которой

И
ЕЬ
R ’ «>

в силу (2.1) и (2.5)

Г

Сл
24(1 -г-‘) ’

о. </,

</

С"
0,

А

/

£Л’

£Л՜

с>

/1 ՛_••_՛

о,

1_ 
£Л ’

получим
4 Р 

г.ЕК
-֊*/? 51П ֊

I
(2.6)

Из (2.6) видно, что отношение к характеризует 
С

место прило­

жения нагрузки Р. Например, при

Д О

д =

д
2

Л

К С

КС

0.

— К 2.

Отметим также, что согласно (2.6), когда

Д = 0, R

однослойная изотропная оболочка при сжатии не изгибается («> = 0).
3. Считая, что при потере устойчивости образуются /и полуволн 

вдоль образующей и п полных волн вдоль окружности, примем для 
а»<, и выражения

л ■ ,п*О(1 /1 51И -------- $«п
R

г> .Г„ Д. —֊
. л? 5111 — , 

R

(3.1)

которые удовлетворяют 
оболочки

однородным граничным условиям на торцах

0, ^ = 0, Т = 0 при 1=0, а /.

Подставляя н < 1.4)
(2.3), а также 
Галсркина, пр.

значение прогиба (2.1), функции напряжений
(3.1) я пользуясь вариационным методом Бубнова- 

дим к однородной системе алгебраических уравнений

՝։> ( а л ) ‘ ՛&
8 «г,/3

г.(Дт: 1)
■|л Ф (а..)Д, = 0,
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(3.2)

где Ф(оЛ), Ф(пл). Ф (А,) квадратичные формы от переменных ՛՛, 
I1 с коэффициентами соответственно

«и
и- ау . Ь..—, ад л., , о.,; />.,
2 ՛ 4 2 ’ 2

Здесь приняты следующие обозначения:

Приравнивая пулю определитель системы (3.2). для верхних 
значений критических сил получим

' 1 ֊ ( ՛ ) ‘ ,4՜՜^' П I* (°Р 1?°" П1'''’՜’\ I-/ с (4 пг — 1) I -(4яг —1)
(3.3)

откуда для однослойной изотропной оболочки будем иметь

В случае, когда торцевые линии координатной поверхности шар- 
йр.рно связаны со шпангоутами, которые, оставаясь круговыми, допус­
кают радиальное смещение (:е:?) точек оболочки, можно принять

* < л л , •а՛՜ и՝" А $։п—.
/

Для этого случая, повторяя предыдущие рассуждения к преоб­
разования. получим

(С, 1’Д ।) — IД ]н С ։)

/1" 2 Р —֊ а Р,
С:а-

«• (а‘зп1-֊- -: Аг:Р^Р,
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Здесь

Ф(а/)Ф(6у)

8 ь;,
-(4 т֊ 1)

Ф(о>)------/?6 °՛ ,, (Ч’ГФЮ )
т.(4т- 1)

(3.5)

Для однослойной изотропной оболочки

где

(3.6)

При формула (3.6) дает известное значение критической

силы однослойной изотропной оболочки [3]

(3.7)

4. Считая начальное состояние оболочки безмоментным, из (3.5) 
получим значение критической силы многослойной ортотропной обо­
лочки, совпадающее с найденным в работе |4]

(Ф(о.) ֊֊ ^+Ф(о/)Ф(М

(4.1)

Относительное 
кого" значения ( Р )

отклонение критической силы (Р^։) от „безмомент-
имеет вид

/
/>; . гг 8

Р'„ 4 т֊ 1 ֊ /е֊
Ф (оД_ _ 1 /' Р
Ф (о,1 «| \ R «4

Как видноциз (4.2), величина относительного отклонения в основ­
ном характеризуется числами полуволн в осевом (т) и полных волн 
в окружном (л) направлениях, коэффициентом а , зависящим от места 
приложения нагрузки, и физико-механическими характеристиками слоев 
оболочки.
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Величина / быстро увеличивается при усилении неравенства 
п^> т.

С увеличением докритйчёского прогиба (который характеризуется 
коэффициентом а’ ) поправка / увеличивается.

С целью выявления порядка поправки рассмотрим некоторые 
примеры.

Полагая в (4.2) Ф (ах?) О, а, ~ О, для однослойной изотропной 
оболочки получим

. _ п-___ 16 Л
' “ 4/П- —1 ֊֊ /?’

где знак плюс соответствует случаю А Л, знак минус А 0.

При т 1, п 6, считая —- - , получим / - 38.5" .
R 50

Рассмотрим двухслойную оболочку, составленную из изотропных 
материалов с равными коэффициентами Пуассона.

Пусть наружный слон изготовлен из стали

Ел — 2-10е кг см՜, /?։ 0,3 см, ?։ 0,25, 

а внутренний ֊ из поликапролактама

Е._ 10’ л-г/слб, Л2 = 1,5 с.и. 0,25.

1 Трвмем R R.40 с.и, I - -R.
Условно будем считать т 1, п 4.
Значения критической силы (в т с.и) получаются в пределах

5,4264 Р' 19,697

при 0 А

Поменяв местами слои, получаем

3,4191 Р, . 6,2885.

Считая начальное состояние безмо.менгным, ио формуле (4.1) для 
обоих случаев расположения слоев оболочки получим

Р'„ 5,8207 т՝см,

причем Р , ввиду •՛։ не зависит от места приложения нагрузки.
Таким образом. в некоторых случаях, выбор места приложения 

нагрузки, по торнам оболочки и способа расположения слоек может 
иметь очень важное значение с точки зрения ее устойчивости.

Условия закрепления краев также могут значительно влиять на 
величину критических сил.

Из (3.4) для однослойной изотропной оболочки при абсолютно 
жестких шпангоутах

р______________________________ ___________________________________ .
. 32 Н 1 /-■ ____32 _____1 / 1п \ *

4 т՜֊ 1 R С 1, ^ (4^ 1) т՜ \ ~7?/ 
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а пр։1, шпангоутах, допускающих радиальное смещение, согласно (3.6)

р-.о = _________________
41 1 ՀԼ п՜ 1 £

4 m- 1 /е с

11рн сжатии по срединной поверхности ( Д ) в случае

ml, п 4, / = «/?, v-0,25

жесткие шпангоуты увеличивают значения критических сил на 36" .
Выражаю глубокую благодарность преф. С. А. Амбарцумяну за 
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Հ. У.. ՄԻ₽ԱՏնԼ6ԱՆ

»։ՍՋ1րւա»ՐՏ ՕՐԹ11ՏՐ11Պ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ԴԷԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ 
ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅՈհՆՐ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

թողված ա մ 4[iuii/iiiJ Լ թաղանթի մ tttf ևն tn ա լին հէսվաււսէլւսւկշր\ոէ.թ լան 
ւյիԱտկ1ւ կալոէ նրո թ լունը։

Հև տաղրւ էույում Է nut անւլլււս էին աժերի կիրաոման ահ էյի և թաղանթի 
շԼրաալնtn թլան pitta (թի ադղեւյութ լա.նր կրիտիկական աժի վրաէ

G. Z. MIKAELIAN

STABILITY OF MULTILAYER ORTHOTROPIC CIRCULAR 
CYLINDRICAL SHELL

S u in in a г у

In this paper the problem of stability of initial momental equili­
brium state of the shell is considered.

The influence of the place of axis load application on the shell 
and also the influence of the nature of the multilayer on the critical 
strength are investigated.

ЛИТЕРАТУРА

1. Амбарцумян А. Теория анизотропных оболочек. Физматгиз, М.. 1961.
2. Вольмир .1. С. Гибкие пластики и оболочки. Гоетсхиздат, М-, 1956
3. Вяльмир Л. С. Устойчивость упругих систем. Физмлтгиз, М., 1963.
4. ГНуни В. թ. О гтдамегрнчсски возбуждаемых колебаниях слоистых анизотропных 

гибких оболочек. Известия АН Арм. ССР, сер. физ.-мат. наук, т. II. №3, 1962.
5. Муштари X. М . Галилаш К. 3 Нелинейная теория упругих оболочек. Таткпнго- 

ИЗДат. Казань, 1957.
6 HoeowuA'ju В. В- Основы нелинейной теории упругости. Гостехиздат. Л.-М., 1948.


	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	13
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19

	22
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34

	37
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45

	48
	46
	47
	48
	49
	50

	53
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60

	kazm
	1966.1


