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А. М. ГАС'ПАРЯ! I, С. М. ИСЛАКЛН, Л- А. ОГАНЕСЯН

О ПАДЕНИИ ШАРИКА ПО ОСИ ВЕРТИКАЛЬНОЙ ТРУБЫ. 
ЗАПОЛНЕННОЙ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТЬЮ

§ 1. Введение

Работа посвящена опред лению влияния цилиндрических стен, 
ограничивающих область падения шарика, на скорость его падения и 
выяснению механизма этого влияния. С этой целью рассмотрено уста­
новившееся падение шарик.՝ ю зси ь ‘ртикальпой трубы, заполненной 
вязкой жидкостью, когда плотность шарика больше плотности жидко­
сти, а число Рейнольдса, отнесенное к радиусу шарика, меньше 0.5.

В аналогичных условиях свободное падение шарика исследовано, 
как известно, Стоксом ՛.՛ Одеоном [1]. Рассматриваемой задаче посвя­
щены работ։: Ладенбурга, Фахсен . Вакия, Аппеля, Кавагути, Абер- 
мана и др. [2 5]. В этик работах гем или иным приближением оп­
ределено сопротивление падению шарика. Как правило, все эти реше­
ния негодны при ° 1. Результаты вычислений разных авторов при

• 1 расходятся также между собой (табл. 1). С еще большими 
R
трудностями связ..но вы’.ислс- поля скоростей.

Для уточнения упомянутых решений и построения эпюр скоростей 
в области между шаром и . енками цилиндра и выполнена настоящая 
работа.

§ 2. Постановка задачи

Для решения поставленной задачи здесь рассмотрено обтекание 
шарика вязкой жидкость»-, з.п.йлняюцк й цилиндрическую трубу, кото­
рая двигается 1 месте с ж/.д.-: и .֊>ю снизу вверх с постоянной скоростью 
I.՛... Следовательно, относи тельная скорость шарика равна и на­
правлен;; сверху вниз.

В условиях динами*  некого равновесия девствующих на шарик сил 
движение является установившимся.

Решение задачи приведено к определению линий тока я области 
между шариком и стенками цилиндра.

Учтя доказательство Озеена о справедливости урййнсний Стокса 
для случая, когда жидкость не во гт- три стороны распространяется 
бесконечно[6], задача решен с помощью линеаризированных уравнений 
Стокса без инерционных членов.
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Функция тока для этой задачи удовлетворяет уравнению

О- 1 о О-
6' Z

(I)О

к цилиндрических координатах или уравнению

I <>: sin 'i о ՝ 1 г/

I (7г- г (Л sin б t/>
(Г)О

в сферических координатах (фиг. 1), ирич

/(/ cos՛--. rsinf->) ’I (г. rJ).

Граничные условия для у и ’I таковы:

С помощью найденных значений функции 
'• можно определить сопротивление при паде­
нии шарика.

Задачу будем решать альтернирующим 
методом [7].

В качестве нулевого приближения возь-
мем функцию тока Стоксова обтекания шара [1|, .. е.

,|v--Cusin-'^p1 ^°г 1 
X z /

՝< удовлетворяет граничным условиям на шаре (4), но не удов­
летворяет граничным условиям на цилиндре (2). I 1айдем -։ такое, что­
бы $) ■ >1 (г cos 7, г sin 7) удовлетворяло граничным условиям (2) 
на цилиндре и % было бы решением уравнения (I) в цилиндре. Затем 
найдем такое ‘Г,(г, Г|), чтобы y,(rcos7, г sin 6) 'Г. (г, 7| удовлетво­
ряло условиям (4) на шаре, а ՝Г (/•, G) было бы решением уравнения (1) , 
дающим скорости, ^атукающие на бесконечности. Определяя далее 
последовательно и '1 , так, чтобы I / .,՛ 'Г, | удовлетворяло бы
условиям (4) на шаре, а (՛։ .„ j. J условиям на цилиндре, получим 
соо ।чютстпующий ряд
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■/ vr_ (r, f;) ։{rcosO, rsinS)],
t .11

являющийся функцией ока исходной задачи.
Доказательство сходимости процесса последов»тельных прибли­

жений проводится методом >ртог-»налипого проектирования.
Рассматривается класс л гладких, финитных функций, заданных 

в области {՛ >■ 0. Гильбертово пространство получается замыканием 
этого класса в норме, определяемой скалярным произведением

[?.-я i И1’ ՜՜ '- J ■ - ՝ ? -■ ■ к-
• •

Эта билинейная форма связана с основным уравнением задачи.
Интегрированиями по частям легко установить ее знакоопреде­

ленность. Далее приводятся рассуждения, аналогичные приведенным 
к диссертации К. Калика [8|.

Таким образом, устии.'*;:  лишаете я слабая сходимость процесса по­
следовательных приближений •: удом де том Гилнбертоном пространстве.

§ 3. Четные приближения

Как уже отмечалось, :етные приближения должны удовлетворять 
уравнению (1)', a Ь?1. Jrcos^, г sin 5) Т , [г. Ч] условиям (4).

Будем искать решение этой задачи в виде

-г (5) sin*՛ О P՝r (cos 61,
где

т. е. удовлетворяет уравнению

Здесь Р, — производная полинома Лежандра по аргументу.
Для R., I /-I получается уравнение Эйлера, из которого следует, что

Л, (г) ; -4 + В\. 
гп֊Ч

АГ1 и Вп находятся из граничны: услоний
«•
( (аФР , a cos r>) sin ’ В. (cos

Аа В. _____________________________________
ап а,1~-

I sin'C’IP, (cos 5)j-f/0
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։ - J (Uain , Ц COS 5) sin Р. (cos М c!~J
I _ tn 2) B,, \ _________

an 1 a՛'՛ ։ ) Л
\ sin'! OJPJcos 0)j- drJ

§ 4. Нечетные приближения

Отменялось, что нечетные приближения Д., удовлетноряют урав­
нению (I), а

। С*.  ■?) - ՝1'^ 1 ]Л'՜ , arc 1g у I

удовлетворяет условиям (2) > удовлетворяет условиям (3).
Решим задачу преобразованием Фурь -. Функцию ։ будем ис­

кать в виде

2 ‘
?> г) “ | Сэ ;('» ?■) COS л £<//., (5)

|| 

тогда Г,։: t(', будет удовлетворять уравнению

. - / d I d Д . .i ii дальнейшем (;<-------- / ) пудем о։х>значать через Л
1 \ d'.> d'>
и граничным условиям

А.; :()»,

-и;., а..... . (7)
где

.4j- :(.՛) ’• 'д.,0 у՜ z , arc Jg jcds /iJx,

(S)

В:֊ ПО ‘I’j.r ( I ■/■ z՛ . arc tg — j cob-։zdz.

Численное решение (6) может быть осуществлено конечно-раз­
ное т п ։>։ м и мет о дам и.

Заменив у- через л и обпзк.чкв F_, t( I л՛, ') через у.., {х, ՛ >, 
запишем уравнен^ для з виде

j d'V>r. 1 
4х“йг
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где
I »>..-4« -'Ч. г <’>

Заменим это уравнение соответствующей конечно-разностной сис­
темой 
4 х 2 • 4 х 4 д՛
—։(Х/ ) » I • .՛ ( ։ .1 1 I/. h l. < 10)
Л fp h п~

2• 4«с 4 V
-7Г</> ։U.J .. Уи |(tj -~У:. Нл‘/-1> = 
/г /г /г

։<•<.) ' У:п ։(*Л

Особенностью системы является вырождение уравнений (9) при 
х = 0.

Необходимо суметь поставить граничные условия в некоторой 
точке Х4>0.

Имеем:
АГ,Ч , = С.я ։(')/? A U '?) ֊ Е>*  - ։ I• ) fy >* ։ (/

Приняв но внимание первое условие из (3), получим, что | = 
= 0 и

hh'. . 1 
։—I 

где 

а----------------------,
IcHk-

Решая последнее уравнение н рядах, получим

Л, vo^ С , 
а-j *»5

где D.^ । и С , , - пока произвольные функции >, а

Обозначин

, _ a»-i ՛
2 4(2 4՛ 2)՜*

ям՛'՝ /Ил),
։• ’

V /. ։ t. (,• ։ ։

получим
у (х) /Л„ . ։ /И.г) • С <. : ç (л ).
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Дифференцируя р грн раза и исключая из днух последних про­
изводных /Лл I и С-.'п । (при л- ,г0) с помощью выражения для у (л*1  
и у (л՛) получаем:

у'М у'М .аМ, (И)
РЧ ~ЧР ру ур I., .V,

" .•/ Ч ! > Н
", \ РЧ ЧР • 1 \ Р Ч Р Ч ! \

РЧ ЧР ‘-А РЧ - ЧР «-՛

г. е. связь между у и ее производными (а тем самым между v, v и 
у, у') при л х0.

Условия (И) совместно с условием (7) достаточны для опреде­
ления F2fl ։ (>, /).

$ 5. Определение силы лобового сопротивления

11ри определении сопротивления принимаем во внимание формулу 
Остро։ радскогс»

( ( *)  /<••. с°8 (л, у) — р..си$(л, г))г/5

. ,՛ ՝ Оу <П ՝
' V

Взяв в качестве поверхности сумму поверхностей шара и цилин­
дра и принимая но внимание, что для р, являющегося тензором напря­
жения, подынтегральное выражение в тройном интеграле равно пулю, 
получаем, что сила сопротивления шарику

| [р cos (г, х) — p„.cos (Г, у) Pvcos(r, ֊

( l/<rCO-s ("• vl -Ь Р, COS (п, у} — р.. COS (fl.

Для цилиндра cos (и, г) 0, а

р ,cos(n, Л-) cos(n. у) (ft
Р: - ՝>

Так как на стенке цилиндра г» О,

0V: ". dv- У 1 О} o-j
? Т—-----Г

(fz <Р> ? d. <Jz‘

Последнее выражение вычисляется просто, так как
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|л и-; \ 1—4-) I V.,, ։(/, :.)соь.г<л, (12)
ду о г՝ ' “

а
I о 1 0’1' О:,Г.

\ Фу у Оу 02-
К I

где у,։ и определены и § 3. 
Окончательно сила сопротивления

+ •*

* Вычислительный у,с»пр Ленинградского филиала ми тем.,гирьck.hi» институт» 
им. Стеклопа.

1г 2г/е’1 (’ ^ г. 
ф- к 

(13)

§ 6. Численная реализация решения

Решение задачи производилось па электронной счетной машине 
БЭСМ II ВЦЛОМИ при А’ 1 и разных а 0,5.

Опишем здесь опыт счета при и 0,5.
Четные приближения находились гак, как это описано и § 3. Чис­

ло членен ряда бралось до 16. Интегрирование производил ось :о •|юр- 
муле Гаусса с 20 ординатами.

Конечно-разностная система для определения нечетных прибли­
жений решалась методом՜ прогонки.

При вычислении интегралов и выражениях Л ՛,, । ) и В::1 |(/ ) ин­
тервал по г от г О до 2 32 разбивался на 8 равных частей, и
в каждом из интервалов брались до 20 точек ио Гауссу.

Для контроля производились вычисления по формуле Филона. 
Результаты оказывались близкими.

Интегралы (5) и (12) вычислялись также по формуле Гаусса и 
по формуле Филона.

Интервал по / брался 0 < би для контроля 0 / 10.
Для достижения 2" ,-иои точности по > понадобилось проведение 

25 итераций в Случае и 0,5. Для а 0,1 число необходимых ите­
раций сократилось до четырех.

$ 7. Результаты вычисления

Эпюры продольных скоростей при п — 0,5 начерчены на (риг. 2 
с правой стороны для 2 0,1, 0,5, 0,9. Как видно, они знакопере­
менны и подтверждают предварительные качественные представле­
ния [8].

Эпюра сопротивления, оказываемого цилиндром вместе со средой 
движению шарика, начерчена с левой стороны того же рисунка. За­
метно очень быстрое затухание .этого влияния с увеличением г.
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Относительное сопротивление IV при а -0,1, 0,3, 0,5, пред­
ставляющее площадь это։։ эпюры, умноженную на 2«(/? 1) и делен­
ную па сопротивление по Стоксу, приведено в строке 7 таблицы 1.

Значения этих IV меньше таковых, полученных Факсеном при
Re 0,5, но больше, чем по

Фиг. 3

последнему решению Аппеля (5-я строка).
Для контроля нами были постав­

лены опыты в трубках с диаметром 
0,5 с л.։ со стальными шариками г/ — 0,1, 
0,15, 0,20. 0,25 см. Шарики пускались 
it ciporo вертикальную прямолинейную 
трубу по оси с помощью электромагнита 
и засекалось время с помощью секундо­
мера на расстоянии 20 с.н, 100 см и 
150 слг, не считая нерабочую длину 
/ 10 см, ранную от 40 до 100 диамет­
рам шариков.

Замечалось отклонение шарика от 
оса трубки па больших расстояниях, чем 
тормозилось движение шарика (см. так­
же 1Ю]).
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7\г<?лиу<1 f

<> R

u .'и Авторы 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7

1 Ладспбург (1907) 1.24 1.48 1.72 2.20 2.68
о Флксен (1921) । Re 0.1 1.215 1.47

| R с 0.5 1.67 7.0 —
3 А ши-ль и Байрон (1951) 1.25 1 63 2.22 —

4 Кавагути (1958) 1.198 1.425 1.733 2.66 4.18
5 Аппель (по Абсрмаяу) 1.201 1.495 1.935 3.99 18.27
6 Розенбаум (;)к. и грим.и т) 1.315 1.890 2.490 5.72
7 Авторы (теория) 1.26 1.60 1.94 4.25

/ 0,2 х * 1.580 2.100 4.45

H (эксперимент) 1.0 ,м 1.680 2.240 4.71 =•

/ 1.5 м 2.320 2.810 •1.17

Как показали опыты, данные которых приводятся в строке 8 
табл. 1, результаты, полученные на расстоянии 20 с.и, когда шарик 
еще оставался на оси трубки, соответствуют результатам изложенного 
выше теоретического решения. Полученные на длине 1,0 .и данные 
подходят к кривой Розенбаум [11]. а на длине 1,5 лг наши точки пере­
секают кривую Розенбаум, (см. фиг. 3).

Отметим, что 1Г из наших опытов определено через отношение 
скорости свободного падения ’.парика к скорости его падения ио оси 
трубы. Это вытекает из постоянства сопротивления данного шарика 
при установившемся падении, равного его весу.

Выводы

1. Сопротивление шарика н трубе, найденное интегрированием 
уравнений Стокса без инерционны?; членов для двухсвязной области 
между шаром и бесконечным цилиндром при граничных условиях (2), 
(3), (4), удовлетворительно сходится с нашими экспериментальными 
данными на коротком участке трубы (20 с.и). На более длинном участ­
ке при Экспериментах в стеклянной трубе было замечено отклонение 
шариков от оси трубы.

2. Построенные эпюры продольных скоростей по нрипеденному 
решению вполне подтверждают предварительные качественные пред- 
ставлевня [9].

Авторы выражают свою признательность К. И. (ришманонск.ой 
за программирующий, алгорифм решения задачи на машине БЭСМ 11.

Институт органяч1:С1ыГ։ химии
АН Армянской ССР Поступила 1-1 !Х 1965
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II.. If. Դ1111ՊԱՐ.ՀԱՆ, II. IT. 1՚11Ա:Ա1|Տ11.Ն. Լ. ճ. Ճ11՚Ա1ԼՆՆ1՚Ս:111Ն
։111.Աք||՚Ո1՚Կ ՀԵՂՈՒԿՈՎ ԼՑՎԱԾ ՈՒՂՂԱԾԻԴ ԱՈՂՈՎԱԿԻ ԱՌԱՆՑՔՈՎ ՚ւ-Ն'11'ԿՒ ԱՆԿՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. tl փ ր։ փ ո ւ if

Աչիէաաանքի նպատակն Լ ուսումնասիրեք մածուցիկ հեղուկով լցված 
ուղղածիդ դլտնի աււանց։րով դնդիկի աաաէիոծ չւսրմման dամանակ տսա-
հւսցած '‘ի՛ք րէէդինաւ! իկական ւլտչար ե պարդեք դքւսնւսքին պատերի ա ղ դե քքէււ- 
թրււնր դնդիկի չարմ ման վրւսէ

Խնդիրր քերված է U inti րսի դծալին հւսվitiituipttt մների ին 111 ե դ րմ ան՝ 2 !, 
(•>>. I) սահմանս/քին պ ա լմ աննե ր ի դեպ put մ. սահմ տնւս ւի տկե քս վ նրա կիրա- 
!•։•• թ րււնր քամ ինտրա ի! լան աիրս,չթււվ (Re 0,5),

IIտհմւսնտ էին պս>/մ'ւսննե րր բավարարված են էսսւսիճանարւսր մսաեդման 
եղանակով j < 1, սրի ղտ դամ իաու իք քունն արւաեղ աւդսԼդսւքքվէսծ Լ:

1՝է'վա(ին հաչվս։ մներր կաատ րված են tf աթեմատիկակտն ինստիտուտի 
լենինղրադ լան րա<1 տնման րի հաշվողակտն կենտրսնամ դնդիկի հ դլանի չա~ 
սւսվիդների 0,1 ().’> 'հարարհրութլունների -սոմար:

Ill Ո դօվ տկի պատերի պատճառով դնդիկի • տ pd՛մ ան դ իմ ադ ր ա թ րսն մե֊ 
.1 ադա if (է '„till եմ ս> ա ւա\ ադւսւէէ անկման II աոքէսի դ իւք ադ րու.թ քան :>եւս րե րված 
Լ ադրէւ ասկի ! ֊րդ էէտդամ։

Լաչւիքտն ալս արդ ւա.ն րնե pp \աւ! եմ ա սււիսծ են ւեդինակների կոդմից 
էիորձնակսւն ՀաՀհապտ p'ittff սէսացւիսծ տկ լա /ն ե րի . ինչպես նաե ա (ք հեդինակ- 
՝1/ե[ւի ւէէեասկա'էէ ա ւիո րձնտկան տ րդքէէէն քներ ի հեա:

էԼշիոււտանքա մ րերկած են նաև դիտվաք դաչաս։ մ արադււէ-թլսւննևրի 
քէաչիք։>'տ'1ւ Լպ րս րսւներր' 'քն/լիկի հ ի։ ս 'ք"'( "‘կի չաոտվիդնւե ք։ի Օ .-՜ւ ", ա րա րե ր/ււ ֊ 
իք քան "uiiil utp:

Տ. M ISAHAK1AN, A M CASPARIAN. L M. HOVHANNJSIAN

FALLING OF SPHERE ALONG THE AXIS OF A CYLINDER 
FILLED WITH VISCOUS LIQUID

S ti in m a r y

This paper '^tws I hr solution of Nnvier-Stoke’s linearized equation 
with boundary conditions (2), (3), (4) to explain the mechanism of vis­
cous fluid and cylindrical wall effect on the sphere, falling’ along the 
axis of the cylinder.

Satisfaction of boundary conditions is achieved by the iteration 
method.

The graphical representation of axial velocity component and wall 
resistance distribution obtained by this solution, arc shown on fig. 2.

Comparison of resistance values of falling spheres obtained by 
this solution'lby our and other authors' experimental data are given in 
fig. 3 and in table 1.

Analysis of these quantities shows the validity ol the results ob­
tained.
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В В. МЕГЛИНСКИЙ

ИЗГИБ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ АНИЗОТРОПНОЙ ПЛИТЫ 
С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ

В работе |6| изложен метод решения задачи об изгибе анизо­
тропной эллиптической плиты, ослабленной эллиптическими отверсти­
ями.

В данной статье этим методом решена задача об изгибе эллип­
тической плиты с эллиптическим отверстием под действием изгибаю­
щих моментов, равномерно распределенных по внешнему контуру пли­
ты. Внутренний контур считается жестко защемленным. Показано, 
что бесконечная система линейных алгебраических уравнений, к реше­
нии) которой приведено решение поставленной задачи, является квази- 
регулярно։! при любой близости между собой контуров, ограничиваю­
щих срединную плоскость пли гы.

1. Рассмотрим упругое равновесие плоской однородной анизотроп­
ной эллиптической плиты постоянной толщины, ослабленной одним 
эллиптическим отверстием.

Предположим, что пластинка не является ортотропной, по имеет 
в каждой точке одну плоскость упругой симметрии, параллельную сре­
динной плоскости пластинки. 
Обозначим область, занимае­
мую срединной плоскостью из­
гибаемой пластинки в плос­
кости ХОУ. через Л, внешний 
контур — через внутрен­
ний - через Л։, а полуоси эл­
липсов—соответственно через 

А, и а։, 6։.
Будем считать, что кон­

тур жестко защемлен, а на 
контуре Д, действуют равно­
мерно распределенные изгибающие моменты интенсивности т (фиг. I ՛.

Задача о иапряженно-деформированном состоянии такой плиты 
сводится, как известно, к определению функций II (/ 1, 2‘ из

соответствующих граничных условий. В рассматриваемом случае эти 
граничив^ условия удобно представить в виде

о, (ы)

11՜(/,) £П1Г<(^) 0 на Др
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И7՜ (/j) <)_■ UV| Oj) k.^ W. (A.) mr}d (q:'\y — PiX),

(1.2)
- mju/ (f/jH)// ptx) на L„.

Здесь /у — аффиксы точек на контурах соответствующих эллип­

сов, расположенных п областях изменения г;, ՛ • — комплексные пара­
метры изгиба [•!]:

fej =—----- —. /<_, -՜1* . & ' ".7V/A
’Л| — 1*2 III 1S !1։ (1.3)

— —
= ֊_ с/ <1

ил• 2
Р) — ^\\ ~ Аг»՛1; “-Ц'?'' Л 7/

('\P՝<h— !1.Р:7.) ՝:

l\. D^yt 2/Л..:֊.,

^=о1г. а.֊֊-; 2& s, !)\՝ з/?„ (Ц. - 2Dл) 

' /

(1.4)

Коэффициенты к.^, к.}, а.12, Л։.. получаются из к.:1, ки, к А'։ 

если в выражениях (1.3) заменить 1'-։. Рр 7։ на Р:< Ч- и наоборот.
Функции (у 1, 2) определены в областях 5., которые 

получаются из заданной области .$ путем известного аффинного пре­
образования.

После определения функций IV(֊• » прогиб плиты, моменты и 
перерезывающие силы находятся но формулам [4]

It/- 2Re^ 
J֊> -

Af? 2Re g,Г,.-;, 
/-i.il

Na 2R._- 2^ ՛■ S .< C ); 
/ ։

.W 2 Re pjr 1г >, 
/ i.-:

h 2 Re 22 r,ir;(z,i, ։’.5| 
r-i •?

Л' 2 Re 22 s,ir; (г;|. 
/-։. г

Для Гочек контуров наибольяги։՛ интерес представляет опреде­
ление моментов и перерезывающих сил, действующих на площадках, 
касательных и нормальных к контурам плиты. Они легко опре,-.ел5 отея 
по формулам [4]

Мц М, COS՜' (n.v) Л/v COS՜՝ i пр I 2 11cos (пл ) COS (•"(?),

Hnt— (My — ;W.)cos (пл*) cos (ny\ — Htll[cos՜' (nx) cos՜՜ (п.г;)], <1.61 

Аф jV COS (nA-J֊t A’v COS I ny).

2. В силу геометрической и силовой симметрии главный вектор и 
главный момент усилий, приложенных к контуру Л։, будут равны нулю. 
Поэтому функции IV (г I можно искать в виде [о]



16 В. В Мегди некий

1Г А* (2.1)С.м ' Ц)-

Здесь Л. . комплексные постоянные, подлежащие определе­
нию ;:з граничных условий. Р".՛ (х;) ПОЛИНОМЫ Фабера для областей, 

заключенных внутри эллипсов /- . полученных из /., известным аффин­
ным преобразованием, а :х (с;.) связаны с г, неявными зависимостя­
ми вида

г, = Л/|А-+ ^-к (2.2)
՝ -I

Отобразим единичный круг н плоскости на внешность эллипсов 
А, . Это отображение осуществляется, как известно, функциями

(%' (2.3)

Постоянные А'..,.1 и т.>, (п 0, 1) в выражениях (2.2) и (2.3) ха­
рактеризуют размеры и форму эллипсов К. в областях изменения г, 
и определяются соотношениями

а. I т/У.е» А.,
А,՛; ---- ПО.., -- -------------- , <’ —. (2.4)

2 1 - груб« «и

Функции [ч(г-)1 . голоморфные вне контуров Ад, а, следовав 

тсльно, и вне контуров А. , можно после этого рассматривать как 
(Пункции аргумента Они будут голоморфными в области внутри 
единичной окружности Разложим внутри ; функции [»։(г,.)] 
(/ 1, 3, 5, • -) в ряды Тейлора [7]

[՝։(«/)! = Дм/[из,)] .
/.>-։. .т,...

Коэффициенты ՛■՝//,; определяются из соотношения

(2.5)

*>»/ 7//»: 'Чъ-г . -I (Д 1,2,3,.. ). (2.6)
« I

При этом
< 2п-^-з * -

х՝»1 11 " ։ 2 ՜ ! ՛՛

___ Д К (а
(■ /(п!’՜

(*-1. 3,-- ■), (2.7)

О (Д 2. 4, (>,•••).

На основании (2.3) полиномы Фабера Р .'(’,) на контуре А мож­

но записать в виде
Р'-ир з֊4' (- г՛՛). Г2.8)
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Принимая во внимание выражение (2.8) и учитывая, что на кон­
туре А з, подставим полученные разложения (2.5) в соотно­

шения (2.1). Тогда для функций П \г I получим следующее представ­
ление на контуре

И:'(=) 2 I У V;/!« 2 С;.(5■« - ,п\ ='). (2.9)
А֊-1.3— / 1,3.... к-

. Здесь учтено, что '/;>,• О при / .? /с, что непосредственно сле­
дует из (2.6).

Функции Р1-” (г,), голоморфные внутри эллипсов к..,, будут голо­

морфными и в областях внутри контуров Д.| . Разложим их внутри 
эллипсов А.,| в ряды по полиномам Фабера Р^(г;) [5]. Будем иметь

Р'Г(2,) у (2.101
А - 1. 1....

Здесь
Т-.1 • (2-И)
2՜/,’ :՛■

где ՛; контур единичной Окружности в плоскости Вычисление это­
го интеграла сопряжено с определенными трудностями. Но в рассмат­
риваемом случае коэффициенты оказалось возможным выразить 

через

а/ь " 77՜ ’у՝.* • (2.12)
А

Заметим далее, что на основании (2.2) на контуре имеет место 
равенство ^(«^ а полиномы Р'}(" (д .) можно представить в виде

*֊’ "»д3՜** (2-13)

Учитывая это, подставим разложения (2.10) в выражение (2.11. 
Тогда на контуре А. для функций И”, (г ) получим следующее пред­
ставление:

Ы 2 '' 2 I 2 ->)• <2Л4>
* -1.3.... ’ R I 2— ! =

Подставим теперь полученные выражения (2.9) и (2.14) соответ­
ственно в граничные условия (1.2) и (1.1). Одновременно учтем, что на
контуре Л„ имеют место соотношения

1 ■ 1 .0(>Со/
2

(2.15)

Приравнивая затем коэффициенты при одинаковых степенях ՛, 
для определения постоянных .4.» , С',.* и сопряженных величин получим 
2 Иазсстня АН Арм ССР. Механика. № 3
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бесконечную систему линейных алгебраических уравнений, которую
поел
К ИИ.

е несложных, но громоздких преобразований можно при। нести
АУ

л,» "’и + \ *Ш^И ^=1 0,

А,

;•*.>»■& . >.*-т. ;֊ л. к .

,п*1 У '24 <~՝2! ^’н Х — 1241-‘!1 0,

*к(ЧС„ £՝ »„Д, р 4Л|т?СЛ V ’».„Д.,)
'0*0,.

С,А

:-։. л ' ՝ г~1 х...

.4։. 1 • А*|. ( т ( ։ 4 /1 ; )

-1 *

г-։.4, . / г-1. ։
•

՛•՛ ։ - ՛ • ( . о.

Да։ 4֊

* к՛ 
;

Я 
।

• 
•

4-
 »։ * 

• •
(

\<
 ֊ ••

ы о •* ••

•

•ч
» 0.

Сн

/-«.>►։. /֊».а»-;....

к 
Аи(т*,Сь V 5шДи 1- А-.1/п С\ - V ».-а/Л.

(2.16)՝

к А
• к-., | т[ С ; - V зи;ДК | Д-р | т С - V

1

՛)

где

\ ,•-։ х.., / \ :Ч-|. д.1..

(А* 1, 3....), 

» ^ата., ^та,. . ..
4в- 2 ^Р: '2 <Р։

'Л - Чи 0 (А / 3).
(2.17)՝

Эта система оказывается кназкрсгулярной при любой близости 
между собой контуров 2. и 2...

3. Для доказательства квазирегулярности системы (2.16) доста­
точно установить, что сумма взятых по абсолютной величине коэффи­
циентов при неизпестных Л • и Сц стремится к нулю, когда к стре­
мится к бесконечности |3].

Рассмотрим разложении (2.5). Для коэффициентов имеют՛ 
место неравенства [7]

(3.1)1
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Здесь М'— максимальные значения функций [:,(г.)| ' на конту­
рах эллипсов Е- , софокусных с эллиптическими контурами £/о и цели­
ком лежащих в областях .> . Эти контуры соответствуют окружност» 
радиуса ,ГЛ> 1 в плоскости ;когда осуществляется конформное ото­
бражение области . {• 1 на внешность эллипсов /.д(. Величины М1. 
всегда меньше единицы, гак как величины |[Мг;)Г ' I равны единице 
лишь на контурах Л-| и убывают до нуля при удалении от этих кон­
туров.

Для сумм абсолютных значений коэффициентов при неизвестных 
А; н системе (2.16) бу дем иметь следующие неравенства:

' М'
У =.«|< V- (3.2)

Здесь обозначено

Л/;= V, м;. (3.3)
/-1.

Рассмотрим теперь разложения (2.10). Для коэффициентов 

имеют место следующие неравен«ггва [81:

Здесь ЛЛ/ максимальные значения функций (с;) на контурах 

эллипсов £•}, софокусных с контурами Л » и целиком лежащих в об­
ластях Контуры эллипсов Е] соответствуют окружности радиуса 
р։>1 в плоскости ;։ при конформном отображении внешности единич­
ного круга в плоскости на внешность эллипсов /.,» . Проведем эл- 
липсы £/и, софокусные с так, чтобы они касались эллиптических 

кривых А», нс пересекая их. То: да •» качестве Л/,. возьмем значения 
функций Р '(г.) на контурах Л,. Последние переходят в окружность 
радиуса г<^1 в плоскости : при конформном отображении области

1 на внешность эллипсов 1. . Поэтому можно принять [8]

ЕЕ 2 г՛ <г<И). (3.5)

Рассмотрим следующие суммы:

л/՜՜
У (3.6)

Здесь
» •

М\ V М)}^2 V А (3.7)
— —

а ъ ! ). х...

Величины (3.3) и (3.7) являются ограниченными, что устанавли­
вается на основании признака Далат.'бера. Поэтому величины (3.21 и
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(3.6) стремятся к нулю, когда А- стремится к бесконечности. Число 
таких сумм при искомых коэффициентах А,и и (' >; конечное. Если, 
кроме того, принять во внимание формулы (9.17) и учесть, что 

пт,... | 1, то становится ясным, что система (2.16) является кказире-
гулярной при любой близости между собой контуров /- и А.,.

Это обстоятельство позволяет при приближенном решении задачи 
использовать метод редукции [2].

4. В качестве примера рассмотрим плиту, изготовленную из ор­
тотропного материала так, что главные направления упругости парал 
лельны направлениям главных осей эллипсов и £„. Чтобы выявит։» 
влияние анизотропии материала на различные характеристики напря­
женно-деформированного состояния плиты, численные расчеты для 
прогиба, моментов и перерезывающих сил в точках действительной и 
мнимой осей и в точках контуров мы провели для случаен, когда пли­
та изготовлена

из трехслойной авиационной фанеры (такую плиту в дальней­
шем для краткости будем называть „фанерной“). Для фанеры отно­
шение модулей Юнга для главных направлений упругости равно [4] 
Е{ Е 12,1, в то время как для изотропного материала Еу Е.. 1;

2) из СВАМ а, для которого Е} Е. 1,01 [1|.

Жесткости, коэффициенты Пуассона и комплексные параметры 
изгиба для этих материалов приведены в табл. 1. Все расчеты были 
проведены на ЭЦВМ „Урал-2". О сходимости результатов, а также 
о степени удовлетворения граничных условий к отдельных точках для 
ранерной плиты можно судить на основании табл. 2. В этой таблице 
приведены с точностью до т по приближениям значения прогиба, из­
гибающего момента Л/. и перерезывающей силы /V, в ^наиболее инте-

Тчблииа /

»• | 1 ։<•

■Ь | „ 2
•— СЧ *г1 ’»л :ж» •л
с

т» £

Фа пери 1,70 0, и 0.183 (1,07 0.31 0.026 1.04 1.551 1,044-1.55$

СВАМ 3,52 3.49 2.Н (1,84 0.13 0.13 0.442 0.84‘Ь 0,442 0.899/

ресиых точках (см. 'риг. I). При этом принято, что контуры £„ и А1 
являются эллиптическими с отношением полуосей Оц о, 5, 2.
Через п в таблице обозначено количество уравнений, которое остав­
лялось в системе (2.16) при приближенном решении задачи.

Для плиты, изготовленной из СВАМ’а, как показали проведен­
ные нами исследования, практически точные результаты получались 
уже в том случае, когда в системе (2.16) оставлялось 12 уравнений.



Изгиб полой лъигптнчесиой аклзотроппой плитк 21

Таб.ичи։ 2

X. п

Точки
4 8 12 16 20

Л 1Г' Г ֊7.2086 -6.8068 6.7784 6.7915 6.7885
171 и

Г 18.025 17,538 17,531 17.553 17.558

А 0.9643 О;8968 -0.8933 0.8942 0.8949
А' 2.1286 2.0576 2.0505 2.0487 2.0484

Л/г
Г 1.1630 0.9279 0.9922 1,0135 0.9965
р <1.994'2 0.9743 0.9890 0.9993 1,0010

Л 8,9413 8 7780 8.7777 8.7829 8.7856

л/ .4' ֊1.8734 1 7056 1.6778 1,6677 1,6656
/V г

Г —0.(1026 0,0571 0,0241 0 0154 ֊0,0177
Л 0.0655 -0.0421 0.0161 0.0154 (1 0224

Для указанных выше отношений полуосей в табл. 3 приведены 
в 5-м приближении (т. е. при п — 201 с точностью до т значения про­
гиба, моментов и перерезывающих 
сил в точках действительной и мни­
мой осей, а н габл. 4 прогиб, 
моменты и перерезывающие силы 
в точках внутреннего контура I верх­
няя половина таблицы) и внешнего 
(нижняя половина). В точках дей­

ствительноЙ в мнимой осей скручинающий момент Н ■ ранен нулю, поэ­
тому он в таблицах не приведен.

Распределение изгибающего момента Л'7. по контуру в случае, 
когда оба контура являются эллиптическими (о, о։ ~ 5, 6,, />. — 21, дано 
на фиг. 2. Для сравнения на фиг. 3 показано распределение изгибаю­
щего момента Д'/, но контуру кругового ядра у круглой плите 
(Ло'/?։ — 2). Сплошная линия графиков, изображенных на риг. 2, 3,



То
чк

и

Л
It 
С
I)
Е
F

А'
II'
С 
/г

z>։ IF ЛЛ М

Ф.И||'|1Л СВ АМ •Оане ра < ВАМ <0 airrpii

0 0 0.8444 2.5268 0.0233
֊0,137.8 0.4891 1.3022 1,1019 0.5611

1Լ 9387 1.6113 1.2118 1.0153 0.7868
2.З'л-11 3.3768 1.И55 1 .0008 0,8800
1.3328 5 б75б 1.0489 0,‘HJ‘H» 0.9353
6.7805 8.5 НН) 0.9965 1.0021 0.9716

<1 (1 0,6467 0 1296 2.0481
0.9580 D.I-471 1 ЛЧьб 0.3179 1.3-170
3,3964 0,1925 1.7157 0.4843 1,1131
7.0251 0.4360 1.5766 0.5990 I .<1371
11.756 0,7734 1,5030 0.6741 1.0044
17.558 1 201)0 1.4559 0.7268 1.0010

1



i'iih.Miiiu 5

г ••V. 1

свлм СВЛХ1 ‘Oiilfep.i CHAM

0.3272 8.7856 2.2266 0
1

0
1.0339 0.5307 0.2416 0 0
1.0190 0,0239 0.0130 0 0
1 llinü o.ono 0,010.> 0 0
1 .005'2 1). 01'26 0,0(101 0 n
0,9923 0,0177 0,0213 (1 0

0.9917 0 0 1 6656 0,9001
1.1118 0 0 1.3367 0.4767
1.1269 1) о 0.4485 0.1706
1.0957 <1 0 0.1719 0,0'257
1.0532 (1 0 0.0662 0 .0390
J.0074 0 0 0.0224 0,0735



Таблица 4

II"

Л/, М„ /Հր. "о

Флпсрл СВ AM Фанера СВЛМ Фанера СВЛМ (Пакера СВЛМ Фанера СВЛМ Фанера СВЛМ

I) 0 0 0.8950 2,5268 0.0233 0.3272 0 0 8.7856 2,2266 0 0
15 1) О 0,2154 2.1753 0.0588 0.6857 0,0971 0,2303 7.7310 3,7966 ֊1.7722 1,8951
30 И 0 0,833(1 1.6318 0,7520 0,6485 0,6208 0,0514 3.4344 0.7531 7.1208 4 .8438
45 0 0 1,5013 1,2827 1,9389 0,3748 0,9388 0,1351 2.7895 0.9859 13.296 2.4(157
би 0 0 1.8451 1.1009 1.7645 0.2170 0,4977 0,1016 3,8102 1,0767 - 0.0010 0.8141
75 (1 0 2.0031 1.0163 0,9830 0,1486 0.1302 0.0507 2.2907 0.0527 ֊3,0283 0.2570
90 (1 0 2,0484 0.9917 0.6167 0.1296 0 0 1.6656 0,9001 0 и

0 6.7885 8,5400 (1.0965 1.0021 0,9746 (1,9923 0 0 0.0177 0.0213 0 0
15 7,7718 8,0020 1.0022 0,9968 0.9524 1,0073 0 .(1027 0,0031 (1.0035 0.0073 0,0032 0.0238
30 10.323 6.5520 0.9990 1,0045 0.8891 1,0001 0,0045 0,0011 0,0260 0,0011 0,0012 0.0058
45 13.374 4,6262 0.99% 0.9946 0,8720 1.0034 0,0427 0,0016 0,0467 0,0039 0.0541 0.(1125
60 15.756 2.8165 1.0005 1 1.0002 1.0922 0,9480 0,0724 0.0042 0,0008 0,0235 0.1694 0,0654
75 17.105 1.6105 0.9991 0.9931 1.3792 0,8078 0,0396 (1.0452 (1.(1401 0,0193 0,1238 0.1091
90 17.55« 1.2ПН1. 1.0010 J 1.0074 1.4559 0.7268 0 0 0.0224 0,0735 0 0
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соответствует фанерной плите, а пунктирная- плите, изготовленной из 
СВАМ’а.

На основании полученных результатов можно заключить, что 
анизотропия материала оказывает существенное влияние как на харак­
тер распределения, так и на величину всех характеристик напряжен­
но-деформированного состояния плиты.

Для выяснения взаимного расположения контуров плиты на се 
напряженное состояние нами были проведены просчеты для прогибов, 
моментов и перерезывающих сил при различных отношениях радиуса 

круглой фанерной плиты к ра­
диусу круглого ядра. На фиг. 4 
представлено изменение мак­
симального изгибающего мо­
мента М-, который получается 
в точке А' (см. фиг. 1,1, в за­
висимости от отношения А(1;А։. 
11унктиром на рисунке пока­
зана величина этого момента 
для случая, когда плита счи­
тается теоретически бесконеч­
ной [4]. На основании этого 
графика можно заключить, что

(М’Лтил

1 -

01_____ ._____ I--------- 1_____1_____ 1------- L-----.
I 5 9 «3 П ?5 *♦

Фиг. -1

погрешность приближенного (г. с. когда плита считается „бесконеч­
ной“) определения максимального изгибающего момента ЛЛ равна 

•20,4% при А’, Л, - 5,

6,4% при А\ , А\ 10,

3,8Л й при Яо. А\ = 20.

1 аким образом, при определении максимального Изгибающего мо­
мента практически можно считать плиту „бесконечной'1 при А, >10. 
Для меньших отношений радиуса плиты к радиусу отверстия это ре­
шение лает для максимального изгибающего момента М, завышенные 
значения.

('йрг»говений гоеулг1рстя։։։1ИЬ1Г| 
у ни в о ренте? Поступила ?•$ VI 1965

«I.. «I. irbWMJ’il՛

I;l.l»«lUIMiin. U.I.84.՝ И1'ЪЬ81И1. 1,4.ИПП1.։։11Л. 1111.1.1» ftfMlhlFQ

U. »1՛ ։|i п ф n i tf

•''fptjwA I; /, u/bi/fi n&hgitt] tt/ilft If II ill flit и/ kff’Uj umlfm^l uui/jl
Anil in'll ри thb-li fl • ^‘l։p uiiijlt ЪЬ jipfih hifpp Ifii-tn ։zz«/yi Jiz/yyyi^zz>*) / />՛՛'(
111 Jr lit 111 btJJIUI.lt lUtJtJUl.it t/u \lUt^UIUUlptU<IUlfl JtUl'ftlljlll •} tAntuj it Ulf fl'll Ill'llЬpl
Ill'll tf p/t jni.t) tut! (i ftbjtt[iuA / tj^ttu f^i'lt nil'll рт^ш yffiilpiili ии։/чини'<ni il'tili jiff utii- 
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‘խրէ "իսահմի jin ծման: Btrijy է արված- որ սաչի միջին հարիքոէ.թլունր օահ- 
մանսքփակէւդ եզրերի ցանկար ած մ էէ աիկէէւիք/ան էյհպյ»ա.մ աքզ սիստեմ ր հս/ն- 
ւյխւանամ է՝ րվազիսեզա ք/ար:

/'հրված են արչ չու ււակնե ր ե կավարված ղրաֆիկներ, որսնյւ րնսրոշէււմ 
են սաչի չարվածա-զե/իործ արիոն վիճակը՝ կախված նչսւթի սՀէւիդէէ տ րոպիսւ֊ 
1խ{: Պարէչարանված Լ. /J ե սաչի ինչպիսի չափերի ղեպրամ աչն կարեչի Լ 
Համարել րանվևրջֆ:

V V. MEGL1NSKY

BENDING OF AN ANISOTROPIC ELLIPTIC PLATE WITH 
AN ELLIPTIC HOLE

S U m п) л г у

The solution is given of the problem of the bending of an elliptic 
plate with an elliptic hole under actions of bending moments, uniformly 
distributed on external contour of the plate. The inner contour is rigidly 
pinched.

The solution of the problem is reduced to the solution of infinite 
system of linear algebraic equations. This system is shown to h • quasi* 
regular at any nearing between contours, limiting the middle plane of 
the plate.

Tables and diagrams are presented, characterizing the stressed-de­
formed state of the plate according to the material anisotropy. It is 
found out at what plate sizes the latter may be considered Io be „in­
finite“.
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А П МЕЛКОНЯН. А А ХАЧАТРЯН

О КОЛЕБАНИЯХ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ 
КРУГЛЫХ ПЛАСТИНОК

Исходя из уточненной теория анизотропных пластинок, изложен* 
коя в работе [1]. решаются задачи о колебаниях круглых трансвер-: 
салыю-изотроппых пластинок при различных условиях закрепления по 
контуру. Полученные результаты для некоторых частных случаен, 
сравниваются < соответствующими результатами, получаемыми по клас­
сической теории пластинок.

1. Задача об изгибе трансверсально-изотропных пластинок по 
уточненной теории С. А. Амбарцумяна [!], учитывающей влияние по- 
перечных сдвигов и нормальных напряжений в плоскостях, параллель­
ных срединной плоскости пластинки, приводится к следующей системе 
двух независимых уравнений относительно нормального перемещения 
:։՛ и некоторой функции ‘1’ [2]

/МДтг 7-к^7.,

ДФ <Ф 0. (1.1)

Изгибающие и крутящий .моменты и перерезывающие силы выра­
жаются через функции «• и следующим образом:

М-
о-и՝ , / 1 0а» 1 о-а՝ > 2й /I д_ 1 22

(> Г- Г <!Г Г' '' ' Г О Г Г

2 дФ \
Ч, Ог \ г (Л '

2 1 о 7. 1 о-7 ч I
------------- --- ----- ) || 
г ог г- оЬ‘ ՛ |

А/֊
Очг
(>г

1 О- и՛ 

г- о¥

2/) о-

Ог-
(-«՛)֊

2 О 1 <>Ф • 
ог • г •/) '

2_о-7

<>г:
(1.2)

г> ’
(/г* \ г

// (I I1 2/7 ° I 1 ”
Ог ՝ г дг | г (Л

ф 2 ггФ 2^ о . 1 о 7. ,
% иг- •՝■' >/г ՝ г (7) '

Л,= /> (Ди») - -- к։.
Ог г сгл Ог
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(1.3)

оператор Лапласа; Л, О толщина и нагибная жесткость пластин* 
ю:; Е, 6', р модуль упругости, модуль сдвига и коэффициент Пуас­
сона и плоскости изотропии, параллельной срединной плоскости пла­
стинки; £', 6", р' модуль упругости, модуль сдвига и коэффициент 
Пуассона а плоскостях, перпендикулярных плоскости изотропии; 
7- интенсивность распределенной поперечной нагрузки.

Уравнения свободных колебаний ненагруженной пластинки, а так- 
:гЖе все необходимые расчетные величии!.: получим из приведенных вы­
ше формул, если в них положить

■,йА cz-'w 
я № ’

(1.4)

где удельный вес материала пластинки, g ускорение силы тя­
жести.

2. Рассмотрим задачу о свободных колебаниях сплошной круглой 
пластинки радиуса а, изготовленной из трансверсально-изотропного 
материала.

Подставив (1.4) в (1.1), для свободных колебаний ненагруженпой 
пластинки получим следующие уравнения
Нг 31а,т^(1

%!> сП֊

.ДФ ^Ф : 0. (2.1)

Решение уравнений (2.11, соответствующее колебанию пластин­
ки с ?; узловыми диаметрами, можно представить в форме

;<՛(/՛, Q, /) = 1Г(г) cos n(f cos <•> t,

Ф(г. fi, /) / '(/-) sincos v.(2.2)

где •՛ круговая частота собственных 
Тогда для Н7(/-) и /•'(/•) получим 
пиальные уравнения

кол ей а н и и пластинки.
следующие обыкновенные диф-

где

'■•I

M֊J 1Г- 0,■„Л
(1

А,/' ч'7-*=о. (2.31

d- 1 <7 гг
(2.4)

drz г dr г'՜

Д,ДС U-"
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Общее решение уравнений (2.3) имеет вид

Г(г) = cj„ (тог) ֊- с,y„ (7_. г) ч- с,ло(1 г) - с։х; а н,

/•’(г) С5/Я(г'ог) С „Ко. (2.

где J.,, У՛., и /■;, К., функции Бесселя действительного я мнимого а 
гумснтов; С։, •, Сй постоянные интегрирования;

^11 <9 «2
А, I .1 1 2 „о ) .,!) 2ОЕ) '■

В силу того, что пластинка сплошная, в (2.5) следует положи 
(\.= С|— (՝. 0. На основании этого из (2.2) и (2.5) окончателы
будем иметь

ш (г, 0, /) = | С, У.»(«г, г) 4- С J,. (Зп г 1) cos п fJ ■ cos •՛• (,

‘I՛ (г, G, /) = (^|г) sin п 0 «cos ։՝i /. |2,7)

Постоянные интегрирования С։, Су> входящие в (2. /), должны 
определяться ин условий закрепления пластинки по контуру г о.

Рассмотрим два случая закрепления пластинки по контуру.

а) Пластинка шарнирно закреплена по контуру

В случае шарнирного закрепления пластинки по контуру имеех 
следующие граничные условия |1|:

при г — а ՛ " > ^*՜ М 0. i2.S
I Мг О, Л *

Пользуясь выражениями (1.2), (1.-1), (2.7), из граничных ycAoaid 
(2.8) получим следующую однородную систему алгебраических уравне 
нпй относительно постоянных С., С3, С-.:

CJnW 4֊с:|^(3) о,

-С.2.^" /,.(?.)] о, (2.И

с, -- J,. М Сл ¥ /„ (11 + с, /. «) о. 
n/J

где
7 7(| Я. / '•^=■ '•.> 0.

Z.(-v)=Z <д "ЛМ. ЛЬ» 4. Ь» -/.Ь). (2.11
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Приравннвая нулю определитель этой системы, после некоторых 
{образований получим следующее трансцендентное уравнение для

феделення частот собственных колебаний пластинки

и ։։) 3 О
Л(3)

2’>
7.

Следует отметить. что между
гекающие из (2.6) зависимости

«[>

/ (3)

/. но
= 0.

7 и '1 существуют

к к\ 
с

(2.1 о

следующие ни­

(2.12)

Частоты собственных колебаний для каждого значения п и / 
(п 0, 1, 2, • • • / 1, 2 ). согласно (2.12), определяются через кор-
Пи уравнения (2.11) следующей формулой

1 , (2.13)

где /-тый корень уравнения (2.11) при Фиксированном значении п.
Из уравнения (2.11), как частный случай, можно получить соот-

нетстаующее уравнение для определения частот собственных 
ний, найденное по классической теории пластинок. Для этого 
а .-уравнении (2.11) А 0 и выполняя продельный переход при 
получим [3]

кОлебэ- 
полагая

(2.11 )

Соответствующие же частоты собственных колебаний определя­
ются через корни уравнения (2.11е) по формуле (2.13) при к -0.

Очевидно, что при учете деформаций поперечных сдвигов и нор­
мальных напряжений, действующих в плоскостях, параллельных сре-

Нм Е
дипнон плоскости (характеризуемых отношениями 

6

Е 
и . соответс։- 

£'
пенно), нахождение корней уравнения частот (2.11), а следовательно, 
и определение частот собственных колебаний существенно ослож­
няется.

На основании полученных выше формул произведены вычисления*՝) 
корней уравнения (2.11) и соответствующих ям ч-.стот при некоторых

значениях отношений упругих постоянных
Е \ и относительной гол-

1ПНН111 пластинки
/ Л , / А
I- .) с учетом лишь поперечных сдиигон I 
‘ а ' Е

Вмчк.лгния «мелино. и» ЭНМ ..Н««ллн2" В> , «иг«л։.иог<> ц.-шри ЛИ

» 1
2 п

Лз

1 ;

1
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Тчблици

£ в 0 2.6 5

о:
<ч ’л!

о
*1^

м о 2.2215
5.-1Мб

4 4352
29.7201

2.2227
$.4541

4.9057
28.5585

2.2237
4,4563

4.8791
27.5991

Л
<1

1
։<• « I 3.7280 

о %27
13.8982
4«.47<Ю

3.7298
6.9658

13,6426
45.4728

3.7313
0,9684

13.4188
•13.1430

» 2
5.0610
8.3736

25.6134
70.1171

$.06»
8.3773

24.7463 
ь4.0505

5.0653
8.380!

24.0196
59.6544

п 0 2.2260
5.4606

4.8206
25.7515

2.2300
5 1669

4,7216
23,2190

Л
<1

1
5

А 1 3.7346 
6 97»

12.9530
38.9856

3.73‘»9
6.9797

12,'2325 
33.8545

п-2 5.0694
8.3852

22.5938
52 3557

5.0755
8.3914

20,58-15
•14.1169

В табл. 1 приведены значения первых двух корней <_/' 1;
уравнения (2.11) и соответствующие нм величины

для каждого из значений п 0, 1, ‘2.

Во всех расчетах принималось ;։ ֊ 0,3.
Отметим, что рассмотренный здесь случай Е 0 0 соответс

куст результатам классической теории пластинок, а Е (л 2,6 — сл 
чаю изотропной пластинки.

Здесь при Е (I’ — 0 не приведены значения г,, и ••՛,, ( для случ<

Л 1
, так как они совпадают с соответствующими результата։ 

а 5
Л 1

при , поскольку, как известно, результаты классической те

рии нс зависят от отношений .
а

Результаты вычислений, приведенные и таблице 1, покалышп 
что ча^доты собственных колебаний пластинки при учете поперечн 
сдиигон заметно отличаются (и • - .»рому уменьшения) от соответстн; 
щих частот, найденных ио классической теории пластинок. Это ра

■ г Л 
хождение увеличивается с увеличением отношении г. (« и , пр 

а
чем, они тем больше, чем больше п и /.
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б) Пластинка защемлена по контуру

В случае защемления пластинки по контуру имеем 
граничные условия:

ш = О

следующие

При г и

<>Ы 
иг 2 

ОГ
6 (/' Л_^).м О
ЧГ М 3 '

6 Л"
Л’б' ' 4

(2.14)
к*

1
и» “- 2 — , 

г оЬ

Здесь, как и н [2,4), принимается, что условия равенства нулю тан­
генциальных перемещений и, и ю и защемлении выполняю гея лишь 

по двум окружностям 2 2(> (0<^го > ) боковой паиерхпости

пластинки.
Пользуясь выражениями (1.2), (1.4) и (2.7), из граничных уел >чий 

(2.14) после некоторых преобразований получим следующую однород­
ную систему алгебраических уравнений относительно С’,, С.

С,УЯ(։1 С,Л(?) =0.

СД1 ֊ 7 ?2) ։/„(’) - С,(1 </>7)>/,(з) 0, (2.15)

0, 
пи

ТАС

_____ 10 / 2_ _ го \
4 (1 — 4 ЗА-/

Приравнивая нулю определитель системы (2.15), получим следу­
ющее трансцендентное уравнение для определения частот собственных 
колебаний пластинки

г (» Л, (’)

+ (1 1 4 ЗА’Л” 1 /.(?) 61

■ ֊V) А [ о. (2-161

Частоты собственных колебаний определяются через корки 
«Лраинёния (2.16) с помощью формулы (2.13).

Из (2.16), как частный случай (полагай к 0 и ՛■ получается 
следующее уравнение частот, соответствующее классической .тории 
пластинок [3,5]

/л<’) / I <’) А <*) /•(’) о. (2.1 ъ*)
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Частоты же собственных ’колебаний определяются через корни 
уравнения (2.16*) по формуле (2.13) при &=0.

Здесь так же, как и в предыдущей задаче, вычислены корни 
уравнения 1,2.16) и соответствующие им частоты для тех же соотно­
шений упругих постоянных и размеров пластинки при двух значениях 
отношения Л.

Результаты вычислений при г„ 1
Л 10

приведены соответ­
1
2

ственно в табл. 2 и 3.

1йблиаа 2

0 2.6 5

V.0 ։л/

м-0 3.1962
6.3064

10,2158
39.7711

3,1747
6,2143

9.9364
36,6488

3.1557
6.1418

9,6968
34.3314

Л 
а

1
10

п 1 4,6109
7 7993

21.2604
60.8287

4,5601
7,6590

20.2035 
■

4,5178
7.5575

19.3544
49,8300

п 2 5.9057
•>,1969

34.8771
84,5827

5.8185
9.0052

32.3273
73.0694

5.7510
8 8800

30.4246
65.8657

г։ И 3,1162
6.0131

9,2127
30,4149

3.0518
5,8616

8,5007
25,9346

Л
а

2
г/ 1 4,4357

7,3965
17.7776
42.9137

4,3229
7.2368

15.7334
35,7081

5.6316
8.7041

27,1711
55 4634

5.4899
8.5557

23.3756
45,3202

Таблица Л

О 2.6 5

«/

п 0 3.1962
6.3064

10.2158
39 7711

3.1840
6,2521

9,9940
37.0739

3.1731
6.2083

9,8013
35.0134

л_
Г»

1
10

„ 1 1,6109
7,7993

21.2604
60.8287

4,5809
7.7155

20.3824
55.0327

1,5555
7.6522

19,6616
50.9333

п 2 5,9057
9.1969

34.8771
84.5827

5.8529
9.0805

32.6938
74,1797

5.8109
8.9994

31,0121
67.3743

п 0 3.1502
6.1269

9,4050
31.4027

3,1140
6.0230

8.8039
27.0594

л
а

^1
п 1 4.5048

7.5443
18,2838
14 3035

4.4319
7.4230

16.4159
37,0563

л 2
•

5.7334
8.8734

28.0265
57.1239

5,6342
8 7482

24.3637
46,7315
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Результаты вычислений, приведенные и табл. 2 и 3, приводят 
к аналогичным предыдущей задаче выводам.

Отметим также, что в рассматриваемой задаче при прочих оди­
наковых условиях с увеличением частоты собственных колебаний 
увеличиваются.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 20 IV 1965

и. «п. 1Гы.₽пъг։иъ, и. а. шимма

8Ри.1»11Ч1И‘11Ц.1. »il.HI' Н11.1.1н'1՛ 8и.811.ъ111‘1Гь1!|'Г՛ 1111.116'1.

II. մ փ ո փ и I if

Աշխատանրա մ է in րանւէէյե րււայ՝ի if/i ա p։,։4 նիւթիր и/шш՝
կ/՚՚ր սայեր^ւ օեփական ut ատ անա մնե ր/ւ խնւքքւրր, հքներււ/ I). H..

\tuil րարձու մ րսնի կար! իէք ut tt 111 ջ ադ րկ ։»/.) սսւ/եր/ւ Ли ման ճշւյրտէքաէ) utbuttt- 
թքր^նիքյ |2ի

Դխոար1ր]աձ են սա/ի ամ րէսէքման երկու տարրեր դեպ՚րեր. ttt i երր uiu/p 
ամրտւր1սւէ} Է հէ/դակաս/ tt րեն It, ր) երր ււտլր եւյրոէք ամրակքյված Է՝.
Ւ {է ատ րկւյ ւսձ 1>>ն/յ ի րնե ր[ւ ,ամար ւււէւաւր[աձ են tn րւէէնէէցենդենտ հսւվսւ- 

՛,•:> րա մնե ր < որոնէք միգորյրէւ/ ո րո ?>["< մ են ււաքի и ե էի ական ա ա աանա մնե րի 
հաճախականա թ/ուններ/t: l/.q/rit tt աէքհե րա մ րերւքած են քմէքա^ին տ րդլունյւնե րր, 
որոնք համեմատված են и ալերի կչաւփկ ա ե սա թ րսն ш/ ստաէքվսէյ համ ասրս- 
■յւ ա и խ ան արէք րււ ն քնե րի ". ե ա :

A P. MEI.KON1AN, A A. KHATCHATRI AN

ON THE VIBRATIONS OF TRANSVERSAL-ISOTROPIC 
CIRCULAR PLATES

S u in in ary

The problem of vibration of circular transversal isotropic plates 
is solved by the proposed improved theory of anisotropic plates (1) 
under various attaching conditions on the contour of plates.

The obtained results for some particular problems are compared 
with the corresponding results of the classical theory of plates (1).
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А. III. ПЕТОЯН

УСТОЙЧИВОСТЬ КРУГЛОЙ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ 
ПЛИТЫ ПРИ ЕЁ СЖАТИИ РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 

ПО КОНТУРУ РАДИАЛЬНОЙ НАГРУЗКОЙ

§ 1. Основное уравнение задачи

В статье [6] уточненная теория изгиба трансверсально-изотропной 
влить: во втором приближении приведена к интегрированию уравнений

Г *

где 1.) - цилиндрическая жесткость, Л

')
-Г77Г-0.

х’г.А"

полутолшина плиты,

(1.1)

д — попе-
речная нагрузка;

2№ - (1.2)3(1-Я •

К и а— упругие постоянные в плоскостях изотропии, параллельных 
срединной плоскости, Ц — модуль сдвига в перпендикулярном направ­
лении.

11ри осесимметричных деформациях плиты ъ 0, и задача приво­
дится к интегрированию первого из уравнений (1.1) при кинематичес­
ких краевых условиях, налагаемых на прогиб :еу и элементарное вра­
щение '"г, и статических условиях, налагаемых на поперечную силу 
•АЛ и радиальный изгибающий момент Л/. на контуре плиты.

11еречисленньге величины определяются через функцию 'I', фор­
мулами:

՛ I
3 ’У, - 8
10(1 - :0՜Лл;

7 $֊'■ </Ф,
. 5 1 <1г (1.3)

аг

,. гт/ ։ л 2 ... 1 \ . ,, ,,
М- 1> , ■> ~!1 . 7 !‘=л՜ 7 г; ф'"

՝ аг՝ г аг □ г аг ՛

В рассматриваемых в данной статье задачах устойчивости вместо 
(/ нужно подставить

7 = Т г; «•„. (1.5)



Уггой‘ип’0Г71. кр\1.?.Ч1 траьспгрсалипо-нзотроппой п.гппг зэ
Уравнение устойчивости записывается в виде

Л’Ф-^<(1“П2)ФМ 0, (1.6)
Где
, (/■ 1 И г ГК* .. 8$,- 3<ц / л V

Р т~^'‘ ՛՝ ® ' (оа-^ (1'7>
Общий интеграл уравнения (1.6) е учетом условий в центре пли-

0 и М 0 при •• 0 записывается так:
I

Ф> е,Л(/?> с2, (1.8)
где /и(/л) функция Бесселя первого рода нулевого порядка, а коэф­
фициент ' задается формулой

§ 2. Плита, свободно опертая во контуру

В (1.8) постоянную с можно при- 
нни> равной нулю, а с, нужно опреде­
лить из условий М 0 при ;. = 0. Под- 
ставив (1.8) в уравнение (1.4) и учиты­
вая, что

>֊֊Л('Я- -7, ('А (2.П
*•' Фиг. 1.

получим характеристическое уравнение для определения •

7 м ֊ ——-ули о. <2-2)Й {
где 

э к

Определив из (2.2) для критической нагрузки Т — 7’р получаем 
формулу

Г, к—-, (2.4)
.!<■ 1 -г?.-՛

При / 0 формула (2.2) дает уравнение для определения < по 
;«ласснческой теории и.згиба ..ли.. Как видно из (2.2), корни уравнения 
122) зависят от величин :« и

§ 3. Плита, зажатая по контуру

В '։,гом случае характеристическое уравнение получается 
щ ՛՛> 0 при р 1. Имеем

0.

из ус-

ОЛ)
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В отличие от предыдущего случая (2.2). здесь определяется 
независимо от других параметров (.' и ?!. Наименьший корень уравне­
ния (3.1) будет • 3,832, поэтому для коэффициента первой крипе
ческой нагрузки получаем формулу

к - 
1

14,68
14,68

(з:.

В таблицах ! - 5 приведены значения коэффициента к и разниц! 
между значениями критической нагрузки, вычисленными по формул! 

(2. 1), я значениями, даваемыми клйс
Т

Фиг. 2.

сической теорией изгиба плит, дл։ 

ряда отношений ‘ при р 0.3, 
R

В табл. 1 приведены резуль
•гиты для изотропной плиты, а и табл. 2, 3, 4 и 5 даны результат!

плиты при некоторых отношенияхдля трапснерсальво-нзитропнои

& !•- ։», о.25
б; * £,

/п6Л1.'Ц<| 1

1

7«<мнцо 1

А 4

R
|Г 7! т^-1(ХИ-

сч 

ф
*

Свободно 
оперт КН 

кран

Зажатый 
край

1 6 3 7795 Ю 012

1 8 3.948 6.000

1 10 4,035 3 926 г- -С ваьодно
1 12 4.082 2 800 опёртый

край

16 10,404 29.129

18 11.917 18 824 .,Зажаты»
110 12.781 12.015 крлй

1 12 13,312 9.322

* * 

R

1 8 3,715

1 10 3.873

1 12 3.966

1 8 ‘ “.948

1 10 11 259

1 12 12.118

У-цД

11.552 1

7,789 1
5.567 I

32.230 4

23.370 I

17,452 1

Из приведенных таблиц видно, что расхождение величин крипе; 
ческой нагрузки от вычисленных по классической теории по всех СЛп 
чаях является более значительным для зажатой пластинки. Для сво­
бодно опертой пластинки вносимая поправка незначительна для и> 
тропных пластинок н существенна для сравнительно толстых трапе 
нереально-изотропных пластинок.

В Заключение отметим, что в работе [6] рассмотрена задача об 
устойчивости зажатой по контуру . р.пкнереально-изотропной пластин­
ки на основе гипотезы о ксрастяжкмом нормальном элементе (։» О/, 

•2 0) и о параболическом законе распределения касательных наирнм
женин по толщине плиты [1). Для коэффициента устойчивости к П|М-
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Таблица 3 Таблица 4

Н 3 13 4
-г

՛< 
и?

л

R
к т

у? -100" о
/, 
R

к т- т
֊ .100" „

1,8 3,522 16.140 1 в 3.340 20.476
Сьибодпи 
ипбртмй 1.10 3,734 11.086

С. побед ио 
опертый 110 3.609 14,062

мраП 1 12 3.840 8,571 г.ряй 1 12 3.763 10.398

1,8 8.575 41.586 1 8 7.529 48.711
Зяжжгмв 

крой 1 10 10.079 31,335
Зажатый 

г. рай 1 10 9.131 37.799

1.12 11,158 23,989 1 12 10.329 29.042

боте [6] принята формула вида (3.2), в которой вместо >՜ получено 
выражение

2֊_------- -----------4 (3.3)
5(1 <’■֊) С\ R

Из пяти упругих постоянных для трансверсально-изотропной сре­
ды в.(3.3) входят только три. Остальные коэффициенты ',՝։ и Ь} поте­
ряны при пренебрежении в обобщенном законе Гука нормального папря-
женин г.- по сравнению с з из.,..

Из сравнения 13.3) с формулой Тиблица 3
(1.7) для й' имеем

4 1 (3.4)
К 8 ’6’

£
6՛ 5

1 

"_! 
4

’ щ

А
А!

к Т- Т
—Г—100% т՝

ходим к соответствующим резуль- 1 8 3,126
Татам, полученным н работе [6]. . Споьодио 3 448

_ ипйртын
1 Для изотропной плиты (6։ 6 край 1 Г2 3

к I1.; у- 0.3) получаем ?՛■ — 0.887
Поэтому коэффициент устойчивости 1 8 6,468
4 ДЛЯ изотропной плиты по нашим нажатый 8,102
результатам будет больше, чем по крли и
результатам работы |6]. Для изо­
тропной плиты поправка к класси­
ческой теории в нашей работе совпадает с соотчетстнуюнн

25,564
17,910
13.373

55.943
44.807
29.202

?й попран-
кой, полученной в работе [4].

же касается трансверсально-изотропной плиты, то отношение 
зависит от конкретных значений величины : 6.

^Ерспапский политехнический
институт Поступила 24 V 1965
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ON THE FIRMNESS OF TRANSVERSAL ISOTROPIC 
CIRCl LAR PLATE

S u in (ii ary

In this paper arc considered the problems of the stability of clr՛ 
culm plate in the case of the action • I <• nstant load uniform compres­
sion in radial direction for the whole contour.

On the foundation or the solution of these problems lies the spe­
cified theory |«J of the plate bend.
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А. М. СИМОНЯН

L НЕКОТОРЫЕ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ЦЕНТРАЛЬНО-

I
 СИММЕТРИЧНЫЕ ЗАДАЧИ НЕЛИНЕЙНОЙ

1ЕАСЛЕДСТВЕННОСТИ

В настоящей работе рассматриваются нижеследующие задачи.
I. Толстостенный сферический сосуд под действием тсплоного 

потока н давлений на полости.
2. Точечный источник тепла в бесконечном массиве.
3. Сферический сосуд с несжимаемой жидкостью.
4. Тонкостенный сферический сосуд.
Решение вышеуказанных задач дано для сред, подчиняющихся 

законам нелинейной наследственности [1].
В настоящей работе используется .метод решения нелинейных 

интегральных уравнений Вольтерра второго рода, предложенный в 
работе [2].

Ползучесть равномерно нагретого сферического сосуда под ден- 
стияе.т. давлений на полости исследонана в работе [3].

Случаи сферической полости в неограниченной среде при дей­
ствии центрально-симметричного тсплоного потока для вязко-упругих 
сред Максвелла и Кельпина, а также при действии точечного (мгно- 
.иенного и периодического) источника тепла на упругую среду рассмо­
трены в монографии [4].

В работе |5| рассмотрена температурная задача сферического 
(Сосуда в условиях пластической наследственности.

•j 1. О методе решения нелинейного интегрального уравнения

Рассмотрим уравнение 

< > 

«(/)—։ .?(/). (Е1)

где я — числовой параметр, а /—параметр, имеющий размерность 
I " I

В работе |2| приведен метод решения таких уравнений. При этом 
для сходимости решения требовалось, чтобы

!>!<-֊■
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то есть для каждого '' метод оказывался применимым лишь к некото­
ром ограниченном промежутке времени.

Здесь, используя некоторые специфические свойства ядра релак­
сации, мы получим требование к / без каких-либо ограничений но 
времени. Основные приемы в нижеследующем выводе остаются теми 
же, что и в |2].

Решая линейную часть (1.1), получим 
!

<<(П-А(О + ? \ нц. -■՝)![и (■)]>։-■, ։1.3)

II 
где

Л(О-г(О-« -)?(■)</-.
II 

а Н (/, ') резольвента ядра А (/, “). 
Решение (1.3) ищем в виде 

м(/) и0(6 4- ''и, (/) + (О — • • • 4-У‘ил (П-------  (1.4)՛

Подставляя (1.4) и (1.3) и приравнивая выражения яри равных 
степенях 2, можно получить

/,

/. г։! •/..!•• •/«! 
с

• ՛ • I«л (•)]'" / ”} (Л (-)) </• (« г\ + ----------г л/«). (1.5)

Поставим практически вполне выполнимое требование

(Д’1 (4| <*»/>'■< (>.6)'

где А', ио — некоторые положительные постоянные.
Подставляя (1.6) в (1.5), получим

"г . (/) У(/' ! (/Ж -•)!«,<-■)! ֊X

Х|«..(^)|1‘’--|ил(:)Г'</7. (1.7)

Из физических соображений можно принять 
•/՛

I ( /7(1, Нг. (1.8)'

и
Условие (1.8) аналогично утверждению, что при задании телу 

произвольной деформации, не изменяющейся во времени, напряжения 
от релаксации не могут изменяться по величине неограниченно.

Рассмотрим значения числовой последовательности /Л», удО8Л1 
ткоряющеп неравенству (1.<։)
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(
I «„(/)՛ »л»

а

аК,,Нт. (1.Ю)

Ъллгая в (1.5) п = 0, получим
к . »,«)= Гна,-)/[л(’Дл к„Нг,

т. е. В, = 1.
Подставим оценку (1.9) н (1.7)

и, 1 (0 <֊;֊՜-՜—֊X". • В\ В'--- в: -Н>. <1.111

Отсюда видно, что можно принять рекуррентную зависимость

&_։ + -ГЬ)!,. /; /V՛-. (1.12)
„ /։!Л! •/„!

Рассмотрим, каким требованиям должны удовлетворят!. А и 
чтдбы выполнялось неравенство

В., /1'Л (1.13)

Подставляя (1.13) в (1-12), получим

' А֊ ֊■ /!'А' (1.14)

•/«!••* /л 1 I— п ■ Т"1 ՛ * * б».

Здесь принято

(1.15)

Неравенство (1.14) 
бросить (1.16) и сумму 
име решения (1.15), а

п. (1-16)

будет тем более удовлетворяться, если от-
распространи и» на 

результат разделить
естанозок из п элементов (см. 2|). 

Отсюда получим

К. . ’! _ .1 ., ., 
•-ол! (

֊ - = 3': 2 (ЛЛ)' 

7..! л!

все целые неотрицатель­
на число всевозможных

. й-г !
(л/4) —1

’равниная услоняя (1.17) и (1.13), придем к неравенству 

(Л/1Т ’֊1 1 А

нА — 1 «,}п!

11.17)

(1.18)

• ■ • ш.

При Д = —» е неравенство (1.18) будет удовлетворено для лю-
е

бых целых п > 3, то есть
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(1.19)

Действительно. используя известное неравенство

п! I 2-п- (1.20)

будем иметь для п 

/ п

п
п 1 I 2՜« п

(Для п 3 неравенство (1.19) провернется непосрсдстнемно). 
Итак, /Л, определяющееся из формулы

В„ е—

удовлетворяет неравенству (1.9), .месть

' и г. (/) ՛, -— А , п 3, 4,
и

(1.21)

(1.22)

В таком случае ряд (1.4) мажорируется числовым рядом

У± 3) .

Т «<*

Отсюда видно, что сходимость ряда (1.4) гарантируется во вся­
ком случае для

(1.23)

Отметим, что оценка (1.231, как и в [2{, вообще говоря, имеет 
большой запас.

Рассмотрим численный пример.
Для старого Гшэальтоного бетона имеются следующие якспери- 

ментальные данные:

/(«) </'•’. ? 5-10՜’( —) . з 0.999995.

\ //(/, *)г/*|<С// =0.136. /п 4.

Следует подобрать а и А*и удовлетворяющие (1.6). Легко нидсть, 
что пр։։ р т 4 уч домне (1.6) удонлегиоряется для любых а>0 и 
А՜. -О, номтому рассмотрим лишь случаи р-^т:
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1 /(г' («) т (т — 1) • - • (гл - р — 1) • а',։~р ———- — < Кпр\ар.
(т—р)\ 11

Дай т 4 легко нидеть, что последнее неравенство будет удовле­
творено при

>
А'0 = 6г/ и а----- — •

I
одетавляя это в (1.10) и (1.231, получим, что при.

5 10'7—V3
\ елг /

метод будет применим во всяком случае для

И<1 ---------------------------- -—----- ,• - 45 К1слг.
1 бе 0,136 5-10 V к\ ) 

՝ С'ЛГ /

£ 2. Постановка задачи и получение общих зависимостей

Рассмотрим толстостенный сосуд, ограниченный двумя концен­
трическими сферическими полостями радиусов /?, и /? (/?. /?.}, на­
ходящийся под действием теплового потока Г (г. /).

Легко видеть, что при соответствующей конкретизации краевых 
условий, размеров Л\ и R. и функции Т(г, /) можно придти к любой 
ИЗ вышеуказанных задач.

Вследствие центральной симметрии девиаторы деформаций и на­
пряжений имеют одинаковые главные направления к любой момент 
времени I, а потому зависимость между деформациями и напряжениями 
определяется уравнениями

Л'л’1 )Н-> А*1 ■
С- |' уФ- =ИН/'|^։|^Л иПсО

('■. г, 0).

Здесь приняты следующие обозначения 
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где Т„ — температура, соответствующая отсутствию деформаций и 
пряжений (в случае отсутствия закреплений 7' произвольно), >п коэф­
фициент линейного расширения.

Принимая
Д:.) 1 (2.51

и пренебрегая изменением упругих постоянных по времени, из системы 
(2.1) получим

I
1 3 ?

«/(<> 1 ('»-֊-.( = •('՝ ֊Г֊ (=•(■> ■■ <•>]
2G 2 J

X [> + .ч— '1 "С■' (2.6)

Учитывая центральную симметрию, из (2.3) найдем

’=!• (2W

Условие совместности деформаций и уравнение равновесия с
учетом гипотезы Дюамеля в этом случае запишутся

— 4- ’• ~if 0, 12.8)
дг г

-^ + —(։, :.) = 0. (2.9)
<)г г

Подставляя (2.71, (2.8) и (2.9) н (2.6). получим

г — .՝ . -I : ֊. (Г, -)] "с,л т)-<л. (2.10)
Or 4G 4 ’ а-.

где положено

(2.и), 
О Г

Отметим, что формула (2.10) справедлива при условии

(-|?|Г = х|։>։ (2.12)

для любых т, в том числе и четных.
Из системы 12.1) получим условие реологической несжимаемости 

+ х» Ь(~, -г=. 4֊*) 4 Зъ^УЛг, П. (2.13)

Подставляя (2.8) в (2.13) и решая полученное уравнение относительно 
• , цочучим

Л . 21". I՛, АГ(<։ (),/г . д:,։ (2.14).
г1 г1

где /4 (/) функция, определяющаяся из красных условий.
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Уравнения (2.101 и (2.14) дадут 
/

= (г, <)֊'1|։?(г. •> 1-гг’"<г, -.)| "С|Л ՝։ (I- Ф(Л. Г. /), (2.15) 

6՜

где

I. =----- -—> (2.16)
4(1֊-.)

Ф(Д. г, /) ֊ Е АО) хД'г <УАГ(г> <)-(/г ■ (2.17)
Га(1 V) 6г

Аналогично (1.4), решение (2.151 ищем н виде
= (г. /) ?0(г, (г, П + .^г, /) (2.18)

Подставляя (2.18) и (2.151 и приравнивая члены при одинаковых 
степенях получим систему линейных уравнений: 

(
?н (г, /) — / ■/ | "1 *՜ *~ ~—<1՜ — '•՛ (/•!, г, /), (2.19)

? с>'

< ’

--Аг. 1} ՛- •> "С’('՛ •*«/- ֊ >■ (’[»»(г, -)Г --(5 », (2-20)
3 б~ .՛ 6'
*1 *1

/ Г >
г..(г. /) - п ’) * с1- — 1т Цг,1г, -)] '

|?|(г, (2.21)
и-

Пользуясь обозначением
I 

кчоп (»(-)/?(/.-)</-, (2.22)
и

где /?(/, ") резольвента ядра /^ ՝(։^՛ , решения (2.19) и (2.20) 
6“.

запишем в виде
?0(г, /) ֊ (1 -/г*)Ф(/1. г. О. (2.23)

г, (г, П /.(1 ^[?о(г. -С^֊^ С2.24)

%<

Ограничиваясь в (2.18) двумя членами и используя тождество

^О. 7)_+ ГЛ(/ ■у֊С{'-'^~<1\ = ֊К0, -). (2.25)
6՜ .1 О- /:а

для решения (2.15) получим выражение
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■i (г. I) = (1 - А’*) <1> (А. г, о 1(1 - R*) '1' (.4, г. (2.26) 
а

Запишем выражения для напряжений и перемещений через произ­
вольные функции A if) и Н (()

“> (Г, () = Л(П + !-֊[(] +/?*)'!• (Я. г. /) ; 
м ' I

/е)Ф(А г, /)]՛“’ dr. (2.т

(г, I) = -г (г. О +֊ 4 + Л*)ф И. '>

R [(1тй։|ФМ, г, /)1”4 (2-28)
я I

«(г. /» Ат.-,(г, /)֊ ֊֊’ '}г НЧЛг, /)—• (2.29)
ь 3 г

Ниже займемся чпределением функций /4(0 и />՝(/), исходя из 
конкретных краевых условий.

£ 3. Толстостенный сферический сосуд под действием теплового 
потока и давлений на полости

Пусть на полостях радиусов К, и /?2 действуют давления соот­
ветственно </։ (О и </.(/). Тогда из (2.27) будем иметь

I 1(1 /е»)Ф(Д. г, /> ֊ А-[(1 А’ЧФ|Я, г, /11 1—
,! I. а I г

(3.1)
Положим, что т целое положительное число.
Подставляя (2.17) н (3.1), вследствие справедливости (2.12), 

получим
/е ! /4

ЗЯ А\:
(1 я*) л (о А. Д’.

' 3,пА>,’'./<՜՜

/е|н ֊ /?*)л (/)]'"֊ ֊(֊) х
Л'։

A,!j|(l /?*)/! (/)]"'' 'j(l П а''

и.
т (т — 1) 

2!՜

А.',
л*) л (/»г’-'([(i я*)/е,/)|!
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I ГА / А’ \ "•' -1 ।-■•••+( ֊1)՞'-'™-—5-) R- и Л )Л0>

I л*

•х Г[(14-/?‘)-/(г, ог՛1-— Ц^'ки) 7.(01 +
4 г‘т 1 Л

А’, ... 1
4- [(1- /?*)Х(г, 7) ±. . (.֊и >.+ /_?_) у

.! /■• а х] ՝>/

х «•([(1 - ^)Х(г, орА, (3.2)

я. 
где положено

7. (г. I) - ։„ (7— —'‘•2’ <1Г. (3.3)
♦՝ Уг

Решение (3.2) ищем в виде

И (О >10 (4)-г 3/11 (/)-г/*74_. (/) ••• |3. 4

Подставляя (3.4) в (3.2). получим систему линейных интеграл и х 
уравнений Фредгольма второго рода. Если в (3.4) ограничиться д умя 
членами, то решением (3.2) будет

Л(П ЛСО4֊
У 311# 
7 /?2 Й

ЛтК\ Л.;
А\

/?•) ^„(ОГ-’р! +Л՝)/|Г,/)-—

11(1 /ид,.«))- ([(I /?«)/(г, /՝1;г^т-1 
Л,

- -( ГГ тК
<■

(I ^/?*М (/)• ^[(1 0|

А՛.
- (-11 -՝К Ц(1 + /?*)/(г, /։Г֊44

Л*.
где

/՛՛1
к(0 7.(')1+ |7 (г, /I— ՛• .3.6)

л2 ( Е ,) г■ ।
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!
А՜••։■(/։ = « I 2£lkj’. <1֊, 

(1՜
(3.7)

При выводе (3.5) были использованы свойства резольвенты

(1 А'*)(1 /?*) 1 |
(1 Æ*)/?*=*'*

(3.8)

В случае отсутствия теплового потока будем иметь 7. (г, /)֊(),
Запишем для этого случая сразу выражение

(1 +<)Ф(Л, г. о = </,(0֊
( К: Л1)г' I

- < ■(/< /с- I
т-т (Æîj—

<7.(01"')- (3.9)

§ 4. Точечный источник тепла в бесконечном массиве

Бесконечный массив может быть рассматриваем как сферический 
сосуд с йена груженными полостями радиусов R՝ *0 и R - х. Из 
условия однозначности решения Паркусом [4| (стр. 32 и 107) было 
доказано, что в аналогичной упругой задаче перемещения но 
всяком случае растут, стремясь к бесконечности, не быстрее, чем 

1 . 1
—• а напряжения не быстрее, чем —•
г г

I 1рименяя это к формуле (2.14), получим

изменяю-Рассмотрим точечный источник тепла с периодически 
щейся производительностью

Л’(Л 5*0cosW.

Решением уравнения теплопроводности будет

I 1,1 -----
Г(г. /) ——— е " cos (<»t I ------г У (4.2)

4~V \ I ‘2а /

где ‘ коэффициент теплопроводности, а а - коэффициент темпера՛ 
турояроводности.

Здесь получим
Zi । и п
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§ 5. Сферический сосуд с несжимаемой жидкостью

Будем считать перемещения точек сосуда равными нулю при 
температуре Го и при отсутствии нагружения, когда /?|?. Пусть, 
кроме того, объем жидкости, которая должна быть заключена в сосуд, 
при Г0 составляет V . В таком случае перемещение внутренней по­
лости сосуда определится из формулы

’ 317
О л.= |/ —11 ’ж(Гж(О-г.)]-(5.1)

где 2И. — коэффициент линейного расширения заключенной в сосуд 
жидкости, а

Л.(() -֊[гж(г, HdV, (5.2)

где Т,.(г, /) поле температур в жидкости.
Подставляя 1,5.1) в (2.14), получим

f •֊i֊’4!£i՛ 51 '*4vJ -
| 4”՜?’ рАПг, 0</г | (5.3)

A, Ai J J/,՛, A, J

Здесь можно принять Зг v —c/.U) и подставить это в (3.2) для 
определения А (/). То обстоятельство, что г/։(/) будет зависеть от 
-4(f), приведет к наличию соответствующего коэффициента при /?* в 
первом члене левой части (3.2), и полученное уравнение решится 
аналогичным образом.

Задача существенно упрощается, если принять несжимаемость 
материала сосуда» т. е. принять к = 0. Тогда (2.141 и (5.1) сразу дадут

•4(O = Ki’[|՛ ? orfr г.)

I'

— За։,| рДТ(г> ’ (5-4)

Если при 7’0 никаких напряжений в наполненном сосуде не было, 
а затем температура изменялась настолько медленно, что можно в 
каждый момент времени все точки сосуда считать одинаково нагре­
тыми, то вместо (5.4) будем иметь 
4 Известии АН АрмССР, Механика, №. 3
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Д(/) «0)(ПП Т„). (5.5)

Формула (5.5) перка и для жесткого шара, вкрапленного в массив.

ij 6. Гонкостенный сферический сосуд

Как было показано выше, решение задачи о толстостенном со­
суде пол действием теплового потока и давлений на полости дается 
(формулами (2.27) (2.29), где Ф(Д, г, i) берется из (2.17), а Л (О — 
из |3.5) с подстановкой Л„(/) из (3.6), же определяется из 
удовлетворения одному из красных условий. Поскольку практическое 
применение этого решения затруднительно, постараемся дать прибли­
женное решение, которое оказывается тем точнее, чем тоньше стенки 
сосуда. Для этого будем пренебрегать 'г (г. /), а кроме того, поло­
жим, что - (г, /) получает свое среднее значение в сфере радиуса

В таком случае, имея из (2.28)

(1 Я*)Ф(Л, г, /)-֊- 1 А>*[(1 -f-А®)Ф(Л, г,

(6.1)
уравнение (3.1) можем записать в виде

I А
: (Л- . О- 2 ֊•(/<,. 0 2(/? ! л, <1 (HJ. (6,2)

Подставляя (6.2) и (2.17) в (2.15), при /֊А получим

А (О = —RГ.
7-ДО </.(/)

А.. Я,
-ИМ!

А’,).՝

<)С (/, А" '"(1
£(А_. -А,Г?

X °С{'/(й,,., /), (6.3)
Р-

где / (г, /) берется по формуле (3.3).
В качестве примера рассмотрим находящуюся в некотором цен­

трально-симметричном стационарном температурном поле неиагружен- 
ную бетонную оболочку, повороты сечений которой фиксированы (обо­
лочка может быть и армированной посередине сечения материалом, 
имеющим то же ?,,).

Принимая

0(1, :) C„(l e" 'I 
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н используя (6.1) и (6.3), получим приближенную формулу для вычи­
сления 5?

.-дг ‘14/1, И е-;<| ...о/-_

2 1-т֊/>-С0

֊-^"'(А Н 1 ' ֊ (1
21 I 1 ф /.։(;<>

кт/ /ЛС° \ (1 е .........  1

\1— 1 -4֊ /-«С«
(6-4)

Результаты вычислений для Е 210000 к? елг, т= 4, <* 0,999995 

/ - 5-10՜՛ (кг с.п՜)1՜ , С 0,28-10 елг; — 0,03 1 день, у==0.25 
?0=12- 10 1 град, К 500 с.и, А. А’։ = 10™, Т2 7\ 50’при­
ведены в таблице 1 и графически изображены на (риг. 1.

Фиг. 1 Значения ; при / —

Значения : (г, /)
Табл ку а

—(лн )

Г
0 10 30 Ф

495 13 07 41.30
40.96

39.24
36.96

37.20
28.67

497.5 21.27 20.42
20 40

19.40
-19.26

18.39
17.88

500 0 0 0 0

502.5 20 73 19.90
19.8Я

18.90
18.78

17.91
17.45

505 •10.97 39.35
39.07

37.35
35.48

35 4(1
28.42
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В табл. 1 верхние значения соответствуют линейной ползучести, 
а нижние нелинейной.

Легко видеть, что эффект от нелинейной ползучести проявляется 
лишь по истечении значительного времени.

И։и ;нтут математик.։։ и механики 
АН Армянской ССР 11оступила 26 III 1966
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in i( q h fj n 1/d (ill'll niiuif i[in'liijnr( qltqniMi in'htt jd'llli p/i "nil if tup I

U tn in rpl шЛ ni t[dtn[pU ll'lttn lll[ [tin I -\IU 1/UI и lit [! rn'ilii L jt (t pnA tint։} Lfj | 3 ' ntptttn- 
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'iiiiilplini'l ‘intipj։ fi ‘՝f ttiin n n'h ji iftipi\tnf[p(t Ipntf tn [uilpi/it inptfh pfilip// \uiifuip:

/• tn (unlpiiujinin iitlinPfi t[lin[ptnif fpn inui pif nn) f,’b U[ m p ij h ifh nrj *./։ tnh/uif

hplftn p1iiitti.’lili[tu ft}[1114141 hp(>՝

m t tn n.tu t! rj tu [ph [inpnt.tlp m (I'tinif nt [if։ i fi ifin^ip f,

pl [If mil in [fl'll t- (Input if p q'lttjiiiSiL ui'bnpfi ifflgfi’h if nit(lt (th Hi./P nt.il՛ p’b-

![ ft t 'll n t if /. iffi ^[l'h p<! ft [•

A M. SIMONIAN

SOME TEMPERATURE CENTRAL SYMETRICAL PROBLEMS 
OF NON-LINEAR HEREDITY

S u tn rn ary

In th? present paper the following problems have been investigated.
1. Thick wall spherical vessals under the influence of heat flow 

and pressure on the surface.
2. Point source of heat in a massive.
3. Spherical vessels with uncoinpressible fluids.
4. Thin waH spherical vessels.
The method for solving non-linear Wolker's integral equations of 

the second type which is proposed in paper [2 is also used in this 
article.
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