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УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩЕЙ 
ИЛИ РАЗНОМОДУЛЬНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

1. Как известно [1, 2], в разносопротинляющей или разномодуль­
ной теории упругости чисто статические и чисто геометрические 
уравнения и соотношения ничем не отличаются от соответствующих 
уравнений и соотношений классической теории упругости.

Существенные изменения претерпевают лишь уравнения обобщен­
ного закона упругости, которые в общем случае принципиально отли­
чаются от уравнений обобщенного закона Гука.

2. Пусть рассматриваемый материал таков, что при чистом рас 
тяжении в любом направлении имеет модуль упругости Е՜. а пр։1, 
чистом сжатии в любом направлении Е . Пусть коэффициентами Пу­
ассона являются: характеризующий поперечное сжатие при рас­
тяжении, ՝• характеризующий поперечное расширение при сжатии.

Предполагается, что при одновременном растяжении и сжатии R 
различных взаимно ортогональных главных направлениях модули уп­
ругости и коэффициенты Пуассона остаются соответственно Е~ , > и 
Е", <.

Считается, что рассматриваемый материал при любом напряжен­
ном состоянии претерпевает лишь малые упругие деформации и под­
чиняется общим закономерностям сплошной упругой среды [3, 4}.

В силу сказанного, обобщенный закон Гука в главных направле­
ниях (а, 3, -։) запишется следующим образом []]: 

е.-, «ч3- ֊ «И5* О :.՜ , е.т о,

С-. о.,-, - е . о,

ст; <•' 5, е,- 0.

(2.1 I

где «м — коэффициенты упругости, которые в зависимости от знаков 
главных напряжений и э-; могут принимать линь следующие зна­
чения:

----- или при 7 =£ к. (2.2); 
ЕГ ■ Е

Решая (2.1) относительно напряжений, получим
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= ь - С1։е„ С|2е < ■: Сг-е;;,

' Cjje.v + с,:е\ С2-(!Г։, (2.3)

3-. - C.ilf! . сл2е;, • С:|;!е֊7,

где С,;. упругие постоянные, которые определяются с помощью
формул

Си

О] |СГ. ! • ÜJ2«.4

С..- Сч О'.'^из 
< >><_>

Си О С։1 а-.чОгл — Оаа<Х3|
<> (2.4)

Oj ;Gj| — ailCI-J-;

ОрД..,».։-.! 4 ftußMas։ а},.а--а.л -

Так как внутренние упругие силы имеют потенциал, можно за­
писать 13, 4]

(>1Г » 5> -----• 5Т - --- . (Д.э)
Он--, 0^

где 1Г' потенциальная энергия деформации, отнесенная к единице 
объема тела в данной точке.

Исходя из (2.3) и (2.5) и поступая обычным образом [4], получим
С/к С).-:, (2.6)

а силу чего легк ՛ показать наличие взаимности между коэффициен­
тами упругости, т. е.

ат ciki> (2.7)
Исходя из пр {веденных выше результатов, для коэффициентов 

а.; в различных общих случаях напряженного состояния можно по­
лучить

1) ес \и -. 0, з > О, : 0,

2) еСЛ I Z <Т:,0, ֊ :<^0, <С0,

<-п (։:2 «.и 7?^’ с.-. - (2.$)
л Л
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3) если з, ՝

ап ахл

>о, =:՝֊'
1

Ё7՜’

СО, з:>0, 
1 V

Е Е+’
(2.10)«■»•> -----.

А
(11 к

4) если з 0, :д =;<0.
1 (Г в . ■■■— 1 

а'хл
՝г~ ՝/

(2.11)“ Е -г и 22 а а. ' 1г

К 7. д.
Рассматривая (2.1) и различные возможные варианты значений а,к< 

т. е. (2.8) — (2.11) и т. д., замечаем, что в тех точках и областях тела, 
где все три главные напряжения (?-,:, =•., = ■,) или растягивающие или 
сжимающие, для коэффициентов а,/; соответственно имеем или (2.8) 
или (2.9), т. е. обобщенный заксн Гука (2.1) совпадает со своей клас­
сической формулировкой, данной для однородного изотропного тела. 
Что же касается иных областей и точек тела, где одно из главных 
напряжений имеет отличный от двух других главных напряжений знак, 
для коэффициентов о.* имеем (2.10), (2.11) и т. д., т. е. обобщенный 
закон Гука (2.1) приобретает новую структуру, напоминающую струк­
туру обобщенного закона Гука, сформулированного для ортотропного 
тела.

Таким образом, в настоящем пункте сформулирован обобщенный 
закон Гука, в главных направлениях (х, 3, *;), для разпэмоду л-.-ного
материала.

3. Исходя из (2.1), напишем обобщенный закон упругости для
исходной декартовой системы координат (л*, у, г), 
торой положение главных направлений ('-՛, /, ՛,՛) 
рассматриваемой точки определяется с помощью 
девяти направляющих косинусов (см. схему), ко­
торые удовлетворяют известным уравнениям сле­
дующих типов [3, 4|

Л 4* 11 Гл 1, /|/'2 I 0, 3 1)

/Г : т'\ п!=1, Гуп> 1,-тл 0.
Пользуясь известными формулами преобразования компонентов 

напряженного и деформированного состояний при переходе от одной 
ортогональной системы координат к другой [3], получим следующие 
эквивалентные варианты уравнений обобщенного закона упругости [2]

«и3/ -г «12 (зу =г) Вуг\1,

е.сл а..:зг + (5У з.-) В, &

в:«3* 3..) ֊ В: (К Вхт\- ,

«Н3У + «К ( = <

е5У «Ът'у «։?( = ՛ • 3/) вл г^.

«лз-у «г.՛ (’л ֊ -г) В: 11- г — В.т՜;--,
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лпз. «!•.•(<» 3>) •+ В.,т^ Вп՜^֊^

Ч>Л; «12 ( З.Г 5у ) — В.../3З Вхп՜^,

Ц.,.^г аг, ( <։ =у) — В.ГЛ^ — Вхт՜^-,

где

2/1։‘у.՝ 2В->т-т-^- 2В:п.п.՜.
еуг 2В,1:1..у, 2Вхп>пл*

՝2А;-уг '2В:1А', — '2Вхт п1- ,

2АХ՜-, 2В тхт .= 2В пхп, з

е.-л 2А:-.гл - 2В., 1,1.,^ 2В1пхп^1

7А-,-.;, 2В:1Х^ — ‘2Вх1пхт?; ,

2 А '2В тхт, 3- 2В:ПХП:’
е.1У '2А-..у 2В^1.^֊. 2ВХПХП ; •“ , (3.2)

'2 А— '2В_1Х1:'^ 2Вхтхт -- ,

А - «И ~ «12, ^1 «22,

Л, «22 ---- «12, «.« — «и, (3.3)

А: «кл о г.-, Вл «22 — «и-

Что касается главных напряжений, то они через искомые напря­
жения и направляющие косинусы представляются обычным [3, 4] об­
разом՛'

». /;=., +/:=.-Нз=;-г2/,/;-.֊■֊■) (/, т, п). (3.4)

Что же касается направляющих косинусов , т. , п., которые 
являются функциями напряженного состояния рассматриваемой точки, 
то они, при использовании соотношений (3.1), могут быть определены 
из условий * 0, О, О, которые имеют вид [3, 4]

тхпхэ՝ т>п:~, ֊4 т-лп։зг 4՜ (т.п՛. (֊ л։:|л2) ->г

(тхп 4֊/п.։л։) (т։гь т.пх) -гу 0, (/, т, п). (3.5)

В последующем может возникнуть необходимость представления 
главных напряжений и направляющих косинусов через искомые дефор­
мации. В связи с этим приводим также формулы преобразования де­
формаций, которые имеют вид [3, 4)

ем /1ег.у /л\.у ф /з^- I I.,еу: 1х1?,е-г, М-ЛЧу, (Л л), (3.6)

е-, Хя։»л1₽.«а m-.n-.eyy т-лпАе~} (т -.п-л т. п

|- (/пхл:։ /ПлЛ^е-» --(/пхл2 -rn.nl) е,. , (/, /п, л). (3.71

(/. гм, и) указывает. что значения остальных двух уравнений можно полу­
чип» путем круговой перестановки.
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Рассматривая (3.2), замечаем, что обобщенный закон упругости 
для разномодульных тел существенно отличается от обобщенного за­
кона Гука классической теории упругости. Обобщенный закон упру­
гости (3.2) наряду с известными величинами содержит новые члены.
которые, будучи произведениями направляющих косинусов и главных 
напряжений, являются нелинейными функциями напряжённого состояния 
рассматриваемой точки. В частности, когда напряжения <», ~у, яв­
ляются главными напряжениями данной точки, то обобщенный закон 
упругости (3.2) совпадает с обобщенным законом Гука (2.1). В случае

же, когда о։։ а>- — а.-.л, Ах А-. А (() - модуль сдвига).

обобщенный закон упругости (3.2) прекращается в обобщенный закон 
Гука классической теории упругости изотропного тела.

Таким образом, имея статические и геометрические уравнения 
классической теории упругости и уравнения обобщенного закона уп­
ругости, можно приступить к рассмотрению отдельных задач разно- 
сопротивляющей или разномодульной геории упругости.

При рассмотрении конкретных задач разномодульной теории уп­
ругости в тех точках и областях тела, где одновременно =-« ^>0, лО-0, 
зг>() или, наоборот, з.-<^0, = «<50, < 0, как нетрудно заметить,
обобщенный закон упругости совпадает с обобщенным законом Гука 
классической теории упругости. В этих точках и областях, которые 
будем называть точками или областями первого рода, надо пользо­
ваться лишь уравнениями классической теории упругости, при этом 
надо лишь помнить, что в качестве упругих постоянных должны быть 
взяты или Е , •/', или Е , •/ , А в тех точках и областях тела, где 
одно из главных напряжений имеет отличный от двух других главных 
напряжений знак (например, = Д> 0, з:, < О, =7^>0), оставляя неизмен­
ными чисто статические и чисто геометрические уравнения и соот­
ношения классической теории упругости, к ним должны быть присое­
динены уравнения обобщенного закона упругости (3.2). Такие точки и 
области тела впредь будем называть точками и областями второго 
рода.

В связи с этим укажем, что зачастую, при рассмотрении задач 
разносопротивляющей или разномодульной теории упругости., будут 
возникать вопросы определения областей и точек того или иного 
рода (1, 2].

Для полноты картины и удобства дальнейшего изложения, при­
ведем те уравнения и соотношения классической теории упругости 
[3, 4], которые будут использованы н последующем.

Уравнения равновесия

’ Здесь и в последующем частные прои «водные обозначаются запятыми в 
индексах с последующим указанием аргументов, по которым берутся проихнюдныс-



8 С. А. Амбарцумян

-Г. V 4" " гу. у--- 'л-.-. Г • ''-АГ — 0, ",гу ----- -уд-,

-ул -V 5У.у 1 (3.8>-

’лЛ.Л ~ ".-у, У * О, ~уг ~-У »

условия на поверхности:
X. ^х1 -г "лу/п 4- "՝л.՝п, 1 = сох (V, х),

У. = Тд.у/ 5у/П “улЛ, т = сох (**, у), (3«9)

X ~г.,1 ~;уГП '-П, п сох (>, г);

зависимости между компонентами деформации (еч) и компонентами 
перемещения (а, V, «»):

е.сх^и.х, еуу V. у, е« а,, л
е1у = г՛. г и. у, су: ш, у- г».с.-, и.- ш.

уравнения неразрывности деформаций:

влл. УУ -г буу. XV - елу.лу (х, у, г) (3 11)
(с?? г 4 е.-с. V — Сд-у. •). ; 2б«. лгу 1л', У, -)■

4. Рассмотрим задачу плоской деформации. Принимается, что 
а) направление г является главным и совпадает с •,՛, б) перемещение 
и» равно нулю, н) перемещения и и V являются функциями лишь л и у.

В силу принятых предположений можно записать
73 гпл ~ п1= п , 0, пл I, (4.1)

и и(х, у), V и(х, у), ы 0, (4.2)*

е„ 0, ех2 = 0, еуг = 0, (.4.3)

’хг = О, Ту. = 0. (4.4)

Учитывая, что е.-.- = 0, из третьих уравнений закона упругости 
(3.2) получим

֊^(*х-Ну). (4.5)
Ом

Значение коэффициента а:13> очевидно, можно установить лишь 
после того как будет определен знак напряжения При :-^>0 для 
о:,3 должны взять 1 Е , а при з.. < 0 1 Е .

Подставляя значение з.- из (4.5) в (3.2), для уравнений обобщен­
ного закона упругости, в интересующем нас варианте, получим

еХл ^п=л- —

е... - 6!2Т1 В.тЬ-,

еД1 2/4։~.г-,

I 1.6)

где

Ь,, <ь.՛. — I 
а-м/

(/ 1,2; к -1,2). (4.7>
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Решая (4.6), относительно напряжений получим

,г А1'"' 3՜ е

3>։ дГ^--Ле (4-8)'
1 в.л

2/ц е.,у - '"»'"з’.Ч

где

!'-1֊7------ ֊• е=елу еуу,
А" + Ь' ■' , (4.9)

з- п?;=.։- /гфу 2/п1тл.гу.

Направляющие косинусы тг и гп. определятся из условия "֊■ О, 
которое имеет вид

з, /рп։з։ 1>т,эу | И^п. /.//ц)-гу = 0. (4.10)-

Из уравнения (4.10) с учетом (3.1). для направляющих косинусов 
получим 

где

А ֊֊ 1, 2Г (4.12)
т1 -.су

Рассматривая (4.12), замечаем, что при определении направляю­
щих косинусов мы не раз должны сталкиваться с вопросом установ­
ления знака параметра А՛.

Для конкретности последующих рассуждений будем полагать,, 
что з-<0, а ^>0, т. е. главное напряжение з. — сжимающее.

Из (3.4) после некоторых преобразований можно получить

-у--- к~ху ИЛИ X, = Зл. — '.IV,
к

(4.13)

Рассматривая (4.13), замечаем, что и точках второго рода, при 
любых 5.1 И 5.;, ДЛЯ ТОГО, ЧТООЫ ОСуЩССТВИЛОСЬ условие 5;. <7 5,, Необ- 
ходимо и достаточно, чтобы Аг-IV 0, т. с. т,,. и к должны иметь раз­
ные знаки.

3 аким образом, можно констатировать, что

при -.г>-> 0, к < 0, т. е. А' — I — ) (• 1,
____  (4.14).

при -гу<^0, А>0, т. е. [к — — I
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Наконец, подставляя значения Д' из (4.14) в (4.13}, для главных 
напряжений ?. и =;. получим известные формулы

(4.15)

Из (4.15) легко заключить, что если ^-<<0, то всегда - ><20,

в противном случае, т. е. когда ----------  ?>0, для обеспечения условия

з ■ <Г. 0 необходимо, чтобы

Исходя из условия е1։ О, которое в силу (3.7) записывается 
следующим образом

Св/, 2 (/рп.е,, — 1т .еу;.,) (1гт-. е,.,у 0, (4.16)

направляющие косинусы т, и напряжения '■ .могут быть представ­
лены посредством деформаций е,1։ е7>., е1у.

Сравнивая (4.16) с (4.10) и учитывая при этом (3.1), получим

1-,т> 1-т, т2, - пк = , — 2(ел,— е>у) 1Л
2/ . _֊ -------------------- (4.17)

1^тпх тЛу ел>-

Формулы (4.11) и (4.12) для определения т, остаются неизмен­
ными и только лишь значение I будем брать из (4.17). Укажем при 
этом, что при определении знака параметра к надо учесть, что знаки 
“г. и е.у совпадают.

Исходя из (3.6), после некоторых преобразований получим

(4.18), для

к 1 «л /> — -е->՛։ - * tf.iv, Г): С-ХХ С су.
2 2к

к 1
еу> вх.г — е-՛.՛, е\-. е.м. —■ елу.

2 2к

Подставляя значения к из (4.121 с учетом (4.17)
деформаций получим

в

(4.18)

глаиных

(4.19)
еу:՝ ■ 1 ~ 7 ։֊■----- е\у е՝у).

Из обобщенного закона Гука (2.1), учитывая, что = , а так­
же, что з_,- = о, 5.,, получим



Уравнения плоской задачи разломодульной теории упругости и

еа։ 4-612з;<, е;р — Ьгл? Ь.л-. (4.20)

Решая (4.20) относительно напряжений и используя <4.19), окон­
чательно получим

Д՞ , Ьчл ^12| ~ \ V»5а — (е».с еу>) —- ------ 1 е֊п. (едл - еп)’,
2и>/, 2։։»г>

(4.21)
э? = (елх еп.) — —-—— V (С.х — Суу)։.

2&ь 2<м..,

где

с;/. />х16։г — Ь‘>. (4.22)

В силу исходных предположений н задачах плоской деформации 
напряжения и перемещения являются функциями лишь л՜ и //. С уче­
том сказанного выше, уравнения равновесия объемного элемента <3.8} 
принимают вид

~лу. л' 5у, у ? i 0.

Упрощаются также условия на поверхности (3.9), которые перепишутся 
следующим образом:

X: = 3vcos(v, Л-) ֊ -։vcos(v, у),
Y; -Vycos(v, д ) Зу COS (*,//).

Из шести условий неразрывности деформаций (3.11) остается 
лишь первое, т. е.

C'v.v yv Суу-лл <? i-y. .։ >•• (4.25)

Подставляя значения напряжений из (4.8) в (4.23) с учетом 
(3.10), получим следующую систему дифференциальных уравнений в 
искомых перемещениях и и (х, у), v ;՛ (л՜, у)

Aw (1 2r1)<>- 2Д»(?Ч’?-’ (/п[<). . — (шрп,: ) у] ֊* ‘2А#Х.

Av (1—2!4) е -. 2у?з[р1з... у — (пфО. v

где наряду С ранее принятыми обозначениями имеем также 

а ( ) ( ). хг ( ). уу. е Схл- i вуу.

Из (4.21) в силу (3.10) имеем

= . ; - («. .-».у>г. (4.27)
2<о^ 2<П/,

Для направляющих косинусов т. имеем формулы (4.11). Что же 
касается параметра k. то из (4.12) в силу (4.17) а (3.10) получим 

при "tv 0 (елу 0)
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(4.28)

(4.29)

Граничные условия, наряду с (4.24), могут быть заданы и в пе­
ремещениях.

Аналогично классической теории упругости н разно,модульной 
теории упругости тоже можно ввести функцию напряжений ? ?(.г, //).

I1олагая [3, 4]

г уу՛ '> * .гл* *. »у» (4.30)

тождественно удовлетворим уравнениям равновесия (4.23) при отсут­
ствии Объемных сил (А' 0, У 0).

1 1одставляя значения напряжений из (4.30) и (4.6), получим 

е' А*.,у Мт. т ։.) 

е՝* Ат ,, уУ г гл> В։т2&, (4.31)

е.гу — 2Л։? 2Вдт1/п1: ,

где и силу (4.15) и (4.12) имеем

/-■ -------— 1 1 •: ’4 ( -----[5— пр* ': >0, (4.33)

А- —— I 1 1 (-~ГГ— "Ри '-<0. (4.34)
~ ■ гу г п՝Т д?'

Подставляя зрачения деформаций из (4.31) а уравнение нераз­
рывности (4.25), окончательно получим следующее дифференциальное 
уравнение относительно искомой функции - у(х, ,у)

^-|(т{= ) ,։-2(т։шл.) . (ж-;.),..] 0. (4.35)
Лп

где для : и имеем (4.32)—(4.34) и (4.111.
Граничные условия получим из (4.24) с помощью (4.30).
Искомые перемещения будут определены с помощью (4.311 с 

учетом (ЗЛО).
Таким образом, и настоящем пункте приведены все необходимые 

соотношения и уравнения задачи плоской деформации разномодульной 
теории упругости.



Уравнения плоской ыдачп разномодтльной теории упругости 13

5. Рассмотрим задачу плоского напряженного состояния. Прини­
мается, что а) направление z является главным и совпадает с 
о) напряжения, действу кин не на площадках z const, равны нулю.

В силу принятых предположений, можно записать

/3 т3 лх п2 0, л3 1, (5.1)

з. О, -st 0, -2у 0. (5.2)

Обобщенный закон упругости (3.2), в силу (5.1) и (5.2), н инте­
ресующем нас варианте примет вид

е.г.г о„3< ^з/пТ3.’»

e..v Ой3՛.՛ <ги3г~ ,

ег<—ок(з( = еу1 — 0. е.-д 0, 

вл у 2/lx՜ 2i33/npn?3 :.
Решая (5.3) относительно напряжений, получим

(5.3)

1 / ).| /Л - \- 1 1
" л/" А, \Л։ /I./՜'

1
с : В3

(՛՝ ֊mh=
Зу V” А U, aJ

1 е-лу- - --- m./Лп՜-,
2 А А

(5.4)

где наряду с (4.9) и (4.11) введено также следующее обозначение

'•/ ——• в е.гл е,у. (5.5)
о» ак

Сравнивая (5.4) с (4.8), замечаем, что они отличаются лишь по­
стоянными коэффициентами и л..

Что же касается деформации ег:, то если в задаче плоской де­
формации она равна нулю, то здесь имеет значение

е;г а։։(5» 5у) >х(е - Я3з,). (5.6)

В силу (5.21 уравнения равновесия (3.8) и я этом случае имеют 
вид (4.23).

Подставляя значения напряжений из (5.4) в (4.23) с учетом (3.10), 
получим следующую систему дифференциальных уравнений в переме­
щениях

Ам —(1 2/.։)е . 2ВаР»’-. ՛ Н*)»՛ (т։пи-.) \] = 2Д?2С

Аг» (1—2/֊։)е. 2/^1'г (лфО V —(т։/н։5;,). .] 2А^У.
Эти уравнения отличаются от соответствующих уравнений задачи 

плоско! деформации (4.26) лишь коэффициентом /х (здесь взамен нх 
имеем ■ ;1, вернее коэффициентами о ?.., ибо н этом случае для *֊ имеем
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=• ֊՛(« -. V. у) ֊а" («.; ֊ V. ,<)։=<«.; - V.;>՛, <5.8>
2n>rt 2vj։J

где
- апо21 — fi],. (5.9)

Сравнивая (5.8) с (4.27), замечаем, что они отличаются лишь 
коэффициентами ац{ и />,.> Что же- касается направляющих косинусов 
т;, то для их определения имеем (4.11), (4.28) и (4.29).

Наконец, отметим, что граничные условия не отличаются от гра­
ничных условия задачи о плоской деформации.

Однако, как и в классической теории упругости [3, 4], несмотря 
на идентичность задач плоской деформации и плоского напряженного 
состояния, между этими задачами имеется принципиальное различие, 
заключающееся в гом, что в задачах плоской деформации перемеще­
ния и напряжения всегда являются функциями лишь х и а в зада­
чах плоского напряженного состояния, как правило, зависят также 
и от z.

6. Рассмотрим вариант обобщенного плоского напряженного со­
стояния. Принимается, что а) направление z является главным и сов­
падает с -{, б) напряжения, действующие на площадках ± const, 
равны нулю, в) отличные от нуля напряжения и перемещения функции 
лишь х и у.

Не вдаваясь в известные подробности |4], приведем те уравне­
ния обобщенного закона упругости (3.2), которые будут интересовать 
нас в последующем, а именно

В силу принятых предположений можно записать

/3 п?;։ п2 0, п3 1, (6.1)

= г 37 0, 'с,- 0, -.-у-0. (6.2)

’< Мх, //), Зу Зу(л-, //), Т.п 'гу(х, (/). (6.3)

е,.,

еуу — a։1sv Вдт|з?, (6.4)

е.гу 2/4, Т.п 2Z?3ZHpHj3:.

Из уравнений равновесия (4.23), при X г — У՜ у 0, имеем

'-"О' 'V (Зл । Зу. уу)> (6-5)

Подставляя значения деформаций из (6.4) в уравнение неразрыв­
ности (4.25), с учетом (6.5), получим

О
~(3л - 3 [("К՜3 ) уу — 2 (тут^\) ,п. (лп*с;).д։] 0. (6.6)

о и

Присоединяя к уравнению (6.6) уравнения равновесия

З.г ,т -лу V 0, -до л- 'у у 0, (6.7) 
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получим полную систему трех дифференциальных уравнений относи­
тельно трех напряжений.

Полагая |3, 4|

г уу» 'У л.>. лу> (6.8)

тождественно удовлетворим уравнениям (6.7), а из (6.6) получим

—[(/Пр-).XV 2(п։р??„з ),лу (/пг> о, (6.9) 
“п

где для = и т, имеем (4.32) (4.34) и (4.11).
Таким образом, решение обобщенной плоской задачи разномо­

дульной теории упругости также сводится к решению одного нели­
нейного уравнения. Уравнение (6.9) отличается от уравнения (4.35) 
лишь коэффициентом «п. В (4.35) взамен нп имеем Ьп.

Граничные условия, как и для уравнения (4.35), получим из (4.24) 
с учетом (6.8).

7. Приведем некоторые общие уравнения плоской задачи в по­
лярных координатах. Применим цилиндрические координаты. Пусть 
ось исследуемого призматического тела параллельна оси с, которая 
является главной и совпадает с Тогда, формально забывая направ­
ление Ог, задачу будем исследовать в условной плоскости в полярных 
координатах г и Н, т. е. точно так, как я классической теории упру­
гости |3, 4|. Направляющие косинусы главных направлений будем оп­
ределять по приведенной схеме. Под /։ и т։ будем
подразумевать косинусы углов соответственно между 
направлением а, £ и нормалью к г в данной точке.

Будем рассматривать лишь задачи плоской дефор­
мации и обобщенного плоского напряженного состояния. 
Приведем те уравнения и соотношения, которые яв-- 
ляются общими для обеих задач.

Зависимости между деформациями и компонентами перемещений 
и и (г, •>), у ?«(г, •)),

уравнение неразрывности деформаций

1 111 ■ г, С,;, V л — и,
г г

(7.1)

Сг!»
1 1

у г------- уГ г

уравнения равновесия

'г. г

՝Г'Л. г > н
 ՝■* н • 1 5-

-ч
 

4 |-
,•՝

 
~ 1

О
 

X
I О

(7.2)
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1
— с

1— е1_
. err HU

1
е. (7.3)

Разрешающее уравнение в случае 
имеет вид

задачи о плоской деформации

В3
Wr ֊ 

«и
).аэ -г՛

— 2 —(тп^р;,) г., о 1 / ч2 —(?npn։s.Q (( (7.4)

1 1 ( •

где - -(г, ։>) — искомая функция, посредством которой напряжения
представляются следующими формулами:

В этом случае з- и /п, определяются с помощью формул (4.11) 
—(4.151 с учетом (7.5). Ввиду громоздкости и элементарности полу­
чения, окончательные выражения = ■ и /и,, представленные посредством 
искомой функции 7 (г, !>), здесь пе приводим.

Что же касается уравнений обобщенного закона упругости (4.6), 
то они переписываются таким образом

егг Ьпъ Ьк-,л В3тп֊з.,

с?Ьи՜, ֊t 61;з, — В3т՝,; , (7.6)

с.., 2/1)՞,, 2В3/п։?п=-;.

Далее, в случае задач.! плоской деформации, для определения 
значения коэффициента пза должны пользоваться очевидной формулой 
(4.5), переписанной для полярных координат, а именно формулой

(7.7) 
«л

Наконец, укажем, что все уравнения и расчетные формулы пло­
ского напряженного состояния в полярных координатах получим из 
приведенных выше уравнений и формул (исключая (7.7)), заменяя 6,.՛.. 
на а։Л.

8. На примере плоской задачи покажем справедливость формул 
Кастильяно ъ разномодульной теории упругости.

Доказательство приводится для обобщенного плоского напряжен­
ного состояний. Оно может быть повторено и для плоской дефор­
мации.

Обобщенный закон Гука (2.1), н силу (3.7), в случае плоского 
напряженного состояния имеет вид
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е.-> - апз, о-з;., е<5 — п։։зч а-2'-. (8.1)

Удельная потенциальная энергия 11” записывается известным об­
разом [3, 4]

Г -֊- Ь»е» | =5е„) (8.2)

или в силу (8.1)

И' — «цЗ; - й12з։з. — гг.лт. (8.3)
£ с

Из (3.4) для =-• и з,- имеем

•Зе /1=л /гЗу “-2ZjZ.-3.vv, ($4^
з .,п|֊зл. т::3у — '2тгтг-хУ.

Подставляя значения з и з; из (8.4) в (8.3)2 и учитывая при этом 
(3.1) а (4.10), получим

V (=.;֊ =;■) । А(8.5)
— £

Вычислим частные производные 1Г но напряжениям

ОН'/
О:л «П՜՝ «12-Х В3А

О-.Г

сЛГ
02 у «п=у

֊՛ ֊ (8.6)

о 1Г
2А,-:. Г^.-

<73-

О'лу о-.х>

Выясним, что же 
главного напряжения - • 

Из (3.1) имеем

собой представляют частные 
по напряжениям :л, =■.՛, -л..

производные

от՝,
гт ?7г֊=1

1 * 0:х
От\
- П

От ։ От->
(8.7)т' 0-.г т : Озд.

Исходя из (8.4) и используя (8.71, можно записать

г/з- Л ~ ОПЦ т: 2 2з./п_
От*
Оз.

От От,
гп: , “ 0зх 0сл .

От, От 
/п > ֊

<73.

т\ дт^' 
т, (Ьл ,

.. 2 От, г ,??1‘ (зг-- 5у)
т2 ():л

(т: п5[)тл.]. (8.8)

2 Из1к стия АН АрмС’СР, Механика, .V- ՛/.



ОЗ. 
о՜.

В силу (8/0 и 18.10) 

с/1Р 
ОЗ.

</и> 
Мз, 

г/1Г

Сравнивая (8.111 с (! 

о!Г
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Из (8,8) в силу (4.171 легко установить

т‘. (8.9>
Озт

Поступая аналогичным образом, получим также

т:., — 2лп,/п . (8.10)1
<1 “д У

и.< (8.6) получим

«։։з» Ч\:՜

«п5у - т:., (8.11)1

2/1,з, 2Л\: пцт..

5.3) , можно записать 

  См»,   Сг».
оз*. </=.------------------- д‘ку

Таким, образом, можно утверждать, что известные формулы Ка~ 
стильяно [3, 4՛ имеют место и и разномодульной теории упругости..

Институт математики в механики
АН Армянской ССР Поступила 1 П 1966-

п к. .яигригапигт

Н.(Н19'Ми|11Л,11Н»-гП1Ъ ЗИРШТОФОМ. Ч111Г 8111։И'Н«1Г1Г>РПЧН||11Ъ 8Ь11П1Ч>31Ц. 
211.РН- МЛРЬ J14H.11111’01'1ГЪЫ։С

И ։( ф 11 ||| II I с(

Ог»/.|/»4/уЛ։'пу л./м'-՝.'4 I/ тшррЬр пцпцЪЬр тЫ/л/п/! Ь^ги.рЬр^линш'А-
1[ш1/1иЪ/11орЫ/рр, ашшАчш!] шЬт{]рнЪ 1рииш)ри^г
и111Л1/и1^т)1 дпчн ншшч1^1(и1!^иЪ Ь ^пчп 1>р11ри1;-иф1н!(ш < ՛. ш Ч1чш/< п I Л> I/р/1 }■ 
ГН ]П;ЪЪ1»р(гр . иЧЧН1/>1 шА /.11 ччирич! п/[ГН I Itp4fil.fl/1 иУ ..... Ду ш «/I. и г [I рч՝!'.
ш/. тн 1шЪ р]цр'. 1111чч р ! ин/.пич/ргч >1 и Ьрр /» ит "Ь՝ т (I р11 ?/.’,Л р р ‘

а
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S. Л. AMBARTSUMIAN

THE EQUATIONS OF THE PLANE PROBLEM OF THE 
DIFFERENTMODUL THEORY OF ELASTICITY

S u m m a г у

In the paper the generalized law of elasticity for differentmodul 
materials is received.

All equations and relations of the plane problem of the different­
modul theory of elasticity are obtained.

On the example of plane problems Castiliano’s formulas in the 
case of differentmodul materials is shown to be just.
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В. С. САРКИСЯН

О СХОДИМОСТИ МЕТОДА МАЛОГО ПАРАМЕТРА ПРИ 
РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ИЗГИБА НЕОРТОТРОПНЫХ

ЗАЩЕМЛЕННЫХ ПЛАСТИН

Исследованию задачи об изгибе анизотропных пластин посвящены 
многочисленные работы, среди которых особое место занимают ра­
боты Геринга |1]. Буссинеска |2], Губера |3- 5], С. Г. Лехницкого 
[6—9‘. С. А. Амбарцумяна |10| и других [11 13|.

Решению задачи изгиба длинных неортотропных пластин методом 
геометрического .малого параметра посвящена работа |14;.

В работах |15- 16] приведен метод решения задачи об изгибе 
неортотропных пластин.

В настоящей статье дается обоснование этого метода для не- 
Ортотропных защемленных пластин. Исследован вопрос о сходимости 
и существовании решения задачи об изгибе анизотропных (неорто- 
трэпных) защемленных пластин с произвольным очертанием.

£ 1. Метод решения задачи. Рассмотрим упругую однородную 
анизотропную пластинку постоянной толщины, которая деформируется 
под действием изгибающей нагрузки </ (л՜, (/). 11редположим, что 8 
общем случае пластинка является неортотропной, г. е. имеет в каж­
дой точке лиши одну плоскость упругой симметрии, параллельную 
срединной плоскости (число независимых упругих постоянных равно 
13). Срединную плоскость йедеформированной пластинки примем за 
плоскост։« лу/, поместив начало координат в произвольной точке и 
направив, ось z в сторону ненагруженной внешней поверхности.

Тогда задача о нахождении прогибов -<•(-*. у) неортотропных за­
щемленных пластинок, изгибающихся под действием перпендикуляр­
ных к е плоскости сил, сводится к решению дифференциального урав­
нения с частными производными с неразделяющимися переменными

П*М 7(х. у) (1.1)

при следующих граничных условиях

«. о. (1.2)
Utt

Здесь для оператора I I* | ' принято такое обозначений
б/1

п и-/л. ; 40,,.—^— 2<О; 20,.,.) .
их' их'иу 0х‘Оу
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W,։J—°'
дхду* * Oy''

(1.3)

где жесткости /Л; (z, j I,--, 6) удовлетворяют следующим нера­
венствам |16|

Д:>0, £>2е>0, /;,.„>(), D(:D}}-(i, J I,---, 6). (1.4)

Отметим, что имея решение красной задачи [(1.1) (1.2) |. составляю­
щие напряжений, изгибающие и скручивающие моменты и перерезы* 
зающие силы можно определить по известным формулам [6].

Произведя преобразования 

л- ху/Оп, у г/։ । IX., и» (х, у) — Ч (х։, х2), г/ (х, у) ц0(хъ х-.), 

из [(1.1)—(1.2)1 для определения Ч’(х„ х-_.) получим следующую крае­
вую задачу:

А1Ч1 Ма[։|] 7о(а-։, X.), (1.5)
Л«ЧГ I՝|’Ь ——т— ~ о, (1.6)
гл I,

где
. г . д* , о. <>’ д' л г 1 л/, & > \։^ — дх{ дх^дх^ дх\՛ ՛ \/՛ дх^дх2 ’ axl(fx^),

Ап__< -j
V DnDM ’

Рм
I Ж

VDWi
1՛ А Аз

Zz_. А- '2Р- 
/ AlA,

(1.7)к

0* _ /• д I, а * *---------- 4~"—• —;------- < I, ■— COS (/>, z/), /. COS(n, X).
О'* |7?п /IX,

Отметим, что 4 и ,֊/ обращаются в нуль в случае ортотропного ма­
териала, когда главные направления упругости совпадают с коорди- 
натнымн линиями.

Решение уравнения (1.5) представим в виде ряда по степеням 
малого параметра в

'1‘(х։. х_.) а»0(хь х.) |»и», (х։, х2) !12юПх,, х.) • • ֊. (1.8)
Подставляя значения '» из (1.8) в (1.5) и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях р, находим

^։[«’0]=9о» (1.9)
•4։[ич) -ИДге.-,] (у 1, 2,-..). (МО)

На основании (1.8) граничные условия (1.6) примут вид

-Д о. (1.11)
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Таким образом, решение краевой задачи с нераздсляющимися пере­
менными [(1.5) —(1.6)] сводится к решению системы рекуррентных 
красных задач с разделяющимися переменными (1.11)|.

Иначе говоря, задача об изгибе неортотропных защемленных 
пластин сводится к ряду задач, сходных с задачей об изгибе орто­
тропных защемленных пластин.

§ 2. Исследование решения основной краевой задачи. В на­
стоящем параграфе дастся исследование решения основного диффе­
ренциального уравнения с неразделяющимися переменными 11.5) для 
любой области ограниченной достаточно гладкой кривой $, при ус­
ловиях (1.6). Для удобства сформулируем это в виде следующей 
краевой задачи, которую в дальнейшем будем называть основной.

Основная краевая задача. Найти решение дифференциальною 
уравнения

П[Ч] 9о(л-։, х,) (П|>А[] МД]. н<1) (2.1)

для области ՛-- при граничных условиях
<7՝Г I

П = (2-2>ап |.

Здесь (л-։. л) квадра гично-суммируемая функция в области 
р малый численный параметр.

11режде, чем перейти к исследованию решения основной красной 
задачи, приведем некоторые известные факты.

Пространством (' " (-) называется пространство т раз непре­
рывно дифференцируемых в 12 вплоть до контура функций п перемен­
ных •։» (л) Ф(л-։,՛ , Л'Д. Норма в С. ч вводится так

Ф' V V тах | Пх ''•!» , шах Ф |. (2.3)
' ■ ■' » . ~ ՝ ՜

Как известно, С, является полным нормированным пространством, 
т. с. банаховым пространством. При т 0 получаем обычное про­
странство С (12) с нормой

’1’ <, .՛, шах | ’1’!. (2.4)

Обозначим, через £;>(12) пространство функций, суммируемых по Ле­
бегу на 12 со степенью р 1. Норма в этом пространстве опреде­
ляется по формуле

<р 1). (2.5)

Пространством 1Г,., (52) называется пространство суммируемых 
функций, имеющих все обобщенные производные до порядка / вклю-
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чительно, суммируемые ио -- со степенью р. Норма к 1Г.\ 
делается равенством |17

/ I ‘Л
1<|>Г" (/>'.** •։•)" (/л'1"՜-

л- ։ (*•) -I ।

опре-

(2.6)

В дальнейшем нам необходимы следующие теоремы вложения С. Л. 
Соболева |17|.

Теорема 1 (Вложение !ТТ' в С). Если ‘1’ г 1^,՝ ՝ м «<//>, то 
С (52) и выполняется неравенство

■ Ф|| «1>| |П (2.7)
' л ՝ ■}

где М постоянна я, не зависящая от выбора функции Ф.
Теорема 11 (Вложение ' и 1^,'). Если ’I’ ’ 'Г՜' то Ф 

имеет все обобщенные производные порядка ниже I. При этом: 
,, , . л п <>'Ч>1) если 1р . ' п, 0 т<^1----- • то ------------- непрерывна и

Р Ох]1 ■ - • о л;

֊ ֊ ֊— <М Ф ; (2.8)
о*;

'2) если т 0 и т I —. я к — (/— т} р, то на всяком мнокн 
Р

образин я измерении

у!,'Ф

где —----------------- - прпнем
п ՝- (I — гп) р

11—^4-
II Ол ’՝- • дхп

(2.9)

Те трема 1И (Полная непрерывность оператора вложения н (՝}. 
Если п<^1р, то оператор вложения 1^; ' в С вполне непрерывен, 
т. е. всякое множество Ф: 1Т'о < органнченнои нормой .„и; .’V 
является компактиылг с, С.

Докажем, что оператор П| фигурирующий в |2.1) при закреп­
ленной границе пластинки положительно определенный. Нетрудно про­
верить, что линейный оператор П [ | симметричный, т. е.

(П[м], V) (и. П[х?])։ (2.10)

где символом (о, г՛) обозначено скалярное произведение функпий 
^(л-п л:) и и(.т։, л-:.).
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Применяя формулу Грина и учитывая (2.2), можно написать, что

(П[Ч], Ч) =։ 2^5 ' Й -.(4,?,:, 4-А:։), (2-11)

Нетрудно доказать, что при к 1 и (1
2

к)՜ (А-; к‘: > имеет

место следующее неравенство

*1 '2к:\ =5 ?(Ц;։ -|- »>'0 Сн =- 2*К (2Л2)
если только

где

).* пип 1;

0<>оО*>

1 к | ' (1^)5֊^ (£,՛ ֊ ;<)

2

(2.П)

(2.14)

При помощи неравенства Фридрихса |21. 22] доказывается следующее 
неравенство

— <«’ 2:5 ■ Й’), (2-15>•Г

где положительно-постоянная величина.
Из (2.11), (2.12) и (2.15) немедленно следует, что

(П[՝Г], Ч-) :: а=,/ГЙ։^ (о2 /.֊;), (2.16)

т. е. при граничных условиях (2.2) оператор П | | положительно опре­
деленным.

Далее, принимая во внимание теоремы вложения С. Л. Собо­
лева |17| и некоторые результаты работ О. А. Ладыженской 18], 
А. И. Кошелева [19] и О. В. Гусевой [20] устанавливаем:

1. Основная краевая задача [(2.1) (2֊2)) имеет единственное 
решение из 1^'"(--), если (/Дх^, л\.) ' £2{--);

2. Если функция </л(л'ъ х_} достаточно гладкая, то сущест­
вует четырежды непрерывно дифференцируемое в -- х) ре­
шение основной краевой задачи [(2.1) (222)[;

3. Если оператор II | | положительно-определенный, то для 
любой функиии из 1Г/ и любой, области И с граниией, непре­
рывно диффере.ниируел։о{< необходимое число риз, верно с.ледуюшее 
неравенство

С.П[Ч]/:,. (2.17>
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Теперь сформулируем и докажем следующую теорему, которая 
дает представление о поведении решения основной краевой задачи.

Основная теорема. Существует решение основной крае­
вой задачи [(2.1)—(2.2)]. имеющее вид

Ч‘(л֊1, х.) =‘Го (Х։, л-..)- Vh/M-Hx,. л-..), (2.18)

причем при |р|<----------------- ряды (2.18) и
|&,|)

ряды

о;*1...?՛՜ о;?’.у;....ч’> <* 1,21 <2.1®
}1

сходятся равномерно по ху и х> в замкнутой области ряды тре­
тьих производных (2.18) ко х։ н х. сходятся в любом простран­
стве ЬР(Щ (д>2> 1), а ряды четвертых производных сходятся в

Доказательство. Пусть существует решение основной крае­
вой задачи |(2Л) (2.2)] в виде (2.18). В этом случае при помощи 
(2.18) из (2.1) и (2.2) получается система рекуррентных краевых 
задач:

АРМ 9i-(vI։ а )

АГ/ lL

■г Л 0.()п .

(2.20)

(2.21)

Перейдем к доказательству 
этого необходимо оценить | Ч'/| 
сначала оцениваем ’Гу ,, • и ( j 

вне (2.17), находим

и, с.тw J 1-J

существования такого решения. Для 
в зависимости от у. С этой целью 

0). Из (2.20), принимая во внима-

«2(‘л> (2-22)

Оценим Ч\ Н 2 ( - )

,и- I , 4Г Л ^М|П . !՛
' ’T.V) 1 ‘ Uxtyx. : uxidx^ ) !1 - * _ ./.gl-l

(2.23)

иля, принимая во внимание известное неравенство треугольника,

4С, J кГ։:| км
О г)’Ч'( (2.24)
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Затем, учитывая (2.24)֊ 12.26), для '1՜, п будем иметь ’ ‘2

Иа основании i ։еравенстна (2.22) оценим следующие выражения
/Р'Г
^.1,.., с֊(2<“>>՛ <2֊25*

ч’л^՛ CiQ(U)- (2-26)

'Г1и.Л( 4CiQ(2)(A։ 1Ш (2-27)

Методом математической индукции для любого j 0 доказывается, что

1*. (2.28)

Наитием следующие неравенства
(/>0) (2.29)

։ л.| ՝1 Д ( .> *։ J (А !,՛••,4). (2.30)

Из оценок (2.28) (2.30) следует, что ряд (2.18) и его производ­
ные по л՜! и ?< до четвертого порядка включительно в области 12 как 
в метрике IV.’ (12), так и в /-.(-) сходятся, если только параметр 
’՛• удовлетворяет неравенству

Теперь докажем, что ряд (2.18) сходится равномерно*1 к замкнутой 
области 2. С этой целью поместим -- кнутри некоторого прямо­
угольника 12՝' и доопределим функции 'Гдх., д.) в 12 , положив их 
равными нулю пне 12. Тогда эти функции, также, как и их пер­
вые производные, непрерывны в 12*. В этом случае для функции

х.), удовлетворяющей па з условию 'Г< о и — 0, имеет
Оп

место следующее неравенство

)ч ’/(хь Х,)1 | 2 . (2.32)

В силу неравенства (2.31), оценку (2.32) для |’Г;| можно усилить'"՜1

|'Г,| 4'С,НЩ։ А- > <?'■ ('->) (<2*<^) 0(‘_’>Д О). (2.33)

Из (2.33) пр;։ соблюдении условия (2.31) немедленно вытекает равно­
мерная сх^имость ряда (2.18) но х1 и х. в 12.

Итак, первая часть основной теоремы доказана.

’) Это валяется частным случаем теоремы пложекия (՛. Л Соболева Ц7|.
') Оценку (2.33) для |'Г. можно получить чпкже при помощи теорем I « 

1JI (Соболева С. Л-).
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Перейдем к доказательству второй части этой теоремы. Условия 
теоремы I! удовлетворены. Следовательно, можно написать, что

4;^.,.,,^ к 1, 2, у о, (2.34)

.'И '|у.г,л ՝ (Р>1). (2.35)

Из неравенств (2.34) (2.35) с учетом (2.28) и (2.30) вытекает дока­
зательство второ;։ части основной теоремы. Теорема доказана.

Замечание. При решении конкретных практических задач 
обычно ?граничиваются вторым или третьим приближениями решения 
основной краевой задачи |(2.1) (2.2) |. С этой же точки зрения отме­
тим следующее соображение. Если в ряде (2.18) ограничиться членами, 
содержащими у', то, как легко видеть, ошибка не будет превосходить 
величины

Ъ 4С.Ц. |^|),1 -11
а относительная погрешность

(2.36)

$ 3. Изгиб эллиптической пластинки, заделанной по краю. Рас­
смотрим эллиптическую однородную пластинку, заделанную по всему 
краю, изгибающуюся нормальной нагрузкой, заданной в виде линейной 
функции переменных х. у/

•՝■ УУ 9֊ У п------- 'М-га Ь
или

9 9о- 91-— 9-Ч—’ (3.1)Ь.
где 

а постоянные и и 6 являются полуосями эллипса.
Решения краевых задач ,(2.20) (2.21 )| для рассматриваемой эл­

липтической области будут

(>. ?) л, («. :■) ч՞՞. , „ , „ , (3.2)(л 0. 1, 2. • • •)
1Кч.|(*. |1) Л.(», ,5)92й. (3.3)

Здесь введены следующие обозначения

А(«. ?) ’֊+■֊)■ 13.4)
\а| О1 / \
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I —Ь А е 41/ I- ■ 2* ■■ • -5 У и 41^-1,.
'\«?6։ ах6? ] 3 а\Ь* Ь* ) у

(3.6>

Из выражения (2.18), принимая во внимание соотношения (3.2) и
(3.3), для Ч’{«, ;) находим

՛։’(«, 3) (А(«> н) 4֊М->(\ /)1 О г<г - ”֊{ч' •••)- (3.7)՝ 

Откуда видно, что

՝г Р, Ар. (38)1
I Р?

если только малый параметр р удовлетворяет неравенству

Ы<—. (3.9>
7

где

___________________________ и1<’___________________
7 I [5/л։л‘+2 (А? гад 3 • ад - зад

ь Л ֊ •
а

Замечание. Пусть материал пластинки является стеклотекстоли­
том КАСТ В (ортотропный материал) со следующими упругими по­
стоянными

Е։ 2,1510’ .
СМ '■

6 0,207 10 ^7.
см

Е. 1,23 10 ֊ ... 
см՜

V. 0,19, V., 0.11.1 • • -

Предположим, что главные оси упругости составляют с коорди­

натными осями угол, равный 45 . Тогда ;• -֊ • и по формуле (2.36)

можно установить, что ошибка не превосходит 1 /,> при с 1, 
1 1

—• —՛ если в ряде (2.18) ограничиться первыми двумя членами.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 23 IV 1965՛



О слплнус-: ՛՛ ргшы՛ ՝ .՛ идичс н ։гнб< иенртьтропных пластин 29

Վ. II ԱԱ.1*Գ113<ԼՆ

ILirPIUlMILV 112 ՈՐԹՈՏՐՈՊ IHI.I.IH‘1՛ ïrinriü, հՆԴՐԻ I.IIHUFII.i, Դ1։ՊՔ111’Մ 
ՓՈՔՐ WliirbSPI’ IFblNI'H« ԱՈՒԴԱ.1րԻՏՈ1«|>ՅԱՆ 1ՈԼ11|՚Ն

Ա մ ։]։ ո փ ո i մ

Անիւր» սւրրէԱյ սալերի ծ»ւմ»սն խնղրի լսւծմանն են նէքքէրէքած մի շարր 
■աչխատա ft)րսններ ( i—14)է

|/■» 1>» J ւսշիւաաո» ի) լո» ններոէ մ աո աջազրւքաձ Լ »» » 4րքմ սարւ»»»/ tifuf/t/tli
ձրման իէն՚լրի րւ»,6մ ան եղանակ»

Ներկս» աչիէատս» ք)քան մե» ար»քո»»ք է »»»(դ Л>роЪ։м/^։ հիմնաւ/որւււ մր 
»»»մ րակւրիււծ սալերի համար»

Լհտաղոավաձ են ի»ն<քրի լո»ձ»քան ղւս ւրսմիաա ի)լան ե »յոլաթէան ;Wff* 
քքերր ամրակցվաֆ կամա լական աեսրի սալերի համար»

V S SARKISSIAN

THE CONVERGENCE OF THE SMALL PARAMETER METHOD 
IN THE SOLUTION OF NON-ORTHOTROP BENDING PROBLEM

OF CLAMPED PLATES

Summary

The bending problem of anisotrop plates has been considered in 
the papers [1 14].

The method of the solution of the bending problem of non-ortho- 
trop plates is given in papers [15 16].

The validity of this method in the case of clamped plates is given 
in this paper.

The convergence and existence of the problem solution is studied 
for plates of arbitrary forms.
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Л. П. МЕЛКОНЯН, Л. А- ХАЧАТРЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ 
КРУГЛЫХ ПЛАСТИНОК"

Исходя из уточненной теории анизотропных пластинок '1|, ре­
шаются задачи об устойчивости круглых трансверсально-изотропных 
пластинок при различных условиях закрепления по контуру. Получен­
ные результаты для некоторых частных задач сравниваются с соответ­
ствующими результатами классической теории пластинок. При этом 
предварительно исходная система уравнений работы 1| путем 
введения новой функции приводится к системе двух независимых урав­
нений относительно нормального перемещения и введенной функции.

1. Изгиб грансверсальпо-изотропяых пластинок по уточненной 
теории С. А. Амбарцумяна (1,. учитывающей влияние поперечных 
сдвигов и нормальных напряжений в плоскостях, параллельных сре­
динной плоскости пластинки, как известно, в полярной системе коор­
динат описывается следующей системой уравнений относительно про­
гиба № и функций т, И

- D 2-(^.) 
иг

_/?
12

1 ü'i> 
г д()

1 о
г

где

1 д Д’ д 1 С/р 1 д . .
----- г (дю) т — — -  ----- (Н>) 
г (!) 12 С ()г Г-------------Г <”■

1_ dZ 
г (Z>

Л3 , 
---- ’*•  
12

.2 ЮС
(ih2

А-о (1.2)

оператор Лапласа; Л, /2 — толщина и изгибная жесткость пла­
стинки; Е, 6', 'л — модуль упругости, модуль сдвига и коэффициент 
Пуассона в плоскости изотропии, параллельной срединной плоскости 
пластинки; А , С, ՛/ модуль упругости, модуль сдвига и коэффи­
циент Пуассона в плоскостях, перпендикухярных плоскости изотро­
пии; Л интенсивность распределенной поперечной нагрузки.

Для решения конкретных задач исходную систему С 1.1) целесо­
образно преобразовать. С этой целью введем новую функцию *1'.  че­
рез которую функции \ и г определяются следующим образом

' Работа доложена на V Всесоюзной конференции но теории пластин и оболо­
чек (Москва, 3—Ь февраля 1965 г.).
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֊ /)— (А«.)
Ог

1 <?Ф . дХ.
. кц • 

г ди Ог

/г1
12 '

й— — (Ат/.) 
г ОЪ

ОФ

Ог

(1.3)
, 1 ОХ 
к' г '?> '

С учетом (1.3) система (1.1 > преобразуется к следующей системе 
двух независимых уравнений относительно ;в и Ф:

/ДА«. X к IX,

АФ г£ф о.

(1.4)

(1.5)

При "том изгибающие и крутящий моменты выражаются через 
Функции а՛ и ‘1> следующим образом

.. г. (':г՛ / 1 ГЛс 1 <7!п»\ 2/2 / 1 1 0՜ \ .
лл £) :՛—•+֊„,, ~ ( . )ДИ’ -

\ г Ог Г ()Ь- 1 \ г От г՜ (Г' /

2 о ( 1 <?•։> \ 2/1 о7. 1 о-х .
֊------(— с )—«• / — ~(---------- —г г. )
4՜ Ог \ г Ои ' 41 \ Г г՝ в'г '

р. 6?и» , / 1 Охи 1 д֊хх> \ I 20 д'- , .
и р ----- 4-|------ ; ) ( А;с

О г՝ ՝ г Ог г" 0Ь- ՛ | дг-

2 о / 1 оф 2 (ГХ\
дг I (1.6)

(1 ■ /^-1- I X ±
Ог ' г ОЬ ! ь,, б>г ՛ г 0)

2 о-Ф 2к„ о / 1 оХ \
X, Ог X дг\ г д% ՛

Перерезывающие силы Л-. п /V определяются по формулам (1.3).
Из ур$ 11.4), (1.5‘ п.1Л\чаются уравнения устойчи-

вости пластинки, если положить

Х= (Г1/1 7у/. ! 5"), (1.7)

где 7*1,  Т_, 5 тангенциальные силы на единицу длины, действую­
щие в срединной плоскости пластинки,

֊. (1.8)
О г՜ \ г О г г- / О г \ г ди /

2. Рассмотрим задачу об устойчивости сплошной круглой транс- 
нереально-изотропной пластинки радиуса а, сжатой по контуру равно­
мерно распределенной радиальной нагрузкой интенсивности Р па еди­
ницу длины. Очевидно, что в этом случае

Т- Т, Р, 5-0. (2.1)
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В силу (1.7), (1.8) и (2.1) будем иметь

2 РА«., (2.2)

и уравнения устойчивости примут вид 

7;^«՛ О

где

РHL
-Реипч.сг ур;;.:кч;!. (2.3) таем в виде

:г(г, Ч l5/(r) cos 

Ф(г, Ч /’(r)sinn',

(2.4)

(2.5)

где О, 1, 2,- представляет сабой число волн срединной поверх­
ности з окружном навран гении.

Подставляя (2.5) в (2.3), д\ч И'/1г) и /'(г) получим следующие 
уравнения

-МЛ1Г О,

г. .■ -±Л՝ РР о,

где

Общее решение • равнений (2.6) имеет вид

»'(г) CJ..(V.r) СЛ^г) О' О֊'.
/•' (г) С- Л ('<^г) С ,К„ (, 

где Уп н /, А функции Бесселя действительного и чисто мни­
мого аргументов; С'.,- С, постоянные интегрирования.

В силу того, • пластинка сплошная, в (2.81 следует положить 
Сг С\ — С.. 0. Па основании этого из (2.8) и (2.5) окончательно 
будем иметь

:г(г, 0) (т,,г) C3r"]cosrtO, (9<^

1 ՝ (г, Ч С J■ (Az) sin nr>.

Постоянные интегрирования С1э С., (՝ , входящие в (2.9), должны 
определяться из граничных условий.

Рассмотрим два случая закрепления пластинки но контуру.
а) Пластинки шарнирно на креп лена но контуру
В случае шарнирного Закрепления пластинки по контуру имеем 

■следующие граничные условия [1|:
Известил Ail Ар«. ССР. Механика. .X'.' 2
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w

Мг
при

О,
•> = 0. 

о,
(2.10>

Пользуясь выражениями (1.3), (1.6), (2.2) и (2.9), из граничных 
условий (2.10) получим следующую однородную систему алгебраи­
ческих уравнений относительно постоянных С'ъ С3, (Д:

С։/я(7) С/-0,

C։ j Р/п(7) 0(1 ։° 2Р Г/ ՛- ՝ / и
---------:--------------— [(« -г я)/« (7) 

а‘ г՛՜
Т./л-—1(7)1|

С’,0(1 С?" ['7„-1(ь) (п !)/„('>)] 0, (2.111֊

С\ ■ nPJf; ( ■) С, (*)  П1п (?,)] о.

Приравнивая нулю определитель этой системы, получим следующее 
трансцендентное уравнение для определения критического значения 
сжимающей силы

1-֊^֊. 1Л(Т)֊Х։ :••><։ - -2:7»֊н;) о,
’* !» (М <»■

(2.12) 
где

7 = 7о°> '* *о а* к ’ 

(2.13> 
Л(х) 4-1 (х) П !п(х).

х

Критическое значение сжимающей силы Р-,: для каждого значе­
ния п (л 0, 1, 2. -■), согласно (2.4), определяется следующей фор­
мулой

и
Р? ~'ГТ^՜’ (2Д4>

ц՜ * к>п

где -;г наименьший, отличный от нуля положительный корень уран- 

нения (2.12) при фиксированном значении л.
Из уравнения (2.12), как частный случай, можно получить соот­

ветствующее уравнение для определения критической силы, найден­
ное по классической теории пластинок. I (слагая для этого в уравне­
нии (2.12) /< 0 и выполняя предельный переход при эс, получим.
|2, 3|*

7Ул(7) (1 !1)/-н(7). (2.12*)

’ Ур.чппеяне (2.12՞) nt- совпадает <• соответствующим уравнением, приведенным, 
в |3], где по ходу выкладок допущены некоторые встачпоети.
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Соответствующая же критическая сила определяется через корни 
уравнения (2.12а) по формуле (2.14) при .4’ 0.

Очевидно, что при учете деформаций поперечных сдвигов и нор­
мальных напряжений, действующих в плоскостях, параллельных сре­
динной плоскости (характеризуемых отношениями Е и А*  Е' соответ­
ственно), нахождение корней уравнения (2.12), а следовательно, 
и определение критических значений сжимающей силы существенно 
осложняется.

* Вычисления пыполягны ин ЭВМ ..Раздан 2“ Вы*1мслнтсл1<ггог<г центра \Н 
ЛрмССР.

На основании полученных выше формул произведены иычисле- 
нни корней уравнении (2.121 и соответствующих нм критических сил 
при некоторых значениях отношений упругих постоянных (AG՝. ЕЕ'} 
и относительной толщины пластинки (Л а).

Результаты вычислений приведены и табл. 1. Во всех расчетах 
принималось ц и' 0,3.

Тчолици I

Ев 0 2.6 5 10
ЕЕ' п 7Я •м 1 7.

о։ 
։ 

" ч

0
0
1
2

2.0488
3,6246
4.9855

4.1977
13.1381
24.8557

2.(488
3.6242
4.9844

4.1479 
12,6596 
23.2021

2,0488
3,6238
4,9844

4,1031 
12,2481 
21.8600

2.0488
3.6230
4.9833

։.П126
II. 1713 
19,5092

1
0
1
2

—
2.04% 
3.6255
4.9867

4.1585 
12.7377
23.4507

— — —

5
0
1
2

— —
2.0528
3 6304
4.9932

4.1553
12.6222

2.0528
3,6296
4,9922

4,0626 
11.7990 
20 1203

с

0
0
1
2

2.0488
3.6246
4.9855

4.1977
13.1381
24.8557

2.0488
3.6229
4,9832

4.0055
11.4133
19.3428

2.0488
3.6213
4,9812

3.8-131
10.1799
16.0566

2.0488
3.6182
4.9776

3.5438
8.3096

11,8600

1
0 
1
2

— -
2.0520
3.6282
4. *03

4.0452
11.6713
20.0525

— —

5
0 
1
2

— — —
2.0647
3.6-181
5.0172

4.0325
11.2937
18.8207

2.0617
3.6-154
5.0(44

3.7012
9.0387

13,4456

В этой таблице приведены значения наименьшего положительного 
корня 7П уравнения (2.12) и соответствующие нм величины 

для каждого из значений п 0, 1, 2.
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Отметим, что рассмотренный здесь случай £*  (>" ЕЕ' 0 со­
ответствует результатам классической теории пластинок, а Е Е՛ О, 
Е С 0 соответствует случаю учета влияния только поперечных 
сдвигов.

Результаты произведенных вычислении показывают, что значе­
ния кри тической силы (\,) при учете поперечных сдвигов и нормаль­

ных напряжений, действующих в плоскостях, параллельных срединной 
плоскости пластинки, заметно отличаются (в сторону уменьшения) 
от соответствующих величин, найденных но классической теория пла­
стинок. Однако, легко заметить, что основная часть поправки полу­
чается от учета влияния поперечных сдвигов. Это расхождение уве­
личивается с увеличением отношений Е (>' и /.■ а, причем оно тем 
больше, чем больше п.

б) Пластинка защемлена по контуру
В случае защемления пластинки по контуру имеем следующие 

граничные условия

Здесь иг, и, тангенциальные перемещения точек, находящихся на 
расстоянии г от срединной поверхности пластинки.

Отметим, что условия для Иг и и;, приведенные в 12.15), озна­
чают, что равенство нулю тангенциальных перемещений выполняется 
только по двум окружностям - боковой поверхности пла­
стинки [4, 5|.

Пользуясь выражениями (1.3), (2.2), (2.9), из граничных условий 
(2.15) после некоторых преобразований получим следующую однород­
ную систему алгебраических уравнений относительно С-, С., С-,:

С\ С.и" О,

4’ 1 М««-

6 / 1 г- \
СлтГ С.. . ) «/.•• И) 0, (2.16)

ПО \ 4 оЛ /

Й® £-1 7 ~ }'■ (>) , $•
а՜ 1 к՛;՜

Приравнивая пулю определитель системы (2.16), получим следующее 
трансцендентное уравнение для определения критического значения 
сжимающей силы
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Критическое значение сжимающей силы /V, для каждого значе­
ния п (п 0, 1, 2,- ) определяется через корни уравнения 1'2.17) с 
помощью формулы (2.14).

Из (2.17), как частный случай (/<; = 0 и б֊»л), получается сле­
дующее уравнение для определения критической силы, соответствую­
щее классической теории пластинок [2, 3]

/«-։(',') 0. (2.17й)
Соответствующая же критическая сила определяется через корки 
уравнения (2.17*)  по формуле (2.141 при 1с 0.

Интересно отметить, что н случае осесимметричной формы по­
тери устойчивости (т. е. при п 0) уравнения (2.17) и (2.17 ) совпа­
дают. В этом случае расхождения между соответствующими критиче­
скими силами, вычисленными по теории [1| и по классической теории, 
получаются за счет поправок, вводимых в формуле (2.14).

Здесь так же, как и в предыдущей задаче, вычислены корни 
уравнения (2.17) и соответствующие им критические силы для тех 
же числовых значений упругих постоянных и размеров пластинки при 
двух значениях отношения г к.

Результаты вычислений при г-, Л 1 10 и 1 2 приведены соот­
ветственно в табл. 2 и 3.

Л 10 Ти 6ЛИин 2

£6” 0 2.6 5 10
££’ п ’ll. к Те % • я «П

0
0 
1
2

3.8317
5.1356
6.3802

14,682(1
26.3746
40.7065

3.8317
5 1180
6.3380

14.0909
24,3698
36.03-12

3.8317
5.10)8
6.3009

13.5860
22,7717
32.592)

3.8317
5. (>683
6.2275

12.6423
20.0327
27,1929

Л
 « 1 1

0

1
0
1
2

— —
3.8317
5,1177
6.3372

14.1765
24.6219
36,59)2

i—

5
0 
1 
2

—
3,83)7
5,1000
6.2936

13.9934
23 9223
34,9672

3.8317
5.0642
6,2137

12.9943
20.9038
28 7805

0
I) 
1 
2

3.8317
5.1356
6,3802

11 6820
26.3746
40,7065

3,8317
5,0655
6,22)9

12.5724
19.8412
26 83-80

3,8317
5.0008
6.0925

11,1002
16.1380
20.4421

3,8317
4.8647
5.8616

8.9232 
11.5993
13.6871

Л
 а 15 1

0
1
2

3.8317
5.0622
6,2106

12.8493
20.5)81
28.0584

— —

5
0 
1
2

3.8317
1.9623
5.0722

12,2673
18.5130
24.129)

3.8317
4.7034
5,6933

0.6623
12.6732
15 1025
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Таблица 3

ЕС 0 2.6 5 10
ЕЕ' Л V» Т а | т<я *л 1 т»я 0. т1с

0 3.8317 11,6820 3,8317, 14,0909
1

3.8317 13.5860 3.8317 12.0123
0 1

9
5.1356
6.370'2

26,3716
40.7065

5.1240 24.4231
6.3527 36.1841

5.1139
6,3303

22,8663
32.8417

5.0944 20.1940
6,2900, 27.5752

о
1
9

1
3.8317 14.1765
5.1239 24.6807
6.3522 36.7489

5

О

1

5

(I 
I 
2

О 
I
2

и 
1
2

О
1

3.8317 13.9934
5.1126 24.0337
6,3259 35,2849

3,8317
5,0922
6.2826

12.9943
21.0922
29.2563

3.8317
5.1356
6.3702

14.6820
26,3746
40,7065

3,8317 
5.0930 
6.2870

3,8317
5,0911
6,2811

12.5724
20.0074
27.2273

12.8493
20,7058
28,5213

3,8317
5,0905
6,2275

11.1002 
16,5101 
20,9366

________

3,8317
5.0069
6.1462

8.9232
11,9266
14,1990

—
3.8317
5,0426
6.1737

12.2673
18,9635
25,2252

3.8317
4,9808
6.0928

9,6623
13,2111
16,0155

Результаты вычислений, приведенные в табл. 2 и 3, приводят к 
аналогичным предыдущей задаче выводам.

Отметим также, что в рассматриваемой задаче при прочих оди­
наковых условиях с увеличением Л критическое значение сжимаю­
щей силы увеличивается.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила '20 IV 1965

II. '9. 11’1։1.1'1Н.:>1П.. Ц. И. hll.2U.SP.3Ul.

Ч|,ПР 8Р1ШЦ1ЯЧ1Щ. |>р1П81‘1Р|1 иши՛ ЧП.ЗП1*1.1НЧ>?П1Л.

1>. 0 ։|1 и |]1 и । О

11,1^111 ш/пр/шЪ пни/>////։«<> /։ //г/нл /■ у/к///и։ <// Ьул1///му н/нпн-

ршиии[ш<1 !цир [и'иг([1рр, 13. 13. «1л։//'/л/։Дл«В-

]1нЪ/1 11Н1<ири(Цн{ш1) ии1(кр[1 Лп13шЪ Ьщрии^шЛ игЗигч[1]։ /.'ит

арии!, 1чи1ч<.-рт'1[>, |/] н/у/инипш 1^144 !■ (411(1. т н> ()\Ь ',1и1[шншрпиН(11р11 (1.1) ։»/,«- 

14 1.11(1 рЬр1[ш1) / {([)Р 41 4 41 1( и! /I 14 !. 4 и! {( !. 1П {. (( 11ч(!.(11 ^Шр^Шр' (/.■/} 11 (1.5) 141- 

1[41 и ч>рт ։/՛ ЬI.рб4 г
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Դիւոարկված Լ կոնտոէրով հ-տվ ւււսարւսլափ սեղմ վ ած կ/որ սա/ի կայունոէ -
[Լւան t'fi-'l {1 (• ք երկու տիպի եղրսւյին uttfրար)Ո41՝ների զեպրսէմ՝ էէէ \ երր ւ/սւ/ր 
եզրով ամրակրվաձ ! Հոէքէսկապոոեն, որր րնորոշվում Լ (2.10) եզր ալին պայ­
մաններով, ր) երր Սայր եզրով ամրակրվսւձ Լ. որր րնորոշվում Լ (2.1 ե) եղրա 
լին պայմաններովդ

'Ւ ի Հ՛արկվաժ իէնզիրb /• րի Համ ա ր ս։ո արղա ո են Հա։> ա պատա սխան արանս- 
t/հնզենա Հավ ասւսրում ներր, որոնէ) միջոցով որոշվում են կրիէոիկական ուժերի 
‘‘սէմսւ պատասխան արծերներրէ Ազյուսակ)էերում րերված են իքվային հաշվոէմ- 
1.'երի արզյունրներր. որոնր Համեմասւվաձ են սւպերի կլտսիկ տեսուք!յսէմր 
սւոսւրվոզ Համապատասքստն արզլունքների հետ:

A Ր. MELKONIAN, A A. KHATCHATRIAN

ON THE STABILITY OF TRANSVERSAL-ISOTROPIC 
CIRCULAR PLATES

S u in in ary

The stability problem of circular transversal isotropic plates is 
solved from the refined theory of anisotropic plates (I) under various 
attaching conditions on the contour of the plate.

The obtained results for some particular problems are compared 
with the corresponding results of classical theory of plate bending (2).
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Ю. К. ЗАРЕЦКИЙ

ПОЛЗУЧЕСТЬ ПОЛУПРОСТРАНСТВА ИЗ ДВУХФАЗНОГО 
ГРУНТА ПОД ДЕЙСТВИЕМ СИЛ, ПРИЛОЖЕННЫХ

НОРМАЛЬНО К ГРАНИНЕ

§ 1. Общая постановка и основные уравнения

Под „двухфазной грунтовой системой“ подразумевается среда с 
непрерывно распределенными свойствами. В каждом элементарном 
объеме ее содержатся два материала (две фазы), по-разному сопротивг 
ляющиеся механическим воздействиям. В процессе деформирования 
предполагаются возможные изменения количественного соотношения 
этих фаз.

Минеральная часть грунтовой системы и прочносвяэанная с ней 
вода составляют первую фазу. Под второй фазой понимается гидрав­
лически непрерывная сжимаемая жидкость, полностью заполняющая 
поры, образуемые между минеральными частицами грунта.

Относительно механических свойств фаз и их взаимодействия 
сделаем следующие три предположения.

]. Примем, что материал первой фазы грунта подчиняется зако­
номерностям линейной наследственной теории ползучести [1, 2|.

11араметры уравнения состояния определяются из испытаний 
грунта в условиях, когда заполняющая поры жидкость не препят­
ствует деформированию (работает лишь „грунтовый скелет"). Много­
численные экспериментальные работы в этой части были проведены 
С. Р. Мссчяном [3].

2. Примем, что сжимаемая жидкость, заполняющая поры, подчи­
няется следующей линейной зависимости:*

Е«. 3 р, (1.1)
Я и 

где — модуль объемной сжимаемости поровой жидкости и 
£/,-,՛• объемная деформация.

3. 11аконец, в качестве третьей основной закономерности, харак­
теризующей взаимодействие фаз грунта, должна быть выбрана зави­
симость. определяющая изменение соотношения фаз •։ единице объема 
грунта при воздействии на него внешней нагрузки..
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Уравнение неразрывности движения жидкости в пористой среде 
и закон Дарси для ламинарной фильтрации при отсутствии массовых 
сил позволяют записать следующее |4 :

От <1$...
»>(<?) ni<q>) 

1 ֊ dt др
др 
о{ (1.2)

Здесь т пористость грунтовой массы; /с коэффициент, равный 
отношению проницаемости пористой среды к динамической вязкости 
ннутрипоровой жидкости; средние величины пористости и
плотности воды в рассматриваемом диапазоне уплотнения.

Если строго придерживаться условия, что поры грунта полно- 
.. /дт .стыо заполнены водой |> то соотношение (1.2) можно при-

\ di dt /
вести к виду

/л. А
Зт՛««0- f, , 
-------Р 1г (1.3)

Здесь «г компонента смещения по направлению х,-.
В момент приложения нагрузки пористость грунта успевает из­

мениться только за сче'1 сжимаемости воды и поэтому

<’* I Рт. П-4)
• й»

где и^к начальное значение объемной деформации, а
Р՛'1 — величина давления к поровой жидкости при I 0.
Приведем далее краткий вывод основных уравнений теории пол­

зучести двухфазных грунтов.
Под напряжениями (•,,) двухфазной среды будем понимать сум­

марные внутренние силы, действующие на произвольную элементар­
ную площадку. Под деформаииями (-•;/) также будем понимать сум­
марную деформацию грунтовой массы.

Тензор оощей деформации грунтовой системы | равен сумме 
тензора деформации возникающей и первой компоненте грунто­
вой системы (грунтовом „скелете“) в предположении, что поровая 
жидкость не мешает работе „скелета", и тензора деформации |֊/?|. 
Деформация возникает в „скелете“ грунта иод действием вну г- 
реннего гидростатического давления в жидкости и сопровождается 
механическим разрушением . рутовых связей и раздвижением частиц. 
Таким образом, тензор деформации грунтовой системы равен

р„] р.р [-<-;՛]■ (1-5>

В качестве упрощающего предположения примем, что заполняющая 
поры грунта жидкость не сопротивляется сдвиговым деформациям. 
Поэтому, естественно считать, что и деформация „скелета". вызванная 
внутренним гидростатическим давлением жидкости, представляет со­
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бой объемную деформацию, а тензор );'?] является шаровым. Тогда 
равенство (6.17) н компонентах запишется

=0 4}’ + И^։ (1.6)

где 47 — символ Кронеккера, а £(2> -д' При этом, если
г,.1/ представляет собой деформацию объема системы за счет уплот­
нения „скелета“ под действием внешних сжимающих напряжений, 
то -V' представляет деформацию объема системы за счет разуплот­
нения,, скелета“ грунта под воздействием гидростатического давления 
в жидкости.

Далее введем следующую гипотезу.
Компоненты тензора напряжений |з/;] в грунтовой системе свя­

заны с компонентами тензора деформаций „скелета“ линейными 
соотношениями

=./(/) 2МР(<) ’ [«-’«(О 2^(0]. 0-7)

Здесь !’ 0' и у линейные интегральные операторы вида:
I .

1*̂(0  !1о ')у(')^

", • (Ц

'<у(0 *<» .у (0 — -Ц/(-)<■/-
<1

Обратные операторы 1 и а՜1 представляют собой выражения

. 2^б'о
обычном .умысле постоянные Ламе: р, о„; , 9 ֊ ’ *' КОЭФ՛

« у (0

а֊»• II

V

У (0 \ ■)!/(') </-
1) 

1 
у(() - ')// (')</•

0

(1.8а)

где (?։у(/, -) и С/ (/, 

Целесообразно

■-) резольвенты ядер К?, (/, 

ввести также оператор >

0 и К, ((, ^).

(а — 2р). Тогда 
3

мгновенные значения операторов р и > будут представлять собой в

фипиент Пуассона.
Общие формы связи получим, подставив (1.6) в (1.7). Оконча­

тельно
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=,;(/) 2?:,/(О-5Ч|Ь«(О й"’«)]. (1.9)

Простейшее предположение состоит в том, что мы будем считать 
(Чвеличину хс’ линейно зависящей от порового давления р так, что 

в:'՜’ ер. Тогда -г ՝Ц) гр{1), где
Г

уЮ՜ 1^(6 ■)//(")</•

<1
Соотношения (1.9) перепишутся в виде

=/;(/) 2'№/ (/)-<> -Й/ЛО]. (1.9а)
Уравнения движения двухфазной среды в перемещениях получим. 

1учитывая, что $ (и/., ир.) и "и-

Пренебрегая ускорениями частиц, при рассмотрении вопросов 
статики грунтовых систем и для простоты считая массовые силы 
равными нулю, уравнения равновесия запишем в форме:

нд֊Ы։ (/) - (|7 7) ы,_ м (/) = %р 1 (/). (1.Ю)

К уравнениям равновесия (1.10) следует присоединить гранич­
ные условия либо в смещениях, либо в напряжениях, либо смешанные.

Кроме того, следует учесть граничные условия для напоров, 
обычно применяемые в теории движения жидкостей через пористые 

среды: а) на «одоне.ч/юнш/ае.пыл՜ участках границы 0, где
дп

п нормаль к поверхности; 6) на водопроницаемых участках границы 
поровое давление принимает заданное значение /> р .

Нетрудно заметить, что система из трех уравнений равновесия 
и смещениях (1.10) содержит четыре неизвестные функции и( и р. 
Для полного решения поставленной проблемы необходимо составить 
четвертое уравнение. Соотношение (1.3), описывающее движение жид­
кости а деформируемой пористой среде в будет этим четвертым не­
достающим уравнением. Замкнутая система из четырех дифферен­
циальных уравнений полностьью характеризует работу двухкомпонент- 
иыл грунтов под нагрузкой. Как следует из приведенных уравнений, 
оощее напряженно-деформированное состояние грунтовой двухфазной 
системы должно изменяться от состояния при ( 0 до установивше­
гося состояния, я противоположность распространенной в настоящее 
время в механике грунтов концепции о постоянстве суммарных напря­
жений во временя и равенстве их „стабилизованному“ состоянию [5|.

Основная система уравнений получена н предположении, что в 
„скелете грунта“ возникает разуплотнянниии эффект, вызванный 
давлениями в поровой жидкости. Вследствие этого в грунте появля­
ются дополнительные напряжения, которые влияют на всю кар­
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тину изменения напряженно-деформированного состояния. По-видимому, 
впервые идея учета взаимодействия между двумя разами грунтовой 
массы в виде объемных сил, обусловливаемых воздействием давления 
поровой жидкости на „скелет грунта", была предложена еще ։ 1'138 г. 
В. А. Флориным |6|. Позднее, независимо от него, эта идея была 
развита в работе Био |7|. В настоящее время уравнения консолида­
ции с учетом объемных сил, вызванных гидродинамическим эффектом, 
используются для решения отдельных задач |8, 9|.

Решение системы (1.3) и (1.10) представим ч виде суммы мгно­
венного и временного состояний:

«. (1 • | «7'; =|7 3У..1 - (и1>

где поле мгновенных смещений грунтовой массы.
Тогда естественно положить

(=;;՛) 1-п1 о и з’.;՛-0: о при / о. (1.12)

Из анализа уравнений следует, что мгновенное напряженное 
состояние двухкомпонентной грунтовой системы совпадает с на­
пряженным состоянием некоторой фиктивной лине'ино-деформируе­
мой среды с аналогичными граничными условиями п механиче­
скими характеристиками, равными: «ь " в (г, ■՛' ( ‘ 3)’

Начальное же значение иооовою давления р՝ равно значению среднего

/ — пГ1' )-раа
«ю/

А"’
3

(1.13)

Нахождение мгновенного напряженного состояния липейпо-дефор- 
мируемой среды с механическими характеристикам:: •՝' 1 и т ' пред­
ставляет самостоятельную задачу теории упругости.

Введем для удобства функцию порового давления Р (/) в.'.да:
г

/’(0 р(<) — ( -) р\-.}г/-. (1.14)

Функция Р((} определится непосредственно из совместного рассмо­
трения системы уравнений (1.3) и (1.10).

Для определения и представим компоненты временных 
смещений и напряжений в форме:
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Здесь функции ?։ бигармонические (Alç. 0), а а,, интегродиффе-
ренциальный оператор вида

2? ' ? V—--------- — ô, (h (1.16)

Кроме того, потребуем, чтобы
11m Ф (0 = 0. 0. (1.17)
/-Il Г-0

Рассмотрим подробнее простейший случай, когда
— ') и '/ *ао.  При этих предположениях функция
гюроного давления находится из решения уравнения

f)P 1 7 k'J
с^Р ; с֊ -•֊. (1.18)

dl 1 х v 3
а поровое давление равно

Р(/) P(f)

Нетрудно также видеть, что

Й'(П

(1.19)

I
!‘Л \P(-.)ch. (1.20)

§ 2. Полупространство под действием сосредоточенной силы

Для получения замкнутого решения и обозрения результата 
этой важнейшей задачи механики грунтов примем простейшие предпо­
ложения относительно свойств основания. Будем считать, что внутри- 
поровая жидкость несжимаема (я»- ■ х.). а ползучесть „скелета“ ха­
рактеризуется ядрами И *)  А",(/ “) К(1 Резольвенту
этого ядра, по-прежнему, будем обозначать <?(/

Введем цилиндрическую систему координат (г; 0; поместив 
начало координат в точке приложения со­
средоточенной силы Р и направим ось г 
внутрь полупространства (фиг. 1).

Составляющие тензора напряжения н уп­
ругой задаче определяю гея [10|:

Р 1 Ъ п Зг-2— !\ *•՝■ — , 
2-1Р R г R՝

ЗР гг
2֊R ՛ R3 '

Фиг. 1. Схема к расчету 
ПППрИЖСННОГП СОСТОЯНИЯ IIO- 

луиростравстаа при дейст­
вии ид его границе сосре­
доточенной вертикилвной си­

лы Р.
21L / _ А' 2

2r.R '• л՛ 2 R (2.1)

где R՜ г 2՜ ЗР z\ 
2r.R֊ R^‘
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Выражения же для перемещений можно представить в следующем виде:

Рг Г(1 ֊ 2՝») R z
4֊GRl | R - z R

Из соотношений (2.11, полагая < •' 0,5. легко найдем значение
подового давления в грунте в начальный момент времени I 0:

Р՛
Р

■1-- (7- FT7* (2.3)

ОпрсАелгмие давлений и параной ж накос ти. Функция давлений 
Р (г, О находится из решения уравнения (1.18) при начальном 
условии P(r, z, 0) р и граничном Р(г, 0, 1} 0. Используя метод
функции Грина, найдем

P(r. Z, 0

X [cos , (с — z ) cos֊. (z - XlpcT/J; r'dr'd^'dz'. (2.4)՝

где и՝ г՜ г:— ‘Irr' cos lrJ — rJ ).
Выражение (2.4) вычисляется достаточно просто. Действительно, 

изменив порядок интегрирования (что в данном случае возможно 
сделать), вычислим последовательно

1. \ Уо('1 г‘ г~ 2rrcos(5 V) }dV =’2’jA'r)/Л'Р).

(2.5)

Здесь А'.(х) функция Макдональда. 
И далее

I*  е~'■'*  2 ՜I —— [cos . (г с ) cos ՛. (z z')j zdz' ֊  ------—- sin t'z. (2.6)
J z 4*  Vu

Подставляя^?.51 и (2.6) в (2.4). получим
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Продифференцируем обе части равенства (2.7) ио / и вычислим пра­
вую часть полученного выражения

дР 2Рс
о1 ■■

Воспользовавшись далее (2.8), легко

Р(г, г, /) Р* Л Р ----------- еп I 
2->А’-----------2 I с1

г1-֊г1
д 40

• е
Ог

получим
е-Яв.Чг1 

-------—
V -С( 2֊^

(2-8)

£>(гч г),

(2.9)՛
где

ег!с л- 1 — с։Т л".

Функцию интегрирования 1)(г, г) определим из условия: при ( О

/Чл 2, 0) ?՝"’֊ •

Окончательно выражение для функции давления Р (г, г, /) примет вид

Р{г, г, Г) (2.10)

Результат (2.10) совершенно другим путем был получен В. Г. Кс- 
роткиным |П].

Теперь легко найти поровое давление по формуле (1.19).
Определение тензора напряжении. Временный тензор напряже­

ний (о)* ’) определим, воспользовавшись формулами (1.15), (1.20) и 
(2.10). Бигармоническую функцию ? примем в форме

(1 $) ^С:С'О ^С...(/У)|/,,('г)е-^. (2.11)
л՛

где 0у (0 ((?(/

ь
Произвольные функции С։ ('//) и С. (/7) определим, исходя из условий

Не выписывая все громоздкие выкладки, окончательно, например, 
для радиальной составляющей тензора напряжения, будем иметь

ЗР гг ^.1
2г ' R • 4г ' 1

2,_ I г 
ч ) R р-
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| /.с (' I ct) (2 (2*-2  /.2) -/,(/rl e I
IT

(2.12)

где обозначено

Исследование полученного решения. 11олученное формально ре­
шение содержи ! несобственные интегралы. Покажем, чти эти интегралы 
являются равномерно сходящимися относительно своих параметров. 
Действительно, интегралы типа

TbJ (ф !‘՜ * 3 )
J \ 7 — 0; 1 /

равномерно сходятся относительно параметра Л поскольку несоб­

ственный интеграл I р'՜'/ ('г)е '՜ J- j сходится при Re(p 7)^>0 

и А' I /• с՜' -0. а функция С (л| ct) L равномерно ограничена
для всех / и /.

Равномерная сходимость указанных интегралов по z следует ։<з 
того, что функция i 1 для всех / и г, а несобственный интеграл 

( ] с(\J (/>■)(!/ | сходится при г 0.

Равномерная же сходимость по г следует из того, что функция 

J Ь /•) ограничена, а интеграл '(’('| cf ) с (b j сходится, по­

скольку он мажорируется при Rez^>0 и Re»*>0  сходящимся инте­

гралом л' 'e~՝ ՝di. j •

1 IpoaepiJM теперь выполнение предельных условий 

Нп>^(7) <'»; lim =-.(/) =՛;?< (2.14)
f-U 7 ՛

Поскольку несобственные интегралы, входящие в (2.13), равномерно 
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сходятся относительно параметра /, то это дает нам право переходить 
к пределу по I под знаком интеграла.

Будем иметь

ЗР г" 2
-<0) (2-15)

2՜ /х"

ЗР гг Р 1 - 2> 1 д Л Зг“ \
2н '7? ' 4п ’ 1 у (/?•’ \ /Г/'гг (^)

2 /.д) л! • (2.16)

Формула (2.15) совпадает с начальным значением Для вычисления 
несобственного интеграла в (2.161 воспользуемся известными значе­
ниями интегралов |12{.

Окончательно:

3,.. (ОС)
ЗР г г Р \ 27 ! г (R- 5г-) 3 г
2՜ R- 4« 1—7 | 3 к՝

г(г։-2г1 211 г)) Р (1 27)/? Зг-2
R- г=л | 2^- R г

(2.16а)

Сравнивая (2.16) и формулы (2.1), видим, что второе из условий 
(2.14) выполняется тождественно для радиальной составляющей тен­
зора напряжений. Аналогично проверяется выполнение условий (2.14) 
и для остальных компонентов тензора напряжений.

Определение вертикальной составляющей смещения полупро­
странства. Вертикальную составляющую смещения полупростран­
ства при действии на его Гранине нормально приложенной сосредо­
точенной силы Р представим в форме 

/
и։ (I) (I С) «<■՛՛ к (1 + О) 11Р. (-) <1-

4-------1----- (2(1 -,)АЧ- °՜ Л (2.17)
1 2» 1 де I

Бнгармоническая функция с, по-прежнему, дастся в форме (2.11). Вы 
полная необходимые действия, предписанные формулой (2.17), найдем 
окончательное ныра.енис для вертикальной составляющей смещения

4 Известия АН АрмССР. Механика, X? 2
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'1՝> /.г) С (./ У Рг) е -7/л I- (2.18)

Теперь определим осадку основания под действием сосредото­
ченной силы Л т. с. рассмотрим смещения границы полупростран­
ства. Для этого н формуле (2.18) следует положить г 0. Отметим, 
что переход к пределу при г Он несобственном интеграле (2.18) 
возможен, поскольку он равномерно сходится относительно параметра 
г. Вычисляя интш рал

и (1 ֊ Ъ) — ( от

окончательно будем иметь

Учитывая значения интеграла ~ и вводя обозначение

осадку основания запишем в форме

5(г. 0 -^֊ 1 \<2ЫЛ֊֊(1֊2’>[л(-Ц-) +
4~й г I ,) | \ V с1 /

о 
/

+ Р(' ')-4(т^М|- (2-21>

При отсутствии у „скелета1* грунта свойств ползучести ((2(0 0), 
осадка основания при действии на ее границе вертикально приложен­
ной сосредоточенной силы Р выразится в форме

5 (г, О
4гС г

2(1 2у)Д (2.22)

Из формулы (2.22). в частности, получим

5(г. 0)
Р 1 5(г. оо) р н у)

4“(* г
(2.23)

что совпадает с (2.2).
На фиг. 2 приведены графики смещений поверхности полупро­

странства, построенные в соответствии с формулой (2.22). Как видно 
из графиков, стабилизация осадки происходит неравномерно и зависит 
от расстояния до точки приложения силы Р. Чем ближе к точке
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приложения силы, тем стабилизация осадки происходит быстрее. В 
полученных выше выражениях характеристики 6’; •*;  (Р(/) ц у соот­
ветствуют характеристикам механических свойств „скелета грунта".

Фвг. 2, Графики приведен»։’։х сЯе^еикй границы подупространстиа «$(/) *■'6'  : (.1 

при действии сосредоточенной силы Р при £>(;)—0 и . = чк 0.

§ 3. Полупространство под действием нагрузки, распределенной 
по некоторой области

Пусть на плоскости, ограничивающей полупространство, задана 
нагрузка </ (л՜, у), распределенная по некоторой области /?. Для опре­
деления напряженно-деформированного состояния основания из двух­
фазных грунтов можно использовать выражения, полученные в пре­
дыдущем пункте, если воспользоваться принципом суперпозиции сил. 
Найдем выражение для вертикального смещения произвольной точки 
А/, принадлежащей области загружения Пусть координаты ՛։ очки Л/ 
будут (л֊, у}. Выделим некоторую элементарную площадку г//' с цен­
тром в точке Л' с координатами л ; и у Элементарная сила, 
действующая в точке Л', будет, очевидно, равна </(:, -։,)<.& с!'(, а „про­
гиб“ основания в точке М от этой силы, согласно формуле (2.211, 
запишется:

</5 _ 2(1_2,)|<4/г\,
4“Ог I и | \ | с/ /

II

(3.1)
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приложения силы, тем стабилизация осадки происходит быстрее. В 
полученных выше выражениях характеристики (>\ ч; и ' соот­
ветствуют характеристикам механических свойств „скелета грунта“.

Фиг. 2. Графики приведенных смещений границы полупрострнт тпл 5’(/) '<'1'’ ՝<' (1

при действии сосредоточенной силы /’ при ОО)~0 11 0.

§ 3. Полупространство под действием нагрузки, распределенной 
по некоторой области

Пусть на плоскости, ограничивающей полупространство, задана 
нагрузка </ (л՛, у), распределенная по некоторой области /?. Для опре­
деления напряженно-деформированного состояния основания из двух­
фазных грунтов можно использовать выражения, полученные в пре­
дыдущем пункте, если воспользоваться принципом суперпозиции сил. 
Найдем выражение для вертикального смещения произвольной точки 
Л/, принадлежащей области загружения /•’. Пусть координаты точки М 
будут (л-, у). Выделим некоторую элементарную площадку с’/' с цен­
тром в точке Л с координатами х : и у Элементарная сила, 
действующая в точке Л', будет, очевидно, равна у у)(ЛсЛ,. а „про­
гиб“ основания в точке М от этой силы, согласно формуле (2.21), 
запишется:

'<1: -- 11 1(2 (-:) ,!֊■ + 2 (1 - 2») 
4՜ о г I

и

и



52 Ю. К. Зарепкнй 

где обозначено
г = 1 •'(а* — ;)՜֊ (3.2)

Полное перемещение точки М от всей нагрузки, распределенной ио 
площади Г, представится интегралом

5(л-. у. !) 4-2(1 _ 2,) X
4-6 ,1 г

(3.3)

Рассмотрим более подробно случай равномерной загрузки основа­
ния по площади круга радиуса г а. Пусть нагрузка Р равномерно 
распределена по площади этого круга с интенсивностью

Р
(/ --- 7 С0ПЯ1.

-о՜'

Из фиг. 3 видно, что полное перемещение точки М от всей на­
грузки предстапнтся интегралом:

5|г.: <?։ 2(1
V ֊ О

2>) (1

П <2)1

г где через х։ 
тхМ и т:М.

(3.4) 

и г. обозначены длины отрезков 
соответственно равные:

/| = У (Г— Г’Я'ш' V г соя б, 

/ч — У п г^йг1' г соя 5.
(3.5)

Фиг, 3. Схема к расчету 
осадки н’ллу прхКтраистнп при 
дейстпни р.тномсрно-распрс- 
деленной нагрузки но плн- 

|цэди круга.

Формулу (3.4) перепишем следующим об­

еде £(//) полный эллиптический интеграл
гвторого рода с модулем и 
и

Вычислив интегралы по координате ?. функцию



Ползучесть полупространства ил и։у\фазпот1> грунта 53

(3.6)

(3.7)

Предельные значения 
ответственно

О и /функции /(г; f-t :) при / равны со-

/<г; е; 0) 0; /(г: 0; ое) /а- rssin=Û. (3.8)

Заметим также, что при г 0 величина /։ — / • «, и функция
/(г: 0; t) упрощается

Используя вычисленное значение функции /(г; &; /) (см. формулы 
(3.7) или (3.7а)), вертикальное смешение границы полупространства 
(3.4а) запишем в компактной форме

S(r. О ֊-(1 Q) а£(пН-(1 2--I ]j f(r-, '։■, t)diï |- (3.9)

О

Под центром гибкого штампа смещение будет равно

(3.10)

В случае, когда „скелет" грунта основания нс обладает свойствами 
ползучести (2(/) 0, формула (3.9) упростится. Остановимся подроб­
нее на этом случае и проанализируем его.

Осадку под центром круглого абсолютного гибкого штампа най­
дем по формуле

5.(0 Л
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осадки под центром круглого штампа равна наМгновенная величина 
основании (3.10а)

5й(0) (3.11)

а „стабилизированное* 4 ее значение при / • оо равно

■М-Ч (1 
(л

(3.11а)

Нетрудно видеть, что выражения (3.11) совпадают с известными зна­
чениями „прогиба“ основания, определяемого теорией упругости со­
ответственно при V 0,5 и > .

Таким образом, под центром гибкого круглого штампа осадка 
двухфазного основания, „скелет" которого не обладает свойствами 
ползучести, развивается от значений, определяемых формулой (3.11), 
до значений, определяемых формулой (3.11а).

Точно так же можно найти осадку под краем штампа, т. е. пр։։ 
/• а. Эта осадка при. (?(/) 0 выразится в форме:

(3.12)

Гс/ :ег(с(:)

3.13)
Значение интеграла (3.12) легко вычисляется по методу Симпсона.

Интересно найти отношение 5 5Л, характеризующее максималь­
ную неравномерность осадки абсолютно гибкого штампа. Это отноше­

ние в рамках теории упругости, как известно, равно — и не зависит

ни от размеров штампа, ни от характеристик грунта. В случае двух­

фазной среды равенство 5\; возможно только при двух край­

них значениях I: ( 0 и / -*  ос. В течение всего процесса отношение
-V, Л’„ сначала возрастает до некоторого предела, а затем падает до

значения • При этом характер изменения 5՜,.. зависит от разме­

ров штампа и свойств материала основания (см. фиг. 4).
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Фиг 4 Хлраитср изменения отношении 
Д, S<i по иргмгин п процессе ■онеидида* 

цим дпулфадпото грунта основания.

Таким обрааом, при расчетах реальных конструкций па нодона- 
•сышенных грунтах по деформациям необходимо пронести анализ изме­
нения шшряженно-деформиронанного состояния но времени за весь 
период консолидация.
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II. if l|l II l|l и t d

-.nrjifutbnid rjfitniuplpfujil Lit LpLjifiiuy pb ш ’ n tj и>jfib ‘J fnfb min Ш If ft untjpft пир- 
ylippt Utnuiyiftud / Lplffyuttf pb u.- •» n tfh pfl unrjpfi uiLuntp JUlL lUJlf lAJUIlipnuiillipfl 
ufitttnl.dp, npp -.fidbunfnpifuid ( ib[npfih-Ffintft phtf^iuLpuitjiftuii dnqLfft tfptn:

Utniuytfutd IfftuiuintiipuidniPjiui: jnipt] ш d ujjftlt - tfLift n fnf tu in ftif rfpr/if) jui'li 

fuiltfpft fndltllfp U1" nhubfib nitjfjUt ‘injury IjfipuiniftuA nidLpfi m qijL qnt f)jiub ifhuj- 
pnuft

Y K ZARETSKY

THE CREEP OF HALF-SPACE FROM TWO-PHASE SOIL 
UNDER THE INFLUENCE OF FORCES APPLIED NORMALLY

TO THE BOUNDARY

S и in in а г у

The full system of equation of theory of the creeping of two-phase 
water-saturated soil is represented in this article.

The factor of creeping of the skeleton of the soil and percolating 
motion of void water is regarded simultaneously.
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The author solves the problem of creeping of haif-spacc ruder the 
action of point load and distributed load.

hi the result the change of time of pore water pressure, stresses 
and displacement of boundary of half-space are determined.
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Р. .4. КИРАКОСЯН

О НЕУСТАНОВИВШЕЙСЯ БЕЗМОМЕНТНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ОБОЛОЧЕК КРАШЕНИЯ

В настоящей статье на основе теории течения [1] рассматривается 
неустановившаяея безмоментная ползучесть защемленных но краям, 
оболочек вращения, находящихся под действием равномерного внут­
реннего давления. Путем решения упруго-мгновенной задачи я задачи 
установившейся ползучести находится интервал изменений напряжений 
во времени. 11оказывается, что в сферических оболочках всегда, а 
в усеченно-конических оболочках при несжимаемости материала напря­
жения вследствие ползучести не меняются.

1. Рассмотрим замкнутую оболочку вращения постоянной толщи­
ны Л. Положение какого-либо параллельного круга срединной поверх­
ности будем определять длиной отрезка по образующей я, отсчиты­
ваемой от некоторого параллельного круга $ 0.

Пусть рассматриваемая оболочка защемлена по краям $ и 
5 I и находится под действием постоянного внутреннего давления р. 
Если материал оболочки обладает свойством ползучести, то при таких 
внешних воздействиях обычно происходит перераспределение напряже­
ний во времени (.

Граничные условия задачи (с точностью безмомептной теории) 
будут

«(0,0 = 0, «(/,0 = 6. (1.1)

Меридиональное (з,) и кольцевое (з^,) напряжения в 
имеют вид [2, 3]

-I (*, 0
1_____

R* Л соз2 ՛>
7։(з)-?У(/)

данном случае

(1.2>

(5, /) 1
АЗ Л сое՜՜ '՛)

(§) иау ,
где

?։ (з) р Г 31П И с1$,

З.(з) р! А|/?2 Ср5՞ И ^ГЗШ'Ъ/з . 
\ 0 /

(1.3)
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(/(О -искомая функция интегрирования, А< R. — радиусы кри­
визны срединной поверхности, »— угол между касательной к мери­
диану и осью вращения, г — расстояние от точек срединной поверхно­
сти до оси вращения.

В силу первого из граничных условий (1.1) для меридионального 
перемещения можно записать [2]

*
н(з, /) cos«) i *- Л,---- (1.4)

J cos «) \ R । /0

На основе теории течения |1J для деформаций и получим
t

=. -4г<։> «а 4-(/(=|Н2=1
Е 6

о 
t

~ w«> ,՝ 17(^)<2-.֊ =.><•". (1-5)
Е 6 J

т*
где 

лм 4֊ 
֊4

(г? интенсивность скоростей деформаций сдвига ползучести).
Из (1.2), (1.3) и (1.5) видно, что напряженное и деформирован­

ное состояния оболочки будут известны после определения неизвест­
ной функции интегрирования U(/).

Внося значения деформаций (1.5) в последнее из граничных усло­
вий (1.1) и принимая во внимание (1.2), (1.3) и (1.4), после некоторых 
элементарных выкладок для /■'(/) получим

- 2 (Au-(-/?! А\ R՜:) | г sin » ds clt ds,
и
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я С — А (Я?+ 2 >/?,/?■ -я?

. R-,R cos՛՛։> Е II (1.6)

Отметим, что это выражение по сущности является нелинейным ал-
гебраическим уравнением относительно искомой 
есть нелинейная функция от /..'(/)

/^)=А[р, s, {/(Ob

функции, так как /(",)

(1.”)

Полагая в (1.6) t О, 
упруго-мгновенной задачи

получим значение искомой функции для

ЩО)
/ R 2 А’ А А

RiR> cos:: и

. R':R. cos՜ 
ds

R । А. (R j vA, R.) cos A -

(1.8)

и

р 1

(Ai 2>А։А,- A}) \ г sin» г/s ds.

Переходя к пределу при / -ос, из (1.6) для установленного 
ползучести получим

режима

U (ОС) /Ы
1 (А?+а,а..

• A;R, cos '•

> Ai A cos"» 
Ai ) ds u

(1.9)

p

А>А. (2Ai A,A>) cos՜՛1 2 (Aj A։A Aj) i rsin».t/s ds.

Гак как состояние ползучести с течением времени монотонно изме­
няется от начал иного упругого состояния к состоянию установившейся 
ползу чести [1J. то £./(/) при нсустановившейся ползучести принимает 
значения, находящиеся в интервале от U(0) до U (ж). Тем самым оп­
ределяется интервал изменений напряженного состояния вследствие 
ползучести.

Очевидно, что при Z7(0) U (ос) напряженное состояние является 
постоянным, и влияние ползучести заключается лишь в увеличении 
деформаций и перемещений оболочки.

2. Рассмотрим конкретные примеры.
а) Сферическая оболочка. Полагая н (1.8) и (1.9)

A| R, A—const, s А՛), (2-1)
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для 6(0) и б'('х) получим

6'(0) - (7 (сю) рУ
2 ’ (2.2)

Следовательно, если сферическая оболочка защемлена в двух кон­
цах и находится под действием равномерного давления (фиг. 1), то 
независимо от значения коэффициента 11уасссна напряжения н оболоч­
ке вследствие ползучести не изменяются.

6) Усеченно-коническая оболочка. В этом случае (фиг. 2)

/?.
г rd s sin ՛>сю, R, ------- —,

cos П cos ’•
И cons/.

Учитывая (2.3), из (1.8) и (1.9) получим

67(0)
pr֊ р(1-2\)(г֊ г;)

֊֊
2 41п —

Таким образом,
Й 2*)(< п) рг\

‘2 .1 24 1п — 
Г|

В случае несжимаемости (> 0,5) 
йЯ рг-

£7(0) '

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

и перераспределения напряжений вследствие ползучести материала не 
происходит.
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в) Переходя в (2.4) к пределу при г։ — гг, — О, получим значения 
V (0) и U (се) для круговой цилиндрической оболочки

t/(0) ֊ ;рг\ Щ~) -?■£- (2.7)

(г радиус цилиндра).
При v 0,5

4/(0) (/(==)

и перераспределения напряжений не происходит.
Последний результат попутно получен в работе [4J.

Институт математики и Поступили 25 111 1965
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ՊՏՏ111ԷՆ l'lkWJH-l.l'l« շ1|Ա:,111>Ն1Այ11.Ծ 11.Ն1111111։ՆՏ 1111W IllUlbi.

II. մ փ II փ II t մ

Հողվածում հո աււնու fJ լան ւոեոա թլան [/] հիմ ա՛հ 7 /’1,1 "'/'4'/ Լ
եւ/րերաւ1 niil րակրքված ոլաէոման թարլանքմների անմոմենա ոու/րի խնդիրր' 
.ասաա տան ներրին ճնշման աոկա ւութ լորն դեպ։(>որ մ։ Աո ու ձւլ որ֊ակն թ ա լվժա լին 

և կսւլհէնացվտծ վիճակների /ոնղրի քուծման ճանորպա[•‘•ով ղրոնվում է մ ru­
ff անրսկի ըն jd արյրա մ ի) ա ղ ա ն/d ի { ա րա ifiifi ր ի փոփոխման մի ւ' որկոր / յ>ր : Պաքէքյ- 
վում Լ. որ սֆ!ւր[։կ /<!աzyան քմնհրո։ մ ւ1յւշւո, 1“>կ հաաած կոնական թ ա>] ան[d֊ 
'հերա մ նլութ^է ւո՚հոե !/մել^ւա jr!լան դևսլրէոմ / արա ՚։1հերր ււուրր^ւ պաւոճաոով 
չեն փոփոխվում;

R M. K1RAKOS1AN

ON THE UNSTATION ARY MOMENTLESS CREEP OF ROTATING 
SHELLS

S u in m a г у

In the present paper the unstationary momentless creep of rotating 
shells clamped on the contour and under the action of uniform internal 
pressure is considered.

It is shown that if the shell is spherical the stresses do not change 
because >1 the creep of the material which would take place for 
conical ֊hells if the material was uncompressive.
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